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Chapitre 1

Introduction

Les systémes distribués singuliers trouvent leurs applications dans plusieurs
phénomeénes tels que le controle des réactions enzymatiques (cf J. P. Kernevez
[10] et la bibliographie de ce travail), le controle de la transmission de ’énergie
électrique, le controle de la forme des plasmas... L’étude de tels systémes et en
particulier celui de leur controle est donc d’un intérét réel.

Dans cette thése nous nous intéressons au probléme de controle de systémes dis-
tribués singuliers pour des opérateurs de type parabolique et de type hyperbolique.

La difficulté de I’étude du probléme de controle pour ce type de systéme réside
dans le fait que, contrairement au cas classique les problémes singuliers peuvent
admettre ou non des solutions, et lorsqu’ils admettent des solutions ces derniéres
présentent des phénomeénes d’instabilité.

Rappelons alors quelques notions de la théorie du controle.

1.1 Controéle de systémes distribués non singuliers

Les systémes distribués sont les systémes gouvernés par des équations aux déri-
vées partielles (e.d.p) (ou integro-differentielles) ou encore un systéme dont [’égua-
tion d’état est une e.d.p. c’est a dire une équation de la forme :

Aly) = B(v), (1.1)

ou
— y est ’état du systéeme que 'on étudie
— A représente un opérateur aux dérivées partielles (ou integro-differentielles),
linéaire ou non, stationnaire ou d’évolution (dépendant du temps).
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Des conditions supplémentaires aux frontiéres doivent étre ajoutées a I'équation
(1.1) et si A est un opérateur d’évolution il est nécessaire d’ajouter des conditions
initiales.

Exemple 1.1 (Exzemples d’opérateurs A).

o Opérateur stationnaire linéaire du type elliptique :
A=A ( opérateur de Laplace )

e Opérateur stationnaire non linéaire :
A=A+ (Id)?

o Opérateur d’évolution linéaire du type parabolique :

A= % - A ( opérateur de la chaleur )

e Opérateur d’évolution non linéaire :

_a 2
A== A+ (1d) n

v est la variable de controle ; une variable qui peut-étre ” distribuée” dans le domaine
ou les phénoménes modélisés par (1.1) sont étudiés; la variable v peut également
apparaitre de maniére ” frontiere” a travers des conditions aux limites; c’est ce qui
est pris en compte par la forme (formelle) de (1.1) avec 'opérateur B.

Exemple 1.2 (Ezemples de controles)
Q étant un ouwvert de frontiere I', @ = Qx]0,T] et ¥ =T1x]0,T].

a) On considére le systéme :

Ay=f+v dans
y=0 sur I"

le controle v est "distribué’.

b) Soit le systéme :
% —Ay=f dans Q
Y= sur %
y(0) = ¢ sur T

le controle v est "frontiére". ]
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Dans la théorie classique du controle de systémes distribués, il est supposé que :

(1)) Pour v choisi dans un ensemble convenable, ’équation
! (1.1) a une unique solution dans un ensemble convenable .

Désignons alors par y(v) la solution de I'équation (1.1); c’est l’état du systéme.
On définit ainsi une application :

v — y(v) (1.2)

controle état

On introduit ensuite la fonction coidt qui a chaque v de ’ensemble des controles
associe un nombre J(v) donné par :

J(v) = o(y(v)) + ¢ (v). (1.3)

Dans (1.3) les fonctionnelles ¢ et ¢ sont respectivement définies sur I’ensemble des
états et sur I’ensemble des controles et sont a valeurs réelles. Dans la plupart des
applications, la fonctionnelle ¢ est une fonction d’une norme de v, elle définit donc
un espace de Banach U. Le choix de 'espace U ou prendre le contrdle v est donc
imposé par la fonction codt. Une fois U fixé, on sait ou est B(v) pour v dans U ce
qui fixe (& peu prés) le cadre fonctionnel ou résoudre ’équation (1.1) ; on introduit
ainsi un espace ) de Banach ou I'on cherche y. Dans ce contexte 'hypothése (H;)
est précisée comme suit :

Pour v € U, I'équation (1.1) admet une unique solution y(v) € V. (1.4)
Toujours dans la théorie classique, une hypothése souvent faite est que :
(H2) : L’application v — y(v) de U dans Y est diffférentiable.
Cette hypothése est complétée par :

(Hs) Les fonctionnelles y — ¢(y) et v — 1(v) sont différentiables de
3 Y dans R et de U dans R.

Le probléme de controle est alors de trouver :
inf J(v) (1.5)

lorsque v parcourt U ou un sous-ensemble U,y de U de controles dits admissibles ;
I’ensemble U, exprime les contraintes sur v donc

v E Uyg. (1.6)

Le cas ou v parcourt U tout entier est dit "sans contraintes". Dans ce cas U,q = U.
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Exemple 1.3 Reprenons le b) de 'exemple 1.2 qui peut modéliser la distribution
de la température dans un milieu donné. On peut associer a l’état du systéme la
fonction coit :

J(v) = |y — 25]* + Nlv|?

25° étant une température idéale, y [’état du systeme et v le contrdle qui peut
représenter le codt. Trouver alors w qui réalise inf J(v) revient & trouver u qui
amene l’état y le plus pres possible de I’état idéal 25° tout en minimisant [’énergie,
le codt |

Cela étant, les objectifs visés en théorie classique du controle sont les suivants :

i) étudier lexistence de u € U,q réalisant le minimum dans (1.5), on dit alors
que u est un controle optimal,

ii) donner des conditions nécessaires et, si possible, suffisantes exprimant
que u est controle optimal ;

iii) obtenir des propriétés du (ou des) controle(s) optimal(aux) a partir des
conditions ii) ;
iv) obtenir des algorithmes numériques.
A cette liste peuvent aussi s’ajouter les questions de contrélabilté et d’observa-
bilité.

Pour établir i) nous utiliserons systématiquement, pour le sujet qui nous concerne
dans cette thése, le résultat classique du controle optimal suivant :

Théoréme 1.1 Soit J : U,y CU — RU {+o0}.

On suppose que :

Uqq est non vide, conveze et fermé (dans U)

J est propre i.e vy € Uyy telle que J(vgy) # 400
J est coercive au sens lim,|—, oo J(v) = 400

J s.c.i faible de U dans R

5. J est strictement convexe

e v o~

alors il existe u € Uyq unique telle que J(u) < J(v), Vv € Uyq.

Pour établir ii) nous utiliserons le résultat suivant :

Théoréme 1.2 Soit J : U,g CU — R, G-differentiable.
St J admet un minimum u sur U,q, convexe, fermé non vide de U alors :

J(u)(v—u) >0, Vv EUg.
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Si de plus Uyqg = U (cas sans contrainte) et si u est un minimum, on a l’équation
d’Euler :
J' (u) =0.

Enfin et pour terminer cette bréve présentation de la théorie classique, on décrit
maintenant et toujours de manieére formelle, la structure des conditions nécessaires
pour le probléme (1.5).

Soit donc u un contrdle optimal et soit y(u) = y [’état optimal correspondant. 11
existe alors un triplet (u,y,p) vérifiant le systéeme d’optimalité (S.O) suivant :

(5.0) ( )p <b’(y)
(B'(u)'p+ ' (u),v —u) >0, Vv € Uyg.

Dans (S.0), A'(y)* (resp. B'(u)*) désigne 'adjoint de la dérivée, supposée exis-
ter, de A (resp. B) au point y (resp. u). Grace a (H,), Pétat adjoint p est défini
de maniére unique par I’équation (S.0)s.

Il y’a lieu d’insister sur ce point car dans les cas singuliers, la situation sera diffé-
rente puisque [’hypothése (Hi) ne sera pas satisfaite.

Dans (S.0)s, on suppose généralement que Uy,q est convexe; I'inégalité (S.0)3 est
la traduction de la condition d’optimalité dans le théoréme 1.2.

1.2 Controle de systémes distribués singuliers

Les systeémes distribués singuliers sont les systémes dont [’équation d’etat pré-
sente des singularités telles que :

— des instabilités
— des phénoménes d’explosion

— des solutions multiples et des phénomeénes de bifurcation.

Des séries d’applications (phénomeénes a états multiples dans des réactions chi-
miques, controle de structures flexibles instables, problémes périodiques (en temps)
se posant dans le transport d’énergie électrique, etc.) nous poussent & abandonner
I’hypothése (#H;). Nous sommes ainsi amenés a considérer des situations ou I’équa-
tion (1.1) n’a soit pas de solution, soit posséde un nombre arbitrairement élevé et
méme infini de solutions, soit des solutions instables.

L’approche dans ce cas est le suivant : on se donne a partir de la fonction coiit,
les espaces de Banach U et ) et on considére I’ensemble des couples (v, z) qui
vérifient :

vel, ze) (1.7)
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et
A(z) = B(v) (1.8)

Tout couple (v, z) vérifiant (1.7)(1.8) est appelé couple "controle-état".
Il n’est pas indispensable que (1.8) admette une solution unique ou une infinité de
solutions pour un v donné; il peut arriver aussi que pour v donné (1.8) n’admette
pas de solution dans ) ; il suffit seulement de veiller a ce que ’ensemble des couples
(v, z) liés par (1.7)(1.8) ne soit pas vide !
Les contraintes s’expriment par :

VEU g CU, 2€ Vo C Vs (1.9)

et il faut vérifier, dans chaque situation particuliére, que I'ensemble des couples
controle-état (v, z) admissibles, c’est-a-dire vérifiant (1.8)(1.9) n’est pas vide.
La fonction cott est dans ce cas une fonction du couple (v, 2) :

J(v,2) = ¢(2) + ¥ (v), (1.10)
le probléme de controle est alors le suivant :
inf J(v,z), (v,z) admissible (1.11)
Si (u,y) est une solution de (1.11), on dit que c’est un couple optimal.

Remarque 1.1 Les problemes posés de la sorte contiennent tous les cas étudiés
auparavant. En effet, si Uhypothése (Hq) est vérifiée alors il suffit de remplacer
dans (1.10), z par la solution y(v) de (1.8) car c’est le seul choix possible; on
retrouve alors la situation classique rappelée a la section précédente.

Comme dans le cas classique, les objectifs principaux sont :

— étudier I'existence de couples optimaux,

donner des conditions nécessaires et, si possible, suffisantes pour qu’un couple
(u,y) soit un couple optimal;

— obtenir des propriétés des couples optimaux;

obtenir des algorithmes numériques d’approximation.

Nous verrons que les conditions nécessaires s’expriment par un "systéeme d’opti-
malité singulier" en abrégé (S.0.S) qui a formellement la méme structure que le
(S5.0).

En d’autres termes si (u,y) est un couple optimal, il existe un triplet (u,y,p)
solution du systéme d’optimalité singulier :

)
(5.0.5) A'(y)p = ;b’(y
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Il est formellement identique a (S.O) mais a une différente interprétation. L’équa-
tion " A(y) = B(u)” dans (S.0.S) n’est pas "bien posée" au sens ou l'opérateur
A'(y)* n’est pas inversible. Dans le (S.0.S) il faut donc considérer globalement le
systéme en (u,y,p).
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Présentation de la thése

La suite de ce travail est divisé en quatres chapitres.

Dans le chapitre 2 nous revenons sur quelques notions fondamentales telles que
les problémes elliptiques, les problémes d’évolutions de types parabolique et hy-
perbolique. En effet, étant intéressés par des systémes de Cauchy impliquant des
opérateurs parabolique et hyperbolique, il nous a semblé nécessaire pour bien abor-
der le travail de revenir sur les solutions des problémes d’évolution, leur existence,
leur unicité. Les espaces de Sobolev étant par prédilection nos espaces naturels
de travail, nous avons la aussi rappelé quelques résultats importants tels que les
espaces H*(Q2), (s € IR*) et la notion de trace.

Les chapitres 3 et 4 sont consacrés a 1’étude de probléme de controle pour un
systéme de Cauchy pour opérateur parabolique d’une part et pour un systéme de
Cauchy pour opérateur hyperbolique d’autre part.

Un systéme de Cauchy pour opérateur parabolique est un systéme du type :

%2 _ANz=0 dans @)
2=y, =1 sur (1.12)
2(x,0) =0 dans Q.

Les données de Cauchy pour I'opérateur parabolique sont les données en espace
sur une partie de la frontiére de €2, et la donnée en temps t = 0.
Un systéme de Cauchy pour opérateur hyperbolique est un systéme du type :

27— Az = 0 dans Q

0z
z = vy, ; Em = V1 Sur X (1.13)
2(x,0) = a—j(m,()) = 0 dans .

Remarque 1.2 Cela étant et s’agissant des problémes bien posés, rappelons d’abord
que :

x pour des problémes auzr limites homogénes :

% - Ay = f dans Q
Y = 0 surd¥ (1.14)
y(0) = yo dansQ

ot f € L*(Q), on peut utiliser les techniques classiques suivantes pour établir
lexistence et ['unicité de la solution :
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— le théoréeme de Hille-Yoshida

— la théorie spectrale

— la méthode dite de variation des constantes
— la méthode de Galerkin

x pour des problémes aux limites non homogeénes :

% — Ay = f dans Q
y = g surd (1.15)
y(0) = yo dansQ

nous avons alors deuzx cas :

e) Si g est assez réquliére, par relevement on peut introduire g appartenant
a un ensemble adéquat telle que g s = g et poser y = y — g pour se
ramener au (1.14).

f) Si g€ L*(X) , on pourra utiliser la méthode par transposition (se référer
par exemple aux articles de J. L. Lions et E. Magenes dans [15])

« On notera que les problémes (1.12) et (1.13) ne sont pas du type (1.14) et (1.15).

Le chapitre 5 conclue ce travail et propose quelques perspectives.



14

Introduction




Chapitre 2

Pré requis : Les fondamentaux

Dans ce chapitre nous revenons sur quelques résultats classiques. Pour plus
d’approfondissement et pour la justification des résultats on pourra consulter en
particulier L.C.Evans [6] et Lions-Magenes [14].

2.1 Espaces de Sobolev

On note C'°(€2) ou D(Q2) 'ensemble défini par :
D(Q) = {p: Q@ — R; v infiniment différentiable / supp ¢ C K, K C Q et K compact }
Toute fonction ¢ de D(Q) est appelée fonction test.

Définition 2.1 Supposons u,v € L}, (Q), et a = (ay, a9, ..., ) € N un multi-

indice. On dira que v est la dérivée partielle faible d’ordre o de u et on écrit :

D%u=wv
st :
/uDo‘go dr = (—1) / vpdr, Vo € D(). (2.1)
Q Q

Une dérivée partielle faible d’ordre « de wu, si elle existe, est définie de maniére
unique p.p.

On pose alors la définition suivante :

Définition 2.2 L’espace de Sobolev, noté WEP(Q), est l'ensemble des fonctions
localement sommables u : 8 — R tel que pour chaque multi-indice o avec |a] <
k(k € N), Du existe au sens de la dérivée faible et appartient a LP(2).

15
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Exemple 2.1

Wh(Q) = {u: Q — R,u € L*(Q) telle que

Op ou
= D(N L*(Q),i=1,...,n.
/ 3% dr = /8xlg0d:c Vo € D(Q) et oz, € L7(Q), sy T
Remarque 2.1 S p = 2, on note usuellement :
H*(Q) = Wk2(Q), k=0,1,..

H*(Q) muni du produit scalaire (u,v) gr(g) = > 0<laj<k (DU, D) 2 est un espace
de Hilbert.

Définition 2.3 Siu € W*P(Q), on définit une norme usuelle par :

HuH . _ Z|a\<k ||D uHLp s11 < p<oo
Whr () > jaj<k nf{e; [D%u| < ¢ p.p. sur Q} 81 p = 00.

v
Pour 1 < p < o0, Z ||Do‘u||’£p(m est une norme équivalente.

o<k

Définition 2.4 Soit (U, )m>1,u € WFP(Q). Nous dirons que u,, converge vers u
dans WFP(Q) et on écrit :

U, — u dans WHP(Q)
S

lim Hum — uHWk,p(Q) =0.
m— o0

Définition 2.5 Nous noterons WE*(Q) la fermeture de D(Q) dans WF»(Q).

Ainsi u € W(f () si et seulement si il existe une suite de fonctions
(um) € D(Q) telle que u,, — u dans W*P(Q). Maintenant si I" est réguliére on
montre que W;P(Q) est I'espace des fonctions u € W*?(Q) telles que :

D% = 0 sur ' pour tout |of <k — 1.

On note :
H§(Q) = Wg(Q).

Théoréme 2.1 Pour chaque k =1,.... et 1 < p < oo 'espace de Sobolev WHP(£2)
est un espace de Banach.
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Nous passons maintenant a la notion de trace.

Théoréme 2.2 (Théoreme de trace). Supposons Q borné et T de classe C*. Alors
il existe un opérateur linéaire borné :
Yo : WHP(Q) — LP(T)
telle que :
1. you = siu € WH(Q)NC(Q) et
2 oull oy < Cllullwrr)-
Pour chaque u € WHP(Q) avec la constante C dépendant uniquement de p et €.

You est appelée la trace de u sur I'.

Théoréme 2.3 (Trace-zero de fonctions de W'P). Supposons Q borné et T' de
classe C*, alors :

Wol’p(Q) = {u e W [ygu = 0 sur F} . (2:2)

L’espace H!
Comme nous le verrons dans I'étude des EDP elliptiques, paraboliques et hyper-
boliques, il est important d’avoir une caractérisation explicite du dual de 1’espace
HY.

Définition 2.6 Nous noterons par H=1(Q) Uespace dual de H}(S2).

En d’autres termes H'(Q) est 'espace des formes linéaires continues sur H;(€2).

L’espace H*(s € IR)
Q0 C IR" ouvert borné. On peut définir une famille d’espaces intermédiaires entre
LP(Q2) et WLP(Q).
Pour 0 <s<1let1l<p< oo, on pose :

WWﬂD:{ueLﬁmJﬁﬁlﬁgﬂeLﬂﬂxQ%

|z —y[*Tr

muni de la norme :

2
w(x) — u(y
|W§=M%@+/ LQ—llwmy

axa |z —y[2tT)
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On note : H*(Q2) = W*2(Q).
On définit enfin W*P(Q2) pour s > 1 comme suit : on écrit s = m + o avec m =
partie entiére de s et on pose;

WeP(Q) = {u e W™P(Q); D*u € WIP(Q), Va avec |a| =m} .

On définit aussi W*P(I") ou I' est une variété réguliére (par exemple le bord d’un
ouvert régulier).

Pour plus de détails concernant les espaces de Sobolev fractionnaire on pourra
consulter Lions-Magenes [14].H

Nous aurons aussi besoin des espaces incluant le temps.
Plus précisément
soit X un espace de Banach réel, muni d’une norme || |

Définition 2.7 L’espace LP(0,T;X) est ’ensemble des fonctions mesurables w :
[0,T] — X tel que :
1.

T P
||| o0, x) = (/ lw(t)]|? dt) < oo pour 1l <p< oo et
0

|u|| oo 0,7 x) = inf {C; ||u(t)|| < C p.p. surX,0 <t < T} pour p = oo.
Définition 2.8 L’espace
C([0,7]; X)
comprend toutes les fonctions continues w: [0,T] — X avec

||U||C([0,T];X) = Ogltfg% |u(t)]] < oo.

Définition 2.9 Soit w € LY(0,7;X). Nous dirons que v € L'(0,T;X) est la
dérivée faible de w et on écrit : v = v si :

/0 w(t) /(1) dt = — / wt)p(t)dt, Vo€ C(0,T)).

Définition 2.10 L’espace de Sobolev WP(0,T; X) est ensemble de toutes les
fonctions w € LP(0,T; X) telles que u' existe au sens faible et appartient & LP(0,T; X).
De plus :

(S )P+ w0 ) de) ™ si 1 < p < o

||'UI||WLP(0,T;X) =
inf{C; ||[u(®)| + |&'@)|| < C p.p. sur Q,0<t<T} sip=00
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Nous noterons : H*(0,7; X) = W'2(0,T; X).
Théoréme 2.4 Supposons que uw € L*(0,T; H}(Q)), avec v € L*(0,T; H1(Q)).
Alors :
1. uwe C([0,T]; L*(2))
2. La fonction
t = lu(t)]| 720

est absolument continue, avec
d
EHu(t)H%g(Q) = 2(u/(t), u(t)) p.p tout 0 <t < T.
3. De plus, nous avons [’estimation :

max [[u(®)llxe) < C (Il oy + 1Wlorn@)) . (23

La constante C dépendant seulement de T.

2.2 Formule d’intégration par parties

Proposition 2.1 Q désigne un ouvert borné régulier de R"™ de frontiére T, n(z)
est la normale unitaire extérieure au domaine ) avec x décrivant le bord T" de ().
Soient u et v des fonctions de 2 — R prolongeables continiment sur [’adhérence
Q (donc sur le bord T') et dont les dérivées sont de carré intégrables.

On a la relation d’intégration par parties suivante :

ou ov -
dr = — d tdr. 2.4
/Qﬁmiv x /Quﬁa:i a:—l—/ruvn T (2.4)

On peut également déduire toute une série de formules de la relation (2.4) dont
en particulier la suivante qui nous sera utile dans la suite de cette thése :

0 0
/vAud:C = / uAvdx + / Lpdr — | Zudr (2.5)
Q Q T (971 r 3n
ou Au est le Laplacien :
"L 0%u
Au = — 2.6
=12 )
@ est la dérivée normale :
on
0 " ou
a_u = E 8u n' sur [ o 77 = (n*,n?,...,n"). (2.7)
n €T;

i=1
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FIGURE 2.1 — Domaine ouvert borné régulier

2.3 Problémes d’évolution de type parabolique

Les EDP paraboliques du second ordre sont des généralisations naturelles de

I’équation de la chaleur.

e Equations paraboliques

Dans cette partie on suppose que €2 est un ouvert, borné de R", et
Qr = Q x [0,T] pour un temps T > 0 fixé.

Considérons le probléme avec condition au bord et condition initiale :

u+ Lu=f dans Qp
u=0 sur I x [0, T (2.8)
u=g sur Q2 x {t =0}

ou f:Qr — Ret g:Q — R sont données et u : 27 —> R est 'inconnue,
u = u(x,t). La lettre L désigne pour chaque temps ¢ un opérateur différentiel
partiel du second ordre, ayant la forme :

n

Lu=— Z( G, ) Uy, ) —|—sz (x,t)ug, + c(z,t)u (2.9)
ij=1
pour des coefficients donnés o™, 0%, ¢ (i,7 =1,2,...,n).

Définition 2.11 On dira que l'opérateur différentiel partzel + L est (uni-
formément) parabolique s’il existe une constante 6 > 0 telle que

n

Z a” (z,1)&&; > 0[¢) (2.10)

ij=1

V(z,t) € Qp, & € R™.
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Remarque 2.2 1l faut noter en particulier que pour chaque temps fixé 0 <
t < T, Dopérateur L est un opérateur uniformément elliptique en la variable
spatiale x.

Un exemple immédiat est le cas ou a” = §;;,b' = ¢ = f = 0 dans quel cas
= —A et 'EDP u; + Lu = 0 devient I’équation de la chaleur.

e Solutions faibles
Supposons toujours que a” = a’*, (i,j =1,....,n). et que L a la forme (2.9).
On définit maintenant, par analogie avec la notation introduite dans la partie
précédente, la forme bilinéaire fonction du temps :

n

B(u,v;t) := /Q (Z a” (., t)ug, vy, + Zbi(.,t)u%v + c(.,t)uv) dr (2.11)

ij=1
pour u,v € H}(Q) et p.p. tout 0 < ¢ < T.
Définition 2.12 On dira qu’une fonction
u € L*(0,T; Hy(Q)), avec u' € L*(0,T; H'(Q))
est une solution faible du probléme parabolique avec condition initiale et
condition au bord (2.8) si :
1.
(v, v) + B(u, v;t) = (f,v)
pour chaque v € H} () et p.p. tout 0 <t < T et

u(0) =g.
Théoréme 2.5 (Eristence et unicité d’une solution faible). Il existe une
unique solution faible de (2.8).

2.4 Probléme d’évolution de type hyperbolique

Les équations hyperboliques du second degré sont, des généralisations naturelles
de I'équation des ondes.
e Equations hyperboliques
Comme dans la partie ci-dessus, notons Qp = Qx[0,7], 007 > 0et Q C R”
est un ouvert, borné.
Considérons alors le probléme avec condition initiale et condition au bord :

Uy + Lu = f dans Qr

u=20 sur I x [0, T (2.12)
u=g, uy=nh sur 2 x {t =0}
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ou f: Qr — Ret goh: Q@ — R sont données et u : Qr —> R est
I'inconnue, v = u(z,t). La lettre L désigne pour chaque temps t un opérateur
différentiel partiel du second ordre, ayant la forme :

n

Lu=—Y"(a"(z,t)uy,), +szxtux ce(z, t)u (2.13)
ig=1
pour des coefficients donnés a™, 0%, ¢ (i,7 =1,2,...,n).

Définition 2.13 On dira que l'opérateur dzﬁerentzel partiel 2 T “+ L est (uni-
formément) hyperbolique s’il existe une constante 6 > 0 telle que :

n

>z &g > 0lEf (2.14)
ij=1
V(x,t) € Qp, & € R™
Un exemple immédiat est le cas ou a¥ = 4;;,0' = ¢ = f = 0 dans quel
cas L = —A et 'EDP uy; + Lu = 0 devient I'équation des ondes. Les EDP

hyperboliques du second ordre générales modélisent la transmission des ondes
dans des milieux hétérogénes non isotropes.

e Solutions faibles

Supposons d’abord que L a la forme (2.13). Nous supposons maintenant que :

a’, ' ce CHQr), (i,j=1,...,n) (2.15)
f e L*Qr) (2.16)
g€ Hy(Q),h € L*(Q). (2.17)
Nous supposons toujours que a” = a’®, (i,j =1,....,n).

Introduisons la forme bilinéaire fonction du temps :

n

B(u,v;t) ::/Q(Za D)l Vg, + sz tug,v + ., )uv) dr (2.18)

i,j=1

pour u,v € H}(Q) et p.p. tout 0 < ¢ < T

Définition 2.14 On dira qu’une fonction
w€ L*(0,T; Hy (), avec u € L*(0,T; L*(Q)),u" € L*(0,T; H (1)),

est une solution faible du probleme hyperbolique avec condition initiale et
condition au bord (2.12) a condition que :
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(u',v) + B(u,v;t) = (f.v)
pour chaque v € H}(Q) et p.p. tout 0 <t < T et

u(0) =g, w(0) =g.

Théoréme 2.6 (Eristence et unicité d’une solution faible). Il existe une
solution faible unique de (2.12).
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Chapitre 3

Systéme de Cauchy pour opérateur
parabolique

3.1 Introduction

Des auteurs tels que J.L. Lions [12], G.Mophou, O.Nakoulima [20] entre autres,
se sont intéressés a ce genre de problémes dans le cas elliptique. Dans |20, G.Mophou
et O.Nakoulima proposent une approche assez intéressante en introduisant dans
I’équation d’état et dans les conditions aux bords des termes supplémentaires, ré-
gularisant ainsi le systéme. Nous adopterons, quant a nous, la méme démarche que
J.L.Lions dans [12] pour étudier le cas parabolique et plus loin le cas hyperbolique.
L’une des difficultés dans ce travail sera d’exhiber des cas pour lesquels I’ensemble
des couples admissibles est non vide, ce qui passe par la justification de I'existence
des traces et la précision des espaces dans lesquels elles "vivent'".

3.2 Position du probléme

Soit €2 un ouvert de frontiére 92 = I' = 'y U T’y tel qu’indiqué sur FIGURE
3.1. Soit Q = QX]O,T[, 21 = Fl X]O,T[ et ZO = F()X]O,T[.
Dans ) nous considérons l'etat z d’un systéme soumis au controle v = (vg, v1) tels
que

% - Az = 0 dans Q
z(z,0) = 0 dansQ (3.1)
0z
Z = g, — = U1 sur 20.
v

Soient UY; et U!, deux sous ensembles convexes fermés, non vides de L?(%).

25
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Iy

FIGURE 3.1 —

On dit qu’un couple (v, z) est admissible si

v = (vo,v1) € Upy X Uy, 2 € L*(Q) 3.2
(v, z) vérifie (3.1) (3.2)

et
Z‘El c L2(21> (33)

On pose Uyg = U2, x UL, et on désigne par U,q 'ensemble des couples admissibles
(v, 2).
Pour (v, z) € U4, considérons alors la fonction coiit :

1 No Ny
J(U, Z) = §|Z - ZdPLZ(El) + 7|U0|%z(20) + 7|U1‘%2(20). (34)

Le probléme auquel nous nous intéressons est alors :

inf J(v, 2).

(v, z) admissible (3.5)

Remarque 3.1 Les conditions aux frontiéres (3.1)s, (3.3) et la condition initiale

(3.1)y ont un sens. En effet, si z € L*(Q) = L*(0,T; L*(Q)) et % — Az =0,

0z
les traces z)y, et Em existent et sont respectivement éléments de H_%’_i(Z) et
Vs
3

H=27%(%) (c¢f [15] vol IL, thm 10.2 pp 49) ; les traces z(0) et z(T) existent et sont
des éléments de H(Q) (cf [15] vol II, thm 10.4 pp 55).

Remarque 3.2 L’une des conditions auz limites (3.1)3 combiné avec (3.3) en-
traine nécessairement que z € Hai (Q), en effet en écrivant z = x5, X Vo+ X%, X 25,
(o1 xa(z) =1 si x € Q et 0 sinon) on peut se ramener dans la méme situation
que [’exemple 1 de la page 81 de Lions-Magenes vol I1.
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Cela étant, voici maintenant des exemples ol I'ensemble U,y des couples (v, z)
admissibles est non vide.

Exemple 3.1 Supposons que :

Z/{ad — L2(ZO> X u;d,

UL, = ensemble conveze fermé de L*(X)

contenant au moins un élément vy (3.6)
de H21(3).
Considérons alors la solution ( de
((LC = 0 dansQ
¢(0) = 0 dansQ
0
—C = 0 surd; (3.7)
1%
% = v sur X
\ aV

ot L = i A (dorénavant on adoptera cette notation dans la suite).
Le systéeme (3.7) définit un unique ¢ € H>Y(Q) (cf [15] vol II, thm 6.2 pp 37 et

thm 12.1, pp 60 ou voir résumé pp 65); par conséquent (s € H%’%(Z) (cf [5] vol
II, thm 2.1 pp 9) et en particulier s, € L*(Xo). Le couple

((Clzoa U1>> C)

est donc admissible, ce qui prouve que l’ensemble des couples admissibles est non
vide.

Exemple 3.2 Supposons que

a
UY, = ensemble conveze fermé de L*(X) (3.8)
contenant au moins une fonction vy de H21(%).

On construit ¢ par

~
~

|

o

= dans @)
) = 0 dansQ
= vy Ssur
= 0 sur;y

(3.9)

—~
NS
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alors ¢ € H*Y(Q) (cf [15] vol II, thm 6.2 pp 37 et thm 12.1, pp 60 ou voir résumé
a 11
pp 65); et donc o € H>1(X) (¢f [5] vol II, thm 2.1 pp 9) et en particulier

ov|s
a¢
0
((+5-).)

— € L3(%). Le couple
oV |z, (o) b

On revient maintenant au cas général du probléme (3.5) ou l'on suppose que
U 4q est non vide.

Nous établissons alors le résultat suivant :

est donc admassible.

Proposition 3.1 Le probléeme (3.5) admet une unique solution, le couple optimal
(u,y).

Preuve. Montrons que U,y est un convexe, fermé.
— Montrons que U,q4 est convexe.
Soit (v, z) et (w,h) deux éléments de Uyq, A € [0,1]. On a alors :

Az = 0 dans @
Az(0) = 0 dansQ
Az = Avg sur X
)\% = vy sur X
v
et
(I1-=XNLh = 0 dans )
(1 —=Xh(0) = 0 dans 2
(I-=XNh = (1—=XNwy sur X
(1-— )\)% = (1=XNw; sur X
en additionnant les deux systémes on obtient :
ALz+ (1—=XNLh = 0 dans @
Az(0) + (1 = N)h(0) = 0 dans Q
Az+ (1= A)h = Ao+ (1 —Nwy sur X
0z Ooh
A—+(1—=X) = A+ (1 —MNw;  sur X

o
puisque U%, U, L?(Q) et L?(X;) sont convexes, on a

Mg+ (1= Nwg € U2, Avy + (1 — Nwy €U,
Az + (1= Nh € L*(Q)
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et
M2+ (1= XNhe L*(%)

de plus la linéarité de 'opérateur L entraine que

LAz4+(1=Xh) = 0 dans @
Az(0) + (L = N)h(0) = 0 dans Q
Az+ (1= ANh = g+ (1 = XNwy  sur X
0z oh 5
)\%—’—(1—)\)5 = )\U1+(1—)\)U}1 sur 2.

(A + (1 — Nw; Az + (1 — A)h) vérifie donc (3.1)

par conséquent A(v, 2) + (1 — A\)(w, h) € U g et U,g est convexe.
— Montrons Eaintenant que U yq est fermé.
On prend U,y dans 'espace de Hilbert H = L*(%g) x L*(3g) x H, avec

H={z€L*Q),Lz € L*(Q),z|s, € L*(£1)}
muni de la norme
2|5 = |Z|i2(Q) + |LZ|%2(Q) + |Z|iQ(21)
H = L*(Xo) x L?*(3g) x H est alors muni de la norme :
1((vo, 1), 2)II* = ol Zacsy) + V1l Zaisy) + |21

Soit (U, 2n) € Uaq tel que (v, 2,) — (v, 2) dans H.
On a donc :

1> =0

[(Wns 2) = (0, 2) I = [ (vn = v, 20 — 2)
or
(0 =, 20 = 22 = [vom — 0l2a(syy + [0t — V1 ey + 20 — 212
avec
|20 — 2| = |20 — Z|%2(Q) + |Lzn — LZ|%2(Q) + |2n — Z|%2(21)

donc

|Uon - U0|L2(Zo)
|U1n - U1|L2(20)

|20 — 2|12(Q)
|LG — LZ|L2(Q)

VAN VAN VAR VAN VAN

|Zn — Z|L2(21)
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par passage a la limite, on obtient

Von — Vo dans L2<Eo)
v, —>v;  dans LX)
2, — z dans  L*(Q)
Lz, — Lz dans L*(Q)
Zpz, — 2|z, dans L*(%).
Comme
Lz, =0 dans Q (3.10)
alors
Lz =0 dans Q. (3.11)

Multiplions (3.10) par ¢ € C*°(Q)) et faisons une intégration par parties apreés
avoir pris l'intégrale sur (). On obtient alors

/QQO(T)ZTL(T) dx—/ﬂnp(O)zn(O) da:—l—/an*goda:dt—

Q
/ oL it + [ 2,22 dwat = 0,
n 81/ » aV

ot L* désigne 'adjoint de l'opérateur L défini par L* = —% —Aet 2,(0) = 0.
Donc

/ o(T)z,(T) dx + / 2, L p dxdt — / YUy, drdt—
Q Q

o
/ gp% dxdt —I—/ vOna—SO dxdt +/ zna—w dxdt = 0.
bf 87/ Yo 8V bl 8]/
Choisissons ¢ telle que
Iy
o(T)=0dans 2, @=0sur>; et a—zOsur ¥
v

il vient

/ zn L p dxdt — / Uy, drdt 4 / v()na—(p dxdt =0
Q Yo o v

en passant a la limite (la convergence forte entrainant la convergence faible),
on obtient

/ 2L o dxdt — / wvy dxdt + / an_tp dzdt = 0.
Q 2o 2o v
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Intégrons encore par partie cette derniére égalité, on obtient
—/ o(T)z(T) dx + / ©(0)z(0) dx + / oLz dxdt—
Q Q Q
/ Z&_gp dxdt —/ 28_@ d:r;dt—i—/ cp% dxdt+
Yo 8V bl aV Yo al/
0 0
/ gp—z dxdt — / puy dzdt + / Uo_gp dzxdt = 0.
31 al/ Yo o al/
Finalement on a
0z Oy
©(0)2(0)dx + [ (== —wvy)dxdt — | (z—wvo)=—dxdt =0.  (3.12)
Q o 67/ Yo al/
Prenons cette fois ci dans (3.12),
0
=0 sur Xy et —(p:O sur X
ov
ceci entraine
[ 0020 ds =0, ¥ ¢10) € (@)
Q
et par conséquent
2(0) =0 dans Q. (3.13)
Remplagons dans (3.12), on a donc
0z Op
o(=— —wv dxdt—/ 2 — V)= dxdt = 0. 3.14
/Eo (8y 1) Eo( 0)(% (3.14)
Choisissons ¢ = 0 sur ¥y dans (3.14), ceci conduit a
dp
(z —vg)=—dxdt =0
/20 ov
d’ou on tire que
z=wy sur X (3.15)
et 5
z
5, = U1 sur o (3.16)
D’autre part comme U2, et U}, sont fermés, alors
Von — Vo dans L%*(3;) entraine que vy € UL,
vy, —> vy dans  L*(3,) entraine que v € UL,
2y — 2 dans L?(Q) entraine que z € L*(Q)

Znjs, — 2y,  dans  L*(X;) entraine que zjn, € L*(%).
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Le systeme (3.11)(3.13)(3.15)(3.16) et les conclusions ci-dessus entrainent que
(v,2) € Ugq- Done U,y est fermé.

La fonctionnelle J est propre (les intégrales sont toutes définies), strictement
convexe et s.c.i (la norme est strictement convexe et continue donc s.c.i). Il reste
a prouver que J est coercive.

Rappelons que

1 0 Ny
J(v,2) = 5lz — Zal T2y + 7|vo|iz(zo) + 7|Ul|%2(zo)

et

1((vo, v1), 2)|I” = |U0|%2(20) + |U1’2L2(20) + |Z|%2(Q) + |Z|%2(21)'
(Lz =0 car (v, z) admissible )
Raisonnons par I'absurde et supposons que

|(v, 2)|| — oo et que J(v, z) est bornée .

J(v,z) < C entraine que ]z|%2(21) <C, ]vg]%Q(EO) <Cet \vl\%Q(EO) <C.
On a alors le systéme

Lz = 0 dans @

2(0) = 0 dans(
z = vy sur Xy
2|5, borné

z est alors solution d’un probléme de Cauchy-Dirichlet associé a ’équation de la
chaleur avec toutes les données bornées, donc z est borné dans L?(Q).
Finalement ||(v,z)||* est bornée ce qui est contradictoire. Alors J(v, z) est coer-
cive, d’ou la proposition.

Déterminons maintenant les conditions d’optimalité.
Si (u,y) est le couple optimal alors les conditions d’Euler-Lagrange donnent

J(u,y)(v—uz—y) >0 V(v,2) €Uy (3.17)
ou J'(u,y)(w, h) désigne la dérivée- Gateaux de J au point (u,y) dans la direction

(w, h) .
On rappelle que par définition

J’(u, y)(w’ h) — lim J ((uv y) + t<w7 h)) — ‘](ua y)

t—0 t
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Faisons quelques calculs.
J((u,y) +t(w,h)) = J(u,y) = J(u+tw,y+th) — J(u,y)

1 N, N
= —|y + th — Zd|%2(21) + 70|U0 + tw0|i2(20) + 71|'LL1 + tw1|i2(20) -

2
Ly — 2oy — oy — ot
5 Y= Zdlrz(sy) o 1101L2(s0) o 1111L2(20)

No

t2
= 5|h|i2(21) +t(y — 24, h) r2cmy) + 5

t2|w0|%2(20) +

Not(UO, wo)L2(ZO) -+ 71t2|w1|%2(20) -+ Nlt(ul, wl)L2(ZO)
divisons maintenant dans cette égalité partout par ¢ # 0, on obtient
t

t No
= §|h|%2(21) + (y — Zd; h)LQ(El) + 7t|w0|%2(20) +

No (o, wo) L2(s,) + 7115\101@2(20) + Ny(ur, wi)2esg)
en passant a la limite, on a
J'(u,y)(w, h) = (y — 24, h) r2(sy) + No(uo, wo) r2(sg) + N1 (1, w1) r2(sy)
d’ou l'on tire
J (u,y)(v—u, 2—y) = (y—2z4, 2=Y) 2z +No(to, Vo—o ) £2(s0) N1 (U1, V1 —U1) £2(53)-
Le couple optimal (u,y) est alors caractérisé par
(y—24; 2=Y) 12(s1) + No(uo, vo—tte) L2(s)+ N1 (ur, v1—u1) r2(s0) = 0,V (v, 2) € Uga.

Nous pouvons noter que les variations de v et z restent couplées, il est donc im-
portant sinon intéressant d’avoir un systéme d’optimalité (S.O) ou v et z sont
découplés. On y arrive par la méthode de pénalisation.

3.3 Meéthode de Pénalisation

Suivant l'objectif énoncé ci-dessus, introduisons la fonctionnelle
(v, 2) = J(v,2) + 21—5|Lz\§2@) (3.18)
que nous prenons dans I’ensemble
veUd xUs, z, Lz € L*(Q), 25, € L*(X1)
K= z = vy, % =y sur X (3.19)
z(z,0) =0 dans Q.
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Remarque 3.3 Dans [’ensemble K nous avons découplé l’etat z et le controle

v dans 'équation d’état en demandant juste que Lz € L*(Q).On aurait pu éga-

lement découplé z et vy sur Yo en ajoutant a notre fonctionnelle J. le terme
1 |0z

% |z — v0|ig(20) ; pour découpler totalement il faudra ajouter de plus le terme o |52 — UIEQ(ZO)
0z

et dans ce cas la ligne (3.19)9 sera remplacée par zs,, € L*(X) et a—|20 € L*(%o).
v

On s’intéresse maintenant au probléme

inf J.(v, 2).

(v,2) e K (3:20)

Nous allons alors prouver le résultat suivant

Proposition 3.2 Pour tout ¢ > 0, il existe un unique couple (ue,y.) solution du
probléme (3.20).

Preuve.
— On aldyy C K done K est non vide.
— Montrons que K est convexe.
Soit (v, 2) et (w, h) deux éléments de K, A € [0,1], on a

( A+ (1= Nw e Ul xUl,,
Az + (1= N, ALz + (1 — \)Lh € L*(Q)
Az + (1 = X)h = Ay + (1 — Nwy,
Az + (1 —A)h)

p) = )\Ul -+ (1 — )\)U)l sur Z(]
1%

(Az+ (1 =X)h)(0) =0 dans 2
\ A+ (1= Nhe LX)

donc A(v,2) + (1 = X)(w, h) € K et K est convexe.
— Montrons maintenant que K est fermé.
On prend K dans I'espace de Hilbert H = L*(3g) x L*(3g) x H, avec

H={zeL*Q),Lz € L*(Q), 2|5, € L*(¥1)}
muni de la norme
|27 = ‘Z|%2(Q) + ‘LZ‘%Q(Q) + ’Z|i2(21)
H = L*(3g) x L?(Xy) x H est alors muni de la norme :

1((vo, v1), 2)II* = TvolL2(sg) + [V1lL2(g) + 1210
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Soit (v, z,) € K tel que (vy, 2,) — (v, z) dans H.
On a donc :

1> =0

1(vn 20) = (0, 21 = [(vn = v, 20 = 2)
or
[(n = v, 20 = 2)[I* = [von — UO‘%Z(EO) + v — Ul’%Q(EO) + |2 — 2[y
avec

donc

|UOn - U0|L2(20)
\Uln - Ul|L2(20)

|20 — 2|12(@)
|LZn - LZ|L2(Q)

VAN VAN VAN VAR VAN

‘Zn — Z’L2(21)

par passage a la limite, on obtient

Von — U9 dans L
Vi, — 1 dans  L*(X)

Lz, — Lz dans L*Q

(

(

Zy — 2z dans  L*(Q

(
Zpls; T A5, dans L2<21)

Multiplions maintenant Lz, par ¢ € C*(Q) et faisons une intégration par
parties aprés avoir pris I'intégrale sur ). On obtient alors

/QSOLanxdt:/ng(T)zn(T) dx—/gp(O)zn(O) dr+

Q

/ zn L o dxdt — / (,0% dzdt + znai dzdt.
Q ) ov N ov

Donc
/@LGdxdt:/go(T)zn(T) da:—i—/an*godxdt—/ ©U1, drdt—
Q Q Q

Yo
/ oL et + / von 28 dudt + / 0 2% vt
bl 3V 2o aV 1 3V
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Choisissons ¢ telle que

0
—¢:0sur21

©(T)=0dans Q, ¢=0sur¥; et
v

il vient

/chzn dxdt:/an*goda:dt—/ VU1, dxdt+/ v%a—(pdxdt
Q Q 3o o v

en passant a la limite (la convergence forte entrainant la convergence faible),
on obtient

/g&dewdt:/zL*godxdt—/ Uy dxdt+/ an_ip dxdt.
Q Q 2o o v

Intégrons encore par partie cette derniére égalité, on obtient

/Q oLz drdt = — /Q o(T)=(T) di + /Q 2(0)2(0) da + /Q oLz dedi—

/ z—d dt—/ z—dxdt—i—/ a—dwdt—l—
%o o 8V

/ goa— dwdt—/ YUy d:vdt+/ voa— dzdt.
1 81] Yo 2o al/

Finalement on a

/ng(O)z(O)d:E ~|—/E cp(% —vy)dxdt — / (z — vo)g—fda:dt =0. (3.21)

o

Prenons cette fois ci dans (3.21),

=0 sur X et %:0 sur X
ov
cecl entraine
/ £(0)2(0) dz = 0, ¥ 4(0) € C=()
Q

et par conséquent
2(0) =0 dans . (3.22)

Remplacons dans (3.21), on a donc

14

82’ 8gp
/EO go(a— —vy) dadt — /ZO(Z — U(])% dxdt = 0. (3.23)
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Choisissons ¢ = 0 sur ¥y dans (3.23), ceci conduit a

Oy B
/zo(z - vg)% dxdt =0

d’ott on tire que

Z =1y Ssur Xy (3.24)
et 5
2
— = 0. 3.25
o (] sur 2.g ( )
D’autre part comme U2, et UL, sont fermés, alors
von —> vo  dans L*(3,) entraine que vy € UY,
UVip — U1 dans L%*(%;) entraine que v € UL,
2y — 2 dans L*(Q) entraine que 2z € L*(Q)
Lz, — Lz dans L*(Q) entraine que Lz € L*(Q)

Znjz, — 2y, dans  L*(X;) entraine que zjy, € L*(%).

Le systéme (3.22)(3.24)(3.25) et les conclusions ci-dessus entrainent que
(v,2) € K. Donc K est fermé.

La fonctionnelle J. est propre (les intégrales sont toutes définies), strictement
convexe et s.c.i (la norme est strictement convexe et continue donc s.c.i). Il reste
a prouver que J. est coercive.
Rappelons que
1 2
Je(v,2) = J(v,2) + 2_5’LZ’L2(Q)

et
1((vo, v1), 2)|I” = |U0|%2(20) + |Ulli2(zo) + |Z|%2(Q) + |LZ|%2(Q) + M%?(zl)-
Raisonnons par I'absurde et supposons que
(v, 2)|] — oo et que J.(v, z) est bornée .

Je(v,2) < C entraine que |2[725,) < C, [vol72g,) < O, [vi]fag, < C et
|Lz|%2(Q) < Ce.
On a alors le systéme

Lz = /ef. dans @

0 dans 2

z = Vo sur X
2|5, borné
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L
Ot f. = —= est une fonction bornée de L*(Q).
5

z est alors solution d’un probléme de Cauchy-Dirichlet associé a ’équation de la
chaleur avec toutes les données bornées, donc z est borné dans L?(Q).
Finalement ||(v, z)||* est bornée ce qui est contradictoire. Alors J.(v, z) est coer-
cive, d’ou la proposition.

Assurons nous maintenant avant d’aller plus loin que la solution (u.,y.) du
probléme pénalisé converge vers notre couple optimal. C’est 'objet de la section
suivante.

3.3.1 Convergence de la méthode

Nous allons établir la proposition

Proposition 3.3 Soit (u.,y.) la solution de (3.20). Nous avons alors pour € ten-
dant vers 0

ue — u faible dans L*(Xo) x L*(Xo) (3.26)
y. — y faible dans L*(Q) (3.27)
ot (u,y) est le couple optimal du probléme (3.5).
Preuve. Nous avons
Je(te,ye) = inf Jo(v, 2) < Jo(u,y) = J(u,y) (3.28)

ceci entraline, d’aprés la structure de J. que

|y5\%2(21) + |u8|%2(20)xL2(20) <C (3.29)

ol les C' sont des constantes indépendantes de £. Nous pouvons alors extraire
une sous suite encore notée u., telle que

ue — U faible dans L*(Xo) x L*(Xo) (3.30)
avec U = (Uo, ).
On a donc :
Ly. = NG avec |fe|r2) < C dans Q)
%(i’ 0 = uo iiﬁsz? (3.31)

Ye borné dans L*(%).



3.3 Méthode de Pénalisation 39

Y. est solution d’un probléme de Cauchy-Dirichlet associé a ’équation de la cha-
leur avec toutes les données bornées, donc |y.|r2(g) < C. On peut alors extraire
une sous suite encore notée y. telle que

y. — ¥ faible dans L*(Q). (3.32)

On en déduit que y. — y faible dans D’'(Q), par conséquent Ly. — Ly faible
dans D'(Q).
Or Ly. = /e f. et donc pour ¢ tendant vers 0, on obtient

Lj = 0. (3.33)

Multiplions 'égalité (3.31); par ¢ € C*°(Q)) et faisons une intégration par parties
apreés avoir pris 'intégrale sur ). On obtient alors

/Qgp(T)yg(T) dw—/gcp(O)yg(O) dx—i—/stL*godxdt—

/ 2 quar + [ 4.2 dwar = / Fopdadt
) aV n 8V Q

ou y.(0) = 0.
Donc

/@(T)yE(T) d:c—i—/yEL*goda:dt—/ PU1e dxdt—/ gpaye dxdt+
Q Q o o1 v

/ uoga—@d$dt+/ yga—('pdxdt: \/E/ fopdxdt
Yo 0V ™ (91/ Q

choisissons ¢ telle que

o(T)=0dans Q, ¢ =0sur X,

on a alors 5
/ YL pdxdt —/ ou. drdt +/ UOE—('O dxdt+
Q o o v
dp
Yo" dxdt = /e | fopdxdt
b 3V Q

en passant a la limite, on obtient

/ yL*p dxdt — / puy dxdt + / a@@_(p dzxdt + / wla_go dxdt =0
Q Yo 2o aV bf 8V
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avec wy la limite faible de y.s, dans L*(%).
Intégrons encore par parties cette derniére égalité, on obtient

—/Mﬂaﬂm+/¢@ﬁmm+/¢WMﬁ—/g%MMF
Q Q Q Yo ov

/ ga_w dzdt—i—/ 90@ dxdt—i—/ 90@ dxdt—
)%) 8V Yo 8V )% 8V

/ oy dxdt + / ﬂoa—w dxdt + / wla—<p dxdt =0
PO o aV bl aV

finalement on a

N /T
[ oade+ [ o5 ) dode
Q PO al/
(3.34)
~ 09 ~ I
— — Uy) — dxdt — — —dxdt =0
[ G- dvt— [ G- w3 as
prenons cette fois-ci dans cette égalité,
0
=0 sur Xy et —¢:0 sur
ov
ceci entraine
[ #0)30)dz =0
Q
et par conséquent
y(0) =0 dans Q. (3.35)

remplagons dans (3.34), on obtient

oy _ - -~ 0p w22 vt —
/EO gp(g —ul)dxdt—/zo(y—uo)g dxdt — /21<y_w1)5 dxdt =0

choisissons

0
=0 sur Xy et 9 _ sur Jq
v

on obtient

d’ou l'on tire :
Y =1p sur X (3.36)
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finalement (3.34) se réduit a :
oy - i
== — Uy) dzdt — —wy )= dadt =
/Eo Sﬁ(ay ur) dz /21(y wl)@u x 0

- . .0
on choisit cette fois-ci a_go = 0 sur Xy, cela entraine que
v

y
/EO go(a —uy)dzdt =0

et donc
oy
5_Z = U; sur X (3.37)

par conséquent
. Oy
— ——dxdt =0
/E 1(y wy) 5> do

et
Z/\: w1 Sur 21. (338)

Le systéme (3.33)(3.35)(3.36)(3.37)(3.38) et (3.30) impliquent que le couple (@, y)
est admissible.

Montrons maintenant que (u,y) = (u,y).
Nous avons (4, y) admissible donc

J(u,y) < J(u,y) (3.39)

de plus
J(uaaya) < ‘]E(usays) < JE(“??J) = J(u,y)

Les convergences faibles entrainent donc
J(@,y) < liminf J.(ue, y.) < J(u,y) (3.40)

et par conséquent
J(u,y) = J(u,y)

puis par unicité, nous obtenons
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3.3.2 Systéme d’optimalité approché

Nous pouvons maintenant donner les conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité pour notre probléme pénalisé.
On a

1
Je ((ue, ye) + t(w, b)) = Je(ue,ye) = J(ue +tw,y. +th) + 2_€|L(y£ + th)l%%@) -
1 2
J(Us7y€> - 2_€|Lys|L2(Q)
1 Ny
= é\yg +th — Zd’%Q(Z)l) + 7‘U05 + two|%2(20) +

N 1

7|u15 + twn [Fagzy) + 2—€|Ly5 + tLh|Z2 ) —

e = waltagsy — el — el -
5 Ye dlL2(s) 5 0= L2(50) 5 lelL2(x0)

1

PRI

t2 Ny
= §|h|%2(21) + t(ya — Zd, h)L2(21) + —t2|w0|%2(20) +

2
M
2
t 1, 9

Ngt(’dgg, wo)LQ(EO) + tQ\wlliz(go) + Nlt(uls, w1>L2(20) +

Divisons dans cette égalité partout par ¢, on obtient

Jo ((ue, ye) + t(w, h)) — Je(ue,ye)  t Ny
t = §|h|%2(21)‘|‘(y5—Zd,h)LQ(El)+7t|w0|%2(20)+
No(ttoe, 100) 20+t a4V (1 101) g2 s+~ (Lajes L) g2+t | LA
0{Uoe, Wo ) L2 (%) B Wi|r2(xg) 1\U1e, W1 ) L2(20) - Ye, L2(Q) 9 L2(Q)

Passons a la limite, on a alors

Jo(ue, ye) (0, h) = (Ye — 24, P)2(my) + No(toe, Wo) 2(s0)+

1
Ny (e, wr)p2(sg) + E(Lya Lh)r2q).
Les conditions d’ordre 1 d’Euler-Lagrange donnent
J (e, ye) (v — ue, 2 — ye) > 0, V(v,2) €K

c’est a dire
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(Ye — 24, 2 = Ye)r2(my) + No(toe, Vo — Uoe) 12(50) + Ni(Uie, V1 — Uie) 12()+

1
E(Lye, L(z = y)) 12y = 0, v (v, z) € K.

Posons maintenant
pe = %Lye (3.41)
on obtient
(e, L(2 — ya))L2(Q) + (Ye — 24,2 — ya)L2(21)+
No (o, Vo — Uos) 12(s50) + N1 (U1e, V1 — Uie) r2(s) > 0, (3.42)
vV (v, 2) € K.

Prenons dans (3.42) z = y. + ¢, ¢ € D(Q) et v = u. on obtient

Une intégration par parties donne

(L*pea SO)LQ(Q) = 07 v NS D(Q)

par conséquent

L'p. =0 dans Q. (3.43)
0
Comme dans la Remarque 3.1 on peut alors vérifier que les traces p.|s et %\g
v

existent et sont respectivement éléments de H-271(X) et H 3 1(X); les traces
p-(0) et p.(T) existent et sont des éléments de H ().

Choisissons cette fois ci dans (3.42) z = y. £, ¢ € C®(Q) et v = u,, on
obtient

(P, L) 12(@) + (Ve — 24, 9) 12(sy) = 0.

Une intégration par parties de cette derniére égalité (qui se justifie du fait que

v € C*(Q)), entraine que :

. Ope Ope e dp
(L*pe, @)L2(Q)+<6—, 90) +(8_’ 90) - (Pa, EM —\ Des EY +
Voo L2 Voo e Y/ 12(5) Y/ (s

/Q o(T)pe(T) d — / 2000 (0) o + (e — s @) 120y = 0
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apres simplification, on a

(Ge) o (), (50)
ov'’ L2(%) ov'’ L2(5) < Ov L2(%)

0
(pg, ﬁ) ; / ATV (T) dr + (. — 20, 9) 23y = 0
W) 2 Q

(3.44)

9

et en choisissant dans (3.44), ¢ telle que ¢ =0, 5
v

=0 sur X, on obtient

/Q P(T)po(T)dx =0, ¥ o(T) € C=(Q)

par conséquent

pe(z,T) =0 dans €. (3.45)
0]
Choisissons cette fois ci dans (3.44), ¢ telle que ¢ = 0 sur X, a—@ =0 sur X, on
v
a alors 3
(ﬁﬂ/a—zd,s&) =0
v L2(5h)
d’ou P
azjj = zg — Yo SUr Xj. (3.46)
dyp
Prenons dans (3.44) ¢ telle que ¢ =0 sur X, = 0 sur Xg, on a alors
v
0
)0,
v L2(sh)
d’ou on tire
p. =0 sur Y. (3.47)

Nous avons finalement le systéme d’optimalité approché suivant

Ly. = €Pe; L*p. - 0 dans @
Ye(z,0) = 0 pe(z,T) = 0 dans Q (3.48)
dye Op. '
Ye = Uge, —/— = Uie SUT 207 Pe = 07 . T RAd —Ye sur 21
ov ov

(Pe, L(z = v2))r2(@) + (Ye — 24, 2 — Ye) 12+
(3.49)
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NO(UOE7U0 - UOE)LZ(EO) =+ N1(U15701 - U15)L2(20) >0,
v (v,2) € K.

Nous pouvons maintenant établir le systéme d’optimalité singulier (S.0.S) pour
notre couple optimal sous certaines conditions.

3.4 Systéme d’optimalité singulier fort

Nous allons prouver

Théoréme 3.1 Supposons que U,g = L*(Xg) x U}, (Exemple 3.1).

Le couple optimal (u,y) est alors caractérisé par le triplet (u,y,p) qui est une
solution du systéme d’optimalité singulier (S.0.S).

Ly = 0, L*p 0 dans Q)
y(x,0) = 0, p(z,T) 0 dans 2 (3.50)
dy '
Y =uy, — = U Sur X, p=0, —= zg—y sur
ov ov
yeH=1(Q), peH>(Q) (3.51)
0
a—i = Nyug sur 2o (3.52)
et
(—p + Nlul, V1 — ul)LQ(EO) > O, W V1 € L{id. (353)
Preuve. Dans (3.49) prenons z = y. £ & avec £ € C®(Q), on a alors
0z Y. o0&
2[5 = Yelso £ &z = V0, et 5,150 = 5, 120 £ 5o lz = 1

0
Les contraintes sur U,4 nous oblige a choisir ¢ telle que —5 = 0 sur X (en effet,

0z
nous devons nous assurer que a—]go reste dans U),), on obtient dans ce cas
v

0z
2|5y = Uoe + 6\20 =1 € LQ(ZO) et %'Eo = Ul = V1 € Z/{;d

et (3.49) devient
(Pes LE) 12(0) + (Ye — 24, &) 1221y + No(toe, §) r2(s9) = 0 (3.54)

comme & € C®(Q), on peut appliquer la formule de Green dans (3.54), ce qui
donne
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Ipe Op- 9/3 o¢
(L*pe»f) 2 +(_7§) +<_a€) _(psa_) _(psa_) +
L@ ov 12(S0) ov 12(sy) ov L2(5%) ov 12(sy)

/Q§<T)Z95(T) dx — /95(0)]95(0) dr + (y. — Zd,f)LQ(El) + No(uoe, §)L2(20) =0

ce qui entraine apres simplification

Ope
< b +N0U057§> =0
ov L2(5%)
d’ou on tire 9
8]9; = — Nyuge, sur Y. (3.55)
Finalement on a le systéme
([ L'p. = 0 dans @)
pe(x,T) = 0 dans 2
Ope
gp = 24— Y Sur X (3.56)
v
Pe = —Noug. sur X
\  Ov
donc \ s
pe € H23(Q) et ]pE\H%%(Q) <C (3.57)

0 . .
par conséquent p.|s; et %b appartiennent a L?(X) et on peut donc appliquer
v

la formule de Green a (3.49), ce qui donne

aps ) (aps ) < a<z - ye)) ( a('z - ys))
a R Ye +| =2 —¥e S - — NPy, — 7 — +
( v L2(%0) ov L2(21) ov L2(%0) v L2(%1)

(Ye — 24,2 — ye)L?(zl) + No(uoe, vo — uOE)LQ(EO) + Ni(ure, v1 — U15)L2(20) >0
V(v,2) €K
aprés simplification on a

Ip
(=pe + Nitie,v1 — Uie) 12(5,) + (3 = + Nouge, Vo — Uos) >0
v L2(S)
en utilisant (3.55) dans cette derniére inégalité cela entraine
(_ps + Niuge, v1 — Ule)L?(EO) >0 (3-58)

d’aprés (3.57), p. est borné dans H%’%(Q), on peut donc en extraire une sous
suite encore notée p. telle que

p. = p dans H>%(Q)
pour ensuite passer a la limite dans (3.55), (3.48) et (3.58).
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3.5 Systéme d’optimalité singulier faible
Dans cette partie nous allons prouver

Théoréme 3.2 Supposons que Uyg = U, x L*(3g) (Ezemple 3.2).
Le couple optimal (u,y) est alors caractérisé par le triplet (u,y,p) qui est une

solution du (S.0.S).

Ly = 0, L*p = 0 dans @
y(x,0) = 0, p(z, T) = 0 dans € (3.59)
_ y _ _ P _
Y =1uy, — = U] Sur Ao, p=0, —= zg—y Ssur
ov ov
ye Hi(Q), pe H#1(Q) (3.60)
p = Niuy, sur 2o (3.61)
et
(p, L(z — y))LQ(Q) +(y — 24,2 — y)L2(21) + No(uo, vo — UO)L2(20)+
(3.62)
Ni(ur, vy —ur)r2(sg) > 0
v (v,z) € K.

Preuve. Reprenons (3.49) et posons encore z = y. & & avec £ € C*°(Q), on a
alors

0z, % 0&

215 = Yelso £ &jny = Vo, et olmy = 5ol & 5 ln, = v

Les contraintes sur U,y nous oblige a choisir £ telle qu’on ait de plus & = 0 sur
>0, on obtient donc

0z o
A5 = Uoe = Yo < U‘Sd et %bo = U+ a_i|20 =1 € LQ(EO)
et (3.49) devient
0
(P, LE)r2@) + (¥e = 20, )2y + M (ule, 8—5) = 0. (3.63)
Y/ 12(50)

Maintenant comme ¢ € C*°(Q), on peut appliquer la formule de Green dans
(3.63), ce qui donne

Ope Op- o 0&
(L*p&é) 2 +(_7£> +<_7£) _(peu_) _(p€7_
e ov L2(S%) ov L2(sy) ov L2(S%) ov L2(sy)
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/ E(T)pe(T) d — / £(0)p=(0) dzx + (Yo — 24, &) 12(s,) + N1 (ma, %) =0
Q 0 v) s

ce qui entraine apreés simplification

0
(_pa + Ny, —§> =0
o L2(%o)

d’on1 on tire
pe = Nyuye, sur Xo. (3.64)

On obtient finalement le systéme

L*p. = 0 dans @)
pe(x, T) = 0 dans
De = 0 sur X (3.65)
De = Npup sur Xy
par conséquent L

puisque p. est borné dans H%’i(Q), on peut en extraire une sous suite encore
notée p. telle que .
pe — p faible dans H2'%(Q)

et ensuite passer a la limite dans (3.64), (3.48) et (3.49).

On peut obtenir une estimation supplémentaire permettant de donner une for-
mulation forte si :

UL, est d’intérieur non vide dans L*(X). (3.67)

a
On a alors

Théoréme 3.3 Reprenant les conditions du théoreme 3.2 auxquelles on ajoute
(3.67), on a alors

)

a—f e L*(Z) (3.68)
ainst -

p € H>»1(Q) (3.69)

et donc l'inégalité variationnelle (3.62) peut étre remplacée dans ’énoncé du théo-
réeme 3.2 par

0
<—p + N()U(),Uo — U0> >0, Yy € Uc(t)d‘ (370)
v L2(5%0)
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Preuve. Choisissons vy réguliére dans U2, telle que
vo +h €U, si \hlr2se) <7 (3.71)
choisissons zy et & réguliéres (c’est le cas pour h réguliére), telles que

Lzy et LE € C(Q)
20=1y, E=h sur X
E=0 sur >

o (3.72)
20(0) =£(0) =0 dans €.

Posons
z=zy+ & dans (3.49).

Ce choix est légitime car
zet Lz = L(z + €) € L*(Q),

2|z = 20|z T 5\20 =vw+he Ugd,
0z 020
o™=
2(0) = 0 dans Q et 2z, =0 € L*(%).

%3
|Eo + %klo S LQ(EO)a

On obtient donc aprés calcul

(Pe, L(20 — ya))LQ(Q) + (Ye — 2a, 20 — Y= ) 2(2y) + No(toe, Vo — Uoe) 12(55)+

0z
N, (U157 a—yo — uls) + (Pes LE) o) +
LQ(ZO)

9]
(Ye — 24, §) r2(sy) + No(uoe, h) p2(s9) + N (Ula, 8_£> >0
Y/ 12(20)
or (Y. — 24, 2)12(x,) = 0, on obtient alors

<p5> L(ZO - ys))L2(Q) + (ya — Zd _ys)Lz(El) + NO(“OEa Vo — uOs)L2(20)+

0
Nl (uls> ? - uls) + (373)
v L2(S0)

0
(Pes LE) 12y + No(ttoe, 1) 12sg) + N1 | wae, o > 0.
ov 12(%0)

Donc
X.+Y. >0 (3.74)
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avec

X = (pe, L(20 — ya))Lz(Q) + (Y — 24, _ya)L2(21) + No(uoe, vo — UOE)LQ(EO)"'

0z
Nl <u1€7 8_0 - ule)
v L2(S0)

o0&
Yo = (pes LE) 12y + No(uoe, h) r2(s50) + N1 <U/15 e >
Mais puisque y., u. sont bornées de méme que p. d’aprés (3.66), on a
X <C (3.75)

d’autre part, £ étant réguliére, on peut appliquer la formule de Green a Y., ce
qui donne

B Op. 0
}/5 = (_paa 8_6) + < 8p 75) + NO(U()&? h)LQ(EO) + Nl <U1€, 8_6)
V) 12(s0) Vo 12(s0) Y/ 12(5%0)

(les autres termes s’annulant).

Finalement
0 Op.
Y; = (_pa + Nlu15> a_€> + ( ap + NOUOEa h)
V7 12(s) L2(S)
op. .
= < Pe t Noge, h) (en utlisant 3.64) (3.76)
v 12()

(3.74) et (3.75) entrainent que Y. > — X, > —|X.| > —C" Par conséquent

<8p =+ Ny, h) > ¢ (3.77)
0 L2(5%)

V h réguliére sur Xy avec |h|r2(ny) < 7.
En remplacant h par —h dans (3.77), on obtient

0
’( Pe +N0U05,h) S C
v 12(5)
V h réguliere sur Yo avec |h|r2s,) < 7.
Donc 5 ; ”
‘ (apg + Nouge, —> < —
v r) 2wy T
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si |h| < ralors |2| < 1donc 2 € B(0,1) et

0 0 h C
‘ Pe + Nouoe = sup (ﬁ + Nouge, —) < —
v L2(30)  |hl<r v V10> T
d’ou 5 3
P D
‘aa —‘aE—FNoUOe—NoUOs
Y 1L2(0) v L2(5)
Ip
< ' = + Nouoe + |N0U05|L2(20) <C
v L2(S)
0
donc apa € L*(%), ce qui combiné avec (3.43) et (3.46) entraine que p, €
v

H21(Q). On peut alors passer a la limite dans (3.49) ce qui conduit & (3.62) et
enfin la formule de Green donne (3.70).
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Chapitre 4

Systéme de Cauchy pour opérateur
hyperbolique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous établissons des résultats similaires a ceux du cas pa-
rabolique avec, quand méme, des différences dans la démonstration de certains
résultats. Nous améliorons méme notre résultat dans la proposition 4.4 en établis-
sant la convergence forte. Comme pour le cas parabolique le probléme des traces
se pose encore.

4.2 Position du probléme

Soit 2 un ouvert de frontiére 02 = I' = I'y U I'; tel qu'indiqué sur FIGURE
4.1. Soit Q = QX]O,T[, X = F1X]0,T[ et Yo = F()X]O,T[.

Iy

FIGURE 4.1 —

Dans @ nous considérons I’état z d’un systéme soumis au controle v = (vg, vq) tels

93
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que
2
% — Az = 0 dans @
z(x,0) = %(1‘,0) = 0 dans Q2 (4.1)
b
z = Yo, - = U1 sur X
v

Soient U2, et U!, deux sous ensembles convexes et fermés de L?(X,). Posons
A = {(vo,v1,2) € UYy x Upy x L*(Q) tel que (4.1) soit vérifié } (4.2)

et nous supposons de plus que

A#0D. (4.3)

Un triplet (vg, v1, 2) sera dit admissible s’il appartient a A.
Pour (v = (v, v1), 2) € A, nous considérons la fonction coit

1 Ny Ny
J(U, Z) = §|Z - Zd|2L2(Q) + 7|’Uo|%2(20) + 7|Ul|%2(20) (4.4)
avec No, N1 > 0 et z4 € L*(Q).
Nous nous intéressons alors au probléme :
inf J(v,2). (4.5)

(v,z)EA

Remarque 4.1 Les conditions auzx frontiéres (4.1)s, et les conditions initiales

(4.1)2 ont un sens. En effet, puisque z € L*(Q) = L*(0,T; L*(Q)) nous avons
2 2

0 0
alors a—tj € H%0,T;L*)). Comme E)_tj — Az € L*(Q), on en déduit que
Az € H2(0,T;L*(2)). Ainsi z(t) € L*(Q) et Az(t) € L*(Q). Par conséquent
les traces zx(t) et 8_Z (t) existent et appartiennent respectivement o H—2(T') et
‘ 2
H=2(T) (cf [13, p. 79]). D autre part, puisque z € L2(Q) , nous avons alors Az €
2

0
L*(0,T; H2(2)). Par conséquent 8—; € L*(0,T; H*(2)) et nous en déduisons

0z 9 R IR 0z, 0z
que = € L*(0,T; H () donc (2(0),2(T)) € [H 1 (Q)]* et <§(0)’E(T)) €

[H’Z(Q)]2 (voir [14, Theorem 9.2]).

Cela étant, voici maintenant des exemples ou I'ensemble A des couples (v, z) ad-
missibles est non vide.
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Exemple 4.1 Supposons que :

UL, est un convexe fermé de L*(3)

contenant au moins une fonction vy (4.6)
de H'(0,T; H2(To)) N H2(0,T; HY(Ty)).
Considérons alors la solution ( de
([ M( = 0 dans Q
a¢
¢(0) = E(O) = 0 dansQ
0 4.7
—C = 0  sur;y (4.7)
y
% = v Sur X
N Jv
2
ot M = — — A (dorénavant on adoptera cette notation dans la suite).

ot?
Le systeme (4.7) définit un unique ¢ € H**(Q) (cf [5]; theorem 3.1 pp 103); par
conséquent (s, € H55(S) (cf [5]; theorem 2.1 pp 9) et en particulier (s € L*(2).
Le couple

((CIan 1)1), C)

est donc admissible, ce qui prouve que l’ensemble des couples admissibles est non
vide.

Exemple 4.2 Supposons que

Upg = U2, x L2 (%),
U, est un conveze fermé de L*(Xo)

contenant au moins une fonction de vy (4.8)
de H'(0,T; H2(T'y)) N H3(0,T; H(T'p)).
On construit ¢ par
M¢ = 0 dans @
¢(0) = %(0) = 0 dans
oot (4.9)
¢ = Vg Sur Xy
¢ = 0  sur;

d :
alors ¢ € H**(Q) (cf [5]; theorem 3.1 pp 103); par conséquent 8_<|E € H%%(E)
v
(cf [5]; theorem 2.1 pp 9) et en particulier %]20 € L*(Xo) ; Le couple

(%)

est donc admassible. [ |
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On revient maintenant au cas général du probléme (4.5) ou A est un convexe
fermé non vide. Nous avons alors :

Proposition 4.1 Le probleme (4.5) admet une unique solution, le couple optimal
(u, y)-

Preuve. Montrons que A est un convexe, fermé.
— Montrons que A est convexe.
Soit (v, z) et (w,h) deux éléments de A, A € [0,1]. On a alors :

([ \Mz =0 dans @
Az(0) = )\%(O) =0 dans Q
Az = Ay sur g
/\% = A\uy sur X
\ v
et
([ (1-M\)Mh =0 dans Q
h
(1-=XNh(0)= (1- )\)%(O) =0 dans (2
(1—=Xh = (1 — Xwy sur Yo
oh
\ (1-— /\)% =(1—Nuwy sur Y
en additionnant les deux systémes on obtient :
([ AMz+ (1= \)Mh =0 dans @
0 Oh
A2(0) + (1 — A)h(0) = Aa—‘z(O) FL=NF0) =0 dans O
Az+ (1—=Nh = Avg + (1 — Nwg sur Yo
)\%—1—(1—)\)% =Xy +(1—-X) )y
o o = AU1 w1 sur 2.g

puisque U, U}, L*(Q) et L?(3;) sont convexes, on a

Mg+ (1= Nwg € U2, Avy + (1 — Nwy €U,
Az + (1= MNh € L*Q)

la linéarité de 'opérateur M entraine que
(Ao + (1 = Nw; Az + (1 — A\)h) vérifie (4.1)

donc A(v,2z) + (1 — M) (w,h) € A et A est convexe.
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— Montrons maintenant que A est fermé.
On prend A dans 'espace de Hilbert H = L*(Xg) x L*(Xg) x H, avec

H = {z € L*(Q),Mz € LQ(Q)}

muni de la norme
2
2[5 = |2172(0) + [M2]72 g

H = L*(Xo) x L?(3g) x H est alors muni de la norme :
1((vo, v1), )1 = [vol 2y + [01]72(s,) + 1215

Soit (v, 2,) € A tel que (v, 2,) — (v, z) dans H.

On a alors
Von — Vo dans LZ(Z())
vy, —> vy dans  L*(3)
Zy — 2 dans L?*(Q)
Mz, — Mz dans L*(Q).
Comme
Mz, =0 dans @ (4.10)
alors
Mz =0 dans Q. (4.11)

Multiplions (4.10) par ¢ € C*°(Q) et faisons une intégration par partie aprés
avoir pris l'intégrale sur Q.

/SO(T)%Z;(T) dﬂﬁ—/QSO( 8zn / I T)z,(T) dz+

6zn 5(,0
_675 _ Zen
/ " (0)2,(0) dx + / 2n M dxdt / ” dxdt + / Zp— ” dxdt =

Puisque z,(0) = %(O) = 0, on obtient alors :
/ o(T) 8zn( T)dx — a—SO(T),Z*7L(T) dx —1—/ z2n M dxdt—
ot o Ot 0

8zn 890

Donc

/@(T)a;tn(T dx —/ Y T)z,(T) dx—i—/angodxdt—/ U1, drdt—
Q o
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0z, Oy Op B
/ Ed dt—‘—/zovon%d"ﬂdt‘i'/zlzn%dJTdt—0

Choisissons ¢ telle que

0 0
a—f(T)zOdansQ, @=0sur ¥; et a—i:0sur21

o(T) =
il vient

/ 2o M dzdt — / Yy, drdt + / ’U()na—(p dxdt =0
Q Yo (31/

o

en passant a la limite (la convergence forte entrainant la convergence faible),
on obtient

/ M dxdt — / pvy dxdt +/ 008_90 dxdt = 0.
Q 2o %o v

Intégrons encore par partie cette derniere égalité, on obtient

|5 @i [ c0F 0 d- [ G2 des

Oy Oy
hid M _ _
/Q 5 (0)2(0) dz + /ng z dxdt / 25 9P dwdt
Oy 8 (9

/ Uy dmdt+/ voa—da:dt 0.
Yo al/

Finalement on a
- [5G0 e+ [ L2000 do
(4.12)

0z O
/ (5 — vy)dxdt — /zo(z - vo)%dxdt = 0.

Prenons cette fois ci dans (4.12),

0
©(0) =0 dans 2, ¢ =0 sur Xy et 8—90:0 sur Yo
v

cecl entraine

8g0 890 (0O
/QE(O)Z(O) de =0, V E(O) € C=(Q)
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et donc
2(0) =0 dans Q. (4.13)

Remplagons dans (4.12), on a donc
0z 0z Op
- = = ¢ — — vo) 22 dwdt = 0. (4.14
/Qgp(()) 5 (0) dx+/20 ap(ay v1) ded /Eo(z “O)au dxdt = 0. (4.14)
Prenons cette fois ci dans (4.14),
0
=0 sur Xy et —(p:O sur g

ov

cecli entraine 9
/ S 2 (0) dr = 0, ¥ 0(0) € C=()
o P\t

par conséquent
0z
ot

Remplagons dans (4.14) et choisissons ¢ = 0 sur X, ceci conduit a

(0)=0 dans Q. (4.15)

Oy
/Zo(z - vg)% dzxdt =0

d’ou on tire que

Z=1p Sur Xy (4.16)
et 5
z
5, — U sur 2o. (4.17)

D’autre part comme UL, et UL, sont fermeés, alors

von, —> vo dans L?*(X) entraine que vy € U,
vy, —> vy dans  L?(X) entraine que v, € U},
2, — 2z dans L*(Q) entraine que 2z € L*(Q).

Le systéme (4.11)(4.15)(4.16)(4.17) et les conclusions ci-dessus entrainent que
(v,2) € A. Donc A est fermé.

La fonctionnelle J est propre (les intégrales sont toutes définies), strictement
convexe et s.c.i (la norme est strictement convexe et continue donc s.c.i). Il reste
a prouver que J est coercive.

Rappelons que

1 Ny Ny
J('U, Z) — §|Z — Zdliz(Q) + 7|U0|%2(20) + 7|U1|%2(20)
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et
||((U0>U1)7Z>||2 = |U0|%2(20) + |U1|%2(20) + |Z|%2(Q)'
(Mz =0 car (v, z) admissible )
Si
|(v, 2)|| — oo alors nécessairement J(v, z) — 0.

J(v, z) est alors coercive, d’ou la proposition.

Déterminons maintenant les conditions d’optimalité.
Si (u,y) est le couple optimal alors les conditions d’Euler-Lagrange donnent

J(u,y)(v—u,z—y) >0 V(v,2) €A (4.18)

ou J'(u,y)(w, h) désigne la dérivée- Gateaux de J au point (u,y) dans la direction
(w,h) .
On rappelle que par définition

J’(u, y)(w’ h) — lim J ((uv y) + t<w7 h)) — ‘](ua y)

t—0 t

J ((u,y) + t(w, h)) — J(u,y) = J(u+tw,y+th) — J(u,y)

1 N, N
= §|y +th — Zd|%2(21) + 70|U0 + tw0|%2(20) + 71|U1 + tw1|%2(20)

Lo, Ny N
2|y Zd|L2(Z‘1) 2‘U0|L2(20) 2|U1’L2(20)

12 Ny

= 5“4%2(21) + 1ty — 24, ) r2(my) + 3
N

Not(uo, wO)LQ(Zo) + 71t2|w1|%2(20) + Nlt(ul, wl)Lz(go)

tzywo‘%z(zo) +

divisons maintenant dans cette égalité partout par t # 0, on obtient

J ((u,y) +t(w, k) — J(u,y)
t

t Ny
= §|h|%2(21) + (y — Zd, h)L2(21) + 7t|w0|2L2(20) +
Ny 9
No(uo, wo) r2(s59) + 7t|w1’L2(20) + Ni(ur, wr) r2(sy)
en passant a la limite, on a
J'(u,y)(w, k) = (y — 2, h) 2,y + No(uo, wo) r2(sg) + N1 (1, wi) r2(sy)
d’ot 'on tire

T (u, y) (v—u, 2—=Yy) = (Y—2a, 2=Y) 12(=1)+No (U0, Vo—o) 2(55)+N1 (U1, v1—11) £2(5)-
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Le couple optimal (u,y) est alors caractérisé par
(y_zd;Z_y>L2(El)+NO(U07UO_UO)L2(20)+N1(U17UI_UI)L2(EO) >0, V (U,Z) c A

Nous pouvons noter que les variations de v et z restent couplées, il est donc im-
portant sinon intéressant d’avoir un systéme d’optimalité (S.O) ou v et z sont
découplés. On y arrive par la méthode de pénalisation.

4.3 Méthode de Pénalisation

Suivant 1'objectif énoncé ci-dessus, introduisons

(v = (vo,v1) € Uy X Uy,
2, Mz € L*(Q),
K=13 .- w 92 _ L sur 5, (4.19)
8V82
2(0) =0, E(O) =0 dans Q.

Remarque 4.2 Dans [’ensemble K nous avons découplé ’état z et le controle v
dans 'équation d’état en demandant juste que Mz € L*(Q).On aurait pu éga-
lement découpler z et vy sur g en ajoutant a notre fonctionnelle J. le terme

110z
2_15 |z — UO|QLQ(EO) ; pour découpler totalement il faudra ajouter de plus le terme % |3y~ U1

2

L%(3o)

0
et dans ce cas la ligne (4.19)3 sera remplacée par zx, € L*(Xo) et 8—2]20 € L*(X).
v

On a A C K, par conséquent K # (). Soit € > 0. Pour tout (v, z) € K, définissons
1
J-(v,2) = J(v,2) + 2—€|Mz|%2(Q). (4.20)

Le probléme de contrdle optimal est alors de trouver (u. = (uq.,u1c),y:) tel
que
J(ue,y:) = inf J.(v,2). (4.21)
(v,2)€K
Proposition 4.2 Supposons que (4.3) est vérifié. Alors pour tout € > 0, il existe
un couple (ue,y.) solution du probléme (4.21).

Preuve. Puisque (u = (ug,u1),y) € A est la solution de (4.5), (u,y) € K et
J-(v,z) >0 pour tout (v,z) € KC, nous pouvons donc définir le réel

d. = inf{J. (v, 2), (v,2) € K}.
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Soit (v = (v, v}), 2™) € K une suite minimisante telle que
1
d. < J.(v",2") <d.+— <d.+ 1. (4.22)
n
En particulier,

0 <d: < Jo(u,y) = Noluol12isy) + [wa]72y) + 1y — 2al7g)- (4.23)

Par conséquent, & partir de la forme de J., nous obtenons

|MZn|L2(Q) < C\/g, (4.24a)
00l L2sg) < O (4.24b)
[0z < 6 (4.24c)

avec C = NO |u0|iz(20) + |u1‘iz(20) + |y — Zd|i(Q) + 1 > 0

Par Consequent, il existe y., 3 € L*(Q), u. = (upe,usc) € L*(3g) x L*(Xp) et
une sous suite (v" = (vf,v}), 2") (toujours notée (v™ = (vy,v}), z") telle que

Mz"— B faible dans L*(Q), (4.25a)
v — wug. faible dans L*(Xo) (4.25Db)
v = wy. faible dans L*(X) (4.25¢)
2" — gy, faible dans L*(Q). (4.25d)

Puisque que (v, o) € U2, x UL, un sous espace fermé de L*(X) x L*(X), nous
déduisons que
u = (uge, ure) € Uy X Uny.. (4.26)

En utilisant (4.25d), nous avons
2" =y, faible dans D'(Q)

et par consequent
Mz" — My, faible dans D'(Q). (4.27)

En combinant alors (4.25a) et (4.27) nous obtenons

Myezﬁ

on peut alors écrire

Mz" — My, faible dans L*(Q). (4.28)
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2
62

. Y.
mémes argument que dans la Remarque 4.1 on obtient que les traces (ys s, — 5 )
00>

Puisque y. € L*(Q), nous avons € L*((0,T; H"*(Q)). Ainsi, utilisant les

ot ot
(20,7 H=3(0), H2(0, T H3(T)), [HHQ) et a [H2(Q))%

0. Y. . . .
(y=(0),y-(T)) et ( Y (0), Y (T)) existent et appartiennent respectivement a

dp
e (T) =

= 0 sur X; et intégrons par parties sur (), nous avons

Multiplions maintenant My™ par ¢ € C%(Q) telle que p(T) =

OdansQ,wzg—w
v

(Mz",0)r2(q) = (2 7M90>L2(Q) - <¢7U1>L2(20) + (UOv %)
L2(%)
car (vf, vy, 2") € K.

Passant a la limite dans cette derniére inégalité pour n — 400 et en utilisant
(4.25Db), (4.25¢), (4.25d) et (4.28), nous obtenons

g
(Mye, ©)12(@) = (We: M@) 12y — (05 t1) () + | U0es 5 -
ov 12(S0)

ce qui donne aprés une intégration par parties

Iye Oy
(el = (10, 20) ) (5 0..0)
HE(Q),H=2(Q) H(Q),H=1(Q)

(o 5)
" Ov H2(0,T;H3/2(T)),H2(0,T;H=3/2(T'¢))

dp
a_a Ye
1% H2(0TH1/2(F0)) H— 2(OTH 1/2(F0
+(My£a SO)LQ(Q) - (QO,ULE)LQ(EO (u()aa 81/)

Y € 0=(Q) telle que ¢(T) = aaf (T') = 0 dans Q, ¢ = 8

Aprés simplification, cette derniére peut étre écrite comme

Y. Oy
0 <¢<0>, (0)> < (0), . <o>>
ot/ -2\ O HY(©).H (@)

= (0 sur X;.
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Jy-
N <% 9y _ ul€> (4.29)
v HZ(0,T;H3/2(Tg)),H=2(0,T;H—3/2(Tg))
dp
- 8_7 Ye — Upe
v H3(0,T5H1/2(T0)), H=2(0,T; H=1/2(T))
o ¢ d¢
Vo € C=(Q) telle que o(T') = E(T) =0 dans Q, ¢ = 9= 0 sur 3.
v
Prenons dans (4.29),
dg
©(0) =0dans Q, p =0 sur Xy et 8_:0 sur X
v
ceci entraine
d¢
(50.0.0) ~0
Hy(Q),H-1(Q)
et
y-(0) =0 dans Q. (4.30)
Utilisant la méme technique, nous obtenons également
OYe Jye
6yt (0) =0 dans €, y. = ug. sur X, 8_%/ = . Ssur Y. (4.31)

A partir de (4.28), (4.25a) et de (4.31), nous obtenons que le couple (u.,y.) € K

Finalement, en combinant (4.28), (4.25b), (4.25¢), (4.25d) et la semi-continuité
faible de J., on obtient

Je(te, ye) < liminfJ (0", 2") = de.

n—o0

En d’autres termes, (ue,y:) est le couple controle optimale. Son unicité résulte
de la stricte convexité de J..

Nous pouvons maintenant donner les conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité pour notre probléme pénalisé.

4.3.1 Systéme d’optimalité approché

Proposition 4.3 Supposons que (4.3) est vérifié. Alors (u.,y.) € Uq x L*(Q) est
la solution du probleme (4.21) si et seulement si il existe p. € L*(Q) tel que le
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triplet (uz,ye, pe) soit solution du systéeme d’optimalité suivant

( My. = ep. dans Q
ye(z,0) = 0 dans Q
Wiy = 0 d QO
5 0 = ans (4.32)
Ye = Uge Sur X,
9y = u sur X
L aV - le 05
( Mp. = zg—y. dans Q
pe(x,T) = 0 dans )
Wepy = 0 4 QO
o (L) = ans (4.33)
PDe = 0 sur X
Ipe 0 5
= sur
.  Ov !
et
V('U, Z) € ]Ca (pa> M(Z - ya))LQ(Q) - (Mp€7 z = ys)L2(Q)
(4.34)
+No(uoe, Vo — toe) r2(s5) + Ni(Uie, V1 — Uie) 12(5,) = 0.
Preuve. Les conditions d’ordre 1 d’Euler-Lagrange donnent
J (e, ye) (v — ue, 2 — ye) >0, V(v,2) €K
c’est & dire
V(v,2) € K, (Ye — 24,2 — ¥e)r2(@) + No(uoe, Vo — Uoe) £2(x0)
(4.35)
1
+N; (U1, v1 — Ule)L?(EO) + E(Mys’ M(z — ys))LQ(Q) > 0.
Posons 1
Pe = gMya. (4.36)

Alors p. € L*(Q) et (4.35) devient

V(U, Z) € IC7 (p67 M('Z - ys))LQ(Q) + (?Ja — Zd, % — ya)LQ(Q)
(4.37)
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+No(toe, Vo — Uoe) 12(s59) + N1(U1e, V1 — U12) 2(5,) = 0.

Prenons maintenant dans (4.37) z = y. £ ¢, ¢ € D(Q) et v = u., nous avons

Vo e€DQ), (pes Mp)r2(q) + (Ye — 2a: ) r2(@) = 0,

qui donne, aprés une intégration par parties sur ()

Vo eD@Q), (Mp:+y. — 2, ¢)r2@ =0,
par conséquent
Mp. = z4—y. dans Q. (4.38)
Usant des mémes arguments que dans la Remarque 4.1 on montre que les traces
Pels, % existent et appartiennent a H=2(0,T; H~2(I)) et H~2(0,T; H~2(I)).

Vs
On peut également définir (p.(0),p.(T)) € [HH(Q)]* et (%(0),%(T)> €

[H?]().
Choisissons maintenant dans (4.37) z = y. = ¢, ¢ € C®(Q) et (vo,v1) =

(Uoe, U1e ), NOUS Obtenons

(Pe; M@)2(0) + (Ye — 2a, ) 2(@) = 0,

0
pour tout ¢ dans C*(Q) telle que ¢ = 9 _ 0 sur X, ce qui, aprés une inté-

) ] ov
gration par parties, donne
Ip-
(Ye = 20, V)12 + (Mpe, Q)12 +( 5 @
Yoo L a0 H3/2(10), H(0,T:H3/ (1))

i
—\ De, 8_
V'] H=2(0,1;H-1/2(T)),HE(0,T;H'/2(T'1))

Ipe Ope
+ (D). Fem)) - (0. %))
HE(Q),H=2(%) HE(Q),H=2(Q)
Op dp
~(Grpm) +(50.0.0) -0,
HL(Q),H-1(Q) H(Q),H~1(Q)
— 9]
pour tout ¢ dans C(Q) telle que ¢ = a—w = 0 sur X.
v
Utilisons (4.38) dans cette derniére identité, on en déduit

Ip-
+<5 8

)
>H‘2(0,T;H3/2(Fl))ng(OyT;H:””(Fl))
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dyp
- p&‘7 a
V[ H-2(0,T;H-1/2(T1)),H3(0,T;HY/2 (1))

(4.39)

Op- Op.
+ (1), B - (0. %))
ot H2(Q),H-2(Q) ot HE(Q),H=2(Q)

Op Op
- —<T>,ps<T>> +<—<o>,ps<o>> 0,
< ot m@a@  \ ot HY(©),H-1(9)

— 0
pour tout ¢ dans C*(Q) telle que ¢ = a_go =0 sur X.
v
En choisissant successivement dans (4.39), ¢ telle que ¢(7) = 0 dans Q,¢ =

0 0 0
O,a—f : 0 sur Xy ¢ = O,a—f =0 sur X et a—f = 0 sur X; on en déduit
successivement que
pe(x,T) =0 dans , (4.40)
Ope
e (2, T) =0 dans Q. (4.41)
ot
Ope
apy =0 sur %, (4.42)
et finalement
pe =0 sur X;. (4.43)

Donc, (4.38), (4.42), (4.40), (4.41) et (4.43) donne (4.33). De (4.36), (4.30) et
(4.31), on obtient (4.32). Remplagons z; — y. par Mp. dans (4.37), on obtient
(4.34).

Assurons nous maintenant que la solution (u.,%.) du probléme pénalisé converge
vers notre couple optimal. C’est I'objet de la section suivante.

4.3.2 Convergence de la méthode

Nous allons établir la proposition

Proposition 4.4 Soit (u.,y.) la solution de (4.21). Pour e — 0, nous avons alors
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u. — u fortement dans L*(Xo) x L*(Xo), (4.44)
y. — y fortement dans L*(Q), (4.45)
Je(ue,ye) = J(u,y). (4.46)

avec (u,y) le couple optimal et J la fonctionnelle définie par (4.4) .

Preuve. Nous allons procéder en trois étapes.

Etape 1. Prouvons la convergence faible de (u.,y.) vers (@ = (4o, 1),7) €
Uay X Uyg x L*(Q).
Puisque (u,y) est la solution de (4.5), nous avons

Je (e, ye) = inf Jo(v, 2) < J.(u,y) = J(u,y). (4.47)

A partir de la structure de J. nous déduisons que

Vel F2) < €, (4.48)
|u6|i2(20)xL2(20) < C, (4.49)
|Mye|r2q < CVe (4.50)

ou les C sont différentes constantes indépendantes de e. Il résulte donc de (4.50)
et (4.36) que
[Pelr2(@) < €. (4.51)

Nous pouvons alors extraire de ((u.), (y.)) une suite encore notée ((u.),(y:)) ,
telle que

u. — U = (U, uy) faible dans L?(Xg) x L*(Xo), (4.52)
Ye = Y faible dans L*(Q), (4.53a)
My. — 0 fortement dans L*(Q). (4.53b)

Puisque u. € UY, x UL, qui est sous espace fermé de L*(Xg) x L*(Xy), nous
déduisons que
u = (o, 1) €U, x UL, (4.54)

De (4.53a), nous avons
ye =7 faible dans D'(Q).

Par conséquent
My, — M7y faible dans D'(Q). (4.55)
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En combinant donc (4.53b) et (4.55) nous obtenons

M7 = 0. (4.56)
0%y

Puisque § € L*(Q), nous avons o2 € L*((0,T; H2()). Ainsi, en usant des
Oy

mémes arguments que dans la Remarque 4.1 nous obtenons que les traces (y|g, 8_y > ,

Vs

PSR oy, 0y : : : .

(y(0),y(T)) et E(O), E(T) existent et appartiennent respectivement a

(B30, 75 H=3(0), H2(0,T5 HOH(D)) ), [HH(Q) et a [H2(Q)]

- : — Oy
Multiplions maintenant (4.32); par ¢ dans C*°(Q) telle que ¢(T") = E(T) =

0
0 dans €2, p = a_go = 0 sur X; et intégrons par parties aprés avoir pris 'intégrale
v

sur (), nous avons

Ay
(y57 M@)LQ(Q) — (QD, ulS)Lz(Eo) + Uoey = =& (paa @)LQ(Q) .
v L2(3o)

Passons a la limite dans cette derniére identité lorsque € — 0 et utilisons (4.52)
et (4.53a), nous obtenons

_ - ~ Op
(¥, MSO)L2(Q) — (o, Ul)p(zo) + | Uo, 5 =0,
OV /) 2(s)

pour tout ¢ dans C>®(Q) telle que p(T) = %—f

ce qui donne apres une intégration par parties

(T)zOdansQ,@zg—f:()surEI,

_ - ~ Oy
i =~ ($ W) 2z + g“o’ 8V>Lz<zo>
) ® ~
o(0), —<o>> n <—<o>,y<o>> -
< M) g2\ HY©Q).H- (@)

oy
Qp, a_ +
V[ H2(0,1;H3/2(Dg)), H—2(0,T;H—3/2(T'y))

0

a9 )

o H§(0,T;H1/2(Fog,H*Q(O,T;H—l/Q(FO)) 5

pour tout ¢ dans C*°(Q) telle que o(T) = a—f(T) =0dans Q, p = 8_90 = 0 sur Xy, .
v
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Prenons successivement dans cette derniére égalité, ¢(0) = 0 dans 2, ¢ = g—f =

0 sur Xg; 0 = g—f =0 sur X et g—f = (0 sur Xp; nous obtenons successive-
ment

y(0) = 0 dans £, (4.57a)

g—g(()) =0 dans Q, (4.57h)

y=up sur X, (4.57c)

g—g =u; sur Y. (4.57d)

De (4.56) et (4.57), on obtient que le couple (u,y) € A C K.

Etape 2. Nous allons prouver que (@,%) = (u,y), ot (u,y) est la solution de
(4.5).
Puisque (u,y) € A, nous avons

J(u,y) < J((@, 7). (4.58)
D’autre part, nous avons
S (ue, ye) < Je(ue,ye) < Je(u,y) = J(u,y).
Ainsi en utilisant (4.53a) et (4.52), nous obtenons
J(w,y) < liminf J.(ue, ye) < J(u,y) (4.59)
ce qui combiné avec (4.58) donne
J(W,y) = J(u,y).

Par consequent,
(w,y) = (u,y). (4.60)
Il découle donc de (4.59) que
J(u,y) < lim J.(ue, ye) < J(u, ).

e—0

Clest a dire (4.46), i.e. : J-(ue,y:) — J(u,y).
Etape 3. Dans cette partie nous allons prouver la forte convergence.
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Comme (4.46) peut étre réécrite

lim( Z + Ny |u, + Ny |y >
0 e - d'” 0l S’LQ o) Ul e ) (4.61)

=y — Zd|L2 + No |U0’L2(20 + N \Uﬂm(zo) ;

en utilisant (4.52), (4.53a) et (4.60), nous avons (voir H. Brezis [4] p. 35 Propo-
sition T11.5)

ly — 2d|iz(Q) < lirgn_}gnf |ye — Zdﬁ'ﬁ(@)
|u0\ig(2 < liminf ||
0 I [toe 12y

2 . . 2
|U1|L2(20) < 11r€n_>10nf|u15|L2(20)

qui, appliqué a (4.61), donne

|y = zali2) = limye -zl
L2(Q) Jm L2(Q)
2 . 2
‘u0’L2(20) = EE)% ’Uos’y(zo) (4.62)
2 . 2
ilragy = limfuelzags,) -

De maniére similaire, puisque

No |u0—u05|22(20)+N1 |u1_u1£|i2(2 = Ny |U05|L2 ) +V1 |U15|L2
+ No [uol 7255 +N1 ’u1|L2(Eo
-2 <NO Upe, u0>L2(EO)
— 2(Nyue, U1>L2(20) )

(4.63)

en passant a la limite dans (4.63) pour ¢ — 0 et en utilisant en méme temps
(4.52), (4.60), (4.62) et (4.62)3, on obtient

. 2 2
}:gj% (NO |u0 — UOE‘LQ(EO) + Nl |U1 - ulE’L2(20)> =0

ce qui implique (4.44).

1l suffit de prouver que y. —y fortement dans L?(Q) pour compléter la pro-
position 4.4.

Puisque qu’on peut écrire

e — Ylraig) = Ve — 2l 7o) + 2 (We — 2as 20 — Y)pa(g) + 12 — Ty, (4.64)
passons & la limite dans (4.64) en utilisant en méme temps (4.62)4, (4.53a) et
(4.60), on obtient

y_{% |ye — y|L2(Q) =0.
C’est a dire (4.45).
Nous pouvons maintenant établir le systéme d’optimalité singulier (S.0.S) pour
notre couple optimal.
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4

.4 Systéme d’optimalité singulier fort

Dans cette partie, nous prouvons le Théoréme :

Théoréme 4.1 On suppose que (4.3) est vérifié. Soit U,g = L*(Xo) x UL,. Alors

le

controle optimal (u,y) est caractérisé par le triplet (u,y,p) € U, x L*(Q) x

L*(0,T; HY(Q)) solution du Systéeme d’Optimalité Singulier (S.0.S.)

et

( My = 0 dans Q
Yy = uy Sur >0,
dy
Y = u sur >0, (4.65)
y(0) = 0 dans €,
dy
\ E(O) = 0 dans €,
( Mp = zg—vy dans Q
P = 0 sur X,
dp
5 == 0 sur 21, (466)
p(T) = 0 dans €,
dp
—(T) = Q
\ 82%( ) 0 dans ,
% = N(]UO sur 20 (467)
W U1 € U;d, (—p + Nlul, V1 — ul)LQ(EO) > 0. (468)

De (4.56), (4.57) et (4.60), nous avons (4.65).

Preuve. Tenant compte de (4.51), il existe alors p € L?(Q) telle que p. — p
dans L?(Q). En utilisant donc (4.45) et le fait que p. est solution de (4.33), nous
pouvons prouver en procédant de la méme maniére que pour y. dans les pages
69 et 70 que p vérifie (4.66).
— 0
Maintenant, prenons dans (4.34) z = y. £ £ avec £ € C*(Q) telle que 0_5 =0
v

sur Yg. Alors

B o5, B L 0E,
&m0y = Vo — Uoe, %ho =v; —ue =0et £0) = 5 (0) =0 dans .  (4.69)

Par conséquent, (4.34) devient

(p€7 Mg)LQ(Q) - (Mps?g)LQ(Q) + NO(u057 g)LQ(EO) = Oa
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pour tout £ dans C*(Q) telle que (4.69) soit vérifié.
En intégrant par parties le premier terme de cette relation et en utilisant d'une
part le fait que p. est solution du (4.33), avec les traces données a la page 66, et
d’autre part le fait que & vérifie (4.69), nous obtenons

Ipe
0= < o+ N0U057§> (4.70)
v H=2(0,T3H=3/2(To)), H3(0,T3H%/ (o))
d’ott nous déduisons que
Ope
3py — —Nougp. sur Xo. (4.71)
Ainsi nous avons d’une part
dp. 0O .
8]; — a—]; = —Noug faible dans L*(%) (4.72)

puisque (4.44) est vérifié, et d’autre part que p. est tel que

( Mp, = z4—vy. dans @
Op-
gp = _NOUOE sur E()
v
Pe _ 0 sur >,
9 ov
(;1 “(T) = 0 dans
( pe(z,T) = 0 dans

Donc, tenant compte de (4.48) et (4.49), nous obtenons qu'il existe C' > 0 telle
que |pe| 2o, ) < C (voir [13, p. 347] ). Ceci implique par continuité de la
trace que

|p5’L2(Eo) S C. (473)

D’o1i, nous obtenons que
p- — p faible dans L*(%). (4.74)

Maintenant en intégrant par parties le premier terme dans (4.34), en utilisant
en méme temps, d’une part le fait que p. est solution de (4.33), et d’autre part
le fait que z — y. vérifie

Az — ye)

Z = Ye|zy = Vo—Uoe, T’Eo = v1—uie et (2 —y:)(0) =

d(z —y.)

Y (0) = 0 dans €,

nous obtenons
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Ip
V(v,2) € K, | =, v — Uoe — (pe,v1 — Ula)L2(2 )
8V LQ(EO) 0
‘I'NO(ana Z = ya)Lz(Eo) + Nl(ulfv Z = ya)L2(ZO) > 0,

ce qui associé a (4.70) donne

\V/?Jl € U;d, (—ps + Nluls, v — ulE)L2(EQ) 2 0. (475)

Passons a la limite maintenant dans (4.75) en utilisant en méme temps (4.44) et
(4.74), nous en déduisons (4.68). La preuve du Théoréme 4.1 est alors achevée.

4.5 Systéme d’optimalité singulier faible
Dans cette partie nous allons prouver le Théoréme :

Théoréme 4.2 Supposons que (4.3) est vérifié. Soit Uy,qg = U2, x L* (o). Alors le
controle optimal (u,y) est caractérisé par le triplet (u,y,p) € U, x L*(Q) x L*(Q)
solution du Systéme d’Optimalité Singulier (S.0.S.)

( My = 0 dans Q
y = U sur 20,
dy
5 = U sur EO? (476)
y(0) = 0 dans Q,
0
\ 8_Zz(o> = 0 dans €,
( Mp = zg—y dans Q
P = 0 sur Xy,
dp
! o = 0 sur X, (4.77)
p(T) = 0 dans €,
19)
\ a_]tj(T) = 0 dans €,
p= Nlul sur EO (478)
et
(0, M2) 2y + (¥ — 24, 2 — Y) 2+ (4.79)

No(uo,?fo - UO)L2(20) + Nl(ul, v — u1>L2(20) >0, V(% Z) € A,
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Preuve. Nous avons déja établi dans le Théoréme 4.1 que (4.76) et (4.77) sont
vérifiés.

Prenons maintenant dans (4.34) z = y. ¢ avec £ € O%(Q) avec vy = ug.. Alors
& est telle que

&3 _0¢

%!zo = v —upe et §(0) = E(O) = 0 dans Q. (4.80)

§|Zo = O)

Par conséquent, (4.34) devient

(pe; ME) r2(Q) — (Mpe, &) 120y + Niluie, §) 12(s5) = 0

pour tout £ dans C*(Q) telle que (4.80) soit vérifié.

Maintenant en intégrant par parties le premier terme dans cette relation et en
utilisant en méme temps d’une part, le fait que p. est solution de (4.33), avec
les traces données a la page 66, et d’autre part le fait que £ vérifie (4.80), nous
obtenons

0= (pa — Nyuye, 5)H-Q(07T;H*1/2(Fo)),Hg(O,T;Hl/Q(Fo)) (4-81)
d’out nous déduisons que
pe = Niuie  sur Xo. (4.82)
Ainsi, nous avons
_ : 2
pe = p= Nyuy faible dans L°(3) (4.83)

puisque (4.44) est vérifie. Maintenant, de (4.51), on déduit I'existence de p €
L?(Q) telle que
p. — p faible dans L*(Q). (4.84)

Finalement, en passant a la limite dans (4.34) et en utilisant en méme temps
(4.53b), (4.55), (4.56), (4.44), (4.45) et (4.84) nous obtenons (4.79). Ceci com-
pléte la démonstration du Théoréme 4.2.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Dans ce travail nous sommes revenus, en guise de rappels, sur quelques notions
de la théorie du controle et, en guise de pré requis, sur les opérateurs, parabo-
lique et hyperbolique en passant au préalable par les espaces de Sobolev. Nous
nous sommes ensuite intéressés a I’étude du probléme de controle optimal de sys-
temes distribués singuliers pour des opérateurs de type parabolique et hyperbo-
lique. Apreés avoir justifié I'existence du couple optimal controle- état, nous avons
établi pour le cas parabolique les systémes d’optimalité singuliers faible et fort
(au prix d’une condition supplémentaire) et pour le cas hyperbolique les systémes
d’optimalité singuliers faible. Dans les deux cas, nous sommes parvenus a ces ré-
sultats grace a la méthode de pénalisation.

Comme perspectives, on peut noter que dans le cas parabolique comme dans le
cas hyperbolique nous avons des systémes dans lesquels le controle est frontiére, il
serait dés lors intéressant de regarder des problémes pour lesquels cette fois ci le
controle serait distribué.

Pour le cas hyperbolique on pourrait plutot que de travailler avec les crochets dual,
utiliser le produit scalaire et ainsi espérer améliorer nos résultats.

Nous avons vu dans le cas parabolique, que pour transformer le systéme d’optima-
lité singulier faible en un systéme d’optimalité singulier fort, il a fallu ajouter une
condition supplémentaire, mais dans les applications cette condition n’est pas gé-
néralement vérifiée ; ¢’est pourquoi G.Mophou et O.Nakoulima dans [20] ont tenté
de contourner cette difficulté en passant par la régularisation du systéme. Dans la
méme lancée qu’eux on pourrait régulariser nos systémes et utiliser cette fois la
notion de contréle & moindres regrets.

7
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