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Notations

Dans tout le travail, nous adoptons les notations suivantes :

— M : une variété différentiable paracompacte de classe C'*°, de dimension n ;

— T, M : Vespace vectoriel tangent en x € M sur M ;

— TM = Ugey T, M : le fibré tangent sur M ;

— m: TM — M : le fibré tangent a M ;

— P TTM — TM : le fibré tangent a T'M ;

— § (M) : I'anneau des fonctions différentiables sur M ;

— AP (M) : le § (M) —module des p—formes scalaires sur M ;

— PP (M) : le §(M)—module des p—formes vectorielles complétement antisymé-
triques sur M ;

— X (M) :le § (M) —module des champs de vecteurs sur M ;

— A(M) : Talgebre extérieure sur M ;

— AP(M) : le §(M)—module des p—formes différentielles sur M ;

— UH(M) : le § (M) —module des [—formes complétement antisymétriques sur M a
valeurs dans T'M ;

— V(TM) = (WT)_l ({0}) : le fibré des vecteurs verticaux tangents a T'M ;

— mp : TM — M désigne le fibré des vecteurs non nuls tangents a M ;

— 0Ox : la dérivée de Lie de formes scalaires par rapport a un champ de vecteurs X ;

— Lx : la dérivée de Lie de [-formes vectorielles, [ > 1, par rapport a un champ de

vecteurs X.



INTRODUCTION

En 1972, Kowalski a étudié dans [KOWT2] I'existence d’une structure riemannienne
pour une connexion linéaire, sans torsion, a courbure réguliere. Il a trouvé a cet effet
quelques résultats tels que la détermination d’une métrique riemannienne réguliere par le
tenseur de courbure et aussi des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une connexion
linéaire sans torsion sur une variété de dimension n, n > 2, soit une connexion de Levi-
Civita. Dans cette méme optique, J. Vey a étudié une connexion linéaire sans torsion pour
qu’elle soit de Levi-Civita, dans un papier non publié.

Dans ce présent mémoire, nous adoptons un point de vue plus général : le cadre le plus
approprié est la variété finslerienne et que les connexions ne sont pas forcément linéaires.
En d’autres termes, nous établissons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
connexion sans torsion, a courbure réguliere, provienne d’une structure finslerienne. Le
formalisme de Grifone [GRI72] est en effet un outil de base dans ce travail.

Pour se faire, nous étudions en premier lieu les notions fondamentales telles que les formes
vectorielles et leur crochet de Frolicher-Nijenhuis, la 1-forme vectorielle J appelée aussi
structure tangente naturelle. En second lieu, nous nous approfondissons les concepts de
connexions : ce sont des formes vectorielles d’ordre 1 sur 'espace fibré T'M de M. Cette
connexion définit une structure presque produit sur 7'M et permet la décomposition de
I’espace T'T'M en deux sous-espaces : le sous-espace horizontal et le sous-espace vertical.
Dans cette partie, nos connaissances vont s’élargir sur les notions de courbure et de tor-
sion d’une connexion donnée. Enfin, la derniére partie de cet ouvrage se consacre sur les
variétés finsleriennes notamment sur ’existence d’une structure finslerienne de dimension

n > 2 a connexion donnée, en particulier pour n = 2. On remarque que cette hypothese

vi
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n = 2 nous permet d’avoir une courbure nulle si I’espace de nullité horizontal de la cour-
bure de la connexion est non nul, cf. [RRA15]. Chaque section est accompagnée par des
exemples illustratifs. Dans certains exemples, nous utilisons le logiciel de calcul Mathéma-
tiques "Maple', version 13, pour effectuer les calculs assez longs et parfois complexes. La

convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement utilisée.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels

Définitions 1.1. [RRA10]

— Une variété topologique M de dimension n est un espace topologique séparé,
localement homéomorphe a un ouvert de R".

— Une carte de la variété M de dimension n est un couple (U, ) tel que U est
un ouvert de M et ¢ un homéomorphisme de U sur un ouvert ¢ (U) de R™. Cette
carte définit un systéme de coordonnées (locales) noté souvent (), ;.-

— Un atlas différentiable de classe C'*° de la variété M est un recouvrement de M

par des cartes (U;, ¢;) telles que pour tous i, j tels que U; N U; # 0, alors
©; (Uz N Uj) — ©; (UvZ N UJ)

est un C'*°-difféomorphisme. Cette variété est dite différentiable de classe C*°.

Définition 1.2. Une variété M est paracompacte si de tout recouvrement ouvert ¢ de
M, il existe un recouvrement ouvert V de M qui est plus fin que U et qui est localement

fini.

Définition 1.3. [SZI03]

Une variété fibrée ou tout simplement un fibré est un triplet (E, 7w, M) ou E et M sont
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des variétés et m: . — M est une submersion surjective.
La variété E est alors appelé espace total et que la variété M, espace de base, w la
projection.

Pour chaque point p de M, le sous-espace E, = 7! (p) de E est appelé la fibre sur p.

Exemple 1.4. Soient M et N deux variétés et soit M x N le produit cartésien. Si
(Ua, Ta) gea €t (Vg,yg)ﬁeB sont des atlas pour M et N respectivement, alors

(U X Vi, x4 X yﬁ)(a’ﬁ)eAxB est un atlas pour M x N. La variété obtenue a ce passage
est dite variété produit de M avec N. Il s’en suit qu’on peut définir naturellement les
projections

pri: M x N — M, (p,q) — p,

et

pra: M x N — N, (p,q) — q.

Le triplet (M x N, pry, M) est un fibré appelé fibré trivial sur M ; ses fibres

(M x N),={p} x N, pe M, sont diffeomorphes canoniquement a N.

Définition 1.5. Une variété fibrée (F,m, M) est appelée fibré vectoriel (réel) de rang
k, k € N, si les conditions suivantes sont satisfaites :
FV1. pour tout p € M, le fibre E, est un espace vectoriel de dimension k,
FV2. pour tout p € M, il existe un voisinage ouvert U de p et un difféomophisme
o :m 1 (U) — U x R* tels que :

i. prio@ =7 |11), i.e le diagramme suivant

T (U) - U x R¥

T |e=1 ) pr
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est commutatif;
ii. Vg € U, la fonction ¢y = pryo (¢ | E,) : E;, — R¥ est un morphisme linéaire.
Le couple (U, ¢) ayant les propriétés de F'V2. est dite une carte du fibré vectoriel pour
7. Une famille (U;, ¢;),.; est appelée un atlas du fibré vectoriel de 7 si (U;),.; recouvre

M.

Proposition 1.6. [RADS86] Soit M une variété différentiable de dimension n, de classe
C*, k < n. Rappelons que T,M est I’ensemble de vecteurs tangents en x sur M ; c’est un
espace vectoriel de dimension n.

Posons TM = U,ey T, M. Alors TM peut étre muni canoniquement d’une structure de
variété différentiable de dimension 2n et de classe C*~1. L’ensemble TM muni de cette

structure s’appelle le fibré tangent de M.

Ainsi, chaque élément de T'M peut étre identifié & un couple (z, X,), ou © € M et
X, eT, M.

Nous pouvons donc écrire
TM ={(z,X;):xeM et X, €T, M}
Démonstration. Se référer a [RAD86] pour plus de détails a la démonstration. O]

Exemple 1.7. 1. Les groupes classiques de matrices (inversibles, orthogonales, uni-
taires) ont une structure de variété, ce sont
d’ailleurs des sous-variétés de R™ ou C™. Les espaces tangents en l'identité sont
alors respectivement toutes les matrices, les matrices antisymetriques et les matrices
antihermitiennes. La structure de groupe permet d’identifier les espaces tangents en

d’autres matrices avec ces espaces vectoriels de matrices.
2. Le fibré tangent au cercle S* = {(z,y) € R? 2? + y* = 1} apparait comme la
sous-variété

{(z,y,2,y) e RY, 2® + 9 =1, 22’ +yy = 0}

Il est difféomorphe au cylindre S' x R comme le montre les figures suivantes, cf.

http ://commons.wikipedia.org/wiki/File :tangent.
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Représentations du fibré tangent de S!

1.2 Tenseurs canoniques sur 1T'M

1.2.1 Le fibré n*(T'M)

[DJEO1] Le fibré pull-back (ou fibré rappelé) 7*(T'M) — T M, dont la base est
le fibré tangent privé de la section nulle 7 M, est décrit comme une collection d’espaces
tangents 7, M en chaque point (z,y) de la base T M.

En effet, la collection de tous les points (z,y) avec y # 0, constituant le fibré tangent
T M, est considérée comme une variété ou en chaque point (x,y) est dressé une copie de
T, M sur lequel un produit scalaire peut étre formé.

L’appellation "fibré rappelé” pour 7*(TM), issue du langage de la théorie des fibrés,

vient du fait qu’il est construit a partir du fibré tangent T'M comme suit
7(TM) = {(2,y,v) € TM x TM : 7(z,y) = (v) = a},

et on a le diagramme suivant



Chapitre 1- Préliminaires 5)

TM T TM
i T
T™ M

Définition 1.8. [KLE87] Soit M une variété, § = § (M) 'anneau des fonctions C* sur
M, X =X (M) le F-module des champs de vecteurs sur M et A (M) l'algebre extérieure
sur M.

Une [-forme vectorielle L sur M, 0 < [ < n, est une application linéaire alternée L :

X! — X, c’est-a-dire un tenseur de type (1,/) complétement antisymétrique.

Pour [ = 0, L est un champ de vecteurs sur M.
Pour I = 1, ona L : X — X, donc L est un endomorphisme de X, et on dit tout
simplement une 1-forme vectorielle. Et pour [ = 2, ona L : X x X — X, L est une

application bilinéaire completement antisymétrique, et ainsi de suite suivant la valeur de
l.

En particulier, la transformation identique I dans X est une 1-forme vectorielle.

Exemple 1.9. Une matrice carrée d’ordre n sur un corps K est une 1-forme vectorielle

sur K.

Dans toute la suite, le terme "forme" désignera une forme différentielle extérieure. Par

contre, les "formes vectorielles" seront toujours précisées avec cette appellation.

1.2.2 L’endomorphisme vertical J et le champ canonique C'

Considérons la suite exacte de fibrés vectoriels sur T'M suivante

0 — 7 (TM) =5 TTM L5 7* (TM) — 0
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1 étant I'injection naturelle et j = (P, 7TT).

Sur 'espace tangent T'M de la variété M est défini :
i. le champ canonique C' = i 04, ou 0 : z —> (z,z) est le champ canonique de
™ (TM);
ii. un endomorphisme (vertical) J = ioj appelé la structure tangente naturelle. C’est

une 1—forme vectorielle, vérifiant :
VzeTM, Im J,=Ker J, =V,

le dernier ensemble est le sous-espace vertical de T,TM, donc J? = 0.

En coordonnées locales (z%,y") de T M, on écrit

0

kji

C Y By
0
J = dmk®@

Définition 1.10. Un champ de vecteurs X sur T'M est dit vertical si et seulement si

JX =0, ou de fagon équivalente, s’il existe un champ Y sur 7'M tel que X = JY.

1.3 Dérivations algébriques

Définition 1.11. Soit A(M) 'algebre extérieure sur M, c’est-a-dire 'ensemble de toutes
les formes différentielles de M.
Une dérivation D de degré r de l'algebre A(M) est un endomorphisme de A(M) tel que :
— i) Dk =0 pour tout k € R
— ii) D(AP(M)) C AP*"(M)
— iii) D(w, A w,) = Dw, AW, + (=1)P"w, A Dw,,
ot w, € AP(M), w, € AY(M) des formes différentielles de degré p et g respective-

ment.
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Cette dérivation est une antidérivation de A(M) si :
— a) elle est R-linéaire
— b) pour tous w, € AP(M), w, € AY(M), on a

D(w, AN wy) = Dw, A wy + (—1)Pw, A Dwy,.
Exemple 1.12. La dérivation extérieure d est une antidérivation de degré 1.

Définition 1.13. Une dérivation graduée D est dite algébrique si elle agit trivialement

sur les fonctions différentiables, c’est-a-dire Djcoo(ary = 0.

Lemme 1.14. Toute dérivation algébrique est déterminée par son action sur le module

des 1—formes.

Démonstration. Soit D : A(M) — A(M) une dérivation algébrique de degré r. On sait
que D est C*°(M)—linéaire : pour toute fonction f € C>*(M) et pour toute 1—forme o de

A(M), nous avons

Puisque toute forme différentiable peut étre représentée localement comme une combinai-
son C*°(M)—linéaire de 1—formes et D est naturellement définie avec les restrictions, on

en déduit immédiatement 1’assertion. OJ

Définition 1.15. Soit X un champ de vecteurs sur M. Si A est une k-forme différentielle

ou vectorielle sur M et

ZXA(X277XIC> :A(X’XQa'“ka) ’ XZ GX(M) 2 SZS ka
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alors ix A est une forme différentielle (resp. une forme vectorielle) de degré k — 1.
L’application ix : A(M) — A(M) (resp. (M) — ®(M)) définie ci-dessus est appelée
Vopérateur de substitution ou le produit intérieur induit par le champ de vecteurs X.

C’est une dérivation de degré —1 de l'algebre graduée A(M).
Par exemple, pour £ =0 :
ixf=0,si felC®M)=A"(M),

et

ixY =0, si Y eX(M)=a"(M)

Pour une 1—forme « sur la variété M, nous avons ixa = «(X). En particulier, pour la
différentielle d'une fonction f € C*(M), ixdf = X(f).
Par conséquent

’ix(Oé /\ﬁ) = ionAﬁ + (—1)kOé /\ixﬁ R

pour tout a € A¥(M) , 8 € A(M).
Comme pour le produit "wedge' A d'une forme scalaire o € A(M) et d’une forme vecto-

rielle L € (M), nous avons
ix(a ANL) =ixa AL+ (—=1)aNixL.

D’une maniere plus générale,

Proposition 1.16. Si L € ®(M) est une [—forme vectorielle sur M, alors lapplication
ir : A(M) — AM), a—ira =oAL,

est une dérivation algébrique de degré | — 1 de A(M), avec

1

AL(X', ... XM = ——
ANL(X, - )= G

Spsgn(@)a(LXT, ..., X7), ..., X7)
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appelé le produit "wedge-bar" de k—forme « et de la [—forme vectorielle L, avec

X XML e @9 M) = X(M) ; la sommation ci-dessus étant prise dans le groupe des
permutations de {1,... k+1—1}.

Inversement, si D : A(M) — A(M) est une dérivation algébrique de degrél—1 > 1, alors
il existe une unique l—forme vectorielle L sur M telle que D = 15,. C’est une dérivation

du type 1.

Démonstration. En utilisant la définition du produit "wedge-bar", nous avons

ir(aAB)=(aABAL = (aAL)AB+ (—DF"DaA(BAL)

pour tous a € AF(M), 3 € A(M); donc iy, est une dérivation graduée de degré [ — 1 de
A(M).

Inversement, supposons que D : A(M) — A(M) est une dérivation algébrique de degré
[ — 1 > 1. Définissons une application

L: AY (M) x X!(M) — C>*(M) par la maniére suivante

L(a, X1,..., X)) = (Da)(Xy,..., X)),

ae AV (M), X;eX(M), 1<i<lI.
Alors L est automatiquement C*°(M )—multilinéaire et antisymétrique par rapport a ses
variables champs de vecteurs. Puisque D est algébrique et donc linéaire, pour toute fonc-

tion f € C*°(M), nous avons

L(fa,X1,....X)) = (D(fa))(X,...,X)
= f(Da)(Xi,..., X))

= fL(o, Xq,...,X))

donc L € ®'(M).

Maintenant, considérons une 1—forme o € AY(M) et X1, ..., X; des champs de vecteurs



Chapitre 1- Préliminaires 10

sur M, nous avons

iLOé<X1,...,Xl) = OéKL(Xl,...,Xl)
= al[(Xy,...,X))]
= L(a,X1,...,X)

- (DO()(Xl, Ce ,Xl).

Par conséquent, 1,0 = Da.

L’unicité de la [—forme vectorielle L est immédiate. O

Exemple 1.17. Soient L une 1—forme vectorielle sur la variété M et o une k—forme sur

M. Nous avons

(X, X)) =S (X, DX, LX), X € X(M), 1<i <k

J=1

Si de plus L = I est la 1—forme vectorielle identité sur la variété M, alors

1o = ko

Définition 1.18. Le commutateur de deux dérivations

dL = [ZL,d] = iL od— (—1>lild0 iL

définit une dérivation de degré [ de A(M). On 'appelle la dérivée de Lie suivant L ou la dé-

rivation graduée de type d, de A(M). L’expression de dyw, avec w € A(M), est donnée par

drw =i, dlw =iy odw — (=1)""*doirw.

En particulier, si w = f € A°(M) = C*°(M), c’est-a-dire f est un scalaire, alors

dif =irdf =df AL =df oL.
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Remarque 1.19. Si [ est la 1—forme vectorielle identité, alors d; est égale a d.

En effet, pour toute k—forme « sur M, on a

dia = [if,dla = ijda — dija = (k + 1)da — kda = da.

Définition 1.20. [SZI03]
Pour toutes formes vectorielles L € ®'(M) et H € ®"(M), nous définissons le crochet de

Frolicher-Nijenhuis de L par H, noté [L, H|, par

[dr, dy) = drdy — (=1)"dydy,

c’est une (I + h)-forme vectorielle. C’est aussi une dérivation de type d, de degré [ + h. 11

existe donc une (I + h)-forme vectorielle, que nous désignerons par [L, H], telle que

[dr, du] = dipm-

Proposition 1.21. Soient L € ® (M), H € ®"(M), K € ® (M), on a :
1. (L, H] = (~1)" ' [H, L]
2. (—L)* [L, [H, K)| + (— 1) [H, [K, L] + (~1)" [K, [L, H]] = 0
3. [I,H] =0

L’assertion 2. s’appelle 'identité de Jacobi généralisée.

Démonstration. Soient L € ®' (M), H € " K € ®*(M),



Chapitre 1- Préliminaires

1. D’abord, on a

[dr,dg] = dpdg — (—1)"dyd;
= —((=D)"dydy — drdy)
= —(=1)"™dydy — drdg)
= (=1)"™Ndudy — drdy)

= <_1)lh+1 [dH7 dL] )

dot [L, H] = (—1)"+1 [H, L],

2. Ensuite, on a

[dy, [dy,di]] = dpdgdg — (=)™ dpdgdy —

— (=) *dydgd, + (=1) PR dgedyd,,

[du, [di,d]] = dpdgdr, — (—)Mdpdrdg — (=1) "D dedrdy +

H(=D)FOM (D) dpedy,

et

[di,[dr,dn]] = drdrdy — (—1)"dgdpdy — (=1)"*drdydy +

(=) (1) " dpdpdye.

d'o,

(=)™ [dp, [da, dg]] + (=1)" [da, [drc, di]] + (=)™ [di, [dr, du]) =

12
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(-D*(dpdgdr — (—=1)"dpdgdy — (—1)" " dydgdy +
(=) PR DM dpedydy) + (—1)" (dgdgdy, —

(=) "dgdpdg — (1) D dpdy +
(_1)(k+l)h<_1)kldeKdH) + (_1)kh<deLdH _

(=) Mdpdydy — (—1) PR dd e +
(—1)(h+l)k(—1)hldeLdK)

(=) *dpdpdx — (—1) " kRdpdyedy — (— 1) dpdgedy, +
(=) R dydy + (—D)Mdgdgdy — (—=1) " P dpdpdg —
(=)™ dgdrdy + (=) " O*d dpedy + (=1 dgdpdy —
(=) P dydy, — (=1)*dpdydg + (=1) "™ dydpdg

0,

d’ou l'identité de Jacobi

(_1)lk [L’ [H7 KH + (_1)hl [H7 [K7 LH + <_1)kh [K’ [Lv HH =0.

3. Enfin, soit [ la transformation identique,

dr, du]

d’ou, [I,L] = 0.

= didy + (—1)"dpd;

= ddp + (-1)"dpd, car d; = d

= ddg + (=1)""(=1)'ddy, puisque dj, commute avec d
= dd; —ddj,

= 0,

13
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Pour L, H € ®'(M) et X,Y € X (M), on a

[L,H](X,Y) = [LX,HY]+[HX,LY]+ LH[X,Y]+ HL[X,Y] -

LIHX,)Y]|-L|X,HY]—-H[LX,Y]|—HI[X,LY].
Exemple 1.22. La structure tangente J est plate, c’est-a-dire le tenseur de Nijenhuis de
J est nulle, N; = [J,J] = 0.

Théoreme 1.23. (Frélicher-Nijenhuis)

Toute dérivation algébrique est la somme de dérivation de type i, et d,.

Démonstration. Voir [SZ103]. O

1.4 Formes semi-basiques et formes homogénes

Définition 1.24. Une [-forme vectorielle L, [ > 1, est dite semi-basique si les assertions
suivantes sont vérifiées :
o L(Xy,..., X)) est vertical pour tous Xj, ..., X; des champs de vecteurs sur T'M ;

e L(Xy,...,X;) = 0sil'un des champs X7, ..., X est vertical.

En d’autres termes, une [-forme vectorielle L sur T'M, avec L antisymétrique et [ > 1, est

dite semi-basique si :
JL =0
1yxL =0, VXG%(TM)
Une p—forme scalaire w sur TM, p > 1, est dite semi-basique si :

iJXwZO, VXE%(TM),

avec J est la 1-forme vectorielle définissant la structure tangente de la variété M.

Exemple 1.25. La 1—forme vectorielle J est semi-basique, ceci vient du fait que J? = 0.
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Sur une carte U de TM de coordonnées locales naturelles (z®,y®), un champ de [-

formes vectorielles semi-basiques L s’écrit

0
L=1Lg 5l($1, Lyt ...,y”)dazﬁl Q..0dz" ® a—ya

Définition 1.26. Une fonction différentiable f, définie sur T M, est dite (positivement)

homogene de degré r, et on écrit f : h(r), si

ch = T'f.

Une [-forme vectorielle L est dite homogene de degré r, notée L : h(r) avec r € 7Z, si
[C, L] = (r — 1)L ou C est le champ canonique sur T'M.
Une p-forme scalaire w est homogene de degré r, ou r € Z, si Ocw = rw, avec O¢ est la

dérivée de Lie par rapport a C.

Exemple 1.27. La structure tangente .J, qui est une 1—forme vectorielle est h(0), c’est-
a-dire

(C,J] = —J

Il suffit de vérifier cette égalité en prenant en coordonnées locales naturelles, un champ

0 0
= 34 de TM d’une part. Et d’autre part, un champ X = ENE Car X(TM) est
x Y

localement engendré par les deux types de champs de vecteurs. Nous pouvons écrire,

X

d’apres la propriété sur les formes vectorielles
[07 J]X = [Ca JX] - J[C> X]v

c’est-a-dire

[y 5 da" ® 78yk]7axl
0 g .0 0 g 0
kv k i Y k Y kY Y
o 0 0 g 0 0 0
A s k Y kK~ 2 Yk Y
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Et
0 g, 0
kv k 7
0 o .0 0 o 0
_ k k . k k
0 0,0
_ k k
[y aykao] +( ® Oy’“)ayl
=0
=—-JX cqfd.

Considérons aussi 'action des dérivations sur les formes homogenes. Si 2 est une forme
homogene de dégré r, alors :

— dQ, i sont h (r)

— 15Q,d; 8 sont h(r —1).

Proposition 1.28. [YOU78]
Soit L € ® (M) et K € *(M).
Si L est h(r) et K est h(s), alors [L, K] est h(r +s — 1)

En particulier, [J, L] est h(r — 1).

Démonstration. En appliquant I'identité de Jacobi sur les formes vectorielles, on a

(€, [L, K} + [L, [K, ] + (-)"[K,[C, L] = 0

donc

[Ca [Lv K]] = [Lv [Ca K]] - (_1)kl[K7 [Cv LH

Comme :
L est h(r) alors [C, L] = (r — 1)L,
K est h(r) alors [C, K] = (s — 1)K,
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d’ou
(C LK) = (s = DIL, K] = (=1)"(r = 1)[K, L]
= (s = DL K] = (=1)"(r = )(=1)"[L, K]
= (s = DIL K] = ()" (r = 1)L, K]
= (s = DIL, K]+ (=1**"*V(r — 1)[L, K]
= (s+r—2)[L, K]
d’ou [L, K] est h(s +r — 2). O

1.5 Semi-gerbes et gerbes

Définition 1.29. Une semi-gerbe sur une variété M est un champ S sur T'M, C* sur
T M, qui est une section du fibré vectoriel

' TTM — TM.

La donnée d'une semi-gerbe équivaut a la donnée d'un systéme d’équations du second

ordre.

Proposition 1.30. [GRI72]
Un champ de vecteurs S sur TM, C* sur T M est une semi-gerbe si, et seulement si,

JS =C.

Démonstration. Soit S un champ de vecteurs sur TM. JS = C équivaut a écrire que
10j0oS =1i0d. Comme i est un monomorphisme : JS = C si et seulement si jo S = 4.
Or j = (P,nT), avec P le fibré tangent & TM, donc JS = C si et seulement si S est une

section des deux fibrés P : TTM — TM et 7% : TTM — TM.

L’expression de S en coordonnées locales naturelles s’écrit sous la forme

0 0
S = yo‘% —2G% (z'..a™ yt. ™) a0

ol les G% sont des fonctions C*® sur T M.
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Exemple 1.31. Pour n = 2, en coordonnées locales (2%, y*)1<a<2, le champ S s’écrit

S a9 —2G"‘(x1,x2,y1,y2)i et J:dgr:o‘(g)i

Y e oy~ 6ya;
nous avons
0 0 0
JS = dr® a7 _9Qe 1.2 ,1 2\ ¥
(A" ® 5 ) e = 267 ety ) 5 )
0
- -0
) ay°
0
e «“__—  — C
Y 9y
dou JS = C.
Définitions 1.32. 1. Une gerbe est une semi-gerbe homogene de degré 2, qui est de

plus de classe C! sur la section nulle. Les fonctions G sont donc homogenes de
degré 2, c’est-a-~dire que [C, S] = S.
2. Une gerbe quadratique est une semi-gerbe homogene de degré 2, qui est de classe

C? sur la section nulle. Donc les fonctions G* sont quadratiques en 7.

Proposition 1.33. [GRI72]
Si S est une semi-gerbe sur M, alors pour tout X € X (T M), nous avons J [JX,S] = JX.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de ’homogénéité et de 'intégralité de

J. En effet
1

0
2

[, ] (S, X) = [C, JX] — J[C, X] — J[S, JX]

et d’autre part

_JX =[C,J]X =[C,JX] - J[C,X]

dott J[S, JX] = —JX, cest-a-dire J[JX, ] = JX. O



Chapitre 2

Généralités sur les connexions

En géométrie différentielle, la connexion est un outil pour réaliser un transport paral-
lele. 11 existe plusieurs présentations qui dépendent de 'utilisation faite. Dans ce chapitre,

nous allons travailler sur les connexions non homogenes, selon J. Grifone dans [GRI72].

2.1 Définitions et théoremes

Définition 2.1. On appelle connexion non homogene sur M, ou simplement connexion,

une 1—forme vectorielle I sur TM, C* sur T M et telle que :

JI'=J
'j=-J

Proposition 2.2. [GRI72/

Une 1-forme vectorielle I' sur T'M est une connexion sur M si, et seulement si, I définit
une structure presque-produit sur TM, i.e T2 = I, C*® sur TM, telle que pour tout
z € TM, le sous-espace propre de I', correspondant a la valeur propre —1 est le sous-

espace V(T M) des vecteurs verticauz tangents en z ¢ TM.

Démonstration. Pour la condition nécessaire, considérons I', une connexion sur M.
Alors JI' = J si et seulement si J(I' = I) =0, or J =i o0 j et comme ¢ est un monomor-

phisme alors :

19
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(ioj)o(I'=1) =0 siet seulement si jo (I'—=1) =0, donc Im(I'— 1) C kerj = Im i;
d’autre part, I'’J = —J si et seulement si (I'+ 1) J = 0.

Comme j est un épimorphisme alors : (I' + I)o(i 0 j) = 0 si, et seulement si (I' + I)oi = 0,
donc I'm i C ker (I'+ I). Alors Im (I' = I) C ker (I' + I).

D’ot finalement (I'+ ) (T' — I) = 0, on a alors I'> — I = 0, ce qui nous donne la structure
presque-produit.

De plus, soit z € TM. Si X € T,TM est un vecteur propre de I', associé a la valeur
propre —1, on a X = —T'X, d’'ou JX = —J (I'X), donc JX = 0, ce qui vérifie que X est
un vecteur vertical, par définition.

Réciproquement, si X € V, (T'M), il existe Y € T,TM tel que X = JY. D’ou

rx = rJjy
= =JY

- —X.

Le champ X est donc le vecteur propre de I', associé a la valeur propre —1.

Pour la condition suffisante, soit z € T'M. On vérifie facilement que

V, (TM) = JT,TM.

Par hypothése, comme I'? = I alors I'> — I = 0, ce qui nous donne 1’ équation

(C—I)(T+1)=0.

Soit x € T, T'M un vecteur propre associé¢ a la valeur propre —1, ainsi X = —I"X. Comme
X est vertical, il existe Y € T, T'M tel que X = JY, par suite I'JY = —-JY, Y € T.TM

d’ou I'J = —J. D’autre part, pour tout X € T, TM, on a

C—DT+DHX=0
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alors

JO-I)T+DHX = J0
JL—J)C+D)X = 0

(JL—J)TX +1X) = 0.

Or T.,TM = H,(TM)® V., (TM), et pour X € H, (TM), on obtient '’X = X, donc
(JI'=J)2X =0et JIX =JX, X € H,(TM), alors JI' = J.

De plus, pour tout Y € V, (T'M), on a

Jry = JI'JZ

= —JZ

= JY.

Par conséquent JI'Y = JY, Y € V,(TM).
On voit alors que pour tout X € T,7TM, JTX = JX ; dou JI' = J. O]

2.2 Projecteur vertical et Projecteur horizontal

Le projecteur horizontal h et le projecteur vertical v sont définis, respectivement, par :

h=3(I+T) et  wv=

(I-T).

%
I' permet d’obtenir la décomposition

TTM =H (TM)aV (TM)
ou H(TM)=1Imh=kervetV(IT'M)=1Imuv=ker h.

h et v vérifient les propriétés suivantes :

Jh = J, hJ =0, Jv =0, et vJ=.J.
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Nous avons maintenant les expressions en coordonnées locales de I', h et v respectivement

sous les formes

0 ) -0
I'=dr'® — —2IYdz' @ — — dy .
x®8xz lm@ayﬂ y®8y“
.0 .0
h — d ’ - — FJCZ t ——
ve oz 1 @ Oy’
0 o 0
- d v - Fjd v -~ -
v y®8yl+zx®ay]
Remarque 2.3. Compte tenu de l'écriture en coordonnées locales précédente dune
-0 -0
connexion, prenons un champ de vecteurs X tel que X = X ZT + YZT' Nous avons
IZ yl
, 0 S 0 ) 0 .0 s
I'X=(dr'® — —2Id2' ® — —dy' @ —)(X'— + Y'—
(dz" ® = @ g5 = dy ®8yl)( o T ayl),
alors
rxy = xi-2 2Xirgi _yid
ox’ oyJ oy’

Ceci peut s’écrire en notation matricielle sous la forme suivante

1 0 X!
rx = ‘
—ory ] yi
0. . . : . o
dans la base (a—, 8—), i=1,...,noul (respectivement 0) est la matrice unité (respec-
xl y’L
tivement nulle) d’ordre n, et
ry ri ... 1}
LT r?
Iy Iy 1B

Nous avons donc une méthode de calcul pratique pour toute connexion donnée.

Exemple 2.4. Prenons la variété M = R3. Soit U un ouvert de M, et (z%,%") les coor-



Chapitre 2- Généralités sur les connexions

données locales définies dans TU = U x R3. Considérons la connexion I' définie par :

=T} = e” et Fj- = 0 autrement.

La forme matricielle de I est alors

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
I'=
0 —2* —2* —1 0 0
0 0 2 0 -1 0
0 0 2 0 0 -1

En vertu des formules

0 D ) .0
h=dz'® — —Tdx' @ — t =dy' ® — —Tlde' @ —
x®@xl Zx@@yﬂ e v y®8y’ l$®@yﬂ’

les projecteurs horizontal et vertical seront respectivement

h:d$i®i — " (da® + da®) ®i et v = dyi®i+exl(dx2+dx3) ®

ox? oyt oy’

2.3 Semi-gerbe associée a une connexion

Définition 2.5.

9

oyt

23

Une connexion I" sur M est dite homogene si la forme vectorielle I' est homogene de degré

1. Localement, les coefficients I'(x,y) sont (1) en y.

Une connexion homogene est dite linéaire si elle est de classe C! sur la section nulle.

Localement, les T (z, y) sont linéaires en y, et on peut donc poser T'(z, y) = y/I',,.

A toute connexion I' sur M est associée canoniquement une semi-gerbe S donnée par

S = hS’, ou S’ est une semi-gerbe arbitraire.
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Localement, les fonctions G* de la semi-gerbe s’écrivent

2.4 Courbure et torsion d’une connexion

Définition 2.6. On appelle courbure de la connexion I', la 2—forme vectorielle R, C*

sur 7 M, définie par

1
R =~ [hh]

c’est-a-dire R = —N,, VXY € X (TM).
Done R(X,Y) = h[hX,Y] + h[X,hY] — h[X,Y] — [hX, hY].

La courbure R peut étre considérée comme une application linéaire

R:X(TM) —s End(X(TM))

Xl—>RX

ou Ry = ixR, cest-a~dire Rx (Y) = R(X,Y),VY € X(TM).
En coordonnées locales, nous pouvons écrire
oy, 81“; , oI , OT%

1 % ] k a \ 7

Pour une connexion linéaire, on a F; = ylFél. Alors

1 i ; 0 N i T Fi’l mi mii
R= §le,,jkdxf Adz* @ oy ol = %’;f — a;z,i + I3, — T

Pour l'opérateur de courbure Ry, on a comme expression

o 0 .0 .0
_ % k N — /.
Rx = XJRjkd:C ® oy ou X = XJ@xj —l—XJayj.
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Exemple 2.7. Reprenons 'exemple 2.4. En vertu des formules

Lo i gk O N oo ory L or o
les composantes de la courbure sont :
ort  ort or or
1 94 1 19757 1 9%k 1_
=507 50 kayl—l“jayl—(),car It =0,
R%z - 6361,
R%Zﬂ = 611’
Ry, = —e" = — R,
Rél = _611 = _R}3>

et les autres composantes sont toutes nulles.

Alinsi I'expression de la courbure de I' est de la forme

0

R=¢"dz' A (da® + dz®) ® -

Exemple 2.8. Soit la variété M = R3. Considérons la connexion I' définie comme suit :
2 =2? T2=2%2% et Fé- = 0 autrement.

Alors la matrice de I' est

1 0 0 0o 0 O
0 1 0 0o 0 O
0 0 1 0O 0 O
I —
0 0 0 -1 0 0
222 0 —22%% 0 -1 0
0 0 -2 0O 0 -1

LE NUMERD 1 MONDIAL DU MEMOIRES

Rapport- gratuit.com %%
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Les projecteurs horizontal et vertical sont respectivement

.0
et v=dy' ® -+ 2 (dx' + y?dr®) ®

i 0 2(7 1 273 0
h=dr'® — —z°(dx —i—ydm)@a—?ﬁ, o 0y

oxt

Les composantes de la courbure seront

orz  or2
%2:5’7;_87;:_1:_}351’
or2 or or

2 3 l l k
Fis = oxl + L 6y§ -1 oy

2 .2 p2
Ryy =y~ = — 15,

=0-0+2%y? 0 — 2% = —(2%)? = R3,,

Donc, la courbure de I' s’écrit

R = (dz' ANd2®) ® o (z%)?(dx* A d2®) ®

By 9 + 92 (dz® A da?) ®

Oy? oy?’

Propriétés 2.9. 1. R est bilinéaire et antisymétrique (par définition de R);
2. R est semi-basique ;
3. hR=0,vR=R,I'R=—-R, JR=0;
4. Si ' est homogéne de degré 1, alors R [’est aussi;

5. [h,R] = 0.

Démonstration. La démonstration est facile.

Proposition 2.10. [YOU78]
1 1
1. R= —5[11,1)] = i[h,v] ;
2. R(hX,hY)=R(X,)Y);
3. R(X,Y)=—v[hX,hY];
4. st X, Y € H tels que R(X,Y) =0, alors [X,Y] € H.
Démonstration. 1. La relation (1.) est une conséquence immédiate de la formule

h+v=1.
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2. Cette relation résulte du fait que R est semi-basique.

3. 81 X etY sont horizontaux, alors
R(X,Y)=h[X,Y] - [X,Y] = —0v[X,Y] = —v[hX,hY].
Si l'un au moins des champs X et'Y est vertical, on a R(X,Y) =0 = —v[hX,hY].
4. Soient X,Y € H tels que R(X,Y) =0, alors
0=R(X,Y)=—v[hX,hY] = —0v[X,Y] et [X,Y] € H.

O

Définition 2.11. On appelle distribution ® de rang r < n = dim M dans une variété
M, une application x € M —— ©, C T,(M); c’est un sous-espace vectoriel de dimension

r de T,(M).

Théoreme 2.12 (Frobenius). Soit D le sous-module de X(M) défini par une distribution
®. La distribution ® est intégrable siVX,Y € D, [X,Y] C D.

Démonstration. Voir [MAL72]. O

Remarque 2.13. La propriété (3.) de la proposition précédente établit une condition
nécessaire et suffisante pour 'intégrabilité de la distribution horizontale. Ainsi, pour que

la distribution z — H,(T'M) soit intégrable, il faut et il suffit que la courbure R soit nulle.

Définition 2.14. On appelle torsion de la connexion I', la 2-forme vectorielle T', C'**° sur
T M, définie par
1
T=-[JT];
ST

ou encore VX, Y € X (TM),ona T (X,Y)=v[JX,hX]+v[hX,JY]| - J[hX,hY]
La torsion d'une connexion I' peut étre considérée comme une application linéaire

T:%(TM) — End(X(TM))

X'—)TX
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ou Tx = ixT, c'est-a-dire Tx (Y) =T (X,Y),VY € X (TM).

En coordonnées locales, 'expression de la torsion est de la forme

ort 8F§
oyl Oyt

Lo i o 0
Tziijdx /\dx]®aTJl, ou Ty, =

Pour une connexion linéaire, on a I', = /T, (X), VX € X(T'M), alors 'expression de T

est de la forme

L l i i 0
Et enfin, pour 'opérateur de torsion, on a
. . 0 -0 .0
— X'l ded & 2 o7 — YJ_—__ _~
Ty = X'T;;dx ®6yl ou X =X 5 + X oy
Les quatre résultats suivants sont immeédiats.
Proposition 2.15. 1. T est bilinéaire et antisymétrique.

2. T est semi-basique.

3 hI'=0,0T=T,TT=-T, et JI'=0.
4. [J,T]=0.

5. T=[Jhl=—[]1].

6. T(hX,hY)=T(X,Y).

7. [J,R] = [h,T].

Lemme 2.16. Si [ est une connexion homogeéne, alors sa torsion est homogéne de degré

2€ro.
Proposition 2.17. Si ' est une connexion homogene, alors sa torsion s’écrit
1.
T = 5 [J, ZST]

ou S est la gerbe associée a .
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Théoreme 2.18. [GRI72]

Soit S une semi-gerbe sur une variété M et T une 1—forme vectorielle semi-basique sur
TM, en équilibre avec S, c’est-d-dire T° 4+ S* = 0 avec T° = igT appelé le potentiel de T
et S* = [C,S|—S appelé la déviation de S. Alors il existe une et une connezxion admettant

S comme semi-gerbe et T comme torsion. Elle est donnée par

I=[JS]+T.

Démonstration. Voir [GRI72]. O
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Variétés semi-finsleriennes et

finsleriennes

3.1 Variétés semi-finsleriennes

Définition 3.1. On appelle variété semi-finslerienne un triplet (M, E, 7), ou :

— M est une variété différentiable,

— FE est une application de TM dans RT, avec E (0) = 0, C*° sur TM, C° sur la
section nulle et telle que dd;E ait un rang maximum. L’application F est appelée
fonction énergie,

— m est une 2—forme scalaire semi-basique anti-symétrique sur 7'M, C* sur T M.

L’application 7 est dite tenseur force.

Remarques 3.2. Une variété riemannienne est caractérisée par : (M, E,0), avec Oc E =
2F et E est de classe C? sur la section nulle.

Pour une variété finslerienne : (M, E,0), avec §cE = 2F et E est de classe C* sur la
section nulle.

Pour un systéme dynamique homogene : (M, E, ), avec 0cE = 2F et Ocm = 7.

Dans la suite, on posera

Q=dd,;E+ .

30
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Q) s’appelle forme fondamentale de la variété semi-finslerienne.
On voit immédiatement que

i, = 0.
Proposition 3.3. [GRI72] ) ait un rang mazimal.

Démonstration. Si X est un champ vertical, ix{2 = 0 équivaut a ixdd;E = 0 car =«
est semi-basique. Or, ceci est impossible car dd; est de rang maximum. Si par contre
JX # 0, c’est-a-dire si X n’est pas vertical, et si ix{2 = 0, on a aussi i;x{) = 0 car
17ix) = ix1;0 —i7xQ = —1;xQ puisque ;€2 = 0. Donc si ixQ2 = 0 alors iyxdd; E = 0,

ce qui est impossible. O

La 2—forme fondamentale 2 = dd; E, pour les variétés finsleriennes ou riemanniennes,
est de rang maximal si, et seulement si,

O*F

At (Gyady?

) # 0

sur une carte U de coordonnées locales naturelles (z%,y*), avec

1<a,8<n.

Exemple de variété semi-finslerienne 3.4. Considérons la variété

M = {(z',2?) € R?, 2! > 0}, et la fonction énergie F = z,/(y')? + (y2)2 + (v*)?(y?)? .
La fonction E est C* sur T M, C° mais pas C* sur la section nulle. Ici, le tenseur force
est nul.

Forme fondamentale ) = dd;FE : On a

aE@wwwol

djE(z,y) =dE(x,y)o J = oy

Etudions maintenant la maximalité du rang de la forme fondamentale €2. Nous avons

successivement les dérivées partielles suivantes
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v | ) 117,272
5 -E(z,y) T oo y22+2$y (¥°)
82 l’l(yl)Q 1.1 . o5
T b(ry) = — 5 + r + 2z (y°)7,
dy'dy! (3] ()2 + ()22 (W2 + (¥2)?)2 )
2
) 1.2/ 1\2
—E(z,y) = ' + 22y (y')?,
Oy (y1)2 + (y2)?2
82 xl(y2)2 I‘l
7E l’,y = - 3 + 1 +2$1 y2 27
a0 P+ R (et T
82 x1y1y2 L1 82
———F(z, = — - + 4w = E(x,y).
oot o+ @t Y By Py
C _OE_
. | .
€ qul nous donne a matrice 8yaay6 par
R IRk e
()2 + (y2)2)51 : (gyl)2 + (y%)?)2 X 2(Zgyl)g + (y?)?)2 )
'y z* (y*)

- g+ 4xlyly2 - 3
(¥ + (¥H)?)>? ()2 +@HH> ()2 +(¥2)?)

Le déterminant de cette matrice est non nul. Ceci nous informe que la forme fonda-

-+ 2zt (y?)?
2

mentale dd;E est de rang maximal.

Exemple 3.5. Considérons la variété Riemannienne (M, E), ou
1
M ={(z',2%2%) eR®: 2! >0} et £ = 5( Lyly? + (y*)?). Le tenseur force 7 est nul.

Vérifions que la forme fondamentale €2 est de rang maximal. Fn effet

OF (z, ;
d;E(z,y) = a(yzw dyy
E )
:mdy’o(],pourizl,l?)
oy’
Lovora L ia,9, 5,3
:<2xydy +§xydy +ydy>oJ.

. 0
OTJ:d.IZ@@
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alors

Ly o a1, 0 Ly, 9,5 0

djE(w.y) = ga'y'dy'(de' @ a—yl) +5alyldy’ (0 @ —ayQ) +
0
33 3073
1 1
= §x1y2dx1 + ixlyldﬁ + y3dy?

et ainsi

1 1

dd;E(z,y) = d(§$ly2d$1 + §=’Elyldx2 +ydy?)
1

= S(—alde’ Ndy® +yldet Ada® —atda® Ndy') —

1
- 5(2d$3 A dy?).

1 1 1
On obtient ) = iyldml A dx? — ixldxl A dy? — §x1dm2 A dyt — dx® A dyB.

On en déduit alors la matrice carrée associée & ) écrite comme suit

0 ' 0
Ag=—-| =2 0 0
0 0 =2
On voit directement que det Ag = —(z')? # 0, et ceci nous prouve que 2 = dd;FE est de

rang maximal.

Exemple 3.6. Considérons la variété finslerienne définie par
M = {(z',2?) e R? : ' > 0} et E(z,y) = z'\/(y})* + (y2)%, o le tenseur force 7 = 0.
On vérifie immédiatement que E est de classe C(T M) et C' mais non C? sur la section

nulle.



Chapitre 3- Variétés semi-finsleriennes et finsleriennes 34

De plus

OcE = CoE(x,y)

— 0 @) )

1.1 2(y1)3 2 1 2(92)3
= T +y'z

Vo T TR N [ TR Y
= 2FE(z,y).

Donc E est homogene de degré 2.
Etudions maintenant la maximalité du rang de la forme fondamentale 2. Nous avons

successivement les dérivées partielles suivantes

9 . B 221 (y)?
o e o
82 4$1(y1)6 le(yl)Q
E — _
T (P TN o T NP NS
2I1(y2)3
o) (yH)* + (y*)*
62 4.’171(3/2)6 61‘1(1/2)2
E —
R (P TN o (T NP IE R
32 4x1(y1)3(y2)3 B 62
8y18y2 ( 73/) - ((y1)4+(y2)4)% - ay28y1E($,y)
. . 0?
On obtient alors la matrice W sous la forme
U S 0 & A ()P’
(vt + (yz)ﬂ?gyl)ggé%l%zx T (y2)4)3 4x1(y2()<é/1)4 + (y2)42};1(y2)2
(W)*+ (12)H)3 () + Y2 (W) + 2)h)?

et de déterminant égal a

CE 12y ()

e Gyeay?) = )+ ()]

Donc la forme fondamentale  est de rang maximal pour tous y' # 0 et y? # 0.
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3.1.1 Semi-gerbe associée canoniquement a une structure

semi-finslerienne

Soit (M, E, ) une variété semi-finslerienne sur M. On posera dans la suite :
q=0cE -2F et qx =0cq —q.
Proposition 3.7. [GRI72]

Onady(E+q)#0, et en particulier d (E + q) # 0.

Démonstration. En effet

iodd; E = —icdydE
= djicdE —i;dE
= d0cF —d;E
= d;(2E+q) —d,;FE

oricddyE # 0, car ddjFE est de rang maximal. Donc dj (E + ¢) est non nul. O
Définition 3.8. La fonction € = E + ¢ est appelée énergie principale.

Proposition 3.9. [GRI72]

Le champ S défini par isQ) = —d (E + q) est une semi-gerbe sur M.

Démonstration. Tout d’abord, cette relation définit bien un champ de vecteurs sur T'M
car € est de rang maximal et d (E + q) # 0.

D’autre part, S est une semi-gerbe. En effet, S est C*° sur T M, car ), E' et ¢ le sont. En

Rapport- gratuit.com %}

LE NUMERD 1 MONDIAL DU MEMOIRES
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outre :

6 = igisQ—i,isQ)
— —iyisQ
= iyd(E+q)
= d;(E+q)
= d0cFE —d;E
= Ocd;E
= iodd;E

= 1o

Comme €2 a un rang maximal, on en déduit que JS = C. ]

L’expression en coordonnées locales de la semi-gerbe canonique s’écrit

0 0
S = ya% — 2Gaaiya.

1580 = igdd;E + igm

0*E 0*E 0*E
= y° - dz’ + y mopdz’ — 2G° dz®
) (c%ayﬁ 8y0‘x5> T" + Y Tapdd 9y°0yP T
0’E
—y* dz”.
Y Oy*oyP v

D’autre part

“d(E+q) = dE —00dE
oF 0*F 0*F
- —y da — " dy®.
(8:60‘ Y 8xa8yw> S Qy*oy" y
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Par conséquent, on a ig) = —d (E + ¢q) si, et seulement si,
o[ O°E O’E 9 4 o OFE ., O°E
- - -3 Tag = —= — Y —ar—.
Y Ox*dyP  OxPoy~ Jap T Y TMap = 5.5~ Y 0xBoy”

3.1.2 Connexions conservatives

Définition 3.10. Soit (M, E, 7) une variété semi-finslerienne et €2 la forme fondamentale.

On dit que I' est une connexion simple associée a (M, E, ) si ip{2 = 0.

Définition 3.11. On appelle connexion conservative une connexion sur une variété semi-
finslerienne (M, E,m) telle que d, (E+¢q) = 0, ou h est le projecteur horizontal de la

connexion donnée.

Remarque 3.12. Cette définition exprime le fait que ’énergie principale se conserve par
transport parallele. Et si E est poly-homogene, c’est-a-dire 0cg*x = 0 avec gx = 0cq — q,
alors

1. _
dn (B +q) = idhg (C,0).
Admettons cette propriété suivante, qui sera utilisée dans la section suivante.

Proposition 3.13. Une connexion simple est conservative si, et seulement si, sa semi-

gerbe est la semi-gerbe canonique.

Voir [GRIT2] pour les détails de la démonstration.

3.2 Variétés finsleriennes

Soient M une variété différentiable paracompacte de dimension n et de classe C*°, J
la structure tangente naturelle du fibré tangent TM — M.
Rappelons que la donnée d’une application £ de TM — {0} dans Rt avec E(0) = 0,
C>® sur TM, C' sur la section nulle et homogene de degré 2 telle que dd;E ait un rang

maximal, définit une structure finslerienne.
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Dans ce cas l'application E est appelée fonction énergie. Si E est de classe C? sur la

section nulle, la variété est riemannienne.

Théoreme 3.14. [GRI72]
Sur une variété finslerienne, il existe une et une seule connexion conservative a torsion

forte nulle.

C’est un résultat tres utilisé dans la suite, d’ou son appellation "théoréme fonda-

mental de la géométrie finslerienne".

Démonstration. 1l suffira de démontrer que d, E = 0 et T' = 0 entrainent que I" est simple.
En effet, d’apres la Proposition 3.13, ceci implique que la semi-gerbe de I' est la semi-

gerbe canonique, ce qui détermine la connexion en vertu du théoreme de décomposition

oul'=[J,S]+ T, ona

) = pddyE
= —ipdyjdE

= —dpipdlb —dyjdE

- deE
= Q
et
1. 1.
gir = ~tn—n)§2
= iz, =0
= 0.
Ce qui montre que I' est simple. O

Définition 3.15. On appelle connezrion canonique la connexion conservative a torsion
nulle définie sur une variété finslerienne.

Si S est la semi-gerbe canonique, elle est donnée par la relation
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r'=1[J,5],
ou J est la structure tangente naturelle.

Si S est une gerbe canonique, alors elle vérifie la relation igdd ;' = —dFE. La connexion
sera donc sans torsion et conservative. La forme fondamentale {2 = dd ; E permet de définir

une métrique g sur le fibré tangent par
9(X,Y)=Q(X, FY)

ou X et Y sont deux champs de vecteurs sur 7 M avec I'application F associée a I' vérifiant

(FJ =h et Fh = —J) qui est appelée la structure presque-complexe, cf. [GRIT2].

Proposition 3.16. [SZI03]
La 2-forme fondamentale Q2 = dd;E et la 1-forme canonique w = djE d’une variété

finslerienne sont homogénes de degré 1, c’est-a-dire

02 =Q et Oow = w.

De plus

e =w et 1;Q=0.

Démonstration. On a : Ocw = 0cd;E = djdcE — dyjE = 2d;E — djE = d;E = w.

Et 092 = Ocdw = dicw = dw = Q.

D’autre part : i¢Q2 = icdw = dow — dicw = w — dicdjE = w, ceci vient du fait que
dx = ix od+ doix, pour tout champ de vecteurs X et do = 6 est la dérivée de Lie

suivant le champ canonique C. O

Définition 3.17. Une connexion I' est dite de courbure réguliere si ’espace vectoriel

engendré par I'image de la courbure R est de dimension n — 1, n > 2.
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3.2.1 Existence d’une fonction énergie d’une connexion

D’apres le théoreme fondamental de la géométrie finslerienne, la connexion sans torsion

associée a une gerbe S est

T =[J,8] = Lg.J.

Exemple 3.18. Considérons la variété M = R?, (2%, y")1<;<o le systéme de coordonnées
dans TR?. Soit S la gerbe définie, dans ces coordonnées locales, par

avec G'(z,y) = 2" (1) + (12)*) et G3(x,y) =0.

. . o
S=yg— QG’(w,y)(nyi

Les fonctions G* sont biens de classe C™ sur 7 M, C! mais non C? sur la section nulle et

homogenes de degré 2. Les composantes de la connexion canonique I' sont données par

F; = G—G,, donc
oy?
2 10, 1\7 2 1(,2\7 )
I = z'(y') T Il = z (y*) 7, et I =0 autrement .
((y")® + (y2)%)3 (W) + (y*)1)3
Pour une gerbe S, considérons la 1—forme vectorielle & = —v[v, S] = v]h, S], P est

appelé 'endomorphisme de Jacobi, cf. [SZI03] page 205. Cet endomorphisme sera 1ié

avec la courbure de la connexion I' par la proposition suivante.

Proposition 3.19. [MUT91]

Si T est une connexion homogéne a torsion nulle, alors sa courbure vérifie

® =isR
et (3.1)
L.

R=[J,isE]

ou S est la gerbe associée a 1", J la structure tangente naturelle.

Démonstration. En effet, la premiere égalité est une conséquence de 'homogénéité de R,

ainsi pour tout champ de vecteurs X sur T'M

(isR)X = R(S, X) = —[S, hX] = —v[S, h]X,
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c’est-a-dire igR = v[h, S| = ®. Par la suite, la seconde égalité est obtenue en appliquant
a R la formule [h, F| = —ipR — T, voir [YOUTS§| sur les propriétés liant la courbure a la
torsion (3), ainsi

R= ;){ZS[J’ R] + [J, iSR]}7

car R est homogene de degré 1. Comme [J,R| = [h,T] et T = 0, [J,R] = 0, d'ou le

résultat. L

Définition 3.20. Une gerbe S est dite isotropique si son endomorphisme de Jacobi a la
forme

=N +naC (3.2)
ou A € C>®°(T M) et n une 1—forme semi-basique sur C*(7 M).
De la formule (3.1), nous avons ig® = 0 et donc A\ = —ign.

Proposition 3.21. [MUT91]

Une gerbe S est isotropique si, et seulement si, le tenseur de courbure R a la forme
R=aANJ+8&C (3.3)

ot « est une 1—forme semi-basique et 3 une 2—forme semi-basique sur T M.

Démonstration. Nous allons prouver que les formules (3.2) et (3.3) sont équivalentes.
Supposons que la gerbe S est isotropique. Alors, ’endomorphisme de Jacobi ® satisfait la
formule (3.2). En utilisant la formule (3.1), le crochet de Frélicher-Nijenhuis de 2 formes

vectorielles et [J, C] = J, nous avons
BR=1[J,2] =[J AT +n@C|=(djA—n)ANJ+dmxC (3.4)

d’ou la courbure a la forme (3.3).
Réciproquement, supposons que la courbure a la forme (3.3). En utilisant la formule (3.1)

et le fait que le produit intérieur ¢g est une dérivation de degré —1, nous avons la forme



Chapitre 3- Variétés semi-finsleriennes et finsleriennes 42

de I'’endomorphisme de Jacobi comme suit

P = ZSR: is&J+ (Zsﬂ —a) ® C.

D’ou la gerbe S est isotropique. n

Lemme 3.22. Si E est une fonction homogéne de degré 2 telle que dd; E soit de rang 2n,
alors, pour toute fonction 1 constante sur les fibres, e E est aussi homogéne de degré 2

et ddy(e**E) est de rang 2n.

Démonstration. Avec les propriétés de la fonction exponentielle, la démonstration est

immeédiate. O

Définition 3.23. Soient ® une distribution sur une variété différentiable M et (D)
'idéal gradué de I'algebre graduée A(M) des formes différentielles sur M constitué par les
formes w vérifiant : pour toute ¢g—forme w et tous champs de vecteurs X;,..., X, € D,

<w, XjA---AX,; >=0,0u < .,. > désigne le produit scalaire sur les formes différentielles.
La distribution ® est complétement intégrable si d(1(D)) C I(D), avec d(I(D)) est le

R—espace vectoriel des dw, w € 1(D).

Proposition 3.24. Sur une variété M différentiable simplement connexe, soient H la
distribution horizontale de ', Im R la distribution définie par limage de la courbure.
Une connezion I' sans torsion, a courbure réguliére, provient d’une fonction énergie si et
seulement si les deux assertions suivantes sont vérifiées :
(i) H @ Im R est complétement intégrable ;
(ii) il existe une fonction énergie Ey telle que drEy = 0.
Alors il existe une fonction 1) constante sur les fibres telle que e*¥ Ey soit la fonction

énergie de I'.

Démonstration. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connexion provienne

d’une fonction énergie E est [GRIT2]

A E =0, (3.5)
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ce qui équivaut a dE o h = 0, c¢’est-a-dire
Im h=H C Ker dE. (3.6)
Ensuite dpd,E = 0, ce qui implique —2drFE = 0, c’est-a-dire dE o R = 0 donc
Im R C Ker dE (3.7)

(3.6) et (3.7) entrainent Im hNIm R C Ker dE et donc Im hnIm R = {0}.

Ceci montre que H & Im R est le noyau de dE. Comme Ker dE est un sous-espace
vectoriel de I'espace des fonctions C'*° de la variété M, c’est une distribution, alors on
peut 'associer a un module de champ de vecteurs sur des fonctions C'*° sur M. Par la
suite, H & I'm R est complétement intégrable.

Réciproquement, soit E, une fonction énergie telle que drFEy = 0. Montrons qu’avec

I'hypothese (7), il existe une fonction v constante sur les fibres telle que
dp(e?YE) = 0. (3.8)

S’il existe une telle fonction, d’apres le Lemme 3.22 et la relation (3.5), 2V Ey est la fonc-
tion énergie cherchée.

On va résoudre 'équation (3.8). Elle équivaut a dip = —ﬁdhEo. La condition d’intégra-
bilité d’'une telle équation est ddyEy = dEEZO A dpEy.

En effet, soit v = I — h le projecteur vertical, d,FEy a pour noyau H & Im R, qui est

completement intégrable, donc la forme d, Fy est complétement intégrable. On a
dd,Ey N\ d,Ey = 0.

En appliquant le produit intérieur i a 1'égalité précédente, nous obtenons

dFE,
dd,Ey = ?0 A dyEy,
0
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c’est-a-dire

dE,
ddyEy = —2 A dy, E,.
Ey

C’est la condition d’intégrabilité cherchée. O

Définition 3.25. Un point x de la variété M est un point régulier de la courbure R s’il
existe un voisinage de x tel que la restriction de R sur ce voisinage est réguliere (ou de

rang maximal).

Proposition 3.26. Soient M une variété différentiable, simplement connezxe, E et £’
deux fonctions sur M dont les connexions canoniques respectives ont le méme tenseur de
courbure R. Alors leurs structures finsleriennes sont analogues sur la fermeture des points

réguliers de R.

Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 3.24. On remarque ensuite que
I’ensemble des points réguliers de R est un ouvert dense sur M. Par continuité, on obtient

le résultat. [

Définition 3.27. Une partition de 'unité {p, }acr sur la variété différentiable M, subor-
donnée a un atlas {Uy, Qo }acr, est la donnée d’une famille de fonctions différentielles p,,
a € 1, telles que :
— pa(p) >0, pour tout p € M ;
— le support de p, est compact et contenu dans U,, donc p,, est nulle en dehors de
Uy, Vao € T
— Yacr Pa(p) = 1, c’est-a-dire que chaque point de M doit posséder un voisinage

dans lequel notre somme est une somme finie de termes.

Un recouvrement U = {U;,i € I} est subordonné & un autre recouvrement
V ={V;,j € J} si, pour tout i de I, il existe un j de J tel que U; C V.
L’existence d'une partition de l'unité pour une variété différentiable permet, dans de
nombreux cas, de passer des résultats locaux, c’est-a-dire valables dans une carte, aux

résultats globaux, valables dans toute la variété.
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Théoreme 3.28. Soient M une variété différentiable, paracompacte, conneze, de dimen-
sion n > 2, I' une connexion sans torsion sur M telle que la courbure R soit régquliére
sur un sous-ensemble dense de T M. Alors T' est une connexion canonique d’une structure
finslerienne si, et seulement si, au voisinage d’un point régulier :

(i) H® Im R est complétement intégrable,

(ii) il existe une fonction énergie Ey telle que drEy = 0.

Démonstration. La démonstration découle de la Proposition 3.24 et de la remarque sur
la démonstration précédente. Puis a ’aide d’une partition de I'unité, on reconsidere les

métriques locales pour avoir une métrique globale. O

3.2.2 Existence d’une structure finslerienne de dimension 2 a

connexion donnée

Rappelons, voir [RRA15], que sin = 1, compte tenu de antisymétrique de la courbure,
la connexion est trivialement plate. De méme, si n = 2 et si on suppose que l'espace de

nullité horizontal de la courbure soit 1} # {0}, la connexion est plate ; avec

nh=nr N hW(X(TM))

et
nr={X € X(TM) | R(X,Y) = 0,VY € X(TM)}

Alors dans cette section, considérons une variété différentielle M, paracompacte, connexe,
de dimension 2, et I une connexion sans torsion a courbure non nulle sur un sous-ensemble
dense de T M, avec n, = {0}. De cette maniére, tous les champs dans I'espace de nullité
de la courbure sont donc verticaux. En coordonnées locales, si R}, = 0 et R, # 0 ou

R2, =0et R}, #0.

Exemple 3.29. Soient M = R? (z',y")1<i<2 le systéeme de coordonnées dans TR? et T

une connexion telle que I'y; = z' et I'; = 0 autrement. Les coefficients de la courbure R
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sont Rl, = 1= —R}, et R?, = 0 = R%. L’espace de nullité horizontal de la courbure de
[ est n% = {0}, et I'image de cette courbure, Im R = V(T'M), est de dimension 1. Ce

qui nous permet de dire que la courbure de I' est réguliere.

Remarque 3.30. Pour une connexion I' donnée, en vertu de la relation (3.3) de la

Proposition 3.19, sa courbure R peut s’écrire sous la forme

P d = .-
R:}H?)JR/\ J_‘;R(g) C,

ol R désigne le contracté de la courbure R et RO = igR appelé le potentiel de R.

Par ailleurs, la relation dgrFEy = 0 implique

R+ d RO d;R
dEbo(+3JA J-S 0 0)=0

ce qui nous donne
R+d;ROA dyEy—2Eyd;R = 0. (3.9)
En dérivant cette relation par ig, avec S est la gerbe associée a I', on a
Rd;E, = 2EyR.
Remarquons ainsi que s'il existait Ey non trivial tel que dgEy = 0, R® = 0 est équivalant

A R = 0. Supposons alors que R° # (. L’égalité précédente devient

d;Ey 2R
£, 70 (3.10)

La condition d’intégrabilité de I’équation (3.10) est que la 1—forme semi-basique o soit

dj—fermée, c’est-a-dire

. d;R° .
dsR = %}AR (3.11)

En dimension 2, cette égalité est toujours vraie; en effet, une 3—forme semi-basique étant
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toujours nulle dans une telle dimension, et on arrive a avoir
d;jRAR=0. (3.12)

En appliquant ig a la relation (3.12) et compte tenu de la formule igd; 4+ djig = 0c + ir
(voir [SZI03]), on obtient
—dyROAR+ R d;R=0

c’est la condition d’intégrabilité de (3.11).
Lemme 3.31. La fonction Ey ainsi définie précédemment est homogéne de degré 2.

Démonstration. Dans la relation (3.10), posons

2R
dJF —_ =
RO
On voit immeédiatement que cF = 2, et en prenant Ey = e, (voir le Lemme 3.22), on

obtient

HC’EO - 2E0

Ce qui montre que Ej est homogene de degré 2 et on obtient une solution de 1’équation

(3.10). O

Théoreme 3.32. Soit I' une connexion sans torsion a courbure non nulle. Il existe une
fonction énergie Eqy telle que drEy = 0 si, et seulement si, le contracté R de la courbure R
est tel que dR soit de rang mazimal et la fonction igR est positive, ot S la gerbe associée
al.

Démonstration. L’existence et ’homogénéité d’une telle fonction sont confirmées par la
remarque et le lemme précédents. Il nous reste donc a montrer que la forme fondamentale
dd; Ey est maximal, et celle-ci étant le cas si, et seulement si, dR est de rang maximal.

Ainsi, remarquons tout d’abord que la relation (3.10) peut s’écrire

28, ~
d,Ey = Rfooz-z.
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En dérivant cette derniere relation, nous obtenons

2F, - Ey. - 2E, -
OR) = 2d(=2) A R+ Z22dR.
RO RO RO

dd;Ey = d(

Soit X un champ de vecteurs horizontal non nul tel que ixd;Ey = 0, d’apres I’équation

(3.10), ¢ +R = 0. Nous constatons que X et S engendrent espace horizontal, et on a

o 2, . . ~
ixtyxddyEy = éoo xtixdR,
et (3.13)
. 2Fy . . =
isicdd; Ey = éOOZSZCdR.

Ainsi pour tous champs de vecteurs JY et JZ, on obtient
isvigzddsEy =0=1isyiszdR

puisque les 2—formes semi-basiques qui apparaissent dans les composantes de dd;Eq et

dR w’influencent pas leurs rangs respectifs.

Supposons maintenant que dd; Fy est de rang maximal, alors iy ydR = 0 implique ixi xdR =
0, c’est-a-dire, d’apres (3.13), ixisxdds;FEy = 0 : impossible car igijxdd;FEy = 0. Par la
suite si z'Xdﬁ’ = 0, alors iJXiXdR = _iXiJXdR = 0, et on revient au cas précédent. L’ex-
pression icdR non plus ne peut pas étre nuNHe, sinon la courbure serait nulle; de méme
isdR # 0 puisque icigdR = —igicdR = —fﬁlmcdd 7Ey = —RO # 0. Enfin, si dR est de
rang maximal, ¢;xdd;Ey = 0, implique, txi;xdd;FEy =0 = z'Xz'JXdR, ce qui ne peut pas
étre possible. De méme ixdd;Ey # 0, icddjEy # 0 et igddyEy # 0.

On en déduit alors que le rang de dd;E, est maximal si, et seulement si, le rang de dR

est maximal. ]

Exemple 3.33. Soient M = {(z!,22) € R?, 2! > 0}, (2, y*)1<i<> le systéme de coordon-

nées dans TR? et I' une connexion telle que '} = —z'(y')? +1, T'? = 21 (y?)? — 1 et 1‘;. =0
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autrement. La courbure R de I' s’écrit

0 0
R = (y")’da' Nda* ® a7 (y?)*da’ A da® ® o

La dimension de Im R est égale a 1 sauf a la section nulle puisque I'm R est engendré

par (yl)?’(fyz—(yz) 881 De plus dpE = 0 équivaut a dE o R = 0, c’est-a-dire

22 O | o9\ 13351 2 0

(a—yldy —I—a—?ﬁdy J((y)’dx’ A dx ®a—y2 (y*)*da' A da® ®F) 0
et alors

E
(y)g dz' Adx® — (y )g dz' Ndz® =0
donc
s0FE | 30K

) oyl (v") ay?
Par conséquent, une solution a cette équation aux dérivées partielles est la fonction
E(x,y) = z'/(y")* + (y2)%. Nous nous référons a 'Exemple 3.6 toutes les conditions

pour que la variété (M, E') soit finslerienne (et qui ne soit pas riemannienne).

Remarque 3.34. On pourra reprendre 'Exemple 3.29. Dans ce cas, la courbure de la
connexion I s’écrira

0

avec I'm R est de dimension 1. Il est évident que H & I'm R est completement intégrable
et une solution de dgF = 0 nous conduit a une structure riemannienne d’énergie de la

forme E = e*' (y?)2.



CONCLUSION

Ce présent mémoire a pour but I’étude des variétés finsleriennes du point de vue
de la connexion de Grifone a courbure non nulle. Nous avons défini une connexion a
I'aide de sa gerbe. Cette connexion est a torsion nulle et a la forme I' = [J, S], ou S
est la gerbe associée a la connexion et J la structure tangente naturelle sur la variété
M. Grace a l'isotropie de la gerbe, la courbure d’'une connexion donnée peut se mettre
sous la forme 3R = (djA —n) AN J +dmn & C, ou A € C*(TM) et n une 1—forme semi-
basique sur C>°(7T M). Cette relation nous permet de simplifier certains calculs dans ce
présent travai}. Part}culiérement en dimension 2, la courbure d’une connexion donnée
R+§JRO) N J— d”;)R ® C, avec R désigne le contracté de la courbure R et

RO = iy R étant le potentiel de R. En combinant cette derniére formule avec des résultats

s'écrit R = (

jugés indispensables, nous arrivons a prouver l'existence d’une structure finslerienne de
dimension 2 a connexion donnée; toute courbure étant bien siir réguliere, d’apres M.
Matsumoto dans [MAT95]. L’existence d'une fonction énergie F homogene de degré 2,
non triviale telle que dg ¥ = 0 peut aussi étre prouvée directement a l'aide du théoreme
de Frobenius, puisque I'image de la courbure est de dimension 1.

Bref, la théorie des connexions finsleriennes a été abordée par plusieurs auteurs suivant
des points de vue différents. L’étude qui peut s’étendre a partir de ce travail est de
déterminer les notions ainsi que les résultats similaires dans une dimension supérieure
stricte a 2, surtout un des théoréemes que nous avons démontré nous le garantit. Le point

de vue algébrique sera a cet effet plus maniable et donc passionnant pourquoi pas?
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