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Notations

Dans tout le travail, nous adoptons les notations suivantes :

— M : une variété différentiable paracompacte de classe C∞, de dimension n ;

— TxM : l’espace vectoriel tangent en x ∈M sur M ;

— TM = ∪x∈MTxM : le fibré tangent sur M ;

— π : TM −→M : le fibré tangent à M ;

— P : TTM −→ TM : le fibré tangent à TM ;

— F (M) : l’anneau des fonctions différentiables sur M ;

— Ap (M) : le F (M)−module des p−formes scalaires sur M ;

— Φp (M) : le F (M)−module des p−formes vectorielles complètement antisymé-

triques sur M ;

— X (M) : le F (M)−module des champs de vecteurs sur M ;

— Λ(M) : l’algèbre extérieure sur M ;

— Λp(M) : le F(M)−module des p−formes différentielles sur M ;

— Ψl (M) : le F (M)−module des l−formes complètement antisymétriques sur M à

valeurs dans TM ;

— V (TM) =
(
πT
)−1

({0}) : le fibré des vecteurs verticaux tangents à TM ;

— π0 : TM −→M désigne le fibré des vecteurs non nuls tangents à M ;

— θX : la dérivée de Lie de formes scalaires par rapport à un champ de vecteurs X ;

— LX : la dérivée de Lie de l-formes vectorielles, l ≥ 1, par rapport à un champ de

vecteurs X.
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INTRODUCTION

En 1972, Kowalski a étudié dans [KOW72] l’existence d’une structure riemannienne

pour une connexion linéaire, sans torsion, à courbure régulière. Il a trouvé à cet effet

quelques résultats tels que la détermination d’une métrique riemannienne régulière par le

tenseur de courbure et aussi des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une connexion

linéaire sans torsion sur une variété de dimension n, n ≥ 2, soit une connexion de Levi-

Civita. Dans cette même optique, J. Vey a étudié une connexion linéaire sans torsion pour

qu’elle soit de Levi-Civita, dans un papier non publié.

Dans ce présent mémoire, nous adoptons un point de vue plus général : le cadre le plus

approprié est la variété finslerienne et que les connexions ne sont pas forcément linéaires.

En d’autres termes, nous établissons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une

connexion sans torsion, à courbure régulière, provienne d’une structure finslerienne. Le

formalisme de Grifone [GRI72] est en effet un outil de base dans ce travail.

Pour se faire, nous étudions en premier lieu les notions fondamentales telles que les formes

vectorielles et leur crochet de Frölicher-Nijenhuis, la 1-forme vectorielle J appelée aussi

structure tangente naturelle. En second lieu, nous nous approfondissons les concepts de

connexions : ce sont des formes vectorielles d’ordre 1 sur l’espace fibré TM de M . Cette

connexion définit une structure presque produit sur TM et permet la décomposition de

l’espace TTM en deux sous-espaces : le sous-espace horizontal et le sous-espace vertical.

Dans cette partie, nos connaissances vont s’élargir sur les notions de courbure et de tor-

sion d’une connexion donnée. Enfin, la dernière partie de cet ouvrage se consacre sur les

variétés finsleriennes notamment sur l’existence d’une structure finslerienne de dimension

n ≥ 2 à connexion donnée, en particulier pour n = 2. On remarque que cette hypothèse

vi



Introduction vii

n = 2 nous permet d’avoir une courbure nulle si l’espace de nullité horizontal de la cour-

bure de la connexion est non nul, cf. [RRA15]. Chaque section est accompagnée par des

exemples illustratifs. Dans certains exemples, nous utilisons le logiciel de calcul Mathéma-

tiques "Maple", version 13, pour effectuer les calculs assez longs et parfois complexes. La

convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement utilisée.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels

Définitions 1.1. [RRA10]

— Une variété topologique M de dimension n est un espace topologique séparé,

localement homéomorphe à un ouvert de Rn.

— Une carte de la variété M de dimension n est un couple (U,ϕ) tel que U est

un ouvert de M et ϕ un homéomorphisme de U sur un ouvert ϕ (U) de Rn. Cette

carte définit un système de coordonnées (locales) noté souvent (xi)1≤i≤n.

— Un atlas différentiable de classe C∞ de la variété M est un recouvrement de M

par des cartes (Ui, ϕi) telles que pour tous i, j tels que Ui ∩ Uj 6= ∅, alors

ϕj (Ui ∩ Uj) −→ ϕi (Ui ∩ Uj)

est un C∞-difféomorphisme. Cette variété est dite différentiable de classe C∞.

Définition 1.2. Une variété M est paracompacte si de tout recouvrement ouvert U de

M , il existe un recouvrement ouvert V de M qui est plus fin que U et qui est localement

fini.

Définition 1.3. [SZI03]

Une variété fibrée ou tout simplement un fibré est un triplet (E, π,M) où E et M sont

1



Chapitre 1- Préliminaires 2

des variétés et π : E −→M est une submersion surjective.

La variété E est alors appelé espace total et que la variété M , espace de base, π la

projection.

Pour chaque point p de M , le sous-espace Ep = π−1 (p) de E est appelé la fibre sur p.

Exemple 1.4. Soient M et N deux variétés et soit M × N le produit cartésien. Si

(Uα, xα)α∈A et (Vβ, yβ)β∈B sont des atlas pour M et N respectivement, alors

(Uα × Vβ, xα × yβ)(α,β)∈A×B est un atlas pour M × N . La variété obtenue à ce passage

est dite variété produit de M avec N . Il s’en suit qu’on peut définir naturellement les

projections

pr1 : M ×N −→M, (p, q) 7−→ p,

et

pr2 : M ×N −→ N, (p, q) 7−→ q.

Le triplet (M ×N, pr2,M) est un fibré appelé fibré trivial sur M ; ses fibres

(M ×N)p = {p} ×N , p ∈M , sont difféomorphes canoniquement à N .

Définition 1.5. Une variété fibrée (E, π,M) est appelée fibré vectoriel (réel) de rang

k, k ∈ N, si les conditions suivantes sont satisfaites :

FV1. pour tout p ∈M , le fibre Ep est un espace vectoriel de dimension k,

FV2. pour tout p ∈ M , il existe un voisinage ouvert U de p et un difféomophisme

ϕ : π−1 (U) −→ U × Rk tels que :

i. pr1 ◦ ϕ = π |π−1(U), i.e le diagramme suivant

π−1(U) U × Rk

U

π |π−1(U)
pr1

ϕ
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est commutatif ;

ii. ∀q ∈ U , la fonction ϕ2 = pr2 ◦ (ϕ | Ep) : Eq −→ Rk est un morphisme linéaire.

Le couple (U,ϕ) ayant les propriétés de FV 2. est dite une carte du fibré vectoriel pour

π. Une famille (Ui, ϕi)i∈I est appelée un atlas du fibré vectoriel de π si (Ui)i∈I recouvre

M .

Proposition 1.6. [RAD86] Soit M une variété différentiable de dimension n, de classe

Ck, k ≤ n. Rappelons que TxM est l’ensemble de vecteurs tangents en x sur M ; c’est un

espace vectoriel de dimension n.

Posons TM = ∪x∈MTxM . Alors TM peut être muni canoniquement d’une structure de

variété différentiable de dimension 2n et de classe Ck−1. L’ensemble TM muni de cette

structure s’appelle le fibré tangent de M .

Ainsi, chaque élément de TM peut être identifié à un couple (x,Xx), où x ∈ M et

Xx ∈ TxM .

Nous pouvons donc écrire

TM = {(x,Xx) : x ∈M et Xx ∈ TxM}.

Démonstration. Se référer à [RAD86] pour plus de détails à la démonstration.

Exemple 1.7. 1. Les groupes classiques de matrices (inversibles, orthogonales, uni-

taires) ont une structure de variété, ce sont

d’ailleurs des sous-variétés de Rn2 ou Cn2 . Les espaces tangents en l’identité sont

alors respectivement toutes les matrices, les matrices antisymetriques et les matrices

antihermitiennes. La structure de groupe permet d’identifier les espaces tangents en

d’autres matrices avec ces espaces vectoriels de matrices.

2. Le fibré tangent au cercle S1 = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 = 1} apparaît comme la

sous-variété

{(x, y, x′, y′) ∈ R4, x2 + y2 = 1, xx′ + yy′ = 0}.

Il est difféomorphe au cylindre S1 × R comme le montre les figures suivantes, cf.

http ://commons.wikipedia.org/wiki/File :tangent.
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Représentations du fibré tangent de S1

1.2 Tenseurs canoniques sur TM

1.2.1 Le fibré π∗(TM)

[DJE01] Le fibré pull-back (ou fibré rappelé) π∗(TM) −→ TM , dont la base est

le fibré tangent privé de la section nulle TM , est décrit comme une collection d’espaces

tangents TxM en chaque point (x, y) de la base TM .

En effet, la collection de tous les points (x, y) avec y 6= 0, constituant le fibré tangent

TM , est considérée comme une variété où en chaque point (x, y) est dressé une copie de

TxM sur lequel un produit scalaire peut être formé.

L’appellation ”fibré rappelé” pour π∗(TM), issue du langage de la théorie des fibrés,

vient du fait qu’il est construit à partir du fibré tangent TM comme suit

π∗(TM) = {(x, y, v) ∈ TM × TM : π(x, y) = π(v) = x},

et on a le diagramme suivant
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π∗TM TM

MTM

π′ π

τ

π

Définition 1.8. [KLE87] Soit M une variété, F = F (M) l’anneau des fonctions C∞ sur

M , X = X (M) le F-module des champs de vecteurs sur M et Λ (M) l’algèbre extérieure

sur M .

Une l-forme vectorielle L sur M , 0 ≤ l ≤ n, est une application linéaire alternée L :

Xl −→ X, c’est-à-dire un tenseur de type (1, l) complètement antisymétrique.

Pour l = 0, L est un champ de vecteurs sur M .

Pour l = 1, on a L : X −→ X, donc L est un endomorphisme de X, et on dit tout

simplement une 1-forme vectorielle. Et pour l = 2, on a L : X × X −→ X, L est une

application bilinéaire complètement antisymétrique, et ainsi de suite suivant la valeur de

l.

En particulier, la transformation identique I dans X est une 1-forme vectorielle.

Exemple 1.9. Une matrice carrée d’ordre n sur un corps K est une 1-forme vectorielle

sur K.

Dans toute la suite, le terme "forme" désignera une forme différentielle extérieure. Par

contre, les "formes vectorielles" seront toujours précisées avec cette appellation.

1.2.2 L’endomorphisme vertical J et le champ canonique C

Considérons la suite exacte de fibrés vectoriels sur TM suivante

0 −→ π∗ (TM) i−→ TTM
j−→ π∗ (TM) −→ 0
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i étant l’injection naturelle et j =
(
P, πT

)
.

Sur l’espace tangent TM de la variété M est défini :

i. le champ canonique C = i ◦ δ, où δ : z 7−→ (z, z) est le champ canonique de

π∗(TM) ;

ii. un endomorphisme (vertical) J = i◦ j appelé la structure tangente naturelle. C’est

une 1−forme vectorielle, vérifiant :

∀z ∈ TM, Im Jz = Ker Jz = Vz,

le dernier ensemble est le sous-espace vertical de TzTM , donc J2 = 0.

En coordonnées locales (xi, yi) de TM , on écrit

C = yk
∂

∂yk

J = dxk ⊗ ∂

∂yk

Définition 1.10. Un champ de vecteurs X sur TM est dit vertical si et seulement si

JX = 0, ou de façon équivalente, s’il existe un champ Y sur TM tel que X = JY .

1.3 Dérivations algébriques

Définition 1.11. Soit Λ(M) l’algèbre extérieure sur M , c’est-à-dire l’ensemble de toutes

les formes différentielles de M .

Une dérivation D de degré r de l’algèbre Λ(M) est un endomorphisme de Λ(M) tel que :

— i) Dk = 0 pour tout k ∈ R

— ii) D(Λp(M)) ⊂ Λp+r(M)

— iii) D(wp ∧ wq) = Dwp ∧Wq + (−1)prwp ∧Dwq,

où wp ∈ Λp(M), wq ∈ Λq(M) des formes différentielles de degré p et q respective-

ment.
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Cette dérivation est une antidérivation de Λ(M) si :

— a) elle est R-linéaire

— b) pour tous wp ∈ Λp(M), wq ∈ Λq(M), on a

D(wp ∧ wq) = Dwp ∧ wq + (−1)pwp ∧Dwq.

Exemple 1.12. La dérivation extérieure d est une antidérivation de degré 1.

Définition 1.13. Une dérivation graduée D est dite algébrique si elle agit trivialement

sur les fonctions différentiables, c’est-à-dire D|C∞(M) = 0.

Lemme 1.14. Toute dérivation algébrique est déterminée par son action sur le module

des 1−formes.

Démonstration. Soit D : Λ(M) −→ Λ(M) une dérivation algébrique de degré r. On sait

que D est C∞(M)−linéaire : pour toute fonction f ∈ C∞(M) et pour toute 1−forme α de

Λ(M), nous avons

D(fα) = D(f ∧ α)

= (Df) ∧ α + (−1)0.rf ∧ (Dα)

= f ∧ (Dα)

= f(Dα)

Puisque toute forme différentiable peut être représentée localement comme une combinai-

son C∞(M)−linéaire de 1−formes et D est naturellement définie avec les restrictions, on

en déduit immédiatement l’assertion.

Définition 1.15. Soit X un champ de vecteurs sur M . Si A est une k-forme différentielle

ou vectorielle sur M et

iXA(X2, . . . , Xk) = A(X,X2, . . . , Xk) , Xi ∈ X(M) 2 ≤ i ≤ k ,
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alors iXA est une forme différentielle (resp. une forme vectorielle) de degré k − 1.

L’application iX : Λ(M) −→ Λ(M) (resp. Φ(M) −→ Φ(M)) définie ci-dessus est appelée

l’opérateur de substitution ou le produit intérieur induit par le champ de vecteurs X.

C’est une dérivation de degré −1 de l’algèbre graduée Λ(M).

Par exemple, pour k = 0 :


iXf = 0, si f ∈ C∞(M) = Λ0(M),

et

iXY = 0, si Y ∈ X(M) = Φ0(M)

Pour une 1−forme α sur la variété M , nous avons iXα = α(X). En particulier, pour la

différentielle d’une fonction f ∈ C∞(M), iXdf = X(f).

Par conséquent

iX(α ∧ β) = iXα ∧ β + (−1)kα ∧ iXβ ,

pour tout α ∈ Λk(M) , β ∈ Λ(M).

Comme pour le produit "wedge" ∧ d’une forme scalaire α ∈ Λ(M) et d’une forme vecto-

rielle L ∈ Φ(M), nous avons

iX(α ∧ L) = iXα ∧ L+ (−1)kα ∧ iXL.

D’une manière plus générale,

Proposition 1.16. Si L ∈ Φl(M) est une l−forme vectorielle sur M , alors l’application

iL : Λ(M) −→ Λ(M), α 7−→ iLα = α∧̄L,

est une dérivation algébrique de degré l − 1 de Λ(M), avec

α∧̄L(X1, . . . , Xk+l−1) = 1
(k − 1)!l!Σσsgn(σ)α(L(Xσ1 , . . . , Xσl), . . . , Xσk+l−1)
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appelé le produit "wedge-bar" de k−forme α et de la l−forme vectorielle L, avec

X1, . . . , Xk+l−1 ∈ Φ0(M) = X(M) ; la sommation ci-dessus étant prise dans le groupe des

permutations de {1, . . . , k + l − 1}.

Inversement, si D : Λ(M) −→ Λ(M) est une dérivation algébrique de degré l−1 ≥ 1, alors

il existe une unique l−forme vectorielle L sur M telle que D = iL. C’est une dérivation

du type i∗.

Démonstration. En utilisant la définition du produit "wedge-bar", nous avons

iL(α ∧ β) = (α ∧ β)∧̄L = (α Z L) ∧ β + (−1)k(l−1)α ∧ (β Z L)

pour tous α ∈ Λk(M), β ∈ Λ(M) ; donc iL est une dérivation graduée de degré l − 1 de

Λ(M).

Inversement, supposons que D : Λ(M) −→ Λ(M) est une dérivation algébrique de degré

l − 1 ≥ 1. Définissons une application

L : Λ1(M)× Xl(M) −→ C∞(M) par la manière suivante

L(α,X1, . . . , Xl) = (Dα)(X1, . . . , Xl) ,

α ∈ Λ1(M) , Xi ∈ X(M) , 1 ≤ i ≤ l.

Alors L est automatiquement C∞(M)−multilinéaire et antisymétrique par rapport à ses

variables champs de vecteurs. Puisque D est algébrique et donc linéaire, pour toute fonc-

tion f ∈ C∞(M), nous avons

L(fα,X1, . . . , Xl) = (D(fα))(X1, . . . , Xl)

= f(Dα)(X1, . . . , Xl)

= fL(α,X1, . . . , Xl)

donc L ∈ Φl(M).

Maintenant, considérons une 1−forme α ∈ Λ1(M) et X1, ..., Xl des champs de vecteurs
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sur M , nous avons

iLα(X1, . . . , Xl) = α Z L(X1, . . . , Xl)

= αL[(X1, . . . , Xl)]

= L(α,X1, . . . , Xl)

= (Dα)(X1, . . . , Xl).

Par conséquent, iLα = Dα.

L’unicité de la l−forme vectorielle L est immédiate.

Exemple 1.17. Soient L une 1−forme vectorielle sur la variété M et α une k−forme sur

M . Nous avons

iLα(X1, . . . , Xk) =
k∑
j=1

α(X1, . . . , LXj, . . . , Xk), Xi ∈ X(M), 1 ≤ i ≤ k.

Si de plus L = I est la 1−forme vectorielle identité sur la variété M , alors

iIα = kα.

Définition 1.18. Le commutateur de deux dérivations

dL = [iL, d] = iL ◦ d− (−1)l−1d ◦ iL

définit une dérivation de degré l de Λ(M). On l’appelle la dérivée de Lie suivant L ou la dé-

rivation graduée de type d∗ de Λ(M). L’expression de dLω, avec ω ∈ Λ(M), est donnée par

dLω = [iL, d]ω = iL ◦ dω − (−1)l−1d ◦ iLω.

En particulier, si ω = f ∈ Λ0(M) = C∞(M), c’est-à-dire f est un scalaire, alors

dLf = iLdf = df Z L = df ◦ L.



Chapitre 1- Préliminaires 11

Remarque 1.19. Si I est la 1−forme vectorielle identité, alors dI est égale à d.

En effet, pour toute k−forme α sur M , on a

dIα = [iI , d]α = iIdα− diIα = (k + 1)dα− kdα = dα.

Définition 1.20. [SZI03]

Pour toutes formes vectorielles L ∈ Φl(M) et H ∈ Φh(M), nous définissons le crochet de

Frölicher-Nijenhuis de L par H, noté [L,H], par

[dL, dH ] = dLdH − (−1)lhdHdL,

c’est une (l+ h)-forme vectorielle. C’est aussi une dérivation de type d? de degré l+ h. Il

existe donc une (l + h)-forme vectorielle, que nous désignerons par [L,H], telle que

[dL, dH ] = d[L,H].

Proposition 1.21. Soient L ∈ Φl(M), H ∈ Φh(M), K ∈ Φk(M), on a :

1. [L,H] = (−1)lh+1 [H,L]

2. (−1)lk [L, [H,K]] + (−1)hl [H, [K,L]] + (−1)kh [K, [L,H]] = 0

3. [I,H] = 0

L’assertion 2. s’appelle l’identité de Jacobi généralisée.

Démonstration. Soient L ∈ Φl(M), H ∈ Φh, K ∈ Φk(M),



Chapitre 1- Préliminaires 12

1. D’abord, on a

[dL, dH ] = dLdH − (−1)lhdHdL

= −((−1)lhdHdL − dLdH)

= −(−1)lh(dHdL − dLdH)

= (−1)lh+1(dHdL − dLdH)

= (−1)lh+1 [dH , dL] ,

d’où [L,H] = (−1)lh+1 [H,L] .

2. Ensuite, on a

[dL, [dH , dK ]] = dLdHdK − (−1)lhdLdKdH −

−(−1)h+kdHdKdL + (−1)(l+k)h(−1)kldKdHdL,

[dH , [dK , dL]] = dHdKdL − (−1)kldHdLdK − (−1)(k+l)hdKdLdH +

+(−1)(k+l)h(−1)kldLdKdH ,

et

[dK , [dL, dH ]] = dKdLdH − (−1)hldKdHdL − (−1)(h+l)kdLdHdK +

+(−1)(h+l)k(−1)hldHdLdK .

d’où,

(−1)lk [dL, [dH , dK ]] + (−1)hl [dH , [dK , dL]] + (−1)kh [dK , [dL, dH ]] =
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= (−1)lk(dLdHdK − (−1)lhdLdKdH − (−1)h+kdHdKdL +

(−1)(l+k)h(−1)kldKdHdL) + (−1)hl(dHdKdL −

(−1)kldHdLdK − (−1)(k+l)hdKdLdH +

(−1)(k+l)h(−1)kldLdKdH) + (−1)kh(dKdLdH −

(−1)hldKdHdL − (−1)(h+l)kdLdHdK +

(−1)(h+l)k(−1)hldHdLdK)

= (−1)lkdLdHdK − (−1)(h+l)kdLdKdH − (−1)hldHdKdL +

(−1)(l+k)hdKdHdL + (−1)hldHdKdL − (−1)(h+k)ldHdLdK −

(−1)hkdKdLdH + (−1)(h+l)kdLdKdH + (−1)khdKdLdH −

(−1)(l+k)hdKdHdL − (−1)lkdLdHdK + (−1)(h+k)ldHdLdK

= 0,

d’où l’identité de Jacobi

(−1)lk [L, [H,K]] + (−1)hl [H, [K,L]] + (−1)kh [K, [L,H]] = 0.

3. Enfin, soit I la transformation identique,

[dI , dH ] = dIdL + (−1)l+1dLdI

= ddL + (−1)l+1dLd, car dI = d

= ddL + (−1)l+1(−1)lddL, puisque dL commute avec d

= ddL − ddL

= 0,

d’où, [I, L] = 0.
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Pour L,H ∈ Φ1(M) et X, Y ∈ X (M), on a

[L,H] (X, Y ) = [LX,HY ] + [HX,LY ] + LH [X, Y ] +HL [X, Y ]−

L [HX, Y ]− L [X,HY ]−H [LX, Y ]−H [X,LY ] .

Exemple 1.22. La structure tangente J est plate, c’est-à-dire le tenseur de Nijenhuis de

J est nulle, NJ = [J, J ] = 0.

Théoreme 1.23. (Frölicher-Nijenhuis)

Toute dérivation algébrique est la somme de dérivation de type i∗ et d∗.

Démonstration. Voir [SZI03].

1.4 Formes semi-basiques et formes homogènes

Définition 1.24. Une l-forme vectorielle L, l ≥ 1, est dite semi-basique si les assertions

suivantes sont vérifiées :

• L(X1, ..., Xl) est vertical pour tous X1, ..., Xl des champs de vecteurs sur TM ;

• L(X1, ..., Xl) = 0 si l’un des champs X1, ..., Xl est vertical.

En d’autres termes, une l-forme vectorielle L sur TM , avec L antisymétrique et l ≥ 1, est

dite semi-basique si : 
JL = 0

iJXL = 0, ∀X ∈ X (TM) .

Une p−forme scalaire ω sur TM , p ≥ 1, est dite semi-basique si :

iJXω = 0, ∀X ∈ X (TM) ,

avec J est la 1-forme vectorielle définissant la structure tangente de la variété M .

Exemple 1.25. La 1−forme vectorielle J est semi-basique, ceci vient du fait que J2 = 0.
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Sur une carte U de TM de coordonnées locales naturelles (xα, yα), un champ de l-

formes vectorielles semi-basiques L s’écrit

L = Lαβ1,...,βl
(x1, ..., xn, y1, ..., yn)dxβ1 ⊗ ...⊗ dxβl ⊗ ∂

∂yα
.

Définition 1.26. Une fonction différentiable f , définie sur TM , est dite (positivement)

homogène de degré r, et on écrit f : h(r), si

θCf = rf.

Une l-forme vectorielle L est dite homogène de degré r, notée L : h(r) avec r ∈ Z, si

[C,L] = (r − 1)L où C est le champ canonique sur TM .

Une p-forme scalaire ω est homogène de degré r, où r ∈ Z, si θCω = rω, avec θC est la

dérivée de Lie par rapport à C.

Exemple 1.27. La structure tangente J , qui est une 1−forme vectorielle est h(0), c’est-

à-dire

[C, J ] = −J

Il suffit de vérifier cette égalité en prenant en coordonnées locales naturelles, un champ

X = ∂

∂xl
de TM d’une part. Et d’autre part, un champ X = ∂

∂yl
. Car X(TM) est

localement engendré par les deux types de champs de vecteurs. Nous pouvons écrire,

d’après la propriété sur les formes vectorielles

[C, J ]X = [C, JX]− J [C,X],

c’est-à-dire

[yk ∂

∂yk
, dxk ⊗ ∂

∂yk
] ∂
∂xl

= [yk ∂

∂yk
, (dxk ⊗ ∂

∂yk
) ∂

∂xl
]− (dxk ⊗ ∂

∂yk
)[yk ∂

∂yk
,
∂

∂xl
]

= [yk ∂

∂yk
,
∂

∂yl
]− (dxk ⊗ ∂

∂yk
)(yk ∂

∂xl
∂

∂yk
− ∂

∂xl
yk

∂

∂yk
)

= − ∂

∂yl
.
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Et

[yk ∂

∂yk
, dxk ⊗ ∂

∂yk
] ∂
∂yl

= [yk ∂

∂yk
, (dxk ⊗ ∂

∂yk
) ∂

∂yl
]− (dxk ⊗ ∂

∂yk
)[yk ∂

∂yk
,
∂

∂yl
]

= [yk ∂

∂yk
, 0] + (dxk ⊗ ∂

∂yk
) ∂

∂yl

= 0

= −JX cqfd.

Considérons aussi l’action des dérivations sur les formes homogènes. Si Ω est une forme

homogène de dégré r, alors :

— dΩ, iCΩ sont h (r)

— iJΩ, dJΩ sont h (r − 1).

Proposition 1.28. [YOU78]

Soit L ∈ Φl(M) et K ∈ Φk(M).

Si L est h(r) et K est h(s), alors [L,K] est h(r + s− 1)

En particulier, [J, L] est h(r − 1).

Démonstration. En appliquant l’identité de Jacobi sur les formes vectorielles, on a

[C, [L,K]] + [L, [K,C]] + (−1)kl[K, [C,L]] = 0

donc

[C, [L,K]] = [L, [C,K]]− (−1)kl[K, [C,L]].

Comme :

L est h(r) alors [C,L] = (r − 1)L,

K est h(r) alors [C,K] = (s− 1)K,
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d’où

[C, [L,K]] = (s− 1)[L,K]− (−1)kl(r − 1)[K,L]

= (s− 1)[L,K]− (−1)kl(r − 1)(−1)lk+1[L,K]

= (s− 1)[L,K]− (−1)2kl+1(r − 1)[L,K]

= (s− 1)[L,K] + (−1)2(kl+1)(r − 1)[L,K]

= (s+ r − 2)[L,K]

d’où [L,K] est h(s+ r − 2).

1.5 Semi-gerbes et gerbes

Définition 1.29. Une semi-gerbe sur une variété M est un champ S sur TM , C∞ sur

TM , qui est une section du fibré vectoriel

πT : TTM −→ TM .

La donnée d’une semi-gerbe équivaut à la donnée d’un système d’équations du second

ordre.

Proposition 1.30. [GRI72]

Un champ de vecteurs S sur TM , C∞ sur TM est une semi-gerbe si, et seulement si,

JS = C.

Démonstration. Soit S un champ de vecteurs sur TM . JS = C équivaut à écrire que

i ◦ j ◦ S = i ◦ δ. Comme i est un monomorphisme : JS = C si et seulement si j ◦ S = δ.

Or j = (P, πT ), avec P le fibré tangent à TM , donc JS = C si et seulement si S est une

section des deux fibrés P : TTM −→ TM et πT : TTM −→ TM .

L’expression de S en coordonnées locales naturelles s’écrit sous la forme

S = yα
∂

∂xα
− 2Gα (x1...xn, y1...yn) ∂

∂yα

où les Gα sont des fonctions C∞ sur TM .
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Exemple 1.31. Pour n = 2, en coordonnées locales (xα, yα)1≤α≤2, le champ S s’écrit

S = yα
∂

∂xα
− 2Gα(x1, x2, y1, y2) ∂

∂yα
et J = dxα ⊗ ∂

∂yα
;

nous avons

JS = (dxα ⊗ ∂

∂yα
)(yα ∂

∂xα
− 2Gα(x1, x2, y1, y2) ∂

∂yα
)

= yα
∂

∂yα
− 0

= yα
∂

∂yα
= C

d’où JS = C.

Définitions 1.32. 1. Une gerbe est une semi-gerbe homogène de degré 2, qui est de

plus de classe C1 sur la section nulle. Les fonctions Gα sont donc homogènes de

degré 2, c’est-à-dire que [C, S] = S.

2. Une gerbe quadratique est une semi-gerbe homogène de degré 2, qui est de classe

C2 sur la section nulle. Donc les fonctions Gα sont quadratiques en y.

Proposition 1.33. [GRI72]

Si S est une semi-gerbe surM , alors pour tout X ∈ X (TM), nous avons J [JX, S] = JX.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de l’homogénéité et de l’intégralité de

J . En effet

0 = 1
2 [J, J ] (S,X) = [C, JX]− J [C,X]− J [S, JX]

et d’autre part

−JX = [C, J ]X = [C, JX]− J [C,X]

d’où J [S, JX] = −JX, c’est-à-dire J [JX, S] = JX.



Chapitre 2

Généralités sur les connexions

En géométrie différentielle, la connexion est un outil pour réaliser un transport paral-

lèle. Il existe plusieurs présentations qui dépendent de l’utilisation faite. Dans ce chapitre,

nous allons travailler sur les connexions non homogènes, selon J. Grifone dans [GRI72].

2.1 Définitions et théorèmes

Définition 2.1. On appelle connexion non homogène sur M , ou simplement connexion,

une 1−forme vectorielle Γ sur TM , C∞ sur TM et telle que :


JΓ = J

ΓJ = −J.

Proposition 2.2. [GRI72]

Une 1-forme vectorielle Γ sur TM est une connexion sur M si, et seulement si, Γ définit

une structure presque-produit sur TM , i.e Γ2 = I, C∞ sur TM , telle que pour tout

z ∈ TM , le sous-espace propre de Γz correspondant à la valeur propre −1 est le sous-

espace Vz(TM) des vecteurs verticaux tangents en z à TM .

Démonstration. Pour la condition nécessaire, considérons Γ, une connexion sur M .

Alors JΓ = J si et seulement si J (Γ− I) = 0, or J = i ◦ j et comme i est un monomor-

phisme alors :

19
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(i ◦ j) ◦ (Γ− I) = 0 si et seulement si j ◦ (Γ− I) = 0, donc Im (Γ− I) ⊂ kerj = Im i ;

d’autre part, ΓJ = −J si et seulement si (Γ + I) J = 0.

Comme j est un épimorphisme alors : (Γ + I)◦(i ◦ j) = 0 si, et seulement si (Γ + I)◦i = 0,

donc Im i ⊂ ker (Γ + I). Alors Im (Γ− I) ⊂ ker (Γ + I).

D’où finalement (Γ + I) (Γ− I) = 0, on a alors Γ2− I = 0, ce qui nous donne la structure

presque-produit.

De plus, soit z ∈ TM . Si X ∈ TzTM est un vecteur propre de Γz associé à la valeur

propre −1, on a X = −ΓX, d’où JX = −J (ΓX), donc JX = 0, ce qui vérifie que X est

un vecteur vertical, par définition.

Réciproquement, si X ∈ Vz (TM), il existe Y ∈ TzTM tel que X = JY . D’où

ΓX = ΓJY

= −JY

= −X.

Le champ X est donc le vecteur propre de Γz associé à la valeur propre −1.

Pour la condition suffisante, soit z ∈ TM . On vérifie facilement que

Vz (TM) = JTzTM.

Par hypothèse, comme Γ2 = I alors Γ2 − I = 0, ce qui nous donne l’ équation

(Γ− I) (Γ + I) = 0.

Soit x ∈ TzTM un vecteur propre associé à la valeur propre −1, ainsi X = −ΓX. Comme

X est vertical, il existe Y ∈ TzTM tel que X = JY , par suite ΓJY = −JY, Y ∈ TzTM

d’où ΓJ = −J . D’autre part, pour tout X ∈ TzTM , on a

(Γ− I) (Γ + I)X = 0
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alors

J (Γ− I) (Γ + I)X = J.0

(JΓ− J) (Γ + I)X = 0

(JΓ− J) (ΓX + IX) = 0.

Or TzTM = Hz (TM)⊕ Vz (TM), et pour X ∈ Hz (TM), on obtient ΓX = X, donc

(JΓ− J) 2X = 0 et JΓX = JX,X ∈ Hz (TM) , alors JΓ = J .

De plus, pour tout Y ∈ Vz (TM), on a

JΓY = JΓJZ

= −J2Z

= 0

= JY.

Par conséquent JΓY = JY, Y ∈ Vz (TM) .

On voit alors que pour tout X ∈ TzTM, JΓX = JX ; d’où JΓ = J.

2.2 Projecteur vertical et Projecteur horizontal

Le projecteur horizontal h et le projecteur vertical v sont définis, respectivement, par :

h = 1
2 (I + Γ) et v = 1

2 (I − Γ) .

Γ permet d’obtenir la décomposition

TTM = H (TM)⊕ V (TM)

où H (TM) = Im h = ker v et V (TM) = Im v = ker h.

h et v vérifient les propriétés suivantes :

Jh = J, hJ = 0, Jv = 0, et vJ = J.
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Nous avons maintenant les expressions en coordonnées locales de Γ, h et v respectivement

sous les formes

Γ = dxi ⊗ ∂

∂xi
− 2Γjidxi ⊗

∂

∂yj
− dyi ⊗ ∂

∂yi
,

h = dxi ⊗ ∂

∂xi
− Γjidxi ⊗

∂

∂yj
,

v = dyi ⊗ ∂

∂yi
+ Γjidxi ⊗

∂

∂yj
.

Remarque 2.3. Compte tenu de l’écriture en coordonnées locales précédente d’une

connexion, prenons un champ de vecteurs X tel que X = X i ∂

∂xi
+ Y i ∂

∂yi
. Nous avons

ΓX = (dxi ⊗ ∂

∂xi
− 2Γjidxi ⊗

∂

∂yj
− dyi ⊗ ∂

∂yi
)(X i ∂

∂xi
+ Y i ∂

∂yi
),

alors

ΓX = X i ∂

∂xi
− 2X iΓji

∂

∂yj
− Y i ∂

∂yi

Ceci peut s’écrire en notation matricielle sous la forme suivante

ΓX =

 I 0

−2Γji −I


 X i

Y i



dans la base ( ∂

∂xi
,
∂

∂yi
), i = 1, . . . , n où I (respectivement 0) est la matrice unité (respec-

tivement nulle) d’ordre n, et

Γji =



Γ1
1 Γ1

2 . . . Γ1
n

Γ2
1 Γ2

2 . . . Γ2
n

... ... . . . ...

Γn1 Γn2 . . . Γnn


Nous avons donc une méthode de calcul pratique pour toute connexion donnée.

Exemple 2.4. Prenons la variété M = R3. Soit U un ouvert de M , et (xi, yi) les coor-
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données locales définies dans TU = U × R3. Considérons la connexion Γ définie par :

Γ1
2 = Γ1

3 = ex
1 et Γij = 0 autrement.

La forme matricielle de Γ est alors

Γ =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 −2ex1 −2ex1 −1 0 0

0 0 −2 0 −1 0

0 0 −2 0 0 −1



.

En vertu des formules

h = dxi ⊗ ∂

∂xi
− Γjidxi ⊗

∂

∂yj
et v = dyi ⊗ ∂

∂yi
− Γjidxi ⊗

∂

∂yj
,

les projecteurs horizontal et vertical seront respectivement

h = dxi ⊗ ∂

∂xi
− ex1(dx2 + dx3)⊗ ∂

∂y1 et v = dyi ⊗ ∂

∂yi
+ ex

1(dx2 + dx3)⊗ ∂

∂y1 .

2.3 Semi-gerbe associée à une connexion

Définition 2.5.

Une connexion Γ surM est dite homogène si la forme vectorielle Γ est homogène de degré

1. Localement, les coefficients Γij(x, y) sont h(1) en y.

Une connexion homogène est dite linéaire si elle est de classe C1 sur la section nulle.

Localement, les Γij(x, y) sont linéaires en y, et on peut donc poser Γli(x, y) = yjΓlij.

A toute connexion Γ sur M est associée canoniquement une semi-gerbe S donnée par

S = hS ′, où S ′ est une semi-gerbe arbitraire.
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Localement, les fonctions Gi de la semi-gerbe s’écrivent

Gi = 1
2y

jΓij.

2.4 Courbure et torsion d’une connexion

Définition 2.6. On appelle courbure de la connexion Γ, la 2−forme vectorielle R, C∞

sur TM , définie par

R = −1
2 [h, h]

c’est-à-dire R = −Nh, ∀X, Y ∈ X (TM).

Donc R (X, Y ) = h [hX, Y ] + h [X, hY ]− h [X, Y ]− [hX, hY ].

La courbure R peut être considérée comme une application linéaire

R : X (TM) −→ End (X (TM))

X 7−→ RX

où RX = iXR, c’est-à-dire RX (Y ) = R (X, Y ) ,∀Y ∈ X (TM).

En coordonnées locales, nous pouvons écrire

R = 1
2R

i
jkdx

j ∧ dxk ⊗ ∂

∂yi
, où Ri

jk = ∂Γik
∂xj
−
∂Γij
∂xk

+ Γlk
∂Γij
∂yl
− Γlj

∂Γik
∂yl

.

Pour une connexion linéaire, on a Γij = ylΓijl. Alors

R = 1
2y

lRi
l,jkdx

j ∧ dxk ⊗ ∂

∂yi
où Ri

l,jk = ∂Γikl
∂xj
−
∂Γijl
∂xk

+ ΓmklΓijm − ΓmjlΓikm.

Pour l’opérateur de courbure RX , on a comme expression

RX = XjRi
jkdx

k ⊗ ∂

∂yi
où X = Xj ∂

∂xj
+X ′j

∂

∂yj
.
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Exemple 2.7. Reprenons l’exemple 2.4. En vertu des formules

R = 1
2R

i
jkdx

j ∧ dxk ⊗ ∂

∂yi
où Ri

jk = ∂Γik
∂xj
−
∂Γij
∂xk

+ Γlk
∂Γij
∂yl
− Γlj

∂Γik
∂yl

,

les composantes de la courbure sont :



R1
11 = ∂Γ1

1
∂x1 −

∂Γ1
1

∂x1 + Γlk
∂Γij
∂yl
− Γlj

∂Γik
∂yl

= 0 , car Γ1
1 = 0,

R1
12 = ex

1
,

R1
13 = ex

1
,

R1
21 = −ex1 = −R1

12,

R1
31 = −ex1 = −R1

13,

et les autres composantes sont toutes nulles.

Ainsi l’expression de la courbure de Γ est de la forme

R = ex
1
dx1 ∧ (dx2 + dx3)⊗ ∂

∂y1 .

Exemple 2.8. Soit la variété M = R3. Considérons la connexion Γ définie comme suit :

Γ2
1 = x2, Γ2

3 = x2y2, et Γij = 0 autrement.

Alors la matrice de Γ est

Γ =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

−2x2 0 −2x2y2 0 −1 0

0 0 −2 0 0 −1



.
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Les projecteurs horizontal et vertical sont respectivement

h = dxi ⊗ ∂

∂xi
− x2(dx1 + y2dx3)⊗ ∂

∂y2 , et v = dyi ⊗ ∂

∂yi
+ x2(dx1 + y2dx3)⊗ ∂

∂y2 .

Les composantes de la courbure seront

R2
12 = ∂Γ2

2
∂x1 −

∂Γ2
1

∂x2 = −1 = −R2
21,

R2
13 = ∂Γ2

3
∂x1 + Γlk

∂Γij
∂yl
− Γlj

∂Γik
∂yl

= 0− 0 + x2y2 0− x2x2 = −(x2)2 = R2
31,

R2
23 = y2 = −R2

32.

Donc, la courbure de Γ s’écrit

R = (dx1 ∧ dx2)⊗ ∂

∂y2 − (x2)2(dx1 ∧ dx3)⊗ ∂

∂y2 + y2(dx2 ∧ dx3)⊗ ∂

∂y2 .

Propriétés 2.9. 1. R est bilinéaire et antisymétrique (par définition de R) ;

2. R est semi-basique ;

3. hR = 0, vR = R, ΓR = −R, JR = 0 ;

4. Si Γ est homogène de degré 1, alors R l’est aussi ;

5. [h,R] = 0.

Démonstration. La démonstration est facile.

Proposition 2.10. [YOU78]

1. R = −1
2[v, v] = 1

2[h, v] ;

2. R(hX, hY ) = R(X, Y ) ;

3. R(X, Y ) = −v[hX, hY ] ;

4. si X, Y ∈ H tels que R(X, Y ) = 0, alors [X, Y ] ∈ H.

Démonstration. 1. La relation (1.) est une conséquence immédiate de la formule

h+ v = I.
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2. Cette relation résulte du fait que R est semi-basique.

3. Si X et Y sont horizontaux, alors

R(X, Y ) = h[X, Y ]− [X, Y ] = −v[X, Y ] = −v[hX, hY ].

Si l’un au moins des champs X et Y est vertical, on a R(X, Y ) = 0 = −v[hX, hY ].

4. Soient X, Y ∈ H tels que R(X, Y ) = 0, alors

0 = R(X, Y ) = −v[hX, hY ] = −v[X, Y ] et [X, Y ] ∈ H.

Définition 2.11. On appelle distribution D de rang r ≤ n = dim M dans une variété

M , une application x ∈M 7−→ Dx ⊂ Tx(M) ; c’est un sous-espace vectoriel de dimension

r de Tx(M).

Théoreme 2.12 (Fröbenius). Soit D le sous-module de X(M) défini par une distribution

D. La distribution D est intégrable si ∀X, Y ∈ D, [X, Y ] ⊂ D.

Démonstration. Voir [MAL72].

Remarque 2.13. La propriété (3.) de la proposition précédente établit une condition

nécessaire et suffisante pour l’intégrabilité de la distribution horizontale. Ainsi, pour que

la distribution z 7→ Hz(TM) soit intégrable, il faut et il suffit que la courbure R soit nulle.

Définition 2.14. On appelle torsion de la connexion Γ, la 2-forme vectorielle T , C∞ sur

TM , définie par

T = 1
2 [J,Γ] ;

ou encore ∀X, Y ∈ X (TM), on a T (X, Y ) = v [JX, hX] + v [hX, JY ]− J [hX, hY ]

La torsion d’une connexion Γ peut être considérée comme une application linéaire

T : X (TM) −→ End (X (TM))

X 7−→ TX
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où TX = iXT , c’est-à-dire TX (Y ) = T (X, Y ) ,∀Y ∈ X (TM).

En coordonnées locales, l’expression de la torsion est de la forme

T = 1
2T

l
ijdx

i ∧ dxj ⊗ ∂

∂yl
, où T lij = ∂Γli

∂yj
−
∂Γlj
∂yi

.

Pour une connexion linéaire, on a Γli = yjΓlij (X), ∀X ∈ X(TM), alors l’expression de T

est de la forme

T = 1
2
(
Γlij − Γlji

)
dxi ∧ dxi ⊗ ∂

∂yl
.

Et enfin, pour l’opérateur de torsion, on a

TX = X iT lijdx
j ⊗ ∂

∂yl
où X = Xj ∂

∂xj
+X ′j

∂

∂yj
.

Les quatre résultats suivants sont immédiats.

Proposition 2.15. 1. T est bilinéaire et antisymétrique.

2. T est semi-basique.

3. hT = 0, vT = T , ΓT = −T , et JT = 0.

4. [J, T ] = 0.

5. T = [J, h] = − [J, v] .

6. T (hX, hY ) = T (X, Y ) .

7. [J,R] = [h, T ] .

Lemme 2.16. Si Γ est une connexion homogène, alors sa torsion est homogène de degré

zéro.

Proposition 2.17. Si Γ est une connexion homogène, alors sa torsion s’écrit

T = 1
2 [J, iST ]

où S est la gerbe associée à Γ.
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Théoreme 2.18. [GRI72]

Soit S une semi-gerbe sur une variété M et T une 1−forme vectorielle semi-basique sur

TM , en équilibre avec S, c’est-à-dire T 0 + S∗ = 0 avec T 0 = iST appelé le potentiel de T

et S∗ = [C, S]−S appelé la déviation de S. Alors il existe une et une connexion admettant

S comme semi-gerbe et T comme torsion. Elle est donnée par

Γ = [J, S] + T.

Démonstration. Voir [GRI72].



Chapitre 3

Variétés semi-finsleriennes et

finsleriennes

3.1 Variétés semi-finsleriennes

Définition 3.1. On appelle variété semi-finslerienne un triplet (M,E, π), où :

— M est une variété différentiable,

— E est une application de TM dans R+, avec E (0) = 0, C∞ sur TM , C0 sur la

section nulle et telle que ddJE ait un rang maximum. L’application E est appelée

fonction énergie,

— π est une 2−forme scalaire semi-basique anti-symétrique sur TM , C∞ sur TM .

L’application π est dite tenseur force.

Remarques 3.2. Une variété riemannienne est caractérisée par : (M,E, 0), avec θCE =

2E et E est de classe C2 sur la section nulle.

Pour une variété finslerienne : (M,E, 0), avec θCE = 2E et E est de classe C1 sur la

section nulle.

Pour un système dynamique homogène : (M,E, π), avec θCE = 2E et θCπ = π.

Dans la suite, on posera

Ω = ddJE + π.

30
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Ω s’appelle forme fondamentale de la variété semi-finslerienne.

On voit immédiatement que

iJΩ = 0.

Proposition 3.3. [GRI72] Ω ait un rang maximal.

Démonstration. Si X est un champ vertical, iXΩ = 0 équivaut à iXddJE = 0 car π

est semi-basique. Or, ceci est impossible car ddJ est de rang maximum. Si par contre

JX 6= 0, c’est-à-dire si X n’est pas vertical, et si iXΩ = 0, on a aussi iJXΩ = 0 car

iJ iXΩ = iXiJΩ − iJXΩ = −iJXΩ puisque iJΩ = 0. Donc si iXΩ = 0 alors iJXddJE = 0,

ce qui est impossible.

La 2−forme fondamentale Ω = ddJE, pour les variétés finsleriennes ou riemanniennes,

est de rang maximal si, et seulement si,

det ( ∂2E

∂yα∂yβ
) 6= 0

sur une carte U de coordonnées locales naturelles (xα, yα), avec

1 ≤ α, β ≤ n.

Exemple de variété semi-finslerienne 3.4. Considérons la variété

M = {(x1, x2) ∈ R2, x1 > 0}, et la fonction énergie E = x1
√

(y1)2 + (y2)2 + (y1)2(y2)2 .

La fonction E est C∞ sur TM , C0 mais pas C1 sur la section nulle. Ici, le tenseur force

est nul.

Forme fondamentale Ω = ddJE : On a

dJE(x, y) = dE(x, y) ◦ J = ∂

∂yi
E(x, y)dyi ◦ J.

Etudions maintenant la maximalité du rang de la forme fondamentale Ω. Nous avons

successivement les dérivées partielles suivantes
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∂

∂y1E(x, y) = x1 y1√
(y1)2 + (y2)2

+ 2x1y1(y2)2,

∂2

∂y1∂y1E(x, y) = − x1(y1)2

((y1)2 + (y2)2) 3
2

+ x1

((y1)2 + (y2)2) 1
2

+ 2x1(y2)2,

∂

∂y2E(x, y) = x1 y2√
(y1)2 + (y2)2

+ 2x1y2(y1)2,

∂2

∂y2∂y2E(x, y) = − x1(y2)2

((y1)2 + (y2)2) 3
2

+ x1

((y1)2 + (y2)2) 1
2

+ 2x1(y2)2,

∂2

∂y1∂y2E(x, y) = − x1y1y2

((y1)2 + (y2)2) 3
2

+ 4x1y1y2 = ∂2

∂y2∂y1E(x, y).

Ce qui nous donne la matrice ∂2E

∂yα∂yβ
par


− x1(y1)2

((y1)2 + (y2)2)
3
2

+ x1

((y1)2 + (y2)2)
1
2

+ 2x1(y2)2 − x1y1y2

((y1)2 + (y2)2)
3
2

+ 4x1y1y2

− x1y1y2

((y1)2 + (y2)2)
3
2

+ 4x1y1y2 − x1(y2)2

((y1)2 + (y2)2)
3
2

+ x1

((y1)2 + (y2)2)
1
2

+ 2x1(y2)2

 .

Le déterminant de cette matrice est non nul. Ceci nous informe que la forme fonda-

mentale ddJE est de rang maximal.

Exemple 3.5. Considérons la variété Riemannienne (M,E), où

M = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 > 0} et E = 1
2 (x1y1y2 + (y2)2). Le tenseur force π est nul.

Vérifions que la forme fondamentale Ω est de rang maximal. En effet

dJE (x, y) = ∂E (x, y)
∂yi

dJy
i

= ∂E (x, y)
∂yi

dyi ◦ J, pour i = 1, 2, 3

=
(1

2x
1y2dy1 + 1

2x
1y1dy2 + y3dy3

)
◦ J.

Or J = dxi ⊗ ∂

∂yi
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alors

dJE(x, y) = 1
2x

1y2dy1(dx1 ⊗ ∂

∂y1 ) + 1
2x

1y1dy2(dx2 ⊗ ∂

∂y2 ) +

+ y3dy3(dx3 ⊗ ∂

∂y3 )

= 1
2x

1y2dx1 + 1
2x

1y1dx2 + y3dy3

et ainsi

ddJE(x, y) = d(1
2x

1y2dx1 + 1
2x

1y1dx2 + y3dy3)

= 1
2(−x1dx1 ∧ dy2 + y1dx1 ∧ dx2 − x1dx2 ∧ dy1)−

− 1
2(2dx3 ∧ dy3).

On obtient Ω = 1
2y

1dx1 ∧ dx2 − 1
2x

1dx1 ∧ dy2 − 1
2x

1dx2 ∧ dy1 − dx3 ∧ dy3.

On en déduit alors la matrice carrée associée à Ω écrite comme suit

AΩ = 1
2


0 x1 0

−x1 0 0

0 0 −2

 .

On voit directement que det AΩ = −(x1)2 6= 0, et ceci nous prouve que Ω = ddJE est de

rang maximal.

Exemple 3.6. Considérons la variété finslerienne définie par

M = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0} et E(x, y) = x1
√

(y1)4 + (y2)4, où le tenseur force π = 0.

On vérifie immédiatement que E est de classe C∞(TM) et C1 mais non C2 sur la section

nulle.
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De plus

θCE = C ◦ E(x, y)

= (yi ∂
∂yi

)(x1
√

(y1)4 + (y2)4)

= y1x1 2(y1)3√
(y1)4 + (y2)4

+ y2x1 2(y2)3√
(y1)4 + (y2)4

= 2E(x, y).

Donc E est homogène de degré 2.

Etudions maintenant la maximalité du rang de la forme fondamentale Ω. Nous avons

successivement les dérivées partielles suivantes

∂

∂y1E(x, y) = 2x1(y1)3√
(y1)4 + (y2)4

,

∂2

∂y1∂y1E(x, y) = − 4x1(y1)6

((y1)4 + (y2)4) 3
2

+ 6x1(y1)2

((y1)4 + (y2)4) 1
2
,

∂

∂y2E(x, y) = 2x1(y2)3√
(y1)4 + (y2)4

,

∂2

∂y2∂y2E(x, y) = − 4x1(y2)6

((y1)4 + (y2)4) 3
2

+ 6x1(y2)2

((y1)4 + (y2)4) 1
2
,

∂2

∂y1∂y2E(x, y) = − 4x1(y1)3(y2)3

((y1)4 + (y2)4) 3
2

= ∂2

∂y2∂y1E(x, y).

On obtient alors la matrice ∂2E

∂yα∂yβ
sous la forme


− 4x1(y1)6

((y1)4 + (y2)4)
3
2

+ 6x1(y1)2

((y1)4 + (y2)4)
1
2

− 4x1(y1)3(y2)3

((y1)4 + (y2)4)
3
2

− 4x1(y1)3(y2)3

((y1)4 + (y2)4)
3
2

− 4x1(y2)6

((y1)4 + (y2)4)
3
2

+ 6x1(y2)2

((y1)4 + (y2)4)
1
2


et de déterminant égal à

det( ∂2E

∂yα∂yβ
) = 12(x1)2(y1)2(y2)2

(y1)4 + (y2)4 .

Donc la forme fondamentale Ω est de rang maximal pour tous y1 6= 0 et y2 6= 0.
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3.1.1 Semi-gerbe associée canoniquement à une structure

semi-finslerienne

Soit (M,E, π) une variété semi-finslerienne sur M . On posera dans la suite :

q = θCE − 2E et q∗ = θCq − q.

Proposition 3.7. [GRI72]

On a dJ (E + q) 6= 0, et en particulier d (E + q) 6= 0.

Démonstration. En effet

iCddJE = −iCdJdE

= dJ iCdE − iJdE

= dJθCE − dJE

= dJ (2E + q)− dJE

= dJE (E + q) ,

or iCddJE 6= 0, car ddJE est de rang maximal. Donc dJ (E + q) est non nul.

Définition 3.8. La fonction ε = E + q est appelée énergie principale.

Proposition 3.9. [GRI72]

Le champ S défini par iSΩ = −d (E + q) est une semi-gerbe sur M .

Démonstration. Tout d’abord, cette relation définit bien un champ de vecteurs sur TM

car Ω est de rang maximal et d (E + q) 6= 0.

D’autre part, S est une semi-gerbe. En effet, S est C∞ sur TM , car Ω, E et q le sont. En
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outre :

iJSΩ = iSiJΩ− iJ iSΩ

= −iJ iSΩ

= iJd (E + q)

= dJ (E + q)

= dJθCE − dJE

= θCdJE

= iCddJE

= iCΩ.

Comme Ω a un rang maximal, on en déduit que JS = C.

L’expression en coordonnées locales de la semi-gerbe canonique s’écrit

S = yα
∂

∂xα
− 2Gα ∂

∂yα
.

On a

iSΩ = iSddJE + iSπ

= yα
(
∂2E

∂xαyβ
− ∂2E

∂yαxβ

)
dxβ + yαπαβdx

β − 2Gβ ∂2E

∂yα∂yβ
dxα

− yα ∂2E

∂yα∂yβ
dxβ.

D’autre part

−d (E + q) = dE − θCdE

=
(
∂E

∂xα
− yγ ∂2E

∂xα∂yγ

)
dxα − yγ ∂2E

∂yα∂yγ
dyα.
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Par conséquent, on a iSΩ = −d (E + q) si, et seulement si,

yα
(

∂2E

∂xα∂yβ
− ∂2E

∂xβ∂yα

)
− 2Gαgᾱβ̄ + yαπαβ = ∂E

∂xβ
− yα ∂2E

∂xβ∂yα
.

3.1.2 Connexions conservatives

Définition 3.10. Soit (M,E, π) une variété semi-finslerienne et Ω la forme fondamentale.

On dit que Γ est une connexion simple associée à (M,E, π) si iΓΩ = 0.

Définition 3.11. On appelle connexion conservative une connexion sur une variété semi-

finslerienne (M,E, π) telle que dh (E + q) = 0, où h est le projecteur horizontal de la

connexion donnée.

Remarque 3.12. Cette définition exprime le fait que l’énergie principale se conserve par

transport parallèle. Et si E est poly-homogène, c’est-à-dire θCq∗ = 0 avec q∗ = θCq − q,

alors

dh (E + q) = 1
2dhḡ (C,C) .

Admettons cette propriété suivante, qui sera utilisée dans la section suivante.

Proposition 3.13. Une connexion simple est conservative si, et seulement si, sa semi-

gerbe est la semi-gerbe canonique.

Voir [GRI72] pour les détails de la démonstration.

3.2 Variétés finsleriennes

Soient M une variété différentiable paracompacte de dimension n et de classe C∞, J

la structure tangente naturelle du fibré tangent TM −→M .

Rappelons que la donnée d’une application E de TM − {0} dans R+ avec E(0) = 0,

C∞ sur TM , C1 sur la section nulle et homogène de degré 2 telle que ddJE ait un rang

maximal, définit une structure finslerienne.
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Dans ce cas l’application E est appelée fonction énergie. Si E est de classe C2 sur la

section nulle, la variété est riemannienne.

Théoreme 3.14. [GRI72]

Sur une variété finslerienne, il existe une et une seule connexion conservative à torsion

forte nulle.

C’est un résultat très utilisé dans la suite, d’où son appellation "théorème fonda-

mental de la géométrie finslerienne".

Démonstration. Il suffira de démontrer que dhE = 0 et T = 0 entrainent que Γ est simple.

En effet, d’après la Proposition 3.13, ceci implique que la semi-gerbe de Γ est la semi-

gerbe canonique, ce qui détermine la connexion en vertu du théorème de décomposition

où Γ = [J, S] + T , on a

ihΩ = ihddJE

= −ihdJdE

= −dhihdE − dJdE

= ddJE

= Ω

et

1
2iΓ = 1

2i(2h−I)Ω

= ihΩ− Ω

= 0.

Ce qui montre que Γ est simple.

Définition 3.15. On appelle connexion canonique la connexion conservative à torsion

nulle définie sur une variété finslerienne.

Si S est la semi-gerbe canonique, elle est donnée par la relation
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Γ = [J, S] ,

où J est la structure tangente naturelle.

Si S est une gerbe canonique, alors elle vérifie la relation iSddJE = −dE. La connexion

sera donc sans torsion et conservative. La forme fondamentale Ω = ddJE permet de définir

une métrique g sur le fibré tangent par

g (X, Y ) = Ω (X,FY )

oùX et Y sont deux champs de vecteurs sur TM avec l’application F associée à Γ vérifiant

(FJ = h et Fh = −J) qui est appelée la structure presque-complexe, cf. [GRI72].

Proposition 3.16. [SZI03]

La 2-forme fondamentale Ω = ddJE et la 1-forme canonique ω = dJE d’une variété

finslerienne sont homogènes de degré 1, c’est-à-dire

θCΩ = Ω et θCω = ω.

De plus

iCΩ = ω et iJΩ = 0.

Démonstration. On a : θCω = θCdJE = dJdCE − dJE = 2dJE − dJE = dJE = ω.

Et θCΩ = θCdω = dθCω = dω = Ω.

D’autre part : iCΩ = iCdω = dCω − diCω = ω − diCdJE = ω, ceci vient du fait que

dX = iX ◦ d + d ◦ iX , pour tout champ de vecteurs X et dC = θC est la dérivée de Lie

suivant le champ canonique C.

Définition 3.17. Une connexion Γ est dite de courbure régulière si l’espace vectoriel

engendré par l’image de la courbure R est de dimension n− 1, n ≥ 2.
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3.2.1 Existence d’une fonction énergie d’une connexion

D’après le théorème fondamental de la géométrie finslerienne, la connexion sans torsion

associée à une gerbe S est

Γ = [J, S] = LSJ.

Exemple 3.18. Considérons la variété M = R2, (xi, yi)1≤i≤2 le système de coordonnées

dans TR2. Soit S la gerbe définie, dans ces coordonnées locales, par

S = yi
∂

∂xi
− 2Gi(x, y) ∂

∂yi
avec G1(x, y) = x1 4

√
((y1)8 + (y2)8) et G2(x, y) = 0.

Les fonctions Gi sont biens de classe C∞ sur TM , C1 mais non C2 sur la section nulle et

homogènes de degré 2. Les composantes de la connexion canonique Γ sont données par

Γij = ∂Gi

∂yj
, donc

Γ1
1 = 2x1(y1)7

((y1)8 + (y2)8) 3
4
, Γ1

2 = 2x1(y2)7

((y1)4 + (y2)4) 3
4
, et Γij = 0 autrement .

Pour une gerbe S, considérons la 1−forme vectorielle Φ = −v[v, S] = v[h, S], Φ est

appelé l’endomorphisme de Jacobi, cf. [SZI03] page 205. Cet endomorphisme sera lié

avec la courbure de la connexion Γ par la proposition suivante.

Proposition 3.19. [MUT91]

Si Γ est une connexion homogène à torsion nulle, alors sa courbure vérifie



Φ = iSR

et

R = 1
3[J, iSR]

(3.1)

où S est la gerbe associée à Γ, J la structure tangente naturelle.

Démonstration. En effet, la première égalité est une conséquence de l’homogénéité de R,

ainsi pour tout champ de vecteurs X sur TM

(iSR)X = R(S,X) = −v[S, hX] = −v[S, h]X,
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c’est-à-dire iSR = v[h, S] = Φ. Par la suite, la seconde égalité est obtenue en appliquant

à R la formule [h, F ] = −iFR − T , voir [YOU78] sur les propriétés liant la courbure à la

torsion (3), ainsi

R = 1
3{iS[J,R] + [J, iSR]},

car R est homogène de degré 1. Comme [J,R] = [h, T ] et T = 0, [J,R] = 0, d’où le

résultat.

Définition 3.20. Une gerbe S est dite isotropique si son endomorphisme de Jacobi a la

forme

Φ = λJ + η ⊗ C (3.2)

où λ ∈ C∞(TM) et η une 1−forme semi-basique sur C∞(TM).

De la formule (3.1), nous avons iSΦ = 0 et donc λ = −iSη.

Proposition 3.21. [MUT91]

Une gerbe S est isotropique si, et seulement si, le tenseur de courbure R a la forme

R = α ∧ J + β ⊗ C (3.3)

où α est une 1−forme semi-basique et β une 2−forme semi-basique sur TM .

Démonstration. Nous allons prouver que les formules (3.2) et (3.3) sont équivalentes.

Supposons que la gerbe S est isotropique. Alors, l’endomorphisme de Jacobi Φ satisfait la

formule (3.2). En utilisant la formule (3.1), le crochet de Frölicher-Nijenhuis de 2 formes

vectorielles et [J,C] = J , nous avons

3R = [J,Φ] = [J, λJ + η ⊗ C] = (dJλ− η) ∧ J + dJη ⊗ C (3.4)

d’où la courbure a la forme (3.3).

Réciproquement, supposons que la courbure a la forme (3.3). En utilisant la formule (3.1)

et le fait que le produit intérieur iS est une dérivation de degré −1, nous avons la forme
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de l’endomorphisme de Jacobi comme suit

Φ = iSR = iSαJ + (iSβ − α)⊗ C.

D’où la gerbe S est isotropique.

Lemme 3.22. Si E est une fonction homogène de degré 2 telle que ddJE soit de rang 2n,

alors, pour toute fonction ψ constante sur les fibres, e2ψE est aussi homogène de degré 2

et ddJ(e2ψE) est de rang 2n.

Démonstration. Avec les propriétés de la fonction exponentielle, la démonstration est

immédiate.

Définition 3.23. Soient D une distribution sur une variété différentiable M et I(D)

l’idéal gradué de l’algèbre graduée Λ(M) des formes différentielles surM constitué par les

formes ω vérifiant : pour toute q−forme ω et tous champs de vecteurs X1, . . . , Xq ∈ D,

< ω,X1∧· · ·∧Xq >= 0, où < ., . > désigne le produit scalaire sur les formes différentielles.

La distribution D est complètement intégrable si d(I(D)) ⊂ I(D), avec d(I(D)) est le

R−espace vectoriel des dω, ω ∈ I(D).

Proposition 3.24. Sur une variété M différentiable simplement connexe, soient H la

distribution horizontale de Γ, Im R la distribution définie par l’image de la courbure.

Une connexion Γ sans torsion, à courbure régulière, provient d’une fonction énergie si et

seulement si les deux assertions suivantes sont vérifiées :

(i) H ⊕ Im R est complètement intégrable ;

(ii) il existe une fonction énergie E0 telle que dRE0 = 0.

Alors il existe une fonction ψ constante sur les fibres telle que e2ψE0 soit la fonction

énergie de Γ.

Démonstration. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connexion provienne

d’une fonction énergie E est [GRI72]

dhE = 0, (3.5)
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ce qui équivaut à dE ◦ h = 0, c’est-à-dire

Im h = H ⊂ Ker dE. (3.6)

Ensuite dhdhE = 0, ce qui implique −2dRE = 0, c’est-à-dire dE ◦R = 0 donc

Im R ⊂ Ker dE (3.7)

(3.6) et (3.7) entraînent Im h ∩ Im R ⊂ Ker dE et donc Im h ∩ Im R = {0}.

Ceci montre que H ⊕ Im R est le noyau de dE. Comme Ker dE est un sous-espace

vectoriel de l’espace des fonctions C∞ de la variété M , c’est une distribution, alors on

peut l’associer à un module de champ de vecteurs sur des fonctions C∞ sur M . Par la

suite, H ⊕ Im R est complètement intégrable.

Réciproquement, soit E0 une fonction énergie telle que dRE0 = 0. Montrons qu’avec

l’hypothèse (i), il existe une fonction ψ constante sur les fibres telle que

dh(e2ψE) = 0. (3.8)

S’il existe une telle fonction, d’après le Lemme 3.22 et la relation (3.5), e2ψE0 est la fonc-

tion énergie cherchée.

On va résoudre l’équation (3.8). Elle équivaut à dψ = − 1
2E0

dhE0. La condition d’intégra-

bilité d’une telle équation est ddhE0 = dE0

E0
∧ dhE0.

En effet, soit v = I − h le projecteur vertical, dvE0 a pour noyau H ⊕ Im R, qui est

complètement intégrable, donc la forme dvE0 est complètement intégrable. On a

ddvE0 ∧ dvE0 = 0.

En appliquant le produit intérieur iC à l’égalité précédente, nous obtenons

ddvE0 = dE0

E0
∧ dvE0,
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c’est-à-dire

ddhE0 = dE0

E0
∧ dhE0.

C’est la condition d’intégrabilité cherchée.

Définition 3.25. Un point x de la variété M est un point régulier de la courbure R s’il

existe un voisinage de x tel que la restriction de R sur ce voisinage est régulière (ou de

rang maximal).

Proposition 3.26. Soient M une variété différentiable, simplement connexe, E et E ′

deux fonctions sur M dont les connexions canoniques respectives ont le même tenseur de

courbure R. Alors leurs structures finsleriennes sont analogues sur la fermeture des points

réguliers de R.

Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 3.24. On remarque ensuite que

l’ensemble des points réguliers de R est un ouvert dense surM . Par continuité, on obtient

le résultat.

Définition 3.27. Une partition de l’unité {ρα}α∈I sur la variété différentiable M , subor-

donnée à un atlas {Uα, ϕα}α∈I , est la donnée d’une famille de fonctions différentielles ρα,

α ∈ I, telles que :

— ρα(p) ≥ 0, pour tout p ∈M ;

— le support de ρα est compact et contenu dans Uα, donc ρα est nulle en dehors de

Uα, ∀α ∈ I ;

— ∑
α∈I ρα(p) = 1, c’est-à-dire que chaque point de M doit posséder un voisinage

dans lequel notre somme est une somme finie de termes.

Un recouvrement U = {Ui, i ∈ I} est subordonné à un autre recouvrement

V = {Vj, j ∈ J} si, pour tout i de I, il existe un j de J tel que Ui ⊂ Vj.

L’existence d’une partition de l’unité pour une variété différentiable permet, dans de

nombreux cas, de passer des résultats locaux, c’est-à-dire valables dans une carte, aux

résultats globaux, valables dans toute la variété.
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Théoreme 3.28. Soient M une variété différentiable, paracompacte, connexe, de dimen-

sion n ≥ 2, Γ une connexion sans torsion sur M telle que la courbure R soit régulière

sur un sous-ensemble dense de TM . Alors Γ est une connexion canonique d’une structure

finslerienne si, et seulement si, au voisinage d’un point régulier :

(i) H ⊕ Im R est complètement intégrable,

(ii) il existe une fonction énergie E0 telle que dRE0 = 0.

Démonstration. La démonstration découle de la Proposition 3.24 et de la remarque sur

la démonstration précédente. Puis à l’aide d’une partition de l’unité, on reconsidère les

métriques locales pour avoir une métrique globale.

3.2.2 Existence d’une structure finslerienne de dimension 2 à

connexion donnée

Rappelons, voir [RRA15], que si n = 1, compte tenu de l’antisymétrique de la courbure,

la connexion est trivialement plate. De même, si n = 2 et si on suppose que l’espace de

nullité horizontal de la courbure soit ηhR 6= {0}, la connexion est plate ; avec

ηhR = ηR ∩ h(X(TM))

et

ηR = {X ∈ X(TM) | R(X, Y ) = 0,∀Y ∈ X(TM)}

Alors dans cette section, considérons une variété différentielleM , paracompacte, connexe,

de dimension 2, et Γ une connexion sans torsion à courbure non nulle sur un sous-ensemble

dense de TM , avec ηhR = {0}. De cette manière, tous les champs dans l’espace de nullité

de la courbure sont donc verticaux. En coordonnées locales, si R1
12 = 0 et R2

12 6= 0 ou

R2
12 = 0 et R1

12 6= 0.

Exemple 3.29. Soient M = R2, (xi, yi)1≤i≤2 le système de coordonnées dans TR2 et Γ

une connexion telle que Γ1
2 = x1 et Γij = 0 autrement. Les coefficients de la courbure R
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sont R1
12 = 1 = −R1

21 et R2
12 = 0 = R2

21. L’espace de nullité horizontal de la courbure de

Γ est ηhR = {0}, et l’image de cette courbure, Im R = V (TM), est de dimension 1. Ce

qui nous permet de dire que la courbure de Γ est régulière.

Remarque 3.30. Pour une connexion Γ donnée, en vertu de la relation (3.3) de la

Proposition 3.19, sa courbure R peut s’écrire sous la forme

R = R̃ + dJR̃0

3 ∧ J − dJR̃

3 ⊗ C,

où R̃ désigne le contracté de la courbure R et R̃0 = iSR̃ appelé le potentiel de R̃.

Par ailleurs, la relation dRE0 = 0 implique

dE0 ◦ (R̃ + dJR̃0

3 ∧ J − dJR̃

3 ⊗ C) = 0

ce qui nous donne

R̃ + dJR̃0 ∧ dJE0 − 2E0dJR̃ = 0. (3.9)

En dérivant cette relation par iS, avec S est la gerbe associée à Γ, on a

R̃dJE0 = 2E0R̃.

Remarquons ainsi que s’il existait E0 non trivial tel que dRE0 = 0, R̃0 = 0 est équivalant

à R = 0. Supposons alors que R̃0 6= 0. L’égalité précédente devient

dJE0

E0
= 2R̃
R̃0

. (3.10)

La condition d’intégrabilité de l’équation (3.10) est que la 1−forme semi-basique 2R̃
R̃0

soit

dJ−fermée, c’est-à-dire

dJR̃ = dJR̃0

R̃0
∧ R̃. (3.11)

En dimension 2, cette égalité est toujours vraie ; en effet, une 3−forme semi-basique étant
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toujours nulle dans une telle dimension, et on arrive à avoir

dJR̃ ∧ R̃ = 0. (3.12)

En appliquant iS à la relation (3.12) et compte tenu de la formule iSdJ + dJ iS = θC + iΓ

(voir [SZI03]), on obtient

−dJR̃0 ∧ R̃ + R̃0 dJR̃ = 0

c’est la condition d’intégrabilité de (3.11).

Lemme 3.31. La fonction E0 ainsi définie précédemment est homogène de degré 2.

Démonstration. Dans la relation (3.10), posons

dJF = 2R̃
R̃0

.

On voit immédiatement que θCF = 2, et en prenant E0 = eF , (voir le Lemme 3.22), on

obtient

θCE0 = 2E0.

Ce qui montre que E0 est homogène de degré 2 et on obtient une solution de l’équation

(3.10).

Théoreme 3.32. Soit Γ une connexion sans torsion à courbure non nulle. Il existe une

fonction énergie E0 telle que dRE0 = 0 si, et seulement si, le contracté R̃ de la courbure R

est tel que dR̃ soit de rang maximal et la fonction iSR̃ est positive, où S la gerbe associée

à Γ.

Démonstration. L’existence et l’homogénéité d’une telle fonction sont confirmées par la

remarque et le lemme précédents. Il nous reste donc à montrer que la forme fondamentale

ddJE0 est maximal, et celle-ci étant le cas si, et seulement si, dR̃ est de rang maximal.

Ainsi, remarquons tout d’abord que la relation (3.10) peut s’écrire

dJE0 = 2E0

R̃0
R̃.
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En dérivant cette dernière relation, nous obtenons

ddJE0 = d(2E0

R̃0
R̃) = 2d(E0

R̃0
) ∧ R̃ + 2E0

R̃0
dR̃.

Soit X un champ de vecteurs horizontal non nul tel que iXdJE0 = 0, d’après l’équation

(3.10), iXR̃ = 0. Nous constatons que X et S engendrent l’espace horizontal, et on a



iXiJXddJE0 = 2E0

R̃0
iXiJXdR̃,

et

iSiCddJE0 = 2E0

R̃0
iSiCdR̃.

(3.13)

Ainsi pour tous champs de vecteurs JY et JZ, on obtient

iJY iJZddJE0 = 0 = iJY iJZdR̃

puisque les 2−formes semi-basiques qui apparaissent dans les composantes de ddJE0 et

dR̃ n’influencent pas leurs rangs respectifs.

Supposons maintenant que ddJE0 est de rang maximal, alors iJXdR̃ = 0 implique iXiJXdR̃ =

0, c’est-à-dire, d’après (3.13), iXiJXddJE0 = 0 : impossible car iSiJXddJE0 = 0. Par la

suite si iXdR̃ = 0, alors iJXiXdR̃ = −iXiJXdR̃ = 0, et on revient au cas précédent. L’ex-

pression iCdR̃ non plus ne peut pas être nulle, sinon la courbure serait nulle ; de même

iSdR̃ 6= 0 puisque iCiSdR̃ = −iSiCdR̃ = − R̃0

2E0
iSiCddJE0 = −R̃0 6= 0. Enfin, si dR̃ est de

rang maximal, iJXddJE0 = 0, implique, iXiJXddJE0 = 0 = iXiJXdR̃, ce qui ne peut pas

être possible. De même iXddJE0 6= 0, iCddJE0 6= 0 et iSddJE0 6= 0.

On en déduit alors que le rang de ddJE0 est maximal si, et seulement si, le rang de dR̃

est maximal.

Exemple 3.33. Soient M = {(x1, x2) ∈ R2, x1 > 0}, (xi, yi)1≤i≤2 le système de coordon-

nées dans TR2 et Γ une connexion telle que Γ1
2 = −x1(y1)3 + 1, Γ2

1 = x1(y2)3−1 et Γij = 0
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autrement. La courbure R de Γ s’écrit

R = (y1)3dx1 ∧ dx2 ⊗ ∂

∂y2 − (y2)3dx1 ∧ dx2 ⊗ ∂

∂y1 .

La dimension de Im R est égale à 1 sauf à la section nulle puisque Im R est engendré

par (y1)3 ∂

∂y2 − (y2)3 ∂

∂y1 . De plus dRE = 0 équivaut à dE ◦R = 0, c’est-à-dire

( ∂E
∂y1dy

1 + ∂E

∂y2dy
2)((y1)3dx1 ∧ dx2 ⊗ ∂

∂y2 − (y2)3dx1 ∧ dx2 ⊗ ∂

∂y1 ) = 0

et alors

(y2)3 ∂E

∂y1dx
1 ∧ dx2 − (y1)3 ∂E

∂y2dx
1 ∧ dx2 = 0

donc

(y2)3 ∂E

∂y1 = (y1)3 ∂E

∂y2

Par conséquent, une solution à cette équation aux dérivées partielles est la fonction

E(x, y) = x1
√

(y1)4 + (y2)4. Nous nous référons à l’Exemple 3.6 toutes les conditions

pour que la variété (M,E) soit finslerienne (et qui ne soit pas riemannienne).

Remarque 3.34. On pourra reprendre l’Exemple 3.29. Dans ce cas, la courbure de la

connexion Γ s’écrira

R = dx1 ∧ dx2 ⊗ ∂

∂y1 ,

avec Im R est de dimension 1. Il est évident que H ⊕ Im R est complètement intégrable

et une solution de dRE = 0 nous conduit à une structure riemannienne d’énergie de la

forme E = ex
1(y2)2.



CONCLUSION

Ce présent mémoire à pour but l’étude des variétés finsleriennes du point de vue

de la connexion de Grifone à courbure non nulle. Nous avons défini une connexion à

l’aide de sa gerbe. Cette connexion est à torsion nulle et a la forme Γ = [J, S], où S

est la gerbe associée à la connexion et J la structure tangente naturelle sur la variété

M . Grace à l’isotropie de la gerbe, la courbure d’une connexion donnée peut se mettre

sous la forme 3R = (dJλ − η) ∧ J + dJη ⊗ C, où λ ∈ C∞(TM) et η une 1−forme semi-

basique sur C∞(TM). Cette relation nous permet de simplifier certains calculs dans ce

présent travail. Particulièrement en dimension 2, la courbure d’une connexion donnée

s’écrit R = (R̃ + dJR̃0

3 )∧ J − dJR̃

3 ⊗ C, avec R̃ désigne le contracté de la courbure R et

R̃0 = iSR̃ étant le potentiel de R̃. En combinant cette dernière formule avec des résultats

jugés indispensables, nous arrivons à prouver l’existence d’une structure finslerienne de

dimension 2 à connexion donnée ; toute courbure étant bien sûr régulière, d’après M.

Matsumoto dans [MAT95]. L’existence d’une fonction énergie E homogène de degré 2,

non triviale telle que dRE = 0 peut aussi être prouvée directement à l’aide du théorème

de Fröbenius, puisque l’image de la courbure est de dimension 1.

Bref, la théorie des connexions finsleriennes a été abordée par plusieurs auteurs suivant

des points de vue différents. L’étude qui peut s’étendre à partir de ce travail est de

déterminer les notions ainsi que les résultats similaires dans une dimension supérieure

stricte à 2, surtout un des théorèmes que nous avons démontré nous le garantit. Le point

de vue algébrique sera à cet effet plus maniable et donc passionnant pourquoi pas ?
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