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INTRODUCTION GENERALE

Si naturelle que soit la définition de la somme d’une série convergente, il
ne faut pas perdre de vue qu’il s’agit avant tout d’une limite, ce qui trans-
porte le probleme du champ de 'algeébre (dont relévent les sommations) a

celui de I'analyse.

L’objet de ce présent mémoire pst de mettre|en évidence que certaines

propriétés algébriques, usuelles pour Ies sommes finies, ne "résistent" pas a

ce passage a la limite.

Nous allons exposer dans ce travail divers résultats sur la théorie du ré-
arrangement et sommabilité des séries numériques.
Nous rappellerons d’abord dans le premier chapitre des résultats généraux
sur les séries. Par la suite, le deuxieme chapitre sera consacré aux théorémes
généraux du réarrangement des séries numériques et particulierement de la
série harmonique alternée qui est un cas classique illustrant le changement

de la somme lors du réarrangement et méme de sa nature.

Le troisieme chapitre concerne les séries doubles pour lesquelles I'inter-

version des deux sommes infinies prend plus d’ampleur.
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Le quatrieme chapitre est réservé au produit des séries : un exemple qui
montre I'importance de I'invariance de la somme par réarrangement pour que

ce produit puisse avoir un sens.

Dans le dernier chapitre, nous introduisons une définition qui assure 1'uni-
cité de la somme d’'une série quelque soit l'ordre choisi, et on est alors amené
a la théorie des familles sommables.

Nous terminons avec une remarque générale.



Généralités

Définition 1. Soit u = (un)pen une suite d’éléments de R. On pose, pour
n

tout n de N : S, =Y ur. La suite ainsi définie S = (Sp)nen, est une suite
k=0

d’éléments de R appelée série associée a la suite u. On la note (L un) ou

(X uyn) s’il y a un risque de confusion sur l’indice.
n

n
Lélément de R : Sp= Y uy, est appelé la somme partielle d’indice n,

k=0
de la série (X uy).

N

. ;. L 1 9 \ : 1
EXEMPLE : La série de terme général (1), c’est a dire (kgﬁ) est ap-
pelée la série harmonique.

WREMARQUES :
O En pratique, connaissant (uy), la suite (S,) des sommes partielles de la

série ) uy est définie par la formule :

n
Sn:Zuk, pour tout neN
0

Réciproquement, si la suite (S;) est connue, le terme général u, de la

série est déterminé par Sp= ug et :



CHAPITRE 1 : Généralités

Up=3S8,—Su-1, pour tout neN*

La suite (uy,) est alors parfaitement déterminée.

1.1 Convergence et divergence d’une série

La série de terme général uy est dite convergente si la suite (Sj)
n

ou S; =) uy converge dans R, sinon, elle est dite divergente.
0

> EXEMPLES GRAPHIQUES :

Sn Série divergente A Sn

FIGURE 1.1 — CONVERGENCE ET DIVERGENCE D’UNE SERIE

Notation :
Lorsque la série (3 ux) converge, la limite de la suite (S,) des sommes par-

tielles est appelée somme de la série et elle est notée : (X uy).
n=0

Théoreme 1. Si la série (3" ug) converge, son terme général tend vers 0.

Démonstration. Le terme général de la série est : u, =S,-Sp-1.
Une série dont le terme général ne tend pas vers 0 diverge. Elle est dite série

grossierement divergente. O

10
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1.2 Reste d’une série convergente

N

_@_EXEMPLE :
Une série géométrique est une série associée a une suite géométrique. La série
(X a™ converge si et seulement si |al < 1.
Plus généralement, pour |a| <1, p fixé dans N, la série géométrique de terme

général (ak) k=p converge et a pour somme :

p
Y ak ==

k=p a

Lorsque |a| = 1, la série est grossierement divergente.
W( REMARQUES :

o Il faut bien distinguer la série (X ug) de la somme (Y u,) de la série qui
n=0
n’est définie que lorsque la série converge.

o Deux séries qui different par un nombre fini de termes sont de méme nature,

c’est-a-dire sont simultanément convergentes ou divergentes.

1.2 Reste d’une série convergente

Lorsque la série (3 ug) converge, on peut alors pour n fixé dans N définir
R,=S-Sp, ou S est la somme de la série (¥ uy).

R, est appelé le reste d’ordre n de la série (¥ uy).

1.3 Séries a termes positifs

1.3.1 Premiers critéres

Définition 2. On dit qu’une série (Zun) est une série a termes positifs si

tous les termes de la suite (u,) sont positifs.

11



CHAPITRE 1 : Généralités

Théoreme 2. La suite (S,) des sommes partielles d’une série a termes po-

sitifs (3 uy) est croissante.

Corollaire 1. Une série (X uy) de réels positifs converge si et seulement si

la suite (S,) des sommes partielles de cette série est majorée et, dans ce cas :

Z up= lim S,=sup§,
n=0 n—+oo neN

Théoréme 3. Soit (u,) et (v,) deux suites réelles telles que a partir d’un
certain rang, on ait :
O<su,=<vy,
Si :
e Y v, converge, alors Y u, converge

* Y u, diverge, alors ) v, diverge

1.3.2 Regle de comparaison

Théoréme 4 (Régle de comparaison). Soient (u,) et (ap) deur suites de
nombres réels positifs telles que u, =0(ay), alors la convergence de la série

X ay,) implique celle de la série (3 uy).

Démonstration. L’hypothese u, =0(a,) se traduit par :
AMeR™,VneN:0<u, <Ma,

Le théoreme 3 permet de déduire. O

Corollaire 2. Soient (u,) et (v,) deux suites de nombres réels positifs telles
que, Uy ~ Uy,.
Alors les séries (Y uyn) et (X vn) sont de méme nature, c’est a dire qu’elles

sont simultanément convergentes ou divergentes.

12



1.4 Critere de Cauchy

1.4 Critéere de Cauchy

Définition 3. La suite (x,) de réels (ou de complexes) est appelée suite de
Cauchy lorsqu’elle vérifie la condition :

Ve>0, INEN,V(p, k) EN*: p= N = |xp4r— Xpl <€

FIGURE 1.2 — SCHEMA ILLUSTRANT LE CRITERE DE CAUCHY

Théoréme 5 (Critere de Cauchy pour les séries). La série de terme général
(ug) converge si et seulement si :

n+p
Ve>0,ANeN,Y(n,p) eN**:n=>N = | ) wl<e

k=n+1

1.5 Séries alternées

Une série réelle de terme général (u,) est dite alternée lorsque la suite

((=D™ uy,) est de signe constant.

13



CHAPITRE 1 : Généralités

JrHl

m

Ugtu, =3, S5 S, uy=S,

L -
I
+it,

FIGURE 1.3 — CRITERE DES SERIES ALTERNEES

Théoréme 6 (Leibniz). Soit (X u,) une série alternée telle que la suite

(luyl) tende vers 0 en décroissant. Alors :

o La série " up) converge.
o Sa somme est comprise entre toutes sommes partielles consécutives.

o0
o Pour tout n, Ry= Y ux est du signe de uns+1, et : |Ruyl <lups1l.
n+1

1.6 Séries absolument convergentes

Définition 4. Une série (X uy,), est dite absolument convergente lorsque la

série (Lluyl) converge.

Théoreme 7. Toute série absolument convergente est convergente.

De plus, on a alors :

oo o0
|§:Zln|5;§:|un|
0 0
Démonstration. Soit € > 0. Il existe N, tel que pour tout m>n> N on a :

m
1> url<e
k=n

Mais
m m
1D el < ) lugl
k=n k=n

14



1.7 Séries semi-convergentes

donc,

et le critere de Cauchy montre que la série de terme général u, converge. On

a également, pour tout entier m,

m m
1> el = ) lugl
k=0 k=0

et en faisant tendre m vers I'infini,

o0 o0
1D url< ) lul.
k=0 k=0

1.7 Séries semi-convergentes

Définition 5. Une série convergente, mais non absolument convergente, est

dite semi-convergente.
. . /7 . — n .
Ainsi la série (3 %), est semi convergente.

Théoreme 8. Si la série de terme général u, est semi-convergente, et la
série de terme général v, est absolument convergente, alors la série de terme

général (uy + vy) est semi-convergente.

Démonstration. Sila série de terme général (u,+v,) était absolument conver-
gente, alors :
lup| < luy + vyl + vyl

et la série de terme général u, serait absolument convergente. [

15



CHAPITRE 1 : Généralités

1.8 Régle de Cauchy et de d’Alembert

[20] Soit k un réel positif; on sait que la série de terme général (k™) est
convergente si k<1, et divergente si k= 1. Les regles que nous donnons ici
concernent des séries qu’on peut comparer a une série géométrique.

Dans cette optique, on étudie la suite (/uyl), ce qui conduit a la regle de

Cauchy, et lorsqu’elle existe, on étudie la suite (Iu"—;ll), ce qui conduit a la

u
regle de D’Alembert.

Théoréme 9 (Régle de Cauchy). Soit (u,) une suite a termes positifs. On

suppose que la suite (Tuyl) a une limite ¢ quand n tend vers co. Alors :
e Sil<1, la série de terme général u, est convergente;
e Si0=1, la série de terme général u, est divergente.
e Si ¢ =1, on ne peut rien affirmer a priori quant a la nature de la série Y uy,

on parle du cas douteux de la régle de Cauchy.

Théoréme 10 (Régle de D’Alembert). Soit (u,) une suite d termes positifs.
On suppose que la suite (ug_:,l) est définie pour n assez grand et a une limite

¢ quand n tend vers oo. Alors :
e Sit<1, la série de terme général u, est convergente;
o 51 0=1, la série de terme général u, est divergente.

e Si ¢ =1, on ne peut rien affirmer a priori quant a la nature de la série

Y uy, on parle du cas douteux de la regle de D’Alembert.

1.9 Groupement des séries

Définition 6. Soit (3 uy), une série a valeurs dans R, et ¢ une application

strictement croissante de N dans N, telle que ¢(0) =0.

16



1.9 Groupement des séries

pn+1)-1
La série de terme général : v, = Y  uy est dite déduite de (X uy)
k=¢(n)
par regroupement des termes, ou par sommation par tranches (dé-

finie au moyen de la fonction ¢).

Théoreme 11. Si (Y u,) converge, alors la série déduite par regroupement

de ses termes (Y vy) est convergente, de plus elles ont la méme somme.

Démonstration. Cette proposition résulte de ce que (V};) la suite des sommes

partielles de (3 v;,) est extraite de (S,) la suite des sommes partielles de

(X up).

Théoreme 12. Si nliIP u, =0, et s’il existe MeN* tel que,
—+00
VneN, ¢(n+1)—¢n) <M, alors (3 uy), et X v, sont de méme nature.

Démonstration. .
O Montrons d’abord que pour neN, s’il existe M eN*, tel que :

¢(n+1)—¢pn) <M,

et s’il existe pj, €N, unique tel que :

bdpn) =n<d(p,+1)

De plus , on a lim p,=+oo.
n—+oo

En effet,

e Si p, existe, on a p,=max{peN,¢(p) <n}, d’ou I'unicité.

17



CHAPITRE 1 : Généralités

e Remarquons que, pour tout k€N, on a ¢(k) < k, il en résulte que le sous-
ensemble de N : {p e N,¢p(p) < n} est majoré par n, comme il est non vide (il

contient 0), il admet un plus grand élément, ce qui assure l'existence de py,.
p
e En écrivant ¢(p) = d(p) —p(0) = Y. [p(k) —p(k—1)] < pM, on obtient :
k=1

n<@(pp+1) < (pp+1M, donc lim p, =+oo.

O D’apres le théoreme précédent, on a déja :

(X u,, converge ) = (X v, converge)

Montrons maintenant que : (¥ v, converge ) = (X u, converge)

P(pn+1)-1 B(pn+D-1
Formons |V,, - Uxl=l ¥ wls ¥ lul
k=n+1 k=n+1

Ona lim u,=0, donc, pour tout neN il existe u, =suplu,| et
n—+oo p=n

Jim =0
En remarquant que ¢(p,+1)—1—n< M, on obtient :

donc, nlier Up—Vp, =0.

+00

Par ailleurs, en posant V=Y v,
n=0

Ona : lim V,=V,

n—+oo

donc : lim = +00
nﬁﬂmpn ’

il vient : lim V, =V,
n—+oo

18



1.9 Groupement des séries

finalement : lim U,=V.
n—+

19



Théorie du réarrangement

Introduction :

Il est bien connu, qu’on peut permuter I'ordre des sommations quand
on manipule des sommes finies. Le fait que ces sommes soient égales
résulte done, de la commutativité de I’addition mais aussi de son asso-
ciativité.

Une question se pose : est ce qu’on peut généraliser les propriétés

concernant les sommes finies aux " sommes infinies " ?

2.1 Modification de ’ordre des termes d’une
série
[1]

Définition 7. Soit (X u,), une série dans R et o une permutation de N.
La série (3 v,) de terme général (v, = ugn)) est dite déduite de (3_uy,) par

modification de l’ordre des termes ou par réarrangement (associé d

20



2.1 Modification de l'ordre des termes d’une série

la permutation de o).

Exemples génériques :

1) Un réarrangement peut, sans changer la nature, modifier la
somme d’une série
1, , . . , _1\n+l
Considérons, par exemple la série harmonique alternée : Y %, trans-

n=1
formée en :

r—q-1_1,1_1
> u,=1 -3tz §t-*t
n=1

D’apres le théoreme 12, ('Y u}) est de méme nature et a éventuellement

n=1
méme somme que :
Y vp=(1-2)—=+( L 1 Lt Ly,
—TnT 27 43 60 87 4n 2m+1 22n+1)
_1111 o1
2 4 6 8 10 12
1 1 1 1 1 1
=—(l--4-——4-———+---)=-In()
2 2 3 4 5 6
On constate que Y vn:% Y u,.
nx=1 nx=1
En conséquence, Y. v,, et donc Y u), sont convergentes et de somme :
>1 >1
1 +00 " "
2 2: Un
n=1

Le réarrangement a "divisé la somme par 2"

21



CHAPITRE 2 : Théorie du réarrangement

40

12
1o 7 1ro 1
08 R
= 06F o E
(o] o o .
04r 1 o T % o0 o .
04 O o o0 g% % O, 0. 0. 0. 0. 1
a o "0 % 94 0f 0~ 04
TTT.ToToT oo —“o~ %% %= o~ P P
o °©
02r- q 02k ]
0 ‘ ’ : . . . . 0 . . . . . .
0 5 10 15 2nO 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 a5
Figure A I on des 40 premieres Sommes partielles 5n de la série n
alternée et de lexemple .

Les sommes partielles impaires décroicsent et les sommes particlles paires
croissent jusqu'd atteindre la somme de la sévie  :1n{Z), comme indiguée

1a moitié de la somme de la série originale ; 1/2 log 2
pointillées.

FIGURE 2.1 — LES 40 PREMIERES SOMMES PARTIELLES DE LA SERIE HARMO-
NIQUE ALTERNEE, AVANT ET APRES REARRANGEMENT

2) Un réarrangement peut modifier la nature d’une série :

(_1)n+1

Considérons encore la série harmonique alternée Y. —

n=1
On peut réarranger (u#)),=1 telle que (X u’) puisse par un regroupement
p nin= q n) P p p
de termes, donner une série (Y v,) vérifiant pour tout neN, v, > -1, en
) n+1
prenant :

U():l

_-1,1,1 1.1
U1—2+3+5...+15>2

_-1, 1 1 1.1
122—4+17+19+...-|—51>3

_ -1 1 1 1
Un= 2n + 2pp+1 + 2pps1-1 n+1

(L’existence de pu41 est assurée par le fait que la série (k>zp 2k1+1) diverge
n-1 1 1
Par construction (X v,) est divergente car (¥ vp=1+5+...+) et donc

(X u),) est également divergente .

22
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2.2 La série harmonique alternée

Par modification de 'ordre des termes, nous avons ainsi trans-

formé une série convergente en une série divergente.

2.2 La série harmonique alternée

[8] Considérons la série harmonique alternée précédemment évoquée :

0"t 1,1 1, _
Yy —=1-5+3—7+ =1n(2)
Considérons maintenant une autre série :
1 1,1 1 _1
z—z+g—§+...—2h’1(2)

Notons que 'ajout de 0 entre deux termes ne changera pas la somme de

la série. Nous obtenons donc,

1 1 1 1 _1
0+§+0—1+0+é+0—§+”.—EIH(Z)

Maintenant, ajoutons terme a terme cette série a la série harmonique al-

ternée, on aura alors :

1 1 1 3
1+ §+5+7—§ln(2)

W

Notez que la série résultante est un réarrangement de la série harmonique

alternée, mais elle converge vers une autre somme.

L’objectif de cette partie est de présenter quelques résultats classiques

illustrant ce phénomene.

23



CHAPITRE 2 : Théorie du réarrangement

2.2.1 Théoréme d’Ohm

Théoréeme 13. [7]

Pour p et q entiers positifs, réorganiser la série : Z#, revient a
prendre les p premiers termes positifs et les q premiers termes négatifs, en
deuxieme étape, prendre les p termes positifs suivants, les q termes négatifs
suivants, et ainsi de suite...

La série a la forme :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A+ttt ——)—(=+=+..—) +( +ot )—( Foh—) e
35 2p-1" 2 4 2q° “2p+1 4p-1" 2n+2 4n’

P q P q

(1)

Alors la série réarrangée converge vers :
1
In@ + ~In(2)
2 q

Démonstration. [21]
Considérons les suites (Hy,) et (Ep) tel que :

Pour tout m entier positif,

Hp=1+3+3+.. et Ep=Hy—In(m+1)

Sachant que :

lim E,,=v!

m—0o0

Ona:

1. La constante d’Euler-Mascheroni y est définie comme étant la limite
de la différence entre la série harmonique et le logarithme naturel : y =

nlim (1+3+3+7+..+1-In(m) Les 10 premitres décimales de la constante
—00

d’Euler-Mascheroni (suite A001620 de ’OEIS) sont : y = 0,5772156649.

24



2.2 La série harmonique alternée

m(p+q) m pj 1 q 1
2ouk=2 | 2 2i—1 . > 2i
k=1 j=1li=p(j-1+1 i=q(j-D+1

1 1
= HZmp—l + 5 mp-1—" Equ

1 1 1 1
:ln(2mp)—§ln(mp)—Eln(mq+1)+E2mp_1—EEmp_l—Equ
“In@) + ~In(—"P_)E lp Ly
N 2 mg+1 AMPTiTpTmpmlT oM

En faisant tendre m vers l'infini,

- mpra) p 1 1 11(P
nllliréo k§1 ur=1In(2) + ln(ﬁ) +Y—3Y—3Y= In(2) + Eln(ﬁ)'

2.2.2 Réarrangement de Pringsheim

Le théoreme suivant est une généralisation du théoreme d’Ohm.

Théoréme 14. [9]

Soit u, une suite a termes positifs qui tend vers 0 en décroissant et tel
que la série ¥.(—=1)"'u, converge.
n
Si on réarrange les termes de Y.(~1)"'u, en prenant alternativement p

n
termes positifs, puis q termes négatifs et ainsi de suite...

Alors la série réarrangée converge vers :
1
S+358 In(k)

avec : g= lim n.u, et kzg
n—oo

25



CHAPITRE 2 : Théorie du réarrangement

En particulier, si u, = % on a le théoreme d’Ohm.

2.3 Réarrangement de Reimann

2.3.1 Historique du réarrangement de Riemann

En 1827, Dirichlet a découvert un résultat surprenant en travaillant sur
les conditions qui assurent la convergence des séries de Fourier. Il a été le
premier a se poser la question de la possibilité de réorganiser les termes de cer-
taines séries (maintenant connues sous le nom des séries semi-convergentes),
de sorte qu’on obtienne une somme différente.

Comment un tel résultat est-il possible ? Dirichlet n’a jamais été en mesure
d’en donner une réponse (dans un article publié en 1837, il se contente de
prouver que le réarrangement des termes d’une série absolument convergente
ne modifie pas sa somme).

En 1852, Riemann a commencé a travailler sur un document étendant les ré-
sultats de Dirichlet sur la convergence des séries de Fourier. Il a alors trouvé
une explication remarquable a ce que représente ce comportement "bizarre',
maintenant connu sous le nom de " Théoréeme de réarrangement de Rei-
mann", qu’il a incorporé dans son article sur les séries de Fourier.
L’article a été publié apres sa mort en 1866, sous le titre "Sur la repré-

sentation d’une fonction par une série trigonométrique" 2.

2.3.2 Théoreme de réarrangement de Riemann

[6] Si une série & termes réels est semi-convergente, alors on peut réarran-
ger ses termes pour qu’elle converge vers n’importe quel réel ou méme tendre
vers |'infini.

Notons que I'exemple traité précédemment en est une parfaite illustration.

2. Riemann, Bernhard. “Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonome-
trische Reihe.” Gesammelte Mathematische Werke (Leipzig 1876) : 213-53.

26



2.3 Réarrangement de Reimann

Théoréme 15. Soit (u,)neny une suite a termes réels dont la série associée
est semi-convergente.
Soit @ € RU {—o0,+o0}, alors il existe une permutation o de N dans N tel

que :

n
U —
Zk:O Ok n—+oo

Lemme 1. Soit (X u}) et (X u;,) qui sont respectivement les termes positifs
n n
et négatifs de la série (3 uy) avec :
uf =max(u,0) et u,=min(0,u,)
Si la série est semi-convergente alors les séries : (L uy) et (L u,) di-
n n

vergent et on a :

+ —
u, — +4oo et u, — —00
n=0 n n—+oo HZE:O n n—+oo

Démonstration. Soit (¥ u,) une série semi-convergente telle que :

Yup=Yui+Xxu,

Pour étudier la nature de (X u})) et (X u;,), on distingue 4 cas possibles :

e Cas 1: (X u), converge et (¥ u,), converge.
e Cas 2: (X u}), converge et (Y u,), diverge.
e Cas 3: (Xuj), diverge et (X u;), converge.
e Cas 4: (X u), diverge et (X u;,), diverge.

On ne peut pas avoir le premier cas car :

Si on suppose que Y u; =Set Y u,=—T avec T>0
alors : Y |u,|=T.

d'ott 1 Ylupl =YX uy +¥lu,l,

(Xlupl) est la somme de deux séries convergentes contradiction, la série (¥ uy)
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CHAPITRE 2 : Théorie du réarrangement

est semi-convergente.

On ne peut pas avoir les cas 2 et 3 car :
Sil'un des deux séries (X u;;) ou (X u;,) diverge, alors (¥ u,) diverge, contra-
diction ; la série est semi-convergente d’ou le résultat.
O

Démonstration. (théoreme 15).
Construction de la permutation :

On construit une permutation o de N de la facon suivante.
On commence a sommer les termes positifs ou nuls (sans en omettre) jusqu’a
dépasser a. Puis on somme tous les termes strictement négatifs jusqu’a ce
que la somme partielle soit strictement inférieure a a. Puis on itére le pro-
cédé, en sommant les termes positifs a partir de la ou on s’était arrété, puis

les termes négatifs, etc... On a alors bien construit une permutation.
Convergence :

Notons (x,)sen la suite des sommes partielles obtenue a chaque fin de som-
mation de termes positifs et (y,)nen celle des sommes partielles a chaque fin
de sommation de termes négatifs. La suite compléete des sommes partielles
croit jusqu’a Xxp, puis décroit jusqu’a yp, puis croit jusqu'a xj, etc... Pour
montrer qu’elle converge vers a, il suffit donc de montrer que les deux sous-

suites et (xp)nen €t (¥n)nen convergent vers a.

Or si ug, désigne le dernier terme de la somme partielle x,, on a par
construction : X — Ug, < a < Xy, donc O<x,—-a< Uk, -
Comme la suite des indices kj, est strictement croissante, elle tend vers
I'infini donc : lim ug, = lim u; =0.
n—oo k—o0
Ceci prouve que la suite x, converge vers a.
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2.3 Réarrangement de Reimann

On procede de méme pour yy, ce qui acheve la preuve.

_@-Exemple.l :[8]

Considérons la série harmonique alternée :

(=" _ 1
Y= =1l-5+

Nous savons déja que cette série converge vers In(2).
Cependant, montrons que cela est vrai en appliquant le théoreme de réarran-
gement de Riemann.

D’abord notons par Y a,, la série des termes positifs de la série harmonique
alternée et Y b, cell’é des termes négatifs .

En utﬂisantn le théoreme de réarrangement de Riemann, nous obtenons la
premiere somme partielle S;, en ajoutant des termes de la série %an, jus-

qu’a avoir S; >1n(2) =0.6931 :

Sl > ln(2)

Pour construire la deuxieme somme partielle Sy, on ajoute des termes de

la séries des termes négatifs (Y. b,) a Sy, jusqu’a avoir S, <In(2) :
n

S =1-1<In()

Pour construire S3, on ajoute suffisamment de termes de (3" ay) a S, pour
n

avoir S3>In(2) :

S3=1-3+3~In(2).

et de méme, on ajoute suffisamment de termes de la série (3" by), a Ss3
n

jusqu’a avoir S4 <In(2) :
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CHAPITRE 2 : Théorie du réarrangement

+

Si=1-1+1-1~0.5833<In(2)

N|—

Poursuivant ce processus, nous obtenons les sommes partielles suivantes :

S10= 0.6456 < In(2)
So1 = 0.7164 > 1n(2)
S30 = 0.6768 < In(2)
S41 = 0.7052 > 1n(2)
S50 = 0.6832 < In(2)
S71 =0.7018 > In(2)
Sgo = 0.6886 < In(2)
Sg1 = 0.7002 > In(2)
S100 = 0.6898 < In(2)
S111 = 0.6993 > In(2)
S120 = 0.6906 < In(2)
S131 = 0.6986 > In(2)

Chaque fois qu’on ajoute des termes négatifs pour avoir une somme par-
tielle inférieure a In(2), la somme croit et s’approche de la somme de la série
harmonique alternée. De méme, quand on ajoute assez de termes positifs
pour avoir la nouvelle somme partielle, la suite des sommes partielles décroit
et s’approche de In(2).

En d’autres termes, pour tout k€N : Sy —1In(2)” et Syrp1 — In(2)™ .

Y ! 7
¢ Exemple.2 :[§]
Considérons a nouveau la série harmonique alternée. Nous voulons mon-

trer qu’il existe un réarrangement qui converge vers %ln(Z) ~ 1.0397. En ap-

pliquant le théoreme de Riemann, nous obtenons les sommes partielles sui-

vantes :
S1=1+1=~1.3333>3In(2)
Sp=1+3-3~0.8333<3In(2)
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2.3 Réarrangement de Reimann

S3=1+i-1+1+1~11762>3In()
1,11

1
Si=1l+3—3+3+1-1~09261<3In(2)
Ss=1l+3—3+2+1-1+5+4~1.2191>31n()

- i_1,1,1 1 _,1_,/1,1. 3
Sss=1+3—5+5+3 3 tgte 77 ~1.0538>51In(2)

- i 1.1.,1 1.1 1, ,1_ 1 3
Ss6=1+3—5+5+3 »te et 35~ 102598 < 51n(2)

- i 1,1, 1,1 .1 1,1, 1./ 3
837_1+3 stz +> 3at st 1 3)6+73+75~1.05301>21n(2)
Sgg=1+1-14lylo L1 L 1 11 1 +102669<3In()
38 3727577 34 769 71 3673775 387 2

Notez que, si nous continuons ce processus, les sommes partielles finissent

par converger vers %ln(Z).

W Remarques :

e Soit la série ) uj. L’ensemble des sommes de tous ses réarrangements

k
convergents est noté S ug) et est défini par :

[e.©]
SQu) =xeR/x= } uyqg pour toutes permutations 7}
k k=1

e Pour les séries Y uj semi-convergentes on a S} u) =R.
k k

Théoréme 16 (Dirichlet). [4/
Chaque réarrangement d’une série absolument convergente est convergente et

a la méme somme.

Démonstration. Admettons que (X |uyl) converge, alors (3. u,) converge.
n n
On veut montrer que chaque réarrangement de la série (¥ u,) converge vers
n

la méme somme que la série originale.
Cas particulier :

Supposons que : u, =0, VneN.

31



CHAPITRE 2 : Théorie du réarrangement

Alors la suite de la somme partielle (Sy)en de (X uy) est croissante et bornée
n

de limite S ( La somme de la série (¥, uy)), qui est égal au sup(Sp).
neN

Soit f une permutation de N dans N et soit (#,),en une suite de la somme
partielle de la série réarrangée (X t(n)).
Alors (t,) est une suite Croissant’é.
Montrons que t, < S, pour tout n.
Etant donné n e N, on peut trouver M(n) €N tel que :
{f(), f2),...f(m}c{l,2,.., M(n)}

Prenons M(n) = max{fQ), f(2),..., f(n)},
alors t, < SM(n) <s,

cela montre que la série réarrangée converge, notons t sa somme avec f<s.

Résumé : Si la série est a termes positifs converge alors chaque réarran-
gement converge vers la somme de la série originale.
Mais (¥ up) est un réarrangement de la série (X uf(;)) donc sa somme est
inférieu? a t. !

D’ou : s=t et ceci acheve la preuve pour les séries a termes positifs.
p p
Cas général :

Soit (X uy) tel que Y up =Y u—-Y u;, .
n n n n
Pour tout réarrangement de (¥ u,) introduit un réarrangement de (. u;;)
n n

et (X u;,), et d’apres les résultats du cas particulier, ces réarrangements
n

convergent vers la somme des séries originales : (L u;;) et (X uy,). Alors la

n n

série réarrangée qui est la somme de la série réarrangée de termes positifs et

la série réarrangée des termes négatifs converge vers la somme initiale.  [J
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2.4 Réarrangement de Sierpinski

2.4 Reéarrangement de Sierpinski

2.4.1 Lien avec le réarrangement de Riemann

Dans le théoreme de Riemann, la permutation utilisée pour réarranger
une série conditionnellement convergente® pour obtenir une valeur donnée
dans Ru{—o0,+00} nous pouvons avoir des points arbitrairement non-fixes, a
savoir que tous les indexés des termes de la série peuvent étre réorganisés. On
peut se demander s’il est possible de réorganiser uniquement les indexes dans
un ensemble plus restreint de sorte qu'une série conditionnellement conver-
gente, converge vers un nombre réel ou diverge a l'infini (positif ou négatif).
La réponse a cette question est positive : Sierpinski a donné une condition
suffisante pour réorganiser seulement certains termes strictement positifs ou

seulement certains termes strictement négatifs.

Théoréme 17 (de Siepisnki). [§/

Soit la série (X u;) une série semi-convergente de réels, qui converge vers S.
Pour tout VSIS, il existe un réarrangement (v;) de (u;) tel que Z v;i=V
laissant fixes tout les termes négatifs. l

De méme, pour tout W =S, il existe un réarrangement (w;) de (u;) tel que

Ywj=W et le réarrangement laisse fixe tous les termes positifs.
J

2.5 Convergence commutative

Définition 8. Une série (X u;) d valeurs dans R est dite commutative-

n
ment convergente, si et seulement si pour toute bijection o de N dans N,

la série (Y ugm)) est convergente .
n

3. Conditionnellement convergente : semi-convergence
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CHAPITRE 2 : Théorie du réarrangement

2.5.1 Convergence commutative et convergence abso-

lue

Théoréme 18. [18/

Soit I un ensemble dénombrable, (u;)ie; une série d’éléments de R indexée

par I, la série (Y. u;) est commutativement convergente si et seulement si elle
iel

est absolument convergente.

Démonstration. 1-La convergence absolue entraine la convergence commu-

tative :

Puisque (Y |u;]) est automatiquement commutativement convergente, la sé-
iel

o0
rie (X |uzml) est convergente pour toute bijection m de N sur I. On déduit
n=0

o0
que la série (X ugyy) est convergente. Il reste a voir que la somme S est
=0

n=
indépendante de la bijection m choisie, ce qui est facile.
2-La convergence commutative entraine la convergence absolue :

Choisissons une bijection avec laquelle nous identifions I a N, ce qui per-
met d’écrire la série considérée ( OZO Up).
Nous allons montrer que cette sg;i()e ne peut étre commutativement conver-
gente que si la série partielle des termes positifs et la série partielle des termes
négatifs sont convergentes, ce qui entraine la convergence absolue.
En effet, supposons par exemple, que la série partielle des termes positifs soit
divergente et réordonnons la série de la fagon suivante : on commence par
prendre dans 'ordre les premiers termes positifs jusqu’a ce que leur somme
soit supérieur a 1; on prend alors les premiers termes négatifs, on prend en-
suite les termes positifs suivants jusqu’a ce que la somme de la série partielle
obtenue soit supérieur a 2, ce qui est rendu possible par I'hypothese, etc..,

on voit que la série obtenue est divergente.
O
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Produit de deux séries

Introduction :

La propriété de commutativité des séries absolument convergentes est

nécessaire pour donner un sens au produit de deux séries.

Définition 9. On appelle produit des séries (u;)ren €t (Vr)ren, la série

de terme général (Wy) pen, avec :

.
Wy = Uy + U VUp—1 + oo+ Ur Vg = ) UpVp—k.
k=0

? (QUESTION :
Si les séries (ur)ren €t (V) ren convergent, alors leurs produit est-il convergent
et a t-on dans ce cas : Y w, = (X u) (X v))
r i ]

N ! 7
? REPONSE : Non.

L, , . +00 (-1) +00 (-1)
Considérons I'exemple suivant : (Y W)( Yy

. 7’ 7/ —_ n
Les deux séries sont de terme général : u, = v, = %, pour tout n=1, en
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CHAPITRE 3 : Produit de deux séries

prenant ug = vg=0.

En appliquant le critére de convergence des séries alternées !, les deux séries
convergent. Montrons que leurs produit diverge.

En effet, on a : wog=ugvg=0 et wy = ugvy+ ujvy=0.

Pour n=2:

Wy = Xn:u Un—k = i (_1)k(_1)n—k_( n” Z
"o & VRVi-k \/_\/—

Or,pour 1<sk<n-1,0na:

kn-k<mn-1Dn-1))=mn-1? = ! < L

n-1 +vkn-k

On voit que,

n—1

D" wy, = Z

- 1 n—1
L L
k=1

k(l’l k) =1

Alors w;, ne tend pas yers 0 quand |n tend vers l'infini donc la série

> wy) diverge grossierement:

WVRemarques :
* Pour pouvoir définir le produit de deux séries numériques , il faut vérifier

si ces séries ne sont pas affecter par le réarrangement.

En effet, a priori il n’y a pas de formule simple ou évidente pour considérer

le produit
(Z ur). (Z vp) = (U1 + Up +..). (V1 + V2 +..)

r=1 p=1

On pourrait certes imaginer qu’il suffit de sommer tous les produits u;.v;.

1. Si la série alternée vérifie les deux hypotheses suivantes :
-VneN,lup1l <luyl (les termes généraux décroissent en valeur absolue )
-uy, — 0 ( le terme général tend vers 0 ). Alors le critére de convergence des séries alternées
est vérifiée et la série est convergente.
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Le probleme est que dans ce cas, on obtient un tableau plutét qu’une suite :

Y = T
ity e U3
Ly

&
izt tgloe Ul

L

‘uUgv)] uzvz Uzl

FIGURE 3.1 — TABLEAU DE PRODUIT

Cela dit, tous les éléments du tableau peuvent étre ordonnés de maniere
a constituer une suite (par exemple en progressant selon les diagonales suc-
cessives, ainsi que 'indiquent les fleches figurant sur le tableau des nombres).
Reste cependant une difficulté majeure : la série produit de deux séries conver-

gentes (Ur)ren et (Vp)pen i.e. la série de terme général :

LUk = Z Ltr.l)p
k=r+p

peut étre divergente. Par contre, si I'une des séries au moins est absolument
convergente, alors la série produit converge aussi absolument, c¢’est pourquoi

on est conduit au théoréeme suivant.

Théoreme 19. [12] Si les séries (X ux) et (X vp) convergent respective-
ment vers U et V et que l'une d’entre elles converge absolument, alors la

série produit (3 w,) converge vers :
r

wW=U.V
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CHAPITRE 3 : Produit de deux séries

n n

Démonstration. Soient s, =Y u,, k=Y vy et z, = Y w, les sommes
r=0 r=0 r=0

partielles de rang n des différentes séries considérées.

n

En utilisant la définition du produit de deux séries, on a :

Zp=) Wy

r=1

Uuovo+ (Ugvy + ugvg) + ... + (UgVy + U1V — 1+ ...+ Uy, V)

=ug(vg+vi+..+vy)+u(vo+ vy +...+vy-1) + ..Uy

u()kn + ulkn_l + unk()
=ug(v+ry)+u(V+rp_1)+...+uy(v+ry)

=SpV+ Uy + ULTp-—1 T+ ...UxpTY

ou, rp,=k,—v—0,il vient alors :

Zp—=S$p-V=Uplp + U1Tp-1+..UpTO =Yn (1)

Puisque s,v— uv quand n tend vers U'infinie. Il faut donc prouver que

lim y, =0

n—oo

Supposons que ce soit (¥ u;) qui converge absolument et posons

+00
a=) lul
r=0

Soit alors un nombre arbitraire € >0 donné, on peut trouver un entier N tel
que, |rpl<e
Si n> N (la série (Y v,) est en effet convergente, ce qui implique que r, =

vy —v—0). On a donc pour n> N :

[Ynl <lrounp+..+ rNUp—n|+IrNs1UR—N + ... + T Upl

<|roun+...+ryun_n|+ea.

Puisque u, — 0 quand n — +oo pour N fixé,

on obtient :
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lim su <ea.
L ernl

Et la condition (lim y, =0) est vérifiée et en faisant tendre n vers l'infini
n—oo
dans (1).
Il vient alors :
+00 +00
wr=vY u,=U.V.
r=0 r=0
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Séries doubles a termes réels

Introduction :

Au vu de ce qui précede, la permutation des termes dans une somme
infinie n’est pas sans difficultés.

On peut donc imaginer sans peine, que l'interversion de deux sommes

infinies risque elle aussi, de poser quelques problemes mathématiques.

Définition 10. La série double est une série dont le terme général corres-
pond a une application de NxN dans R.

Ainsi on pourra écrire ce terme général sous la forme : (Umn) (m.n) -

La série double est dite a termes positifs si :

Um,n >0, pour tout (m,n) e NxN
Une telle série peut étre représentée par une matrice infinie (figure 5.1) :
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Upo Up1 Up2 ---Ugp ---
UggUqq1Uqg2 ...Ugp ...
U2po U241 U22 ...U2n ...

Um,o Um,'] Um,2 Um,n -

FIGURE 4.1 — REPRESENTATION D’UNE SERIE DOUBLE

%f Remarques :

e Une série double peut encore étre vue comme une série de séries, chaque

série correspondant & une ligne ou(une colonne) de la matrice infinie (figure
5.2) :
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CHAPITRE 4 : Séries doubles a termes réels

Visualisation de la série correspondant a la Visualisation de la série correspondant & la
ligne d'indice 1 . colonne d'indice 2
Up,oUp,1Up2 ..-Upn -- Upo Upg,q1 Ug2...Ugn -
Ut,0Uq,1 U122 ... U1 - U0 U141 U492 --Uin -
UpgUpqUoo...Uzp .. UpgUzq1Ugs...Uz ...
UmIOUmI'I Uml2 Umln Umlo Uml'l Um’z Umln

FIGURE 4.2 — SERIE DOUBLE VISUALISEE PAR LIGNE OU COLONNE

» Définissons encore un "rectangle", de dimensions (m,n) (d’origine (0,0)),
comme la matrice finie des termes u; j avec 0<i<met 0<j<n.

Nous colorions ci-dessous, le rectangle de dimensions (3,2) (figure 5.3) :

Up,0 Up,1 Up,2 ---Ugn -
UigUq1Ui2...Uqn...
UgolU2qUz2...U2p ...

Um,0Um,1Um,2---Unn-.-

FIGURE 4.3 — SERIE DOUBLE VISUALISEE PAR RECTANGLES
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Pour un tel rectangle nous désignerons par s, la somme de tous les

termes du rectangle de dimensions (m+1,n+1) :
m+1,n+1
Sm,n = > Ui,j-
i=0,j=0

C’est I’équivalent des sommes partielles pour les séries simples.

4.0.1 Convergence d’une série double

Définition 11. On dit que la série double de terme général (um,,) et de

sommes partielles spy,, converge vers la limite S si :

Ve>0, I(M,N)eNxN, V(m,n) e NxN, vérifiant m>M et n> N,

on att : |Sm,n—Sl<e.

Théoréme 20. La série double de terme général (um,,) converge si et seule-

ment st les deux conditions suivantes sont réalisées :

o Pour tout i (i est quelconque mais fixé), la série (X u; ;) est convergente
J
(la somme porte sur j)
oo
o La série de terme général : v; = Y u; j est convergente
j=0
o0
Dans ce cas on dit que S = .Z v; est la somme de la série double et {’on note :

i=0

S =

™8

[e,0]
> Ui
i=0j=0

Théoréme 21. Si la série (Y um,n) converge alors lim  upy, =0
m,n (m,n)—o0

Démonstration. La preuve résulte de : Upn = Smn—Sm-1,n—Sm,n-1+Sm-1,n-1-

O
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CHAPITRE 4 : Séries doubles a termes réels

Théoréme 22 (Critere de Stolz). Quelque soit € >0, il existe deux entiers p
et q tels que pour tout m>p et n>q on a : |Sm+in+j— Smnl <€, pour tout
(i, ) eNxN.

C’est I'équivalent du critere de Cauchy pour les séries doubles.

A La satisfaction du critere de Stolz est une condition nécessaire et

suffisante de convergence pour les séries doubles.

Définition 12 (Convergence absolue). On dit qu’une série double de terme
général (Up, ) est absolument convergente si la série double de terme général

(1tm,nl) est convergente.

4.0.2 Réarrangement des séries doubles

Pour calculer la somme d’une série double, on distingue entre deux formes :
(o el ) oo o0
(X Y aj et( XX ai)
i=1j=1 j=1i=1

Bien que 'ordre de sommation est sans importance dans le cas fini, ’ordre
est tres important pour les séries doubles.
Cela n’est pas surprenant, puisque ce fait est vrai méme pour les séries simples

(Voir : principe de réarrangement (p.19)).

En particulier, considérons ’exemple suivant :
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1 -1 0 0 0 0 B ww e )
0 1 -1 0 0] 0 § [
0 0 1 -1 0 0 D s el
- (1)
0 0 0 1=1 0 1
0 0 0 0 1 -1 0 .....
0 0 0 0 D L =t e i J

o0
Dans chaque ligne, ona : Y a
j=1

Par conséquent, pour tout i, on a : Z Z aij=0 (%)
i=1j=1

Shématisons le résultat (%) :

Q-1 4040 o) i 0]

+ +
(0+1-1+0+0 ...) = 0 = 0

s | + [

(0O +0+1-1+4+0+0 ...) 0

] . J

D’autre part, la premiere colonne a pour somme 1, tandis que les autres
o0 oo
colonnes ont 0 pour somme d'ou: Y} a;;=1et 3} a;;j=0 pour j=2,3,..
i=1 i=1
Ainsi :

RO IDED> 3 an+ S (Y ai)=1+0=1. (x%)

j=1i=1 j=2 i=1

En comparant (x) et (x%), on déduit que :

Z(Z aij) # Z(Z aij)

j=11i=1

Considérons maintenant, la sommation par diagonale comme indiqué ci-

dessous, la série double diverge :
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CHAPITRE 4 : Séries doubles a termes réels

1 0 & aans
-1 0 ..

1 | -
=1 D «wws

1 = 1 wa

En d’autres termes, la somme d’une série double est considéra-

blement affectée par le réarrangement des termes.

Le théoréeme suivant, nous donnera une situation ou on aura l'égalité.

Théoréme 23 (Théoréme d’interversion Fubini). Soit (un,p)n,p le terme gé-

néral de la série double (¥ uy,p) tel que :
n,p

(i). Pour tout entier n, la série (X|unpl) est convergente ;
p
(X e . ©
(ii). La série (¥ X luppl) est convergente.
n p:O
Alors on a la formule d’interversion :

>

n=0

8

18

o0
Unp =D D Unp
p=0n=0

0

n

=
Il

Démonstration. .
. X
Posons pour x entier, S$;(x) = X upnp;
p=0

o Premier point :
Pour tout n, la série (¥ uy ;) est absolument convergente (hypothese i.) donc
p
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o0

convergente. Par suite, lim S;,(x) et vaut : ¥ uy,p.
n—oo —
p=0

o Second point :

Pour tout entier x, on a :

o0

X
1SR ()= Y lup,pl <

|ump|:(7n
p=0 p=0

qui est le terme général d'une série convergente (hypothese ii.) indépendante
de x. La série de fonctions (¥ S,) converge donc normalement (par rapport a
la variable entiére x) sur N.

Le théoreme de sommation des limites s’applique donc et nous dit que :

[o.0]
lim n;oSn(x)
existe et vaut :
o0 oo o0
Z lim S, (x) = Z Z Un,p
n=0*"% n=0p=0

o Dernier point :
Pour tout entier p, la série (¥ uy,,) converge absolument donc converge.
np
En effet :

o0
Vp=0,|uppl< §:|unk|:(7n
k=0

et la série Y o, converge.

On peut donc écrire, par sommation d’un nombre fini de séries convergentes :

X oo oo X 00
Z Z unvp = Z Z ui’l,p = Z Sn(x)
p=0n=0 n=0

n=0p=0

Reste a faire tendre x vers I'infini dans I’égalité précédente :

o0 oo o0
o le terme (X Sp(x)) tend vers (X X upp), cest ce qui été prouvé au
n=0 n=0p=0
second point.
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CHAPITRE 4 : Séries doubles a termes réels

X o0
* > XY uy)p tend vers Z Z Up,p qui existe, ces sommes partielles ayant
p=0n=0 p=0n=0

une limite pour x — +oo

On récupere bien ainsi la formule d’interversion :

18

o0
2
n=0

[e.0]
Un,p = Z

||M8

0

=
Il

_@-EXEMPLE :

Soit la série double de terme générale : (#)n,ng.

Alors pour n fixé, la série géométrique (Zz #) converge, et sa somme,
p=

égale a :

L 1 1

1_%:n(n—1):n—l n

qui est le terme général d’ une série convergente.

En bref, on a prouvé que ( Z Z Uy, ,) existe, et vaut :
n=2p=2

=1

Z(———)—l

n—o n—1 n

Le terme général considéré étant a termes réels positifs, on déduit I'existence

de ( Z Z Un,p), ainsi que sa valeur qui est 1.

p=2n=2

Mais oo o0 oo OO 1 o0
ZZun,p=ZZ—p Y €(p)-1
p=2n=2 p=2n=2 n p=2

ou ( est la fonction de Riemann.

Finalement, on a prouvé la convergence de la série (3 ({(p)—1))
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et I'on a de plus :

Y Cp-1=1
p=2
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Familles numériques sommables

Introduction :

La notion de famille sommable vise a étendre les calculs de sommes au
cas d’un nombre infini de termes. Contrairement a la notion de série,
on ne suppose pas que les termes sont donnés sous forme d’une suite
ordonnée mais d'une famille indexée par un ensemble quelconque.
Il s’agit done de pouvoir en définir la somme de fagon globale, sans
préciser l'ordre dans lequel on procede. De ce fait la sommabilité est

plus globale que la notion de convergence d’une série.

Rappel :
Un ensemble I est dénombrable si et seulement s’il existe une bijection de I

sur une partie de N.
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5.1 Sommabilité

5.1 Sommabilité

Définition 13. La famille (x;)jcj, est dite sommable de somme S, si et

seulement si :

(1) Ve>0, 31 fini, V] fini o1: |Y x;i—S|<e
ie]

On dit qu’elle satisfait au critére de Cauchy au sens de la sommabilité, si

et seulement si :

(2) Ve>0, 3K tq VL fini disjoint de K:|Y xi| <€
iel

(les ensembles I, J, K, L, sont tous des sous-ensembles finis d’indices in-

clus dans Jo)

Unicité de la somme :

L’'unicité de la somme au sens de la sommabilité est facile a montrer; si on
suppose en effet :
Ve>0,3Jfiniol:|Y x;—S|l<e
i€

et A7 fini tel que VJ finioI' : | Y x;— S| <e.

ie]
Prenons J=J =1ul, on aura |S=8|<|Y x; —S|+|Y x; — S| <2¢, pour

ie] ie]
tout € >0,

d’ot on conclut que S=§'.

Propriété 1. Si (x;)ie; est sommable de somme S, alors elle satisfait au

critere de Cauchy au sens de la sommabilité.

Démonstration. .
Ecrivons (1) avec K=J=1, puis J=ITUL, L fini disjoint de K, nous obte-
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CHAPITRE 5 : Familles numériques sommables
nons :

12 xil=1 2 xi=Xxl=1( X x-8—-(Xx;=9)

iel ieluL iel ieluL iel

<l Y x-S/+|X x;i—S|<2e.

ielUL iel

5.2 Convergence commutative et sommabi-
lité
o0
Proposition 1. Si la série (Y u,) est sommable de somme S, alors elle est
n=0
o0
commutativement convergente, de méme somme que Y. Ugm = S, indépen-

n=0
damment de la permutation o.

Démonstration. On écrit la définition (1) de la sommabilité de la famille

(un), a l’ensemble fini d’indices I on associe N(o,€) tel que :

{0(0),...,0(N\)} > I (prendre = max{oc~1(I)})

Pour tout n= N, on considere J ={0(0),...,0(n)};

On a alors,

n
1Y U —SI=1 Y. ui-Sl<e
k=0

i=o(n)ej
. . (XJ
Ce qui prouve bien que : Y Ugm)=s
n=0
]

o0
Lemme 2. 57 la série (Y. up) est commutativement convergente, alors elle

n=
vérifie le critéere de Cauchy au sens de la sommabilité.

Démonstration. On procede par 'absurde; si la série ne vérifiait pas le

critere de Cauchy au sens de la sommabilité, alors on pourrait construire pour
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5.2 Convergence commutative et sommabilité

un certain € >0 une suite Lj,Lo,...,Lg,... de sous-ensembles finis d’indices

dans N tels que Ly soit disjoint de LijULy,U...ULi_1 avec;

Yk, | Y ujl>¢€
ieLy
o0
Soit Lo =N\ U Lg = {i1,i2,...} ( fini ou infini ); a la partition de N sui-
k=1
vante :
N=Lyu{ij}uLyuU{i}u.. (en intercalant les indices pris dans Ly jusqu’a

épuisement éventuel)

On peut associer, moyennant un ordre sur les indices de chaque Lg, une
certaine bijection o0 de N dans N (en numérotant les indices dans 'ordre
d’apparition dans la partition) qui ne vérifie pas le critere de Cauchy au sens

des séries (aussi loin que 1'on veut, on trouve une quantité de Cauchy | Y u;]
iELk
qui le contredit), et qui n’est donc pas convergente, contradiction.

]

o0

Proposition 2. Si la série (Y u,) est commutativement convergente, alors
n=0

la famille (u;) est sommable.

- o0
Démonstration. Ecrivons que (Y u,) est convergente :
n=0

n
Ye>0, IngeN, Vn>ng: | Y uk—S|<§
k=0

Le critere de Cauchy au sens de la sommabilité, vérifié par la famille (u;),

le lemme précédent, nous donne :

Ve >0, 3K fini, VL fini disjoint de K: | ¥ up|<$

nel
On peut choisir ny pour que Kj ={0,...,,n1} contienne K, et poser
N = max{n;, ng}.

Soit {0, ..., N}, tout ensemble fini d’indices J contenant I peut s’écrire J = IUL,
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CHAPITRE 5 : Familles numériques sommables

avec L disjoint de K.

Il en résulte :

|Z un_Slslz un_S|+|Z un|<€
nel

nej nerL

et ceci pour tout J fini contenant I, cqfd. n

o0
Corollaire 1. Si la série (Y u,) est commutativement convergente, alors la
n=0

o0
somme S(0) = Y. Ugmn) est en fait indépendante de la permutation o ; autre-
n=0

o0
ment dit toutes les séries permutées (). Ugm)) Ssont convergentes de méme
n=0

somime.

Démonstration. D’apres la proposition 2, la famille (u;) est sommable;
d’apres la proposition 1, la somme S(o) au sens de la convergence commuta-
tive est égale a la somme S au sens de la sommabilité, indépendamment de

la permutation o.

O

Corollaire 2. Si la famille (u;) vérifie le critére de Cauchy au sens de la

sommabilité, alors la famille (u;) est sommable.

Démonstration. Des lors que (u;) vérifie le critere de Cauchy au sens de

la sommabilité, chaque série permutée vérifie le critere de Cauchy pour les
(e,0)

séries (vérification immédiate), donc la série (Y, uy) est commutativement

n=0
convergente, d’apres la proposition 2, la famille (u;) est donc sommable. [

5.3 Linéarité

Théoreme 24. Soit (uj)ic; et (Vi)ier deux familles d’éléments de R et
ALuER.

St (ui)ier et (vi)ier sont sommables alors (Au;+puvi)ier l'est aussi et on a :

YAui+pvi=AY ui+pu ) v;.

iel iel iel
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5.4 Comparaison

Démonstration. Pour tout i €I, |Au; +pv;l < |Allu;l+ |pllv;l

Donc pour toute partie F finie c I,
2 Aui+pvi S (ALY Twgl +pl X vl < ALY Tug | + |ul X lvil = M.
ieF ieF ieF iel iel

Ainsi (Au; + pv;)ier est sommable.

De plus, par linéarité des séries convergentes :

AU PV =AY Ui+ Y v

iel iel iel

5.4 Comparaison

Théoreme 25. Soit (u;)ie; et (vi)ier deux familles de réels positifs indexées
par 1.

Si u; < vj, pour tout i € I et si la famille (v;)ijer est sommable alors la famille
(u;)jer Uest aussi et Y u; <Y v;.

iel iel

Démonstration. Pour toute partie finie J incluse dans I :

DUSYViSY U
ie] ie] iel

]

Théoréme 26. Soit (u;)ie; une famille de réels positifs et J< 1. Si la famille

(u;)ier est sommable alors la sous-famille (u;)iey l'est aussi .
Démonstration. Pour toute partie finie J incluse dans I, on a :

u;<Y u; =M.
ie] iel
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CHAPITRE 5 : Familles numériques sommables

5.5 Regroupement de la sommation

Soit (u;);e; une famille de réels positifs indexée par un ensemble I dénom-
brable.

Théoreme 27. On suppose I=TL Ul avec I, I, disjoints. Alors les deux

propositions (i) et (ii) sont équivalentes :
(1) (ui)ies est sommable.

(77) (Ui)ier, et (Ui)ier, sont sommables.
De plus, on a alors :

U= Y Ui+ Y u;.

iel iel iel,

Démonstration. .
(i) = (ii) Supposons (u;)ie; est sommable.
Puisque I, I, I les sous-familles (u;)ier, et (ui);e1, sont sommables.

De plus, pour F; finiec I et F, finiec I,

Y ui+ Y ui= Y ui<y u;=M.

i€k ieF, ieFHUF2 iel
- Z u,-+Z uiSZui.
iel i€l iel

(ii) = (i) Supposons que (u;)ier, €t (U;)ie1, sont sommables.

Pour F finie c I, on a :

Yui= Y ui+ Y ui< ) ui+ ) ui=M

ieF ieFnl ieFnly iel i€l

donc (#;)er, est sommable et

YDUIS Y Ui+ Y U

iel ielh i€l
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5.6 Sommation par paquets

W(REMARQUE :
Ce résultat s’'étend évidemment a I=L UL U..Uly, avec (Ij)i<j<ny deux a

deux disjoints.

o

"EXEMPLE :
Soit (up)pez une famille de réels positifs.
La famille (u;),ez est sommable si et seulement si la famille des termes po-
sitifs (4))pen+ et la famille des termes négatifs (u;,)nen= le sont.
De plus, on a alors,

Yup=up+ Y urj+ X u,
nezZ neN* neN*

5.6 Sommation par paquets

Théoreme 28. Soit (u;)ie; une famille dénombrable de réels positifs et (1) pen
une famille de parties de I vérifiant :

Vvn#m, I,nl,=9, et U I,=1.
nenN

Alors les deux propositions sont équivalentes :
(i) La famille (u;)ier est sommable ;
(it) Chagque famille (u;)icr, est sommable et la série :

Y up= EO( Y u;) converge.

iel n=0 iel,

Démonstration. .
(i) = (i)

Supposons (u;)ier est sommable.
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CHAPITRE 5 : Familles numériques sommables

Pour tout neN, I, c I donc (u;)je, est aussi sommable. Pour tout N € N

considérons la partition finie de I, réalisée a partir de Iy,..., Iy, et
J= U I
n=N+1
On a :
N N
Y X uis )y Y ui+tYui=)u
n=0iel, n=0iely, ie] iel

Puisque ( Y, u;) est une série a termes positifs aux sommes partielles ma-

iel,
+00
jorées, celle-ci converge et Y (Y u;) < Y u;.
n=0 ijel, iel

(ii) = (1)
Supposons (ii).
N
Soit une partie F, finie c I. Il existe NeN tel que Fc U I, et alors;

n=0

N N +00
Yui=Y (Y u)<sY (X u)<yY (Y w)=M.

ieF n=0 jeFnlI, n=0 jel, n=0 iel,

+00
La famille (¢;);e; est donc sommable et Y u; < Y (Y u;).
iel n=0 iel,

La richesse de ce théoreme est donc bien double :

> il permet de prouver en pratique qu'une famille est sommable en par-

titionnant a notre convenance notre ensemble d’indices.

> une fois prouvé que la famille est sommable, il fournit un moyen de
calculer sa somme mais surtout, en choisissant plusieurs partitions de

I, il donne des sommes de séries qui sont toutes égales a Y u; et donc
i

égales entre elles.

Théoreme 29. Soit (u;)ic; une famille dénombrable de réels positifs et (I,) nen

une famille de parties de I vérifiant : Vn#m, Iy,nl,=¢et U I,=1.
neN
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5.6 Sommation par paquets

St la famille (u;)ie; est sommable alors chaque famille (u;)ie, Uest aussi et
la série Y.(Y, uj) converge absolument.

iel,
De plus, on a alors :

+00

Yui= 2 (X u).

iel n=0 iel,
Démonstration. Puisque la famille (¢;);er est sommable, la famille (|u;])jer
I'est aussi et donc les familles (|u;l);es, le sont encore et la série converge.
Ainsi les familles (u;) e, sont sommables et la série Y. ( Y |u;|) est absolument

iel,

convergente car dans le cadre réel :

| Y wil< X uf ¥ u; < ¥ lul

iel, iel, iel, iel,
Il reste a établir I'égalité :
+00
Yui= Y (X u.
iel n=0 iel,

e Celle-ci est connue si tous les termes u; sont réels positifs.

e Celle-ci est encore vraie si tous les u; sont réels en raisonnant par ul+ et
u;.

]
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REMARQUE IMPORTANTE

Les différents themes traités dans ce mémoire peuvent étre généralisés et
restent valables dans tout espace vectoriel normé, a condition que celui-ci

soit complet.
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