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Introduction

Les nombres de Whitney interviennent aﬁans plusieurg domaines des mathématiques et
de manieére intensive en combinatoire énumérative. Il ont été introduits par T. A. Dow-
ling (voir [50]). Ils sont de deux type : les nombres de Whitney de premiere espece et
les nombres de Whitney de seconde espéece. Plusieurs auteurs se sont intéressés a ces
nombres. L’article de M. Benoumhani [25] se consacre & ces nombres et fournit une bi-
bliographie riche et donne les fonctions génératrices, les formules explicites et les relations
de récurrence, il montre aussi que la suite des nombres de Whitney de seconde espeéce
est strictemment log-concave. Les nombres de Whitney sont liés a plusieurs autres suites
combinatoires. En particulier, les nombres de Whitney de premiere espéce sont liés aux
nombres de Stirling de premiere espece et les nombres de Whitney de seconde espéce sont
liés aux nombres de Stirling de seconde espece.

On retrouve dans la littérature plusieurs généralisations : les nombres r-Whitney
de deux especes qui généralisent les nombres r-Stirling de deux especes introduits par
Broder[31]. Cheon et Jung [39] ont donné interprétation combinatoire des nombres r-
Whitney de deux especes associés aux treillis de Dowling et il a déterminé des identités
combinatoires, les fonctions génératrices, les formules explicites et les relations de récur-
rence.

Les nombres r-Whitney de seconde espéce sont équivalents aux nombres (7-£3)-Stirling,
notés <(Z)> . étudiés par Corcino [12]. Plusieurs propriétés de ces nombres ont été éta-
blis dans [12] et [13] qui sont analogues a ceux des nombres de Stirling de seconde espece.
D’autre part, les nombres r-Whitney de premiere espece sont équivalents aux nombres
de Stirling de premiere espece généralisés, noté Fy, (n,k), définis par Corcino [16],[47].

Plusieurs propriétés de ces nombres étaient déja établie, y compris une interpretation
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combinatoire pour F,,(n,k). Il apparait aussi qu’ils sont équivalents aux nombres de
Stirling généralisés de premiere et de seconde espece, noté {wq (n,k), Ws,(n,k)} étudiés
par Corcino [11]. Dans [11], les auteurs montrent que la suite {w, (n,k)}}_, est stricte-
ment log concave donc unimodale.

Le travail présenté dans cette these compléte les travaux de Cheon et Jung sur les
nombres r-Whitney de premiere et de seconde espece et généralise les travaux de Belba-
chir et Mihoubi [l 1] pour obtenir des relations de récurrence aux nombres et polynémes
r-Dowling et aussi généralise les travaux de Rahmani [30] sur les polynémes r-Eulériens de
Dowling. On donne des extensions de résultats obtenus par Boyadziev pour les nombres
r-Whitney. Nous nous sommes aussi intéressés aux nombres r-Whitney s-associés qui gé-
néralisent la notion de nombres r-Stirling s-associés [0], ainsi on étend les travaux de
Boutiche, Rahmani et Srivastava [30], [93] pour les polynomes de Bernoulli et d’Euler
généralisés de parametre m et les polynomes de Frobenius-Euler généralisés d’ordre su-
périeur.

Cette these est constituée d’une introduction, de cinq chapitres, d’'une conclusion et
d’une bibliographie.

Un premier chapitre contient les différentes notations et définitions de base qui seront
utilisées dans le reste du document. On présente aussi des généralités sur les nombres -
Stirling, les nombres et polynomes r-Bell et les nombres et polynémes r-Bell ordonnés, on
donne la technique du groupe de Riordan introduite par Shapiro et. al. [39], cette méthode
nous permet de trouver plusieurs résultats et des preuves trés simples de résultats précé-
demment établis. Ainsi, on étudie quelques suites de nombres : les nombres Harmoniques,
les nombres et polyndmes de Bernoulli, les nombres de Catalan, on présente la méthode
de la matrice d’Euler Seidel qui est relativement plus facile que la plupart des méthodes
combinatoires pour étudier la structure de tels nombres et polyndémes. On complete ce
chapitre avec une généralitée sur les nombres de Whitney associés aux treillis de Dowling,
on présente le treillis de Dowling introduit par Dowling [50] et différentes propriétés sur
les nombres de Whitney. On étudie les polynémes de Dowling et polynémes de Dowling
ordonnés et leurs propriétés.

Le deuxieme chapitre est réparti en quatre sections, on y définit les nombres r-Whitney,

les nombres et polynomes r-Dowling, les nombres et polynomes r-Dowling ordonnés et les
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nombres et polynémes r-Eulerien de Dowling. On cite les principales identités, on donne
une relation reliant les nombres r-Whitney de premiere espece aux nombres de Stirling

de seconde espéce
(1) S ) = ()t
j=k

et une autre relation lie les nombres r~-Whitney de seconde espéce aux nombres de Stirling

de premiere espece
(1) W) = () i
j=k

on présente des identités qui lient les deux types de nombres r-Whitney aux coeffi-
cients binomiaux et on exprime les nombres r-Dowling a 1’aide des nombres r-Whitney

de premiere espece et a l'aide des nombres r-Whitney de seconde espece.

k
Dmr n—i—k :Z mr—i—jm(n)a

Nous proposons une nouvelle formule pour les polynéomes r-Dowling en utilisant la mé-

thode de la fonction génératrice donnée par Gould et Quaintance [(3]

n k

Dpr(n+ k) => Wy (k,j) <TZ> (m7)" ™" &7 Dy ().
=0 j=0

Nous donnons une expression explicite pour les polynémes r-Dowling liés aux nombres
r-Whitney de premiere espece, nous les exprimons également en une famille de bases
spécifiques. On trouve une formule explicite et une relation de récurrence des polynémes
r-Dowling ordonnés, on étudie aussi les nombres et polyndémes r-Eulériens de Dowling et
on déduit que les polynomes r-Dowling ordonnés sont liés aux nombres r-Eulériens de

Dowling par

Dy r(n,x Zamr (n,k)(1 4 z)Fz" ",
k=0
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Le troisieme chapitre est consacré la transformée binomiale et aux nombres r-Whitney
ou on se propose de donner des extensions de résultats obtenus par K. Boyadzhiev grace

a la transformée binomiale en utilisant 'identité suivante

P P . P [k
Z(mk + 1), = Zj!mJWm,r(n,j) Z ( ,>Ck,
k—o j=0 k= \J
ou les ci,cy,... forment une suite de nombres complexes et p un entier positif. Cette

relation nous permet d’obtenir plusieurs identités. Ainsi, on trouve les relations qui lient
les nombres 7-Whitney de seconde espece aux nombres harmoniques et hyperharmoniques.

Le quatrieme chapitre est réparti en deux sections, la premiere est consacrée aux
nombres r-Whitney s-associés de seconde espece et aux différentes propriétés les concer-
nant. Ainsi, on introduit les nombres r-Whitney s-associés par la fonction génératrice

exponentielle suivante

00 n Tz mz _ ys—1 i /70 k
ST W) (nk) = = (6 j=0<mz>]/]'> .
=" n! k! m

On obtient plusieurs relations de récurrence et formes explicites. Ces derniéres permettent
d’écrire les nombres r-Whitney s-associés en termes de nombres r-Whitney s-associés
d’ordre inférieur et les nombres r-Whitney s-associés en termes de nombres r-Whitney
(s — 1)-associés en utilisant dans la preuve la fonction génératrice exponentielle et la
transformée binomiale. En suite on établit des identités combinatoires qui permettent
d’écrire les nombres r-Whitney s-associés en termes de nombres r-Stirling s-associés en
utilisant la matrice de Riordan. Dans la seconde section, on définit les polynoémes r-
Dowling s-associés et on donne leurs principales propriétés, ainsi on donne des relations
de récurrence et formes explicites permettant d’écrire les polynémes r-Dowling s-associés
en termes de nombres r-Dowling s-associés d’ordre plus petit et les polynomes r-Dowling
s-associés en termes de polyndémes r-Dowling (s —1)-associés en utilisant dans la preuve la
fonction génératrice exponentielle, la transformée binomiale et la méthode de la matrice
)

d’Euler Seidel. On donne aussi des résultats sur les nombres de Whitney s-associés et les
polyndémes de Dowling s-associés comme des cas spéciaux.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous proposons une formule explicite pour les po-
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lyndémes de Bernoulli généralisés de parametre m en termes de polynomes de Whitney
généralisés. On donne aussi une relation entre les nombres de Bernoulli généralisés et les
nombres de Catalan et on génere le coefficient du nombre de cosécantes hyperboliques en
termes du nombre de Bernoulli généralisé. En outre, on donne une formule explicite pour
les polynomes d’Euler généralisés en termes de polynomes de Whitney gééralisés et on
génere le coefficient de la sécante hyperbolique en termes du nombre d’Euler généralisé.
On traite ainsi les polynémes de Frobenius-Euler généralisés H(™ (z, a|\) d’ordre o (dans
C avec A # 1) et les polynomes de Frobenius-Genocchi que nous exprimons en termes
de polynomes de Whitney généralisés de seconde espece. Ensuite, on introduit les poly-
noémes de Whitney translatés de seconde espece et on écrit les polynomes de Bernoulli
généralisés, les polynomes d’Euler généralisés et les polynomes de Frobenius-Euler géné-
ralisés en termes des polynomes de Whitney translatés de seconde espece. On compléte
ce chapitre par une relation de récurrence a trois termes pour calculer les polynémes de
Frobenius-Euler généralisés H(™ (z,a|\) d’ordre a.

m(a+1)

Apiri(z) = (x —ml)Ap(x) + T

An,H—l (flf),

avec Ao (x) =1 et
m - n m n—
Ausle) = A2 0) = 3 () A8

avec Aé:lm(m,oz) =1et Aﬁ:gl(x,oz) = H™ (z,a|\).




Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons les notations et définitions dont on aura besoin dans
les chapitres suivants. Elles sont principalement puisées dans les ouvrages de Comtet [10],

Charalambides [38], Dowling [50] et Graham, Knuth et Patashnik [64].

1.1 Notations

On note par 9, ,, le symbole de Kronecker défini par :

f1 sin=m
6n,m:
i() si n # m.

On désigne par n! le produit suivant :
nl=nn-1)---1.

1.2 Relation d’équivalence, ensembles ordonnés, treillis

Le but de ce paragraphe est de définir le treillis de Dowling ainsi que les rangs et

co-rangs associés.

1.2.1 Relation d’équivalence

Soient X et Y deux ensembles.
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Produit cartésien : On appelle produit cartésien de deux ensembles X et Y, noté
X x Y, I’ensemble de toutes les paires ordonnées possibles dont le premier élément est

dans X et le deuxieéme est dans Y :

XxY={(zy)/xreXetyecY}.

Relation binaire : Une relation binaire R d’un ensemble X vers un ensemble Y est
définie par une partie G de X x Y.

Si (z,y) € G on dit que z est en relation avec y et on note xRy. On dit que y est une
image de x .

Dans le cas particulier ou X =Y, on dit que R est une relation binaire définie sur X
ou dans X.

Relation d’équivalence : Une relation d’équivalence R dans un ensemble X est une
relation binaire :

Réflexive, tout élément = de X est associé a lui-méme : Vr € X, zRx.

Symétrique, tout élément de X est I'image de son image : V(z,y) € X2, (zRy) =
(yRz).

Transitive, toute image d’une image d'un élément de X est image directe de cet
élément : V(x,y,2) € X3, (aRy et yRz) = (aRz).

Classe d’équivalence : on appelle classe d’équivalence d’'un élément x € X noté
R(z), Pensemble des images de x par la relation d’équivalence R : R(z) = {y € X/xRy}.

Propriété. Les classes d’équivalences vérifient les propriétés suivantes :

1. R(z) est un sous-ensemble de X.

2. R(x) n’est jamais vide, car elle contient au moins z. Inversement, tout élément
de X appartient a au moins une classe d’équivalence : la sienne.

3. R(x) = R(y) si et seulement si y € R(x). Inversement, si y ¢ R(z) alors R(z) N
R(y) = 2.

Remarque 1.1. On déduit de ce que précede que I'’ensemble des classes d’équivalence
de X forme une partition de X. Inversement, toute partition de X définit une relation

d’équivalence.
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1.2.2 Ensembles ordonnés

Définition 1.1. Un ensemble ordonné est une relation binaire sur un ensemble V', dési-

gnée par <, satisfaisant les propriétés suivantes pour tout z,y,z € V :
1. x <z (réflexivité) ;
2. x <yety<ximpliquent z =y (antisymétrie) ;

3. z <yety<zimpliquent z < z (transitivité).

On lit x inférieur ou égal a y ou que x minore y le fait que x <y, et on note x L y le
fait contraire.

On note z < y si & < y et y # x, ou ce qui est équivalent si z <y et y S x. On dit
que x est strictement inférieur a y.

Dans ce qui suit on suppose P fini.

Lorsque deux éléments z, y satisfont les deux conditions :
1.z <y,
2. il n’existe pas de z satisfaisant x < z < y,

on dit que x est couvert par y (ou que y couvre ) et on note ce fait z < y, on dit aussi
que x est une couverture inférieure de y ou y est une couverture supérieure de x.

Un élément x d’'un ensemble ordonné P est un élément minimal, resp. élément mazimal
s’il n’a pas de couverture inférieure, resp. couverture supérieure. Notons I’ensemble des
éléments minimaux, resp. 'ensemble des éléments maximaux de P par min(P), resp.
max(P).

e

Pour chaque entier ¢ > 0, on définit le ¢ niveau de P par

ou Ly = min(P).

La hauteur ou rang h(x,P) d’un élément = € P est le numéro ¢ du niveau L; contenant
x. La hauteur d’'un ensemble ordonné P est h(P) := max{h(z,P) +1:x € P}.

Le corang c¢(z,P) d'un élément x € P est ¢(x,P) = h(P) — h(z,P) — 1.
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1.2.3 Treillis

Minorant, majorant, borne supérieure, borne inférieure

Soit P un ensemble ordonné. Soit a un élément de P et B une partie de P on dit que
a minore B si a minore tout élément b de B. De méme, on définit la majoration d'une
partie par un élément a de P. On notera B~ l’ensemble des éléments de P qui minorent
B et AT I'ensemble des éléments de P qui majorent A.
Lorsque A% a un plus petit élément, celui-ci s’appelle la borne supérieure de A. Cet

¢élément noté sup(A), est donc caractérisé par les deux propriétés suivantes :
1. a € A= a <sup(4),
2. Sia€ A= a<b,alors sup(A) <b.

Lorsque A~ a un plus grand élément on 'appelle la borne inférieure de A. On le note

inf(A).

Treillis complet, treillis

Lorsque toute partie S d’un ensemble ordonné P a une borne supérieure, noté sup(.S)
et une borne inférieure noté, inf(.S), I'ensemble ordonné est appelé un treillis complet.
Lorsque on impose seulement que toute partie & deux éléments ait une borne supérieure
et une borne inférieure, ’ensemble ordonné P est appelé un treillis.

On dit que T est le plus grand élément d'un ensemble ordonné P si pour chaque z € P,
T > x. Par dualité, on définit le plus petit élément L de P.

On dit qu'un élément d’un ensemble ordonné P est un atome s’il couvre le plus petit
élément. Un coatome d'un ensemble ordonné P est un élément couvert par le plus grand
élément.

Un treillis fini T" est semimodulaire si pour tout z,y € T':
xet y couvrent inf {z,y} = sup{z,y} couvre x et y.

Un treillis T fini est un treillis géométrique s’il est complet, semimodulaire et si chaque

élément x de T est une borne supérieure de ’ensemble des atomes dans {y : L <y < z}.
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1.2.4 Fonction de Mo6bius, polynéome caractéristique

La fonction de Mobius p d'un ensemble ordonné P fini est la fonction définie sur P x P

a valeurs dans Z par :

:{ plez) =1
{ p(ry) = =Yooy i(z,2) si 2 <y .
L p(y) =0 sinon

Le polynome caractéristique d’un treillis géométrique 1" fini de rang n est définie par :

pr(v) = 3 p(Lz)y o),
zeT

1.3 Dénombrement
Soit N un ensemble finie, |[N| = n ou |N| est la cardinalité de ’ensemble N.

Définition 1.2. Une m-combinaison de m objets de N = {1,2,... ,n} est une partie M

a m éléments.

En d’autres termes, une combinaison est une distribution de m boules indiscernables

dans n urnes discernables.

Le nombre de m-combinaisons est noté (:;) On a:

m! (n—m)im!’

<n> nn—1)---(n—m+1) n! (1.1)
avec la convention,
n
( >—O, pour m <0 ou m > n. (1.2)
m

Définition 1.3. Un m-arrangement d’une partie M a m éléments de N est une partie

dont les éléments sont numérotés.

En d’autres termes, un arrangement est une application injective d’un ensemble M a

m éléments dans un ensemble N & n éléments.

10
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Le nombre de m-arrangement de N noté (n),,, vaut :

n!

(n)ypm=nn—1)---(n—m+1) = (1.3)

(n —m)l’
Définition 1.4. On appelle permutation de N, notée P, tout arrangement de I’ensemble
N dans un ordre donné. Une permutation est identifiée a une fonction bijective de N dans
lui-méme.

Le nombre de permutations est égal a n!, car une permutation n’est autre qu’'un n-

arrangement de N.

Définition 1.5. On dit que la suite (p1,p2,...,pm), pi € N,1 < i < m, forme un cycle
de longueur m dans une permutation P si P(p;) = pe2, P(p2) = p3,..., P(pm_1) =

Pm; P(pm) = P1-

Définition 1.6. Soient ki.ks, ... k,,m > 1 des entiers relatifs, on définit le coefficient

kitko+-+km

multinomial, noté ( oy g o ), par :

<k1+k2+---+km>  Gbleetha) g > 0,0 € (1,2, m)
ki,ko, ..k i()? stnon

Définition 1.7. Soient z € C et n € Z, la factorielle descendante d’ordre n, notée (z),,
est définie par la relation suivante :
(x)py=xz(z—-1)---(x—n+1), n>1, (1.4)
(x)o = 1.
Propriétés Soient x,y € C et n,m € Z, alors :
(@)ntm = (€)n(€ = 1),

1
(x)_m:m x#—-1,—2,...,—m.
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1. PRELIMINAIRES

Définition 1.8. Soient x € C et n € Z, la factorielle ascendante ou montante d’ordre n,

notée (x),,, est définie par la relation suivante :

(), =2(z+1)---(r+n-1), n>1, (1.5)

On a:

Définition 1.9. Soient x € C et n € Z, la factorielle descendante généralisée d’ordre n

et de parametre m, notée (x|m), , est définie par la relation suivante :
(xm), =x(z—m)---(r—(n—1)m), n>1, (1.6)
(x[m)y = 1.

Définition 1.10. Soient z € C et n € Z, la factorielle ascendante généralisée d’ordre n

et de paramétre m, notée (x|m), , est définie par la relation suivante :
(xm), =z(z+m)---(r+(n—1)m), n>1, (1.7)
(z[m), = 1.

Définition 1.11. Soient x € C et n € N, le coefficient binomial généralisé, noté (fL), est

(i) - (?'” (1.8)

1.3.1 Transformée binomiale

défini par la relation suivante :

Définition 1.12. La transformée binomiale d'une suite (a,)n>o est une suite (by,)n>0

telle que pour tout entier positif £, on a :

ko(k
j=0 \J

avec la formule d’inversion

12



1. PRELIMINAIRES

1.4 Fonctions génératrices

Dans cette partie on présente les fonctions génératrices (voir [40]).

Définition 1.13. Soit (a,)nen une suite de nombres réels. On appelle fonction génératrice

ordinaire de la suite (a,),, la fonction :
A(z) =) aza”.
n=0
On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (a,)nen, la fonction :
o0 x?’l/
E(x) = Apy—.
() nX::O —

Remarque 1.2. Nous définissons ici les fonctions génératrices de maniere formelle.

Définition 1.14. [10] On appelle fonction génératrice factorielle de la suite (ap),, la
fonction :
F(z) =" an(2)n.
n=0

On appelle fonction génératrice binomiale de la suite (ay,),, la fonction :
B(z) =) a, (w)
n=0 n

Définition 1.15. Soit (@ m)nmen une suite bidimensionnelle de nombres réels. On ap-

pelle fonction génératrice double ordinaire de la suite (an m)n.m, la fonction :

Alz,z) =D ) apma™z"
n=0m=0
On appelle fonction génératrice double exponentielle de la suite (@ m)nm, la fonction :

E(z,z) = i i Qn,

n=0m=0

kAl

"ml !’

Remarque 1.3. Dans le cas ou la suite (@, m)nm est triangulaire (i.e., ay,, = 0 pour

n < m), il est plus commode d’utiliser la fonction génératrice mizte suivante :

[e.e] n Zn
Pz,2)=> Y ammxmg.

n=0m=0
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1. PRELIMINAIRES

1.5 Nombres de Stirling, nombres et polynémes de

Bell et nombres et polynémes de Bell ordonnés

Dans cette partie, on présente les nombres de Stirling des deux especes et les nombres
de Bell. Les propriétés de ces nombres ont été principalement puisées de L. Comtet [10],

de Graham, Knuth et Patashnik [(1], Charalambides [3%] et Crstici, Sandor et Mitrinovic

[49].

Définition 1.16. Le nombre de Stirling de premiére espéce, noté s(n,k), compte le nombre

de permutations de I'ensemble {1,2,... n} ayant exactement k cycles (0 < k < n).

Les nombres de Stirling de premiere espece vérifient la relation de récurrence suivante,
pour n > 1
s(nk) =(n—1)s(n—1,k) +s(n—1,k—1),

avec s(n,0) = g, s(0,0) = 1.

Définition 1.17. Le nombre de Stirling de seconde espéce, noté S(n,k), compte le nombre

de partitions de I’ensemble {1,2,... ,n} en k sous-ensembles non vides (0 < k < n).

Les nombres de Stirling de seconde espece vérifient la relation de récurrence suivante :
S(n,k) =kS(n—1,k)+S(n—1,k—1),

avec S(n,0) = g, S(0,0) = 1.

Exemple 1.1. : L’ensemble {1,2,3,4} possede 11 permutations ayant 2 cycles 1234, 1243,
2134, 2143, 3124, 3142, 4123, et aussi 4132, 1234, 1324 et 1423. Par conséquent : s(4,2) =
11.

Exemple 1.2. L’ensemble {1,2,3,4} possede 7 partitions en deux sous-ensembles non

vides : {{1,2,3}; {4} }.{{1,2,4}; {3}}, {{1.3,4}; {2}}, {{2, 3,4} {1}}
et aussi {{1,2};{3,4}}, {{1,3};{2,4}} et {{1,4};{2,3}}. Par conséquent S(4,2) = 7.

Les nombres de Stirling de premiere espece vérifient la relation

n

(), = Z(—l)"‘ks(n,k)xk.

k=0
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1. PRELIMINAIRES

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Stirling de premiére

espéce est donnée par :

is(n,k)i = (=1) (hllg(!l —2)) : (1.9)

Les nombres de Stirling de seconde espece vérifient la relation
" =" S(nk) ().
k=0

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Stirling de seconde espece

est donnée par :

> 2" 1
> S(n,k:)g = H(ez —1)". (1.10)
n=~k : :

Définition 1.18. Le nombre de Bell, noté B,,, compte le nombre de partitions d’un en-
semble a n éléments, i.e B, = Y1_, S(n,k).

Le polynéme de Bell est défini par : B, (z) = Y7, S(n,k)z".

Exemple 1.3. L’exemple suivant illustre 'interprétation des nombres de Bell.

Par définition, on a :

By =5(4,0) +5(4,1) + 5(4,2) + S(4,3) + S(4,4).
S(4,0) =0,
S(4,1) compte le nombre de partitions de 4 éléments en un sous-ensemble :
{{1,2,3.4}},
S(4,2) compte le nombre de partitions de 4 éléments en deux sous-ensembles :
142343}, ({23 {1341, (03141241 1 ({4} {1231, {1123 343}, ({13424},
{{1.4}.{2,3}},
S(4,3) compte le nombre de partitions de 4 éléments en trois sous-ensembles :
2341} ({1 314240, L1441 2,31, ({33 421414, {4344} (1.2},
{41421 {13},
S(4,4) compte le nombre de partitions de 4 éléments en quatre sous-ensembles :

{{13.{2}.{3}.{4}},
ainsi, By =0+14+74+6+1=15.
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1. PRELIMINAIRES

Les nombres et polynémes de Bell vérifient, respectivement, les relations de récurrence

suivantes :

Bn+1 - Z <Z> Bk7

k=0

Bypi(z) = é <Z> By().

Définition 1.19. Le nombre de Bell ordonné, noté B,,, compte le nombre de partitions
ordonnées de I'ensemble {1,2,... n}. Il est donné par I'identité suivante :
B, = zn: kLS (n,k).
k=0

Exemple 1.4. On donne un exemple pour illustrer 'interprétation des nombres de Bell
ordonnés.
Pour n =4, on a : 1 partition (un sous ensemble de 4 éléments).

7 partitions en deux sous ensembles : 4 partitions de 3+ 1 et 3 partitions de 2 + 2. Ce
qui donne 7 x 2 = 14.

6 partitions en 3 sous ensembles 2 + 1 + 1, soit 6 x 3 x 2 = 36.

1 partition en 4 sous ensembles 1 + 141+ 1, soit 4 X 3 X 2 = 24.

ainsi, B, = Y1 k!S(4,k) = 75.

Le polynéme de Bell ordonné, B,,(x), est défini par :

B, (z) =Y klS(nk)z".
k=0
Les nombres de Bell ordonnés vérifient la relation de récurrence [53]

" (n+1
Bn—i—l:Z( k )Bk

k=0
1.6 Nombres r-Stirling, nombres et polynémes r-Bell,
nombres et polynémes r-Bell ordonnés

Dans cette partie, on étudie les nombres r-Stirling, les nombres r-Bell et les nombres

r-Bell ordonnés. On peut retrouver dans [31], [35] et [37] les propriétés de ces nombres.
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1. PRELIMINAIRES

Définition 1.20. Le nombre r-Stirling de premiére espéce, noté s,(n + rk + r), compte
le nombre de permutations de 'ensemble {1,2,...,n + r} ayant exactement k + r cycles

tels que les r-premiers éléments soient dans des cycles distincts, » > 0,0 < k < n.

Les nombres r-Stirling de premiere espece vérifient I'identité suivante, pour n > 0

(x+7), = s(n+rk+r)ak
k=0

Définition 1.21. Le nombre r-Stirling de seconde espéce, noté S,.(n + rk + r), compte
le nombre de partitions de I'ensemble {1,2,...,n 4+ r} en k + r sous-ensembles non vides

tels que les r-premiers éléments sont dans des sous-ensembles distincts.

Les nombres r-Stirling de seconde espéce vérifient 'identité suivante, pour n > 0

n

(z4+7r)"=> S (n+rk+r)(z)

k=0
Définition 1.22. Le nombre r-Bell, noté B, , est le nombre de partitions d'un ensemble
a n + r éléments tels que, dans chaque partition, les r-premiers éléments sont dans des

sous-ensembles disjoints. Il sont donc donnés par :

Le polynome r-Bell est donné par

B, () =Y S (n+rk+r)z.

)

Les polynémes r-Bell sont obtenus récursivement par la relation suivante :
By () = Bnyar-1(z) = (r = 1) By (),

avec By, (z) = 1, pour tout r.

Les nombres r-Bell vérifient 'identité

17



1. PRELIMINAIRES

Définition 1.23. Le nombre r-Bell ordonné, noté B, ,, donne le nombre de partitions
ordonnées d'un ensemble a n 4 r éléments telles que les r-premiers éléments soient dans

des sous-ensembles disjoints. Il est donné par :
By =Y (k+m)S(n+rk+r).
k=0
Le polynome r-Bell ordonné est défini par la relation suivante :
Br(x) =3 (k+r)S.(n+rk+r)z”
k=0

Les nombres r-Bell ordonnés vérifient I'identité [77]

SN UE R

k+r+11.|
= 2 k!

1.7 Matrice de Riordan

Dans cette partie, on présente la matrice de Riordan (voir [29], [90] et [39]).

Définition 1.24. Une série formelle est une somme infinie définie a partir d’une suite

de nombre complexe (a,)nen de la fagon suivante :
o
ao+ a1z + ag2? + ... = Zanz”,

ou z est une variable formelle.

Notons C[[z]] 'anneau des séries formelles a coefficient dans C et en une variable z.
Sif(z) = X0 ganz™ € C|[z]], pour tout n € N, on notera [2"] le coeflicient de z™ dans
f(2) et on écrit a,, = [2"]f(z).

Définition 1.25. Une matrice de Riordan ordinaire notée ((g(z),f(z)) est une matrice

triangulaire inférieure infinie L = [l,, 4] construire a partir de deux séries formelles

g9(z) € C[[z]] et f(z) € C][[2]] telle que g7(07) #0, f(0) =0 et f/(0) # 0. De telle maniére
bk = [2"9(2)(f(2))".

Si L = [2:]9(2)(f(2))¥/k!, la matrice L s’appelle matrice de Riordan exponentielle,

en abrégé e-matrice de Riordan et est notée (g(z),f(z)).

18



1. PRELIMINAIRES

Remarque 1.4. o 30 jlnrz™ = g(2)(f(2))* est la fonction génératrice ordinaire de
la k-iéme colonne de la matrice de Riordan ordinaire.
o > Loz /n! = g(2)(f(2))*/k! est la fonction génératrice exponentielle de la k-

ieme colonne de la matrice de Riordan exponentielle.

L’ensemble des matrices e-Riordan € = {(g(2),f(2)), g(0) #0, f(0) =0 et f'(0)#0}

forme un groupe par la multiplication définie par

L’élément identité de & est (1,z), la matrice identité usuelle et I'inverse de (g(2),f(2))
est donnée par (g(2),f(2))"' = (1/9(f(2)),f(2)), ot f est 'inverse de f, i.e.,f(f(z)) =
f(f(2) =z

Soit (g(2),f(2)) une matrice de Riordan exponentielle, soient A(z) = 32,50 a,2" /n! et

B(z) = X ,50bn2™/nl, alors on a

ol T
aq b1
a9 b2
(9(2),f(2)) = < 9(2)A(f(2)) = B(2)
Cette propriétée s’appelle la propriétée fondamentale des matrice de Riordan ([39],[90]).

la matrice de Pascal P est une matrice dont les coefficients sont les coefficients bino-
miaux, la matrice de Stirling de premiére espéce est une matrice dont les coefficients sont
les nombres de Stirling de premiere espece et la matrice de Stirling de seconde espece est
une matrice dont les coefficients sont les nombres de Stirling de seconde espece.

Soient, ci-dessous, la matrice de Pascal P et Sj, (resp. S3) la matrice de Stirling de

premiere espece (resp. seconde espéce). La matrice e-Riordan de ces matrices est donnée

P=(z) = KZ)L@O (1.11)

Sy = (1, = In(1 = 2)) = [5(1.k)],pz0 (1.12)

par [90] :
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1. PRELIMINAIRES

Sy = (1,e* — 1) = [S(n,k)],, >0 - (1.13)

Voici les premieres lignes de la matrice de Pascal, de la matrice de Stirling de premiere

espece et de la matrice de Stirling de seconde espece respectivement :

S

0
0
1
3

Y
Il
— = ) =

0
1
2
3
4

D W = O O

0
0
0
1
4

- o O O O

1
0
0
0
0

S N W = O
S = O O O

0
0
0 Sy =
0
1

o o o o =
— = = = O
N w = o O

0 0
0 0
0 0
10
11 6 1

Pour m € R*, on définit la matrice de Pascal généralisée P [m| par sa matrice e-Riordan

Plm] = lm”k (Z)Lkzo (1.14)

motivée par :
Pm] = (e™2) = (1,mz) (¢*,2) (1,mz) " = lm”_k <Z>] :

La matrice de Stirling de premiére espéce généralisée Sy [m)

Sy [m] = [m""“S(”a’fﬂn,kzo- (1.15)
motivée par :
—In(1 —mz2) -1 n—k
S1[m| = 1,7 = (I,mz) (1, —In(1 — 2)) (1,mz)" = [m 3<n’k>]n,kzo .
Et la matrice de Stirling de seconde espéce généralisée Sy [m]
Sy [m] = [mn_kS(n,k)]meO, (1.16)

motivée par :

Sy [m] = <1,6m;‘ 1> (Lmz) (L& — 1) (Lmz) " = [m"*S(n,k)]

n,k>0"

Ainsi,
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1. PRELIMINAIRES

. n _ n k N
Puisque 3,5 (Z)% = LeZF alors 3,5, m” k(’;)i—, = Lem (%) . D’ou

o p ).

Comme 3,5 S(n,k)% = % (e* — l)k, alors 3-,,> m”*kS(n,k‘)% = % (67

em® _ 1 .
<1, - > = [m kS(n,k)]n,kzo.

De méme pour la relation (1.7).

Voici les premieres lignes de la matrice de Pascal généralisée, de la matrice de Stirling

de premiere espece généralisée et de la matrice de Stirling de seconde espece généralisée

respectivement

1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
m 1 0 0 O 0 1 0 0 O
Piml=|m?> 2m 1 0 0| Sifml=[0 3m 1 0 0
m?® 3m? 3m 1 0 0 2m*> 3m 1 0
m* 4m® 6m? 4m 1 0 6m® 11m? 6m 1

1 0 0 0 O

0 1 0 0 O

Syml=(0 m 1 0 0

0 m> 3m 1 0

0 m® Tm? 6m 1

1.8 Fonction Gamma

Définition 1.26. Pour tout z € C telle que R(z), la partie réelle de z est strictement

positive, la fonction Gamma, notée I', est définie par :
+00 1
.z— / e tdt.
0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ou la partie réelle est
strictement positive.

Cette fonction peut étre prolongée analytiquement en une fonction holomorphe sur
I’ensemble des nombres complexes, exceptés pour z € Z~. C’est ce prolongement qu’on

appelle généralement "fonction Gamma'.
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Propriétés
En intégrant par partie, on montre que :
['(z41) = 2I(2).

En particulier, I'(1) = 1 et I'(n + 1) = nl.
La fonction Gamma est donc un prolongement de la factorielle a ’ensemble des

nombres complexes (excepté les entiers négatifs ou nuls).

1.9 Série hypergéométrique

Dans cette partie on étudie la série hypergéométrique (voir [1]). Soient a;, b;, 1 < i <
m, 1 < 7 <n des réels, m,n € N.

La série hypergéométrique associée est la fonction définie par :

at...0am = (@) (@) (am) @
L) T B el (B B

Les é€léments a;, bj, 1 < i < m, 1 < j < n sont les parametres et x est 'argument de la
fonction.

Ces séries sont une généralisation de la série hypergéométrique gaussienne :

a b _ & (@) (), 2"
" c ! _;;) (e), k

Gauss, en 1812, a étudié ses propriétés. On peut ’écrire en utilisant la fonction Gamma :

a b & T(a+ k(b4 k)L (c) o*
4 T = TR TOTet k) K

C k=0

elle est solution de I’équation différentielle suivante :

iz — 1)y (x) + (c— (a+ b+ 1)x)y (z) — (ab)y(x) = 0.
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Quelques exemples

Si on prend m = n = 0, on obtient :

ooxk
Fo(le) =) — =€".
00
pr
Pourm=n=1eta;=b;=1,0ona:
1 X
1F1 X = €.
1

Ceci est valide car la fonction n’est pas modifiée si on ajoute deux parametres identiques
en haut et en bas.

Sion prend m =2, n=1et a; =ay, = by = 1, on obtient :

11 s 1
2F1 i = I‘kziz 1F0.
1 I;) 1l—x

Sion prend m =2, n=1, a; = a, ap = by = 1, on obtient ce qui suit :
> ¥ 1
F = E — '
21’1 x (@) Ll (1—x)

1 k=0

Mémes conditions avec a; = —a et x = —x, on a :

2o F . —z | =(1+42)"

Un cas particulier de la série hypergéométrique est :

In(l+z) = zF —x
2

1.10 Nombres harmoniques et généralisations

Le nombre harmonique, noté H,,, est défini par :

1 1 1
H,=1+-+—-+4---4+—, ou Hy=0.
2 3 n
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11 25 137 49 363 761 7129 3781

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 % 6 12 60 20 140 280 2520 2520

TABLE 1.1 — Nombres harmoniques.

Les premiéres valeurs des nombres harmoniques sont présentées dans la table (1.1).

La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres harmoniques est donnée par

(voir [60]) : N - )
nngnx”: T

et la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres harmoniques, obtenue par

Gosper en 1996, est donnée par :
Z an— =" oFy -
n=0 n! 2
Propriétés [24]

Pour tout n € N*, on a :

(1) ¢t Hy, = nH, —n,

(2) Pour 0 <m < n,
= [k 1
o= (o) (o550,
= I m+1 m+1

5 ()it () oo

Nombres hyperharmoniques

(3) Pour 0 <m < n,

Une des généralisations des nombres harmoniques est celle donnée par Conway et Guy

dans [11].

24



1. PRELIMINAIRES

Le nombre hyperharmonique, noté H(), est défini par la relation de récurrence sui-

vante :
) =0, pour r<0 ou n<0o0,

Ss

n

pour 7 > 0,

n

1 ry __ n r—1
\ }¥£) _’E:k:11¥£ )'

— N
(=]
=
|
—

Le nombre H(" s’appelle le n®™ nombre hyperharmonique d’ordre m, il s’exprime en

termes des coefficients binomiaux et des nombres harmoniques comme suit (voir [11]) :
-1
HD = (” tr : ) (Hpsr1 — Hy1). (1.17)
T E—

La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres hyperharmoniques est donnée
par (voir [23]) :

> In(1 —x)
HM e —
2 ==

et la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres hyperharmoniques est

donnée par (voir [$1]) :
— 1) 1 1
Z (T)x = et ZH(Tk —f—l'@(r |2> 2F2 —r
n=0 (r!) r+1 r+1

Il est & noter que ces nombres ne sont jamais entiers pour une grande classe des valeurs
de n et r (voir Mezo [75], Ait Amrane et Belbachir [2],[3] et voir aussi [01]). Le probléme

reste encore ouvert dans sa globalité. Pour d’autres propriétés, voir [23].

1.11 Nombres et polynémes de Bernoulli

Les nombres et polyndmes de Bernoulli sont présentés dans [1], [29], [1&], [71] and [73].

Définition 1.27. Pour tout n € N, le nombre de Bernoulli, noté [(5,, est défini pour

n > 1, par

1 "/n+1
avec

Bo=1.
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Remarque 1.5. Les nombres de Bernoulli sont rationels.

Les nombres de Bernoulli vérifient les identités suivantes :

1. Pour tout entier n > 0 et tous entiers p,r > 0, on a

n—1 1
Y (k+r)P= Zm(ﬁpﬂ(”+7") — Bpra(r)). (1.18)
k=0
2. Formule de Faulhaber
n p—1 ‘
py k! :np+np_1+25i<§>np_l+g. (1.19)
k=1 i=2

On liste dans la Table (1.2) les premieres valeurs de [,

n|0 1 23 4 5 6 7 8 9 10
Boll =3 Lo X 0 L o -k o 2

66

TABLE 1.2 — Nombres de Bernoulli.

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Bernoulli est donnée

par :

© 2™ z
> bne =7 (1.20)
n=0 :

Définition 1.28. Pour n € N, le polynéme de Bernoulli est défini par :

) =3 (1),

k=0
ainsi (,(0) = fB,.

On donne dans la Table (1.3) les premieres valeurs de f3,,(x) pour n <5 :
La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynémes de Bernoulli est donnée

par :
Zez:r

o0 Zn
gﬁn(ﬂ?)g T e -1

(1.21)
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P ()
1

1
r—3

a? — x4 §

3_ 3.2 x
T 5T°+ 5

4 o3 2 1
T 20° +x 0

5 5.4, 5.3 =z
A R

Gl x| W NN~ o3

TABLE 1.3 — Polynomes de Bernoulli.

1.11.1 Nombres de Bernoulli généralisés

On définit les nombres de Bernoulli généralisés pour tout entier r par leur fonction

génératrice exponentielle comme suit :

S (r)ﬁ = < i )r > 1 1.22
Y= () ez (122
On a 57(11) = B,.
Les premieres valeurs de ces nombres :
" 50
0 1
1 .
r(3r—1)
2 12
—r2(r—1)
3 8
1 1 1 1
4 @7“4 — @7"3 + @7"2 + m?“

TABLE 1.4 — Nombres de Bernoulli généralisés.

1.12 Nombres de Catalan

Le nombre de Catalan d’indice n, appelé n-ieme nombre de Catalan, est défini par
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Co= (%) = Gt
Les dix premiers nombres de Catalan pour nde 0 a9sont: 1,1,2,5,14,42,132,429, 1430
et 4862.
Les nombres de Catalan satisfont la relation de récurrence
2(2n+1)

Chi1 =
+ n+2

C,, pour n >0

avec Cy = 1.

1.13 Matrice d’Euler Seidel

Dans cette partie on présente la méthode de la matrice d’Euler Seidel [57]. Cette
méthode est relativement plus facile que la plupart des méthodes combinatoires pour

étudier la structure de tels nombres et polynémes.

Définition 1.29. Soit une suite réelle (a,),. La matrice d’Euler-Seidel correspondant a

la suite (a,), est déterminée récursivement par la formule suivante :

=ay, (n>0),

0
ak =a"t rall, (n>0,k>1) (123)
n -~ “n n+1» - Y - )

ol a? est la premicre ligne et a? est la premicre colonne.
i.e.

k-1 k—1
a, — Qi

k

n

De la relation (1.23), on remarque que la premiere ligne et la premiére colonne peuvent

étre transformées par les identités de Dumont suivantes (voir Dumont [57]).
" (n
HEDY aj, (1.24)
im0 \k
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et

Q=3 (Z) (—1)"*ak. (1.25)

Proposition 1.1. (Euler, 1783 [59]). Soit a(z) = Y>2°,a%z", la fonction génératrice de

la suite initiale (al),. Alors la fonction génératrice de la suite (aj}), est donnée par

a(x)zgagaznzll a( ‘ > (1.26)

-z 1—=x

Proposition 1.2. (Seidel, 1877 [55]). Soit A(z) = Y02 ab%:, la fonction génératrice
exponentielle de la suite initiale (al),. Alors la fonction génératrice exponentielle de la
suite (af}),, est donnée par

n

Alz) = fjoagi! = " A(z). (1.27)

1.14 Nombres de Whitney associés aux treillis de
Dowling

Dans cet partie, on présente les nombres de Whitney associés aux treillis de Dowling
des deux especes, On cite leurs principales propriétés.
Les identités et propriétés de ces nombres ont été principalement puisées de M. Be-

noumhani [25], [27] et T. A. Dowling [56].

1.14.1 Treillis de Dowling
On présente le treillis de Dowling introduit par Dowling [50].

Définition 1.30. Le treillis de Dowling, noté Q),,(G) est un treillis géométrique de rang

n sur un groupe G.

Soit G un groupe fini d’ordre m > 1. Une partition partielle de 'ensemble {1,2,...,n}
est une collection de sous-ensembles disjoints non vides de 'ensemble {1,2,... n}.
Pour une partition partielle A = {A;,As,...,As} de {1,2,... n}, on définit une G-

partition partielle de {1,2,...,n} par une famille & = {ay,as,...,as} de fonctions a; :
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A; — G, on définit la fonction d’unité e; : {i} — G par e;(i) = 1,7 € {1,2,...,n} alors
chaque fonction a; s’écrit comme une combinaison linéaire a; = ;4. grex, avec gp € G
et gr = a;(k).

Soit @, (G) I'ensemble de toutes les G-partitions partielles de {1,2,... n}.

Soient o, € Q) (G)onav={a;: Ai = G, i=1...stetf={by: By - G, k=1...1},
on dit que a < 3 si pour chaque b, € (3 il existe un sous ensemble o; de a et g; € G tel
que by = >,.cq, 9i0- La relation < est un préordre sur @, (G).

On définit ainsi sur @, (G) la relation ~ par :
a~fsa<lfet <.

La relation ~ est une relation d’équivalence sur @', (G) et @ est la classe d’équivalence de a.
On note Q,(G) = @, (G)/ ~, 'ensemble des classe d’équivalences de @/ (G). L’ensemble
ordonné défini sur @Q,,(G) par

a<pf<=a<p

s’appelle le treillis de Dowling sur un groupe finie G.

Si G est le groupe trivial i.e., m = 1 alors Q,(G) = 1,41, le treillis géométrique de
I’ensemble des parties de {1,2,...,n + 1}.

Le plus petit élément de Q,,(G) est L ot L = {e;,i = 1,...,n} Pensemble des fonctions

d’unités et le rang d’'un élément @ de @, (G) est donné par : rang (@) = n — |a.

Théoréme 1.3. [70] Soit Q,(G) le treillis de Dowling de rang n et soient @, B deux
éléments de Q,(G)

I’élément 3 couvre @ si et seulement si 8 = o — {a;} ou 8 = a — {a;,ar} U {a; + gas.} ot

a;,ar € a, g € G.

Théoréme 1.4. Soit G un groupe fini d’ordre m, le polynéme caractéristique de @Q,,(G)

est donné par
n—1

pu(vim) = [[ (v =1 —mi) =m” <V_1>(n).

i=0 m

Exemple 1.5. Soit G = {1,9,¢} un groupe d’ordre 3 et soient A = {{1}}, B = {{2}},
C= {{3}}’ D = {{172}}7 E = {{273}}7 F= {{173}}7 G = {{17273}}’ H = {{1} ) {273}}a
I = {{2} ) {173}}’ J = {{3}7{172}}7 K = {{1} ) {2}}’ L= {{1} ) {3}}7 M = {{2} ) {3}}7
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N = {{1},{2},{3}}, O = {{}} les ensembles de partitions partielles de 1’ensemble
{1,2,3}.

L’ensemble Q5(G) des G-partitions partielle de {1,2,3} est formé des éléments sui-
vantes :
aq = {dei}, ap = {des}, ac = {des}, d € G,
ap ={dey + d'ex}, ap = {des + d'es}, ap = {de; + d'es}, d,d' € G,
ag = {dey + des +d"es3},d, d'd" € G,
ag = {dey,d'es +d"es}, oy = {dey, d'ey + d"e3}, a; = {des,d'e; + d"ex}, d,d',d" € G,
ag = {dey,d'es}, ap = {dey,d'es}, apy = {dey,d'es}, d,d' € G,
ay = {dey,d'es,d"es}, d,d' \d" € G, ap = {}.

Soit G' = {1,9,¢*} un groupe d’ordre 3, le treillis de Dowling Q3(G) est presenté comme

suit : le plus grand élément est {}, cette élément couvre les éléments {e;}, {ea} et {es},

chaque élément {e;}, ¢ = 1,...,3, couvre un pair {e;e;}, {e;,ex}, .k = 1,...,3. Ainsi,
chaque élément {e;}, i = 1,...,3, couvre trois autres éléments {e;,e; + dey}, j.k =1,....3
pour chaque d € G. Il y’a neuf autre éléments couvert par ﬁ qui sont {e; + dey}, 7,k =

1,...,3, d € G alors I'élément {e; + dex}, j,k = 1,...,3 pour chaque d € G couvre un

pair {e;,ex}, {€;,e; +deg}. Also, il y’a des éléments couvert par le plus grand élément

qui sont {dey, + d'~les + ez} et {e; + dey + d'tes}, d,d € G alors {de; + d'~ley + es}

couvre trois éléments, {e1,es + d'esz}, {es, €1 +d tes}, {es,e1 + (dd)es}, d,d € G et
{e1 + dea + d'~tez} couvre {ey, eq + (d'd)"tes}, {ea, e1 + d'Les}, {es,e1 + des}, d,d € G.

Le plus petit élément est {eq, es,e3}.
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1.14.2 Nombre de Whitney de premiere et de seconde espéece

Les nombres de Whitney des deux espéces ont été introduits par T. A. Dowling [50]

et généralisent les nombres de Stirling des deux especes.

Définition 1.31. Le nombre de Whitney de premiére espéce associé au treillis de Dow-
ling Qn(G), noté w,,(n,k), est la valeur absolue du coefficient de v* dans le polynome

caractéristique po, ) () de Qn(G).

Les nombres de Whitney de premiere espece du treillis de Dowling vérifient la relation de

récurrence [50] suivante :

W (M,K) = wip(n — LE = 1)+ ((n = 1)m + Lwp(n — 1,k). (1.28)

Définition 1.32. Le nombre de Whitney de seconde espéce associé au treillis de Dowling

Qn(G), noté W, (n,k), compte le nombre d’éléments de corang k de Q,(G).

Les nombres de Whitney de seconde espéce du treillis de Dowling vérifient la relation de

récurrence [50] suivante :
Wi (k) = Wi(n — Lk —1) + (km + 1)W,,,(n — Lk). (1.29)

Pour m = 1, wi(n,k) = s(n+1,k+1) et Wi(n,k) = S(n+1,k+1), ce sont les nombres

de Stirling de premiere et de seconde espéce respectivement.

Remarque 1.6. Les nombres de Whitney d’un treillis de Dowling @Q,,(G) ne dépendent
que de l'ordre m du groupe G.

Exemple 1.6. Soit G un groupe d’ordre 3. Le polynéme caractéristique pg,q)(v) de
Q3(G), est donné par

Pas(v) = > p(Laypprene
z€Q3(G)
— Z N(J_,x)y?’ + Z N(J_,SII)VQ + Z u(J_,x)y—|— Z /L(J_7x).
ze{{erezes}} zeA! xEB’ zc{0}
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ou

L ={ereaes}

A’ est constitué des éléments de rang 1 dans Q3(G) ,

B’ est constitué des éléments de rang 2 dans Q3(G) .

OnaX ooy u(lr) =1,

Ypen (L) = —12,

Yeep (L) =—(-54+1)x3—(—2+1)x9—(-3+1)x9=239
et 3,y 1(Lw) = —(1 =12+ 39) = —28, ainsi

Pos@) (V) = v* — 1207 + 391 — 28.

Par conséquent, w;3(3,1) = 39 et w3(3,2) = 12.

Exemple 1.7. Le nombre d’éléments de corang 2 dans Q3(G) est 12. Par conséquent,

W3(3,2) = 12.

On donne le tableau des premieres valeurs des nombres de Whitney de premiere espece

et de seconde espece du treillis de Dowling Q,,(G) avec m = 3, obtenues grace aux relations

de récurrence (1.28) et (1.29).
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nk| 0 1 2 3 4 5
0 1

1 1 1

2 4 > 1

3 28 39 12 1

4 | 280 418 159 22 1

5 | 2740 5714 2485 445 35 1

TABLE 1.5 — Nombres de Whitney de premiere espéce.

nk | 0 1 2 3 4 5 6
011

11 1

2 |1 5 1

311 21 12 1

411 85 105 22 1

5 |1 341 820 325 35 1

6 |1 1365 6081 4070 780 51 1

TABLE 1.6 — Nombres de Whitney de seconde espece.

Voici quelques valeurs des nombres de Whitney :

Win(n,0) =1,

Wy, (n,0) = JI(G = 1)m + 1),

=1

Wi(nn —1) = wy(nn —1) = m(Z) + n.
Fonctions génératrices

La suite des nombres de Whitney de premiere espece n’admet pas de fonction généra-

trice ordinaire.
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La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Whitney de premiere

espece est donnée par (voir[25]) :

1
2" 1+mz)= In*(14+mz
Zwm (nk)— _ )k!mk( ) (1.30)

La fonction génératrlce mixte est donnée par :

—1

Z Zwm nk = (1+mz)"= . (1.31)

n=k k=0
La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres de Whitney de seconde espece

est donnée par :
1

Wi (nk)z . (1.32
Z (1—2)(1—(m+1)z)(1—(2m+1)z)...(1—(k:m+1)z) ( )
et la fonction génératrice exponentielle est donnée par :
ez em? _ ] k
Win( k: ( ) : 1.33
Z (n, n! TR m ( )
La fonction génératrice mixte est donnée par :
e —1

Z ZW nk :c =exp{z+z }. (1.34)

n=k k=0
Orthogonalité

Les nombres de Whitney des deux especes vérifient les relations d’orthogonalité sui-

vantes [H0]

Z W 7p Wm, p> Z wm 7]7 pak) = Onk- (135)

qui sont équivalentes aux relations inverses :
= Z Wi (k)b <= b, = Zwm(n,k)ak. (1.36)
i k

Comme conséquence, les nombres de Stirling des deux espeéces vérifient les relations d’or-

thogonalité suivantes [10)] :

n n

> s(na)S(ik)(=1)""" =3 S(n,i)s(ik)(=1)"" = bns,

i=k i=k
qui sont équivalentes aux relations inverse :

an =Y s(nj)(=1)"7b; <= b, = Z S(n,j)a;. (1.37)

J
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Identités combinatoires

En développant la fonction génératrice des nombres de Whitney de seconde espece on

obtient la formule explicite suivante [25] :

W(nk) = S (=1)] (’;) (m(k — 5) + 1) (1.38)

kL
mPE! =

Cette formule peut étre écrite de la facon suivante :

W (nk) = —— 3 (— 1) (’;) (mj +1)". (1.39)

k
mrkl i

Les nombres de Whitney de premieére espéce (resp. de seconde espece) sont liés aux

nombre de Stirling de premiere espece (resp. de seconde espece) par la relation suivante

[25] -

Wy (k) = i(—l)j_k <‘Z:> m"Is(n,j), (1.40)

j=k

Wnlnd) = 3" (?) mi=ES(5,k). (1.41)

J=k

Pour le cas m = 1, on retrouve les relations données dans [25].

wi(nk) =sn+1k+1) = jzn;c(—l)j_k <‘]i>s(n,j), (1.42)

Wink)=Sn+1k+1)=> <7;> S(j,k). (1.43)
=k
Théoréme 1.5. [25] Les nombres w,,(n,k) satisfont

s (n k) = 30(— 1) <;> W (7). (1.44)

1=k

Théoréme 1.6. [25] Les nombres W, (n,k) vérifient

Win(n+1,k) = Wi(nk) + > (?) m" W, (j,k — 1). (1.45)
j=k—1
n—1 n )
kW (nk) = ( ,)mnflwm(j,k —1). (1.46)
j=k—1 \J
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Théoréme 1.7. [25] Les nombres de Whitney de premiére espéce vérifient la relation

suivante :
n

m"(z), = ;(—1)"‘kwm(n,k)(maj + 1)*, (1.47)

L’identité relative aux nombres de Whitney de seconde espece est donné par :

Théoréme 1.8. [27]
(mz+1)" =3 m* W, (n.k)(2). (1.48)

1.15 Nombres et polynémes de Dowling

Dans cette partie, on étudie les nombres et polynémes de Dowling (voir [25], [20]).

Définition 1.33. Le nombre de Dowling, noté D,,(n), compte le nombre d’élément dans

le treillis de Dowling @,,(G).

Puisque W,,,(n,k), pour 0 < k < n, compte le nombre d’éléments de corang k dans @Q,,(G),

on obtient immédiatement la relation suivante :

Dp(n) =5 Wi (nk). (1.49)

Exemple 1.8. L’exemple suivant illustre la signification des nombres de Dowling.

Par définition, on a :
D3(3) - W3(3,0) + W3<3,1) + W3(3,2) + W3(3,3)

W3(3,0) compte le nombre d’éléments de corang 0 dans Q3(G) :

{h

W35(3,1) compte le nombre d’éléments de corang 1 dans Q3(G) :

{es}; {eat; {ea}s {en +ea}s {en + gea}s {er + g%ea}s {en + 3} {en + ges}; {er + gPes};
{ea+es};{ea+ges}t;{es+ g2es}; {e1 +ex+e3};{ger +ea+es}t;{er + ges+e3}; {e1 +ex+ ges};
{g%e1 +ex +es}; {er + gPea +es}; {er +ea + g?es}; {e1 + gea + g2es}; {e1 + g2ex + ges},

W5(3,2) compte le nombre d’éléments de corang 2 dans Q3(G) :
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{es,er + gPeat s {ea,er +es}; {esen + geat; {esen +ea}s{en,ea}; {eres}; {ea,esl; {eaer + ges};
{ea.e1 + g%es}; {er,e2 + €3} {er,ea + ges}; {erea + gPes},
W3(3,3) compte le nombre d’éléments de corang 3 dans Q3(G) :

{61762763}7

ainsi, D3(3) =1+214+ 12+ 1 = 35.

Le polynéme de Dowling est défini par, [20] :

Pour m = 1, on retrouve les polynoéme de Bell D;(n,z) = B,1(z) (voir [30]).

Voici les premieres valeurs des polynémes de Dowling,

D,,(0,z) =1

D,(lx)=1+4+=x

Dp(2,2) =1+ (m + 2)x + 22

D,(3,z) =14 (m?*+3m + 3)x + (3m + 3)z? + 23

L+ (m?+4m? + 6m + 4)x + (Tm* + 12m + 6)2? + (6m + 4)2® + 2*

TABLE 1.7 — Polynéme de Dowling.

La fonction génératrice exponentielle des polyfiomes de Dowling est donné par [20]

ems — 1

> Dm(n,il?)i; =exp(z+zx ), (1.50)

n>0
et par conséquent, en termes de nombres de Dowling :
n ems _ 1

> Din(n) =7 = exp(z +

n>0

).

Théoréme 1.9. [20] Les polynémes et nombres de Dowling vérifient, respectivement, les

relations de récurrence suivantes :

Dy,(n+ 1,2) = Dy(n,z) + o zn: (n) m" ™ Dy, (j,), (1.51)
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Du(n +1) = Dy(n) + é (;‘) m" D, (5). (1.52)

Théoréme 1.10. [20] Les polynémes et nombres de Dowling vérifient, respectivement,

les identités suivantes :

k

Dy (n,x) = em Z P (mk +1)", (1.53)
k>0

Don(n) = e 3 MEL D 1.54

mln)=em 3 e (1.54)

1.16 Nombres et polynémes de Dowling ordonnés

Dans cette partie, on présente les polynomes et nombres de Dowling et on donne

quelque propriétés.

Définition 1.34. Le nombre de Dowling ordonné est défini par ([20],[77]) :
Dyn(n) =Y kW, (n.k). (1.55)
k=0

1.16.1 Exemples et tables

On donne un exemple pour illustrer les nombres de Dowling ordonnés.
Pour n = 3, m = 3, on a par définition

Din(n) = 01W5(3,0) + 11W5(3,1) + 2!W3(3,2) + 31W5(3,3) =14+ 21 + 24 + 6 = 52
Le polynéme de Dowling ordonné, D,,(n,x), est défini par :

D, (n,x) = i KW, (n,k) 2", (1.56)

k=0
Voici les premieres valeurs des polynomes de Dowling ordonnés

La fonction génératrice exponentielle des polynomes de Dowling ordonnés est donnée

par [20] :

z

o0 Zn
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m? + 3m + 3)z + 2(3m + 3)x? + 623

~—~ |~ |

m3 + 4m? + 6m + 4)x + 2(7m? + 12m + 6)2* + 6(6m + 4)x3 + 242*

TABLE 1.8 — Polyndémes de Dowling ordonnés, quelques valeurs.

et par conséquent, en termes des nombres de Dowling :

zZ" e’
Z ,Dm<n)7 = T emz_71- (].58)
"0 nl 1-5— L
On retrouve dans [20] I'identité suivante : une formule explicite des polynémes de Dowling

ordonnés est donné par : Pour m > 1 et x > —% on a

Dy(n,z) = m”i . g (m‘i x>k (mk + 1)". (1.59)

1.16.2 Nombres et polynéomes Eulériens de Dowling

Dans cette partie, on définit les polynémes et nombres Eulériens de Dowling et on

donne quelque propriétés (voir [30]).

Définition 1.35. Le polynome Eulérien de Dowling A,,(n,z) est défini par

An(nz) = ioz'!wm(n,i)(x — 1) (1.60)
— (z- 1)”Dm(n,xi1). (1.61)

On définit le nombre Eulérien de Dowling a,,(n.k) par :

n

am(n,k) = g(—nn—i-ki! (” R 2) Wi (1) (1.62)

La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynomes Eulériens de Dowling est

donnée par :
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Théoréme 1.11. [50]

m(z — 1)e@?

m(z —1)+ 1 — emlz—1)z

> An(na) > = (1.63)
n—0 n:

Théoréme 1.12. [80] Les polynémes de Dowling ordonnés sont liés aux nombres Eulé-
riens de Dowling par 'identité suivante :
Dp(nz) =3 ap(nk)(1+ z)Fz" . (1.64)
k=0
Pour x = 1, on retrouve une relation entre les nombres Eulériens et les nombres de Dowling

ordonnés

Dy(n) = Zn: 2@, (n,k) (1.65)

k=0
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Chapitre 2

Nombres r-Whitney associés aux
treillis de Dowling et polynomes

r-Dowling

Dans ce chapitre on présente les nombres r-Whitney associés aux treillis de Dowling,
les nombres et polyndémes r-Dowling et les nombres et polynémes r-Dowling ordonnés. On
donne des formules explicites, des relations de récurrences, des identités combinatoires.
On trouve une relation reliant les nombres r-Whitney de premiére espece aux nombres
de Stirling de seconde espece et une autre relation lie les nombres r-Whitney de seconde
espece aux nombres de Stirling de premiere espece, on présente des identités qui lient les
deux types de nombres r-Whitney aux coefficients binomiaux. On donne la fonction géné-
ratrice ordinaire de la suite des polynémes r-Dowling, on exprime les polynémes r-Dowling
a ’aide des nombres r-Whitney de premiere espece et a l'aide des nombres r-Whitney de
seconde espéece et on prouve une relation entre les polynémes r-Dowling et ceux de r-Bell
et aussi de Bell. Ainsi, on trouve une expression explicite lie les polynémes r-Dowling aux
nombres r-Whitney de seconde espece et polynémes r-Dowling précédents, nous donnons
une formule explicite pour les polynomes r-Dowling liés aux nombres r-Whitney de pre-
miere espece, nous les exprimons également en une famille de bases spécifiques. On trouve
une formule explicite et une relation de récurrence des polynémes r-Dowling ordonnés, on

donne une relation lie les polynémes r-Dowling ordonnés aux polynomes r-Bell ordonnés.
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On étudie aussi les nombres et polyndémes r-Eulériens de Dowling et on déduit que les

polyndémes r-Dowling ordonnés sont liés aux nombres r-Eulériens de Dowling.

2.1 Nombres r-Whitney de premiere et de seconde

espece
Dans cette partie, on étudie les nombres r-Whitney de deux especes. Mezo [79] et
Cheon [39] ont défini ces nombres et ont donné leurs propriétés.

Définition 2.1. Le nombre r-Whitney de premiere espece, wy, »(n.k), est donné par :

Wenk) =X O Em) e (r (= Dm) . (2)
cotecitten—1=n—k
CiE{O,l}

Les nombres m-Whitney de premiere espece vérifient la relation de récurrence suivante

[67] [79] -

Wiy (N,k) = Wi (n — Lk — 1) + (r + (n — 1)m)wy, . (n — Lk). (2.2)

Définition 2.2. Le nombre r-Whitney de seconde espece, Wy, .(n,k), est défini par :

Wi r(n,k) == > r(r+m)* ... (r+ km)*. (2.3)
co+c1++cp=n—k
c¢;€{0,1,....n—k}
Les nombres r-Whitney de seconde espece vérifient la relation de récurrence suivante [67]
[79] -
Winr(nk) = W (n — Lk — 1) + (r + km)W,, . (n — Lk). (2.4)

Exemples et tables

On donne les premieres valeurs des nombres r-Whitney de premiere et de seconde

especes.
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nk 0 1 2 3
0 1

1 r 1

2 mr + r? m + 2r 1

3 | 2m*r +3mr? +1r3 2m? 4+ 6mr+3r* 3m+3r 1

TABLE 2.1 — Nombres r-Whitney de premiere espece.

nk | 0 1 2 3 4
01

1 |r 1

2 | r? m 4+ 2r 1

3|7 m?2 + 3rm + 3r? 3m + 3r 1

4 [t mP+drm? +6r2m+ 43 Tm? +12rm +6r2 6m+4r 1

TABLE 2.2 — Nombres r-Whitney de seconde espece.

Voici quelques valeurs particulieres de W, .(n,k) et wy, (n.k) :

2.1.1 Fonctions génératrices

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Whitney de premiere

espece est donnée par (voir [12], [15], [47] et [79]) :
> 2% (1+m2)"/™In*(1 4+ mz)
;kwm,r(n,k)ﬁ = P ) (2.5)
La fonction génératrice mixte est donnée par :
S W (k) St = (1 mz) =, (2.6)
n!

n=k k=0
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La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres r-Whitney de seconde espece
est donné par [39] :

k

z
W (n,k 2.
nz;c (n.k)z" (1—rz)(1—(m—i—r)z)(l—(2m+r)z)--~(1—(km—i—r)z) (2.7)
et la fonction génératrice exponentielle est donnée par (voir [12], [45], [47] and [79] :
e o0 e’? remr — 1 k
(e = . 2.
2 Wonr (k) k:!( m > (28)

La fonction génératrice mixte est donnée par :

e —1

Z;ernk) 2% = exp{rz +z }. (2.9)

2.1.2 Orthogonalité

Les nombres r-Whitney des deux especes vérifient les relations d’orthogonalité sui-
vantes (voir [67]),

n

Zer(nk Wiy (K Zwmr (n,k)W (kD) = Opp. (2.10)

k=p

Elles sont équivalentes aux relations inverses suivantes :

= Zwmm(n,k)bk b, = Z W (k) ag,. (2.11)
k k

2.1.3 Identités combinatoires

Théoréme 2.1. [39] Les nombres r-Whitney de premiére espéce sont liés aux nombres
r-Stirling de premieére espéece par la relation suivante :

n

W (k) = <7Z> m" ™ (r(1 —m)|m),, _, s.(i + 1.k +7). (2.12)

i=k
Théoréme 2.2. [39] Les nombres r-Whitney de seconde espéce sont liés aux nombre

r-Stirling de seconde espéce par la relation suivante :

Wr(nk) = zn: (?) m? (o —rm)" IS, (j 4+ rk+ 7). (2.13)
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Théoréme 2.3. [39] Les nombres r-Whitney de premiére espéce (resp. de seconde espéce)
sont liés aux nombres de Stirling de premiére espéce (resp. de seconde espéce) par la

relation suivante :

W (1) = 3 (1) (i) I s(n,j), (2.14)

Winr(n,k) = Z( > (r|m);—kS(n,j). (2.15)
Pour m = 1 on retrouve les résultats

sntrktr) =3 (2) i ks(n.j), (2.16)

j=

>

Wi,r(nk)=S.(n+nrk+r)= i (2) (1);—S(J,k), (2.17)

k

J

donnés par Charalambides [38]
L’identité suivante lie les nombres r-Whitney de premiere espece aux nombres de

Stirling de premiere espece et la factorielle ascendante généralisée.

Théoréme 2.4. [39] Les nombres w,, (n,k) vérifient I'identité suivante :

n

W (n) = 3 (CL) mi =k (r|m) . s(i k). (2.18)

i=k

L’identité relative aux nombres W, ,(n,k) est donnée par :

Théoréeme 2.5. [39]

n

W r(0,k) Z( )mﬂ Frn=iS(4,k). (2.19)

Théoréme 2.6. Les nombres W, ,.(n,k) vérifient I'identité suivante :

Wnr(n+ 1Ek) = rWo, . (nk) + Y ( ) m" W (3,k — 1). (2.20)
1

Jj=k—
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Preuve On a

Z Wan—i—lk:) = dZZernk)

n>k—1 n>k
er? re™m* — 1 k e(m—l—r)z em: _ 1 k—1
= r—\—— . 2.21
"R ( m ) * (k—1)! ( m ) (221)

En appliquant la propriété fondamentale des matrices e—Riordan, on obtient :

m+r)z mz k—1 mz k—1
et (e _ 1> = <e(m+r)27z> ! (6 — 1)
(k—1)! m (k—1)! m

= (™) (€™ ,2) G _1 5 (emzm_ 1>/~c—1

n

- > % m"f<?>Wm,r(j,k—1);. (2.22)

Alors on déduit de (2.8), (2.21) et (2.22) que :

> Wir(n+ 1,k:)j; = > <er7r(n,k’) + z”: <n> PIW Gk — 1)) *1:

n>k—1 : n>k—

donc le résultat est obtenu. 0
Les nombres W, .(n,k) vérifient aussi I'identité suivantes :
Proposition 2.7.
Wor(n + 1K) = Wi (0,k) + Wi (n,k — 1), (2.23)

Preuve On a

n>k—1 n>k
er? remr _ ] k e(m+r)z em? _ 1 k—1
- Tk;'( m > +(k;—1)!< m )
=r > ernk + Y Whpim(nk — )Z‘.
n>k—1 n! n>k—1 n
Donc le résultat est obtenu. O

Les nombres r-Whitney de premiere espece sont liés aux nombres s-Whitney de pre-

miere espece et (r —m)-Whitney de premiere espéce respectivement.
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Théoréme 2.8. [39] Les nombres wy, .(n.k) satisfont les identités suivantes :

n

W (M) = 3 (7;) (r — s|m), _ wms(isk), (r>s), (2.24)

i=k

(i), (r > m). (2.25)

wm,r(n7k) = m
i=k v

Les nombres r-Whitney de seconde espece sont liés aux nombres s-Whitney de seconde

espece et (r — 1)-Whitney de seconde espéce respectivement.

Théoréeme 2.9. [39] Les nombres Wy, .(n,k) satisfont les identités suivantes :

Winr(nk) =" <7Z> (r—8)" " Wps(ik), r > s, (2.26)
i=k
et
Wr(nk) =Y @ W1 (i), 7 > 1. (2.27)
i=k

Théoréme 2.10. [7!] Les nombres r-Whitney de premiére espéce sont liés aux nombres

r-Stirling de premieére espéce et nombres s-Whitney de premiére espéce respectivement.

Wi r(0,K) = i (‘;) (—=m)" I (mr — rY s (n 415 +7), (2.28)

=k

(1) = 3 (1) 5= 1) (). (229)

J=k

Théoréme 2.11. [79] Les nombres r-Whitney de premiére espéce vérifient la relation

suivante

m"(2)n =Y W (n,k)(=1)" " (ma + )k (2.30)
k=0
De fagon équivalente a la relation (2.30) on a :

m" (z), = ki Wi (k) (M — 7)". (2.31)
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Théoréme 2.12. [79] L’identité relative aux nombres r-Whitney de seconde espéce est

donnée par :
n

(mz +7)" =3 m*W,, . (n.k)(x)x, n >0, (2.32)
k=0
ou de fagon équivalente :
(ma—r)" =Y m* (=)W, (n,k) (x), . (2.33)
k=0

Les nombres r-Whitney de seconde espece vérifient I'identité suivante [79] :

Winr(n,k) = 1 Z(—l)j (k> (m(k—7)+nr)". (2.34)

mFk! = J
Cette formule peut étre écrite de la facon suivante :

k
Wi, (k) = miw ;)(_1)’@—3' (’;’) (mj + )", (2.35)

On retrouve a partir de (2.31) et (1.48) la relation suivante :

Théoréme 2.13.

35 Y kW Won() () () = S b

k=01=0 j=0 k=0

= m s
m n

et plus généralement :

Z Z Winr(1,K) ﬁ( (n,i;) <x_1>ij> :m”<x“£“+r>n (2.36)

k=0 i1, is=0 -1 m

L’identité suivante lie les nombres de Stirling de seconde espece aux nombres r-Whitney

de premiere espece.

Théoreme 2.14. Pour toutn € N, on a

(1t g ) = () (2.37)

J=k
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Preuve Sachant que :
wmr nk :Z (k:)mn JTJ g ( 7])

et en appliquant la relation d’inversion (1.37) en prenant a, = (—1)"wp,,.(n,k)m™" et

by = (—1)i(—=1)77* (i)m*jrj*"C on obtient le résultat. U

La relation suivante relie les nombres de Stirling de premiére espece aux nombres 7-

Whitney de seconde espece.

Théoreme 2.15. Pour toutn € N, on a
S (1) (,) Wi () = (Z) (1) (2:38)
j=k

Preuve Sachant que :

W () — z() (rlm);_S(n.5),

—n

et en appliquant la relation d’inversion (1.37) en prenant b, = W, .(n,k)m ™" et a; =

(7)ym™3(r|m);_x on obtient le résultat. O

Gréace a l'orthogonalité des nombres r-Whitney et des formules d’inversion (2.11),
on obtient les identités suivantes qui lient les deux types des nombres r-Whitney aux

coefficients binomiaux

Théoréme 2.16. Les deux types des nombres r-Whitney satisfont

Zwmr 1,0) W (i J)(?) =1, (2.39)

D W (1) Wi (i J)<?> L, (2.40)

7.7

5 S0 )0 k)( ) i g (2.41)

7.7

> s(n,i)) W (4.k) (1) m" (;) 7 = G (2.42)

1]
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Preuve Les identités (2.39) et (2.40) sont des conséquences de (2.10), en effet :
Zernz Winr (1,7) Zwmrnz o (4,9) = Onjs

et comme on a : 3, (?)5,” = (Z) =1 alors

3 Wi 6 () = 3 s ()W wrli) (1) =3 (1) =1

,J jj

Pour prouver Iidentité (2.41) on utilise (2.10) et (2.19), dans (2.10) on remplace p par
j et d’apres (2.19), on obtient

ZW"”“ "] w"”"]k ZZ( > - ]S 7j)me(Jk) = Onk-

De la méme fagon on utilise (2.10) et (2.14) pour prouver (2.42). O

2.2 Nombres et Polynémes r- Dowling

Dans ce qui suit, on peut retrouver les identités citées dans [39].

Définition 2.3. Le nombres r-Dowling, noté D,, ,(n), est donné par (voir [39]) :
Diy(n) = Wir(nk). (2.43)
k=0

Le polynéme r-Dowling est donné par :
Dyr(nz) =3 Wi o(n,k)a". (2.44)

On a Dy, .(n,1) = Dy, (n).
Pour r =1 (resp. m = 1), on retrouve le nombre de Dowling, D,,(n), (resp. les nombres
r-Bell), (voir [25], [80]).

Les polyndémes r-Dowling sont obtenus récursivement grace a la relation suivante :

Dy (1 znj ( ) (2.45)

11 suffit d’appliquer les relations (2.43) et (2.27) et on obtient le résultat.
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On a aussi ces deux récurrences qui font intervenir la dérivée des polynomes r-Dowling :

d
Dy, (n,z) = mx%Dm,r(n —12)+ (x+7)Dp(n — 1L2), (2.46)
r—1_x mym—1 d T T Tym
e D) (n— 1,x) Dy (nyx) = o (z"e" Dy (n—1,2)). (2.47)
k) x ’

Exemples et tables
Pour n = 3 et r = 2, on obtient

Dy, 2(3) = Wi2(3,0) + Wiia(3.1) + W, 2(3,2) + W, 2(3,3)
= 8+ (m*+6m+12)+ (3m +6) + 1
= m’+9m+ 27

Dans les tables suivantes, on donne les premieres valeurs des nombres r-Dowling, par

la relation (2.45) ainsi que les premiers des polynoémes r-Dowling :

D, (n)
1

r+1
r+2r+m+1

%+ 3r? + (3m 4 3)r +m* 4+ 3m + 1

S lwliNn | i~ o| B

rd 4 4r3 + (6m + 6)r® + (4m? + 12m + 4)r + m3 + Tm? + 6m + 1

TABLE 2.3 — Nombres r-Dowling.

2.2.1 Fonctions génératrices

On donne la fonction génératrice ordinaire et la fonction génératrice exponentielle.
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D, (n,2)
1

r+
r? + (m+2r)x + a?
r3 4+ (m? + 3rm + 3r¥)z + (3m + 3r)z? + 23

S lw o= |lol| s

rt 4+ (m?® + drm? + 6r2m + 4r3)x + (Tm? + 12rm + 6r?)z? + (6m + 4r)2® + 2*

TABLE 2.4 — Polynémes r-Dowling.

Théoréme 2.17. La fonction génératrice ordinaire de la suite des polynomes r-Dowling

est donnée par :

> x
Dy r(nx)z" = L F mz — . 2.4
1;) 7(71 J})Z rz—le 1t rz4+mz—1 m ( 8)
Preuve On a
(o9 Zk’
er >k "= 5
nz::k AR = S A T e A= @ntr ) (= (m+ 1) 2)
et
(1—rz)(1—=(m+r)2)(1—=0C2m+r)z)---(1—(km+r)=z)
_ Lkt
= z <1/z—rm>k+1
_ Zk+1mk+1<1_7"2> .
mz k+1
Sachant que
<1—7’z> _ (_1)k+1<_1—7’z>
mz /Jk+1 mz /k+1
_ () <_1—rz> <_1—rz 1> 7
mz mz k
alors

1 (—1)*
ry — 1mk <rz+mz—1>k'

n==k mz
Par conséquent,
k
D n — m - F 7
TR P Y ==y M e N

54



2. NOMBRES R-WHITNEY ASSOCIES AUX TREILLIS DE DOWLING ET POLYNOMES R-DOWLING

En appliquant la formule de Kummer [1]

Y a b—a
(& 1F1 b T = 1F1 — X y
avec b = ZHme=l of g = 221 op conclut le résultat. U

mz mz

Théoréme 2.18. [39] La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynémes

r-Dowling est donnée par

() n mz _
> Dmvr(n,w)z— = exp {TZ + 2t } . (2.49)
= n! m

Remarque 2.1. La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynémes r-Dowling
n’est autre que la fonction génératrice mixte de la suite des nombres r-Whitney de seconde

espéece.

2.2.2 Quelques identités

L’identité suivante nous permet de calculer les polynomes r-Dowling grace aux poly-

nomes r-Dowling précédents.

Théoréme 2.19. [39] Les polynéme r-Dowling vérifient la formule de récurrence sui-

vante :

Dy (n 4 1,2) = (& + 1) Doy (n2) + 23 <7Z> Dy (0 — i,2). (2.50)

i=1

L’identité (2.50) s’écrit de la fagon suivante :

n

Dpr(n+1,2) =Y C‘) Mz + 76;0) Dp(n — 1,2). (2.51)

1=0

Théoréme 2.20. Les nombres r-Dowling satisfont 'identité suivante :

Dy r(n+1) =rDyr(n) + Dy (n). (2.52)
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Preuve On a

n ’Vl

z
ZDm,TO’L—'—l)E = ZDTTLT

n>0 : n>0

mz _ 1
= (r+e™)exp {7"2 + ‘ }
m

2" e —1
= rZDm7r(n)ﬁ+exp <(m+r)z—|— - )
n>0 :

- Z (r Dy (n) + Dypymr (1)) %7

n>0

d’ou le résultat. O

Théoréme 2.21. Les polynomes r-Dowling satisfont I'identité :

(mk + 7)™ o

D, »(n,x) —6::2 (2.53)
iso  Kmt
Par conséquent, les nombres r-Dowling sont générés par :
-1 (mk+r)"
Dm,'r’(n) =em Z W (254)

k>0

Preuve Pour tout entier p, en appliquant la relation (2.32), on a

(mp+r 1
mF Winr(n,k) ——.
Z (p—k)!

. v oy \
On multiple par % et on additionne de p a oo, alors

(mp+r —k n [Ek = 6% ; n $k
Z 77 - Z Z 7k p k‘) Wm,r( ak) - <Z Wm,r( ’k) ) .

p=0 P! k=0 p=0 M k=0
On peut exprimer les nombres r-Dowling a ’aide des nombres r-Whitney de seconde

espece et a I'aide des nombres r-Whitney de premiere espece.

Théoréme 2.22. Les nombres r-Dowling vérifient les identités suivante :

Dmr TL + k Z Wm T‘ ;.] m r+jm< ) (255)

Do) = 3 () D0+ ) (2.56)
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Preuve La preuve se fait par induction sur k. On a d’apres 'identité (2.52),
Dy r(n+1) =rDpr(n) + Dipmgr(n),

et

1
Z Wm#(laj)Dm,r+jm(n> = Wm,r(laO)Dmﬂ“(n) + Wm,r(lvl)Dm,rer(n)

J=0

= 1Dy () + Dyymsr(n).

On suppose que la relation (2.55) est vraie pour k et on prouve qu’elle est vraie pour
k+1.
En appliquant I'identité (2.23) on retrouve

k+1 k+1

Z Wmﬂ”(k + 17j)Dm,T+jm<n) -

=0

_l’_

(]

(TWm T(kv.]> + Wm,m-f—?“(kﬂj - 1)) Dm,T"‘jm(n)

<.
Il
o

B

= r

Wm,r(kaj)Dm,T’+jm(n)
0

o,
|

+
M=

Wm,err (kaj)Dm,rerJrjm (77,)
0

= 1Dy, (n+ k) + Dpymgr(n + k)
= Dp,(n+k+1).

.
Il

Pour l'identité (2.56), il suffit d’appliquer la relation d’orthogonalité inverse (2.11)
dans l'identité (2.55) en prenant by = Dy, (n + k) et aj = Dy i jm(n). O

Théoréme 2.23. [39] On exprime les polynémes r-Dowling a I'aide des polynémes de

Dowling et vice versa

§:<>r—1”kD(h@, (2.57)

k=0

i;( > (r = 1" Dy (k). (2.58)

Preuve En appliquant la proposition 1.2 par en prenant a® = (%) o On obtient
n>

Z At x) t (t + wih&)
CLO = xXr = € exp xXr
! r—1

m
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En appliquant les deux équations (1.24) et

( t emril—1>
exp| 7 +x
r—1 m

. Dy, p(n,x) t"

2 (r—1)» nl’

n=0

(2.59)

(1.25) avec I'équation (2.59), on obtient

(2.57) et (2.58) respectivement. O
Proposition 2.24. On a
" (n x
Dm,mr+1<nam) = Z <l€> kak,r(7)7 (260)
k=0 m
" (n
m" By, (f) Z <k> Y D e (B,0). (2.61)
Preuve Soit (a2),>0 = (m"Bm (%))wo la suite initiale de la matrice d’Euler-Seidel.
D’apres la proposition 1.2 on a
= tA(t,a:)
_ etemrtJr%(emtfl)
mt __ 1
= exp <(mr+1)t+xe >
m
= D r 2.62
— Z mmr+1(n m)n' ( . )

n=0

En appliquant les deux équations (1.24) et

(2.60) et (2.61) respectivement.

(1.25) avec 'équation (2.62), on obtient
U

Le polynéme r-Dowling peut exprimer en termes de polynémes de Bell et vice versa.

Théoréme 2.25. Le polyméme r-Dowling est relié au polynéme de Bell par les relations

suivantes :

Dyr(n) =3 (Z) kB (L)),

k=0

2 ()

B () =%

(2.63)

) R D (k). (2.64)
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Preuve On prend (a?),>q = ((—)n B, (%)) 50? d’aprés la proposition 1.2 on a
Alt,z) = i r

= etA(t )

— e (eF-)

_ ( eTt—1>
_ ij (2.65)

En appliquant les deux équations (1.24) et (1.25) a I’équation (2.65), on obtient (2.63) et

(2.64) respectivement. O

Théoréme 2.26. Le polynéme r-Dowling est relié au polynéme r-Bell et vice versa :

Dor(na) = 3 (Z) m*(r — mr)" By, (%) , (2.66)

k=0

S m"B,, (%) _y (Z) (=1)"*(r — mr)"* D, (k). (2.67)

k=0 k=0
Preuve On prend (a?),>¢ = ((T_”:nr)n By, (i))wo’ en appliquant la proposition 1.2 on

obtient

mt
0 tn mit er—mr — |
)= agﬁ =c'Alt,x) = elexp <7" +x >
n=0 :

T —mr m
t
( t emv'mr—1>
= exp|r +z
r—mr m
D ()

— 1
= (r —mr)"n!

Donc af = Dmrlns) _ son (") (L)/LC By (£), le résultat (2.66) est obtenu. En appli-

(r—mr)n r—mr m

quant aussi (1.25) et (2.66) on obtient (2.67). O

Le théoreme suivant exprime le polynéme r-Dowling en termes de polynomes s-Dowling.

Théoréme 2.27. On a

Do) = (Z) (r — 8" Dy (k.1). (2.68)
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Pour s = 1 dans (4.41) on retrouve (2.57).

Preuve En appliquant la proposition 1.2, en prenant (a2),>o = ([)E”;_sigf)) Ly On T

trouve

n

Altz) = > agm
n=0 '
= e'A(t,2)

. < t emrts—1>
= eexp| s +x
r—=Ss m

(2.69)
D’apres les relations (1.24) et (2.69), le résultat est obtenu. O
Théoréme 2.28. Soient r et p des entiers, alors

Dy mptr (10,2) zn: < > ' Dyy(isz). (2.70)

Preuve En utilisant (2.49), on trouve

TI,

mz _ 1
S Dympsrlna)sy = oo ((mptr)z+05 )
n=0

4! 7!

d’ou le résultat. O

Plusieurs relations de récurrence sur les nombres et polynéome de Bell sont données par

Spivey [91] et d’autres relations par Sun and Wu [96]. En outre, Belbachir et Mihoubi [1 1]
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ont étendu ces relations de récurrences aux nombres et polyndémes r-Bell. On les étend
aux nombres et polynémes r-Dowling en utilisant la méthode de Gould et Quaintance
63].

Le théoreme suivante lie les polynémes r-Dowling aux nombres r-Whitney de seconde

espece et polynomes r-Dowling précédents.

Théoréme 2.29. Les polynomes r-Dowling satisfont la relation de récurrence
Dy r(n+ k) = ZZWmT J () (m7)"™" 27 Dy (i,2). (2.71)
1=0 7=0
Preuve Soit f(z,z) la fonction génératrice exponentielle des polynémes r-Dowling, d’une

part, d’apres le Théoreme de Taylor, on a

k;

flu—+2,2) Zf k" (2.72)
ot f®)(z,x) est la dérivée d’ordre k de f et en utilisant (2.49) on obtient :
flu+z,2) ZZDmyrnvax)k' (2.73)
n=0 k=0
D’autre part, on a
emutzs)
flu+z,x) = exp ((u + z)r + £L‘> (2.74)
m
x
— Tz Zemu(omz
fluw)erexp (Lem(en ~ 1)
00 ) ) (emz _ 1)]
_ J ,muj rz
- f(u,x);)x e™e T

Lk
= flux Zx] mWZer ’j)k"
7=0 k=0

7 k oo \n
_ ) j z (muy)
= ZD””“ZI f o;;)xmek >klz .y
Z n n

S W (k, Do ZZ( ) (m3)" Do (i)

7=0k=0 n=0i=0
donc
n ; Zk:un

En comparant (2.80) et (2.75) on obtient le résultat. O

61



2. NOMBRES R-WHITNEY ASSOCIES AUX TREILLIS DE DOWLING ET POLYNOMES R-DOWLING

Dans ce théoreme, on utilise ’équation (2.71) pour obtenir de nouvelles identités rela-
tives & Dy, (n,z) . En utilisant I’équation (2.71) on obtient des nouveaux résultats pour

Dy, (n,2) .

Théoreme 2.30. Soit p > 0, n > 0, des entiers, on a

ZDW (n+ k,2) W e (pk —xpz< ) (n — i) (mp). (2.76)

k=0
Preuve Utilisons (2.71), on remplace i par n — i, on obtient

p
> Dy (n+ k@) Wy (p,K)
k=0
n An pk o
— Y <Z> Do — 18) 35 Wi (o) (poR)2
i=0 = Oj—O

_ é:om(?)D Z:cﬂg Zwmr k)W (K. ).

D’aprés (2.10), on retrouve

p n k
Z Doy (n+ kx) Wiy (p,k) = Z m ( ) (n—i,x) Z 2756,
=0

k=0 1=0
n . i
= 2P Z ( ,>Dm’r(n —i,z) (mp)".
i—0 \?

En utilisant (2.76), nous exprimons de nouvelles identités pour D, ,(n,z) liés aux

nombres r-Whitney de premiere espece.

Théoreme 2.31. Soient n > 0 et p > 0, des entiers

n

Dy r(nx) =a7? Z Z Winr (D, ( ) (— 1)”72’ (mp)" "Dy (i + k). (2.77)

1=0 k=0
Preuve Dans la relation (2.76), on remplace i par n — i, alors

S Dy -+ o) () = xpz ( ) i) (mp) . (278)

k=0
En appliquant la transformée binomiale d’une suite (a,),>0 & 1’équation (2.78), avec

an = (mp) " P _o Dy (n+ k@)W o (p,k) €t by = 2P Dy, (i) (mp) ™", alors Péquation
(2.78) implique
-n = n—i [T —1 u .
2? Dy p(n,z) (mp) ™" =Y (—1) (z) (mp)™" > Doy (i + k)W (p,K), (2.79)

i=0 k=0
donc le résultat est obtenu. O
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Les polynomes r-Dowling satisfont

Théoreme 2.32. Soient n et p > 0, des entiers, on a

k

Dpr(n+kax)=> W, )Dypmjsr (M032) 27, (2.80)
7=0
k
Dt (0,2) = 27 Y~ i r (K) Do r (04 ), (2.81)
=0
n k n o
Diy(n+ k) =3 W (k.j) <2> (mj+r—1)"" 2/ D,,(i,z). (2.82)
i=0 j=0

Preuve Pour l'identité (2.80), dans la relation (2.71), on remplace Y7 () (m5)" ™ D, (4,2)
par Dy, mjtr(N,2).
Pour l'identité (2.81), on écrit 'équation (2.76) comme suit E?:o D (ntj,2) W, (kyj) =
LA D (T;) D, ,(n—i,x) (mk‘)l et en remplagant >.7" (’Z) D, »(n—i,x) (mk:)Z par D, mitr (1,2),
on obtient le résultat.
Pour 'identité (2.82), dans (2.80), on remplace D, yj+r(n,2) par
2o (M) (mj+r—1)"" Dylism). O

2.3 Nombres et polynémes r-Dowling ordonnés

Dans cette partie, on donne des résultats concernant les nombres et polynomes r-

Dowling ordonnés.

Définition 2.4. Le nombre r-Dowling ordonné est défini par :
Dpp(n) = (k+1)W.(nk). (2.83)
k=0
Le polynéme r-Dowling ordonné est défini par la relation suivante :

n

Dyr(nz) =3 (k+ 1) W, . (n,k)a. (2.84)

k=0
Voici les premieres valeurs des polyndémes r-Dowling ordonnés :

Pour x = 1, on obtient les valeurs des nombres r-Dowling ordonnés suivantes :
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Dy r(n,z)
1

rlr+ (r+ 1))z
rir? + (r + D)(m + 2r)z + (r + 2)!2?
rird + (r + D) (m? + 3rm + 3r)z + (r + 2)!(3m + 3r)2? + (r + 3)'a3
rirt 4+ (r 4+ D)I(m® + 4rm? + 6r°m + 4r3)x

=S lw N~ o3

+(r + 2)U(Tm? 4+ 12rm + 6r?)2* + (r + 3)1(6m + 4r)2® + (r + 4)la*

TABLE 2.5 — Polynémes r-Dowling ordonnés.

Dyr(n)

)

1

rlr+ (r+1))!
rir? + (r + )l (m +2r) + (r + 2)!
rlrd 4+ (r+ )Y (m? + 3rm + 3r?) + (r +2)!(3m + 3r) + (r + 3)!
rirt + (r + D)Y(m? + 4rm? + 6r2m + 4r3)
+(r 4+ 2)/(Tm? + 12rm + 6r2) + (r + 3)1(6m + 47r) + (r + 4)!

B lw| o | —=lol3

TABLE 2.6 — Nombres r-Dowling ordonnés.

2.3.1 Fonctions génératrices

Théoréme 2.33. La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynémes r-

Dowling ordonnés est donnée par :
2" rle™
Dpr(nz)— = —. (2.85)
T I (i

Preuve En utilisant I'identité (2.84) et la fonction génératrice exponentielle de la suite

des nombres r-Whitney de seconde espeéce, on obtient :

2" n on
> Dup(n) = 3 3 (k1) W (nk)a* =

n>0 n>0 k=0
0o k T emz _ 1 k
= ! Z < > (x > ,
o\ k m
o) k+r\ k 1 . ,
et sachant que > ;2 ( . )x = ({igy+1, On obtient le résultat. O

64



2. NOMBRES R-WHITNEY ASSOCIES AUX TREILLIS DE DOWLING ET POLYNOMES R-DOWLING

2.3.2 Identités combinatoires

Dans ce qui suit, on donne des identités pour les polynomes r-Dowling ordonnés

Théoréme 2.34. Les polynomes r-Dowling ordonnés satisfont I'identité suivante :

D, <”1fm> = (1 )y e e, (2.36)

Pyl
m =0 mPp!

Preuve En appliquant l'identité (2.32), on obtient

(mp+r)" & & 1
- 5 = m er‘ n7k YA AYE
p! I;) 4 )(p—k)!

donc

S (mp+r)"p+71)! & (p+7)! z\p—k
pz::o ) = ];),;)(k+r)!wm”r(n’k)mk(k+r)!(p—k)! (%>

_ kz;(k + r)!Wm,,r(n,k)xkg: (z 1 :) (ppk

_ 5 | k- (PHEAT) (2P
];)(k+r)ernkx Z( ki ( )

p=0 m
= S (k+ )W (nk)a* S (“ ”) (£)
k=0 p=0 m
n . (k+r+1)
= S (k)W k)t (1= =)
k=0
—(r+1)
= <1 - E) Dmr <TL, : ) )
m ’ -2
donc le résultat est obtenu. U
La formule explicite des polynomes r-Dowling ordonnés est donnée par :
Théoréme 2.35. Pour m > 1 et x > -, On a
Doy () =™ 3 mp - (p e (2.87)

Par conséquent, les nombres r-Dowling ordonnés sont générés par :

D _ r+1z (mp +7)"(p+r)!
mr - m+1 ptr+lp)

(2.88)
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Preuve L’identité (2.86) est équivalente a I'identité (2.87), en remplagant = par y. [

Théoreme 2.36. Le polynome r-Dowling ordonné vérifie la relation de récurrence sui-

vante :

Dpy(n+1,2) = rDyr(ne) + 2> <Z> (m — 1)""*Dp i1 (k). (2.89)
k=0

Preuve On a

tm d & tm
Dm r Lx)— = — Do )
nz:o (n+ x)n dtnzzo (nx)n'
rle’ r+ 1)le(r+Dt
- (1 €= 1)’“+1 + el (i B xe>mt1)'r"+2

o tTL

= Z <rDmT 7’L [E +z Z (k?) - 1)n_kDm,’r‘+1(kax)> ol

n—0 k=0 n:

Donc le résultat est obtenu. OJ

Théoréme 2.37. On a la récurrence

Dpr(n+ 1,2) = rDy, (n,2)

jfz( ) n—kgmHD,, (k). (2.90)

Preuve On a

+oo
Dpr(n+1,2) = Dyr(n+ 1L 2) N e ™ dA
0

+00 n
= / 7Dy r(nAZ)N e AN + 2 Z <Z> m™ Dy, (B AZ) N e dA
0
k=0

+o00 .
= 1Dp,(na) +a <> " kZerm) / AL AN
0

=0

d
= rDmr( de( > n—k THDmr(k,x).

Corollaire 2.38. On a

3 (”) (m—1)"*Dy (k) = 3 (Z) m"*((r + 1) Dy (k,x) + 2D (k7). (2.91)

k=0 k k=0
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Preuve D’aprés (2.89) et (2.90) on a
> (1)t = 1) D athn) = L3 (] ) D, (k)
_ zi; ( ) DDy (k) + 2D (k).

Théoréme 2.39. Le polynéme r-Dowling ordonné est relié au polynéme r-Bell ordonné

Dor(ns) = 3" <Z> mE(r — mr)" By, (%) , (2.92)

k=0

S m"B,, (%) s (Z) (=1)"*(r — mr)" "D, (k,z). (2.93)

Preuve On prend (a?),>o = (( m )n B, (%))mo, en appliquant la proposition 1.2, on

r—mr
obtient
_ ©  yn rlem o
A(t,l‘) = Z agm = etA(t,x) = ¢ mt r+1
n=0 (1 _ xe7";1>
rle” =

m—t . r+1
e r—mr—1
(1 T — )

= Dyr(nx) t"

- 5

— (r—mr)"nl’ (2.94)

En appliquant (1.24) et (1.25) avec (2.94), on obtient (2.92) et (2.93) respectivement. [J

2.4 Nombres et polynémes r-Eulériens de Dowling

Définition 2.5. Le polynéme r-Eulérien de Dowling A, .(n,x) est défini par

n

Apr(nz) = Z{:}(z + ) W (ni) ( — 1) (2.95)
= (z— 1)”Dm,r(n,xi1). (2.96)
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= i <2n)(—1)”““ (” ]; Z> (i + r)!wm,rm,z’)) ",

k=0 \i=0
Alors on définit le nombre r-Eulérien de Dowling a,, (n,k) par :
g (k) = 3 (1) ik (" R Z) (i + 1) Wiy (010). (2.97)
i=0

Pour m = 1 et r = 0, on obtient les polynémes Euleriens.

Théoréme 2.40. La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynémes r-

eulériens de Dowling est donné par

Zn r'(m(m _ 1))T+1€r(x—l)z
m,r . 2.98
nZOA n .CE) n! ( (l’ _ 1) +1-— em(m—l)z)r—i-l ( )
Preuve En utilisant (2.95) et (2.8), on obtient
Yo Ap(na) = DS W (ng)(i+r)l(x—1)" ;'
n=0 1=0 n=¢ :
00 00 -1 n
= Z (i +7)! Z W u
=0 (ZE‘ ]'>Z n'
B i (Z + )' €T em(x—l)z -1 i
C Z (-1 m
m(x—l)z -1 g
— 1,r(x—1)z Lt
e s (U (e )
1
— 1,r(x—1)z
r.e (1 B em(zfl)zfl)r'i'l’
m(x—1)
le résultat est obtenu. O

Théoréme 2.41. Les polynomes r-Dowling ordonnés sont liés aux nombres r-eulériens
de Dowling par l'identité suivante :
Dyr(n,x) =3 am o (nk) (1 + z)Fz" (2.99)
k=0

Preuve En utilisant la relation (2.96), on obtient

Dyr(nz) = 2" Am, (nx il 1) (2.100)
n k

= 2" ap,(n.k) (m il 1) . (2.101)

k=0 0
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Chapitre 3

Transformé binomiale et nombres

r-Whitney

Dans ce chapitre, on se propose de donner des extensions de résultats obtenus par
Boyadzhiev (2009, [32]) pour les nombres r-Whitney.
L’identité (2.35) montre que les suites (k!m*W,, .(n,k))i. et ((mk+7)"),, sont liées par

la transformée binomiale inverse. La formule d’inversion entraine :
(mk +r)" = Z ( ,)j!mJWmm(n,j), (3.1)
j=0 \J

qui est un cas particulier de (2.32) pour tout entier k.
Le théoreme suivant est une généralisation a poids des sommes de Faulhaber adaptée

aux progressions arithmétiques.

Théoreme 3.1. Soient ¢y, ¢y, ... une suite de nombres complexes, alors pour tout entier
positif p, on a
P P . P [k
S (mk+r)"er =Y JImI W, (n,g) > < ‘>ck. (3.2)
k—o =0 k= \J

La relation (3.2) nous permet d’obtenir plusieurs identités.

Proposition 3.2. Pour tout p entier, on a :
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k

Preuve On prend ¢; = x", en appliquant I'identité (3.2), on obtient :

P

S (mk + 1) zij I W (n )i@x’“

k=0 k=j

(Yoo S ()

d’ou le résultat. O

avec

Remarque 3.1. Pour x =1, on a

Zp:(m/H ZJ'WWW( J)<p+ 1) (3.4)

k=0 =0 Jg+1

et en comparant avec 'identité (1.18), on obtient |a relation suivante :

S I W (n.)) (fi i) = (mp+ 1)+ o [ (4 9) = B ()] @9)

J=0

Proposition 3.3. Pour tout p entier, on a :

zp:(mk—l—r) Z]'m Wonr(n ,])Zp: (f)(—l)k (3.6)

k=0 §=0 k=3

Preuve On prend ¢; = (—1)* et on applique l'identité (3.2). O

Proposition 3.4. Pour tout p entier, on a :

zpj (i) (mk +r)"z* = zpj (?) MW, (n,g)2d (1 + )P~ (3.7)

k=0 j=0 \J

Preuve On pose ¢, = (i) x¥ et on applique (3.2), on a alors :

3 (i) (mk )2t = 3 W () (Z) (’“) 7",

=0 k=j

avec

le résultat est ainsi obtenu. O
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Remarque 3.2. Pour z = 1, on a l'identité suivante :
p D p ) )
> ( > mk +1r)" = (p);m 2P W,, . (n,j), (3.8)
k=0 k 7=0
et pour x = —1/2, on obtient :
p

5 (1) b+ )7 (=152 = 31 Gy W (). (39)

k=0 j=0

L’identité suivante relie les nombres r-Whitney de seconde espece aux nombres de Whitney

de premiere espece

Proposition 3.5. Pour tout p entier, on a :
p

> (mk +r)"s(p,k)ym?~ F( 2”: 1Ym0 W (1,5 ) (p,5). (3.10)
k=0 3=0

Preuve Le résultat est obtenu en appliquant l'identité (3.2) pour c¢; = s(p,k)mP=*(—1)"
et la relation (1.40). O

L’identité suivante relie les nombres r-Whitney des deux especes aux nombres de

Stirling de premiere espece.

Proposition 3.6. Pour tout p entier, on a

P

> (mk 4 )" (=1) s(p,k)rFm?=* = ij 7510700 W, (1,3 im0 () (3.11)
k=0 3=0

Preuve En prenant ¢, = s(p,k)(—1)*r*mP~* et en appliquant (2.14), on obtient le
résultat. O

Les deux identités suivantes relient les nombres r-Whitney des deux types aux nombres

r-Stirling de premiere espece.

Proposition 3.7. Pour touts p,r entiers, on a

p

l;(mk +7)"s.(p+ 1k +71)(mr — r) Zp: i'm? (mr — r)? Wm7r(n,j)wm7r(p,j).
: . (3.12)
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Preuve On prend ¢ = s,(p + r,k + r)(—m)P~*(mr — r)* et en applique (2.28), donc le

résultat est obtenu. O

L’identité suivante lie les nombres s-Whitney de premiere espece aux nombres 7-

Whitney.

Proposition 3.8. Pour tout entier r < s, on a

P p , ,
S (mk + 1) W s(pk) (s — )" =3 jim? (s — 1Y W (0,5 Wi (p,). (3.13)

k=0 Jj=0
Preuve On pose ¢, = Wy, s(p,k)(s — r)* et on utilise (2.29). O

Les deux identités suivantes lient les nombres r-Whitney de seconde espéce aux nombres

harmoniques et hyperharmoniques.

Proposition 3.9. Pour tout p entier on a

Epj(mk +7)" ZJ m! Wi (1.5) <§i 1) <Hp+1 —~ 1) , (3.14)

k=0 =0 Jj+1

P (mk+T) (+1)
Y = §:'me, n,j)HY 3.15
= L 1 . 0] ( j) p—j+1-° ( )

Preuve Le résultat est obtenu grace a (3.2) en prenant respectivement ¢, = Hy, et ¢ =

et en utilisant les sommes suivantes :

P [k p+1 1
Hy = Hypy — ——
;() ’ (j+1>( o j+1>

Zp: <§>pi‘+1 <p;r1> (Hp+1 — Hj).

k=j
et la relation (1.17). O

p— k+1
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Chapitre 4

Nombres r-Whitney s-associés et
nombres et polynomes r-Dowling

S-assocCiés

Dans ce chapitre, on présente quelques propriétés des nombres r-Whitney s-associés

et des nombres et polynémes r-Dowling s-associés.

4.1 Nombres r~-Whitney s-associés

Dans cette partie, on étudie les nombres r-Whitney s-associés. On donne des formules

de récurrence, des formes explicites et quelques identités combinatoires.

Définition 4.1. On introduit la suite des nombres r-Whitney s-associés de seconde es-

pece par la fonction génératrice exponentielle suivante :

© 2 err (™ — Y5 (mz) /g F

> WS (k) = =0 .
’ n! k! m

n=~k

(4.1)

Pour r = 1 et m = 1, on obtient les nombres de Whitney s-associés, W) (n,k) et les
nombres r-Stirling s-associés, S{*)(n + 7,k + ), respectivement (voir [0]). On retrouve les

nombres de Stirling s-associés, S©)(n,k) pour m = 1 et r = 0 [60].
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Théoréme 4.1. La fonction génératrice mixte des nombres r-Whitney s-associés de se-

conde espéce est donnée par :

0o 00 n mz __ s—1 J il
S S W k) St = exp {m P = GCE) } | (4.2)
’ n'

n=k k=0 m
Preuve On change 'ordre de la sommation et on utilise ’équation (4.1) pour obtenir le

résultat. O

4.1.1 Relations de récurrence et expressions explicites

L’identité suivante nous permet de calculer les nombres r~-Whitney s-associés grace

aux nombres r-Whitney s-associés précédents.

Théoreme 4.2. La suite des nombres r-Whitney s-associés de seconde espéce vérifie la

formule de récurrence suivante

-1
W) (n,k) = (mk + )W (n — 1k) +m*™ (n 1) W (n—s,k—1). (4.3)
: , s ,
Preuve
(s) 1h =2 ) (k)
HZZOWm,r(n—i_ ) >Tl' dz <7§)Wm,r<n7 >’I’L'
ik
_ A e (o En
Codz \ K m
k -1

ik
n rz em? — Zs:l (mz)
= ryY W (n,k‘)z +mkS ( =0 g
mr ! k! m
n>0
)i\ k=1
N (mz)s—l e em= j;é ( J|)
(s=1D! (k—1)! m
n s—1 n+(s—1)
— (mk W (nk)= + 2 W (nk—1)°
(m + 7”) nzz:o m,r(nv )n' + (S - 1)| = m,r<n7 ) n!
Zn ms—l Zn
= (mk+7) Y W (nk) 5 + WD (n = (s = 1),k = 1) ,
2 Wonr k) 1 2 o i (s
ainsi le résultat est obtenu. OJ
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Pour s = 1, on retrouve la relation (2.4), pour 7 = 1, on a le corollaire suivant :
Corollaire 4.3. Les nombres de Whitney s-associés de seconde espéce vérifient la formule

de récurrence suivante

-1
Wi (k) = (mk + W (0= 1k) +m*™ (n |
S J—

>W7Ef)(n — s,k —1),

ott W*)(n,k) est le nombre de Whitney s-associé de seconde espéce.

Théoréme 4.4. On a la relation de récurrence

s—2
W (n+ 1,k) = rW (k) + Zm (”) W ik —1)— Y m <”> W (i — 1),
, W , ,

" =0
cette relation peut étre écrite aussi
m7

W (n+ 1k) — rW (n,k) Zm @(7)W$L(i,k—1)(1—[z’gs—z]),
; :

ou [i <a] =1 pouri<a et0 sinon, pour la notation voir [(-1].

Preuve
> WS (n+1 /f)f = S W,
n>0 n>0
ik
B o Zs 1 (mz)
a k! m
i k-1
et [ ey [ - T
+ DY e — Z ' J
_ (s) N i (s) z"
= > (W2 (nk)+> m )W (k= 1) | —
n>0 7 =0 ¢ 7 n.
s—2 n on
- Som )W (k- 1) —
n>0 \i=0 ( 7 n:
ainsi on obtient le résultat. O

Pour r =1, on a le corollaire suivante
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Corollaire 4.5. Les nombres de Whitney s-associés de seconde espéce satisfont

W (n+1,k) = W (nk) + 3 mr (”) WO ik —1)(1—[i<s—2).
(3

=0

Théoréme 4.6. Les nombres r-Whitney s-associés sont écrits en termes des nombres

(r + m)-Whitney s-associés

m, m,r m,

W (n+ 1k) = rW (nk) + W (nk — 1) — Zm i(,)W(S)T(i,k—l).

Preuve On a

S W), n+1k) - <Z ZT)

n>0

mz s—1 (mz)J k . 1 ()] .
= T:’“Z N B j=(1J ( j!) n 6(T+m)z e _ Zj:(l) ( ;)
i\ k

= > (WS k) + Wit (nk = 1)) =
= .

- S (S (Mwien-n) 5

n>0 \i=0

Les nombres r-Whitney s-associés sont écrits en termes de nombres de Whitney s-associés

Théoréme 4.7. On a

)(r — D)W (n — k). (4.4)
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Preuve On a

n 2 emz s—1 (mz)] K
Wb = o0
= e ) k! m
(r—=1)'WE0k)\
= ; ; z
= n 7 s . 2"
= nZ:O (;) <z> (r—1) Wﬁl)(n - z,k)> ok

Théoréme 4.8. Les nombres r-Whitney s-associés vérifient les relations de récurrence
longitudinale.

s n\ . e
W) = 3 (1w, (45)

n

—1)" W T+1(z k). (4.6)

l

wini) =3 (7).

Preuve Pour l'identité (4.5), on a

) n (r+1 Zs 1 (mz k
ey wimns = <

n>0

ainsi le résultat est obtenu.

Pour I'identité (4.6), on utilise la transformée binomiale. O

Théoreme 4.9. Les nombres r-Whitney s-associés vérifient les identités

St =3 (M) wnin, @7)

1=0

=3 (1) wi . (143)

=0

Preuve Pour l'identité (4.7), on a

i k
n (r+p)z emz s—1 (m?)]
z e =0 |
S W k) = < e
mr n! k!

n>0 m
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re mz __ ys—1 (mz)J
L =0 J!
k! m
z

Pour l'identité (4.8), on utilise la transformée binomiale. O

Théoréme 4.10. Les nombres r-Whitney s-associés sont écrits en termes de nombres

r-Whitney (s — 1)-associés et vice versa

b (s=2) (1 }ip]

) =3 D — (s - T Gk ) (49)

k (s—2)7 1
(S 1) k‘ m n.
Wonr P00 = 2 i — (s — 1)1

W (n— (s — 1)j.k — j). (4.10)

Preuve Pour l'identité (4.9), on a

n re mz _ xs—1 (mz)?
Z AR (n k)i _ ¢ € > j=0 J!
= e ) k! m
s—2 (mz)? mz)s—1 k
A — 2= (j!) ((s—)l)'
k! m
—92 (mz)i \ kI i
_ (R (R (- (mz) ! >
k! o\ m m(s —1)!
k -1 Jo (8—2)F sn+(s—1)j
= Z ngrl)(n’k_j)(‘ >m : |
iSonso Ji((s=1)h n!
k _1) (s—2)j peg
= WD (n — (S—l)Jk—J)( :
22 W (s — D7 (0= (5= 1j)!

Pour l'identité (4.10), on a

n ra mz _ ys—1 (mz)J (mz)s—1
S W k) = €<6 D i <s—1>!>

50 n! k! m
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rz ems _ ﬁgé(mT?j o mz)s~1 \’
- 250 () G

, z”> (mz)s=1

mijl((s — 1))

9]

I
M- =|
:/_\
%
=)
5
40
S
o~
|
&
|

7=0
k (s—2)j n+(s—1)j
= Y Wk — )i
j=0n>0 j((S - 1) )J n
b (s-2); n
m z
= W (n— (s —1)j.k — j)
;onzo ’ JH (s = D)7 (n = (s = 1)j)!

Corollaire 4.11. Les nombres de Whitney s-associés sont écrits en termes de nombres

de Whitney (s — 1)-associés et vice versa

mGE=2i(—1)in!
Wé?(n,k) = 2} ((s — 1)!>jj!(7i _1>(3 '_ 1)(].)!W7§f71)(n — (s = 1)j.k = j),

J

k

B k m=2ip)
W,(ns )(n,k) = ;) ((s = 1)ig(n — (s — 1)j)!

Wi (n— (s = 1)j.k — j).
En particulier, pour m = 1, on trouve les identités (4.6) et (4.5) respectivement,

données dans [66].

4.1.2 Identités combinatoires

Théoréme 4.12. Les nombres r-Whitney s-associés de seconde espéce sont liés aux
nombres r-Stirling s-associés de seconde espéce par la relation suivante :
n n . )
W,(,fzn(n,k) =Y (z) mF(r —rm)" 7SS (i 4 r k + 7). (4.11)
i=k
Preuve Soit W?"™* la matrice e-Riordan des nombres r-Whitney s-associés de seconde

espeéce, W2 = [ngzn(n,k)] alors d’apres la formule (4.1) on obtient

n,k>0

emz _ Zs:l (m.z)j
W2 = <e =0 3N, (4.12)

m
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Pour m = 1, on retrouve

s—1 i
(e S = 300k (19
=0 J° o

D’autre part, on a

) ( 1 () N
wars = (el Tm)z,z>i(1,mz> <em,ez—z ><1,mz) }

=3
- l(?“ —rm) (Zﬂ k>0 [mn_k87(‘8)<n +rk+ T)]n,kZO ’
ainsi le résultat est obtenu en utilisant (4.13). O

Théoreme 4.13. Les nombres r-Whitney s-associés de seconde espéce sont liés aux
nombres de Stirling s-associés de seconde espéce par les relations suivantes :
n (n .
WT(,LS)T(n,k) =) 7’”"( ,)mz_kS(s)(i,k:). (4.14)
i=0 t

Preuve Pour l'identité (4.14), on a

mz __ (s—1) 7 /4
e . mz !
”72,7",5 <6rZ7Z> <17 Z]—U ( ) /] > 7

m

donc [WT(,‘LS)T(TL,/{:H - [Tn_k (Z)]n,kzo [mn—ks(s)<n7k>]n’k20.

) nk>0
Pour m = 1, on retrouve l'identité suivante qui lient les nombres r-Stirling s-associés

aux nombres de Stirling s-associés.

SOn+rk+r)=3 1" (”) S (i,k). (4.15)
=0 t
Théoréme 4.14. Les nombres W2, (n,k) satisfont les identités suivantes :
Wi (n.k) =37 77) (r = " Wh(ik), > t, (4.16)
i=k \ "
Wi (nk) =3 (n) Wi (k). r > 1. (4.17)
i=k \*

Preuve Pour l'identité (4.16)

emr _ s—1 27
_ i=0 1
WQ,T,S — <€(r t)Z,Z> etz’ J J )
m

Pour l'identité (4.17) on utilise I'identité (4.16) pour t = r — 1. O
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4.2 Polynomes r-Dowling s-associés

Dans cette section, on étend quelques résultats pour les polynémes r-Dowling s-

associés.

Définition 4.2. Les polynomes r-Dowling s-associés Df;j?T(n,m) sont définis par

) =y Wi (nk)zt. (4.18)

k=0

Le nombre r-Dowling s-associé est donné par :
D), (n) = 3" Wi (n.k). (4.19)

Pour r = 1 (resp. s = 1), on retrouve le polynome de Dowling s-associés D) (n,z), (resp.
le polynéme r-Dowling D,, .(n,x)).
Pour m = 1, on obtient le polynéme 7-Bell s-associé, B%*)(x), (voir [0]). On retrouve

le polynoéme de Bell s-associé, B (z) pour m =1 et r = 1.

4.2.1 Fonctions génératrices

Théoréme 4.15. La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynémes r-

Dowling s-associés est donnée par :

5 D )2 = o (2 EPI | o0

n>0 m

Preuve En appliquant (4.18) et (4.1), on obtient

DY (n,r) A < W(S (n,k)x > =
nzgo ’ n! S0 Z n!
= > [ S whn, k: *
k=0 \ n>0
mz s— i\ F
S jé<mz)f/ﬂ> y
P k! m
n em* _ s—1 J /4l k
k=0 m
donc le résultat est obtenu. O
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4.2.2 Relations de récurrence et expressions explicites

L’identité suivante nous permet de calculer les polynémes r-Dowling s-associés grace

aux polynomes r-Dowling s-associés précédents.

Théoréme 4.16. Les polynomes r-Dowling s-associés satisfont la formule de récurrence

DS?T(n—I—l,x) = rD(S (n,x) +xz<> n—za:)

min(s—2,n) -
-z m'’ (n) DY (n —i.x), (4.21)
i )

1=0

qui peut étre écrite aussi
D(S) (n+1m)—rD (n,x) —x2m< )D(S (n—i2)(1—[i <s—2]). (4.22)

Preuve De la relation (4.20), on a

n

S DY) (n+1,0)

n>0 n!
d "
- D) il
T 0.0
mz 5—2 J /a0 mz _ Ns—1 J /A
me m _almz . (& _a\lmz .
_ <T+x j=o(mz)’/3 )exp {mﬂ j=o(mz)’/j }
m m
S D)+ e S D ()
n>0 n>0 n:
s— 2 on

ZD

l
]O J: >0

> (ng‘?L)r(n,x) vy (”) D i) 5
n>0 7 i=0 \? nl
min(s—2,n) In ) n
- (") D® (n—iz)-.
ooy wll)pn-io]

En identifiant les coefficients de 2" /n!, on obtient le résultat.

La relation de récurrence suivante est satisfaite

Théoréme 4.17.

min(s—2,n) A
D’STSL?T‘ (7’L + 1,1‘) = TD?S)T(WH‘T) + :L‘Dﬁs?r+m(nax) - Z <n> mZD,(s)T(TL — Z,l‘)
7 i=0 t ’
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Preuve De la relation (4.20), on a

n

S DY) (n+1,0)

n>0 n!
_ Z D Z
n>0
me™ —m mz G - mz
_ <T+x Jo( )/‘7>exp{m+x j=o( )/J}
m m
n S— 2 on
= rY DY), +$2Dmr+m(nx)z| T ZD
n>0 ”' n>0 n: b J! n>0
SN in(s—2,n) In o
= Y (1D, (0.2) + 2D p(02)) e = z mz(,),pgm_z-,x).
n20 nl n=>0 =0 t ’ n!

En identifiant les coefficients de 2" /n!, on obtient le résultat.

Théoréme 4.18. Les polynomes r-Dowling s-associés vérifient la relation de récurrence

n—1

-1 ,
D (ngx) = DY (n—1z)+zY (” >(m —1)'DY _(n—i—1.x)
b /L b

=0

oz .3

min(s—2,n1)< 1
1=0

) D(s) (n—i—1).
i

Preuve En utilisant (4.20), on obtient

n

> DY), n-l—lx)z

n>0 n!
- ZD(S)
n>0
me™ —m mz)7 /4! e — 5" imz)i /4]
— <r+x Zj ol )/]>exp{rz—l—$ j=o )/]}
m m

TL

= ’FZD —I—xe(ml ZDmT-i-l nx——xz mz) /4! ZD

n>0 n>0 n>0

= <rD<S (n,z) +xz< ) Dm)r+1(n—zx)>

n>0
i b
min(s—2,n) <n n

_ DG (n — i)
x> ,>mDm’T(n Z,J])n!.

n>0 i=0 i

N

n!
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Théoréme 4.19. Les polynémes r-Dowling s-associés sont écrits en termes des poly-

noémes de Dowling s-associés et vice versa.

DY) (na (

) "D (i,x), (4.23)
D) (n,z) = (”) r—1)""DY) (i,z). (4.24)

Preuve On utilise (4.20) pour l'identité (4.23), on a ainsi

m

" mz
e B
’ n.
(

n>0
1) D)
r—1) DG, x>> -

-5z

n>0 \i+j=n
= > <Z (") (r— 1)“ng>(¢,$>> =
n>0 \i=0 \? n!
(s)
Pour l'identité (4.19), on utilise la transformée binomiale pour a, = D(";’”g) et by,
D3 (n.) O

(r=1)"

Théoréme 4.20. Les polynémes r-Dowling s-associés sont liés aux polynémess (r + 1)-

Dowling s-associés

DY), 1) =3 (") D), (i), (4.25)

Zf? ( ) "D (i), (4.26)

Preuve Pour l'identité (4.25), on utilise (4.20), on obtient ainsi

" — Yisp(mz)/j! }

m

n

e’ ZD Z—exp{(r+1)z+x

n>0

Pour l'identité (4.26), on utilise la transformée binomiale. O

Théoréme 4.21. Les polynomes r-Dowling s-associés vérifient

n

s n 7 S .
Dﬁn,)r-i-p(nax) - Z <Z>p Dﬁn?r(n - 7’71‘)7 (427)

1=0
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et

D) = 3 (1) oI Dl — i), (1.25)

i—0 \?

Preuve Pour l'identité (4.27), on utilise (4.20), on obtient

n mz _ s—1 j/ i
pz D(s) i — e ]:O(mz) J: .
e %% o (1,) oy exp {(7" +p)z+z -
Pour l'identité (4.28), on utilise la transformée binomiale. O

Théoreme 4.22. Les polynomes r-Dowling s-associés sont écrits en termes des poly-
nomes r-Dowling (s — 1)-associés et vice versa

n

L= n s — 1)i)(—z)'mb—21
DY) (n.x) = ;0 <(S B 1)2’) ( j)((l'(— 1))!)2, DY V(n—(s—1)iz) (429

25 n s — 1)i)lzim(s—2)i
D () = ; ((s - 1)7L> : z'!(l(l >_' 1)) DL (n = (s = 1)ira) (4.30)

Preuve Pour l'identité (4.29), en utilisant (4.20), on obtient

n e — 355 (mz)! /5! } JEFACE e

> fob)r(n,x)z—' = exp {rz +
’ n:

n>0

(s—1)!
m

NED> DRV Gr) (ma)mE 2
= — . - | 2
n>0 \ (s—1)i+j=n j! Z!((S - 1)!>Z

ey D& D (n — (5 — 1)i,x) (—z)im(s=2i

=2\ X s eoy Aoy )¢

n>0 =0

125) ) .
Cos [ Yembitearme

n>0 \ i=0 \\§ 1)i il((s — )Y

Pour I'identité (4.30), nous utilisons (4.20), ainsi

e — Lé(m@%!} 2 (ma)L

n
> Dﬁj;l)(n,x)z—' = exp {rz +x em =D
’ n!

n>0 m

Dg?r(jﬂx> xim(572)i n
- Z<( 2 i!((s—l)!)i>z

- 1
n>0 \ (s—1)i+j=n ’
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B S DO (n— (s —1)ix) aimED 0\
D 2 D oy s b T T

n>0 =0

[~ ;
_ — n (s — 1)) laim(s=2) O (1 — (s — 1)ia 2"
(3 (0 ) D (s~ Vi) | 50

n>0 \ i=0 \\5 1)i il((s = 1)!) n!

Corollaire 4.23. On a la relation de récurrence pour les polynémes r-Dowling s-associés

d D) (n,x). (4.31)

D) (n+1,2) :rDr(j?T(n,x)—Fmel( " )D,(;?r(n—(s—l) )—i—mxd

s—1

Preuve En utilisant (4.3), on obtient

n+1 n+1 n+1 n
Z ms (n+1,k)a" = Z(mk%—T)WTSf’),,(n,k)xk—l—mS*l > ( >W7§f7)r(n—(s—1),k—1)xk,

k=0 imo \s— 1
donc
n+1 n n n
Z T,f)rn—i-lk: Zran)rnkx + am?® 12( )W,,f},(n—(s—l),k):vk
k=0 imo\s—1
d
2 W) (nk)z
le résultat est obtenu en utilisant (4.18). O

Corollaire 4.24. Pour r fixé, on a

D n0) ="

et la dérivée d’un polynome r-Dowling s-associé est donnée par

d D@ (n+41,2) DY (n,x) n
7D(S) _ m,r ) - m,r\"" . s—2 D(s) . -1 )
D, () = = 8 ez D (s = 1))
Proposition 4.25. On a
CCRSES o) () 0 516 (4.32)
3 s k ) m
T " (n
B (2) = 3 (3) 04D ) (133
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Preuve Soit (a2),>0 = (mnBr(ﬂ (%))

D’apres la proposition 1.2 on a

50 la suite initiale de la matrice d’Euler-Seidel.

Atx) = Zagt—
n=0

n!
_ t
= e'A(tx)
T mt s—1 (mt)]
etemrt—i-ﬁ(e _Ej:() T )

mt

et — ip
= exp <(mr+1)t+x =03
m

[ . n
n=0 :

En appliquant les deux équations (1.24) et (1.25) avec I’équation (4.34), on obtient
(4.32) et (4.33). O

Théoreme 4.26. Le polymome r-Dowling s-associé est relié au polynome de Bell s-

associé par les relations suivantes :

D) =3 ()t (). (139

k=0

m"B) (%) = i (n (—1)”_kr”_kD,(ns?T(k,x). (4.36)

. oo tn
A(t,l‘) = Zagj
n—0 n.:
= Altx

o, mit_§s—1 (mt)d

— eteﬁ(e Zj:“ rd ! )

et — ik mt
= exp (t +x =0 vt
m

= D) (n,x) 1
=y T

n=0

(4.37)

rn n!’

En appliquant les deux équations (1.24) et (1.25) avec I’équation (4.37), on obtient (4.35)
et (4.36). O
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Théoréme 4.27. Le polynoéme r-Dowling s-associé est lié au polynoéme r-Bell s-associé

et vice versa

DY) (nx) =Y (Z) m(r — mr)”_kB,(jz (%) : (4.38)

Preuve On prend (al),>o = (( i )nB 5) (1))n>0 et en appliquant la proposition 1.2

r—mr n, m
on obtient
o0 tn
Altyr) = Zag—'
n=0
= e'A(t,x)
S sl (mt)?
= eexp|r mt —i—xe =0 (rorm)g!
r—mr m
mﬁ  xs—1 (mt)d
= exp|Tr t —i—xe J=0 (rzrm)?s!
r—mr m

D) (nx)

(r —mr)"nl’ (4.40)

- >

n=0

Donc af = Dip(nz) _ Yo (1) (2 )kB,(csz (£), ainsi le résultat (4.38) est obtenu. En

(r—mr)n r—mr

appliquant aussi (1.25) et (4.40) on obtient (4.39). O

Le polynéme de Dowling s-associé est écrit en terme de polynome [-Dowling s-associé.

Théoréme 4.28. On a
D) = 3 (1) =+ D), )
k=0

D n,r
Preuve En appliquant la proposition 1.2 en prenant (a®),>o = ( Z:‘i(l)n )> ,on a
n>0

. [o¢] ntn
A(tvx) = Z aoﬁ
n=0 :

= e'A(t,x)
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m—L s—1 (mz)J
t el — 3 0
= exp (7“ +x 7= l)]]!>
T m

= D (no) ¢
_ Z o ot (4.42)
D’apres les relations (1.24) et (4.42), le résultat est obtenu. O

Théoreme 4.29. Soient r et p des entiers, alors

D(S)

m,mp+r n

I
-
i Mz
o

(1) o D i), (445)

Preuve En utilisant (4.20), on trouve

o emr _ Y8 (1) (mT)]
J= !
ZDmmerrna:)H = exp| (mp+r)z+z . d
ems — 380 (mff)j
= m™exp | rz+x L
m
_ = (mp2)" & D) "
- Z ] Z m,r(nﬂ:(”)i'
n=0 "' n=0
_ i (mp) Dy, (i),
n=0 \i+j=n -7' Z‘
— n—ZD(S) R
S (3 (0 wmor—ngin) 5
d’ou le résultat. O
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Chapitre 5

Formes explicites pour le polynome
de Frobenius-Euler généralisé

d’ordre supérieur

5.1 Introduction

Nous proposons des formes explicites pour les polynémes de Frobenius-Euler générali-
sés d’ordre a en termes de nombres de Whitney généralisés de seconde espece et en termes

des nombres de Whitney translatés généralisés de seconde espece.

Définition 5.1. Soit o un nombre réel, les polynomes de Bernoulli généralisés 3™ (z,a)
et les polynémes d’Euler généralisés E™ (r,a) de paramétre m sont donnés respective-

ment par les fonctions génératrices suivantes, pour |z| < 27 /m

Z’I'L
nl

(o) e = X A warsy, 5.)

et

n

( 2 )a e = gEﬁm) (z,@) = (5.2)

emz + 1 n!

Pour m = 1, on retrouve le polynéme de Bernoulli généralisé (3,,(x,«) et le polyndme
d’Euler généralisé E, (z,a), voir par exemple [93, 69].
Pour # = 0, on obtient le nombre de Bernoulli généralisés 5™ () et le nombres d’Euler

généralisé E™(a).
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Définition 5.2. Soit A € C avec A # 1, les polynémes de Frobenius-Euler généralisés
H™) (2,a|)\), n > 0, dordre o, a € R, sont définis par la fonction génératrice, pour

|z| < 2m/m

<€iZ_A ) = ZH (z,a|) 7; (5.3)

Pour z = 0, on retrouve le nombre de Frobenius-Euler généralisé d’ordre o, H{™ (0,a|)\) =

H) (a|N).

On a la relation suivante

HE o) = 3 () A el
i \k

Pour m = 1, on retrouve le polynéme de Frobenius-Euler H,(z,a|\), d’ordre o € C, voir

[93] et les références qui y figurent.

Pour A = —1, on a

EM (z,0) = H™ (2,0 —1).

n

Dans le cas particulier « = m = 1, on a le polynéome de Frobenius-Euler donné par

H((z,1|\) = H,(x,)\). Pour plus d’informations nous nous référons a [37, 69, 70].
Srivastava et al. [93] ont introduit le polynéme de Stirling généralisé de seconde espece
par,
k 1 u k—j k A\
Su(@) = 5> (=) (@ +5)", (5.4)
k= J

On introduit les polynémes de Whitney généralisés WT’fm(x) et les nombres de Whitney

;o < k N .
genéralisés W | de seconde espece par :

k

Wy (z) = ‘m Z J(f) (mj+z+1)", (5.5)

me = Wi (0)-
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La fonction génératrice correspondante est donnée par :
— 1k z" L et k
X;CWm,n(x)E =o€ =17 (5.6)
n=

Les polyndémes de Whitney généralisés de seconde espeéce satisfont la relation de récurrence
suivante
WE (@) =WED(@)+ (@ +mk+ )W () (1<k<n). (5.7)

En conséquence, de l'identité (5.6), on peut déduire les résultats suivants,

Whato) = 3 () Watib 55)
W 2 (0) = Wi (n.k) (5.9)

Wi o(r=1) = W (nk) (5.10)

Wp o (mr —1) = m""S,(n+rk+r), (5.11)

et

Wk (x) =m"*sk <x i 1) :

(5.12)
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¢ = w Inod soSIRIGUIS ADU)IYAN Op sowouA(od sop sino[ea sordtwald sor] — 7'G¢ 41dV],

T |GG+ 2G| 0LT + 208 + 20T | 0£€ + 206G + ;206 + ¢Z0T | TET + 00T + (Z0ET + ¢Z0F + ;26 | (T +2) | G

I 9T + ¥ 8G + 29¢ + ;19 0F + 22 + (27 + ¢2F AT +2) | ¥

T 6+ 2¢ &1 + 2gT + g2¢ J(T+2) ¢

I v+ g 1+72) |2

I IT+x |1

I 0

C=y| v=9 e=9 c=1 =4 0=% |u
1 = w nod s9sIRIOUYS ASUIYAN Op SowOUATOd sop sinsfeA soreld s — 1°G ATdV],

T | QT +2G |69+ 20 + ;20T | 06 + ZGTT + ;209 + (20T | €1 + TGL + ;Z0L + (20¢ + 326 | (T + ) | ¢

I 0T + o 6T + TFT + 429 GT + 8% + 18T + 2F AT +2) | ¥

I 9 + ¢ L+ 36+ ag (1+2) ¢

T ¢+ag (1+72) |2

T T+x |1

I 0

G=y| F=4 e=y c=1 I=4 0=% |u

*909dse opPU0I3Ss OP SISI[RIGUIS ASUIYAA 9P sowQuA[od sap sanafea soadruead sorf T°1°C
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¢ = w Inod s9sI[RIOUIS AJUIYAA Op sowouA[od sop sinofea somrwold so] — ¢°¢ AT1dV],

GE + TG | GTE + TOTT + ;20T | 028 + 2CT8 + ;20TT + (20T | TFE + TGTh + ;20T1E + (208G + ;26 | (T + ) | G
T cc + 1% GOT + 28F + ;29 G8 + T8 + Z0E + (T H1+2) | ¥

T o1 + ¢ G + 2GT + ;7 (1+2) ¢

I ¢+ g (1 +7)|¢C

T T+x |1

I 0

V=4 €=y c=1 =19 0=% |u
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5.2 Formule explicite pour le polynéme de Bernoulli
généralisé de parametre m

On commence par établir une formule explicite pour le polynéme de Bernoulli généra-
lisé de parametre m en termes de polynomes de Whitney généralisés WT’fm(x) de seconde

espece.
Théoréeme 5.1. On a l'identité suivante

) = 2T () (T e 6

k=0

Preuve On procede comme dans la preuve de la formule explicite de Srivastava and

Todorov [95],
B ()
& a+k—1\& n p+k:) ke byt Oz+k+l—1
= —1)k ~  (z— )" "Pkl )
Comme
n—k a+k:+l—1 n -+ o
S () -0,
1=0

on obtient

n atk—1\ (nta ntk /o
5(’”)(3:,@) _ Z(_1>k( k )(n—k) m" Z ( +k> (x — 1)n+k JWZZJ’

n n+k
k=0 (") =0\ J

en utilisant (5.8), le résultat (5.13) est obtenu. O

En utilisant (5.12), pour m = 1 on obtient, voir [30],

e = (T () (T st

k=0
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Posons o = —k (k un entier) dans (5.13) et utilisons (5.12) on a

s Eon() GO0

Pour x = r dans (5.13), on obtient

B0 (ra) = 37 (=1 (” ' k) h <Z * Z‘) <O‘ *: B 1) W W (n+ BR). (5.14)

k=0
En posant x = r et @ = 1 dans le théoreme 5.1, on obtient

B (1) = zn:(—l)"f (n Z k) h (n i 1) MW (0 + kK)

E+1

— é(—l)ku{;(i_lk))almkwmm(n + k.k)

_ C%n 3 (=1)* ( 2”k) Wi (0 + k).

Pour m = 1, on obtient le résultat obtenu dans [30, Remark 2.5].

Posons z = a dans la fonction génératrice (5.1), on a la fonction génératrice
z «@ o0 Zn
) = (m) Z
<e<ml>z - ez) = 2 A el T

et la formule explicite correspondante est donnée par

i) =>4 (" 1 ’“) 0 | G S AR

k=0
Pour m = 2, on a le résultat suivant

Théoréme 5.2. On a l'identité suivante

( #/2 >a 25(2) (0,0)

sinh z

nl

Pour a = 1, on génere le coefficient du nombre de cosécante hyperbolique en termes

du nombre de Bernoulli généralisé.

Corollaire 5.3. On a l'identité suivante

zesch z =Y 289(1 1)Z
n=0
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5.3 Formule explicite pour le polynéme d’Euler gé-
néralisé

On donne une formule explicite pour les polyndémes d’Euler généralisés en termes de

polynomes de Whitney généralisés de seconde espece.

Théoréme 5.4. On a la relation suivante :

(=D*

EM™ (z,a) = ];) o (e m"WE (z —1). (5.15)
Preuve On a
00 n (_1)k on o0 (_1>k 00 on
> (3 SF @) 5 = X0 et (S ko
n=0 \k=0 k=0 n=k
o — (_l)k k_(z+1)z (emz - 1)k
= kz::() o (o), mTe ey
s k—1 1 —eme\F
I
e
= k 2
1 emz [0
_ (z+1)z 1 >
‘ ( 2
2 e
_ (z+1)z
(emz + 1) ‘
= i EM™ (x4 1,a)£,
=" n!
on termine la preuve par identification. O
En utilisant Iidentité (5.12), on a la formule explicite
En particulier, pour m = 1, on a la relation (3.3) donnée dans [30], et en posant x = r
pour m fixé dans (5.15), on obtient
E{™ (ra)=>" o (), m" Wi, (n.k). (5.16)

k=0
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Pour m =1 dans (5.16), on a

Sp(n+rk+r).

Pour z = a dans la fonction génératrice (5.2), on a la fonction génératrice

n

2 @ & z
— (m)
(e(m—l)z + 6_Z> 7§OEH (05705) nl

et donnée explicitement par

ka o(a—1).

Pour m = 2, on obtient I'identité suivante

( ! >a ZE(Z)ozoz)

cosh z

Zn

n!’

Pour a = 1, on génere le coefficient du nombre de sécante hyperbolique en termes des
nombres d’Euler généralisés.

Corollaire 5.5. On a l'identité suivante

Zn

n!

sech z =3 E® (1,1)
n

n=0

5.4 Formule explicite pour le polynéme de Frobenius-
Euler généralisé

On traite maintenant les polynomes de Frobenius-Euler généralisés H(™ (z, a|\) d’ordre
a dans C avec A # 1 que nous exprimons en termes de Polynémes de Whitney généralisés

de seconde espeéce.

Théoréme 5.6. On a l'identité suivante

H™ (z,a]|\) = Z m*Wr (z—1). (5.17)
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Preuve De (5.6), on a

> (L it o) 5 - 3 et (S0

n=0 \iemo (A — 1) -1) — n!

mz k
ke(erl)z (6 — 1)
—1)" mkk!

S 1 emz _ ] k
3 ()
e TN

> k—1Y) fem™ —1\*
_ (M)ZZ(w )( )
e
=\ ok A1

mz _ 1\ ~¢&
— etz (1 _ € >
c ( A—1

o0 ’fl
nl’

= Y H™ (24 1,0\ >

o0

. e(:r+1 z

le résultat est obtenu par identification. O

Posons m =1, on a
n

H, (z,a|\) = Z SF(x),
i=o ( 1)

ce qui donne [93, Eq. (7)].

Pour z =1 et @ = s (s un entier positif) dans (5.17) donne

n

H™ (1,5|\) = ) m*W,,(n,k).
En remplagant o = 1 dans (5.17), on a
H™ (2,1 0) = B (2.0) = 30 ————m" Wy, (2 = 1).
k=0 (A —1)

Pour z = in (5.17), on a

H (ralp) = 3 ek, (k).

n
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En particulier, pour m =1 on a
(r,a|A) = Z (n+mrk+r),
i=o (
qui est donné dans [93, Remark 3].
Posons A = —1, on obtient la formule (5.15) pour le polynéme d’Euler généralisé

B (1,a),

En particulier, pour m = 1, on a

(@) Sn(x).

S o=

k:
k=0 2

qui est donné dans [30, Eq. 3.3].
Posons = = a dans la fonction génératrice (5.3), on a

n

1—X z
<e(m—1)z - )\e—z> Z H™(a,al)) n!

qui donne la formule explicite

H'™ (a0 \) = Z m*Wh (o —1).

De (5.17) et (5.5), on a, pour m > 0,

Proposition 5.7.

HO (ra) = 30

- 5 (B (’J-)j“)

Quelques valeurs de H(™ (z,a|)\) pour m = 1 selon (5.17) et (5.5)

n k k
HY wal) = 3 i S () v
Jj=0 J
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HY (2, a|\) = 3+ (3az® + 5 Ba(A+ @)z + 4a(>\ +3a+2)) +ala+1)(a+2)),

—zda(A—1) (A +3a + 2))

HY o)) =2t + L (40495 + 56a(X + a)z? +

(A= )

+ 1) (a+2)z+a+Ta(a+1)(A—1)%)

+D(a+2)A—1) +ala+1)(a+2)(a+3)).
m)

(z,o|\) pour m = 2.

B elva) = 3 e S (Mg
- x
i (r.010) = 1,
H? (z,|A) = + 520,
HY (z,0|\) = 2? dox + 25da(A+a)
(z,a]A)

>
—_
—~

6aa? + 5 12a(X + )z )
Jrﬁ((A 528a(A = )2+ 12a(a + 1)(A = 1) + 8a(a + 1)(a + 2)) .

5.5 Formule explicite pour le polynéme de Frobenius-

Genocchi d’ordre supérieur

On donne une formule explicite pour le polynéme de Frobenius-Genocchi introduit par

Yagar et Ozarslan [100], par la fonction génératrice suivante :

(1—)\ o

Z x|)\

e*

On définit la généralisation de polynome de Frobenius-Genocchi par la fonction génératrice

suivante

<M> _ ZG (,0\) Zn (5.18)

emz — X\
Pour x = 0, GI™(0,a|]\) = G (a|\), on obtient les nombres de Frobenius-Genocchi

d’ordre a. Les polynomes de Genocchi généralisés G™ (z,a), donnés par G (z,a) =
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G{™(z,a| — 1) sont définis par la fonction génératrice suivante

Tz (m)
(emz n 1) = E G, (:B,Oz)—n!. (5.19)

Posons @ = m = 1 dans (5.19), on obtient les polynomes de Genocchi G, (z) = GV (x,1).
On a

6 wal) = 3 (1) 6trtalae
=0 \k
De (5.3), (5.18) et (5.17), on a le corollaire

Corollaire 5.8. On a la formule explicite suivante

(m) — : (m)
(D I T
= E %% —1). 2
Posons m = 1, le corollaire 5.8 est réduit a [30, Eq. 12].

En remplacant # = 1 dans (5.20), on obtient la formule explicite suivante en terme de

nombres de Whitney de seconde espece.

Z MW (n — Lk).

1,
G (LIA) = n_l

Pour x = r, le corollaire 5.8 donne

G (ri|N) = (ni! i Zij (ﬁ)’})kmkam(n —1k).

Posons A = —1 dans (5.20), la formule explicite pour les polynémes de Genocchi généra-

lisés G(™(x,l) d’ordre [ est comme suit :

G (x,1) = —l Z R W (= 1),

TL

En posant x = o dans la fonction génératrice (5.18), on a

’I’L

(1—=X)z
<e(m_1)z — e * Z G (@ald) r n!
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qui donne la formule explicite

nl & (),

(n—a)l &= (AN=1)k iy

G (aal) =

5.6 Qu’en est-il des nombres de Whitney translatés

Comme extension de [5], on introduit les polynomes de Whitney translatés généralisés

de seconde espéce par :

1

k,m _ k ~1\k—j k
Wi (@) = e (D)

j) (z 4+ my)",

La fonction génératrice exponentielle de W™ (z) est donnée par

2)/\/,’37 (g;)H = e (em™* — 1)k, (5.21)

et les polyndmes de Whitney translatés généralisés de seconde espece WH™(x) satisfont

la relation de récurrence suivante :
WER () = W™ (1) + (2 4+ mk)WE™(2), (1 < k < n).

De (5.21), on a
WhE™ (1 + 1) = WP () (1 <k<n).

Pour m = 1, on obtient les nombres de Stirling généralisés de seconde espece S*(x).
Pour = = 0, on obtient les nombres de Whitney translatés de seconde espece W™ (n,k),
voir [5].

Pour x = r, on obtient les nombres r-Whitney translatés de seconde espece W™ (n+r,k+r),
voir aussi [0].

Cette partie est présentée sans preuve (elles sont similaires & celles des sections 5.1, 5.2).
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5.6.1 Les polynomes de Bernoulli généralisés

Considérons les nombres de Whitney translatés généralisés de seconde espece W*™ (z),
on déduit le résultat suivant concernant les polynémes de Bernoulli généralisés de para-

metre m.

Théoréme 5.9. On a la relation suivante
m - n+k\ ' n+a\fatk-1 m
e = ST (L) (T et e
k=0

Posons = a dans (5.22), on a ainsi
" L n+k\ ' n+a\fa+k—1 m
SRR oIV i T () [ Gy PV )

Pour m = 1, on obtient la formule explicite pour les polynémes de Bernoulli généralisés
Bn(x,a) obtenus dans [30, Eq. 2.1].
Posons x = 0 dans le théoreme 5.9, on obtient la formule explicite des nombres de Bernoulli

généralisés U™ (a).

Pour x =r et a = —k (k un entier) dans (5.22), on a
-1 :
n n+j n—k\[(-k+j5—1 .
B (r, — k) < > < >< . >W[”n+j,j.
Jz::‘) J J—k J ( )

En posant x = r et a = 1 dans (5.22), on a

B (r,1) = i(—l)k (n _kt k) i (Zi_ 1) m*W™ (n + k,k).

k=0

5.6.2 Les polynomes d’Euler généralisés

Une formule explicite pour les polynomes d’Euler généralisés en termes de nombres de

Whitney translatés est donnée par

Théoréeme 5.10. On a la relation suivante

E; (x,a)—kz_: o (@), m" Wy (z). (5.23)
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En particulier, pour m = 1, on a la formule explicite donnée dans [30, Eq. (3.3)].

Pour x = 0, on a la formule explicite pour les nombres d’Euler généralisés

En posant z = r dans (5.23), on obtient

E™ (r.0) = (@), m"W(n +rk +7).

n

Posons x = « dans (5.23), on a

5.6.3 Les polynomes de Frobenius-Euler généralisés

Dans la section précédente, on a proposé une formule explicite pour les polynomes
de Frobenius-Euler généralisés H(™ (z,a|)\) : qu’en est-il des nombres de Frobenius-Euler
H™) (a|\)? Alors mettons W#™(x) dans la formule (5.17), on obtient une formule ex-
plicite pour les polynomes de Frobenius-Euler H(™ (x,a|\) en termes des polynémes de
Whitney translatés généralisés.

Une formule explicite pour les polynémes de Frobenius-Euler généralisés H™ (x,a|\)

est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 5.11. On a

n

H™ (z,0|)) = 2 kmkam( ). (5.24)
k=0 (
Pour x =, on a
H'™ (o, \) = Z kmkam( ).
=0 (

Pour m =1, on obtient

HWY (z,0|)) = Z
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qui est donnée par Boutiche et al. [93, Eq. (7)].
En posant x = 0 et @« = s (s un entier positif) dans (5.24), on a la formule explicite

pour les nombres de Frobenius-Euler généralisés H(™ (s|\),
i )i kmka(n k).
En remplagant o = 1 dans (5.24), on a
H™ (z,1|)) = Z kmkwkm( ).

Pour x = r dans (5.24), on a

H ) (ral)) = Z k ka(n-l—rk—Fr)
o (

En particulier, pour m = 1, on a

HWY (r,a|)) = Z (n+nrk+r),
=0 (
qui est dans [93, Remark 3].
Posons A = —1, la formule explicite pour les polyndmes d’Euler généralisés E(™ (z,a)

satisfait

mWEn (@),

L

En particulier, pour m = 1, on obtient la formule explicite suivante pour les polynomes

d’Euler généralisés.

E

k=0

2k kS'r]:( )

qui est donné par Boutiche et al. [30, Eq. (3.3)].

Corollaire 5.12. On a la formule explicite suivante pour les polynémes de Frobenius-

Genocchi généralisés d’ordre [,
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!
(m) _ " pgm
n—l
k,m
’ . 5.25
T S T (525)
En posant x = [ dans (5.25), on a
LIIN) D).
" (11A) n_l 2:: _1 m W, (1)

Posons x = 0 dans (5.25), on obtient la formule explicite suivante pour les nombres

de Frobenius-Genocchi d’ordre [

nl (D),

G (I|1\) = mPW™ (n — 1k). (5.26)
(n—1)! /,CZO()\—l)’C
En particulier, pour m = 1 dans (5.26), on obtient
1 n—I
I|\) — Lk
1) = g X e L)
qui correspond a [93, Eq. (12)].
En posant x = r dans le corollaire 5.12, on a
(m) nl l)k k m
Gy (rl|N) = Z Whn—1+mrk+r). (5.27)

(n—l'k:O — 1)k

En particulier, pour m = 1 dans (5.27), on obtient la formule explicite suivante :

GO () = Z _1 Si(n—1+rk+r).

Posons A = —1 dans le corollaire 5.12, on a la formule explicite pour les polynémes de

Genocchi GU™ (z) d’ordre 1

k
G (x,1) = n—l‘z Qk {1y, m"WE (). (5.28)

Pour m = 1 dans (5.28), on obtient la formule explicite pour les polynémes de Genocchi

G (x,l) d’ordre [ qui est donnée par Srivastava et al. [93, Eq. (12)].
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Pour z = 0 dans (5.28), on obtient une formule explicite pour les nombres de Genocchi

G™(1) d’ordre 1.

Z Qk m*S™(n — Lk).

5.7 Relation de récurrence pour les polyndémes de

Frobenius-Euler généralisés d’ordre supérieur

Dans cette section, on propose une relation de récurrence a trois termes pour calculer
les polynémes de Frobenius-Euler généralisés H(™ (z,a|)\) d’ordre a.
En posant z = 0 dans (5.24), on obtient la formule explicite des nombres de Frobenius-

Euler suivante :

n

™) (a|\) = Z kmka(n k).

De la transformation de Whitney translaté, on obtient

()\@0) Z w™(n,k)H, m) (| N) .

A,m

Par suite, on introduit la séquence (Anl

(a)) a deux indices comme suit :
n,leN

)\)’
(@),

avec Ag; = 1, Ao = H™ (a|)), ott w™(n,k) est le nombre de Whitney translaté de

l
Apy =AY (a) kZ H (al)), (5.29)

premiere espece, donné par

(x|m),, Z w™(n,k)x
et il satisfait la relation de récurrence (voir [5]),

w™(n,k) =wm(n—1,k—1)+m(n— 1w™(n— 1,k). (5.30)
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Théoréme 5.13. Le (A;\L:;”(a))nleN satisfait la relation de récurrence
l
An+1l = MAn I+1 — mlAnl (531)
) A . 1 ) )
avec Ag; = 1.
Preuve De (5.30) et (5.29), on a
(A — 1)+t

An,l—i—l -

D (w

mitl <04>l+1 k=0

_ 1 1+1
Q=D S~ 1~ 1)H), (o)

m(lak -

mit <O‘>l+1 k=1
()\ 1)l+1

mH{a),,

l+

()\ _ 1)l+1

A S S—
ml+1

A—1
m(a +1)

5.7.1 Les premiers termes de A?‘l:l

1

+1
mi 3w (L V" (a]X)
=0

Z ", k)Hn—I—l—Hc (alA)

ml+1< >l+1 k=0

A—1 m—+1
( ) lew (1,k) n+k(0z])\)
Wipr o

nt1 1

A-1

A,
a+1 !

/(@)

m3 (= A3+ (Ta+10)A2—2a(3a+16)A—29A+a(a+6)2+26)

Agi(a) =1

A (@) = 4

AN (o) = oot

Ag:g”(a) _ m30¢(>\2—3a();\—_51>;;-0c(a+6)+6)
A (o) = M52

A (o) = T a0 )
A3 (@) = s

1) + miw™ (k) H) (o] A)

109



5. FORMES EXPLICITES POUR LE POLYNOME DE FROBENIUS-EULER GENERALISE D'ORDRE

SUPERIEUR
Am m2(a?—5(A—2)a+2(A—2)(2X-5)
AZ,Q (a) = ( 1) )
Am m3<a3—9()\—2)042—1-()\—2)(19)\—45)a—2()\—2)()\(4)\—23)-1-31))
A3,2 (a) = O—1)3
Am m3(a®—12(A—2)a2+(A—2)(37TA—84)a—3(A—3)(A—2)(9A—19)
A3,3 (a) = (A—1)3
Enfin, on considere le polynéme A%’m) (x,«) défini par
m - n m n—
Ausle) = A2 0) = 3 () A8 (5:32
k=0

avec Aa’lm(:c,a) =1let Aijgl(x,a) = H™(z,a|\).

Théoreme 5.14. Les polynomes Agl’m)(:v,a) satisfont la relation de récurrence a trois

termes suivante

m(a+1)

Api1i(x) = (@ —ml)An(x) + 1

An,l—l—l(x)? (533)

avec la suite initiale donné par Ag,(z) = 1.

Preuve De (5.31) et (5.32), on a
n\ o am .
(1) Akt

() (2 At +10= D)

n A—1 m n— A—1 - n m n—
= S () O S (e

‘ m(a+1) a+l =

NE

An,H—l (.’L’) -

Il
3 = E
TIM=
—= O =]

i

En utilisant la relation de Pascal, on obtient

nt +1\ A=1 s, v W\ OA=1
Apin(z) = Z( ) Az:l (a)z kH_Z(/g)m(a—i—l)Az:l () iatan

m(a+1) =
ntl A—1 "o(n\ A—1
— AA,m n—k+1 Az\,m n—k+1
< ) m(a+1) bt (@) kz::o <k> m(a+1) bt (@)x
)\
Anl(.ilﬁ)
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A—1 A—1 (A=1)
- T Aa(r) —a———— A, A,
m(oz + l) Jrl,l(x) wm(a + l) ,l(x) +l o +l ,l(x)
A—1
donc
m(a +{
Apiri(x) = (2 —ml) Ay (x) + )(\_1)An,l+1(x). O
Pour z = a, on a
m(a+1
AnJ’,l’l(a{) = (Od — ml)An,l(Oé) + )(\_1)An’l+1<0é).

La relation (5.33) permet d’écrire un algorithme qui génere tous les polynémes A, ;(z) en
déterminant tous les coefficients de la matrice d’Euler-Seidel en utilisant les valeurs de la

premiere colonne et de la premiere ligne.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Dans cette these, on a présenté quelques résultats théoriques sur les nombres r-
Whitney associés aux treillis de Dowling, les nombres et polynémes r-Dowling, les nombres
et polynomes r-Dowling ordonnés et les nombres et polynomes r-Eulérien de Dowling. Ces
nombres ont une place importante dans le domaine de la combinatoire. Un autre type de
nombres combinatoires que nous avons étudiés sont les nombres r-Whitney s-associés et
les nombres et polynémes de Dowling s-associés. On a déduit une formule explicite pour les
polynoémes de Bernoulli généralisés et les polyndémes d’Euler généralisés en termes des po-
lynomes de Whitney généralisés de seconde espece et en termes des polynémes de Whitney
translatés de seconde espece. Aussi, on a déduit une formule explicite pour les polynomes
de Frobenius-Euler généralisés d’ordre supérieur et les polynémes de Frobenius-Genocchi
en termes des polynémes de Whitney de seconde espece généralisés et en termes de poly-
némes de Whitney translatés de seconde espece. On a conclut une relation de récurrence
pour calculer les polynémes de Frobenius-Euler généralisés d’ordre supérieur.

Dans les perspectives de notre travail, plusieurs axes de recherche ne semblent pro-
metteurs. Nous proposons quelques problémes :

e Zeros, log concavité et unimodalité des nombres r-Whitney s-associés.

e Les congriences mod(p'), | > r, des polynémes r-Dowling s-associés D,(;z?mp r(n,x).

e [l serait d’étudier les différents propriétés des nombres de Lah-Whitney s-associés

et des nombres de Lah r-Whitney s-associés.
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Résumé

Cette theése présente une syntheése des principaux résultats obtenus par cheon et jung sur les nombres r-Whitney de deux
espéces. Ainsi, on donne des extensions de résultats obtenus par K. Boyadzhiev pour les nombres r-Whitney en utilisant la
transformée binomiale et nous donnons une expression explicite pour les polynémes r-Dowling en utilisant la méthode de la
fonction génératrice donnée par Gould et Quaintance. Nous nous sommes aussi intéressés aux nombres r-Whitney s-associés
et nombres et polynémes r-Dowling s-associés et leurs principals properiétés. Ainsi, on exprime une formule explicite pour les
polyndémes de Bernoulli généralisés, les polynémes d’Euler généralisés et les polyndmes de Frobenius-Euler généralisés en termes
de polynomes de Whitney généralisés et en termes de polynomes de Whitney généralisés translatés et on trouve également un

algorithme pour calculer les polynomes de Frobenius-Euler généralisés.

Abstract

This thesis presents a synthesis of the main results obtained by cheon and jung for the r-Whitney numbers of two kinds. Also,
we give an extensions of results obtained by Boyadziev for the r-Whitney numbers using the binomial transform. We give an
explicit formula of the r-Dowling polynémials using the technique of generating functions from Gould and Quaintance. We
were also interested the s-associated r-Whitney numbers of the second kind and the s-associated Dowling polynomials and the
different properties concerning them. We derive an explicit formula for the generalized Bernoulli polynomials, the généralized
Euler polynomials and the généralized Frobenius-Euler polonomials in terms of the généralised Whitney polynomials and in
terms of the généralized translated Whitney polynomials. On propose an algorithm for calculating the generalized Frobenius-

Euler polynomials.
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sur les nombres »-Whitney de deuxespeces. Ainsi, on donne des extensions de résultats
obtenus par K. Boyadzhiev pour les nombres 7-Whitney en utilisant latransformée binomiale
et nous donnons une expression explicite pour les polyndmes r-Dowling en utilisant la
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Bernoulli généralisés, les polyndmes d’Euler généralisés et les polyndmes de Frobenius-
Euler généralisés en termesde polynomes de Whitney généralisés et en termes de polyndmes
de Whitney généralisés translatés et on trouve également unalgorithme pour calculer les
polynomes de Frobenius-Euler généralisés.
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