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Introduction

Les nombres de Whitney interviennent dans plusieurs domaines des mathématiques et
de manière intensive en combinatoire énumérative. Il ont été introduits par T. A. Dow-
ling (voir [56]). Ils sont de deux type : les nombres de Whitney de première espèce et
les nombres de Whitney de seconde espèce. Plusieurs auteurs se sont intéressés à ces
nombres. L’article de M. Benoumhani [25] se consacre à ces nombres et fournit une bi-
bliographie riche et donne les fonctions génératrices, les formules explicites et les relations
de récurrence, il montre aussi que la suite des nombres de Whitney de seconde espèce
est strictemment log-concave. Les nombres de Whitney sont liés à plusieurs autres suites
combinatoires. En particulier, les nombres de Whitney de première espèce sont liés aux
nombres de Stirling de première espèce et les nombres de Whitney de seconde espèce sont
liés aux nombres de Stirling de seconde espèce.

On retrouve dans la littérature plusieurs généralisations : les nombres r-Whitney
de deux espèces qui généralisent les nombres r-Stirling de deux espèces introduits par
Broder[34]. Cheon et Jung [39] ont donné interprétation combinatoire des nombres r-
Whitney de deux espèces associés aux treillis de Dowling et il a déterminé des identités
combinatoires, les fonctions génératrices, les formules explicites et les relations de récur-
rence.

Les nombres r-Whitney de seconde espèce sont équivalents aux nombres (r-β)-Stirling,
notés

¬�
n
k

�¶
β,r

, étudiés par Corcino [42]. Plusieurs propriétés de ces nombres ont été éta-
blis dans [42] et [43] qui sont analogues à ceux des nombres de Stirling de seconde espèce.
D’autre part, les nombres r-Whitney de première espèce sont équivalents aux nombres
de Stirling de première espèce généralisés, noté Fα,γ(n,k), définis par Corcino [46],[47].
Plusieurs propriétés de ces nombres étaient déja établie, y compris une interpretation
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combinatoire pour Fα,γ(n,k). Il apparait aussi qu’ils sont équivalents aux nombres de
Stirling généralisés de première et de seconde espèce, noté {wα,γ(n,k),Wβ,r(n,k)} étudiés
par Corcino [44]. Dans [44], les auteurs montrent que la suite {wα,γ(n,k)}nk=0 est stricte-
ment log concave donc unimodale.

Le travail présenté dans cette thèse complète les travaux de Cheon et Jung sur les
nombres r-Whitney de première et de seconde espèce et généralise les travaux de Belba-
chir et Mihoubi [11] pour obtenir des relations de récurrence aux nombres et polynômes
r-Dowling et aussi généralise les travaux de Rahmani [86] sur les polynômes r-Eulériens de
Dowling. On donne des extensions de résultats obtenus par Boyadziev pour les nombres
r-Whitney. Nous nous sommes aussi intéressés aux nombres r-Whitney s-associés qui gé-
néralisent la notion de nombres r-Stirling s-associés [6], ainsi on étend les travaux de
Boutiche, Rahmani et Srivastava [30], [93] pour les polynômes de Bernoulli et d’Euler
généralisés de paramètre m et les polynômes de Frobenius-Euler généralisés d’ordre su-
périeur.

Cette thèse est constituée d’une introduction, de cinq chapitres, d’une conclusion et
d’une bibliographie.

Un premier chapitre contient les différentes notations et définitions de base qui seront
utilisées dans le reste du document. On présente aussi des généralités sur les nombres r-
Stirling, les nombres et polynômes r-Bell et les nombres et polynômes r-Bell ordonnés, on
donne la technique du groupe de Riordan introduite par Shapiro et. al. [89], cette méthode
nous permet de trouver plusieurs résultats et des preuves très simples de résultats précé-
demment établis. Ainsi, on étudie quelques suites de nombres : les nombres Harmoniques,
les nombres et polynômes de Bernoulli, les nombres de Catalan, on présente la méthode
de la matrice d’Euler Seidel qui est relativement plus facile que la plupart des méthodes
combinatoires pour étudier la structure de tels nombres et polynômes. On complète ce
chapitre avec une généralitée sur les nombres de Whitney associés aux treillis de Dowling,
on présente le treillis de Dowling introduit par Dowling [56] et différentes propriétés sur
les nombres de Whitney. On étudie les polynômes de Dowling et polynômes de Dowling
ordonnés et leurs propriétés.

Le deuxième chapitre est réparti en quatre sections, on y définit les nombres r-Whitney,
les nombres et polynômes r-Dowling, les nombres et polynômes r-Dowling ordonnés et les
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nombres et polynômes r-Eulerien de Dowling. On cite les principales identités, on donne
une relation reliant les nombres r-Whitney de première espèce aux nombres de Stirling
de seconde espèce

nX
j=k

(−1)n−jmn−jS(n,j)wm,r(j,k) =
 
n

k

!
rn−k,

et une autre relation lie les nombres r-Whitney de seconde espèce aux nombres de Stirling
de première espèce

nX
j=k

(−1)n−jmn−js(n,j)Wm,r(j,k) =
 
n

k

!
(r|m)n−k.

on présente des identités qui lient les deux types de nombres r-Whitney aux coeffi-
cients binomiaux et on exprime les nombres r-Dowling à l’aide des nombres r-Whitney
de première espèce et à l’aide des nombres r-Whitney de seconde espèce.

Dm,r(n+ k) =
kX
j=0

Wm,r(k,j)Dm,r+jm(n),

Dm,r+km(n) =
kX
j=0

(−1)k−jwm,r(k,j)Dm,r(n+ j).

Nous proposons une nouvelle formule pour les polynômes r-Dowling en utilisant la mé-
thode de la fonction génératrice donnée par Gould et Quaintance [63]

Dm,r(n+ k,x) =
nX
i=0

kX
j=0

Wm,r(k,j)
 
n

i

!
(mj)n−i xjDm,r(i,x).

Nous donnons une expression explicite pour les polynômes r-Dowling liés aux nombres
r-Whitney de première espèce, nous les exprimons également en une famille de bases
spécifiques. On trouve une formule explicite et une relation de récurrence des polynômes
r-Dowling ordonnés, on étudie aussi les nombres et polynômes r-Eulériens de Dowling et
on déduit que les polynômes r-Dowling ordonnés sont liés aux nombres r-Eulériens de
Dowling par

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

am,r(n,k)(1 + x)kxn−k.
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Le troisième chapitre est consacré la transformée binomiale et aux nombres r-Whitney
où on se propose de donner des extensions de résultats obtenus par K. Boyadzhiev grâce
à la transformée binomiale en utilisant l’identité suivante

pX
k=o

(mk + r)nck =
pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)
pX
k=j

 
k

j

!
ck,

où les c1, c2, . . . forment une suite de nombres complexes et p un entier positif. Cette
relation nous permet d’obtenir plusieurs identités. Ainsi, on trouve les relations qui lient
les nombres r-Whitney de seconde espèce aux nombres harmoniques et hyperharmoniques.

Le quatrième chapitre est réparti en deux sections, la première est consacrée aux
nombres r-Whitney s-associés de seconde espèce et aux différentes propriétés les concer-
nant. Ainsi, on introduit les nombres r-Whitney s-associés par la fonction génératrice
exponentielle suivante

∞X
n=k

W (s)
m,r(n,k)z

n

n! = erz

k!

 
emz −Ps−1

j=0(mz)j/j!
m

!k
.

On obtient plusieurs relations de récurrence et formes explicites. Ces dernières permettent
d’écrire les nombres r-Whitney s-associés en termes de nombres r-Whitney s-associés
d’ordre inférieur et les nombres r-Whitney s-associés en termes de nombres r-Whitney
(s − 1)-associés en utilisant dans la preuve la fonction génératrice exponentielle et la
transformée binomiale. En suite on établit des identités combinatoires qui permettent
d’écrire les nombres r-Whitney s-associés en termes de nombres r-Stirling s-associés en
utilisant la matrice de Riordan. Dans la seconde section, on définit les polynômes r-
Dowling s-associés et on donne leurs principales propriétés, ainsi on donne des relations
de récurrence et formes explicites permettant d’écrire les polynômes r-Dowling s-associés
en termes de nombres r-Dowling s-associés d’ordre plus petit et les polynômes r-Dowling
s-associés en termes de polynômes r-Dowling (s−1)-associés en utilisant dans la preuve la
fonction génératrice exponentielle, la transformée binomiale et la méthode de la matrice
d’Euler Seidel. On donne aussi des résultats sur les nombres de Whitney s-associés et les
polynômes de Dowling s-associés comme des cas spéciaux.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous proposons une formule explicite pour les po-
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lynômes de Bernoulli généralisés de paramètre m en termes de polynômes de Whitney
généralisés. On donne aussi une relation entre les nombres de Bernoulli généralisés et les
nombres de Catalan et on génère le coefficient du nombre de cosécantes hyperboliques en
termes du nombre de Bernoulli généralisé. En outre, on donne une formule explicite pour
les polynômes d’Euler généralisés en termes de polynômes de Whitney gééralisés et on
génère le coefficient de la sécante hyperbolique en termes du nombre d’Euler généralisé.
On traite ainsi les polynômes de Frobenius-Euler généralisés H(m)

n (x, α|λ) d’ordre α (dans
C avec λ 6= 1) et les polynômes de Frobenius-Genocchi que nous exprimons en termes
de polynômes de Whitney généralisés de seconde espèce. Ensuite, on introduit les poly-
nômes de Whitney translatés de seconde espèce et on écrit les polynômes de Bernoulli
généralisés, les polynômes d’Euler généralisés et les polynômes de Frobenius-Euler géné-
ralisés en termes des polynômes de Whitney translatés de seconde espèce. On complète
ce chapitre par une relation de récurrence à trois termes pour calculer les polynômes de
Frobenius-Euler généralisés H(m)

n (x,α|λ) d’ordre α.

An+1,l(x) = (x−ml)An,l(x) + m(α + l)
λ− 1 An,l+1(x),

avec A0,l(x) = 1 et

An,l(x) = Aλ,mn,l (x,α) =
nX
k=0

 
n

k

!
Aλ,mk,l (α)xn−k,

avec Aλ,m0,l (x,α) = 1 et Aλ,mn,0 (x,α) = H(m)
n (x,α|λ).
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons les notations et définitions dont on aura besoin dans
les chapitres suivants. Elles sont principalement puisées dans les ouvrages de Comtet [40],
Charalambides [38], Dowling [56] et Graham, Knuth et Patashnik [64].

1.1 Notations

On note par δn,m le symbole de Kronecker défini par :

δn,m =

8<: 1 si n = m

0 si n 6= m.

On désigne par n ! le produit suivant :

n! = n(n− 1) · · · 1.

1.2 Relation d’équivalence, ensembles ordonnés, treillis

Le but de ce paragraphe est de définir le treillis de Dowling ainsi que les rangs et
co-rangs associés.

1.2.1 Relation d’équivalence

Soient X et Y deux ensembles.

6



1. PRÉLIMINAIRES

Produit cartésien : On appelle produit cartésien de deux ensembles X et Y , noté
X × Y , l’ensemble de toutes les paires ordonnées possibles dont le premier élément est
dans X et le deuxième est dans Y :

X × Y = {(x,y)/x ∈ X et y ∈ Y }.

Relation binaire : Une relation binaire R d’un ensemble X vers un ensemble Y est
définie par une partie G de X × Y .

Si (x,y) ∈ G on dit que x est en relation avec y et on note xRy. On dit que y est une
image de x .

Dans le cas particulier où X = Y , on dit que R est une relation binaire définie sur X
ou dans X.

Relation d’équivalence : Une relation d’équivalence < dans un ensemble X est une
relation binaire :

Réflexive, tout élément x de X est associé à lui-même : ∀x ∈ X, x<x.
Symétrique, tout élément de X est l’image de son image : ∀(x,y) ∈ X2, (x<y) ⇒

(y<x).
Transitive, toute image d’une image d’un élément de X est image directe de cet

élément : ∀(x,y,z) ∈ X3, (x<y et y<z)⇒ (x<z).
Classe d’équivalence : on appelle classe d’équivalence d’un élément x ∈ X noté

<(x), l’ensemble des images de x par la relation d’équivalence < : <(x) = {y ∈ X/x<y}.
Propriété. Les classes d’équivalences vérifient les propriétés suivantes :
1. <(x) est un sous-ensemble de X.
2. <(x) n’est jamais vide, car elle contient au moins x. Inversement, tout élément

de X appartient à au moins une classe d’équivalence : la sienne.
3. <(x) = <(y) si et seulement si y ∈ <(x). Inversement, si y /∈ <(x) alors <(x) ∩

<(y) = ∅.

Remarque 1.1. On déduit de ce que précède que l’ensemble des classes d’équivalence
de X forme une partition de X. Inversement, toute partition de X définit une relation
d’équivalence.

7



1. PRÉLIMINAIRES

1.2.2 Ensembles ordonnés

Définition 1.1. Un ensemble ordonné est une relation binaire sur un ensemble V , dési-
gnée par ≤, satisfaisant les propriétés suivantes pour tout x,y,z ∈ V :

1. x ≤ x (réflexivité) ;

2. x ≤ y et y ≤ x impliquent x = y (antisymétrie) ;

3. x ≤ y et y ≤ z impliquent x ≤ z (transitivité).

On lit x inférieur ou égal à y ou que x minore y le fait que x ≤ y, et on note x 6≤ y le
fait contraire.

On note x < y si x ≤ y et y 6= x, ou ce qui est équivalent si x ≤ y et y � x. On dit
que x est strictement inférieur à y.

Dans ce qui suit on suppose P fini.
Lorsque deux éléments x, y satisfont les deux conditions :

1. x < y,

2. il n’existe pas de z satisfaisant x < z < y,

on dit que x est couvert par y (ou que y couvre x) et on note ce fait x ≺ y, on dit aussi
que x est une couverture inférieure de y ou y est une couverture supérieure de x.

Un élément x d’un ensemble ordonné P est un élément minimal, resp. élément maximal
s’il n’a pas de couverture inférieure, resp. couverture supérieure. Notons l’ensemble des
éléments minimaux, resp. l’ensemble des éléments maximaux de P par min(P ), resp.
max(P ).

Pour chaque entier i > 0, on définit le ieme niveau de P par

Li := min(P −
i−1[
j=0

Lj),

où L0 = min(P ).
La hauteur ou rang h(x,P ) d’un élément x ∈ P est le numéro i du niveau Li contenant

x. La hauteur d’un ensemble ordonné P est h(P ) := max{h(x,P ) + 1 : x ∈ P}.
Le corang c(x,P ) d’un élément x ∈ P est c(x,P ) = h(P )− h(x,P )− 1.

8
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1.2.3 Treillis

Minorant, majorant, borne supérieure, borne inférieure

Soit P un ensemble ordonné. Soit a un élément de P et B une partie de P on dit que
a minore B si a minore tout élément b de B. De même, on définit la majoration d’une
partie par un élément a de P . On notera B− l’ensemble des éléments de P qui minorent
B et A+ l’ensemble des éléments de P qui majorent A.
Lorsque A+ a un plus petit élément, celui-ci s’appelle la borne supérieure de A. Cet
élément noté sup(A), est donc caractérisé par les deux propriétés suivantes :

1. a ∈ A⇒ a ≤ sup(A),

2. Si a ∈ A⇒ a ≤ b, alors sup(A) ≤ b.

Lorsque A− a un plus grand élément on l’appelle la borne inférieure de A. On le note
inf(A).

Treillis complet, treillis

Lorsque toute partie S d’un ensemble ordonné P a une borne supérieure, noté sup(S)
et une borne inférieure noté, inf(S), l’ensemble ordonné est appelé un treillis complet.
Lorsque on impose seulement que toute partie à deux éléments ait une borne supérieure
et une borne inférieure, l’ensemble ordonné P est appelé un treillis.

On dit que > est le plus grand élément d’un ensemble ordonné P si pour chaque x ∈ P ,
> ≥ x. Par dualité, on définit le plus petit élément ⊥ de P .

On dit qu’un élément d’un ensemble ordonné P est un atome s’il couvre le plus petit
élément. Un coatome d’un ensemble ordonné P est un élément couvert par le plus grand
élément.

Un treillis fini T est semimodulaire si pour tout x,y ∈ T :

x et y couvrent inf {x,y} ⇒ sup {x,y} couvre x et y.

Un treillis T fini est un treillis géométrique s’il est complet, semimodulaire et si chaque
élément x de T est une borne supérieure de l’ensemble des atomes dans {y : ⊥ ≤ y ≤ x} .

9
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1.2.4 Fonction de Möbius, polynôme caractéristique

La fonction de Möbius µ d’un ensemble ordonné P fini est la fonction définie sur P×P
à valeurs dans Z par : 8>>><>>>:

µ(x,x) = 1
µ(x,y) = −Px≤z<y µ(x,z) si x ≤ y

µ(x,y) = 0 sinon

.

Le polynôme caractéristique d’un treillis géométrique T fini de rang n est définie par :

pT (ν) =
X
x∈T

µ(⊥,x)νn−rang(x).

1.3 Dénombrement

Soit N un ensemble finie, |N | = n où |N | est la cardinalité de l’ensemble N .

Définition 1.2. Une m-combinaison de m objets de N = {1,2, . . . ,n} est une partie M
à m éléments.

En d’autres termes, une combinaison est une distribution de m boules indiscernables
dans n urnes discernables.

Le nombre de m-combinaisons est noté
�
n
m

�
. On a :

 
n

m

!
= n(n− 1) · · · (n−m+ 1)

m! = n!
(n−m)!m! , (1.1)

avec la convention,  
n

m

!
= 0, pour m < 0 ou m > n. (1.2)

Définition 1.3. Un m-arrangement d’une partie M à m éléments de N est une partie
dont les éléments sont numérotés.

En d’autres termes, un arrangement est une application injective d’un ensemble M à
m éléments dans un ensemble N à n éléments.

10
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Le nombre de m-arrangement de N noté (n)m, vaut :

(n)m = n(n− 1) · · · (n−m+ 1) = n!
(n−m)! . (1.3)

Définition 1.4. On appelle permutation de N , notée P , tout arrangement de l’ensemble
N dans un ordre donné. Une permutation est identifiée à une fonction bijective de N dans
lui-même.

Le nombre de permutations est égal à n!, car une permutation n’est autre qu’un n-
arrangement de N .

Définition 1.5. On dit que la suite (p1,p2, . . . ,pm), pi ∈ N, 1 ≤ i ≤ m, forme un cycle
de longueur m dans une permutation P si P (p1) = p2, P (p2) = p3, . . . , P (pm−1) =
pm, P (pm) = p1.

Définition 1.6. Soient k1,k2, . . . ,km,m ≥ 1 des entiers relatifs, on définit le coefficient
multinomial, noté

�
k1+k2+···+km

k1,k2,...,km

�
, par :

 
k1 + k2 + · · ·+ km
k1,k2, . . . ,km

!
=

8<: (k1+k2+···+km)!
k1!k2!···km! si ki ≥ 0, i ∈ {1,2, . . . ,m}

0, sinon

Définition 1.7. Soient x ∈ C et n ∈ Z, la factorielle descendante d’ordre n, notée (x)n,
est définie par la relation suivante :

(x)n = x(x− 1) · · · (x− n+ 1), n ≥ 1, (1.4)

(x)0 = 1.

Propriétés Soient x,y ∈ C et n,m ∈ Z, alors :

(x)n+m = (x)n(x− n)m,

(x)−m = 1
(x+m)m

x 6= −1,− 2, . . . ,−m.
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Définition 1.8. Soient x ∈ C et n ∈ Z, la factorielle ascendante ou montante d’ordre n,
notée 〈x〉n, est définie par la relation suivante :

〈x〉n = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1), n ≥ 1, (1.5)

〈x〉0 = 1.

On a :
〈x〉n = (−1)n(x)n.

Définition 1.9. Soient x ∈ C et n ∈ Z, la factorielle descendante généralisée d’ordre n
et de paramètre m, notée (x|m)n , est définie par la relation suivante :

(x|m)n = x(x−m) · · · (x− (n− 1)m), n ≥ 1, (1.6)

(x|m)0 = 1.

Définition 1.10. Soient x ∈ C et n ∈ Z, la factorielle ascendante généralisée d’ordre n
et de paramètre m, notée 〈x|m〉n, est définie par la relation suivante :

〈x|m〉n = x(x+m) · · · (x+ (n− 1)m), n ≥ 1, (1.7)

〈x|m〉0 = 1.

Définition 1.11. Soient x ∈ C et n ∈ N, le coefficient binomial généralisé , noté
�
x
n

�
, est

défini par la relation suivante :  
x

n

!
= (x)n

n! . (1.8)

1.3.1 Transformée binomiale

Définition 1.12. La transformée binomiale d’une suite (an)n≥0 est une suite (bn)n≥0

telle que pour tout entier positif k, on a :

bk =
kX
j=0

 
k

j

!
aj,

avec la formule d’inversion
ak =

kX
j=0

(−1)k−j

 
k

j

!
bj.
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1.4 Fonctions génératrices

Dans cette partie on présente les fonctions génératrices (voir [40]).

Définition 1.13. Soit (an)n∈N une suite de nombres réels. On appelle fonction génératrice
ordinaire de la suite (an)n, la fonction :

A(x) =
∞X
n=0

anx
n.

On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (an)n∈N, la fonction :

E(x) =
∞X
n=0

an
xn

n! .

Remarque 1.2. Nous définissons ici les fonctions génératrices de manière formelle.

Définition 1.14. [40] On appelle fonction génératrice factorielle de la suite (an)n, la
fonction :

F (x) =
∞X
n=0

an(x)n.

On appelle fonction génératrice binomiale de la suite (an)n, la fonction :

B(x) =
∞X
n=0

an

 
x

n

!
.

Définition 1.15. Soit (an,m)n,m∈N une suite bidimensionnelle de nombres réels. On ap-
pelle fonction génératrice double ordinaire de la suite (an,m)n,m, la fonction :

A(x,z) =
∞X
n=0

∞X
m=0

an,mx
mzn.

On appelle fonction génératrice double exponentielle de la suite (an,m)n,m, la fonction :

E(x,z) =
∞X
n=0

∞X
m=0

an,m
xm

m!
zn

n! .

Remarque 1.3. Dans le cas où la suite (an,m)n,m est triangulaire (i.e., an,m = 0 pour
n < m), il est plus commode d’utiliser la fonction génératrice mixte suivante :

Φ(x,z) =
∞X
n=0

nX
m=0

an,mx
m z

n

n! .
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1.5 Nombres de Stirling, nombres et polynômes de
Bell et nombres et polynômes de Bell ordonnés

Dans cette partie, on présente les nombres de Stirling des deux espèces et les nombres
de Bell. Les propriétés de ces nombres ont été principalement puisées de L. Comtet [40],
de Graham, Knuth et Patashnik [64], Charalambides [38] et Crstici, Sandor et Mitrinovic
[49].

Définition 1.16. Le nombre de Stirling de première espèce, noté s(n,k), compte le nombre
de permutations de l’ensemble {1,2, . . . ,n} ayant exactement k cycles (0 ≤ k ≤ n).

Les nombres de Stirling de première espèce vérifient la relation de récurrence suivante,
pour n ≥ 1

s(n,k) = (n− 1)s(n− 1,k) + s(n− 1,k − 1),

avec s(n,0) = δ0,n, s(0,0) = 1.

Définition 1.17. Le nombre de Stirling de seconde espèce, noté S(n,k), compte le nombre
de partitions de l’ensemble {1,2, . . . ,n} en k sous-ensembles non vides (0 ≤ k ≤ n).

Les nombres de Stirling de seconde espèce vérifient la relation de récurrence suivante :

S(n,k) = kS(n− 1,k) + S(n− 1,k − 1),

avec S(n,0) = δ0,n, S(0,0) = 1.

Exemple 1.1. : L’ensemble {1,2,3,4} possède 11 permutations ayant 2 cycles 1234, 1243,
2134, 2143, 3124, 3142, 4123, et aussi 4132, 1234, 1324 et 1423. Par conséquent : s(4,2) =
11.

Exemple 1.2. L’ensemble {1,2,3,4} possède 7 partitions en deux sous-ensembles non
vides : {{1, 2, 3}; {4}},{{1, 2, 4}; {3}}, {{1, 3, 4}; {2}}, {{2, 3, 4}; {1}}
et aussi {{1, 2}; {3, 4}}, {{1, 3}; {2, 4}} et {{1, 4}; {2, 3}}. Par conséquent S(4,2) = 7.

Les nombres de Stirling de première espèce vérifient la relation

(x)n =
nX
k=0

(−1)n−ks(n,k)xk.
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La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Stirling de première
espèce est donnée par :

∞X
n=k

s(n,k)z
n

n! = (−1)k(ln(1− z))k
k! . (1.9)

Les nombres de Stirling de seconde espèce vérifient la relation

xn =
nX
k=0

S(n,k)(x)k.

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Stirling de seconde espèce
est donnée par :

∞X
n=k

S(n,k)z
n

n! = 1
k! (e

z − 1)k. (1.10)

Définition 1.18. Le nombre de Bell, noté Bn, compte le nombre de partitions d’un en-
semble à n éléments, i.e Bn = Pn

k=0 S(n,k).
Le polynôme de Bell est défini par : Bn(x) = Pn

k=0 S(n,k)xk.

Exemple 1.3. L’exemple suivant illustre l’interprétation des nombres de Bell.
Par définition, on a :

B4 = S(4,0) + S(4,1) + S(4,2) + S(4,3) + S(4,4).

S(4,0) = 0 ,
S(4,1) compte le nombre de partitions de 4 éléments en un sous-ensemble :
{{1,2,3,4}},
S(4,2) compte le nombre de partitions de 4 éléments en deux sous-ensembles :
{{1},{2,3,4}}, {{2},{1,3,4}}, {{3},{1,2,4}},{{4},{1,2,3}}, {{1,2},{3,4}}, {{1,3},{2,4}},
{{1,4},{2,3}},
S(4,3) compte le nombre de partitions de 4 éléments en trois sous-ensembles :
{{1},{2},{3,4}}, {{1},{3},{2,4}}, {{1},{4},{2,3}}, {{3},{2},{1,4}}, {{3},{4},{1,2}},
{{4},{2},{1,3}},
S(4,4) compte le nombre de partitions de 4 éléments en quatre sous-ensembles :
{{1},{2},{3},{4}},
ainsi, B4 = 0 + 1 + 7 + 6 + 1 = 15.
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Les nombres et polynômes de Bell vérifient, respectivement, les relations de récurrence
suivantes :

Bn+1 =
nX
k=0

 
n

k

!
Bk,

Bn+1(x) = x
nX
k=0

 
n

k

!
Bk(x).

Définition 1.19. Le nombre de Bell ordonné, noté Bn, compte le nombre de partitions
ordonnées de l’ensemble {1,2, . . . ,n}. Il est donné par l’identité suivante :

Bn =
nX
k=0

k!S(n,k).

Exemple 1.4. On donne un exemple pour illustrer l’interprétation des nombres de Bell
ordonnés.
Pour n = 4, on a : 1 partition (un sous ensemble de 4 éléments).

7 partitions en deux sous ensembles : 4 partitions de 3 + 1 et 3 partitions de 2 + 2. Ce
qui donne 7× 2 = 14.

6 partitions en 3 sous ensembles 2 + 1 + 1, soit 6× 3× 2 = 36.
1 partition en 4 sous ensembles 1 + 1 + 1 + 1, soit 4× 3× 2 = 24.
ainsi, Bn = P4

k=0 k!S(4,k) = 75.

Le polynôme de Bell ordonné, Bn(x), est défini par :

Bn(x) =
nX
k=0

k!S(n,k)xk.

Les nombres de Bell ordonnés vérifient la relation de récurrence [53]

Bn+1 =
nX
k=0

 
n+ 1
k

!
Bk.

1.6 Nombres r-Stirling, nombres et polynômes r-Bell,
nombres et polynômes r-Bell ordonnés

Dans cette partie, on étudie les nombres r-Stirling, les nombres r-Bell et les nombres
r-Bell ordonnés. On peut retrouver dans [34], [35] et [37] les propriétés de ces nombres.
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Définition 1.20. Le nombre r-Stirling de première espèce, noté sr(n + r,k + r), compte
le nombre de permutations de l’ensemble {1,2, . . . , n + r} ayant exactement k + r cycles
tels que les r-premiers éléments soient dans des cycles distincts, r ≥ 0, 0 ≤ k ≤ n.

Les nombres r-Stirling de première espèce vérifient l’identité suivante, pour n ≥ 0

〈x+ r〉n =
nX
k=0

sr(n+ r,k + r)xk.

Définition 1.21. Le nombre r-Stirling de seconde espèce, noté Sr(n + r,k + r), compte
le nombre de partitions de l’ensemble {1,2, . . . , n+ r} en k + r sous-ensembles non vides
tels que les r-premiers éléments sont dans des sous-ensembles distincts.

Les nombres r-Stirling de seconde espèce vérifient l’identité suivante, pour n ≥ 0

(x+ r)n =
nX
k=0

Sr(n+ r,k + r)(x)k.

Définition 1.22. Le nombre r-Bell, noté Bn,r est le nombre de partitions d’un ensemble
à n + r éléments tels que, dans chaque partition, les r-premiers éléments sont dans des
sous-ensembles disjoints. Il sont donc donnés par :

Bn,r =
nX
k=0

Sr(n+ r,k + r).

Le polynôme r-Bell est donné par

Bn,r(x) =
nX
k=0

Sr(n+ r,k + r)xk.

Les polynômes r-Bell sont obtenus récursivement par la relation suivante :

Bn,r(x) = Bn+1,r−1(x)− (r − 1)Bn,r−1(x),

avec B0,r(x) = 1, pour tout r.
Les nombres r-Bell vérifient l’identité

Bn,r+1 =
nX
k=0

 
n

k

!
Bk,r.
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Définition 1.23. Le nombre r-Bell ordonné, noté Bn,r, donne le nombre de partitions
ordonnées d’un ensemble à n + r éléments telles que les r-premiers éléments soient dans
des sous-ensembles disjoints. Il est donné par :

Bn,r =
nX
k=0

(k + r)!Sr(n+ r,k + r).

Le polynôme r-Bell ordonné est défini par la relation suivante :

Bn,r(x) =
nX
k=0

(k + r)!Sr(n+ r,k + r)xk.

Les nombres r-Bell ordonnés vérifient l’identité [77]

Bn,r =
nX
k=0

(k + r)n(k + r)!
2k+r+1k! .

1.7 Matrice de Riordan

Dans cette partie, on présente la matrice de Riordan (voir [89], [90] et [39]).

Définition 1.24. Une série formelle est une somme infinie définie à partir d’une suite
de nombre complexe (an)n∈N de la façon suivante :

a0 + a1z + a2z
2 + . . . =

∞X
n=0

anz
n,

où z est une variable formelle.

Notons C[[z]] l’anneau des séries formelles à coefficient dans C et en une variable z.
Si f(z) = P∞

n=0 anz
n ∈ C[[z]], pour tout n ∈ N, on notera [zn] le coefficient de zn dans

f(z) et on écrit an = [zn]f(z).

Définition 1.25. Une matrice de Riordan ordinaire notée ((g(z),f(z)) est une matrice
triangulaire inférieure infinie L = [ln,k]n,k≥0 construire à partir de deux séries formelles
g(z) ∈ C[[z]] et f(z) ∈ C[[z]] telle que g(0) 6= 0, f(0) = 0 et f ′(0) 6= 0. De telle manière
ln,k = [zn]g(z)(f(z))k.

Si ln,k = [ zn

n! ]g(z)(f(z))k/k!, la matrice L s’appelle matrice de Riordan exponentielle,
en abrégé e-matrice de Riordan et est notée 〈g(z),f(z)〉.
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Remarque 1.4. • P∞n=0 ln,kz
n = g(z)(f(z))k est la fonction génératrice ordinaire de

la k-ième colonne de la matrice de Riordan ordinaire.
• P∞n=0 ln,kz

n/n! = g(z)(f(z))k/k! est la fonction génératrice exponentielle de la k-
ième colonne de la matrice de Riordan exponentielle.

L’ensemble des matrices e-Riordan E = {〈g(z),f(z)〉 , g(0) 6= 0, f(0) = 0 et f ′(0) 6= 0}
forme un groupe par la multiplication définie par

〈g(z),f(z)〉 〈h(z),l(z)〉 = 〈g(z)h(f(z)),l(f(z))〉 .

L’élément identité de E est 〈1,z〉, la matrice identité usuelle et l’inverse de 〈g(z),f(z)〉
est donnée par 〈g(z),f(z)〉−1 = 〈1/g(f(z)),f(z)〉, où f est l’inverse de f , i.e.,f(f(z)) =
f(f(z)) = z.

Soit 〈g(z),f(z)〉 une matrice de Riordan exponentielle, soient A(z) = P
n≥0 anz

n/n! et
B(z) = P

n≥0 bnz
n/n!, alors on a

〈g(z),f(z)〉

2666666666666664

a0

a1

a2

.

.

.

3777777777777775
=

2666666666666664

b0

b1

b2

.

.

.

3777777777777775
⇔ g(z)A(f(z)) = B(z).

Cette propriétée s’appelle la propriétée fondamentale des matrice de Riordan ([89],[90]).
la matrice de Pascal P est une matrice dont les coefficients sont les coefficients bino-

miaux, la matrice de Stirling de première espèce est une matrice dont les coefficients sont
les nombres de Stirling de première espèce et la matrice de Stirling de seconde espèce est
une matrice dont les coefficients sont les nombres de Stirling de seconde espèce.

Soient, ci-dessous, la matrice de Pascal P et S1, (resp. S2) la matrice de Stirling de
première espèce (resp. seconde espèce). La matrice e-Riordan de ces matrices est donnée
par [90] :

P = 〈ez,z〉 =
" 
n

k

!#
n,k≥0

, (1.11)

S1 = 〈1,− ln(1− z)〉 = [s(n,k)]n,k≥0 , (1.12)
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S2 = 〈1,ez − 1〉 = [S(n,k)]n,k≥0 . (1.13)

Voici les premières lignes de la matrice de Pascal, de la matrice de Stirling de première
espèce et de la matrice de Stirling de seconde espèce respectivement :

P =

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 2 1 0 0
1 3 3 1 0
1 4 6 4 1

1CCCCCCCCCCCA
S1 =

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 3 1 0 0
0 2 3 1 0
0 6 11 6 1

1CCCCCCCCCCCA
S2 =

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 1 3 1 0
0 1 7 6 1

1CCCCCCCCCCCA
Pour m ∈ R∗, on définit la matrice de Pascal généralisée P [m] par sa matrice e-Riordan

P [m] =
"
mn−k

 
n

k

!#
n,k≥0

, (1.14)

motivée par :

P [m] = 〈emz,z〉 = 〈1,mz〉 〈ez,z〉 〈1,mz〉−1 =
"
mn−k

 
n

k

!#
n,k≥0

.

La matrice de Stirling de première espèce généralisée S1 [m]

S1 [m] =
�
mn−ks(n,k)

�
n,k≥0 . (1.15)

motivée par :

S1 [m] =
®

1,− ln(1−mz)
m

¸
= 〈1,mz〉 〈1,− ln(1− z)〉 〈1,mz〉−1 =

�
mn−ks(n,k)

�
n,k≥0 .

Et la matrice de Stirling de seconde espèce généralisée S2 [m]

S2 [m] =
�
mn−kS(n,k)

�
n,k≥0 , (1.16)

motivée par :

S2 [m] =
�

1,e
mz − 1
m

�
= 〈1,mz〉 〈1,ez − 1〉 〈1,mz〉−1 =

�
mn−kS(n,k)

�
n,k≥0 .

Ainsi,
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Puisque Pn≥k
�
n
k

�
zn

n! = 1
k!e

zzk, alors Pn≥km
n−k�n

k

�
zn

n! = 1
k!e

mz
�
mz
m

�k
. D’où

〈emz,z〉 =
"
mn−k

 
n

k

!#
n,k≥0

.

Comme Pn≥k S(n,k) zn

n! = 1
k! (ez − 1)k, alors Pn≥km

n−kS(n,k) zn

n! = 1
k!

�
emz−1
m

�k
. D’où�

1,e
mz − 1
m

�
=
�
mn−kS(n,k)

�
n,k≥0 .

De même pour la relation (1.7).
Voici les premières lignes de la matrice de Pascal généralisée, de la matrice de Stirling

de première espèce généralisée et de la matrice de Stirling de seconde espèce généralisée
respectivement

P [m] =

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0
m 1 0 0 0
m2 2m 1 0 0
m3 3m2 3m 1 0
m4 4m3 6m2 4m 1

1CCCCCCCCCCCA
S1[m] =

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 3m 1 0 0
0 2m2 3m 1 0
0 6m3 11m2 6m 1

1CCCCCCCCCCCA

S2[m] =

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 m 1 0 0
0 m2 3m 1 0
0 m3 7m2 6m 1

1CCCCCCCCCCCA
1.8 Fonction Gamma

Définition 1.26. Pour tout z ∈ C telle que R(z), la partie réelle de z est strictement
positive, la fonction Gamma, notée Γ, est définie par :

Γ : z →
Z +∞

0
tz−1e−tdt.

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle est
strictement positive.

Cette fonction peut être prolongée analytiquement en une fonction holomorphe sur
l’ensemble des nombres complexes, exceptés pour z ∈ Z−. C’est ce prolongement qu’on
appelle généralement "fonction Gamma".
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Propriétés

En intégrant par partie, on montre que :

Γ(z + 1) = zΓ(z).

En particulier, Γ(1) = 1 et Γ(n+ 1) = n!.
La fonction Gamma est donc un prolongement de la factorielle à l’ensemble des

nombres complexes (excepté les entiers négatifs ou nuls).

1.9 Série hypergéométrique

Dans cette partie on étudie la série hypergéométrique (voir [1]). Soient ai, bj, 1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n des réels, m,n ∈ N.
La série hypergéométrique associée est la fonction définie par :

mFn

�
a1 . . . am

b1 . . . bn
x

�
=
∞X
k=0

〈a1〉k 〈a2〉k · · · 〈am〉k
〈b1〉k 〈b2〉k · · · 〈bn〉k

xk

k! .

Les éléments ai, bj, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n sont les paramètres et x est l’argument de la
fonction.

Ces séries sont une généralisation de la série hypergéométrique gaussienne :

F

�
a b

c
x

�
=
∞X
k=0

〈a〉k 〈b〉k
〈c〉k

xk

k! .

Gauss, en 1812, a étudié ses propriétés. On peut l’écrire en utilisant la fonction Gamma :

F

�
a b

c
x

�
=
∞X
k=0

Γ(a+ k)Γ(b+ k)Γ(c)
Γ(a)Γ(b)Γ(c+ k)

xk

k! ,

elle est solution de l’équation différentielle suivante :

x(x− 1)y′′(x) + (c− (a+ b+ 1)x)y′(x)− (ab)y(x) = 0.
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Quelques exemples

Si on prend m = n = 0, on obtient :

0F0(|x) =
∞X
k=0

xk

k! = ex.

Pour m = n = 1 et a1 = b1 = 1, on a :

1F1

�
1
1

x

�
= ex.

Ceci est valide car la fonction n’est pas modifiée si on ajoute deux paramètres identiques
en haut et en bas.

Si on prend m = 2, n = 1 et a1 = a2 = b1 = 1, on obtient :

2F1

�
1 1
1

x

�
=
∞X
k=0

xk = 1
1− x = 1F0.

Si on prend m = 2, n = 1, a1 = a, a2 = b1 = 1, on obtient ce qui suit :

2F1

�
a 1
1

x

�
=
∞X
k=0
〈a〉k

xk

k! = 1
(1− x)a .

Mêmes conditions avec a1 = −a et x = −x, on a :

2F1

�
−a 1
1

− x

�
= (1 + x)a.

Un cas particulier de la série hypergéométrique est :

ln(1 + x) = x 2F1

�
1 1
2

− x

�

= x− x2

2 + x3

3 − · · ·+ (−1)n+1x
n

n
+ · · ·

1.10 Nombres harmoniques et généralisations

Le nombre harmonique, noté Hn, est défini par :

Hn = 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n
, où H0 = 0.
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hn 0 1 3

2
11
6

25
12

137
60

49
20

363
140

761
280

7129
2520

3781
2520

Table 1.1 – Nombres harmoniques.

Les premières valeurs des nombres harmoniques sont présentées dans la table (1.1).
La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres harmoniques est donnée par

(voir [60]) :
∞X
n=1

Hnx
n = − ln(1− x)

1− x ,

et la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres harmoniques, obtenue par
Gosper en 1996, est donnée par :

∞X
n=0

Hn
xn

n! = exx 2F2

�
1 1
2 2

− x

�
.

Propriétés [24]

Pour tout n ∈ N∗, on a :
(1) Pn−1

k=1 Hk = nHn − n,
(2) Pour 0 ≤ m < n,

n−1X
k=m

 
k

m

!
Hk =

 
n

m+ 1

!�
Hn −

1
m+ 1

�
,

(3) Pour 0 ≤ m < n,
n−1X
k=m

 
k

m

!
1

n− k =
 
n

m

!
(Hn −Hm) .

Nombres hyperharmoniques

Une des généralisations des nombres harmoniques est celle donnée par Conway et Guy
dans [41].
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Le nombre hyperharmonique, noté H(r)
n , est défini par la relation de récurrence sui-

vante : 8>>><>>>:
H(r)
n = 0, pour r < 0 ou n ≤ 0,

H(0)
n = 1

n
, pour r ≥ 0,

H(r)
n = Pn

k=1 H
(r−1)
k .

Le nombre H(r)
n s’appelle le nème nombre hyperharmonique d’ordre m, il s’exprime en

termes des coefficients binomiaux et des nombres harmoniques comme suit (voir [41]) :

H(r)
n =

 
n+ r − 1
r − 1

!
(Hn+r−1 −Hr−1) . (1.17)

La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres hyperharmoniques est donnée
par (voir [23]) :

∞X
n=0

H(r)
n xn = − ln(1− x)

(1− x)r ,

et la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres hyperharmoniques est
donnée par (voir [81]) :

∞X
n=0

H(r)
n

xn

n! = ex
r−1X
k=1

H
(r−k)
k

xk

k! + xrex
(r − 1)!

(r!)2 2F2

�
1 1

r + 1 r + 1
− x

�
.

Il est à noter que ces nombres ne sont jamais entiers pour une grande classe des valeurs
de n et r (voir Mezö [75], Ait Amrane et Belbachir [2],[3] et voir aussi [61]). Le problème
reste encore ouvert dans sa globalité. Pour d’autres propriétés, voir [23].

1.11 Nombres et polynômes de Bernoulli

Les nombres et polynômes de Bernoulli sont présentés dans [1], [29], [48], [71] and [73].

Définition 1.27. Pour tout n ∈ N, le nombre de Bernoulli, noté βn, est défini pour
n ≥ 1, par

βn = − 1
n+ 1

n−1X
k=0

 
n+ 1
k

!
βk,

avec
β0 = 1.
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Remarque 1.5. Les nombres de Bernoulli sont rationels.

Les nombres de Bernoulli vérifient les identités suivantes :

1. Pour tout entier n > 0 et tous entiers p,r ≥ 0, on a

n−1X
k=0

(k + r)p = 1
p+ 1 (βp+1(n+ r)− βp+1(r)) . (1.18)

2. Formule de Faulhaber

p
nX
k=1

kp−1 = np + np−1 +
p−1X
i=2

βi

 
p

i

!
np−i + p

2 . (1.19)

On liste dans la Table (1.2) les premières valeurs de βn

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
βn 1 −1

2
1
6 0 − 1

30 0 1
42 0 − 1

30 0 5
66

Table 1.2 – Nombres de Bernoulli.

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Bernoulli est donnée
par :

∞X
n=0

βn
zn

n! = z

ez − 1 . (1.20)

Définition 1.28. Pour n ∈ N, le polynôme de Bernoulli est défini par :

βn(x) =
nX
k=0

 
n

k

!
βkx

n−k,

ainsi βn(0) = βn.

On donne dans la Table (1.3) les premières valeurs de βn(x) pour n ≤ 5 :
La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes de Bernoulli est donnée

par :
∞X
n=0

βn(x)z
n

n! = zezx

ez − 1 . (1.21)
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n βn(x)
0 1
1 x− 1

2

2 x2 − x+ 1
6

3 x3 − 3
2x

2 + x
2

4 x4 − 2x3 + x2 − 1
30

5 x5 − 5
2x

4 + 5
3x

3 − x
6

Table 1.3 – Polynômes de Bernoulli.

1.11.1 Nombres de Bernoulli généralisés

On définit les nombres de Bernoulli généralisés pour tout entier r par leur fonction
génératrice exponentielle comme suit :

∞X
n=0

β(r)
n

zn

n! =
�

z

ez − 1

�r
, (r ≥ 1). (1.22)

On a β(1)
n = βn.

Les premières valeurs de ces nombres :

n β(r)
n

0 1
1 − r

2

2 r(3r−1)
12

3 −r2(r−1)
8

4 1
384r

4 − 1
192r

3 + 1
1152r

2 + 1
2880r

Table 1.4 – Nombres de Bernoulli généralisés.

1.12 Nombres de Catalan

Le nombre de Catalan d’indice n, appelé n-ième nombre de Catalan, est défini par
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Cn = 1
n+1

�2n
n

�
= (2n)!

(n+1)!n! .

Les dix premiers nombres de Catalan pour n de 0 à 9 sont : 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430
et 4862.

Les nombres de Catalan satisfont la relation de récurrence

Cn+1 = 2(2n+ 1)
n+ 2 Cn pour n ≥ 0

avec C0 = 1.

1.13 Matrice d’Euler Seidel

Dans cette partie on présente la méthode de la matrice d’Euler Seidel [57]. Cette
méthode est relativement plus facile que la plupart des méthodes combinatoires pour
étudier la structure de tels nombres et polynômes.

Définition 1.29. Soit une suite réelle (an)n. La matrice d’Euler-Seidel correspondant à
la suite (an)n est déterminée récursivement par la formule suivante :

a0
n = an, (n ≥ 0),
akn = ak−1

n + ak−1
n+1, (n ≥ 0, k ≥ 1),

(1.23)

où a0
n est la première ligne et an0 est la première colonne.

i.e. 0BBBBBBBBBBBBBB@

. . . . . .

. . . . . .

. . ak−1
n → ak−1

n+1 . .

. . akn ↙ . . .

. . . . . .

. . . . . .

1CCCCCCCCCCCCCCA
De la relation (1.23), on remarque que la première ligne et la première colonne peuvent
être transformées par les identités de Dumont suivantes (voir Dumont [57]).

an0 =
nX
k=0

 
n

k

!
a0
k, (1.24)
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et
a0
n =

nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−kak0. (1.25)

Proposition 1.1. (Euler, 1783 [59]). Soit a(x) = P∞
n=0 a

0
nx

n, la fonction génératrice de
la suite initiale (a0

n)n. Alors la fonction génératrice de la suite (an0 )n est donnée par

a(x) =
∞X
n=0

an0x
n = 1

1− xa
�

x

1− x
�
. (1.26)

Proposition 1.2. (Seidel, 1877 [88]). Soit A(x) = P∞
n=0 a

0
n
xn

n! , la fonction génératrice
exponentielle de la suite initiale (a0

n)n. Alors la fonction génératrice exponentielle de la
suite (an0 )n est donnée par

A(x) =
∞X
n=0

an0
xn

n! = exA(x). (1.27)

1.14 Nombres de Whitney associés aux treillis de
Dowling

Dans cet partie, on présente les nombres de Whitney associés aux treillis de Dowling
des deux espèces, On cite leurs principales propriétés.

Les identités et propriétés de ces nombres ont été principalement puisées de M. Be-
noumhani [25], [27] et T. A. Dowling [56].

1.14.1 Treillis de Dowling

On présente le treillis de Dowling introduit par Dowling [56].

Définition 1.30. Le treillis de Dowling, noté Qn(G) est un treillis géométrique de rang
n sur un groupe G.

Soit G un groupe fini d’ordre m ≥ 1 . Une partition partielle de l’ensemble {1,2, . . . ,n}
est une collection de sous-ensembles disjoints non vides de l’ensemble {1,2, . . . ,n}.

Pour une partition partielle A = {A1,A2, . . . ,As} de {1,2, . . . ,n}, on définit une G-
partition partielle de {1,2, . . . ,n} par une famille α = {a1,a2, . . . ,as} de fonctions ai :
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Ai → G, on définit la fonction d’unité ei : {i} → G par ei(i) = 1, i ∈ {1,2, . . . ,n} alors
chaque fonction ai s’écrit comme une combinaison linéaire ai = P

k∈Ai
gkek, avec gk ∈ G

et gk = ai(k).
Soit Q′n(G) l’ensemble de toutes les G-partitions partielles de {1,2, . . . ,n}.
Soient α, β ∈ Q′n(G) où α = {ai : Ai → G, i = 1 . . . s} et β = {bk : Bk → G, k = 1 . . . r},

on dit que α ≤ β si pour chaque bk ∈ β il existe un sous ensemble αl de α et gi ∈ G tel
que bk = P

ai∈αl
giai. La relation ≤ est un préordre sur Q′n(G).

On définit ainsi sur Q′n(G) la relation ∼ par :

α ∼ β ⇔ α ≤ β et β ≤ α.

La relation∼ est une relation d’équivalence surQ′n(G) et α est la classe d’équivalence de α.
On note Qn(G) = Q′n(G)/ ∼, l’ensemble des classe d’équivalences de Q′n(G). L’ensemble
ordonné défini sur Qn(G) par

α ≤ β ⇐⇒ α ≤ β

s’appelle le treillis de Dowling sur un groupe finie G.
Si G est le groupe trivial i.e., m = 1 alors Qn(G) ' Q

n+1, le treillis géométrique de
l’ensemble des parties de {1,2, . . . ,n+ 1}.

Le plus petit élément de Qn(G) est⊥ où⊥ = {ei, i = 1, . . . , n} l’ensemble des fonctions
d’unités et le rang d’un élément α de Qn(G) est donné par : rang (α) = n− |α|.

Théorème 1.3. [56] Soit Qn(G) le treillis de Dowling de rang n et soient α, β deux
éléments de Qn(G)
l’élément β couvre α si et seulement si β = α− {ai} ou β = α− {ai, ak} ∪ {ai + gak} où
ai,ak ∈ α, g ∈ G.

Théorème 1.4. Soit G un groupe fini d’ordre m, le polynôme caractéristique de Qn(G)
est donné par

pn(ν;m) =
n−1Y
i=0

(ν − 1−mi) = mn
�
ν − 1
m

�
(n)
.

Exemple 1.5. Soit G = {1,g,g2} un groupe d’ordre 3 et soient A = {{1}}, B = {{2}},
C = {{3}}, D = {{1,2}}, E = {{2,3}}, F = {{1,3}}, G = {{1,2,3}}, H = {{1} , {2,3}},
I = {{2} , {1,3}}, J = {{3} , {1,2}}, K = {{1} , {2}}, L = {{1} , {3}}, M = {{2} , {3}},
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N = {{1} , {2} , {3}}, O = {{}} les ensembles de partitions partielles de l’ensemble
{1,2,3}.

L’ensemble Q′3(G) des G-partitions partielle de {1,2,3} est formé des éléments sui-
vantes :
αA = {de1}, αB = {de2}, αC = {de3}, d ∈ G,
αD = {de1 + d′e2}, αE = {de2 + d′e3}, αF = {de1 + d′e3}, d,d′ ∈ G,
αG = {de1 + d′e2 + d′′e3},d, d′,d′′ ∈ G,
αH = {de1, d

′e2 + d′′e3}, αI = {de2, d
′e1 + d′′e3}, αj = {de3, d

′e1 + d′′e2}, d, d′, d′′ ∈ G,
αK = {de1, d

′e2}, αL = {de1, d
′e3}, αM = {de2, d

′e3}, d, d′ ∈ G,
αN = {de1, d

′e2, d
′′e3}, d, d′,d′′ ∈ G, αO = {}.

Soit G = {1,g,g2} un groupe d’ordre 3, le treillis de Dowling Q3(G) est presenté comme
suit : le plus grand élément est {}, cette élément couvre les éléments {e1}, {e2} et {e3},
chaque élément {ei}, i = 1, . . . ,3, couvre un pair {ei,ej}, {ei,ek}, j,k = 1, . . . ,3. Ainsi,
chaque élément {ei}, i = 1, . . . ,3, couvre trois autres éléments {ei,ej + dek}, j,k = 1, . . . ,3
pour chaque d ∈ G. Il y’a neuf autre éléments couvert par {} qui sont {ej + dek}, j,k =
1, . . . ,3, d ∈ G alors l’élément {ej + dek}, j,k = 1, . . . ,3 pour chaque d ∈ G couvre un
pair {ej,ek}, {ei,ej + dek}. Also, il y’a des éléments couvert par le plus grand élément
qui sont {de1,+ d′−1e2 + e3} et {e1 + de2 + d′−1e3}, d,d′ ∈ G alors {de1 + d′−1e2 + e3}
couvre trois éléments, {e1, e2 + d′e3}, {e2, e1 + d−1e3}, {e3, e1 + (d′d)−1e3}, d,d′ ∈ G et
{e1 + de2 + d′−1e3} couvre {e1, e2 + (d′d)−1e3}, {e2, e1 + d′−1e3}, {e3, e1 + de3}, d,d′ ∈ G.
Le plus petit élément est {e1, e2,e3}.
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1.14.2 Nombre de Whitney de première et de seconde espèce

Les nombres de Whitney des deux espèces ont été introduits par T. A. Dowling [56]
et généralisent les nombres de Stirling des deux espèces.

Définition 1.31. Le nombre de Whitney de première espèce associé au treillis de Dow-
ling Qn(G), noté wm(n,k), est la valeur absolue du coefficient de νk dans le polynôme
caractéristique pQn(G)(ν) de Qn(G).

Les nombres de Whitney de première espèce du treillis de Dowling vérifient la relation de
récurrence [56] suivante :

wm(n,k) = wm(n− 1,k − 1) + ((n− 1)m+ 1)wm(n− 1,k). (1.28)

Définition 1.32. Le nombre de Whitney de seconde espèce associé au treillis de Dowling
Qn(G), noté Wm(n,k), compte le nombre d’éléments de corang k de Qn(G).

Les nombres de Whitney de seconde espèce du treillis de Dowling vérifient la relation de
récurrence [56] suivante :

Wm(n,k) = Wm(n− 1,k − 1) + (km+ 1)Wm(n− 1,k). (1.29)

Pour m = 1, w1(n,k) = s(n+1,k+1) et W1(n,k) = S(n+1,k+1), ce sont les nombres
de Stirling de première et de seconde espèce respectivement.

Remarque 1.6. Les nombres de Whitney d’un treillis de Dowling Qn(G) ne dépendent
que de l’ordre m du groupe G.

Exemple 1.6. Soit G un groupe d’ordre 3. Le polynôme caractéristique pQ3(G)(ν) de
Q3(G), est donné par

pQ3(G)(ν) =
X

x∈Q3(G)
µ(⊥,x)ν3−rang(x)

=
X

x∈{{e1,e2,e3}}
µ(⊥,x)ν3 +

X
x∈A′

µ(⊥,x)ν2 +
X
x∈B′

µ(⊥,x)ν +
X
x∈{∅}

µ(⊥,x).
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où
⊥ = {e1,e2,e3}
A′ est constitué des éléments de rang 1 dans Q3(G) ,
B′ est constitué des éléments de rang 2 dans Q3(G) .
On a Px∈{{e1,e2,e3}} µ(⊥,x) = 1,P
x∈A′ µ(⊥,x) = −12,P
x∈B′ µ(⊥,x) = −(−5 + 1)× 3− (−2 + 1)× 9− (−3 + 1)× 9 = 39

et Px∈{∅} µ(⊥,x) = −(1− 12 + 39) = −28, ainsi

pQ3(G)(ν) = ν3 − 12ν2 + 39ν − 28.

Par conséquent, w3(3,1) = 39 et w3(3,2) = 12.

Exemple 1.7. Le nombre d’éléments de corang 2 dans Q3(G) est 12. Par conséquent,
W3(3,2) = 12.

On donne le tableau des premières valeurs des nombres de Whitney de première espèce
et de seconde espèce du treillis de DowlingQn(G) avecm = 3, obtenues grâce aux relations
de récurrence (1.28) et (1.29).
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nk 0 1 2 3 4 5
0 1
1 1 1
2 4 5 1
3 28 39 12 1
4 280 418 159 22 1
5 2740 5714 2485 445 35 1

Table 1.5 – Nombres de Whitney de première espèce.

nk 0 1 2 3 4 5 6
0 1
1 1 1
2 1 5 1
3 1 21 12 1
4 1 85 105 22 1
5 1 341 820 325 35 1
6 1 1365 6081 4070 780 51 1

Table 1.6 – Nombres de Whitney de seconde espèce.

Voici quelques valeurs des nombres de Whitney :

Wm(n,0) = 1,

wm(n,0) =
nY
i=1

((i− 1)m+ 1),

Wm(n,n− 1) = wm(n,n− 1) = m

 
n

2

!
+ n.

Fonctions génératrices

La suite des nombres de Whitney de première espèce n’admet pas de fonction généra-
trice ordinaire.
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La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Whitney de première
espèce est donnée par (voir[25]) :

∞X
n=k

wm(n,k)z
n

n! = (1 +mz)−1
m lnk(1 +mz)
k!mk

. (1.30)

La fonction génératrice mixte est donnée par :
∞X
n=k

∞X
k=0

wm(n,k)z
n

n!x
k = (1 +mz)x−1

m . (1.31)

La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres de Whitney de seconde espèce
est donnée par :
∞X
n=k

Wm(n,k)zn−k = 1
(1− z) (1− (m+ 1) z) (1− (2m+ 1) z) . . . (1− (km+ 1) z) . (1.32)

et la fonction génératrice exponentielle est donnée par :
∞X
n=k

Wm(n,k)z
n

n! = ez

k!

�
emz − 1
m

�k
. (1.33)

La fonction génératrice mixte est donnée par :
∞X
n=k

∞X
k=0

Wm(n,k)z
n

n!x
k = exp{z + x

emz − 1
m

}. (1.34)

Orthogonalité

Les nombres de Whitney des deux espèces vérifient les relations d’orthogonalité sui-
vantes [56]

nX
p=k

Wm(n,p)wm(p,k) =
nX
p=k

wm(n,p)Wm(p,k) = δnk. (1.35)

qui sont équivalentes aux relations inverses :

an =
X
k

Wm(n,k)bk ⇐⇒ bn =
X
k

wm(n,k)ak. (1.36)

Comme conséquence, les nombres de Stirling des deux espèces vérifient les relations d’or-
thogonalité suivantes [40] :

nX
i=k

s(n,i)S(i,k)(−1)n−i =
nX
i=k

S(n,i)s(i,k)(−1)n−i = δn,k,

qui sont équivalentes aux relations inverse :

an =
X
j

s(n,j)(−1)n−jbj ⇐⇒ bn =
X
j

S(n,j)aj. (1.37)
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Identités combinatoires

En développant la fonction génératrice des nombres de Whitney de seconde espèce on
obtient la formule explicite suivante [25] :

Wm(n,k) = 1
mkk!

kX
j=0

(−1)j
 
k

j

!
(m(k − j) + 1)n. (1.38)

Cette formule peut être écrite de la façon suivante :

Wm(n,k) = 1
mkk!

kX
j=0

(−1)k−j
 
k

j

!
(mj + 1)n. (1.39)

Les nombres de Whitney de première espèce (resp. de seconde espèce) sont liés aux
nombre de Stirling de première espèce (resp. de seconde espèce) par la relation suivante
[25] :

wm(n,k) =
nX
j=k

(−1)j−k
 
j

k

!
mn−js(n,j), (1.40)

Wm(n,k) =
nX
j=k

 
n

j

!
mj−kS(j,k). (1.41)

Pour le cas m = 1, on retrouve les relations données dans [25].

w1(n,k) = s(n+ 1,k + 1) =
nX
j=k

(−1)j−k
 
j

k

!
s(n,j), (1.42)

W1(n,k) = S(n+ 1,k + 1) =
nX
j=k

 
n

j

!
S(j,k). (1.43)

Théorème 1.5. [25] Les nombres wm(n,k) satisfont

mn−ks(n,k) =
nX
i=k

(−1)i−k
 
i

k

!
wm(n,i). (1.44)

Théorème 1.6. [25] Les nombres Wm(n,k) vérifient

Wm(n+ 1,k) = Wm(n,k) +
nX

j=k−1

 
n

j

!
mn−jWm(j,k − 1). (1.45)

kWm(n,k) =
n−1X
j=k−1

 
n

j

!
mn−j−1Wm(j,k − 1). (1.46)

37



1. PRÉLIMINAIRES

Théorème 1.7. [25] Les nombres de Whitney de première espèce vérifient la relation
suivante :

mn(x)n =
nX
k=0

(−1)n−kwm(n,k)(mx+ 1)k. (1.47)

L’identité relative aux nombres de Whitney de seconde espèce est donné par :

Théorème 1.8. [25]

(mx+ 1)n =
nX
k=0

mkWm(n,k)(x)k. (1.48)

1.15 Nombres et polynômes de Dowling

Dans cette partie, on étudie les nombres et polynômes de Dowling (voir [25], [26]).

Définition 1.33. Le nombre de Dowling, noté Dm(n), compte le nombre d’élément dans
le treillis de Dowling Qn(G).

PuisqueWm(n,k), pour 0 ≤ k ≤ n, compte le nombre d’éléments de corang k dans Qn(G),
on obtient immédiatement la relation suivante :

Dm(n) =
nX
k=0

Wm(n,k). (1.49)

Exemple 1.8. L’exemple suivant illustre la signification des nombres de Dowling.
Par définition, on a :

D3(3) = W3(3,0) +W3(3,1) +W3(3,2) +W3(3,3).

W3(3,0) compte le nombre d’éléments de corang 0 dans Q3(G) :
{},
W3(3,1) compte le nombre d’éléments de corang 1 dans Q3(G) :
{e3} ; {e2} ; {e1} ; {e1 + e2} ; {e1 + ge2} ; {e1 + g2e2} ; {e1 + e3} ; {e1 + ge3} ; {e1 + g2e3} ;
{e2 + e3} ; {e2 + ge3} ; {e2 + g2e3} ; {e1 + e2 + e3} ; {ge1 + e2 + e3} ; {e1 + ge2 + e3} ; {e1 + e2 + ge3} ;
{g2e1 + e2 + e3} ; {e1 + g2e2 + e3} ; {e1 + e2 + g2e3} ; {e1 + ge2 + g2e3} ; {e1 + g2e2 + ge3},
W3(3,2) compte le nombre d’éléments de corang 2 dans Q3(G) :
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{e3,e1 + g2e2} ; {e2,e1 + e3} ; {e3,e1 + ge2} ; {e3,e1 + e2} ; {e1,e2} ; {e1,e3} ; {e2,e3} ; {e2,e1 + ge3} ;
{e2,e1 + g2e3} ; {e1,e2 + e3} ; {e1,e2 + ge3} ; {e1,e2 + g2e3},
W3(3,3) compte le nombre d’éléments de corang 3 dans Q3(G) :
{e1,e2,e3},
ainsi, D3(3) = 1 + 21 + 12 + 1 = 35.

Le polynôme de Dowling est défini par, [26] :

Dm(n,x) =
nX
k=0

Wm(n,k)xk.

Pour m = 1, on retrouve les polynôme de Bell D1(n,x) = Bn+1(x) (voir [80]).
Voici les premières valeurs des polynômes de Dowling,

Dm(0,x) = 1
Dm(1,x) = 1 + x

Dm(2,x) = 1 + (m+ 2)x+ x2

Dm(3,x) = 1 + (m2 + 3m+ 3)x+ (3m+ 3)x2 + x3

1 + (m3 + 4m2 + 6m+ 4)x+ (7m2 + 12m+ 6)x2 + (6m+ 4)x3 + x4

Table 1.7 – Polynôme de Dowling.

La fonction génératrice exponentielle des polyn̂omes de Dowling est donné par [26]

X
n≥0

Dm(n,x)z
n

n! = exp(z + x
emz − 1
m

), (1.50)

et par conséquent, en termes de nombres de Dowling :

X
n≥0

Dm(n)z
n

n! = exp(z + emz − 1
m

).

Théorème 1.9. [26] Les polynômes et nombres de Dowling vérifient, respectivement, les
relations de récurrence suivantes :

Dm(n+ 1,x) = Dm(n,x) + x
nX
j=0

 
n

j

!
mn−jDm(j,x), (1.51)
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Dm(n+ 1) = Dm(n) +
nX
j=0

 
n

j

!
mn−jDm(j). (1.52)

Théorème 1.10. [26] Les polynômes et nombres de Dowling vérifient, respectivement,
les identités suivantes :

Dm(n,x) = e
−x
m

X
k≥0

xk

k!mk
(mk + 1)n, (1.53)

Dm(n) = e
−1
m

X
k≥0

(mk + 1)n
k!mk

. (1.54)

1.16 Nombres et polynômes de Dowling ordonnés

Dans cette partie, on présente les polynômes et nombres de Dowling et on donne
quelque propriétés.

Définition 1.34. Le nombre de Dowling ordonné est défini par ([26],[77]) :

Dm(n) =
nX
k=0

k!Wm(n,k). (1.55)

1.16.1 Exemples et tables

On donne un exemple pour illustrer les nombres de Dowling ordonnés.
Pour n = 3, m = 3, on a par définition

Dm(n) = 0!W3(3,0) + 1!W3(3,1) + 2!W3(3,2) + 3!W3(3,3) = 1 + 21 + 24 + 6 = 52
Le polynôme de Dowling ordonné, Dm(n,x), est défini par :

Dm(n,x) =
nX
k=0

k!Wm(n,k)xk. (1.56)

Voici les premières valeurs des polynômes de Dowling ordonnés
La fonction génératrice exponentielle des polynômes de Dowling ordonnés est donnée

par [26] :
∞X
n=0
Dm(n,x)z

n

n! = ez

1− x exp(mz)−1
m

, (1.57)
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Dm(0,x) = 1
Dm(1,x) = 1 + x

Dm(2,x) = 1 + (m+ 2)x+ 2x2

Dm(3,x) = 1 + (m2 + 3m+ 3)x+ 2(3m+ 3)x2 + 6x3

Dm(4,x) = 1 + (m3 + 4m2 + 6m+ 4)x+ 2(7m2 + 12m+ 6)x2 + 6(6m+ 4)x3 + 24x4

Table 1.8 – Polynômes de Dowling ordonnés, quelques valeurs.

et par conséquent, en termes des nombres de Dowling :

X
n≥0
Dm(n)z

n

n! = ez

1− emz−1
m

. (1.58)

On retrouve dans [26] l’identité suivante : une formule explicite des polynômes de Dowling
ordonnés est donné par : Pour m ≥ 1 et x > −m

2 on a

Dm(n,x) = m

m+ x

∞X
k=0

�
x

m+ x

�k
(mk + 1)n. (1.59)

1.16.2 Nombres et polynômes Eulériens de Dowling

Dans cette partie, on définit les polynômes et nombres Eulériens de Dowling et on
donne quelque propriétés (voir [86]).

Définition 1.35. Le polynôme Eulérien de Dowling Am(n,x) est défini par

Am(n,x) =
nX
i=0

i!Wm(n,i)(x− 1)n−i (1.60)

= (x− 1)nDm(n, 1
x− 1). (1.61)

On définit le nombre Eulérien de Dowling am(n,k) par :

am(n,k) =
nX
i=0

(−1)n−i−ki!
 
n− i
k

!
Wm(n,i). (1.62)

La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes Eulériens de Dowling est
donnée par :
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Théorème 1.11. [86]

∞X
n=0
Am(n,x)z

n

n! = m(x− 1)e(x−1)z

m(x− 1) + 1− em(x−1)z (1.63)

Théorème 1.12. [86] Les polynômes de Dowling ordonnés sont liés aux nombres Eulé-
riens de Dowling par l’identité suivante :

Dm(n,x) =
nX
k=0

am(n,k)(1 + x)kxn−k. (1.64)

Pour x = 1, on retrouve une relation entre les nombres Eulériens et les nombres de Dowling
ordonnés

Dm(n) =
nX
k=0

2kam(n,k) (1.65)
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Chapitre 2

Nombres r-Whitney associés aux
treillis de Dowling et polynômes
r-Dowling

Dans ce chapitre on présente les nombres r-Whitney associés aux treillis de Dowling,
les nombres et polynômes r-Dowling et les nombres et polynômes r-Dowling ordonnés. On
donne des formules explicites, des relations de récurrences, des identités combinatoires.
On trouve une relation reliant les nombres r-Whitney de première espèce aux nombres
de Stirling de seconde espèce et une autre relation lie les nombres r-Whitney de seconde
espèce aux nombres de Stirling de première espèce, on présente des identités qui lient les
deux types de nombres r-Whitney aux coefficients binomiaux. On donne la fonction géné-
ratrice ordinaire de la suite des polynômes r-Dowling, on exprime les polynômes r-Dowling
à l’aide des nombres r-Whitney de première espèce et à l’aide des nombres r-Whitney de
seconde espèce et on prouve une relation entre les polynômes r-Dowling et ceux de r-Bell
et aussi de Bell. Ainsi, on trouve une expression explicite lie les polynômes r-Dowling aux
nombres r-Whitney de seconde espèce et polynômes r-Dowling précédents, nous donnons
une formule explicite pour les polynômes r-Dowling liés aux nombres r-Whitney de pre-
mière espèce, nous les exprimons également en une famille de bases spécifiques. On trouve
une formule explicite et une relation de récurrence des polynômes r-Dowling ordonnés, on
donne une relation lie les polynômes r-Dowling ordonnés aux polynômes r-Bell ordonnés.
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On étudie aussi les nombres et polynômes r-Eulériens de Dowling et on déduit que les
polynômes r-Dowling ordonnés sont liés aux nombres r-Eulériens de Dowling.

2.1 Nombres r-Whitney de première et de seconde
espèce

Dans cette partie, on étudie les nombres r-Whitney de deux espèces. Mezö [79] et
Cheon [39] ont défini ces nombres et ont donné leurs propriétés.

Définition 2.1. Le nombre r-Whitney de première espèce, wm,r(n,k), est donné par :

wm,r(n,k) :=
X

c0+c1+···+cn−1=n−k
ci∈{0,1}

rc0(r +m)c1 · · · (r + (n− 1)m)cn−1 . (2.1)

Les nombres r-Whitney de première espèce vérifient la relation de récurrence suivante
[67] [79] :

wm,r(n,k) = wm,r(n− 1,k − 1) + (r + (n− 1)m)wm,r(n− 1,k). (2.2)

Définition 2.2. Le nombre r-Whitney de seconde espèce, Wm,r(n,k), est défini par :

Wm,r(n,k) :=
X

c0+c1+···+ck=n−k
ci∈{0,1,...,n−k}

rc0(r +m)c1 . . . (r + km)ck . (2.3)

Les nombres r-Whitney de seconde espèce vérifient la relation de récurrence suivante [67]
[79] :

Wm,r(n,k) = Wm,r(n− 1,k − 1) + (r + km)Wm,r(n− 1,k). (2.4)

Exemples et tables

On donne les premières valeurs des nombres r-Whitney de première et de seconde
espèces.
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nk 0 1 2 3
0 1
1 r 1
2 mr + r2 m+ 2r 1
3 2m2r + 3mr2 + r3 2m2 + 6mr + 3r2 3m+ 3r 1

Table 2.1 – Nombres r-Whitney de première espèce.

nk 0 1 2 3 4
0 1
1 r 1
2 r2 m+ 2r 1
3 r3 m2 + 3rm+ 3r2 3m+ 3r 1
4 r4 m3 + 4rm2 + 6r2m+ 4r3 7m2 + 12rm+ 6r2 6m+ 4r 1

Table 2.2 – Nombres r-Whitney de seconde espèce.

Voici quelques valeurs particulières de Wm,r(n,k) et wm,r(n,k) :

wm,r(n,0) =
nY
i=1

((i− 1)m+ r),

Wm,r(n,0) = rn,

wm,r(n,n− 1) = Wm,r(n,n− 1) = m

 
n

2

!
+ rn.

2.1.1 Fonctions génératrices

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Whitney de première
espèce est donnée par (voir [42], [45], [47] et [79]) :

∞X
n=k

wm,r(n,k)z
n

n! = (1 +mz)−r/m lnk(1 +mz)
k!mk

. (2.5)

La fonction génératrice mixte est donnée par :
∞X
n=k

∞X
k=0

wm,r(n,k)z
n

n!x
k = (1 +mz)(x−r)/m. (2.6)
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La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres r-Whitney de seconde espèce
est donné par [39] :
∞X
n=k

Wm,r(n,k)zn = zk

(1− rz) (1− (m+ r) z) (1− (2m+ r) z) · · · (1− (km+ r) z) (2.7)

et la fonction génératrice exponentielle est donnée par (voir [42], [45], [47] and [79] :
∞X
n=k

Wm,r(n,k)z
n

n! = erz

k!

�
emz − 1
m

�k
. (2.8)

La fonction génératrice mixte est donnée par :
∞X
n=k

∞X
k=0

Wm,r(n,k)z
n

n!x
k = exp{rz + x

emz − 1
m

}. (2.9)

2.1.2 Orthogonalité

Les nombres r-Whitney des deux espèces vérifient les relations d’orthogonalité sui-
vantes (voir [67]),

nX
k=p

Wm,r(n,k)wm,r(k,p) =
nX
k=p

wm,r(n,k)Wm,r(k,p) = δnp. (2.10)

Elles sont équivalentes aux relations inverses suivantes :

an =
X
k

wm,r(n,k)bk ⇐⇒ bn =
X
k

Wm,r(n,k)ak. (2.11)

2.1.3 Identités combinatoires

Théorème 2.1. [39] Les nombres r-Whitney de première espèce sont liés aux nombres
r-Stirling de première espèce par la relation suivante :

wm,r(n,k) =
nX
i=k

 
n

i

!
mi−k 〈r(1−m)|m〉n−i sr(i+ r,k + r). (2.12)

Théorème 2.2. [39] Les nombres r-Whitney de seconde espèce sont liés aux nombre
r-Stirling de seconde espèce par la relation suivante :

Wm,r(n,k) =
nX
j=k

 
n

j

!
mj−k(r − rm)n−jSr(j + r,k + r). (2.13)
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Théorème 2.3. [39] Les nombres r-Whitney de première espèce (resp. de seconde espèce)
sont liés aux nombres de Stirling de première espèce (resp. de seconde espèce) par la
relation suivante :

wm,r(n,k) =
nX
j=k

(−1)j−k
 
j

k

!
mn−jrj−ks(n,j), (2.14)

Wm,r(n,k) =
nX
j=k

 
j

k

!
mn−j(r|m)j−kS(n,j). (2.15)

Pour m = 1 on retrouve les résultats

s(n+ r,k + r) =
nX
j=k

 
j

k

!
rj−ks(n,j), (2.16)

W1,r(n,k) = Sr(n+ r,k + r) =
nX
j=k

 
j

k

!
(r)j−kS(j,k), (2.17)

donnés par Charalambides [38]
L’identité suivante lie les nombres r-Whitney de première espèce aux nombres de

Stirling de première espèce et la factorielle ascendante généralisée.

Théorème 2.4. [39] Les nombres wm,r(n,k) vérifient l’identité suivante :

wm,r(n,k) =
nX
i=k

 
n

i

!
mi−k 〈r|m〉n−i s(i,k). (2.18)

L’identité relative aux nombres Wm,r(n,k) est donnée par :

Théorème 2.5. [39]

Wm,r(n,k) =
nX
j=k

 
n

j

!
mj−krn−jS(j,k). (2.19)

Théorème 2.6. Les nombres Wm,r(n,k) vérifient l’identité suivante :

Wm,r(n+ 1,k) = rWm,r(n,k) +
nX

j=k−1

 
n

j

!
mn−jWm,r(j,k − 1). (2.20)
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Preuve On a

X
n≥k−1

Wm,r(n+ 1,k)z
n

n! = d

dz

X
n≥k

Wm,r(n,k)z
n

n!

= r
erz

k!

�
emz − 1
m

�k
+ e(m+r)z

(k − 1)!

�
emz − 1
m

�k−1
. (2.21)

En appliquant la propriété fondamentale des matrices e−Riordan, on obtient :

e(m+r)z

(k − 1)!

�
emz − 1
m

�k−1
=

¬
e(m+r)z,z

¶ 1
(k − 1)!

�
emz − 1
m

�k−1

= 〈emz,z〉 〈erz,z〉 1
(k − 1)!

�
emz − 1
m

�k−1

=
X

n≥k−1

nX
j=k−1

mn−j
 
n

j

!
Wm,r(j,k − 1)z

n

n! . (2.22)

Alors on déduit de (2.8), (2.21) et (2.22) que :

X
n≥k−1

Wm,r(n+ 1,k)z
n

n! =
X

n≥k−1

�
rWm,r(n,k) +

nX
j=k−1

 
n

j

!
mn−jWm,r(j,k − 1)

�
zn

n! ,

donc le résultat est obtenu. �

Les nombres Wm,r(n,k) vérifient aussi l’identité suivantes :

Proposition 2.7.

Wm,r(n+ 1,k) = rWm,r(n,k) +Wm,m+r(n,k − 1). (2.23)

Preuve On a

X
n≥k−1

Wm,r(n+ 1,k)z
n

n! = d

dz

X
n≥k

Wm,r(n,k)z
n

n!

= r
erz

k!

�
emz − 1
m

�k
+ e(m+r)z

(k − 1)!

�
emz − 1
m

�k−1

= r
X

n≥k−1
Wm,r(n,k)z

n

n! +
X

n≥k−1
Wm,r+m(n,k − 1)z

n

n! .

Donc le résultat est obtenu. �

Les nombres r-Whitney de première espèce sont liés aux nombres s-Whitney de pre-
mière espèce et (r −m)-Whitney de première espèce respectivement.
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Théorème 2.8. [39] Les nombres wm,r(n,k) satisfont les identités suivantes :

wm,r(n,k) =
nX
i=k

 
n

i

!
〈r − s|m〉n−iwm,s(i,k), (r ≥ s), (2.24)

wm,r(n,k) =
nX
i=k

n!
i!m

n−iwm,r−m(i,k), (r ≥ m). (2.25)

Les nombres r-Whitney de seconde espèce sont liés aux nombres s-Whitney de seconde
espèce et (r − 1)-Whitney de seconde espèce respectivement.

Théorème 2.9. [39] Les nombres Wm,r(n,k) satisfont les identités suivantes :

Wm,r(n,k) =
nX
i=k

 
n

i

!
(r − s)n−iWm,s(i,k), r ≥ s, (2.26)

et
Wm,r(n,k) =

nX
i=k

 
n

i

!
Wm,r−1(i,k), , r ≥ 1. (2.27)

Théorème 2.10. [74] Les nombres r-Whitney de première espèce sont liés aux nombres
r-Stirling de première espèce et nombres s-Whitney de première espèce respectivement.

wm,r(n,k) =
nX
j=k

 
j

k

!
(−m)n−j(mr − r)j−ksr(n+ r,j + r), (2.28)

wm,r(n,k) =
nX
j=k

 
j

k

!
(s− r)j−kwm,s(n,j). (2.29)

Théorème 2.11. [79] Les nombres r-Whitney de première espèce vérifient la relation
suivante

mn(x)n =
nX
k=0

wm,r(n,k)(−1)n−k(mx+ r)k. (2.30)

De façon équivalente à la relation (2.30) on a :

mn 〈x〉n =
nX
k=0

wm,r(n,k)(mx− r)k. (2.31)
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Théorème 2.12. [79] L’identité relative aux nombres r-Whitney de seconde espèce est
donnée par :

(mx+ r)n =
nX
k=0

mkWm,r(n,k)(x)k, n ≥ 0, (2.32)

ou de façon équivalente :

(mx− r)n =
nX
k=0

mk(−1)n−kWm,r(n,k) 〈x〉k . (2.33)

Les nombres r-Whitney de seconde espèce vérifient l’identité suivante [79] :

Wm,r(n,k) = 1
mkk!

kX
j=0

(−1)j
 
k

j

!
(m(k − j) + r)n. (2.34)

Cette formule peut être écrite de la façon suivante :

Wm,r(n,k) = 1
mkk!

kX
j=0

(−1)k−j
 
k

j

!
(mj + r)n. (2.35)

On retrouve à partir de (2.31) et (1.48) la relation suivante :

Théorème 2.13.
nX
k=0

kX
i=0

kX
j=0

wm,r(n,k)Wm(k,i)Wm(k,j)
�
x− 1
m

�
i

�
y − 1
m

�
j

=
nX
k=0

wm,r(n,k)(xy)k

= mn
xy + r

m

·
n
,

et plus généralement :

nX
k=0

kX
i1,··· ,is=0

wm,r(n,k)
sY
j=1

�
Wm(n,ij)

�
x− 1
m

�ij�
= mn

xi1 . . . xis + r

m

·
n
. (2.36)

L’identité suivante lie les nombres de Stirling de seconde espèce aux nombres r-Whitney
de première espèce.

Théorème 2.14. Pour tout n ∈ N, on a
nX
j=k

(−1)j−kmn−jS(n,j)wm,r(j,k) =
 
n

k

!
rn−k. (2.37)
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Preuve Sachant que :

wm,r(n,k) =
nX
j=k

(−1)j−k
 
j

k

!
mn−jrj−ks(n,j),

et en appliquant la relation d’inversion (1.37) en prenant an = (−1)nwm,r(n,k)m−n et
bj = (−1)j(−1)j−k

�
j
k

�
m−jrj−k on obtient le résultat. �

La relation suivante relie les nombres de Stirling de première espèce aux nombres r-
Whitney de seconde espèce.

Théorème 2.15. Pour tout n ∈ N, on a
nX
j=k

(−1)n−jmn−js(n,j)Wm,r(j,k) =
 
n

k

!
(r|m)n−k. (2.38)

Preuve Sachant que :

Wm,r(n,k) =
nX
j=k

 
j

k

!
mn−j(r|m)j−kS(n,j),

et en appliquant la relation d’inversion (1.37) en prenant bn = Wm,r(n,k)m−n et aj =�
j
k

�
m−j(r|m)j−k on obtient le résultat. �

Grâce à l’orthogonalité des nombres r-Whitney et des formules d’inversion (2.11),
on obtient les identités suivantes qui lient les deux types des nombres r-Whitney aux
coefficients binomiaux

Théorème 2.16. Les deux types des nombres r-Whitney satisfont

X
i,j

wm,r(n,i)Wm,r(i,j)
 
n

j

!
= 1, (2.39)

X
i,j

Wm,r(n,i)wm,r(i,j)
 
n

j

!
= 1, (2.40)

X
i,j

S(i,j)wm,r(j,k)
 
n

i

!
mi−jrn−i = δn,k, (2.41)

X
i,j

s(n,i)Wm,r(j,k)(−1)i−jmn−i
 
i

j

!
ri−j = δn,k. (2.42)
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Preuve Les identités (2.39) et (2.40) sont des conséquences de (2.10), en effet :

X
i

Wm,r(n,i)wm,r(i,j) =
X
i

wm,r(n,i)Wm,r(i,j) = δn,j,

et comme on a : Pj

�
n
j

�
δn,j =

�
n
n

�
= 1 alors

X
i,j

Wm,r(n,i)wm,r(i,j)
 
n

j

!
=
X
i,j

wm,r(n,i)Wm,r(i,j)
 
n

j

!
=
X
j

 
n

j

!
δn,j = 1.

Pour prouver l’identité (2.41) on utilise (2.10) et (2.19), dans (2.10) on remplace p par
j et d’après (2.19), on obtient

X
j

Wm,r(n,j)wm,r(j,k) =
X
j

X
i

 
n

i

!
mi−jS(i,j)wm,r(j,k)rn−i = δn,k.

De la même façon on utilise (2.10) et (2.14) pour prouver (2.42). �

2.2 Nombres et Polynômes r- Dowling

Dans ce qui suit, on peut retrouver les identités citées dans [39].

Définition 2.3. Le nombres r-Dowling, noté Dm,r(n), est donné par (voir [39]) :

Dm,r(n) =
nX
k=0

Wm,r(n,k). (2.43)

Le polynôme r-Dowling est donné par :

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

Wm,r(n,k)xk. (2.44)

On a Dm,r(n,1) = Dm,r(n).
Pour r = 1 (resp. m = 1), on retrouve le nombre de Dowling, Dm(n), (resp. les nombres
r-Bell), (voir [25], [80]).

Les polynômes r-Dowling sont obtenus récursivement grâce à la relation suivante :

Dm,r+1(n) =
nX
j=0

 
n

j

!
Dm,r(j). (2.45)

Il suffit d’appliquer les relations (2.43) et (2.27) et on obtient le résultat.
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On a aussi ces deux récurrences qui font intervenir la dérivée des polynômes r-Dowling :

Dm,r(n,x) = mx
d

dx
Dm,r(n− 1,x) + (x+ r)Dm,r(n− 1,x), (2.46)

xr−1exDm−1
m,r (n− 1,x)Dm,r(n,x) = d

dx

�
xrexDm

m,r(n− 1,x)
�
. (2.47)

Exemples et tables

Pour n = 3 et r = 2, on obtient

Dm,2(3) = Wm,2(3,0) +Wm,2(3,1) +Wm,2(3,2) +Wm,2(3,3)

= 8 + (m2 + 6m+ 12) + (3m+ 6) + 1

= m2 + 9m+ 27

Dans les tables suivantes, on donne les premières valeurs des nombres r-Dowling, par
la relation (2.45) ainsi que les premiers des polynômes r-Dowling :

n Dm,r(n)
0 1
1 r + 1
2 r2 + 2r +m+ 1
3 r3 + 3r2 + (3m+ 3)r +m2 + 3m+ 1
4 r4 + 4r3 + (6m+ 6)r2 + (4m2 + 12m+ 4)r +m3 + 7m2 + 6m+ 1

Table 2.3 – Nombres r-Dowling.

2.2.1 Fonctions génératrices

On donne la fonction génératrice ordinaire et la fonction génératrice exponentielle.
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n Dm,r(n,x)
0 1
1 r + x

2 r2 + (m+ 2r)x+ x2

3 r3 + (m2 + 3rm+ 3r2)x+ (3m+ 3r)x2 + x3

4 r4 + (m3 + 4rm2 + 6r2m+ 4r3)x+ (7m2 + 12rm+ 6r2)x2 + (6m+ 4r)x3 + x4

Table 2.4 – Polynômes r-Dowling.

Théorème 2.17. La fonction génératrice ordinaire de la suite des polynômes r-Dowling
est donnée par :

∞X
n=0

Dm,r(n,x)zn = −1
rz − 1e

−x
1F1

�
rz−1
mz

rz+mz−1
mz

x

m

�
. (2.48)

Preuve On a
∞X
n=k

Wm,r(n,k)zn = zk

(1− rz) (1− (m+ r) z) (1− (2m+ r) z) · · · (1− (km+ r) z) ,

et

(1− rz) (1− (m+ r) z) (1− (2m+ r) z) · · · (1− (km+ r) z)

= zk+1
�

1/z − r m
�
k+1

= zk+1mk+1
�1− rz

mz

�
k+1

.

Sachant que �1− rz
mz

�
k+1

= (−1)k+1
�
−1− rz

mz

�
k+1

= (−1)k+1
�
−1− rz

mz

��
−1− rz

mz
+ 1

�
k
,

alors
∞X
n=k

Wm,r(n,k)zn = −1
rz − 1

(−1)k

mk
¬
rz+mz−1

mz

¶
k

.

Par conséquent,

∞X
n=0

Dm,r(n,x)zn = −1
rz − 1

∞X
k=0

�−x
m

�k¬
rz+mz−1

mz

¶
k

= −1
rz − 1 1F1

�
1

rz+mz−1
mz

−x
m

�
.
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En appliquant la formule de Kummer [1]

e−x 1F1

�
a

b
x

�
= 1F1

�
b− a
b

− x

�
,

avec b = rz+mz−1
mz

et a = rz−1
mz

, on conclut le résultat. �

Théorème 2.18. [39] La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes
r-Dowling est donnée par

∞X
n=0

Dm,r(n,x)z
n

n! = exp
�
rz + x

emz − 1
m

�
. (2.49)

Remarque 2.1. La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes r-Dowling
n’est autre que la fonction génératrice mixte de la suite des nombres r-Whitney de seconde
espèce.

2.2.2 Quelques identités

L’identité suivante nous permet de calculer les polynômes r-Dowling grâce aux poly-
nômes r-Dowling précédents.

Théorème 2.19. [39] Les polynôme r-Dowling vérifient la formule de récurrence sui-
vante :

Dm,r(n+ 1,x) = (x+ r)Dm,r(n,x) + x
nX
i=1

 
n

i

!
miDm,r(n− i,x). (2.50)

L’identité (2.50) s’écrit de la façon suivante :

Dm,r(n+ 1,x) =
nX
i=0

 
n

i

!
mi(x+ rδi,0)Dm,r(n− i,x). (2.51)

Théorème 2.20. Les nombres r-Dowling satisfont l’identité suivante :

Dm,r(n+ 1) = rDm,r(n) +Dm,r+m(n). (2.52)
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Preuve On aX
n≥0

Dm,r(n+ 1)z
n

n! = d

dz

X
n≥0

Dm,r(n)z
n

n!

= (r + emz) exp
�
rz + emz − 1

m

�
= r

X
n≥0

Dm,r(n)z
n

n! + exp
�

(m+ r)z + emz − 1
m

�
=

X
n≥0

(rDm,r(n) +Dm,m+r(n)) z
n

n! ,

d’où le résultat. �

Théorème 2.21. Les polynômes r-Dowling satisfont l’identité :

Dm,r(n,x) = e
−x
m

X
k≥0

(mk + r)n
k!mk

xk. (2.53)

Par conséquent, les nombres r-Dowling sont générés par :

Dm,r(n) = e
−1
m

X
k≥0

(mk + r)n
k!mk

. (2.54)

Preuve Pour tout entier p, en appliquant la relation (2.32), on a

(mp+ r)n
p! =

nX
k=0

mkWm,r(n,k) 1
(p− k)! .

On multiple par xp

mp et on additionne de p à ∞, alors
∞X
p=0

(mp+ r)n
p!

xp

mp
=

nX
k=0

∞X
p=0

xp−k

mp−k(p− k)!Wm,r(n,k)xk = e
x
m

 
nX
k=0

Wm,r(n,k)xk
!
.

On peut exprimer les nombres r-Dowling à l’aide des nombres r-Whitney de seconde
espèce et à l’aide des nombres r-Whitney de première espèce.

Théorème 2.22. Les nombres r-Dowling vérifient les identités suivante :

Dm,r(n+ k) =
kX
j=0

Wm,r(k,j)Dm,r+jm(n), (2.55)

Dm,r+km(n) =
kX
j=0

wm,r(k,j)Dm,r(n+ j). (2.56)
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Preuve La preuve se fait par induction sur k. On a d’après l’identité (2.52),

Dm,r(n+ 1) = rDm,r(n) +Dm,m+r(n),

et
1X
j=0

Wm,r(1,j)Dm,r+jm(n) = Wm,r(1,0)Dm,r(n) +Wm,r(1,1)Dm,r+m(n)

= rDm,r(n) +Dm,m+r(n).

On suppose que la relation (2.55) est vraie pour k et on prouve qu’elle est vraie pour
k + 1.
En appliquant l’identité (2.23) on retrouve

k+1X
j=0

Wm,r(k + 1,j)Dm,r+jm(n) =
k+1X
j=0

(rWm,r(k,j) +Wm,m+r(k,j − 1))Dm,r+jm(n)

= r
kX
j=0

Wm,r(k,j)Dm,r+jm(n)

+
kX
j=0

Wm,m+r(k,j)Dm,r+m+jm(n)

= rDm,r(n+ k) +Dm,m+r(n+ k)

= Dm,r(n+ k + 1).

Pour l’identité (2.56), il suffit d’appliquer la relation d’orthogonalité inverse (2.11)
dans l’identité (2.55) en prenant bk = Dm,r(n+ k) et aj = Dm,r+jm(n). �

Théorème 2.23. [39] On exprime les polynômes r-Dowling à l’aide des polynômes de
Dowling et vice versa

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

 
n

k

!
(r − 1)n−kDm(k,x), (2.57)

Dm(k,x) =
nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−k(r − 1)n−kDm,r(k,x). (2.58)

Preuve En appliquant la proposition 1.2 par en prenant a0
n =

�
Dm(n,x)
(r−1)n

�
n≥0

, on obtient

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n! = etA(t,x) = et exp
�

t

r − 1 + x
em

t
r−1 − 1
m

�

57



2. NOMBRES R-WHITNEY ASSOCIÉS AUX TREILLIS DE DOWLING ET POLYNÔMES R-DOWLING

= exp
�
r

t

r − 1 + x
em

t
r−1 − 1
m

�

=
∞X
n=0

Dm,r(n,x)
(r − 1)n

tn

n! . (2.59)

En appliquant les deux équations (1.24) et (1.25) avec l’équation (2.59), on obtient
(2.57) et (2.58) respectivement. �

Proposition 2.24. On a

Dm,mr+1(n,x) =
nX
k=0

 
n

k

!
mkBk,r(

x

m
), (2.60)

mnBn,r

� x
m

�
=

nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−kDm,mr+1(k,x). (2.61)

Preuve Soit (a0
n)n≥0 =

�
mnBn,r

�
x
m

��
n≥0 la suite initiale de la matrice d’Euler-Seidel.

D’après la proposition 1.2 on a

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n!
= etA(t,x)

= etemrt+
x
m

(emt−1)

= exp
�

(mr + 1)t+ x
emt − 1
m

�
=

∞X
n=0

Dm,mr+1(n,x) t
n

n! . (2.62)

En appliquant les deux équations (1.24) et (1.25) avec l’équation (2.62), on obtient
(2.60) et (2.61) respectivement. �

Le polynôme r-Dowling peut exprimer en termes de polynômes de Bell et vice versa.

Théorème 2.25. Le polymôme r-Dowling est relié au polynôme de Bell par les relations
suivantes :

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

 
n

k

!
rn−kmkBk

� x
m

�
, (2.63)

mnBn

� x
m

�
=

nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−krn−kDm,r(k,x). (2.64)
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Preuve On prend (a0
n)n≥0 =

��
m
r

�n
Bn

�
x
m

��
n≥0, d’aprés la proposition 1.2 on a

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n!
= etA(t,x)

= ete
x
m(em

r t−1)

= exp
 
t+ x

e
m
r t− 1
m

!
=

∞X
n=0

Dm,r(n,x)
rn

tn

n! . (2.65)

En appliquant les deux équations (1.24) et (1.25) à l’équation (2.65), on obtient (2.63) et
(2.64) respectivement. �

Théorème 2.26. Le polynôme r-Dowling est relié au polynôme r-Bell et vice versa :

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

 
n

k

!
mk(r −mr)n−kBk,r

� x
m

�
, (2.66)

nX
k=0

mnBn,r

� x
m

�
=

nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−k(r −mr)n−kDm,r(k,x). (2.67)

Preuve On prend (a0
n)n≥0 =

��
m

r−mr
�n
Bn,r

�
x
m

��
n≥0, en appliquant la proposition 1.2 on

obtient

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n! = etA(t,x) = et exp
�
r

mt

r −mr + x
e

mt
r−mr − 1
m

�

= exp
�
r

t

r −mr + x
em

t
r−mr − 1
m

�

=
∞X
n=0

Dm,r(n,x)
(r −mr)n

tn

n! .

Donc an0 = Dm,r(n,x)
(r−mr)n = Pn

k=0
�
n
k

� �
m

r−mr
�k
Bk,r

�
x
m

�
, le résultat (2.66) est obtenu. En appli-

quant aussi (1.25) et (2.66) on obtient (2.67). �

Le théorème suivant exprime le polynôme r-Dowling en termes de polynômes s-Dowling.

Théorème 2.27. On a

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

 
n

k

!
(r − s)n−iDm,s(k,x). (2.68)
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Pour s = 1 dans (4.41) on retrouve (2.57).

Preuve En appliquant la proposition 1.2, en prenant (a0
n)n≥0 =

�
Dm,s(n,x)

(r−s)n

�
n≥0

, on re-
trouve

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n!
= etA(t,x)

= et exp
�
s

t

r − s + x
em

t
r−s − 1
m

�

= exp
�
r

t

r − s + x
em

t
r−s − 1
m

�

=
∞X
n=0

Dm,r(n,x)
(r − s)n

tn

n! . (2.69)

D’après les relations (1.24) et (2.69), le résultat est obtenu. �

Théorème 2.28. Soient r et p des entiers, alors

Dm,mp+r(n,x) =
nX
i=0

 
n

i

!
(mp)n−iDm,r(i,x). (2.70)

Preuve En utilisant (2.49), on trouve
∞X
n=0

Dm,mp+r(n,x)z
n

n! = exp
�

(mp+ r) z + x
emz − 1
m

�
= e(mp)z exp

�
rz + x

emz − 1
m

�
=

∞X
n=0

(mpz)n

n!

∞X
n=0

Dm,r(n,x)z
n

n!

=
∞X
n=0

� X
i+j=n

(mp)j
j!

Dm,r (i,x)
i!

�
zn

=
∞X
n=0

 
nX
i=0

 
n

i

!
(mp)n−iDm,r(i,x)

!
zn

n! ,

d’où le résultat. �

Plusieurs relations de récurrence sur les nombres et polynôme de Bell sont données par
Spivey [91] et d’autres relations par Sun and Wu [96]. En outre, Belbachir et Mihoubi [11]
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ont étendu ces relations de récurrences aux nombres et polynômes r-Bell. On les étend
aux nombres et polynômes r-Dowling en utilisant la méthode de Gould et Quaintance
[63].

Le théorème suivante lie les polynômes r-Dowling aux nombres r-Whitney de seconde
espèce et polynômes r-Dowling précédents.

Théorème 2.29. Les polynômes r-Dowling satisfont la relation de récurrence

Dm,r(n+ k,x) =
nX
i=0

kX
j=0

Wm,r(k,j)
 
n

i

!
(mj)n−i xjDm,r(i,x). (2.71)

Preuve Soit f(z,x) la fonction génératrice exponentielle des polynômes r-Dowling, d’une
part, d’après le Théorème de Taylor, on a

f(u+ z,x) =
∞X
k=0

f (k)(u,x)z
k

k! , (2.72)

où f (k)(z,x) est la dérivée d’ordre k de f et en utilisant (2.49) on obtient :

f(u+ z,x) =
∞X
n=0

∞X
k=0

Dm,r(n+ k,x)z
k

k!
un

n! . (2.73)

D’autre part, on a

f(u+ z,x) = exp
 

(u+ z)r + x
em(u+z) − 1

m

!
(2.74)

= f(u,x)erz exp
� x
m
emu(emz − 1)

�
= f(u,x)

∞X
j=0

xjemujerz
(emz − 1)j
j!mj

= f(u,x)
∞X
j=0

xjemuj
∞X
k=0

Wm,r(k,j)
zk

k!

=
∞X
i=0

Dm,r(i,x)u
i

i!

∞X
j=0

∞X
k=0

xjWm,r(k,j)
zk

k!

∞X
n=0

(muj)n
n!

=
∞X
j=0

∞X
k=0

xjWm,r(k,j)
zk

k!

∞X
n=0

nX
i=0

 
n

i

!
(mj)n−iDm,r(i,x)u

n

n! ,

donc

f(u+ z,x) =
∞X
n=0

∞X
k=0

�
nX
i=0

 
n

i

!
Dm,r(i,x)

kX
j=0

xjWm,r(k,j)(mj)n−i
�
zk

k!
un

n! . (2.75)

En comparant (2.80) et (2.75) on obtient le résultat. �

61



2. NOMBRES R-WHITNEY ASSOCIÉS AUX TREILLIS DE DOWLING ET POLYNÔMES R-DOWLING

Dans ce théorème, on utilise l’équation (2.71) pour obtenir de nouvelles identités rela-
tives à Dm,r (n,x) . En utilisant l’équation (2.71) on obtient des nouveaux résultats pour
Dm,r (n,x) .

Théorème 2.30. Soit p ≥ 0, n ≥ 0, des entiers, on a
pX

k=0
Dm,r (n+ k,x)wm,r (p,k) = xp

nX
i=0

 
n

i

!
Dm,r(n− i,x) (mp)i . (2.76)

Preuve Utilisons (2.71), on remplace i par n− i, on obtient
pX

k=0
Dm,r (n+ k,x)wm,r (p,k)

=
nX
i=0

mi

 
n

i

!
Dm,r(n− i,x)

pX
k=0

kX
j=0

Wm,r(k,j)wm,r(p,k)xjji

=
nX
i=0

mi

 
n

i

!
Dm,r(n− i,x)

kX
j=0

xjji
pX
k=j

wm,r(p,k)Wm,r(k,j).

D’aprés (2.10), on retrouve
pX

k=0
Dm,r (n+ k,x)wm,r (p,k) =

nX
i=0

mi

 
n

i

!
Dm,r(n− i,x)

kX
j=0

xjjiδj,p

= xp
nX
i=0

 
n

i

!
Dm,r(n− i,x) (mp)i .

En utilisant (2.76), nous exprimons de nouvelles identités pour Dm,r(n,x) liés aux
nombres r-Whitney de première espèce.

Théorème 2.31. Soient n ≥ 0 et p ≥ 0, des entiers

Dm,r(n,x) = x−p
nX
i=0

pX
k=0

wm,r(p,k)
 
n

i

!
(−1)n−i (mp)n−iDm,r(i+ k,x). (2.77)

Preuve Dans la relation (2.76), on remplace i par n− i, alors

(mp)−n
pX

k=0
Dm,r(n+ k,x)wm,r(p,k) = xp

nX
i=0

 
n

i

!
Dm,r(i,x) (mp)−i . (2.78)

En appliquant la transformée binomiale d’une suite (an)n≥0 à l’équation (2.78), avec
an = (mp)−nPp

k=0 Dm,r(n+k,x)wm,r(p,k) et bi = xpDm,r(i,x) (mp)−i , alors l’équation
(2.78) implique

xpDm,r(n,x) (mp)−n =
nX
i=0

(−1)n−i
 
n

i

!
(mp)−i

pX
k=0

Dm,r(i+ k,x)wm,r(p,k), (2.79)

donc le résultat est obtenu. �
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Les polynômes r-Dowling satisfont

Théorème 2.32. Soient n et p ≥ 0, des entiers, on a

Dm,r(n+ k,x) =
kX
j=0

Wm,r(k,j)Dm,mj+r(n,x)xj, (2.80)

Dm,mk+r(n,x) = x−k
kX
j=0

wm,r(k,j)Dm,r(n+ j,x), (2.81)

Dm,r(n+ k,x) =
nX
i=0

kX
j=0

Wm,r(k,j)
 
n

i

!
(mj + r − 1)n−i xjDm(i,x). (2.82)

Preuve Pour l’identité (2.80), dans la relation (2.71), on remplacePn
i=0

�
n
i

�
(mj)n−iDm,r(i,x)

par Dm,mj+r(n,x).
Pour l’identité (2.81), on écrit l’équation (2.76) comme suitPk

j=0 Dm,r(n+j,x)wm,r(k,j) =
xk
Pn
i=0

�
n
i

�
Dm,r(n−i,x) (mk)i et en remplaçantPn

i=0
�
n
i

�
Dm,r(n−i,x) (mk)i parDm,mk+r(n,x),

on obtient le résultat.
Pour l’identité (2.82), dans (2.80), on remplace Dm,mj+r(n,x) parPn

i=0
�
n
i

�
(mj + r − 1)n−iDm(i,x). �

2.3 Nombres et polynômes r-Dowling ordonnés

Dans cette partie, on donne des résultats concernant les nombres et polynômes r-
Dowling ordonnés.

Définition 2.4. Le nombre r-Dowling ordonné est défini par :

Dm,r(n) =
nX
k=0

(k + r)!Wm,r(n,k). (2.83)

Le polynôme r-Dowling ordonné est défini par la relation suivante :

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

(k + r)!Wm,r(n,k)xk. (2.84)

Voici les premières valeurs des polynômes r-Dowling ordonnés :
Pour x = 1, on obtient les valeurs des nombres r-Dowling ordonnés suivantes :
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n Dm,r(n,x)
0 1
1 r!r + (r + 1))!x
2 r!r2 + (r + 1)!(m+ 2r)x+ (r + 2)!x2

3 r!r3 + (r + 1)!(m2 + 3rm+ 3r2)x+ (r + 2)!(3m+ 3r)x2 + (r + 3)!x3

4 r!r4 + (r + 1)!(m3 + 4rm2 + 6r2m+ 4r3)x
+(r + 2)!(7m2 + 12rm+ 6r2)x2 + (r + 3)!(6m+ 4r)x3 + (r + 4)!x4

Table 2.5 – Polynômes r-Dowling ordonnés.

n Dm,r(n)
0 1
1 r!r + (r + 1))!
2 r!r2 + (r + 1)!(m+ 2r) + (r + 2)!
3 r!r3 + (r + 1)!(m2 + 3rm+ 3r2) + (r + 2)!(3m+ 3r) + (r + 3)!
4 r!r4 + (r + 1)!(m3 + 4rm2 + 6r2m+ 4r3)

+(r + 2)!(7m2 + 12rm+ 6r2) + (r + 3)!(6m+ 4r) + (r + 4)!

Table 2.6 – Nombres r-Dowling ordonnés.

2.3.1 Fonctions génératrices

Théorème 2.33. La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes r-
Dowling ordonnés est donnée par :X

n≥0
Dm,r(n,x)z

n

n! = r!erz�
1− x emz−1

m

�r+1 . (2.85)

Preuve En utilisant l’identité (2.84) et la fonction génératrice exponentielle de la suite
des nombres r-Whitney de seconde espèce, on obtient :X

n≥0
Dm,r(n,x)z

n

n! =
X
n≥0

nX
k=0

(k + r)!Wm,r(n,k)xk z
n

n!

= erzr!
∞X
k=0

 
k + r

k

!�
x
emz − 1
m

�k
,

et sachant que P∞k=0
�
k+r
k

�
xk = 1

(1−x)r+1 , on obtient le résultat. �
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2.3.2 Identités combinatoires

Dans ce qui suit, on donne des identités pour les polynômes r-Dowling ordonnés

Théorème 2.34. Les polynômes r-Dowling ordonnés satisfont l’identité suivante :

Dm,r
 
n,

x

1− x
m

!
=
�

1− x

m

�r+1 ∞X
p=0

(mp+ r)n(p+ r)!
mpp! xp. (2.86)

Preuve En appliquant l’identité (2.32), on obtient

(mp+ r)n
p! =

nX
k=0

mkWm,r(n,k) 1
(p− k)! ,

donc
∞X
p=0

(mp+ r)n(p+ r)!
mpp! xp =

∞X
p=0

nX
k=0

(k + r)!Wm,,r(n,k)xk (p+ r)!
(k + r)!(p− k)!

� x
m

�p−k
=

nX
k=0

(k + r)!Wm,,r(n,k)xk
∞X
p=k

 
p+ r

k + r

!� x
m

�p−k
=

nX
k=0

(k + r)!Wm,,r(n,k)xk
∞X
p=0

 
p+ k + r

k + r

!� x
m

�p
=

nX
k=0

(k + r)!Wm,,r(n,k)xk
∞X
p=0

 
p+ k + r

p

!� x
m

�p
=

nX
k=0

(k + r)!Wm,,r(n,k)xk
�

1− x

m

�−(k+r+1)

=
�

1− x

m

�−(r+1)
Dm,r

 
n,

x

1− x
m

!
,

donc le résultat est obtenu. �

La formule explicite des polynômes r-Dowling ordonnés est donnée par :

Théorème 2.35. Pour m ≥ 1 et x > −m
2 , On a

Dm,r (n,x) = mr+1
∞X
p=0

(mp+ r)n(p+ r)!
(m+ x)p+r+1p! xp. (2.87)

Par conséquent, les nombres r-Dowling ordonnés sont générés par :

Dm,r(n) = mr+1
∞X
p=0

(mp+ r)n(p+ r)!
(m+ 1)p+r+1p! . (2.88)
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Preuve L’identité (2.86) est équivalente à l’identité (2.87), en remplaçant x
1− x

m
par y.�

Théorème 2.36. Le polynôme r-Dowling ordonné vérifie la relation de récurrence sui-
vante :

Dm,r(n+ 1,x) = rDm,r(n,x) + x
nX
k=0

 
n

k

!
(m− 1)n−kDm,r+1(k,x). (2.89)

Preuve On a
∞X
n=0
Dm,r(n+ 1,x) t

n

n! = d

dt

∞X
n=0
Dm,r(n,x) t

n

n!

= r
r!ert�

1− x emt−1
m

�r+1 + xe(m−1)t (r + 1)!e(r+1)t�
1− x emt−1

m

�r+2

=
∞X
n=0

 
rDm,r(n,x) + x

nX
k=0

 
n

k

!
(m− 1)n−kDm,r+1(k,x)

!
tn

n! .

Donc le résultat est obtenu. �

Théorème 2.37. On a la récurrence

Dm,r(n+ 1,x) = rDm,r(n,x) + 1
xr−1

d

dx

nX
k=0

 
n

k

!
mn−kxr+1Dm,r(k,x). (2.90)

Preuve On a

Dm,r(n+ 1,x) =
Z +∞

0
Dm,r(n+ 1,λx)λre−λdλ

=
Z +∞

0
rDm,r(n,λx)λre−λdλ+ x

nX
k=0

 
n

k

!
mn−kDm,r(k,λx)λre−λdλ

= rDm,r(n,x) + x
nX
k=0

 
n

k

!
mn−k

kX
i=0

Wm,r(k,i)xi
Z +∞

0
λr+i+1e−λdλ

= rDm,r(n,x) + x
nX
k=0

 
n

k

!
mn−k

kX
i=0

Wm,r(k,i)xi(r + i+ 1)!

= rDm,r(n,x) + 1
xr−1

d

dx

nX
k=0

 
n

k

!
mn−kxr+1Dm,r(k,x).

Corollaire 2.38. On a
nX
k=0

 
n

k

!
(m− 1)n−kDm,r+1(k,x) =

nX
k=0

 
n

k

!
mn−k((r + 1)Dm,r(k,x) + xD′(k,x)). (2.91)
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Preuve D’après (2.89) et (2.90) on a
nX
k=0

 
n

k

!
(m− 1)n−kDm,r+1(k,x) = 1

xr
d

dx

nX
k=0

 
n

k

!
mn−kxr+1Dm,r(k,x)

=
nX
k=0

 
n

k

!
mn−k((r + 1)Dm,r(k,x) + xD′(k,x)).

Théorème 2.39. Le polynôme r-Dowling ordonné est relié au polynôme r-Bell ordonné

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

 
n

k

!
mk(r −mr)n−kBk,r

� x
m

�
, (2.92)

nX
k=0

mnBn,r
� x
m

�
=

nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−k(r −mr)n−kDm,r(k,x). (2.93)

Preuve On prend (a0
n)n≥0 =

��
m

r−mr
�n Bn,r � xm��n≥0, en appliquant la proposition 1.2, on

obtient

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n! = etA(t,x) = et
r!er

mt
r−mr�

1− x e
mt

r−mr−1
m

�r+1

= r!er
t

r−mr�
1− x e

m t
r−mr−1
m

�r+1

=
∞X
n=0

Dm,r(n,x)
(r −mr)n

tn

n! . (2.94)

En appliquant (1.24) et (1.25) avec (2.94), on obtient (2.92) et (2.93) respectivement. �

2.4 Nombres et polynômes r-Eulériens de Dowling

Définition 2.5. Le polynôme r-Eulérien de Dowling Am,r(n,x) est défini par

Am,r(n,x) =
nX
i=0

(i+ r)!Wm,r(n,i)(x− 1)n−i (2.95)

= (x− 1)nDm,r(n,
1

x− 1). (2.96)

On a

Am,r(n,x) =
nX
i=0

n−iX
k=0

 
n− i
k

!
(i+ r)!Wm,r(n,i)(−1)n−i−kxk
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=
nX
k=0

 
nX
i=0

(−1)n−i−k
 
n− i
k

!
(i+ r)!Wm,r(n,i)

!
xk.

Alors on définit le nombre r-Eulérien de Dowling am,r(n,k) par :

am,r(n,k) =
nX
i=0

(−1)n−i−k
 
n− i
k

!
(i+ r)!Wm,r(n,i). (2.97)

Pour m = 1 et r = 0, on obtient les polynômes Euleriens.

Théorème 2.40. La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes r-
eulériens de Dowling est donné par

∞X
n=0
Am,r(n,x)z

n

n! = r!(m(x− 1))r+1er(x−1)z

(m(x− 1) + 1− em(x−1)z)r+1 . (2.98)

Preuve En utilisant (2.95) et (2.8), on obtient
∞X
n=0
Am,r(n,x) =

nX
i=0

∞X
n=i

Wm,r(n,i)(i+ r)!(x− 1)n−i z
n

n!

=
∞X
i=0

(i+ r)!
(x− 1)i

∞X
n=i

Wm,r(n,i)
((x− 1)z)n

n!

=
∞X
i=0

(i+ r)!
(x− 1)i

er(x−1)z

i!

 
em(x−1)z − 1

m

!i

= r!er(x−1)z
∞X
i=0

 
i+ r

r

! 
em(x−1)z − 1
m(x− 1)

!i
= r!er(x−1)z 1�

1− em(x−1)z−1
m(x−1)

�r+1 ,

le résultat est obtenu. �

Théorème 2.41. Les polynômes r-Dowling ordonnés sont liés aux nombres r-eulériens
de Dowling par l’identité suivante :

Dm,r(n,x) =
nX
k=0

am,r(n,k)(1 + x)kxn−k. (2.99)

Preuve En utilisant la relation (2.96), on obtient

Dm,r(n,x) = xnAm,r
�
n,
x+ 1
x

�
(2.100)

= xn
nX
k=0

am,r(n,k)
�
x+ 1
x

�k
. (2.101)

�
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Chapitre 3

Transformé binomiale et nombres
r-Whitney

Dans ce chapitre, on se propose de donner des extensions de résultats obtenus par
Boyadzhiev (2009, [32]) pour les nombres r-Whitney.

L’identité (2.35) montre que les suites (k!mkWm,r(n,k))k et ((mk+r)n)n sont liées par
la transformée binomiale inverse. La formule d’inversion entraîne :

(mk + r)n =
kX
j=0

 
k

j

!
j!mjWm,r(n,j), (3.1)

qui est un cas particulier de (2.32) pour tout entier k.
Le théorème suivant est une généralisation à poids des sommes de Faulhaber adaptée

aux progressions arithmétiques.

Théorème 3.1. Soient c1, c2, . . . une suite de nombres complexes, alors pour tout entier
positif p, on a

pX
k=o

(mk + r)nck =
pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)
pX
k=j

 
k

j

!
ck. (3.2)

La relation (3.2) nous permet d’obtenir plusieurs identités.

Proposition 3.2. Pour tout p entier, on a :

pX
k=0

(mk + r)nxk =
pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)xj
p−jX
t=0

 
t+ j

j

!
xt. (3.3)
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3. TRANSFORMÉ BINOMIALE ET NOMBRES R-WHITNEY

Preuve On prend ck = xk, en appliquant l’identité (3.2), on obtient :
pX

k=0
(mk + r)nxk =

pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)
pX
k=j

 
k

j

!
xk,

avec
pX
k=j

 
k

j

!
xk = xj

p−jX
t=0

 
t+ j

j

!
xt,

d’où le résultat. �

Remarque 3.1. Pour x = 1, on a
pX

k=0
(mk + r)n =

pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)
 
p+ 1
j + 1

!
, (3.4)

et en comparant avec l’identité (1.18), on obtient la relation suivante :
pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)
 
p+ 1
j + 1

!
= (mp+ r)n + mn

n+ 1

�
βn+1

� r
m

+ p
�
− βn+1

� r
m

��
. (3.5)

Proposition 3.3. Pour tout p entier, on a :
pX

k=0
(mk + r)n(−1)k =

pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)
pX
k=j

 
k

j

!
(−1)k. (3.6)

Preuve On prend ck = (−1)k et on applique l’identité (3.2). �

Proposition 3.4. Pour tout p entier, on a :
pX

k=0

 
p

k

!
(mk + r)nxk =

pX
j=0

 
p

j

!
j!mjWm,r(n,j)xj(1 + x)p−j. (3.7)

Preuve On pose ck =
�
p
k

�
xk et on applique (3.2), on a alors :

pX
k=0

 
p

k

!
(mk + r)nxk =

pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)
pX
k=j

 
p

k

! 
k

j

!
xk,

avec
pX
k=j

 
p

k

! 
k

j

!
xk =

 
p

j

!
xj(1 + x)p−j,

le résultat est ainsi obtenu. �
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3. TRANSFORMÉ BINOMIALE ET NOMBRES R-WHITNEY

Remarque 3.2. Pour x = 1, on a l’identité suivante :
pX

k=0

 
p

k

!
(mk + r)n =

pX
j=0

(p)jmj2p−jWm,r(n,j), (3.8)

et pour x = −1/2, on obtient :
pX

k=0

 
p

k

!
(mk + r)n(−1)k2p−k =

pX
j=0

(−1)j(p)jmjWm,r(n,j). (3.9)

L’identité suivante relie les nombres r-Whitney de seconde espèce aux nombres de Whitney
de première espèce

Proposition 3.5. Pour tout p entier, on a :
pX

k=0
(mk + r)ns(p,k)mp−k(−1)k =

pX
j=0

j!(−1)jmjWm,r(n,j)wm(p,j). (3.10)

Preuve Le résultat est obtenu en appliquant l’identité (3.2) pour ck = s(p,k)mp−k(−1)k

et la relation (1.40). �

L’identité suivante relie les nombres r-Whitney des deux espèces aux nombres de
Stirling de première espèce.

Proposition 3.6. Pour tout p entier, on a
pX

k=0
(mk + r)n(−1)ks(p,k)rkmp−k =

pX
j=0

(−1)jj!rjmjWm,r(n,j)wm,r(p,j) (3.11)

Preuve En prenant ck = s(p,k)(−1)krkmp−k et en appliquant (2.14), on obtient le
résultat. �

Les deux identités suivantes relient les nombres r-Whitney des deux types aux nombres
r-Stirling de première espèce.

Proposition 3.7. Pour touts p,r entiers, on a
pX

k=0
(mk + r)nsr(p+ r,k + r)(mr − r)k(−m)p−k =

pX
j=0

j!mj(mr − r)jWm,r(n,j)wm,r(p,j).

(3.12)
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3. TRANSFORMÉ BINOMIALE ET NOMBRES R-WHITNEY

Preuve On prend ck = sr(p + r,k + r)(−m)p−k(mr − r)k et en applique (2.28), donc le
résultat est obtenu. �

L’identité suivante lie les nombres s-Whitney de première espèce aux nombres r-
Whitney.

Proposition 3.8. Pour tout entier r ≤ s, on a
pX

k=0
(mk + r)nwm,s(p,k)(s− r)k =

pX
j=0

j!mj(s− r)jWm,r(n,j)wm,r(p,j). (3.13)

Preuve On pose ck = wm,s(p,k)(s− r)k et on utilise (2.29). �

Les deux identités suivantes lient les nombres r-Whitney de seconde espèce aux nombres
harmoniques et hyperharmoniques.

Proposition 3.9. Pour tout p entier on a
pX

k=0
(mk + r)nHk =

pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)
 
p+ 1
j + 1

!�
Hp+1 −

1
j + 1

�
, (3.14)

pX
k=0

(mk + r)n
p− k + 1 =

pX
j=0

j!mjWm,r(n,j)H(j+1)
p−j+1. (3.15)

Preuve Le résultat est obtenu grâce à (3.2) en prenant respectivement ck = Hk et ck =
1

p−k+1 et en utilisant les sommes suivantes :

pX
k=j

 
k

j

!
Hk =

 
p+ 1
j + 1

!�
Hp+1 −

1
j + 1

�
,

pX
k=j

 
k

j

!
1

p− k + 1 =
 
p+ 1
j

!
(Hp+1 −Hj) .

et la relation (1.17). �
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Chapitre 4

Nombres r-Whitney s-associés et
nombres et polynômes r-Dowling
s-associés

Dans ce chapitre, on présente quelques propriétés des nombres r-Whitney s-associés
et des nombres et polynômes r-Dowling s-associés.

4.1 Nombres r-Whitney s-associés

Dans cette partie, on étudie les nombres r-Whitney s-associés. On donne des formules
de récurrence, des formes explicites et quelques identités combinatoires.

Définition 4.1. On introduit la suite des nombres r-Whitney s-associés de seconde es-
pèce par la fonction génératrice exponentielle suivante :

∞X
n=k

W (s)
m,r(n,k)z

n

n! = erz

k!

 
emz −Ps−1

j=0(mz)j/j!
m

!k
. (4.1)

Pour r = 1 et m = 1, on obtient les nombres de Whitney s-associés, W (s)
m (n,k) et les

nombres r-Stirling s-associés, S(s)
r (n+ r,k + r), respectivement (voir [6]). On retrouve les

nombres de Stirling s-associés, S(s)(n,k) pour m = 1 et r = 0 [66].
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4. NOMBRES R-WHITNEY S-ASSOCIÉS ET NOMBRES ET POLYNÔMES R-DOWLING S-ASSOCIÉS

Théorème 4.1. La fonction génératrice mixte des nombres r-Whitney s-associés de se-
conde espèce est donnée par :

∞X
n=k

∞X
k=0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n!x
k = exp

(
rz + x

emz −Ps−1
j=0(mz)j/j!
m

)
. (4.2)

Preuve On change l’ordre de la sommation et on utilise l’équation (4.1) pour obtenir le
résultat. �

4.1.1 Relations de récurrence et expressions explicites

L’identité suivante nous permet de calculer les nombres r-Whitney s-associés grâce
aux nombres r-Whitney s-associés précédents.

Théorème 4.2. La suite des nombres r-Whitney s-associés de seconde espèce vérifie la
formule de récurrence suivante

W (s)
m,r(n,k) = (mk + r)W (s)

m,r(n− 1,k) +ms−1
 
n− 1
s− 1

!
W (s)
m,r(n− s,k − 1). (4.3)

PreuveX
n≥0

W (s)
m,r(n+ 1,k)z

n

n! = d

dz

�X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n!

�

= d

dz

�
erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k
�

= r
erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

+ k
erz

k!

�
emz −

s−1X
j=0

(mz)j−1

(j − 1)!

��
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k−1

= r
X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n! +mk
erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

+ (mz)s−1

(s− 1)!
erz

(k − 1)!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k−1

= (mk + r)
X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n! + ms−1

(s− 1)!
X
n≥0

W (s)
m,r(n,k − 1)z

n+(s−1)

n!

= (mk + r)
X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n! + ms−1

(s− 1)!
X
n≥0

W (s)
m,r(n− (s− 1),k − 1) zn

(n− (s− 1))! ,

ainsi le résultat est obtenu. �
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Pour s = 1, on retrouve la relation (2.4), pour r = 1, on a le corollaire suivant :

Corollaire 4.3. Les nombres de Whitney s-associés de seconde espèce vérifient la formule
de récurrence suivante

W (s)
m (n,k) = (mk + 1)W (s)

m (n− 1,k) +ms−1
 
n− 1
s− 1

!
W (s)
m (n− s,k − 1),

où W (s)
m (n,k) est le nombre de Whitney s-associé de seconde espèce.

Théorème 4.4. On a la relation de récurrence

W (s)
m,r(n+ 1,k) = rW (s)

m,r(n,k) +
nX
i=0

mn−i
 
n

i

!
W (s)
m,r(i,k − 1)−

s−2X
i=0

mn−i
 
n

i

!
W (s)
m,r(i,k − 1),

cette relation peut être écrite aussi

W (s)
m,r(n+ 1,k)− rW (s)

m,r(n,k) =
nX
i=0

mn−i
 
n

i

!
W (s)
m,r(i,k − 1) (1− [i ≤ s− 2]) ,

où [i ≤ a] = 1 pour i ≤ a et 0 sinon, pour la notation voir [64].

Preuve

X
n≥0

W (s)
m,r(n+ 1,k)z

n

n! = d

dz

�X
n≥0

W s
m,r(n,k)z

n

n!

�

= r
erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

+ erz

(k − 1)!

�
emz −

s−2X
j=0

(mz)j
j!

��
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k−1

=
X
n≥0

 
rW (s)

m,r(n,k) +
nX
i=0

mn−i
 
n

i

!
W (s)
m,r(i,k − 1)

!
zn

n!

−
X
n≥0

 
s−2X
i=0

mn−i
 
n

i

!
W (s)
m,r(i,k − 1)

!
zn

n! ,

ainsi on obtient le résultat. �

Pour r = 1, on a le corollaire suivante
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Corollaire 4.5. Les nombres de Whitney s-associés de seconde espèce satisfont

W (s)
m (n+ 1,k) = W (s)

m (n,k) +
nX
i=0

mn−i
 
n

i

!
W (s)
m (i,k − 1) (1− [i ≤ s− 2]) .

Théorème 4.6. Les nombres r-Whitney s-associés sont écrits en termes des nombres
(r +m)-Whitney s-associés

W (s)
m,r(n+ 1,k) = rW (s)

m,r(n,k) +W
(s)
m,r+m(n,k − 1)−

s−2X
i=0

mn−i
 
n

i

!
W (s)
m,r(i,k − 1).

Preuve On a

X
n≥0

W (s)
m,r(n+ 1,k)z

n

n! = d

dz

�X
n≥0

W s
m,r(n,k)z

n

n!

�

= r
erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

+ erz

(k − 1)!

�
emz −

s−2X
j=0

(mz)j
j!

��
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k−1

= r
erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

+ e(r+m)z

(k − 1)!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k−1

−
s−2X
j=0

(mz)j
j!

erz

(k − 1)!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k−1

=
X
n≥0

�
rW (s)

m,r(n,k) +W
(s)
m,r+m(n,k − 1)

� zn
n!

−
X
n≥0

 
s−2X
i=0

mn−i
 
n

i

!
W (s)
m,r(i,k − 1)

!
zn

n! .

Les nombres r-Whitney s-associés sont écrits en termes de nombres de Whitney s-associés

Théorème 4.7. On a

W (s)
m,r(n,k) =

nX
i=0

 
n

i

!
(r − 1)iW (s)

m (n− i,k). (4.4)
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Preuve On a

X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n! = e(r−1)z e
z

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

=
X
n≥0

� X
i+j=n

(r − 1)i
i!

W (s)
m (j,k)
j!

�
zn

=
X
n≥0

 
nX
i=0

 
n

i

!
(r − 1)iW (s)

m (n− i,k)
!
zn

n! .

Théorème 4.8. Les nombres r-Whitney s-associés vérifient les relations de récurrence
longitudinale.

W
(s)
m,r+1(n,k) =

nX
i=0

 
n

i

!
W (s)
m,r(i,k), (4.5)

W (s)
m,r(n,k) =

nX
i=0

 
n

i

!
(−1)n−iW (s)

m,r+1(i,k). (4.6)

Preuve Pour l’identité (4.5), on a

ez
X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n! = e(r+1)z

k!

�
ez −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

=
X
n≥0

W
(s)
m,r+1(n,k)z

n

n! ,

ainsi le résultat est obtenu.
Pour l’identité (4.6), on utilise la transformée binomiale. �

Théorème 4.9. Les nombres r-Whitney s-associés vérifient les identités

W
(s)
m,r+p(n,k) =

nX
i=0

 
n

i

!
pn−iW (s)

m,r(i,k), (4.7)

W (s)
m,r(n,k) =

nX
i=0

 
n

i

!
(−p)n−iW (s)

m,r+p(i,k). (4.8)

Preuve Pour l’identité (4.7), on a

X
n≥0

W
(s)
m,r+p(n,k)z

n

n! = e(r+p)z

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k
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= epz
erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

=
X
n≥0

(pz)n
n!

X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n!

=
X
n≥0

� X
i+j=n

pj

j!
W (s)
m,r(i,k)
i!

�
zn.

Pour l’identité (4.8), on utilise la transformée binomiale. �

Théorème 4.10. Les nombres r-Whitney s-associés sont écrits en termes de nombres
r-Whitney (s− 1)-associés et vice versa

W (s)
m,r(n,k) =

kX
j=0

m(s−2)j(−1)jn!
((s− 1)!)jj!(n− (s− 1)j)!W

(s−1)
m,r (n− (s− 1)j,k − j), (4.9)

W (s−1)
m,r (n,k) =

kX
j=0

m(s−2)jn!
(s− 1)!)jj!(n− (s− 1)j)!W

(s)
m,r(n− (s− 1)j,k − j). (4.10)

Preuve Pour l’identité (4.9), on a

X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n! = erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k

= erz

k!

�
emz −Ps−2

j=0
(mz)j

j! −
(mz)s−1

(s−1)!

m

�k

= erz

k!

kX
j=0

 
k

j

!�
emz −Ps−2

j=0
(mz)j

j!

m

�k−j �
− (mz)s−1

m(s− 1)!

�j

=
kX
j=0

X
n≥0

W (s−1)
m,r (n,k − j)(−1)jm(s−2)j

j!((s− 1)!)j
zn+(s−1)j

n!

=
kX
j=0

X
n≥0

W (s−1)
m,r (n− (s− 1)j,k − j)(−1)jm(s−2)j

j!((s− 1)!)j
zn

(n− (s− 1)j)!

=
X
n≥0

�
kX
j=0

m(s−2)j(−1)jn!
j!((s− 1)!)j(n− (s− 1)j)!W

(s−1)
m,r (n− (s− 1)j,k − j)

�
zn

n! .

Pour l’identité (4.10), on a

X
n≥0

W (s−1)
m,r (n,k)z

n

n! = erz

k!

�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j! + (mz)s−1

(s−1)!

m

�k
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= erz

k!

kX
j=0

 
k

j

!�
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�k−j � (mz)s−1

m(s− 1)!

�j

=
kX
j=0

�X
n≥0

W (s)
m,r(n,k − j)

zn

n!

�
(mz)(s−1)j

mjj!((s− 1)!)j

=
kX
j=0

X
n≥0

W (s)
m,r(n,k − j)

m(s−2)j

j!((s− 1)!)j
zn+(s−1)j

n!

=
kX
j=0

X
n≥0

W (s)
m,r(n− (s− 1)j,k − j) m(s−2)j

j!((s− 1)!)j
zn

(n− (s− 1)j)!

=
X
n≥0

�
kX
j=0

m(s−2)jn!
j!((s− 1)!)j(n− (s− 1)j)!W

(s)
m,r(n− (s− 1)j,k − j)

�
zn

n! .

Corollaire 4.11. Les nombres de Whitney s-associés sont écrits en termes de nombres
de Whitney (s− 1)-associés et vice versa

W (s)
m (n,k) =

kX
j=0

m(s−2)j(−1)jn!
((s− 1)!)jj!(n− (s− 1)j)!W

(s−1)
m (n− (s− 1)j,k − j),

W (s−1)
m (n,k) =

kX
j=0

m(s−2)jn!
((s− 1)!)jj!(n− (s− 1)j)!W

(s)
m (n− (s− 1)j,k − j).

En particulier, pour m = 1, on trouve les identités (4.6) et (4.5) respectivement,
données dans [66].

4.1.2 Identités combinatoires

Théorème 4.12. Les nombres r-Whitney s-associés de seconde espèce sont liés aux
nombres r-Stirling s-associés de seconde espèce par la relation suivante :

W (s)
m,r(n,k) =

nX
i=k

 
n

i

!
mi−k(r − rm)n−iS(s)

r (i+ r,k + r). (4.11)

Preuve Soit W 2,r,s la matrice e-Riordan des nombres r-Whitney s-associés de seconde
espèce, W 2,r,s =

�
W (s)
m,r(n,k)

�
n,k≥0 alors d’après la formule (4.1) on obtient

W 2,r,s =
°
erz,

emz −Ps−1
j=0

(mz)j

j!

m

º
. (4.12)
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Pour m = 1, on retrouve°
erz,ez −

s−1X
j=0

(z)j
j!

º
=
�
S(s)
r (n+ r,k + r)

�
n,k≥0 . (4.13)

D’autre part, on a

W 2,r,s =
¬
e(r−rm)z,z

¶8<:〈1,mz〉
°
erz,ez −

s−1X
j=0

(z)j
j!

º
〈1,mz〉−1

9=;
=

"
(r − rm)n−k

 
n

k

!#
n,k≥0

�
mn−kS(s)

r (n+ r,k + r)
�
n,k≥0 ,

ainsi le résultat est obtenu en utilisant (4.13). �

Théorème 4.13. Les nombres r-Whitney s-associés de seconde espèce sont liés aux
nombres de Stirling s-associés de seconde espèce par les relations suivantes :

W (s)
m,r(n,k) =

nX
i=0

rn−i
 
n

i

!
mi−kS(s)(i,k). (4.14)

Preuve Pour l’identité (4.14), on a

W 2,r,s = 〈erz,z〉
°

1,
emz −P(s−1)

j=0 (mz)j/j!
m

º
,

donc
�
W (s)
m,r(n,k)

�
n,k≥0 =

�
rn−k

�
n
k

��
n,k≥0

�
mn−kS(s)(n,k)

�
n,k≥0.

Pour m = 1, on retrouve l’identité suivante qui lient les nombres r-Stirling s-associés
aux nombres de Stirling s-associés.

S(s)
r (n+ r,k + r) =

nX
i=0

rn−i
 
n

i

!
S(s)(i,k). (4.15)

Théorème 4.14. Les nombres W (s)
m,r(n,k) satisfont les identités suivantes :

W (s)
m,r(n,k) =

nX
i=k

 
n

i

!
(r − t)n−iW (s)

m,t(i,k), r ≥ t, (4.16)

W (s)
m,r(n,k) =

nX
i=k

 
n

i

!
W

(s)
m,r−1(i,k), r ≥ 1. (4.17)

Preuve Pour l’identité (4.16)

W 2,r,s =
¬
e(r−t)z,z

¶°
etz,

emz −Ps−1
j=0

zj

j!

m

º
.

Pour l’identité (4.17) on utilise l’identité (4.16) pour t = r − 1. �
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4.2 Polynômes r-Dowling s-associés

Dans cette section, on étend quelques résultats pour les polynômes r-Dowling s-
associés.

Définition 4.2. Les polynômes r-Dowling s-associés D(s)
m,r(n,x) sont définis par

D(s)
m,r(n,x) =

nX
k=0

W (s)
m,r(n,k)xk. (4.18)

Le nombre r-Dowling s-associé est donné par :

D(s)
m,r(n) =

nX
k=0

W (s)
m,r(n,k). (4.19)

Pour r = 1 (resp. s = 1), on retrouve le polynôme de Dowling s-associés D(s)
m (n,x), (resp.

le polynôme r-Dowling Dm,r(n,x)).
Pour m = 1, on obtient le polynôme r-Bell s-associé, B(s)

r (x), (voir [6]). On retrouve
le polynôme de Bell s-associé, B(s)(x) pour m = 1 et r = 1.

4.2.1 Fonctions génératrices

Théorème 4.15. La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes r-
Dowling s-associés est donnée par :

X
n≥0

D(s)
m,r (n,x) z

n

n! = erz exp
(
x

 
emz −Ps−1

j=0(mz)j/j!
m

!)
. (4.20)

Preuve En appliquant (4.18) et (4.1), on obtient

X
n≥0

D(s)
m,r (n,x) z

n

n! =
X
n≥0

 
nX
k=0

W (s)
m,r(n,k)xk

!
zn

n!

=
nX
k=0

�X
n≥0

W (s)
m,r(n,k)z

n

n!

�
xk

=
nX
k=0

erz

k!

 
emz −Ps−1

j=0(mz)j/j!
m

!k
xk

= erz
nX
k=0

 
x
emz −Ps−1

j=0(mz)j/j!
m

!k
/k!,

donc le résultat est obtenu. �
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4.2.2 Relations de récurrence et expressions explicites

L’identité suivante nous permet de calculer les polynômes r-Dowling s-associés grâce
aux polynômes r-Dowling s-associés précédents.

Théorème 4.16. Les polynômes r-Dowling s-associés satisfont la formule de récurrence

D(s)
m,r (n+ 1,x) = rD(s)

m,r(n,x) + x
nX
i=0

 
n

i

!
miD(s)

m,r(n− i,x)

− x
min(s−2,n)X

i=0
mi

 
n

i

!
D(s)
m,r(n− i,x), (4.21)

qui peut être écrite aussi

D(s)
m,r (n+ 1,x)− rD(s)

m,r(n,x) = x
nX
i=0

mi

 
n

i

!
D(s)
m,r(n− i,x)(1− [i ≤ s− 2]). (4.22)

Preuve De la relation (4.20), on aX
n≥0

D(s)
m,r(n+ 1,x)z

n

n!

= d

dz

X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n!

=
 
r + x

memz −mPs−2
j=0(mz)j/j!

m

!
exp

(
rz + x

emz −Ps−1
j=0(mz)j/j!
m

)
= r

X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n! + xemz
X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n!

− x
s−2X
j=0

(mz)j
j!

X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n!

=
X
n≥0

 
rD(s)

m,r(n,x) + x
nX
i=0

 
n

i

!
miD(s)

m,r(n− i,x)
!
zn

n!

−
X
n≥0

x
min(s−2,n)X

i=0
mi

 
n

i

!
D(s)
m,r(n− i,x)z

n

n! .

En identifiant les coefficients de zn/n!, on obtient le résultat.

La relation de récurrence suivante est satisfaite

Théorème 4.17.

D(s)
m,r (n+ 1,x) = rD(s)

m,r(n,x) + xD
(s)
m,r+m(n,x)− x

min(s−2,n)X
i=0

 
n

i

!
miD(s)

m,r(n− i,x).
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Preuve De la relation (4.20), on a

X
n≥0

D(s)
m,r(n+ 1,x)z

n

n!

= d

dz

X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n!

=
 
r + x

memz −mPs−2
j=0(mz)j/j!

m

!
exp

(
rz + x

emz −Ps−1
j=0(mz)j/j!
m

)

= r
X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n! + x
X
n≥0

D
(s)
m,r+m(n,x)z

n

n! − x
s−2X
j=0

(mz)j
j!

X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n!

=
X
n≥0

�
rD(s)

m,r(n,x) + xD
(s)
m,r+m(n,x)

� zn
n! −

X
n≥0

x
min(s−2,n)X

i=0
mi

 
n

i

!
,D(s)

m,r(n− i,x)z
n

n! .

En identifiant les coefficients de zn/n!, on obtient le résultat.

Théorème 4.18. Les polynômes r-Dowling s-associés vérifient la relation de récurrence

D(s)
m,r (n,x) = rD(s)

m,r(n− 1,x) + x
n−1X
i=0

 
n− 1
i

!
(m− 1)iD(s)

m,r+1(n− i− 1,x)

− x
min(s−2,n−1)X

i=0

 
n− 1
i

!
miD(s)

m,r(n− i− 1,x).

Preuve En utilisant (4.20), on obtient

X
n≥0

D(s)
m,r(n+ 1,x)z

n

n!

= d

dz

X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n!

=
 
r + x

memz −mPs−2
j=0(mz)j/j!

m

!
exp

(
rz + x

emz −Ps−1
j=0(mz)j/j!
m

)

= r
X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n! + xe(m−1)z X
n≥0

D
(s)
m,r+1(n,x)z

n

n! − x
s−2X
j=0

(mz)j/j!
X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n!

=
X
n≥0

 
rD(s)

m,r(n,x) + x
nX
i=0

 
n

i

!
(m− 1)iD(s)

m,r+1(n− i,x)
!
zn

n!

−
X
n≥0

x
min(s−2,n)X

i=0

 
n

i

!
miD(s)

m,r(n− i,x)z
n

n! .
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Théorème 4.19. Les polynômes r-Dowling s-associés sont écrits en termes des poly-
nômes de Dowling s-associés et vice versa.

D(s)
m,r (n,x) =

nX
i=0

 
n

i

!
(r − 1)n−iD(s)

m (i,x), (4.23)

D(s)
m (n,x) =

nX
i=0

(−1)n−i
 
n

i

!
(r − 1)n−iD(s)

m,r(i,x). (4.24)

Preuve On utilise (4.20) pour l’identité (4.23), on a ainsi

X
n≥0

D(s)
m,r (n,x) z

n

n! = e(r−1)z exp
(
z + x

emz −Ps−1
j=0(mz)j/j!
m

)

=
X
n≥0

� X
i+j=n

(r − 1)j
j!

D(s)
m (i,x)
i!

�
zn

=
X
n≥0

 
nX
i=0

 
n

i

!
(r − 1)n−iD(s)

m (i,x)
!
zn

n! .

Pour l’identité (4.19), on utilise la transformée binomiale pour an = D
(s)
m,r(n,x)
(r−1)n et bn =

D
(s)
m (n,x)

(r−1)n . �

Théorème 4.20. Les polynômes r-Dowling s-associés sont liés aux polynômess (r + 1)-
Dowling s-associés

D
(s)
m,r+1(n,x) =

nX
i=0

 
n

i

!
D(s)
m,r(i,x), (4.25)

D(s)
m,r(n,x) =

nX
i=0

 
n

i

!
(−1)n−iD(s)

m,r+1(i,x). (4.26)

Preuve Pour l’identité (4.25), on utilise (4.20), on obtient ainsi

ez
X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n! = exp
(

(r + 1)z + x
emz −Ps−1

j=0(mz)j/j!
m

)
.

Pour l’identité (4.26), on utilise la transformée binomiale. �

Théorème 4.21. Les polynômes r-Dowling s-associés vérifient

D
(s)
m,r+p(n,x) =

nX
i=0

 
n

i

!
piD(s)

m,r(n− i,x), (4.27)
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et
D(s)
m,r(n,x) =

nX
i=0

 
n

i

!
(−p)iD(s)

m,r+p(n− i,x). (4.28)

Preuve Pour l’identité (4.27), on utilise (4.20), on obtient

epz
X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n! = exp
(

(r + p)z + x
emz −Ps−1

j=0(mz)j/j!
m

)
.

Pour l’identité (4.28), on utilise la transformée binomiale. �

Théorème 4.22. Les polynômes r-Dowling s-associés sont écrits en termes des poly-
nômes r-Dowling (s− 1)-associés et vice versa

D(s)
m,r(n,x) =

b n
s−1 cX
i=0

 
n

(s− 1)i

!
((s− 1)i)!(−x)im(s−2)i

i!((s− 1)!)i D(s−1)
m,r (n− (s− 1)i,x) (4.29)

D(s−1)
m,r (n,x) =

b n
s−1 cX
i=0

 
n

(s− 1)i

!
((s− 1)i)!xim(s−2)i

i!((s− 1)!)i D(s)
m,r(n− (s− 1)i,x) (4.30)

Preuve Pour l’identité (4.29), en utilisant (4.20), on obtient

X
n≥0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n! = exp
(
rz + x

emz −Ps−2
j=0(mz)j/j!
m

)
e−

x
m

(mz)s−1
(s−1)!

=
X
n≥0

� X
(s−1)i+j=n

D(s−1)
m,r (j,x)
j!

(−x)im(s−2)i

i!((s− 1)!)i

�
zn

=
X
n≥0

�
b n

s−1 cX
i=0

D(s−1)
m,r (n− (s− 1)i,x)

(n− (s− 1)i)!
(−x)im(s−2)i

i!((s− 1)!)i

�
zn

=
X
n≥0

�
b n

s−1 cX
i=0

 
n

(s− 1)i

!
((s− 1)i)!(−x)im(s−2)i

i!((s− 1)!)i D(s−1)
m,r (n− (s− 1)i,x)

�
zn

n! .

.
Pour l’identité (4.30), nous utilisons (4.20), ainsi

X
n≥0

D(s−1)
m,r (n,x)z

n

n! = exp
(
rz + x

emz −Ps−1
j=0(mz)j/j!
m

)
e

x
m

(mz)s−1
(s−1)!

=
X
n≥0

� X
(s−1)i+j=n

D(s)
m,r(j,x)
j!

xim(s−2)i

i!((s− 1)!)i

�
zn
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=
X
n≥0

�
b n

s−1 cX
i=0

D(s)
m,r(n− (s− 1)i,x)
(n− (s− 1)i)!

xim(s−2)i

i!((s− 1)!)i

�
zn

=
X
n≥0

�
b n

s−1 cX
i=0

 
n

(s− 1)i

!
((s− 1)i)!xim(s−2)i

i!((s− 1)!)i D(s)
m,r(n− (s− 1)i,x)

�
zn

n! .

Corollaire 4.23. On a la relation de récurrence pour les polynômes r-Dowling s-associés

D(s)
m,r(n+1,x) = rD(s)

m,r(n,x)+xms−1
 

n

s− 1

!
D(s)
m,r(n−(s−1),x)+mx d

dx
D(s)
m,r(n,x). (4.31)

Preuve En utilisant (4.3), on obtient
n+1X
k=0

W (s)
m,r(n+1,k)xk =

n+1X
k=0

(mk+r)W (s)
m,r(n,k)xk+ms−1

n+1X
k=0

 
n

s− 1

!
W (s)
m,r(n−(s−1),k−1)xk,

donc
n+1X
k=0

W (s)
m,r(n+ 1,k)xk =

nX
k=0

rW (s)
m,r(n,k)xk + xms−1

nX
k=0

 
n

s− 1

!
W (s)
m,r(n− (s− 1),k)xk

+mx d
dx

nX
k=0

W (s)
m,r(n,k)xk,

le résultat est obtenu en utilisant (4.18). �

Corollaire 4.24. Pour r fixé, on a

D(s)
m,r(n,0) = rn,

et la dérivée d’un polynôme r-Dowling s-associé est donnée par

d

dx
D(s)
m,r(n,x) =

D(s)
m,r(n+ 1,x)

mx
− rD(s)

m,r(n,x)
mx

−ms−2
 

n

s− 1

!
D(s)
m,r(n− (s− 1),x).

Proposition 4.25. On a

D
(s)
m,mr+1(n,x) =

nX
k=0

 
n

k

!
mkB

(s)
k,r(

x

m
), (4.32)

mnB(s)
n,r

� x
m

�
=

nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−kD(s)

m,mr+1(k,x). (4.33)
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Preuve Soit (a0
n)n≥0 =

�
mnB(s)

n,r

�
x
m

��
n≥0 la suite initiale de la matrice d’Euler-Seidel.

D’après la proposition 1.2 on a

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n!
= etA(t,x)

= ete
mrt+ x

m

�
emt−

Ps−1
j=0

(mt)j

j!

�
= exp

�
(mr + 1)t+ x

emt −Ps−1
j=0

(mt)j

j!

m

�

=
∞X
n=0

D
(s)
m,mr+1(n,x) t

n

n! . (4.34)

En appliquant les deux équations (1.24) et (1.25) avec l’équation (4.34), on obtient
(4.32) et (4.33). �

Théorème 4.26. Le polymôme r-Dowling s-associé est relié au polynôme de Bell s-
associé par les relations suivantes :

D(s)
m,r(n,x) =

nX
k=0

 
n

k

!
rn−kmkB

(s)
k

� x
m

�
, (4.35)

mnB(s)
n

� x
m

�
=

nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−krn−kD(s)

m,r(k,x). (4.36)

Preuve On prend (a0
n)n≥0 =

��
m
r

�n
B(s)
n

�
x
m

��
n≥0. D’après la proposition 1.2 on a

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n!
= etA(t,x)

= ete
x
m

�
e

m
r t−

Ps−1
j=0

(mt)j

rj j!

�
= exp

�
t+ x

e
m
r t−Ps−1

j=0
(mt)j

rjj!

m

�

=
∞X
n=0

D(s)
m,r(n,x)
rn

tn

n! . (4.37)

En appliquant les deux équations (1.24) et (1.25) avec l’équation (4.37), on obtient (4.35)
et (4.36). �
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Théorème 4.27. Le polynôme r-Dowling s-associé est lié au polynôme r-Bell s-associé
et vice versa

D(s)
m,r(n,x) =

nX
k=0

 
n

k

!
mk(r −mr)n−kB(s)

k,r

� x
m

�
, (4.38)

nX
k=0

mnB(s)
n,r

� x
m

�
=

nX
k=0

 
n

k

!
(−1)n−k(r −mr)n−kD(s)

m,r(k,x). (4.39)

Preuve On prend (a0
n)n≥0 =

��
m

r−mr
�n
B(s)
n,r

�
x
m

��
n≥0 et en appliquant la proposition 1.2

on obtient

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n!
= etA(t,x)

= et exp
�
r

mt

r −mr + x
e

mt
r−mr −Ps−1

j=0
(mt)j

(r−rm)jj!

m

�

= exp
�
r

t

r −mr + x
em

t
r−mr −Ps−1

j=0
(mt)j

(r−rm)jj!

m

�

=
∞X
n=0

D(s)
m,r(n,x)

(r −mr)n
tn

n! . (4.40)

Donc an0 = D
(s)
m,r(n,x)

(r−mr)n = Pn
k=0

�
n
k

� �
m

r−mr
�k
B

(s)
k,r

�
x
m

�
, ainsi le résultat (4.38) est obtenu. En

appliquant aussi (1.25) et (4.40) on obtient (4.39). �

Le polynôme de Dowling s-associé est écrit en terme de polynôme l-Dowling s-associé.

Théorème 4.28. On a

D(s)
m,r(n,x) =

nX
k=0

 
n

k

!
(r − l)n−kD(s)

m,l(k,x). (4.41)

Preuve En appliquant la proposition 1.2 en prenant (a0
n)n≥0 =

�
D

(s)
m,l

(n,x)
(r−l)n

�
n≥0

, on a

A(t,x) =
∞X
n=0

an0
tn

n!
= etA(t,x)

= et exp
�
l
t

r − l + x
em

t
r−l −Ps−1

j=0
(mt)j

(r−l)jj!

m

�
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= exp
�
r

t

r − l + x
em

t
r−l −Ps−1

j=0
(mz)j

(r−l)jj!

m

�

=
∞X
n=0

D(s)
m,r(n,x)

(r − l)n
tn

n! . (4.42)

D’après les relations (1.24) et (4.42), le résultat est obtenu. �

Théorème 4.29. Soient r et p des entiers, alors

D
(s)
m,mp+r(n,x) =

nX
i=0

 
n

i

!
(mp)n−iD(s)

m,r(i,x). (4.43)

Preuve En utilisant (4.20), on trouve

∞X
n=0

D
(s)
m,mp+r(n,x)z

n

n! = exp
�

(mp+ r) z + x
emz −Ps−1

j=0
(mz)j

j!

m

�

= e(mp)z exp
�
rz + x

emz −Ps−1
j=0

(mz)j

j!

m

�

=
∞X
n=0

(mpz)n

n!

∞X
n=0

D(s)
m,r(n,x)z

n

n!

=
∞X
n=0

� X
i+j=n

(mp)j
j!

D(s)
m,r (i,x)
i!

�
zn

=
∞X
n=0

 
nX
i=0

 
n

i

!
(mp)n−iD(s)

m,r(i,x)
!
zn

n! ,

d’où le résultat. �
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Chapitre 5

Formes explicites pour le polynôme
de Frobenius-Euler généralisé
d’ordre supérieur

5.1 Introduction

Nous proposons des formes explicites pour les polynômes de Frobenius-Euler générali-
sés d’ordre α en termes de nombres de Whitney généralisés de seconde espèce et en termes
des nombres de Whitney translatés généralisés de seconde espèce.

Définition 5.1. Soit α un nombre réel, les polynômes de Bernoulli généralisés β(m)
n (x,α)

et les polynômes d’Euler généralisés E(m)
n (x,α) de paramètre m sont donnés respective-

ment par les fonctions génératrices suivantes, pour |z| < 2π/m�
z

emz − 1

�α
exz =

∞X
n=0

β(m)
n (x,α)z

n

n! , (5.1)

et � 2
emz + 1

�α
exz =

∞X
n=0

E(m)
n (x,α) z

n

n! . (5.2)

Pour m = 1, on retrouve le polynôme de Bernoulli généralisé βn(x,α) et le polynôme
d’Euler généralisé En(x,α), voir par exemple [93, 69].

Pour x = 0, on obtient le nombre de Bernoulli généralisés β(m)
n (α) et le nombres d’Euler

généralisé E(m)
n (α).
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Définition 5.2. Soit λ ∈ C avec λ 6= 1, les polynômes de Frobenius-Euler généralisés
H(m)
n (x,α|λ), n ≥ 0, d’ordre α, α ∈ R, sont définis par la fonction génératrice, pour
|z| < 2π/m

� 1− λ
emz − λ

�α
exz =

∞X
n=0

H(m)
n (x,α|λ)z

n

n! . (5.3)

Pour x = 0, on retrouve le nombre de Frobenius-Euler généralisé d’ordre α, H(m)
n (0,α|λ) =

H(m)
n (α|λ).

On a la relation suivante

H(m)
n (x,α|λ) =

nX
k=0

 
n

k

!
H(m)
n (α|λ)xn−k.

Pour m = 1, on retrouve le polynôme de Frobenius-Euler Hn(x,α|λ), d’ordre α ∈ C, voir
[93] et les références qui y figurent.
Pour λ = −1, on a

E(m)
n (x,α) = H(m)

n (x,α| − 1) .

Dans le cas particulier α = m = 1, on a le polynôme de Frobenius-Euler donné par
H(1)
n (x,1|λ) = Hn(x,λ). Pour plus d’informations nous nous référons à [37, 69, 70].
Srivastava et al. [93] ont introduit le polynôme de Stirling généralisé de seconde espèce

par,

Skn(x) = 1
k!

kX
j=0

(−1)k−j
 
k

j

!
(x+ j)n, (5.4)

On introduit les polynômes de Whitney généralisésW k
m,n(x) et les nombres de Whitney

généralisés W k
m,n de seconde espèce par :

W k
m,n(x) = 1

k!mk

kX
j=0

(−1)k−j
 
k

j

!
(mj + x+ 1)n , (5.5)

W k
m,n = W k

m,n(0).
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La fonction génératrice correspondante est donnée par :

∞X
n=k

W k
m,n(x)z

n

n! = 1
k!mk

e(x+1)z(emz − 1)k, (5.6)

Les polynômes de Whitney généralisés de seconde espèce satisfont la relation de récurrence
suivante

W k
m,n+1(x) = W (k−1)

m,n (x) + (x+mk + 1)W k
m,n(x) (1 ≤ k ≤ n). (5.7)

En conséquence, de l’identité (5.6), on peut déduire les résultats suivants,

W k
m,n(x) =

nX
j=0

 
n

j

!
Wm(j,k)xn−j , (5.8)

W k
m,n(0) = Wm(n,k) , (5.9)

W k
m,n(r − 1) = Wm,r(n,k) , (5.10)

W k
m,n(mr − 1) = mn−kSr(n+ r,k + r), (5.11)

et
W k
m,n(x) = mn−kSkn

�
x+ 1
m

�
. (5.12)
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5.2 Formule explicite pour le polynôme de Bernoulli
généralisé de paramètre m

On commence par établir une formule explicite pour le polynôme de Bernoulli généra-
lisé de paramètre m en termes de polynômes de Whitney généralisés W k

m,n(x) de seconde
espèce.

Théorème 5.1. On a l’identité suivante

β(m)
n (x,α) =

nX
k=0

(−1)k
 
n+ k

k

!−1 
n+ α

n− k

! 
α + k − 1

k

!
mkW k

m,n+k(x− 1). (5.13)

Preuve On procède comme dans la preuve de la formule explicite de Srivastava and
Todorov [95],

β(m)
n (x,α)

=
nX
k=0

(−1)k
 
α + k − 1

k

!
n−kX
p=0

 
n

p+ k

!
(p+ k)!
(p+ 2k)(x− 1)n−k−pk!mkW k

m,p+2k

pX
l=0

 
α + k + l − 1

l

!
.

Comme

n−kX
l=0

 
α + k + l − 1

l

!
=
 
n+ α

n− k

!
,

on obtient

β(m)
n (x,α) =

nX
k=0

(−1)k
�
α+k−1

k

��
n+α
n−k

��
n+k
k

� mk
n+kX
j=0

 
n+ k

j

!
(x− 1)n+k−jW k

m,j,

en utilisant (5.8), le résultat (5.13) est obtenu. �

En utilisant (5.12), pour m = 1 on obtient, voir [30],

β(1)
n (x,α) =

nX
k=0

(−1)k
 
n+ k

k

!−1 
n+ α

n− k

! 
α + k − 1

k

!
Skn+k(x),
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Posons α = −k (k un entier) dans (5.13) et utilisons (5.12) on a

β(m)
n (x,− k) =

nX
j=k

(−1)j
 
n+ j

j

!−1 
n− k
j − k

! 
−k + j − 1

j

!
mnSjn+j(

x

m
).

Pour x = r dans (5.13), on obtient

β(m)
n (r,α) =

nX
k=0

(−1)k
 
n+ k

k

!−1 
n+ α

n− k

! 
α + k − 1

k

!
mkWm,r(n+ k,k). (5.14)

En posant x = r et α = 1 dans le théorème 5.1, on obtient

β(m)
n (r,1) =

nX
k=0

(−1)k
 
n+ k

k

!−1 
n+ 1
k + 1

!
mkWm,r(n+ k,k)

=
nX
k=0

(−1)k
� 2n
n−k

�
(k + 1)Cn

mkWm,r(n+ k,k)

= 1
Cn

nX
k=0

(−1)k
k + 1

 
2n

n− k

!
mkWm,r(n+ k,k).

Pour m = 1, on obtient le résultat obtenu dans [30, Remark 2.5].
Posons x = α dans la fonction génératrice (5.1), on a la fonction génératrice�

z

e(m−1)z − e−z
�α

=
∞X
n=0

β(m)
n (α,α)z

n

n! ,

et la formule explicite correspondante est donnée par

β(m)
n (α,α) =

nX
k=0

(−1)k
 
n+ k

k

!−1 
n+ α

n− k

! 
α + k − 1

k

!
mkW k

m,n+k(α− 1).

Pour m = 2, on a le résultat suivant

Théorème 5.2. On a l’identité suivante�
z/2

sinh z

�α
=
∞X
n=0

β(2)
n (α,α)z

n

n! .

Pour α = 1, on génère le coefficient du nombre de cosécante hyperbolique en termes
du nombre de Bernoulli généralisé.

Corollaire 5.3. On a l’identité suivante

z csch z =
∞X
n=0

2β(2)
n (1,1)z

n

n! .
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5.3 Formule explicite pour le polynôme d’Euler gé-
néralisé

On donne une formule explicite pour les polynômes d’Euler généralisés en termes de
polynômes de Whitney généralisés de seconde espèce.

Théorème 5.4. On a la relation suivante :

E(m)
n (x,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkW k

m,n(x− 1). (5.15)

Preuve On a
∞X
n=0

 
nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkW k

m,n(x)
!
zn

n! =
∞X
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmk

 ∞X
n=k

W k
m,n(x)z

n

n!

!

=
∞X
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmke(x+1)z (emz − 1)k

mkk!

= e(x+1)z
∞X
k=0

 
α + k − 1

k

!�1− emz
2

�k
= e(x+1)z

�
1− 1− emz

2

�−α
=

� 2
emz + 1

�α
e(x+1)z

=
∞X
n=0

E(m)
n (x+ 1,α)z

n

n! ,

on termine la preuve par identification. �

En utilisant l’identité (5.12), on a la formule explicite

E(m)
n (x,α) = mn

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉k Skn( x

m
).

En particulier, pour m = 1, on a la relation (3.3) donnée dans [30], et en posant x = r

pour m fixé dans (5.15), on obtient

E(m)
n (r,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkWm,r(n,k). (5.16)
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Pour m = 1 dans (5.16), on a

En (r,α) =
nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉k Sr(n+ r,k + r).

Pour x = α dans la fonction génératrice (5.2), on a la fonction génératrice� 2
e(m−1)z + e−z

�α
=
∞X
n=0

E(m)
n (α,α) z

n

n! .

et donnée explicitement par

E(m)
n (α,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkW k

m,n(α− 1).

Pour m = 2, on obtient l’identité suivante� 1
cosh z

�α
=
∞X
n=0

E(2)
n (α,α) z

n

n! .

Pour α = 1, on génère le coefficient du nombre de sécante hyperbolique en termes des
nombres d’Euler généralisés.

Corollaire 5.5. On a l’identité suivante

sech z =
∞X
n=0

E(2)
n (1,1) z

n

n! .

5.4 Formule explicite pour le polynôme de Frobenius-
Euler généralisé

On traite maintenant les polynômes de Frobenius-Euler généralisésH(m)
n (x, α|λ) d’ordre

α dans C avec λ 6= 1 que nous exprimons en termes de Polynômes de Whitney généralisés
de seconde espèce.

Théorème 5.6. On a l’identité suivante

H(m)
n (x,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mkW k
m,n(x− 1). (5.17)

98



5. FORMES EXPLICITES POUR LE POLYNÔME DE FROBENIUS-EULER GÉNÉRALISÉ D’ORDRE
SUPÉRIEUR

Preuve De (5.6), on a

∞X
n=0

 
nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mkW k
m,n(x)

!
zn

n! =
∞X
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mk

 ∞X
n=k

W k
m,n(x)z

n

n!

!

=
∞X
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mke(x+1)z (emz − 1)k

mkk!

= e(x+1)z
∞X
k=0
〈α〉k

1
k!

�
emz − 1
λ− 1

�k
.

= e(x+1)z
∞X
k=0

 
α + k − 1

k

!�
emz − 1
λ− 1

�k
= e(x+1)z

�
1− emz − 1

λ− 1

�−α
=

∞X
n=0

H(m)
n (x+ 1,α|λ) z

n

n! ,

le résultat est obtenu par identification. �

Posons m = 1, on a
Hn (x,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

Skn(x),

ce qui donne [93, Eq. (7)].
Pour x = 1 et α = s (s un entier positif) dans (5.17) donne

H(m)
n (1,s|λ) =

nX
k=0

〈s〉k
(λ− 1)k

mkWm(n,k).

En remplaçant α = 1 dans (5.17), on a

H(m)
n (x,1|λ) = H(m)

n (x,λ) =
nX
k=0

k!
(λ− 1)k

mkW k
m,n(x− 1).

Pour x = r in (5.17), on a

H(m)
n (r,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mkWm,r(n,k).
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En particulier, pour m = 1 on a

Hn (r,α|λ) =
nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

Sr(n+ r,k + r),

qui est donné dans [93, Remark 3].
Posons λ = −1, on obtient la formule (5.15) pour le polynôme d’Euler généralisé

E(m)
n (x,α),
En particulier, pour m = 1, on a

En (x,α) =
nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉k Skn(x).

qui est donné dans [30, Eq. 3.3].
Posons x = α dans la fonction génératrice (5.3), on a� 1− λ

e(m−1)z − λe−z
�α

=
∞X
n=0

H(m)
n (α,α|λ)z

n

n! .

qui donne la formule explicite

H(m)
n (α,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mkW k
m,n(α− 1).

De (5.17) et (5.5), on a, pour m > 0,

Proposition 5.7.

H(m)
n (x,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

1
k!

kX
j=0

(−1)k−j
 
k

j

!
(mj + x)n

=
X

0≤j≤k≤n
0≤i≤n

〈α〉k
(λ− 1)k

(−1)k−j
k!

 
k

j

! 
n

i

!
(mj)n−ixi

=
nX
i=0

 
n

i

!
mn−i

� X
0≤j≤k≤n

〈α〉k
(λ− 1)k

(−1)k−j
k!

 
k

j

!
jn−i

�
xi.

Quelques valeurs de H(m)
n (x,α|λ) pour m = 1 selon (5.17) et (5.5)

H(1)
n (x,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
k!(λ− 1)k

kX
j=0

(−1)k−j
 
k

j

!
(j + x)n.
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.

H
(1)
0 (x,α|λ) = 1,

H
(1)
1 (x,α|λ) = x+ 1

λ−1α,

H
(1)
2 (x,α|λ) = x2 + 1

λ−1

�
2αx+ 1

λ−1α(λ+ α)
�
,

H
(1)
3 (x, α|λ) = x3+ 1

λ−1

�
3αx2 + 1

λ−1 (3α(λ+ α)x+ 4α(λ+ 3α + 2)) + α(α + 1)(α + 2)
�
,

H
(1)
4 (x,α|λ) = x4 + 1

λ−1

�
4αx3 + 1

λ−16α(λ+ α)x2 + 1
(λ−1)2 4α(λ− 1) (λ+ 3α + 2)

�
+ 1
λ−1 (4α(α + 1)(α + 2)x+ α + 7α(α + 1)(λ− 1)2)

+ 1
1−λ (6α(α + 1)(α + 2)(λ− 1) + α(α + 1)(α + 2)(α + 3)) .

Quelques valeurs de H(m)
n (x,α|λ) pour m = 2.

H(2)
n (x|λ,α) =

nX
k=0

〈α〉k
k!(λ− 1)k

kX
j=0

(−1)k−j
 
k

j

!
(2j + x)n.

H
(2)
0 (x,α|λ) = 1,

H
(2)
1 (x,α|λ) = x+ 1

λ−12α,
H

(2)
2 (x,α|λ) = x2 + 1

λ−1

�
4αx+ 1

λ−14α(λ+ α
�
,

H
(2)
3 (x,α|λ) = x3 + 1

λ−1

�
6αx2 + 1

λ−112α(λ+ α)x
�

+ 1
λ−1

�
1

(λ−1)2 8α(λ− 1)2 + 12α(α + 1)(λ− 1) + 8α(α + 1)(α + 2)
�
.

5.5 Formule explicite pour le polynôme de Frobenius-
Genocchi d’ordre supérieur

On donne une formule explicite pour le polynôme de Frobenius-Genocchi introduit par
Yaşar et Őzarslan [100], par la fonction génératrice suivante :

(1− λ) z
ez − λ exz =

∞X
n=0

Gn(x|λ)z
n

n! .

On définit la généralisation de polynôme de Frobenius-Genocchi par la fonction génératrice
suivante �(1− λ) z

emz − λ

�α
exz =

∞X
n=0

G(m)
n (x,α|λ)z

n

n! . (5.18)

Pour x = 0, G(m)
n (0,α|λ) = G(m)

n (α|λ), on obtient les nombres de Frobenius-Genocchi
d’ordre α. Les polynômes de Genocchi généralisés G(m)

n (x,α), donnés par G(m)
n (x,α) =
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G(m)
n (x,α| − 1) sont définis par la fonction génératrice suivante� 2z

emz + 1

�α
exz =

∞X
n=0

G(m)
n (x,α)z

n

n! . (5.19)

Posons α = m = 1 dans (5.19), on obtient les polynômes de Genocchi Gn(x) = G(1)
n (x,1).

On a
G(m)
n (x,α|λ) =

nX
k=0

 
n

k

!
G(m)
n (α|λ)xn−k.

De (5.3), (5.18) et (5.17), on a le corollaire

Corollaire 5.8. On a la formule explicite suivante

G(m)
n (x,l|λ) = n!

(n− l)!H
(m)
n−l(x,l|λ)

= n!
(n− l)!

n−lX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)km

kW k
m,n−l(x− 1). (5.20)

Posons m = 1, le corollaire 5.8 est réduit à [30, Eq. 12].
En remplaçant x = 1 dans (5.20), on obtient la formule explicite suivante en terme de

nombres de Whitney de seconde espèce.

G(m)
n (1,l|λ) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)km

kWm(n− l,k).

Pour x = r, le corollaire 5.8 donne

G(m)
n (r,l|λ) = n!

(n− l)!
n−αX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)km

kWm,r(n− l,k).

Posons λ = −1 dans (5.20), la formule explicite pour les polynômes de Genocchi généra-
lisés G(m)

n (x,l) d’ordre l est comme suit :

G(m)
n (x,l) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

(−1)k
2k 〈l〉kmkW k

m,n−l(x− 1).

En posant x = α dans la fonction génératrice (5.18), on a� (1− λ) z
e(m−1)z − λe−z

�α
=
∞X
n=0

G(m)
n (α,α|λ)z

n

n! ,
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qui donne la formule explicite

G(m)
n (α,α|λ) = n!

(n− α)!

n−αX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)km

kW k
m,n−α(α− 1).

5.6 Qu’en est-il des nombres de Whitney translatés

Comme extension de [5], on introduit les polynômes de Whitney translatés généralisés
de seconde espèce par :

Wk,m
n (x) = 1

k!mk

kX
j=0

(−1)k−j
 
k

j

!
(x+mj)n ,

La fonction génératrice exponentielle de Wk,m
n (x) est donnée par

∞X
n=k
Wk,m

n (x)z
n

n! = 1
k!mk

exz(emz − 1)k, (5.21)

et les polynômes de Whitney translatés généralisés de seconde espèce Wk,m
n (x) satisfont

la relation de récurrence suivante :

Wk,m
n+1(x) =Wk−1,m

n (x) + (x+mk)Wk,m
n (x), (1 ≤ k ≤ n).

De (5.21), on a
Wk,m

n (x+ 1) = W k,m
n (x) (1 ≤ k ≤ n).

Pour m = 1, on obtient les nombres de Stirling généralisés de seconde espèce Skn(x).
Pour x = 0, on obtient les nombres de Whitney translatés de seconde espèce Wm(n,k),
voir [5].
Pour x = r, on obtient les nombres r-Whitney translatés de seconde espèceWm

r (n+r,k+r),
voir aussi [5].
Cette partie est présentée sans preuve (elles sont similaires à celles des sections 5.1, 5.2).
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5.6.1 Les polynômes de Bernoulli généralisés

Considérons les nombres de Whitney translatés généralisés de seconde espèceWk,m
n (x),

on déduit le résultat suivant concernant les polynômes de Bernoulli généralisés de para-
mètre m.

Théorème 5.9. On a la relation suivante

β(m)
n (x,α) =

nX
k=0

(−1)k
 
n+ k

k

!−1 
n+ α

n− k

! 
α + k − 1

k

!
mkWk,m

n+k(x). (5.22)

Posons x = α dans (5.22), on a ainsi

β(m)
n (α,α) =

nX
k=0

(−1)k
 
n+ k

k

!−1 
n+ α

n− k

! 
α + k − 1

k

!
mkWk,m

n+k(α).

Pourm = 1, on obtient la formule explicite pour les polynômes de Bernoulli généralisés
βn(x,α) obtenus dans [30, Eq. 2.1].
Posons x = 0 dans le théorème 5.9, on obtient la formule explicite des nombres de Bernoulli
généralisés β(m)

n (α).
Pour x = r et α = −k (k un entier) dans (5.22), on a

β(m)
n (r,− k) =

nX
j=0

(−1)j
 
n+ j

j

!−1 
n− k
j − k

! 
−k + j − 1

j

!
Wm

r (n+ j,j).

En posant x = r et α = 1 dans (5.22), on a

β(m)
n (r,1) =

nX
k=0

(−1)k
 
n+ k

k

!−1 
n+ 1
k + 1

!
mkWm

r (n+ k,k).

5.6.2 Les polynômes d’Euler généralisés

Une formule explicite pour les polynômes d’Euler généralisés en termes de nombres de
Whitney translatés est donnée par

Théorème 5.10. On a la relation suivante

E(m)
n (x,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkWk,m

n (x). (5.23)
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En particulier, pour m = 1, on a la formule explicite donnée dans [30, Eq. (3.3)].
Pour x = 0, on a la formule explicite pour les nombres d’Euler généralisés

E(m)
n (0,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkWm(n,k).

En posant x = r dans (5.23), on obtient

E(m)
n (r,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkWm

r (n+ r,k + r).

Posons x = α dans (5.23), on a

E(m)
n (α,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkWk,m

n (α).

5.6.3 Les polynômes de Frobenius-Euler généralisés

Dans la section précédente, on a proposé une formule explicite pour les polynômes
de Frobenius-Euler généralisés H(m)

n (x,α|λ) : qu’en est-il des nombres de Frobenius-Euler
H(m)
n (α|λ) ? Alors mettons Wk,m

n (x) dans la formule (5.17), on obtient une formule ex-
plicite pour les polynômes de Frobenius-Euler H(m)

n (x,α|λ) en termes des polynômes de
Whitney translatés généralisés.

Une formule explicite pour les polynômes de Frobenius-Euler généralisés H(m)
n (x,α|λ) ,

est donnée par le théorème suivant.

Théorème 5.11. On a

H(m)
n (x,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mkWk,m
n (x). (5.24)

Pour x = α, on a

H(m)
n (α,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mkWk,m
n (α).

Pour m = 1, on obtient

H(1)
n (x,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

Skn(x),
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qui est donnée par Boutiche et al. [93, Eq. (7)].
En posant x = 0 et α = s (s un entier positif) dans (5.24), on a la formule explicite

pour les nombres de Frobenius-Euler généralisés H(m)
n (s|λ) ,

H(m)
n (s|λ) =

nX
k=0

〈s〉k
(λ− 1)k

mkWm(n,k).

En remplaçant α = 1 dans (5.24), on a

H(m)
n (x,1|λ) =

nX
k=0

k!
(λ− 1)k

mkWk,m
n (x).

Pour x = r dans (5.24), on a

H(m)
n (r,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mkWm
r (n+ r,k + r).

En particulier, pour m = 1, on a

H(1)
n (r,α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

Sr(n+ r,k + r),

qui est dans [93, Remark 3].
Posons λ = −1, la formule explicite pour les polynômes d’Euler généralisés E(m)

n (x,α)
satisfait

E(m)
n (x,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉kmkWk,m

n (x).

En particulier, pourm = 1, on obtient la formule explicite suivante pour les polynômes
d’Euler généralisés.

E(1)
n (x,α) =

nX
k=0

(−1)k
2k 〈α〉k Skn(x),

qui est donné par Boutiche et al. [30, Eq. (3.3)].

Corollaire 5.12. On a la formule explicite suivante pour les polynômes de Frobenius-
Genocchi généralisés d’ordre l,
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G(m)
n (x,l|λ) = n!

(n− l)!H
(m)
n−l(x,l|λ)

= n!
(n− l)!

n−lX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)km

kWk,m
n−l (x). (5.25)

En posant x = l dans (5.25), on a

G(m)
n (l,l|λ) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)km

kWk,m
n−l (l).

Posons x = 0 dans (5.25), on obtient la formule explicite suivante pour les nombres
de Frobenius-Genocchi d’ordre l

G(m)
n (l|λ) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)km

kWm(n− l,k). (5.26)

En particulier, pour m = 1 dans (5.26), on obtient

G(1)
n (l|λ) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)kS(n− l,k),

qui correspond à [93, Eq. (12)].
En posant x = r dans le corollaire 5.12, on a

G(m)
n (r,l|λ) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)km

kWm
r (n− l + r,k + r). (5.27)

En particulier, pour m = 1 dans (5.27), on obtient la formule explicite suivante :

G(1)
n (r,l|λ) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

〈l〉k
(λ− 1)kSr(n− l + r,k + r).

Posons λ = −1 dans le corollaire 5.12, on a la formule explicite pour les polynômes de
Genocchi G(l,m)

n (x) d’ordre l

G(m)
n (x,l) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

(−1)k

2k 〈l〉kmkWk,m
n−l (x). (5.28)

Pour m = 1 dans (5.28), on obtient la formule explicite pour les polynômes de Genocchi
G(1)
n (x,l) d’ordre l qui est donnée par Srivastava et al. [93, Eq. (12)].
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Pour x = 0 dans (5.28), on obtient une formule explicite pour les nombres de Genocchi
G(m)
n (l) d’ordre l.

G(m)
n (l) = n!

(n− l)!
n−lX
k=0

(−1)k

2k 〈l〉kmkSm(n− l,k).

5.7 Relation de récurrence pour les polynômes de
Frobenius-Euler généralisés d’ordre supérieur

Dans cette section, on propose une relation de récurrence à trois termes pour calculer
les polynômes de Frobenius-Euler généralisés H(m)

n (x,α|λ) d’ordre α.
En posant x = 0 dans (5.24), on obtient la formule explicite des nombres de Frobenius-

Euler suivante :

H(m)
n (α|λ) =

nX
k=0

〈α〉k
(λ− 1)k

mkWm(n,k).

De la transformation de Whitney translaté, on obtient

〈α〉n
(λ− 1)nm

n =
nX
k=0

wm(n,k)H(m)
k (α|λ) .

Par suite, on introduit la séquence
�
Aλ,mn,l (α)

�
n,l∈N à deux indices comme suit :

An,l = Aλ,mn,l (α) = (λ− 1)l
ml 〈α〉l

lX
k=0

wm(l,k)H(m)
n+k (α|λ) , (5.29)

avec A0,l = 1, An,0 = H(m)
n (α|λ) , où wm(n,k) est le nombre de Whitney translaté de

première espèce, donné par
〈x|m〉n =

nX
k=0

wm(n,k)xk,

et il satisfait la relation de récurrence (voir [5]),

wm(n,k) = wm(n− 1,k − 1) +m(n− 1)wm(n− 1,k). (5.30)
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Théorème 5.13. Le
�
Aλ,mn,l (α)

�
n,l∈N satisfait la relation de récurrence

An+1,l = m(l + α)
λ− 1 An,l+1 −mlAn,l. (5.31)

avec A0,l = 1.

Preuve De (5.30) et (5.29), on a

An,l+1 = (λ− 1)l+1

ml+1 〈α〉l+1

l+1X
k=0

(wm(l,k − 1) +mlwm(l,k))H(m)
n+k (α|λ)

= (λ− 1)l+1

ml+1 〈α〉l+1

l+1X
k=1

wm(l,k − 1)H(m)
n+k (α|λ)

+ (λ− 1)l+1

ml+1 〈α〉l+1
ml

l+1X
k=0

wm(l,k)H(m)
n+k (α|λ)

= (λ− 1)l+1

ml+1 〈α〉l+1

lX
k=0

wm(l,k)H(m)
n+1+k (α|λ)

+ (λ− 1)m+1

ml+1 〈α〉l+1
ml

lX
k=0

wm(l,k)H(m)
n+k (α|λ)

= λ− 1
m(α + l)An+1,l + l

(λ− 1)
α + l

An,l.

5.7.1 Les premiers termes de Aλ,m
n,l (α)

Aλ,m0,0 (α) = 1
Aλ,m1,0 (α) = mα

λ−1

Aλ,m2,0 (α) = m2α(α−λ+2)
(λ−1)2

Aλ,m3,0 (α) = m3α(λ2−3αλ−5λ+α(α+6)+6)
(λ−1)3

Aλ,m1,1 (α) = m(α−λ+2)
λ−1

Aλ,m2,1 (α) = m2(λ2−3αλ−5λ+α(α+6)+6)
(λ−1)2

Aλ,m3,1 (α) = m3(−λ3+(7α+10)λ2−2α(3α+16)λ−29λ+α(α+6)2+26)
(λ−1)3
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Aλ,m2,2 (α) = m2(α2−5(λ−2)α+2(λ−2)(2λ−5))
(λ−1)2

Aλ,m3,2 (α) = m3(α3−9(λ−2)α2+(λ−2)(19λ−45)α−2(λ−2)(λ(4λ−23)+31))
(λ−1)3

Aλ,m3,3 (α) = m3(α3−12(λ−2)α2+(λ−2)(37λ−84)α−3(λ−3)(λ−2)(9λ−19))
(λ−1)3

Enfin, on considère le polynôme A(λ,m)
n,l (x,α) défini par

An,l(x) = Aλ,mn,l (x,α) =
nX
k=0

 
n

k

!
Aλ,mk,l (α)xn−k, (5.32)

avec Aλ,m0,l (x,α) = 1 et Aλ,mn,0 (x,α) = H(m)
n (x,α|λ).

Théorème 5.14. Les polynômes A(λ,m)
n,l (x,α) satisfont la relation de récurrence à trois

termes suivante

An+1,l(x) = (x−ml)An,l(x) + m(α + l)
λ− 1 An,l+1(x), (5.33)

avec la suite initiale donné par A0,l(x) = 1.

Preuve De (5.31) et (5.32), on a

An,l+1(x) =
nX
k=0

 
n

k

!
Aλ,mk,l+1(α)xn−k

=
nX
k=0

 
n

k

!�
λ− 1

m(α + l)A
λ,m
k+1,l(α) + l

(λ− 1)
α + l

Aλ,mk,l (α)
�
xn−k

=
n+1X
k=1

 
n

k − 1

!
λ− 1

m(α + l)A
λ,m
k,l (α)xn−k+1 + l

(λ− 1)
α + l

nX
k=0

 
n

k

!
Aλ,mk,l (α)xn−k.

En utilisant la relation de Pascal, on obtient

An,l+1(x) =
n+1X
k=1

 
n+ 1
k

!
λ− 1

m(α + l)A
λ,m
k,l (α)xn−k+1 −

n+1X
k=1

 
n

k

!
λ− 1

m(α + l)A
λ,m
k,l (α)xn−k+1

+l (λ− 1)
α + l

An,l(x)

=
n+1X
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5. FORMES EXPLICITES POUR LE POLYNÔME DE FROBENIUS-EULER GÉNÉRALISÉ D’ORDRE
SUPÉRIEUR

= λ− 1
m(α + l)An+1,l(x)− x λ− 1

m(α + l)An,l(x) + l
(λ− 1)
α + l

An,l(x)

= λ− 1
m(α + l) (An+1,l(x) + (ml − x)An,l(x)) .

donc
An+1,l(x) = (x−ml)An,l(x) + m(α + l)

λ− 1 An,l+1(x). �

Pour x = α, on a

An+1,l(α) = (α−ml)An,l(α) + m(α + l)
λ− 1 An,l+1(α).

La relation (5.33) permet d’écrire un algorithme qui génère tous les polynômes An,l(x) en
déterminant tous les coefficients de la matrice d’Euler-Seidel en utilisant les valeurs de la
première colonne et de la première ligne.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on a présenté quelques résultats théoriques sur les nombres r-
Whitney associés aux treillis de Dowling, les nombres et polynômes r-Dowling, les nombres
et polynômes r-Dowling ordonnés et les nombres et polynômes r-Eulérien de Dowling. Ces
nombres ont une place importante dans le domaine de la combinatoire. Un autre type de
nombres combinatoires que nous avons étudiés sont les nombres r-Whitney s-associés et
les nombres et polynômes de Dowling s-associés. On a déduit une formule explicite pour les
polynômes de Bernoulli généralisés et les polynômes d’Euler généralisés en termes des po-
lynômes de Whitney généralisés de seconde espèce et en termes des polynômes de Whitney
translatés de seconde espèce. Aussi, on a déduit une formule explicite pour les polynômes
de Frobenius-Euler généralisés d’ordre supérieur et les polynômes de Frobenius-Genocchi
en termes des polynômes de Whitney de seconde espèce généralisés et en termes de poly-
nômes de Whitney translatés de seconde espèce. On a conclut une relation de récurrence
pour calculer les polynômes de Frobenius-Euler généralisés d’ordre supérieur.

Dans les perspectives de notre travail, plusieurs axes de recherche ne semblent pro-
metteurs. Nous proposons quelques problèmes :
• Zeros, log concavité et unimodalité des nombres r-Whitney s-associés.
• Les congriences mod(pl), l ≥ r, des polynômes r-Dowling s-associés D(s)

m,mp+r(n,x).
• Il serait d’étudier les différents propriétés des nombres de Lah-Whitney s-associés
et des nombres de Lah r-Whitney s-associés.
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Résumé

Cette thèse présente une synthèse des principaux résultats obtenus par cheon et jung sur les nombres r-Whitney de deux
espèces. Ainsi, on donne des extensions de résultats obtenus par K. Boyadzhiev pour les nombres r-Whitney en utilisant la
transformée binomiale et nous donnons une expression explicite pour les polynômes r-Dowling en utilisant la méthode de la
fonction génératrice donnée par Gould et Quaintance. Nous nous sommes aussi intéressés aux nombres r-Whitney s-associés
et nombres et polynômes r-Dowling s-associés et leurs principals properiétés. Ainsi, on exprime une formule explicite pour les
polynômes de Bernoulli généralisés, les polynômes d’Euler généralisés et les polynômes de Frobenius-Euler généralisés en termes
de polynômes de Whitney généralisés et en termes de polynômes de Whitney généralisés translatés et on trouve également un
algorithme pour calculer les polynômes de Frobenius-Euler généralisés.

Abstract

This thesis presents a synthesis of the main results obtained by cheon and jung for the r-Whitney numbers of two kinds. Also,
we give an extensions of results obtained by Boyadziev for the r-Whitney numbers using the binomial transform. We give an
explicit formula of the r-Dowling polynômials using the technique of generating functions from Gould and Quaintance. We
were also interested the s-associated r-Whitney numbers of the second kind and the s-associated Dowling polynomials and the
different properties concerning them. We derive an explicit formula for the generalized Bernoulli polynomials, the généralized
Euler polynomials and the généralized Frobenius-Euler polônomials in terms of the généralised Whitney polynomials and in
terms of the généralized translated Whitney polynomials. On propose an algorithm for calculating the generalized Frobenius-
Euler polynômials.
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