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Chapitre 1 Introduction

Dans les débuts de la recherche actuarielle, les seuls processus de comptage étudiés furent
ceux utilisant différentes versions de la distribution Poissonnienne, avec des réclamations non-
escomptées. Pourtant, de nombreuses situations actuarielles requierent des modeles plus
fidéles a la réalité. C’est pour cela qu’ont été progressivement introduits des distributions plus
complexes pour les temps entre les événements successifs et des modéles de taux d’intérét,
d'abord constants puis stochastiques, afin d’obtenir des processus de renouvellement et de
sommes escomptées. Une étape supplémentaire visant a améliorer la fiabilité des modéles
précedents, sur laquelle nous nous pencherons dans ce mémoire, est la prise en compte non
seulement des prévisions mais aussi de 1’expérience. Dans ce premier chapitre, nous revenons
briévement sur 1’historique des processus de renouvellement avant de présenter les objectifs

du mémoire.

L’historique des processus de renouvellement remonte au début du vingtieme siecle avec la
description des premiers processus de déenombrement, a commencer par le processus de
Poisson. Celui-ci est décrit formellement en 1909 par Agner Krarup Erlang, ainsi que
Rutherford et Geiger (1910) et Campbell (1909, 1910), simultanément. 1l n’est pas appliqué
immeédiatement a des problemes actuariels, mais est utilisé dans de nombreuses autres
disciplines (biologie, physique, médecine, etc.). A la méme époque, Filip Lundberg (1903)
développe une premiere mouture du modele collectif du risque classique dans sa these de
doctorat, Approximations of the Probability Function/Reinsurance of Collective Risks, sans
que ses découvertes ne rayonnent a leur juste valeur en raison de 1’absence de traduction du

suédois.

Jusqu’au milieu du vingtieme siecle, on utilise uniquement des temps indépendants et
exponentiels entre les événements. C’est Sparre Andersen, avec deux articles présentés en
1946 et 1957, qui propose le premier d’utiliser les processus de renouvellement pour
modéliser le temps entre les événements successifs, dans un contexte actuariel. Ceux-Ci
permettent de mieux représenter de nombreuses situations rencontrées dans le milieu de

I’assurance, en complexifiant néanmoins des expressions auparavant simples pour les



moments et pour la fonction génératrice de moments. Nous assistons ainsi a la naissance de la
théorie des sommes de renouvellement, sur laquelle se pencheront entre autres Thorin (1975)
et Janssen (1981).

L’idée de considérer la somme des réclamations escomptées, afin de présenter une estimation
plus réaliste de colts, est présentée par Taylor (1979) puis Delbaen & Haezendonck (1987)
ainsi que Willmot (1989), sans toutefois que soient obtenus des résultats tres poussés, hormis
dans des cas simples (i.e. Poisson). Ce sont Léveillé & Garrido (2001a) qui obtiennent des
identités pour les deux premiers moments, a 1’aide d’arguments de renouvellement, avant de
proposer une formule récursive pour le calcul des moments (Léveillé & Garrido, 2001b) dans
le cas ou les réclamations ont une distribution a « queue légere ». Léveillé et al. (2010)
obtiennent aussi finalement une expression générale pour la fonction génératrice des moments
applicable dans tous les cas ou la distribution du temps entre les événements appartient a la
famille des distributions Phase-type, une famille de distributions dense dans I'ensemble des

distributions a support sur les réels positifs.

De nouveaux développements du modele des sommes de réclamations escomptées sont
apportés par Léveillé & Adékambi, d’abord en 2010, en proposant une expression pour la
covariance puis une expression récursive pour les moments conjoints du processus des
sommes de renouvellement avec réclamations escomptées, et ensuite en 2012, par I’extension
du modéle avec escompte a taux déterministe a un modéle avec escompte a taux stochastique.
Des expressions générales sont développées pour les identités usuelles (premiers moments,
fonction génératrice de moments, etc.) puis résolues avec deux modeles simples de taux
d’intérét (Ho-Lee-Merton et Vasicek). Plus récemment, Wang et al. (2016) examinent encore
plus en profondeur les distributions de ces sommes ainsi que certaines mesures de risque dans

un contexte de renouvellement et de taux d’intérét constants.

Si, comme nous le constatons avec ce bref historique, on a traité des sommes de
renouvellement escomptées a de nombreuses reprises et développé de nombreuses identités
sur une période de temps, on n’a jamais essayé d’utiliser dynamiquement 1’expérience du

modeéle pour prédire le comportement futur des accroissements de ce processus, dans un



contexte autre que celui de la théorie de la crédibilité. Cette derniére approche, résumée dans
Buhlmann & Giser (2005), adopte une methode plus statistique, alors que nous nous
proposons dans ce mémoire d’utiliser une approche purement stochastique. En conditionnant
sur toute 1’information accumulée par le processus durant une premiere période, nous étudions
le comportement du processus durant la période suivante. Nous développons ainsi des
identités pour les premiers moments simples et conjoints du processus escompté conditionnel,
puis nous présentons une expression pour la transformée de Laplace du processus (et,
consequemment, sa fonction génératrice de moments). Cette transformée nous permet de
décrire, par inversion, la distribution du processus conditionnel dans certains cas spécifiques.
Par la suite, nous comparons analytiquement et numériquement les résultats obtenus avec et
sans conditionnement, afin de constater et quantifier la plus-value apportée par notre
approche. Finalement, nous étudions ’incidence de notre modele sur quelques applications
classiques du modele non conditionnel escompté, entre autres sur les mesures de risques les

plus populaires, le processus de réserve et la probabilité de ruine.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les concepts préalables a 1’établissement du
modele. Nous définissons les processus de renouvellement, les identités reliées, le processus
de réserve et les mesures de risque que nous emploierons ultérieurement. Au troisieme
chapitre, nous présentons le modeéle sur des périodes successives, développé par
conditionnement sur I’expérience, et nous établissons plusieurs identités reliées aux moments
et transformées. Dans le quatriéme chapitre, nous présentons les conséquences de I’utilisation
de notre modele sur diverses applications reliées a 1’actuariat; mesures de risque, ruine,
processus de réserve. Finalement au cinquieme chapitre, nous concluons en résumant les

différents résultats obtenus et en proposant des pistes pour des recherches ultérieures.



Chapitre 2 Concepts théoriques préalables au modele

Ce chapitre permet d’introduire les différents concepts mathématiques et actuariels en rapport
avec les processus de renouvellement et les mesures de risque dont nous ferons usage dans les
chapitres 3 et 4. Nous débutons par la présentation des différentes composantes de base d’un
processus de réclamation classique, incluant les équations et propriétés qui y sont reliées, puis
nous ajoutons la notion de taux d’escompte constant pour I’actualisation des réclamations.
Nous continuons cette section en présentant les différents types et caractéristiques des mesures
de risque qui seront utilisées dans ce mémoire. Enfin, nous décrivons le processus de réserve,
en définissant la probabilité de ruine et en introduisant les concepts de taux de défaillance et

de dominance stochastique.

2.1 Sommes de renouvellement sans escompte

Dans le modele classique du risque, les deux composantes de base du processus sont la
sévérité de chacune des réclamations et le temps écoulé entre chacune des réclamations, temps
qui régit aussi le processus du nombre de réclamations dans une période donnee.

Nous pouvons ainsi écrire les différentes variables aléatoires comme suit :

. 1, représente le temps entre les (k-1)-iéme et k-iéme réclamations, k e N™ = {1, 2}

. {rk ke N*} forme une suite de variables aléatoires positives i.i.d., avec fonction de
répartition commune F, (x)=F, (x).

. T, représente le moment ou se produit la k-ieme réclamation, T, =T, , +7,, T, =0.

. X, représente la sévérité de la k-iéme réclamation, sans inflation.

. {Xk,k € N*} est une suite de variables aléatoires positives i.i.d., et indépendantes du

processus de dénombrement.



Avec les variables précédentes, nous pouvons maintenant décrire le processus de

renouvellement ordinaire {N(t);tzO} en définissant N (t) comme suit :
N(t):sup{k eN" T <t }

Nous définissons aussi le total des réclamations dans I’intervalle de temps [O,t], soit S (t)
comme suit :

N(t)

S(t)— Zxk ! N(t)

- k=1

v

1

Le lien entre le nombre d’événements dans I’intervalle [0,t] et les temps ot se produisent les

événements est rendu explicite par I’identité suivante :
P(N(t)>k)=P(T, <t)=F (t)=F(t).

Cette derniére relation nous permet de definir le premier moment du processus de

dénombrement, aussi appelé fonction de renouvellement, et noté m(t), de la fagon suivante :
0 0 0 *k
m(t)=E[N () ]=2 P(N(t)2k) =2 F (1) =2 F(t).
k=1 k=1 k=1
Comme les sommes de convolutions de la derniére partie de 1’équation sont souvent difficiles
a calculer, nous notons que m(t) satisfait aussi une équation de type renouvellement, i.e.

lorsque nous conditionnons I’espérance du nombre de renouvellements sur le temps

d’occurrence du premier événement, nous obtenons

E[N(szze[N(o|T:x]da(xy

ou,



Cette derniere identité nous permet d’exprimer m(t) comme étant la solution de 1’équation

de renouvellement suivante :
t

:j;[]_+m(t—x)} dF, (x) = F. (t)+ [m(t-x) dF. (x).

0

En itérant I’identité précédente, il est aisé de retrouver 1’expression de m(t) de cette facon :

- kz R (1)

Néanmoins, si nous pouvons parfois résoudre 1’équation de renouvellement précédente dans

des cas simples, ce n’est pas toujours possible. Une maniere plus efficace de trouver
I’expression de m(t) est d’utiliser la transformée de Laplace d’une fonction (intégrable), soit

0
A

f(s):je’“f (t)dt .

0
D'une maniere similaire, pour la fonction de renouvellement, nous définissons sa transformée

de Laplace comme suit :

En utilisant I’équation de renouvellement précédente et les propriétés de la transformée de
Laplace, nous pouvons demontrer la relation biunivoque entre la fonction de densité et la

fonction de renouvellement




ou, de facon équivalente,

Nous arrivons alors a I’expression de I’équation de renouvellement en inversant la transformeée

obtenue par cette identité, quand cela est possible. Par exemple, pour 7, ~ ErIang(Z,/l), nous

rﬁ(s):(li’s)z/s{l—(/ﬁj] = m(t)=%—(1;4_m).

Pour des inversions plus complexes, nous aurons recours au logiciel Maple.

obtenons

En ce qui concerne la somme des réclamations non-escomptées, les formules des deux
premiers moments s’avérent importantes. Ainsi,

E[S(t)]:E{

N(t)

X, |-E[N (el

k=1

Var[S(t)] =Varﬁz(j X, } =E[N(t) Var[X]+E*[X]var[ N(t)].

Finalement, un dernier résultat intéressant en rapport avec un processus de renouvellement

ordinaire est la distribution marginale du temps d’occurrence du k-ieme eévenement

conditionnellement au nombre d’événements dans I’intervalle de temps [O,t]. Ces résultats

seront utiles dans le chapitre présent et dans le suivant. Nous retrouvons les preuves dans

Léveillé & Adékambi (2011) :

fxin) f. (X)P(N(t-x)=n—-k)

° X|n)= X ]
T P(N(t)=n)

f. (x) fr (y—x)P(N(t—y)zn—j)

i ka,Tj‘N(t)(X’y|n): i P(N(t):n) y

k<n

k<j<n,



Il est & noter que ces identités généralisent les identités obtenues dans le cas Poisson avec la

méthode des statistiques d’ordre.
2.2 Sommes de renouvellement avec réclamations escomptées

Dans cette section, nous présentons différentes identites reliées aux sommes des réclamations
escomptées issues dun processus de renouvellement ordinaire et ou une force constante
d’intérét net est appliqguée au montant de chacune des réclamations. Des identités sont
obtenues pour les premiers moments simples et conjoints, et une expression intégrable est

aussi presentée pour la transformée de Laplace.

Toujours en utilisant les mémes variables aléatoires qu’a la section précédente, la somme des
réclamations escomptées est généralement écrite comme suit :
N ()

Z(t)= 2 D(T) X, N(t)=1

k=1

Te

ou D(T,)= exp(—jé(t)dt] est le facteur d’actualisation au temps t=0, et §(t)=p(t)-a(t)
0

est une force d’intérét net intégrable presque partout, ¢(t) étant une force d’intérét et o(t)

une force d’inflation.

Alors, puisque nous travaillons dans ce texte uniquement avec une force constante d’intérét

net 6 >0, nous pouvons réécrire I’expression précédente de la fagon suivante :

N (t)

Z@t) =Y e"X,.
k=1

Les identités permettant de calculer les premiers moments de ce processus ont été développees

par Léveillé et Garrido (2001a) en utilisant directement des arguments de renouvellement.



Théoréme 2.1 Pour le processus de risque présenté plus haut, avec une force constante

d'intérétnet >0, E[X]= 4 et E[ X* | = u,, nous avons

o E[Z(1)]= ;Llj;e“”dm (V)

tt-v

. E[Zz(t)}:uzj).e‘25vdm(v)+2uf'(|; ! e **"“Jdm(u)dm(v)

Preuve : Voir Léveillé et Garrido (2001a).

Si les moments des réclamations existent pour tout ne N”, des formules récursives
permettant d’obtenir ces premiers moments et les moments d’ordres supérieurs, tout comme

les moments conjoints, sont obtenues.

Théoréme 2.2 Pour le processus de risque présenté plus haut, avec une force constante

d’intérét net ¢ >0 et dont tous les moments de X existent, nous avons pour n,me N”,

« E[Z'(t)]= :Z:Z[E]E[xnk]ienavE[zk (t=v)]dm(v)
« E[Z'(t)Z"(t+h)]= kzr: E[xk]mé;m(kgj

X

e MVE[ 2™ (t-v)Z" ) (t+h-v) |dm(v).

O t—

Preuve : Voir Léveillé & Garrido (2001b) et Léveillé & Adékambi (2012).

Plus tard, la fonction génératrice des moments de Z(t) fut obtenue sous forme d’une
expression intégrable de type renouvellement par Léveillé et al. (2010), et, a partir de celle-
ci, une formule intégrable explicite pour la transformée de Laplace de Z (t) pu également

étre trouvée. Ceci facilite habituellement I’obtentions des divers moments du processus.



Théoreme 2.3 Pour le processus de risque présenté plus haut, avec une force constante

d’intérét net d >0 et avec fonction génératrice des moments du montant de la réclamation

M, (s) définie dans le voisinage du point s =0, nous avons

M, (5)=F, (t)+J: M, (e )My, (se™) dF, (v).

Preuve : Voir Léveillé et al. (2010).

Mentionnons qu’a partir de ces expressions, il est possible de retrouver, pour certaines
distributions de temps entre les réclamations successives (notamment celles appartenant a la

famille Phase-type) combinées a certaines distributions de sévérité, des expressions

analytiques pour la fonction génératrice de moments. Par exemple, si r~exp(l) et

X ~exp(), nous obtenons (voir Léveillé et al., 2010)

M, (s) =exp PI[M . (se"”)—l} dv} = {%f .

Etsi 7~ Erlang(2,0.02), X ~exp(1) et &= 0.02, nous avons

S 1-se

M, (s)= %{(s —1)[se‘°'02t — 2] In (1;_?)0&)+ se %% (s—2)+ 25} .

Pour terminer cette section, mentionnons la possibilité qu’il existe une certaine dépendance
entre le temps séparant les réclamations successives et la sévérité de celles-ci. Lorsque cela
sera necessaire, pour caractériser cette dépendance, nous utiliserons des copules, qui
expriment la distribution conjointe de ces variables aléatoires en fonction de leurs marginales.
Par exemple, pour deux variables aléatoires continues X et Y, la copule de Farlie-Gumbel-

Morgenstern de paramétre o induit la densité conjointe suivante :

oy (X y)=f, (X) 1, (y){1+ w[1-2F, (x)][1-2F, (y)]} :

Il suffit alors de sélectionner un paramétre oméga adapté pour modéliser adéquatement la
relation de dépendance étudiée. Pour une étude plus en profondeur des copules, il est possible
de consulter Nelsen et al. (2006).

10



2.3 Mesures de risque

Dans cette section, nous présentons les différentes mesures de risque dont nous étudierons le
comportement au chapitre 4, a la lumiére du modele développé au chapitre 3.
Nous commengons d’abord par énumérer les caractéristiques que doit posséder une mesure
de risque « cohérente », avant de décrire les mesures de risque en fonction de ces

caractéristiques.

Dans un contexte actuariel, le but d’employer une mesure de risque est de comparer divers
risques entre eux afin d’établir une prime optimale, de prévoir des réserves suffisantes ou,
simplement, de choisir lesquels endosser. Un tres grand nombre de mesures de risque ont été
développées dans la littérature actuarielle, si bien qu’il est nécessaire d’effectuer un choix
concernant celles qu’il serait préférable d'employer. Une des qualités les plus importantes que
peut posséder une mesure de risque est la cohérence. Pour qu’une mesure de risque soit
cohérente, il faut qu’elle soit & la fois monotone, invariante par translation, homogéne positive
et sous-additive. D’autres qualités souhaitables sont 1’invariance en loi, [’additivité

comonotone et le chargement non-négatif. Nous les énumérons ci-apres.

e Monotonicité

Pour une mesure de risque p, et toutes variables aléatoires X et Y telles que

P(X SY) =1, nous dirons que la mesure est monotone si
p(X)Sp(Y) :

Ainsi, si nous avons la certitude que la perte reliée a X est inférieure a celle reliée a Y,

il est logique que le risque mesuré soit également inférieur pour X.

e Invariance par translation
Pour une mesure de risque p, une variable aléatoire quelcongue X et une constante c,

nous dirons que la mesure est invariante par translation si

p(X+c)=p(X)+c .
Ainsi, I’ajout d’une quantité fixe a la perte reliée a un risque entrainera un changement

identique dans la mesure.
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Homogénéité positive
Pour une mesure de risque p, une variable aléatoire quelconque X et une constante

¢ >0, nous dirons que la mesure est homogeéne positive si
p(cX)=cp(X).

Ainsi, le fait de multiplier le risque par une constante (par exemple, par un taux de

change) modifiera la mesure dans la méme proportion.

Sous-additivité
Pour une mesure de risque p, et toutes variables aléatoires X et Y, nous dirons que la

mesure est sous-additive si
PX+Y)< p(X)+p(Y).

Ainsi, I’addition de deux risques réduira la mesure du risque conjoint, par rapport a

I’addition des deux mesures.

Il est aisé de voir pour quelles raisons les quatre caractéristiques précédentes sont

importantes. Elles facilitent de nombreuses manipulations mathématiques en plus de

permettre la diversification des risques. Les mesures de risque peuvent néanmoins

posséder de nombreuses autres caractéristiques. Nous en présentons quelques-unes ci-

apres.

Invariance en loi

Pour une mesure de risque p, et toutes variables aléatoires X et Y telles que X =Y,

nous dirons que la mesure est invariante en loi si

p(X)=p(Y).

Cette propriété est primordiale mais aussi quasiment toujours présente. Si deux risques
sont identiques en distribution, il est logique que la mesure des risques, basée sur des

distributions identiques, donne le méme résultat.
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Additivité comonotone
Pour une mesure de risque p, et deux variables aléatoires X et Y, nous dirons que la

mesure est additive comonotone si
p(X+Y)=p(X)+p(Y) .
pour toutes les variables X et Y comonotones.
Cette propriété est donc semblable a la sous-additivité, si ce n’est que la fusion des

deux risques n’entrainera aucun changement a la mesure, plutét qu’une diminution de

celle-ci.

Chargement non-négatif
Pour une mesure de risque p, et une variable aléatoire quelconque X, nous dirons que

la mesure a un chargement non-négatif si
p(X)> E[X] :

Dans un contexte actuariel, nous ne souhaitons pas charger moins que I’espérance.

Les mesures de risque que nous emploierons ne satisfont pas a toutes ces propriétés.

Néanmoins, elles remplissent toutes une fonction et sont toutes plus ou moins utilisées dans

le monde actuariel. Il sera donc intéressant, au chapitre 4, de s’attarder sur les effets de notre

modeéle sur les mesures de risque les plus populaires. Nous les présentons ici.

Value at Risk (VaR)

Pour un risque X et un niveau de confiance x, nous avons
p(X,x)=VaR (X)=F,*(x)=inf {x;F, (x)>k} .

La VaR possede les propriétés d’invariance par translation, de monotonicité et
d’homogénéité positive, mais elle n’est pas cohérente car non sous-additive. On
I’utilise cependant trés souvent en raison de sa simplicité. 1l suffit de connaitre la
fonction de répartition de la variable aléatoire pour 1’évaluer et, méme si celle-ci est
inconnue, nous pouvons facilement approcher la valeur de la VaR par la simulation.

Elle sert aussi de base a la TVaR.
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Tail Value at Risk (TVaR)

Pour un risque X et un niveau de confiance x, nous avons

00

p,(X,x)=TVaR (X)=E[ X| X >VaR (X)]= xf (x)dx

VaR,(X)

1
1-x
Contrairement a la VaR, la TVaR est une mesure de risque cohérente puisque sous-
additive. Il est cependant souvent plus difficile de I’obtenir analytiquement. De plus,
les valeurs calculées avec la TVaR servent surtout & mieux apprécier et prévoir la

réserve dans un contexte d’assurance, mais pas nécessairement a calculer la prime

d’assurance.

Prime d’écart-type
Pour un risque X avec E[X]=u, Var(X)=c" etun chargement ¢ >0, nous
avons

p(X,c)=E[X]+cyVar(X)=pu+co .

Bien que la prime d’écart-type soit invariante par translation, monotone et homogeéne
positive, il ne s’agit pas d’une mesure cohérente puisqu’elle n’est pas sous-additive.
Elle n’est pas non plus additive comonotone, mais est invariante en loi et a un

chargement non-négatif.

Mesure de risque de Wang

Les mesures de risques de Wang forment une catégorie particuliére et importante des

mesures de risque. Elles ont la forme suivante :

£y ()= a(F. (),
0
ol g est une fonction non-décroissante telle que g(0)=0 et g(1)=1.

Ainsi, il est possible de choisir une fonction g de facon a obtenir, comme cas

particuliers, plusieurs mesures de risque populaires (notamment la VaR et la TVaR).
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En ce qui nous concerne, nous utiliserons un cas spécifique de ces mesures, en prenant
une fonction g(x)=1-(1-x)" telle que

pu(X, &)= [[1-F7 (x)]dx .

0

Lorsque ¢ est compris entre 0 et 1, cette mesure est appelée la transformée PH
(proportional hazard). Elle est aussi homogéne positive, monotone et invariante par

translation, mais n’est pas sous-additive, ce qui I’exclue des mesures cohérentes.

Pour approfondir la connaissance de ces diverses mesures de risques et de leurs

caractéristiques, on pourra consulter Denuit et al. (2008).
2.4 Processus de réserve et probabilité de ruine

Dans la plupart des contextes ayant recours a un processus de sommes, escomptées ou non,
une prime d’assurance sera aussi calculée d’une période a 1’autre afin de sécuriser la réserve
initiale et permettre a 1’assureur de faire face a ses obligations. Nous présentons donc dans
cette section un modele simple pour décrire le processus de réserve en temps continu, en plus
d’évoquer certaines identités en rapport avec la probabilité de ruine, c’est-a-dire la probabilité

que la réserve devienne négative a un moment donné dans le futur.

Nous définissons ainsi le processus de réserve au temps t, sans inflation ni intérét, comme

étant la quantité U (t), telle que
U(t)=u+II(t)-S(t).

Dans cette équation, u représente la valeur initiale de la réserve, H(t) représente les primes

percues jusqu’au temps t et S(t) est le processus des sommes decrit précédemment (et donc,

les pertes assurées et indemnisées par 1’assureur).

Rapport- gratuit.com @
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Dans le cas de sommes escomptees, il suffira d’appliquer le taux d’escompte aux différents

éléments du processus de réserve. La réserve au temps t sera alors
U, (t)=ue” +IT,(t)-Z (t)e™.

Le terme T1(t) représente cette fois-ci les primes percues et accumulées jusqu’au temps t.

De plus, seule la force d’intérét ¢ est appliquée a la réserve initiale u, puisqu’elle n’est pas

affectée par la force d’inflation incluse dans la force d’intérét net ¢. Pour un cas ou la force

d’inflation est considérée nulle, nous aurons @ =0

Dans un contexte sans intérét ni inflation, la fonction H(t) est établie de diverses manieres,

habituellement en prenant en compte le comportement de S(t). Par exemple, nous pouvons

prévoir une prime dépendant de 1’espérance de la fagon suivante
M(t) = (1+c)E[S(1)],
ou dépendant de I’espérance et de 1’écart-type de la fagon suivante

M(t)=E[s(t)]+cvar(s(t)) .

Le chargement c pourrait étre calculé de facon a atteindre un niveau de probabilité de ruine

« acceptable » pour I’assureur. Cette probabilité de ruine, sur un horizon de temps fini,

habituellement notée ¥ (u,t), est définie comme suit :
W (u,t)=P(Ise[0,t],U,(s)<0).
Sur un horizon de temps infini, cette probabilité devient :
¥(u)=P(3520,U,(s)<0).

Pour une durée t finie, ou méme sur un horizon de temps infini, il n’est pas commun de
trouver des probabilités exactes pour des processus de dénombrement autres que
Poissonniens. Il est néanmoins possible de borner la probabilité de ruine a I’aide de diverses

inégalités, notamment la borne de Lundberg.
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Cette borne spécifie que, pour un coefficient d’ajustement r, nous avons 1’inégalité suivante :
Y(u)<e™ ux0.
Dans le cas purement Poissonien sans escompte (i.e. 7, ~exp(4), X; ~exp(6),6=0), nous

pouvons montrer que :

A6
f=— .
1+4

Dans des situations plus complexes, il faudra souvent se contenter d’approximations ou de la

simulation afin d’obtenir des valeurs numériques.
2.5 Taux de défaillance et dominance stochastique

Nous présentons dans cette section, en quelques paragraphes, deux principes théoriques ayant
trait aux distributions de variables aléatoires que nous utiliserons dans ce mémoire pour
dériver certains résultats. Nous discutons d’abord du taux de défaillance (failure rate), que

nous utiliserons par la suite avec le concept de dominance stochastique.

2.5.1 Taux de défaillance

Le taux de défaillance (note h(t)) d’une distribution représente le taux instantané auquel se

produisent des événements au temps t. 1l est défini comme :
f(t
h(t)= # :
1-F(t)
Nous pouvons I’interpréter comme étant la probabilité qu’un événement se produise dans un
intervalle de temps infinitésimal aprés le temps t, sachant qu’aucun événement ne s’est

produit jusqu’au temps t.

Il est important de noter que les distributions de variables aléatoires, qu’elles s’appliquent au
temps entre les réclamations ou a leur sévérité, peuvent étre classées dans deux grandes
catégories : celles a taux de défaillance croissant (increasing failure rate ou IFR) ou celles a

taux de défaillance décroissant (decreasing failure rate ou DFR).
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Formellement, nous différencions ces deux catégories en examinant les fonctions de survie

F(x) des distributions qu’elles contiennent. Ainsi, si F(x) est log-concave, alors la
distribution associée est IFR et, si If(x) est log-convexe, la distribution est DFR.
Par exemple, les distributions normale et Weibull (avec paramétre de forme 5 >1) sont IFR

alors que les distributions Pareto et Weibull (avec paramétre de forme g <1) sont DFR.

De plus, la distribution gamma est IFR lorsque « >1 alors qu’elle est DFR lorsque o <1.
Pour a =1, nous retrouvons la distribution exponentielle qui a un taux défaillance constant, ce

qui lui confére sa propriété sans-mémoire.

Il est utile de savoir dans quelle catégorie se retrouvent les différentes distributions auxquelles
nous aurons recours plus en avant, puisque leurs comportements different grandement,

notamment dans un contexte de conditionnement sur I’expérience.

2.5.2 Dominance stochastique

La dominance stochastique revét un interét particulier. Une condition suffisante pour établir
la dominance stochastique d’une distribution non-négative par rapport & une autre est que la
fonction de survie de la premiere distribution est plus élevée en tout point a celle de la seconde

distribution. En termes plus spécifiques, pour deux variables aléatoires X et Y, nous dirons que
X<, Yo F (X)<FK(x), VxeR .

Une condition équivalente pour la dominance stochastique entre deux distributions est que,

pour toute fonction positive et non-décroissante w, nous ayons

E[w(X)]<E[w(Y)] .

Notons que la dominance stochastique nous permet de proposer une autre définition pour
caractériser la différence entre distributions IFR et DFR. Ainsi une variable aléatoire X aura

une distribution IFR si

XXX > g {X =x|X > X}, vx' 2 x,
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et une distribution DFR si
{X=x|X >x} = {X=x|X >x'}, Vx'2x.
Nous pouvons interpréter ces derniéres définitions en observant que, pour une distribution

IFR, I’espérance de vie résiduelle d’une variable aléatoire diminue avec son age alors que le

contraire se produit dans le cas d’une distribution DFR.
A I’aide des concepts que nous avons présentés dans ce chapitre, nous sommes maintenant en

mesure d’introduire le processus de colts escomptés avec conditionnement sur 1’expérience a

la section suivante.
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Chapitre 3 Accroissements du total des reclamations escomptées avec

conditionnement sur I’expérience

Comme nous I’avons constaté au chapitre 1, le processus de la somme des réclamations
escomptées n’a pas réellement été étudié d’une maniere dynamique. Apres avoir présenté les
éléments théoriques nécessaires, en rapport avec les sommes de réclamations escomptées au
chapitre 2, nous sommes en mesure de développer un modele prenant en compte I’expérience
des périodes précédentes pour prédire le comportement futur du processus. Dans ce chapitre,
nous examinons le comportement de 1’accroissement de la somme des réclamations
escomptées sur une deuxieme période, en fonction du comportement du processus durant la
premiere période. Dans ce qui suit, nous présentons donc les principaux résultats obtenus pour
les premiers moments simples et conjoints, ainsi que la transformée de Laplace et la fonction
de répartition de ces accroissements conditionnels, illustrés par des exemples dans des cas
simples. Nous montrons ces résultats a la fois dans le cas ou r et X sont indépendants, et dans

le cas ou une certaine dépendance existe entre ces composantes.
3.1 Evaluation des premiers moments conditionnels simples et conjoints

Nous présentons dans cette section des formules analytiques obtenues pour les premiers
moments simples et conjoints du processus des accroissements conditionnels, actualisés au
temps t, ainsi que plusieurs comparaisons aux identités obtenues dans les cas sans

conditionnement, illustrées par quelques exemples numériques.

Introduisons d’abord certaines notations utiles. Ainsi, NOUS posons:

. Zt’n : ensemble de toute I’information connue sur le déroulement du processus dans
la période [0,t], ceci incluant les temps d’occurrence des n réclamations ainsi que la

sévérité et la taille de celles-ci.

o Z (t, n) : somme des réclamations escomptées encourues jusqu’au temps t actualisé a

0, lorsque n réclamations se sont produites.
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o Zm(h) : I’accroissement du processus dans la période ]t,t+h], connaissant son
comportement durant I’intervalle de temps [O,t], et actualisé a t. Formellement, nous
avons 7, (h)=e™[Z (t+h)-Z (1)[z,, |-

e t : temps ou s’est produit la n-iéme réclamation, derniére réclamation dans

n

Iintervalle de temps [0, t].

Ainsi, I’age du processus au temps t est défini comme étant t—t . Par conséquent, avec les
hypothéses du chapitre 2, il est clair que seul I'age du processus aura une influence sur le

comportement de l'accroissement du processus sur la période ]t,t+h]. Tous ces éléments

nous permettent de proposer le théoréme suivant, pour le premier moment de 1’accroissement

de la somme des réclamations escomptées sur la période ]t,t+ h] , 0u h>0 en conditionnant

sur I’information obtenue durant la période [0,t].

Théoréme 3.1 Considérons le processus {Z(t);t 20} tel que défini au chapitre 2. Alors,
pour un taux constant d intérét net 5 >0, le premier moment de /’accroissement Z; , (h) est
donné par

E[Z,(h)]=e"E[Z(t+h)-Z(t)|Z,, ]

X+t—t (3.1)

= E[X]Ieb‘X (1+ h.f ef?ydm(y)]wdx :

Preuve : Nous avons

N(t+h)
E[Z(t+h)—Z(t)|Ztyn]:EL 2 e X, |T WTo =t _tTn+l>t}
t)+
N(t+h)
E{ e T =t,..,.T, =t, <tTn+l>t}
k=N(t)+1
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En conditionnant sur le temps d’occurrence de la (n+1)-ieme réclamation, nous obtenons

n+1

T =t,..T,=t<tT >t}

T =t,.T,=t<tT, >t T =t LT, =t <t T, > t)

>t+h}P(T

xP(t<T,, <t+h|T =t,..T, =t <tT,, >t)
t+h N(t+h) _
= j E e’™|T =t,.,.T. =t <t,T , =X de ,
t k=N(t)+1 ! ' Fr (t —tn)
Ainsi,
t+h N(t+h) _
E[Z(t+h)-2 (015, ]=E[X] e E|1r > T, =x| i) g,
' t k=N(t)+2 ; (t -t
t+h N(t+h—x) .
=E[X]J'e’éX 1+E g f_’(x t”)dx
t a F(t-t,)

0

Enfin, nous avons

E[Z,(h)|=e"E[X ]t].h e (1+t+j:xe"‘ydm(y)J%::”)) dx
= E[X]'h[e‘sX (1+hjxe5ydm(y)J%dx. O

Pour alléger la notation des équations présentées dans le reste de ce texte, nous posons

*=1,, —(t —t, )|rn+1 >t—1, afin d’obtenir
fr*(v):M
F(t-t,)

T n

,v>0.
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C’est-a-dire que r* représente le temps écoulé du temps t jusqu’a I’occurrence de la (n+1)-

ieme réclamation, sachant que n réclamations ont été observées jusqu’au temps t.

L’identit¢ du théoreme 3.1 nous permet de voir clairement la différence qu’entraine le

conditionnement sur 1’expérience dans les valeurs calculées, et se calcule facilement lorsque

la fonction de renouvellement m(t) est connue.

Corollaire 3.1 Selon les hypothéses du théoreme précédent, nous obtenons :

1. E[Z (t+h)|2t’n]=z(t,n)+e5{E[X]j'e5x (1+ I e"‘ydm(y)jf;(x)dx:l (3.2)
2. Lorsque h — o, nous avons

E[Z,,(x)]= e‘“E[z(oo t)|zm]

0 1—LT(
_E[X] %o
—[1_LT(5)]_([e f.(x)dx
_E[X]L.(s)

[1-L.(5)]"

ou L, ( Te“”f
0

Preuve : La premiére identité suit aisément puisque E[Z(t)‘ Zt’n] =Z(t,n). La deuxieme
identité est obtenue en posant h=o0 et en utilisant la définition de la transformée de Laplace
ainsi que les formules présentées au chapitre 2 mettant en relation les transformées de Laplace

de la fonction de densité du temps d’inter-occurrence et de la fonction de renouvellement. o
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Par conséquent, I’espérance de 1’accroissement conditionnel de notre processus de risque sur
]t,t+h] n’est modifiée que par 1’dge du processus, ce qui est trés bien reflete dans

I’identité (3.1). Nous observons la méme situation lorsque nous cherchons a obtenir une

expression du deuxiéme moment du processus.

Théoreme 3.2 Considérons le processus {Z (t);t 20} tel que défini précédemment. Alors,
pour un taux constant d’intérét net § >0, le deuxiéme moment de Z (h) est donné par

—X

E[2?,(h) ie“* [1+ [e Z‘de(y)]ff (x)dx

(3.3)

+2E°[X] ezfsx[hjxeﬁvam(v)ffh_fu @ (v)dm(u) | £ (0)dx .

0 0 0 0

Preuve : Nous avons,

E[Ztn(h):l eza‘E|:|:Z t+h)— t):l |2tn:|

=e {E[Z°(t+h)|2,, |-2Z (t,n)E[Z (t+h)[Z,, ]+ 27 (L, n)}

Nous développons le premier terme comme suit,

N(t+h)

E[Zz(t+h)|2t,nJ:E {Z(t,n)Jr Z e‘(mxk} 2,

k=N(t)+1

N(t+h)

:ZZ(t,n)+22(t,n)E[X l: e |y

=N(t)}+1

Du théoreme 3.1, nous avons

N(t+h) t+h t+h-x
E[ > e Zt’n]_ J'e‘5x(1+ I e‘”dm(y)] fo(x-t)dx.
k

=N(t)+1
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N(t+h) 2 N(t+h)
=0Ty —25Ty
E e X | |2k, e X, 2
k=N{(t)+1 k=N(t)+

N(t+h)-1N(t+h) (T,
S [F2E| D0 D e XX,

k=N(t)+1 j=k+1

|

, N(t+h) - ) N(t+h)-1 N(t+h) T +T
—E[X*]E 2|3, |+2E2[X]E e
I: } k=N(t)+1 t ] k= NZ:Jrl jzk;l

b

Pour le deuxieme terme de 1’identité précédente, nous obtenons

n+1

N(t+h)-1 N(t+h)
E{ Z Z e—d(Tk+Tj)

k=N(t)+1 j=k+1

letl,...T =t <t,T >t}

[ N(t+h)-1N(t+h) ]
=E ST LT, =t <t T, >t+h

1 I n+l
k=N(t)+1 j=k+1

>t+h|T =t,..T, =t, <t T, >t)

n+1 n+1

xP(T

) =5(T+T;) _ _t < <
+E| > Dle T=t,.T, =t <tT  <t+h

xP(T, <t+h|T =t .. T, =t, <t,T,, >t)

n+l

= T =t,.T =t <tt<T  <t+h

N(t+h)-1N(t+h)
E{ Z Z e—&(Tk+Tj)
k

=N(t)+1 j=k+1

x P (Tn+1

<t+h|T =t,..T, =t, <t,T,, >t)

n+1

T =t,.T,=t <tt<T  <t+hT, =x(x

teh [ N(t+h)-IN(t+h)
efa(Tk +T;)

t k=N(t)+1 j=k+1

A SEHhT =t T, =t, <tt<T  <t+h)

xP(T

n

:TE_N(g)_lNih)e‘g(Tk+Ti)T —t T, =t <tt<T, <t+hT .. (x—t)dx
1 I n+1 N ™

t k=N(t)+1 j=k+1
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Finalement, en utilisant les identités a la fin de la section 2.1, nous avons

N(t+h)-1 N(t+h) —§(Tk +T,-) _ e y
E| > Dle T =t,.T, =t <tt<T , <t+hT,
k

n+l —
=N(t)+1 j=k+1

T=t,.T, =t <tt<T  <t+hT  =xN(t+h)=

n+1 )

I:N(Hh)lN(Hh) o)

xP(N(t+h)=m[T =t,..T, =t, <t.t<T, <t+hT

e—za‘x E |:e—5[(rn+2+...+rk)+(rn+2+...+‘rk )]

T=t,.T =t <tt<T, <t+h,

T

n+l

:x,N(t+h):m}xP(N(t+h—x):m—(n+1)).

Cette derniére expression devient,

n+l —

N(t+h)-1 N(t+h)
E z Z e—&(Tk+Tj)
k=N(t)+1 j=k+1

T =t,.T=t<tt<T  <t+hT , = }

-y ST

m=n+2 k=n+1 j=k+1

2§xE|: (Tk 1) T jo(ne )

(t+h—x):m—(n+1)}

xP(N(t+h-x)=m—(n+1))

© 1 t+h—x t+h—x )
Z Z Z e [ [ etf (u,v)dvdu
s e > Tk_<n+1),Tj_(m)‘N(t+h—x):m—(n+l)

xP(N(t+h-x)=m—(n+1))

0 m-1 t+h—x t+h—x

=> > ie’z‘sxj‘ Ie () fr (v- u)fTHm)(u)P(N(t+h—x—v):m—j)dvdu

m=n+2 k=n+1 j=k+1

0 t+h—xt+h—x-u
_ kzl ;le—Zéx J‘ J‘ e &'(W+2u)dFT*(J -k) ( )dF *(k—(n+1)) (U)
n+l j=k+ 0
t+h—x ) t+h—xt+h—x-u
:ez‘“( j e dm(v)+ J' J' e *""#dm (v )dm(u)j.
0 0 0
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Le regroupement de toutes les identités précédentes nous permet d’obtenir

[[z t+h)-z(1)] |ztn] [xZ]t]he-”X(umjXe*ﬂdm(y)} . (x—t)dx
t+h t+h—x t t+h—xtfh—x u
+2E2[X].[e‘2‘”[ I e 'dm(v)+ I I e 2dm (v )dm(u)Jf,*(x—t)dx.
t 0 0 0

En actualisant plutdt au temps t et en faisant le changement de variables approprié, nous

obtenons I’identité (3.3). O
Corollaire 3.2 Selon les hypotheses du théoréme précédent, nous obtenons :
LE[Z(t+n) |2, }:zz(t,n)

h —X
+e72Z(t,n) Ie‘bx {1+ I e "ydm(y)} f..(x)dx
0

ol Jie ] e”“m”ﬂ L

- h

+2E2[x]£e-m“ e~'dm(v !

0

(3.4)

X h—x-u

[ e amuyants |1 (e

2. Lorsque h — oo, nous avons

2E7[X]L,

E[an(oo)\it,n}‘{'f[xz} [1-L.(5 )(
1, 2E°[X]L.(
‘{E[X I+ [1-L,(5)
(

)

fepx, LA

Encore une fois, nous constatons que le deuxieme moment de 1’accroissement conditionnel

) e
i

29)]
) e25t 0 _25)(
}[1 L, (25) !
)} ZétL ( )

[1-L.(26)]

)
o
est une fonction de 1’age du processus.
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L’identité du deuxiéme moment contient deux fois plus de termes que celle du premier
moment, ce qui entraine des calculs plus longs. Cependant, de nouveau, lorsque les premier
et deuxiéme moments de la distribution de la sévérité des réclamations existent et que la
fonction de renouvellement est connue et intégrable, il est possible d’obtenir des valeurs

exactes et des formules analytiques pour ces moments.

Afin de rendre plus explicites les changements apportés par le conditionnement sur la période
précédente, nous présentons maintenant deux exemples qui montrent les différences qui
apparaissent (ou pas) lorsque les formules (3.1) et (3.3) sont utilisées. Dans le premier cas,
nous avons choisi une distribution exponentielle du temps entre les réclamations, avec
paramétre A >0, et dans le deuxiéme cas, nous avons choisi une distribution Erlang de

parametres =2 et 1 >0.

Exemple 3.1 Supposons que z~exp(4), E[X]=z et E[X*]|=y,. Alors, pour le

processus {Z (t);t > O} tel que défini précédemment, nous obtenons :

e Selon (3.1), le premier moment sur ’intervalle | t,t+h] de I'accroissement conditionnel,

soit
O

= h —ox jie—l (x+t-t,)
—ﬂlge 1+ o) :
=/1,ul{/1+5j]‘e (00 gy _ ohj‘e_lxdx}

5 3 0

14 (B+Oh  g-oh )
=/1,L11{ + . — ( eﬂh)}
:%{1_e6h}
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e Selon (3.3), le deuxieme moment sur [’intervalle ] t,t+ h] de [’accroissement conditionnel,

soit
h h-x A(x+t-t,)
E[20,(h)]=u, e (1+ [ e ady ’le%(H) dx
0 0 €
h h—x h—x h—x-u s(vs2u) le—/l(xﬁ—tn)

2 —20X —ov —6(v+2u) 42
+2M£e (E[ e ' Adv + ‘[ ! e A dVdUJWdX
_ /;—'L;z[l efzahJ

2,2 h

AT T s (g asxT] L A [q_ a-s-x) TP

+2—15 .([e [1 e ]+25[1 e ] jdx

25 S

_ ﬂ[l_e—zsh}r _/1‘11 (]‘_eiﬁh )]2 '

Remarques : Pour cet exemple, nous notons que :

(D E[Z,(h)|=E[Z(h)].
@ E[z, @)}:%‘l: E[Z()]
(3) E[ 22, (h)]=E[Z%(h)].

@ E[an(oo)}zﬂ%+%’ﬂ: E[2% ().

(5) var(z,,(h))= ’;—/;f[l—e”“] =Var(Z(h)).

Ainsi, nous remarquons dans cet exemple que 1’age du processus est absent de toutes les
expressions finales obtenues. Ces expressions sont aussi identiques a celles obtenues sans
conditionnement par les identités classiques développées par Léveillé et Garrido (2001a).
Ces observations découlent évidemment du fait que les accroissements d’un processus de
Poisson sont indépendants et stationnaires, puisque la distribution exponentielle du temps
entre les événements successifs est sans-mémoire. De ce fait, les identités que nous avons
développées n’utilisent aucune information additionnelle et ne sont pas modifiées en fonction

de celle-ci, ce qui montre bien leur cohérence.
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Dans le prochain exemple, nous vérifions que les résultats obtenus sans conditionnement sont

altérés par I’introduction du conditionnement sur la période précédente.
Exemple 3.2 Supposons que 7~ Erlang(2, 1), E[X]:/Jl et E[Xz]:ﬂz. Pour le processus
{Z (t);t > 0} tel que défini précédemment, nous obtenons :

e Selon (3.1), le premier moment sur ['intervalle ] t,t+ h] de I’accroissement conditionnel,

soit

E[Zt,n (h)] - |:1+/1('[ _Iil:):le—ﬂ(t—tn)

x .[e“"X (1+ hJ. e %(1— e M )} dy] 22 (x+t—t,)e " dx
0 L

0

A i (6+24)h
=#{25(§+21)[1+/1(t_tn)ﬂx{_Zﬁ—(5+2/1) " g ]

-1 26+ 2) (5 +22)e " + 5 L

e Selon (3.3), le deuxieme moment sur [’intervalle ] t,t+ h] de [’accroissement conditionnel,

soit

(20~ e e T

h h—x Y B B
-26% 1 26y v 1— 22y d 12 t—t A(x+t tn)d
{Ie { +£e 2( e ) y} (x+t—t,)e X

0

244’ 0 o2 " v A om
T A Mi+a(t-t,)] o '[ {'c[e 2(1 o)

j- g o2 [’12( ‘”V)(l—e‘””)}dvdu}ﬂz(xﬂ t,)e " dx.
0

h-xh

d

u
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Ainsi,

E[Z:,(h)]
Aty <{[ A= (5 + 2)e* ™ =56 20N 4 At —t,)[ (26 + 4) — (5 + e ™" — 5e 20 ]|
) 25(0+ 1)L+ At -1))

A’ { A ) i -
OA—24° +(-256% + 264+ 42
+252(5+/1)(1+i(t—tn))x 52_4,12X[[ +(-20" +201+42% e

—(6%+300+24%)e " +2(5% +50)e N (57 - 25/1)e’2‘5”)“}
+(t=t,)[26°4 -804 — 22 + (~25° + 664” + 42%)e " —(5°A+ 3547 + 24°)e "

12(6° =521 N 4 (<50 2622 e o ] .

Remarques : Pour cet exemple, nous avons :

_ E[z(h)]

C1+A(t-t,)

/Izlul (t_tn)
+2(5+2ﬂ,)[1+/1(t—tn)]

@ E[Z,(h)]

[2(5+2)-(8+22)e ™ —5e 2" |,

(2) E[Z},(h)]=2E[Z°(h)]

_ % " (/vﬁﬂ“)2
(O+A)A+A(t-t.)) 502 =42 (5 + )L+ A(t -t.))

X [5/1 24 (-0 + O+ 221" (57 = oA - A17)e UM L (oA + 2/12)e‘2(5”)“]

2
T ("ﬁ)z)(g yrie [6°=6%A-o47 —22° ~2(8° A+ 52%)e™"
— -

+(=87+362% +247)e + 257 A+ SA7)e TN 4 (522 260)e 0 |

217" _

cuayx| 22 g L g 2% 4
M S5 +22) e (542a) T (e r2a) e [
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@) El2(=)]- {5(21%1)“1+i(+§,1+(ﬁ(t:)_tn)} |

A Hu(zam)(t—tn)}[ﬂﬁz;ﬁ_w]

(4) E[an (00)]{45(&,1) 1+A(t-t,) 5(5+24)

Nous constatons, dans cet exemple, que 1’age du processus apparait dans les diverses identités
obtenues. Les différents moments tiennent compte de cette information et s’en trouvent
modifiés, puisque la distribution Erlang n’est pas sans-mémoire. Les formules obtenues, bien
que relativement lourdes, sont faciles a appliquer dans des cas concrets, puisque les intégrales

sont toutes résolubles. Voyons un exemple numérique.

Exemple 3.3 Supposons que 7~Erlang(a=24=10), X~exp(6=1), et soit
6 =5%, t=1et h=1. Nous posons d’abord, arbitrairement, un age pour le processus au
temps t (dans ce cas 0.1596282). Par la suite, nous simulons le reste du processus sur ] t,t+ h]

a 10000 reprises, de fagon a obtenir le premier et le second moment échantillonnal de

I'accroissement conditionnel du processus.

Nous pouvons ensuite comparer ces valeurs a celles obtenues a [’aide des identités (3.1) et

(3.3). Ces valeurs sont présentées dans le tableau suivant :

Tableau 3.1 : Moments conditionnels simulés et théoriques (avec t—t, =0.1596282)

E[Z, ()] E[zfn (h)] o(Z,,(h))
Valeurs simulées 4.95849 32.11626 2.74402
Valeurs théoriques 4.93433 31.65784 2.70374

Ce tableau corrobore trés bien, par simulation, que les valeurs théoriques obtenues

analytiquement sont suffisamment précises.
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Le degré de précision est le méme si 1’age du processus est plus grand. Si nous reprenons le
méme exemple que précédemment, en utilisant cette fois-ci un age de départ de 0.8817105,
afin de voir P’effet non seulement sur les valeurs simulées, mais aussi sur les valeurs

théoriques, nous obtenons le tableau suivant :
Tableau 3.2 : Moments conditionnels simulés et théoriques (avec t—t, =0.8817105)
E[Z,(h)] E[Z}(h)] o(z,,(h))

Valeurs simulées 5.06541 33.16702 2.74019
Valeurs théoriques 5.07563 33.17739 2.72312

Dans ce cas aussi, les valeurs simulées restent tres prés des valeurs calculées en tenant compte

de I’expérience, et ne semblent pas en étre plus éloignées que dans le cas précédent.

Nous pouvons aussi comparer les valeurs théoriques obtenues en conditionnant sur
I’expérience aux valeurs théoriques obtenues avec les formules classiques qui ne prennent pas
en compte 1’age du processus au temps t (ce qui est équivalent a utiliser les formules que nous
avons développées en y utilisant un age nul). Nous présentons ces comparaisons dans le

tableau suivant :

Tableau 3.3 : Comparaison des valeurs obtenues pour les premiers moments

Premier moment Deuxiéme moment | Ecart-type

Valeurs théoriques avec 4.93433 31.65784 2.70374
age = 0.1596282

Valeurs théariques avec 5.07563 33.17739 2.72312
age = 0.8817105

Valeurs théoriques sans tenir 4.62768 30.72730 3.05154
compte de 1’age

Ainsi, dans le cas des deux premiers moments, le fait de ne pas prendre en compte 1’age du
processus au temps t entraine une estimation erronée des risques, par rapport aux formules qui
utilisent toute 1’information disponible.

Plus I’age du processus au temps t est éleve, plus la différence entre les deux valeurs est
marquée. Nous pouvons donc affirmer que les identités (3.1) et (3.3) traduisent plus
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fidelement le comportement du processus des accroissements lorsque 1’expérience est prise

en compte que lorsqu’elle ne 1’est pas.

Nous constatons aussi, a partir des tableaux précédents, que toutes les valeurs théoriques des

deux premiers moments ont augmentés avec I’age, un fait que nous étudions graphiquement.

Nous considérons le méme processus {Z(t);tzO}, avec t=3, h=1let 6=5% , et nous

établissons deux graphiques en annexe montrant 1’évolution de ’accroissement conditionnel

du processus en fonction de 1’age de ce dernier au temps t.

Dans le premier graphique (figure 1), 7~ Erlang(a =2,4=10) et X ~exp(1), alors que dans le

second graphique (figure 2), 7~ Erlang(a:Z,/izl) et la distribution de X est inchangée.

La ligne rouge représente dans chacun des graphiques la valeur maximale que pourraient

atteindre I’espérance, pour un age t—t =oco au temps t (ce qui n’est bien slr pas une

possibilité lorsque t =3). Nous constatons que, peu importe le paramétre lambda, plus 1’age
augmente, plus [D’espérance augmente elle aussi d’une maniére concave jusqu’a
éventuellement atteindre une asymptote. Nous observons une situation semblable dans le cas
du deuxiéme moment de I’accroissement conditionnel du processus. En examinant les figures
3 et 4, qui montrent 1’évolution du deuxi¢éme moment en fonction de 1’dge du processus au
temps t (avec les mémes conditions que les figures 1 et 2), nous constatons encore une fois
que le deuxiéme moment augmente en fonction de 1’age au temps t et que ses valeurs tendent

aussi vers une asymptote.

Notons qu’il est possible de montrer que les conclusions précédentes sont valides pour toutes
les distributions de temps entre les réclamations de type IFR. Le contraire sera vrai dans le cas
des distributions DFR, c’est-a-dire que les valeurs tendront a atteindre un minimum lorsque

I’age maximal sera atteint.
Maintenant, apres avoir évalué les premiers moments simples des accroissements, nous

présentons ci-aprés un théoreme sur les moments conjoints du processus qui nous permettra

d'obtenir ultérieurement les moments conjoints des accroissements conditionnels.
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Théoreme 3.3 Considérons le processus {Z(t);tzo} tel que défini précédemment et tel

qu'observé jusqu’au temps t. Alors, pour un taux constant d’intérét net 6 >0 et pour

5]

0<u<v, nous avons

E[Z(t+u)Z(t+v)z,, ]=E|Z (t+u)

t+u [ t+v—x
jLZ(t,n)E[X].[e""X I e‘”dm(y)} f.(x—t)dx
t Lt+u—x
t+v B tvox (35)
JrZ(t,n)E[X]J'e“SX 1+ J' e“’ydm(y)} f.(x—t)dx
t+u L 0
t+u t+v—Xx t+u—X t+v—Xx—-2
+E2[X]je‘25x{ I e dm(y)+ j j e‘s(y*zz)dm(y)dm(z)} f.(x—t)dx.
t t+u—x 0 t+u—x-z
Preuve : Nous avons,
) N(t+v) .
E[Z(t+u)Z (t+v)5,, = E| Z(t+u) [, [+ Z(LmE[X]E] X &5,

j=N(t+u)+1

N(t+u) N(t+v)
+E2[X]E[ Yoeh Y e zm]
k=N(t)}+1 j=N(t+u)+1

n+1

- 3 :| _ eib‘t" {E|: Ng) e—()‘(rmi-%—...rj)
tn |
]:

T =t,..., T, =t <tT >t+v}

N(t+u)+1 j=N(t+u)+1
X P(Tn+1 >t+v|2t:”)
[ N(t+) o )
+E e e letl ----- Tnztn£t7Tn+1£t+u XP(T"‘*lSt_‘_ulzt’n)
| J=N(t+u)+1
[ Nty s
+E g o) T tHu<T  <t+v XP(t+u <Tin SHV'Zt,n)}'
_J=N(t+u)+1

Puisque le premier terme de cette équation est egal a 0, nous nous concentrons sur les deux

autres termes.
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N(t+v) 5
gl Y ety T <t
j=N(t+u)+1
N(t+v) N(t-+u)
_E Z e—&(rmﬁ—...rj) _ z e—é(rn+1+...rj) _ Et’n 1Tn+l <t+u
j=N(t))+1 j=N(t))+

(
t+u [ N(t) N(t+u) _
= J. e W1+ E > e lnamn) |11 E > g olmari) fe(x—4) dx
" | i=N()+2 j=N(t,)+2 F (t + U)— F (t)
t+u [N (t+v—x) [N (t+u-x)
= [t £1+E > e‘”ﬂD—(uE > e D f.(x)dx
t L=t L =
t+u

~ et {tj e‘”dm(y)} f.(x)dx .

t t+u—x

De facon similaire, nous avons

j=N(t+u)+1

N(t+v)
E { Z e—&(TMJr...rj)

ZotHUus<T £t+v}

t+v t+v—-x
- j eﬁ(“"){1+ j efgydm(y)} f.(x)dx.

t+u 0

Nous avons aussi,

N(t+u) N(t+v) N(t+u) N(t+v)
E| > e > eMg, |=E| > e > T, T, >ty P(T,,>t+V[Z,,)
k=N(t)+1 j=N(t+u)+1 k=N(t)+1 j=N(t+u)+1

N(t+u) N(t+v)
+E[ X e Y ez, T, <t+u|P(T,, <t+ulx,,)
k=N(t)+1 J=N(t+u)+l ’ ’
N(t+u) N(t+v)
+E| D e > T teu<T, Sty P(t+u<T, <t+v(Z,)
k=N (t)+1 j

N(t+u) N(t+v) N(t+u)
gl ¥ e“k[ oo Y e"Ti]Zt’n,Tmsuu P(T, <t+ul%,,).
k=N(t,)+1 j=N(t,)+1 j=N(t,)+1
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Finalement, nous développons cette derniere espérance comme suit,

t,n?

z Tn+1<t+u}

t,n? "n+l —

N(t+u) N(t+v) N(t+u)
_ e,zfstn E[ e75(1n+1+._+1—k) { Z eé(rn+1+...+rj) _ Z e&(rn+1+...+rj)]
k 1 i j 1

t+u N(t+u) X N(t+v)
_ J‘e_25X E (l-ﬁ- Z e—b(rn+1+...+rj)][l+ z e—&(rm-v-..d—rj)]
t j=N(t,)+2 j=N(t,)+2

N(t+u) 2
—E [1+ Z e5(rn+1+...+‘rj)] fT*(X)dX

> T <t+u]

j=N(t,)+2

t+u t+U X t+V X t+U X t+V X
=Iez‘”{{2e '+Ze '+Ze Ze“’“}
t

t+u N(t+u—x) N(t+u—x) N(t+v—x)
= '[ e”XE{ ey > ey e““k:l f..(x)dx
t j=N(t+u—x)+1 j=1 k=N (t+u—x)+1

t+u t+v—x t+u—X t+v—x-z
:J'ez‘”{ j e Ydm(y)+ J' _[ e y+szm(y)dm(z)}1‘ﬁ(x)dx.
t

t+u—x 0 t+u—x-z

Nous retrouvons donc I’équation (3.%) en mettant en commun ces différentes identités et en

simplifiant les dénominateurs des différentes intégrales. o

Remarques : Ayant obtenu l’identité (3.5), il est maintenant possible de présenter une formule
pour le premier moment conjoint des accroissements conditionnels et de retrouver diverses

identités a partir de cette équation. Nous obtenons ainsi les identités suivantes :

(1) Pour u=0, nous retrouvons,
E[Z()Z(t+V)|2,, |=Z (t.n)E[Z (t+V)[Z,, |+2°(t.n)

=Z?(t,n)+Z (t,n)E[x]Te-é‘X {1+Te“”dm(y)} fo(x-t)dx.

0
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(2) Pour u =V, nous retrouvons I’équation (3.4) pour le second moment du processus.

(3) Pour u<v, le premier moment conjoint des accroissements conditionnels actualisé a t est
E[Z,(u)Z,,(v)]=¢*" {E [Z(t+u)Z(t+v)|%,, ]

~Z(Ln)E[Z(t+u)+Z (t+V)[%,, |+ Z*(t.n)}

=E [th,n (U)J

u v ) U—X V—X-Z 36
+E2[X]J.e’2"X J'e"’ydm(y)+'[ J. e *"*dm(y)dm(z) | f..(x)dx . 49
0 u—x 0 u-x-z

Les équations développées pour le premier moment conjoint sont tres semblables aux
équations précédentes, ce qui indique encore une fois que I’age du processus influence
géneralement les espérances conjointes conditionnelles. Nous pouvons illustrer I’influence du
conditionnement en reprenant les mémes distributions de temps entre les événements que

précédemment pour un nouvel exemple portant sur les moments conjoints.

Exemple 3.4
« Considérons les distributions de /’exemple 3.1, avec u<v. En appliquant (3.5), nous

obtenons,

E[Z(t+u)Z(t+v)‘Zm]

= E[Zz(t+u)‘z ]+Z(t n 5/';1 — I efix( —é(t+u) _e 5(t+v))dx

+Z (t,n)e"fjt t.+|'Vef” [1+§(1 g ot )}Ae“dx

t+u

2 tsu 5(t+u—x) e—&(Hv—x) 22 (e ( S(t+u—x) 4 e—5(2t+u—x) _e—é‘(t+v—x)e—5(2t+2u—x—v))

+ xe -
J'ei&i) + .
o o

+ dax .

e—it

=Z%(t,n)+Z(t,n)e™ %[(1—e‘“)+(1—e‘”)} +A;L5/7“e‘2"‘t (1—e‘2‘5“)

s _sun\2 o5
N ,ulﬂe o (1—e 0 ) N ,LL212/16 2t I:lz (eﬂs(uu) _e—é(t+2u—v) +e ¢
o o0 (0+ A1)

_ e—5(t+2u)—ﬂ.u + e—ﬁ(t+3u—v)—lu _e—25u—iu )+5(e—5u _ e—a‘v + e—5(u+v)—ﬂ.u _ e—25u—ﬂ.u ):| .

-5 (u+v)

"—e " +e
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Remarque : Pour cet exemple, nous avons

E[Z,,(u)Z,, (V)]

E[Z(t+u)Z(t+v)[5,, |- (t,n)E[Z(t+u)+Z(t+v)\zm]+zZ(t,n)}

20t 2 -ot 2‘ -du -ot 2’ 1 -V
e { Z(t+u)Z(t+v)‘2 ] (Z (t,n)+Z(t,n)e %(l—e )+Z(t.n)e Tﬂ(l—e )j}

25

= g2t {% e (1—e‘2‘5“ ) +(/J¢/1e &(51_ e’ )} N ;L;(;e 2;:) [/12 (e-a(t+u) eS| gmdu _ o
+

+e—5(u+v) _e—ﬁ(t+2u)—1u n e—ﬁ(t+3u—v)—/1u _e—Z(Su—lu ) n 5(e—5u _ e—&v n e—5(u+v)—iu _ e—25u—/1u ):|}

SR g By 1o

=E[Z(u)Z(v)] .

Ainsi, comme attendu, I'dge du processus n'intervient pas dans I'obtention du moment conjoint

lorsque le processus de denombrement est Poissonnien.

« Considérons maintenant les distributions de ['exemple 3.2, avec u < V. En appliquant (3.5),

nous obtenons

E[Z(t+u)Z(t+V)[2,, |=E[Z*(t+u)[z,, |

t+u [ t+v—x
+Z(t,n & e | e [ (1-e?» }d 2% (x—t,)e "*dx
( )[1+/1(t—tn ):I e—/l(t—tn) .!. t+[|'- ) ) y:| ( )
t+v B t+v—X
H —ox oy| A 22y } 2 —A(xt,)
Z(t,n e |1 e —(1-e dy |[A°(x—t )e dx
+ ( )[1+ﬂ(t—tn ):Ie—/l(t—tn) J-u ] + ! |:2 ( ) y:| ( )

12 _ t]‘u - {H};X 60y ‘:% (1_ o2y )} dy

: |:1+ 2’ (t _tn ):'eil o t t+u-x

t+u—-X t+v—x-z

+_[ _[ e5(“22){%(1—e‘“y)}dy{%(l ‘“Z)}dz}/iz(x t,)e " dx.

0 t+u—x-z

Lorsque nous observons plutét ce qui se produit lorsque la distribution du temps entre les

réclamations est une Erlang (2, /1) , Pexpression devient beaucoup plus lourde.
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Cette expression intégrable, une fois résolue, est d’une telle longueur qu’il ne nous a pas
semblé utile de la présenter. Nous notons toutefois, a nouveau, que 1’age du processus se
retrouve a de nombreuses reprises dans 1’expression, et qu’il est impossible de 1’éliminer de

celle-ci.

Si I’identité obtenue est loin d’étre intuitive, il est tout de méme aisé de ’utiliser pour obtenir
des valeurs numériques, lorsque les paramétres sont connus. Nous comparons dans I'exemple

suivant les valeurs théoriques et simulées des accroissements conjoints conditionnels.

Exemple 3.5 Supposons que 7~Erlang(e=2,4=10), X~exp(f=1) et soit
0=5%,t=1,u=0.3et v=0.6. Nous Simulons d’abord le processus jusqu’au temps t et

obtenons un age de 0.1484837 et Z (t, 4) =2.966728 . Par la suite, nous simulons le reste du

processus sur ] t,t+h] a 10 000 reprises, de fagon a obtenir le premier moment conjoint des

accroissements conditionnels, puis le coefficient de corrélation conditionnel. Nous pouvons

ensuite comparer ces valeurs a celles obtenues a [’aide de I’identité (3.6) et de la définition

du coefficient de corrélation. Ces valeurs sont présentées dans le tableau suivant, oi p(X,Y)
désigne le coefficient de corréelation entre X et Y :

Tableau 3.4 : Premier moment conjoint des accroissements conditionnels
E[Z,,(u)Z, (V)] p(Z,,(u).Z,,(v))

Valeurs théoriques 6.94340 0.70692
Valeurs simulées 6.92727 0.70398

Nous constatons de nouveau que les valeurs simulées sont trés proches des valeurs théoriques.
De plus, la corrélation est positive et tres forte, ce qui indiqgue que méme pour des temps
relativement éloignés comme 0.3 et 0.6, I’influence de ce qui se passe durant la deuxiéme
période est trés grande sur ce qui se passe durant une troisieme période. Ainsi, malgré les
expressions complexes qui sont obtenues dans le cas Erlang, nous pouvons tout de méme
obtenir des prévisions précises et utiles qui permettent de mieux décrire le comportement du

processus.
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II serait sans doute possible d’obtenir des équations théoriques générales pour les moments
simples et conjoints d’ordres supérieurs, mais comme nous le constatons, ces équations
deviennent rapidement trés lourdes et complexes, lorsque nous procédons directement a 1’aide
d’arguments de renouvellement. Dans bien des cas, il est plus facile de procéder avec la

transformée de Laplace, ce que nous verrons dans la section suivante.

3.2 Transformée de Laplace de la distribution des accroissements conditionnels

Dans cette section, nous étudions la transformée de Laplace des accroissements conditionnels
associes au processus de la somme des réclamations escomptées. Ceci nous améne ensuite a
présenter une formule récursive permettant le calcul des moments simples, issue de cette
transformée de Laplace. Finalement, nous présentons divers exemples, avec des distributions

de temps entre les événements de type exponentiel et Erlang.

Pour débuter, nous construisons tout d’abord une équation intégrale permettant d’obtenir la
transformée de Laplace des accroissements conditionnels du processus de sommes

escomptées.

Théoréme 3.4 Considérons le processus {Z(t);t ZO} tel que défini précédemment et tel
qu’observé jusqu’au temps t. Alors, pour un taux constant d’intérét net 6 >0 et seQ,
Q étant le domaine de convergence de la transformée de Laplace, nous avons

h

Ly oy (8) = {Foe () + [ L (58 Loy (s€7™) Fir () 0] (3.7)

0
- F (v+t-t
ol F.(v) =M
F(t-t,)
Preuve : De par les hypothéses sur notre processus, nous avons

Lzm(h) (s)=E [ o5 (2(tm)-2 (1) 2t,n:|

e"s((Tn+1")+7n+2+---”k ) X, ]

N(t+h)

_E e [kn+1 Z

t,n
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t,n? "n+l

Zo T >t+h}P(Tn+l>t+h|2t’n)

t,n n+1

=T <t+h]P(Tn+l<t+h‘2t'n).

Ainsi,

) S[N(tih)eo-((,nﬂt)”mp...wk)xk ]
+P(T, <t+h[z,,)[Ele ST Steh [0 (X)dx
0
B h [ N(t+h)
=F.(h)+[E Ly (58 )| 2 Ty St+DT,, = x+t} f..(x)dx
0o L k=n+1
3 h [ N(t+h)
=F.(h)+[E| TT L((se ™ )e = )|z, 0 T, o St o= x4t —tn] .. (x)dx
0 L k=n+1
_ h N(t+h)
_ Fr (h)+'[ Lx (Seﬂsx) E[ Lx ((Sefax)e—d(rmﬁ...wk)) Zt,n’Tn+1 St+h,T*= X+t _tn] fr*(X)dX
0 k=n+2

- ﬁ(h)+i L, (se‘”)E{N( T Ly ((se")e™ )} f.(x—t)dx .

L (se™)E PM Ly ((se)e ™ )} f..(x)dx

k=1

L (587 ) Ly (5677) F (X)X o
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Nous avons donc une équation intégrale pour la transformée de Laplace de 1’accroissement
conditionnel de notre processus de risque. Cette transformée existe en autant que la
transformée de Laplace de la sévérité des réclamations existe. Encore une fois, nous pouvons
obtenir diverses identités intéressantes et retrouver certaines équations présentées plus haut a

partir de (3.7), ce que nous montrons dans la prochaine remarque.

Remarques : En nous basant sur [’expression (3.7), noUs pouvons montrer que :

(1) Lorsque h =0,

(2) Lorsque s =0,

— h
2, (0)= Frlz(rt(::nt)")+ If,(tl—tn)! f (x+t—t,)dx
F (t+h=t,) F(t-t)-F (h+t-t))
F(t=t,) - (t-,)
=1,

(3) Les moments des accroissements conditionnels du processus développés a la section 3.1
s’obtiennent a partir de (3.7). Pour retrouver 1’identité (3.1), nous changeons S par -s dans
I’expression (3.7) afin d’obtenir la fonction génératrice de moments. Nous la dérivons

ensuite par rapport a s pour obtenir

T 0

1 ; —-0X g -0X Y o=0T d -0X
EMzm(h)(S):mf e E H My ((se)e™ ) EMX(se )
N(h-x

N(h-x) )
oo e S o)) (o)) ot

j=Lk=]
et nous évaluons enfin cette expression a s = 0 pour retrouver le premier moment, i.e.,

d
E Mzm(h) (S)

= E[x]fe-‘” [1+h‘([xe‘5ydm(y)} fo(X)dx .

s=0 0
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Nous pouvons donc retrouver chacun des moments de l'accroissement conditionnel de notre
processus en dérivant la fonction génératrice de moments un nombre approprié de fois.
L’expression des différents moments gagnera en longueur a chaque dérivation successive,
mais il sera possible d’utiliser ces expressions sans devoir passer par les mémes étapes que

pour les premiers moments présentés plus haut a la section 3.1.

De plus, il est possible de transformer 1’expression des moments simples obtenue par

dérivation de la fonction génératrice de moments en une formule qui utilise les moments

récursifs de Z (t) ce gue nous présentons dans le prochain théoréeme.

Théoréme 3.5 Considérons le processus {Z(t);tzo} tel que défini précédemment et tel

qu'observé jusqu’au temps t. Alors, pour un taux constant d’intérét net 6 >0 et un entier

m>0,

k-1 k _ )
ou MZ(u (O)ZZ(jM;kI)(O)J. —k§XM£()u V)(O)dm(V), ke N, u>0.

io\! 0

Preuve : La preuve suit facilement en obtenant 1’expression de la fonction génératrice de

moments a partir de I’identité (3.7), puis en la dérivant de fagon successive afin d’obtenir

m h
Mng)(h)(S)ZZ[ jj 75X J.efmbxl\/l mHL ) (SE"SX) f.(x)dx, meN",
0

i=0

et en évaluant ensuite I’expressiona s=0 . O

La formule précédente repose donc a la fois sur les dérivées de la fonction génératrice des

moments du processus conditionnel mais aussi du processus non-conditionnel. Il est donc
nécessaire de connaitre les moments récursifs de Z (t) jusqu’a I’ordre m afin d’obtenir le m-

ieme moment des accroissements conditionnels.
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Si nous pouvons nous attendre & ce que la transformée de Laplace dans le cas d’une
distribution exponentielle des temps entre les événements soit encore une fois exempte de
termes reliés a I’age, nous pensons que cette transformée peut étre intéressante dans des cas
plus complexes. Nous présentons donc en exemple, comme précédemment, les cas

exponentiel et Erlang.

Exemple 3.6  Supposons que z~exp(l) et X ~exp(d), et considérons le processus

{Z (t);t > 0} tel que défini précédemment et observé jusqu’au temps t. Alors, pour un taux

constant d’intérét net 6 >0, ['identité (3.7) donne dans ce cas

A
—A(t+h-t ) h _sh 5
€ 0+se 4 —A(x+t-t,)
L O ]| }[ ] 2o
0

e O+se”’

_A+d

ih
+;u9[0+se 5“ éI ¢9+se 5 2eMdx
0
P
+/’L€[9+se“’h €
0+s 0+s
B 6’+se"Sh
0+s

Comme nous pouvions nous y attendre, la transformée de Laplace de 1’accroissement du

processus avec conditionnement est similaire a celle de ’accroissement d’un processus sans

conditionnement dans le cas exponentiel. Dans le cas plus complexe de la distribution
Erlang(2,4), il est nécessaire d’avoir recours & des techniques d’intégration numérique pour

obtenir une approximation de la fonction de génératrice de moments.
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Exemple 3.7 Supposons maintenant que z ~ Erlang(2,0.05) et X ~exp(l), et considérons
le processus {Z (t);t ZO} tel que défini précédemment et observé jusqu’au temps t. Alors,

pour un taux constant d’intérét net 6 =0.05, [’identité (3.7) donne dans ce cas

L (S B (1+ 0.05(t +h —t ))6*0-05(t+h—tn)
Zia()\¥) = (1+0.05(t—t, ))efo.os(t,tn)

1 " (et 1 1
12 t—t A(x+t-t,) ( ]
+ (1+ 0.05(,[ _tn )) e—o.os(t—tn) _([ (X + n )e 1+ Sefo.05x (5670'05)( )2

—0.05x

y {(_Se—o.%x _1) [_Se—O.OSh _ 2] In [1: z:—0.0Sh J_’_ o008 (Se—0.05x _ 2) _ Dgp005 } dx .

Nous obtenons donc une expression intégrale relativement difficile a évaluer directement.

Nous la traitons donc numériquement en posant t=1, h=1 et t, =0.5, et en évaluant cette

expression pour onze valeurs de S prises dans un intervalle allant de -0.5 a 0.5. Nous
interpolons ensuite ces points en ayant recours a un interpolant de Thiele (et au logiciel Maple)

pour obtenir une approximation de la transformée de Laplace (qui vaut bien1a s=0), soit

L (5)~ 0.00768+0.08635s +0.05947s% —1.164265° — 2.14194s* —0.997635°
Z.1(h) 0.00768+0.08637s +0.05965s° —1.16430s> — 2.14458s* — s°

Nous pouvons ainsi utiliser cet interpolant de Thiele pour approximer, en I’inversant, les
quantités voulues; moments, fonctions de densité de probabilité et de répartition ou encore
mesures de risque. Si cette méthode a le mérite de simplifier grandement les calculs, il est a
noter que la formule obtenue n’est valide que pour une situation précise, et qu’il est nécessaire
de refaire I’approximation a chaque fois qu’on I’on change les valeurs des parameétres ou le

nombre de points d’interpolation.

Pour compléter notre analyse, il nous reste maintenant a obtenir la fonction de répartition de
I’accroissement conditionnel de notre processus de risque, fonction souvent essentielle si nous
voulons évaluer certaines mesures de risques par exemple. En général il est difficile d’obtenir
une expression analytique exacte de cette fonction et nous devons plus souvent qu’autrement

I’approximer, comme ce fut le cas pour de la transformée de Laplace qui précede.
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3.3 Fonction de répartition des accroissements conditionnels

Obtenir la fonction de répartition d’un processus aléatoire a de nombreuses utilités. Il est
nécessaire de la connaitre pour obtenir la valeur exacte de nombreuses mesures de risque.
De plus, si la fonction obtenue est inversible, elle pourra grandement faciliter la simulation du

processus. Par conséquent, nous avons tenté de retrouver la fonction de répartition exacte ou

approximeée du processus Z, (h) dans les cas les plus simples et nous la comparons a la fin de

cette section avec les fonctions de répartition du processus obtenues par simulation.

La facon usuelle de procéder afin de trouver la fonction de répartition d’un processus tel que
celui que nous étudions est de passer par sa transformée de Laplace (ou sa fonction génératrice
de moments). Une inversion a 1’aide d’outils informatiques tels que Maple peut alors étre
effectuée. Dans le cas des temps entre les événements exponentiellement distribués, nous
retrouvons une fonction de répartition indépendante de 1’4ge du processus au temps t. Nous

avons alors

F (h)(x)ze(h)(x), xeR.

Zin

Dans les cas plus complexes, comme le cas Erlang(2,1), il n’est pas ais¢ d’inverser

directement la transformée. Nous privilégions donc dans ces cas une approche différente.
Nous approximons la transformée elle-méme, puis inversons cette approximation pour obtenir
un estimé de la fonction de (sous-)densité de probabilité de I’accroissement conditionnel. Il ne
reste alors qu’a intégrer cette fonction pour obtenir une approximation de la fonction de

répartition.

Par exemple, dans le cas de I’approximation de la transformée de Laplace de 1’accroissement

conditionnel obtenue a I’exemple 3.7, nous obtenons, toujours avec Maple, pour 0< x <oo:

F, o (X)~0.9999999992 - 0.0009727599569¢ 7" _.0,001396384689¢ **"0"**"

Zia(h)

+0.000000001054498269¢ °**"*%"** _0.00000000004445363876*2%"™>1%%
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Nous pouvons facilement comparer cette fonction de répartition a celle obtenue par
simulation. La figure 5, en annexe, présente la fonction de répartition des accroissements
conditionnels du processus présentée plus haut. En rouge, nous avons la fonction approximée
avec la méthode de la section 3.2, alors qu’en bleu, nous avons la fonction de répartition
obtenue a I’aide 10 000 simulations du processus sur |t,t+h]. Nous voyons que les deux
fonctions sont trés rapprochées, méme si notre approximation semble légerement sous-estimer
la véritable fonction de répartition. En raison de la grande probabilité qu’aucun événement ne
se produise entre t et t+h (malgré 1’age assez élevé utilisé), nous observons aussi une grande
masse de probabilité a zéro; au-dessus de 0.99! Néanmoins, nous notons que notre

approximation rend bien la forme et 1’échelle de la fonction de répartition.

Si nous changeons légerement les paramétres, i.e. 7~ Erlang(2,0.20), X ~exp(l) et
0 =0.20 (et donc réapproximons la transformée de Laplace puis la fonction de répartition),
nous obtenons la figure 6 avec notre nouvelle approximation en rouge et 10 000 nouvelles
simulations en bleu. Nous voyons que le poids a zéro est plus réduit, puisque plus
d’événements se produisent. Que ce soit avec la simulation ou 1’approximation, nous arrivons
4 une probabilité d’environ 0.967 que Z,,(h) soit égal a zéro. Nul doute qu’en utilisant un
parametre d’échelle plus grand pour la distribution Erlang ou en considérant des périodes plus
longues, nous pourrions obtenir des fonctions de répartition ayant un poids a zéro plus réduit
et une forme plus étirée. Finalement, dans le cas de cette derniere figure, nous constatons que
la courbe issue de I’approximation sous-estime la fonction de répartition pour les valeurs

intermédiaires, mais la surestime dans les valeurs extrémes.

Ainsi, il nous est possible de reproduire assez fideélement la fonction de répartition (ou de
densité) de Z,, (h) sans avoir recours uniquement a la simulation. Par conséquent, au chapitre

4, nous utiliserons souvent notre approximation de la fonction de répartition dans les diverses

applications ou elle apparait.
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3.4 Accroissements conditionnels dans un contexte avec dépendance entre Xk et Tk

Jusqu’a présent, le modéle que nous avons présenté suppose 1’indépendance entre la sévérité
d’une réclamation et le délai qui la sépare de la précédente. Dans cette section, nous étudions
la possibilité que la sévérité d’une réclamation soit dépendante du temps écoulé depuis la
derniere réclamation. En d’autres termes, nous supposons maintenant que les paires
{(Xk, rk);k € N*} forment une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. Cette possibilité a deja eté
étudiée, notamment par Albrecher & Teugels (2006), Woo & Chung (2013) et Barges et al.
(2011). Ces derniers auteurs, par une méthode basée sur les transformées de Laplace, ont
obtenu des formules analytiques pour les transformée de Laplace des moments d’un processus
de risque Poissonnien avec escompte (sans conditionnement), avec plusieurs applications dont
le calcul de primes et I’approximation de la distribution de ce processus de risque. En utilisant
une méthode différente basée uniquement sur des arguments de renouvellement, Léveillé &
Hamel (2017) ont obtenu, quant a eux, des formules récursives de ces moments, dans le cas
renouvellement. Ces formules plus générales s’appliquent a des cas autres que Poissoniens et
ne dépendent pas autant de la copule utilisée pour établir la dépendance entre Xy et z«. De plus,
elles ne demandent pas d’inversions de transformées de Laplace, qui peuvent devenir
numériquement complexes. Nous présentons donc une extension de notre modéle avec
conditionnement sur 1’expérience en introduisant la dépendance, en nous basant sur ces

travaux.

Dans ce qui suit, nous exhibons uniquement les deux premiers moments de notre modéle dans
ce nouveau contexte. Auparavant, nous introduisons un lemme qui présente les deux premiers
moments de notre processus de risque avec dépendance mais sans conditionnement sur
I’expérience. Vu I’'importance de ce lemme, les preuves de ces identités données par Léveillé

& Hamel (2017) sont présentées.
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Lemme 3.1 Considérons le processus {Z(t);tZO} tel que décrit précédemment, et
supposons que {(Xk, rk);keN*} forme une suite de variables aléatoires i.i.d. avec fonction

de répartition conjointe F, . (X, y) . Alors, pour un taux constant d’intérét net ¢ >0, les deux

premiers moments de ce processus de risque sont donnés par

« E[Z(1)]= j ME[X|r= u]{1+je”dm )}dFT(u)

0

o E[Z%(1) .[e‘Zb”E[X v = u]{l+]e‘2‘”dm( )}dFT(u)
+2.:[e25”E[X|r:u]{E[Z(t u ]+t.([u eZ‘WE[Z(t—u—v)}dm(v)}dﬁ(u).

Preuve : Pour ces deux identités, nous utiliserons les techniques de renouvellement énoncées

a la section 2.1.

Pour la premiére identité, nous avons

En conditionnant sur N (t), nous obtenons ainsi

o]
E|e™E[X,]r; =u-v]]dr . (vuln)P(N(t)=n)

E[e*"“E[xlkl :u—v]]P(N (t-u)=n-j)dF, (u-v)dF, (v)

I_I
| I |

e[ Semelxs

Il
NgE

M 1M 2
IM: T

O+ O ——
P SRR S

E[e™E[ X |r=u-v]]dF, (u-v)dF ™ (v)

O —
<

I
LN

Il
O .

e“’“E[X|r:u:|dFT(u)+He‘5”E [ X|r=u-v]dF, (u-v)dm(v) .
0v

En permutant I’ordre d’intégration, nous obtenons notre premier résultat.

Rapport- gratuit.com @
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Pour la seconde identité, nous avons

E[Z%(1)]= E{E[Nz(t:)emj X [T Ty Ty N (t)ﬂ
+2E{ { tz)l Nz (T x,.xk\Tl,Tz,...,TN(t),N(t)ﬂ

j=1 k=j+1

:E[;e_m’E[Xﬂqﬂ+2EPi Z(: ) [xj\rj]E[ka]]

j=1

Similairement a I’identité précédente, la premiére sommation donne

{Ze‘z‘mE[Xz ]} je”“E [X?|r= u{ tf e*"dm(v } (u),

et la seconde sommation donne

e[ 3 3 e e[ Jelx |

n=2 j=1 0
xP(N(t-z)=n-j-1)dF, (a)dF. (y)dF0 (v)
o n-2 n t tv t-v—y t-v—y-p (ape2(yev
DI I | E[XIT%E[XV ]
n=3 j=lk=j+2¢9 o0 0 0
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Ainsi,

N(t)-1 N(t) © o bt t=v t-v-y
E Z Z efﬁ(Tk+Tj)E|:Xj‘Tj:|E|:Xk|Tkj| :Z ZJ J‘ J' efé(a+2(}’+v))E|:X|T:7:|
j=1 k=j+1 j=ln=j+lg o 0
xE[ X|r=a]P(N( ): — j-1)dF. (a)dF. ()dF U (v)

nototv FV—}/ t-v—y—

ZZZH I I e I E[X e =y JE[X[r=a]

j=lk=j+2n=k o

xP(N(t-z)=n- k)dF( a)dF () dF. ()dF 0 (v)

t t—y

=[ [ E[X|r=y]E[X|r =a]dF.(a)dF, (7)

0
-v t-v—
+ tj jye““*”“ E[X|r=7]E[X|r=a]dF, (a)dF.(y)dm(v)
0 0
t—y t-y-p
+ jy yje (HEE X|r =y |E[ X [r =a ] dF, (er)dm(B)dF, (¥)
0 0
-v t-v—y t-v—y-p
tj jytf e " IEN X |r =y |E[ X |r = & | dF, (o) dm(B)dF, () dm(v)
0 0 0

t a

eWE[xlrﬂ]{fe5“E[X|f=“]{1+1 e an() e (a)}dam

efz‘s(”v)E[X |T = ;/]{t .!. e_‘S“E[X |r =a]{1+t V.f ’ "‘Sﬁdm } (a)} .

—

o'—.é

+

+
Ot Ot Ot O+ O+ O

En permutant I’ordre d’intégration entre 7 et v dans le second terme, nous obtenons alors

N(t)-1 N(t)

Z Z S(T+T;) [xj|1-j]E[Xk|Tk]:|

j=1 k=j+1

e’z‘”E[X |T=7/:|E|:Z (t—y)JdF, (7)

-

o'—.g\

efza‘(wV)E[X o= 7/] E[Z (t —V—}/)] dm(v)dF., ()

+
O S Oty O ey,

e?7E[X|r= y]{E[Z (t —7)]+tfe25VE[Z (t —v—y)]dm(v)}dﬁ (7).

La seconde identité suit aisément en additionnant les quantités appropriées. O

Maintenant que ce lemme a été établi, nous sommes en mesure de présenter des expressions
semblables aux identités (3.1) et (3.3) permettant de calculer les premier et deuxieme moments

du processus des accroissements avec dépendance entre X et .
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Théoreme 3.6 Considérons le processus {Z(t);tZO} tel que décrit a la section 3.1, et
supposons que {(Xk, rk);keN*} forme une suite de variables aléatoires I.i.d. avec fonction

de répartition conjointe F, . (X, y). Alors, pour un taux constant d’intérét net 6 >0, les deux

premiers moments de [ ‘accroissement conditionnel Z, (h) sont donnés par

« E[Z,(0)]=

e VE[ X[r=v+t-t, . (v

Ot = o'—.:‘

, . (3.8)
- e”J‘e‘“E X|r=u] {1+ _[ e "dm(w } u)duf,.(v)dv.
0 0
h
o E[22,(h)]=[e™E[X?|r =v+t-t, | f.(v)dv
0
h h—-v
+2'|'e’25VE2 [ X|z :v+t—tn]{ I e“dm(u)} f.(v)dv (3.9
0 0

h

+[e™ [ Z(h-v)'| fa(v)dv.

0

Preuve : Nous avons, en conditionnant sur t*

+h)
E [Ztyn (h):l — ETrHl |:e61*E |:Xn+1 |Tn+1:| + e ne hZN e5(rn+z+...+rn+k)xn+kj|
=2
N(h)

v E[e_&*E[Xn+l|Tn+l:|j| |: _& Z e i) n+k |Tn+1:|

e E

Xy [Ty =Vt =t . (v)dv

+

e_5(¢n+2+...+7n+k)x ok |Tn+1 =V+t _tn:| ff* (V) dv

+

Ot T O, T O =T O >
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Nous utilisons maintenant le Lemme 3.1 (et la preuve 1’accompagnant) pour obtenir la

premiére identité, soit

E[Z. (0]

Il
—

e VE[ X[r=v+t—t | f.(v)dv

+
—— T O

e”E[Z(h-v)]f.(v)dv

Ot 5 O o

e ”E[ X[z =v+t—t, | f.(v)dv

e hjve"”E[x |7 = u]{1+ j
0 0

h—v—u

+

e "dm(w } )| f, (u)duf.(v)dv .

:

- N(t+h) 2
— -5t —5r* =0(Tp Ty
=e'E Le Kyt D e )XKJ 2

k=n+2

Pour la deuxiéme identité, nous avons

E| (z(t+h)-Z (1)) 1%, |- [[kieﬂkx]

N t+h

:e—ZﬁtE -257* X2 +2e—251' xn+1 Z e Tn 2+ *Tk

n+1
k=n+2

En utilisant a nouveau la preuve du lemme 3.1 et en conditionnant de nouveau sur z*, nous

N(t+h) 2
—251 z e ‘rn PR +Tk

k=n+2

obtenons

E[(Z(Hh)—z(t))z|zm}=t]he2"‘VE (X [ =V =1, ] f.0 (v—t)dlv
t

t+h

t+h-v
+2_[e‘25VE2[Xn+1|rn+1—v t, ] {'[ e dm(u } (v—t)dv
t 0

t+h N(t+h)
+ J e—25vE ( Z e 2 Fet Ty Xk\}

k=n+2

} (v—t)dv.
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Nous retrouvons ensuite I’expression du deuxiéme moment en observant que

k=n+2
i (t+h-v)
=E ( Z e-“kx J
~E|Z(t+h-v)'|
:N(t+h—) N(t+h-v)-1 N(t+h-v)
“E| 3 ez Y 3 e }
| k=L j=k+1

t+h-v t+h v 1N t+h v
_ e—zauE|:X |Tl—U:|f du+2E E Z 2 S(T+T; Xka|71j|j|

j=k+1

J
0
t+h-v N(t+h-v)
= [ e”E[X/[r,=u]f, (u)du+2E|E *wﬂx Z e’ J)xj|rlﬂ
0

t+h v 1Nt+h v 25
_( - +ot atet
+2E 20m § § (rztmi)-Ol s bty x X. |r1

k=2 j=k+1

- H}Ve‘z"“ E [Xf |7, = u] f. (u)du +2t+.h[ve‘2‘”E2 R u]{tm_[w e“’“ﬁm(w)} f, (u)du
0 0

o

+h-v +h-v—u
+tj ez‘”{E[Xﬂrl:u]t j e ?"dm(w)
0 t+h-v-u t+h—v—u—ow
+2E?[ X,|r, =V] I _[ e ™" dm(z )dm(w)} f.(u)du.

0 0

Finalement, en utilisant a nouveau

E[22, (h)]=e™"E| (2(t+h)-Z ()| %, |

et en modifiant les bornes des intégrales et les termes que ces intégrales contiennent, nous

obtenons I’identité (3.9). O
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Remarque : Si nous éliminons la relation de dépendance entre X, et z,, nous retrouvons

aisément les identités des théoremes 3.1 et 3.2. Dans le cas du premier moment, nous avons

hj_'v ‘5‘[ +hl'ue5wdm w)}dF (u)= Ie"”dm( )
ce qui implique que
E[Z,(h)] =j:e‘5VE|:Xn+l|rn+l =v+t-t ] f.(v)dv
+j‘eﬁvhjve5”E[X|r=u]{l+ !
ie {1+ J've‘a“dm(u)} +(v)dv.

h—v—u

e "dm(w) } f.(u)duf.(v)dv

Dans le cas du deuxiéme moment, nous avons

E [th,n (h)] jleZ&VE I:Xn+12 |Tn+l =V+t _tn] fr* (V)dV
0

-V

h
+2_|.e‘25VE2|:Xn+l|rn+l =v+t—tn:|{j e“’“dm(u)} f.(v)dv

‘Z‘SVE[Z (t+h-v)’ }f (v)adv |
+2E7[X] e[ eovdm(v)+h'[Xh_Eu g o2y dm(u)] (x)dx
+E[X? ]jew[h! mdm(y] . (x)dx

ie%[u ! e 2 dm( jf (x)dx
+2E2[X]J:'e‘2‘” (h’l‘xe ‘Svdm +hIXhi

u

e °“"*dm(v)dm(u )]f (x)dx.
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L’expression du deuxiéme moment fait intervenir plus de termes mais demeure calculable
dans de tres nombreux cas. Les deux formules présentent un net avantage sur celles obtenues
par Bargés et al. (2011). Nos formules étant trés générales, nous pouvons les utiliser dans de
nombreux contextes, et pour de nombreuses copules. En utilisant la copule de Farlie-Gumbel-
Morgenstern décrite au chapitre 2, nous sommes en mesure de mettre en évidence les effets

de I’introduction d’une relation de dépendance dans les exemples qui suivent.

Exemple 3.8 Supposons que 7~exp(4), X ~exp(#) et considérons le processus
{Z (t); t> 0} tel que défini dans cette section, avec fonction de densité conjointe du vecteur

(Xk,Tk) donné par la copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern de parametre we[-11].

Alors, pour un taux constant d’intérét net 6 >0, nous obtenons le premier moment sur

Uintervalle ] ,t+ h] de ’accroissement conditionnel, suivant (3.8), soit

n = Ge e {1+ o[1-2(1-¢")] [1— 2 (1— g vt )J}
E I:Zt,n (h)] = J’eigv_'- X le—l(vﬂ—tn) dx
0 0
1 —A(v+t-t,)
n o« G ae ) {1+ a)[l— 2(1-e )] [l—Z(l—e‘”V““"))}}
—v-u —A(v+t-t,)
x{l%— h I e“”“}tdw} /le‘;‘“du—ﬂ“e_i(t_: )t dv
0 e !
_ t].h o5 g vt ((2 + (0) ') _ 20)) /Iej(v_t”) i
f 20 p Att)
o ony e—/l(v+t—tn)((2+a))e/1(V+t—tn) —2a)) e ) et
+£eé !eé >0 {1+ ! e‘sﬂdw}le’lduwdv
A

= 5(4,1—+&5)9[5w (1+ 0 Hi-ty+20)=6h _ o-(24+0)h _ 9a=4(t-ty) ) + (4/1 N 25)(1— oo )} |
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Remarque : Lorsque nous posons @=0 (et, donc, que les X, et 7, sontindépendants), nous

retrouvons facilement [’expression du premier moment presentée a /’exemple 3.1,

E[z, (h)]:m[(mﬂw)(l—e‘&“)]:%(1—?‘“‘) .

Nous constatons que, contrairement aux exemples précédents utilisant un temps entre les
réclamations successives distribué exponentiellement, I’age du processus a une influence sur
le premier moment de 1’accroissement. En effet, il est impossible de faire disparaitre le terme
tn de I’expression finale. Par conséquent, le fait de changer 1’dge du processus aura une
influence sur la taille espérée des sinistres subséquents, et donc sur I’espérance des
accroissements conditionnels de notre processus de risque. L’age influencera aussi de la méme
maniere tous les moments d’ordres supérieurs, méme s’il ne nous a pas semblé pertinent de

les présenter.

Les deux exemples suivant montrent cependant que, malgré une certaine lourdeur, il est
possible, méme en utilisant des distributions moins simples, d’obtenir des valeurs numériques

suffisamment précises pour ces moments.
Exemple 3.9 Considérons le processus {Z(t); tZO} tel que défini dans cette section, avec

fonction de densité conjointe du vecteur (Xk,rk) donné par la copule de Farlie-Gumbel-
Morgenstern de paramétre , et supposons que r~exp(4=5), X ~exp(@=1),

t=1 h=1 et 6=0.05. Les valeurs obtenues par l’application de (3.8) pour différents

ages et parametres o sont présentées dans le tableau suivant :

Tableau 3.5 : Premier moment des accroissements conditionnels du processus avec

dépendance (temps exponentiels)

t—t =0 t—t =0.15 t—t =050 t—t =0.85
=10 462832 4.89081 5.08497 5.11870
=05 475268 4.88392 4.98102 4.99788
=0 4.87706 4.87706 4.87706 4.87706
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Nous voyons tout d’abord que, dans un contexte sans dépendance (v =0), I’age n’a toujours
pas d’influence sur le premier moment du processus. Cependant, lorsqu’on que nous
introduisons une dépendance modérée (w=0.5) ou forte (w=1), les valeurs du premier
moment varient en fonction de 1’age. Dans les trois colonnes de droite, nous notons que
I’augmentation de la dépendance entraine aussi une augmentation du premier moment, tout
simplement parce qu’un long temps avant la (n+1)-iéme réclamation aura pour cause
d’augmenter la sévérité de cette réclamation. Dans la colonne de gauche, ¢’est une diminution
du premier moment qui va de pair avec de grandes valeurs de @, une situation que I’on
observe jusqu’a un age d’environ 0.13, et qui dépend grandement des paramétres du
processus. Puisque la distribution exponentielle est sans-meémoire, de petits ages combinés a
la relation de dépendance et a la copule FGM auront pour effet de réduire 1I’espérance de la
sévérité de la (n+1)-iéme réclamation. Nous observons, en somme, le méme phénomeéne qu’a
I’exemple 3.8, a savoir que I’ajout d’une relation de dépendance entre les deux composantes

du processus lie le comportement de celui-ci a son age, méme dans le cas Poissonnien.

Dans I’exemple suivant, nous voyons ce qui se produit lorsque nous utilisons plutdt une
distribution Erlang pour la distribution des temps entre les réclamations, pour les premier et

deuxieme moments.

Exemple 3.10 Considérons le processus {Z (t);t> O} tel que défini dans cette section, avec
fonction de densité conjointe du vecteur (Xk,rk) donné par la copule de Farlie-Gumbel-
Morgenstern de parametre @, et supposons que 7~ Erlang(a:Z,/i:lO), X ~Exp(9=1) et

t=1 h=1 et 6=0.05. Les valeurs obtenues par [’utilisation des identités (3.8) et (3.9),

pour différents ages et parametres o, sont présentées dans les tableaux suivants :

Tableau 3.6 : Premier moment des accroissements conditionnels du processus avec

dépendance (temps Erlang)

t—t =0 t—t =0.15 t—t =050 t—t =0.85
=10 4.44112 4.96031 5.33477 5.38468
=05 453440 4.94361 5.18904 5.22931
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Tableau 3.7 : Deuxiéme moment des accroissements conditionnels du processus avec

dépendance
t-t =0 t-t =015 t-t =0.50 t-t =0.85
=10 35.44803 40.01545 42.30888 42.76711
=05 31.21335 35.02851 36.77078 37.15663

Pour chacun de ces moments, nous notons a nouveau que les valeurs calculées augmentent en
fonction de 1’age. Encore une fois, la différence est plus marquée lorsqu’on passe d’un age de
0.15 a 0.5 que lorsqu’on passe de 0.5 & 0.85. Le plus intéressant est cependant de remarquer
que les valeurs diminuent aussi de concert avec le paramétre @ (peu importe 1’age étudié),
cela reflétant le fait qu’une plus grande valeur (positive) de @ représente une plus grande
correlation (positive) entre le temps entre les réclamations et la taille de celles-ci. Ainsi, plus
1I’age du processus sera élevé, plus le temps avant le (n+1)-ieme sera grand et plus sa taille le
sera aussi, ce qui augmentera a la fois la valeur du premier et du deuxiéme moment. Pour un
omeéga positif, nous retrouvons donc des valeurs plus élevées que celles calculées a
I’exemple 3.3, alors qu’un @ négatif nous amenerait & des valeurs moindres (puisque les deux

variables aléatoires seraient alors négativement corrélées).

Dans ce chapitre, nous avons donc décrit un modé¢le intégrant toute 1’information recueillie
sur le comportement du processus de sommes escomptées dans une période de temps et
utilisant cette information pour prédire ce comportement sur une deuxiéme période. Nous
avons obtenu des identités permettant de calculer, dans de nombreux cas, les différents
moments, transformées de Laplace, fonctions génératrices de moments et fonctions de
répartition. Au chapitre suivant, nous verrons comment ces résultats viennent modifier

différentes applications des processus de sommes escomptées habituels.
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Chapitre 4 Applications

Maintenant que les assises et les principaux résultats de notre modéle ont été présentés, nous
pouvons montrer I’impact qu’il aura sur des applications concrétes. Dans ce chapitre, nous
appliquons a notre modeéle les différents concepts présentés a la fin du chapitre 2, ¢’est-a-dire
les mesures de risque, les processus de réserve, la probabilité de ruine et une borne de type
Lundberg. A 1’aide d’exemples numériques, nous comparons les résultats obtenus avec le
mode¢le classique sans conditionnement aux résultats obtenus a 1’aide d’identités issues de

notre modeéle avec conditionnement.

4.1 Mesures de risque

Dans cette section, nous reprenons les différentes mesures de risque mentionnées a la
section 2.3 et nous comparons les valeurs obtenues selon le modele employé. Dans les cas ou
il n’est pas possible (ou trop complexe) d’utiliser des formules analytiques pour compléter les
exemples numeriques, nous utilisons la simulation ou I’approximation de la fonction de
répartition (tel que vu a la section 3.3) pour en arriver a une valeur numérique. Les mesures

de risque sont présentées dans le méme ordre qu’au chapitre 2.

4.1.1 Value at Risk

Comme nous I’avons déja indiqué, cette mesure n’est pas cohérente. Toutefois, celle-ci est
encore tres largement employée, en actuariat comme en finance, ne serait-ce que pour son
utilité dans le calcul la TVaR. Pour obtenir la VaR, il nous faudrait évaluer exactement ou
approximer de tres pres la fonction de répartition, ce qui est généralement difficile.
Néanmoins, pour les exemples qui suivent, nous emploierons la simulation afin d’utiliser les

mémes parametres que ceux des exemples numériques précédents.

Dans les tableaux qui suivent, nous supposons que 7~ Erlang(a=2,4=10), X ~ Exp(6=1),
0=5%,t=1 h=1ett =0.15 Le tableau 4.1 montre la VaR evaluee pour differents

quantiles et a un age fixe, avec ou sans conditionnement.
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Tableau 4.1 : VaR pour différents quantiles «, pour un age t—t =0.85

K VaR_ (e@‘t (z(t+h)-z (t))) VaR_ (zt,n (h))
0.900 8.99978 9.64132
0.950 10.62754 11.17660
0.975 11.98250 12.47953
0.990 13.60069 14.15484

A la lumiére des résultats obtenus dans les exemples du chapitre 3, nous pouvions nous
attendre a ce que les valeurs de la VaR soient systématiquement plus élevées lorsqu’on
conditionne, par rapport a I’absence de conditionnement. C’est effectivement ce qui se produit
dans le cas étudié, et ce qui se produirait aussi si on changeait 1’age du processus. Néanmoins,
pour des valeurs de x élevees (0.95 et 0.99), qu’on retrouve habituellement dans des cas
concrets (mais pas nécessairement realistes) d’évaluation de réserve, la différence reste
relativement petite, ce qui montre que I’emploi du conditionnement n’entrainera pas

nécessairement une « explosion » de la VaR (du moins pour les distributions étudiées).

Nous pouvons aussi comparer ces valeurs a celles obtenues lorsque nous faisons passer 1’age
du processus & t=1 de 0.15 & 0.50, puis a 0.85. Les nouvelles valeurs de la VaR, avec

conditionnement sur I’expérience, sont présentées dans le tableau suivant :

Tableau 4.2 : VaR pour différents quantiles «, avec différents ages

K t—t =0.15 t—t =0.50 t—t =0.85
0.900 9.31013 9.59945 9.64132
0.950 10.83073 11.07674 11.17660
0.975 12.16992 12.44055 12.47953
0.990 14.09388 14.14764 14.15484

Nous constatons que, pour un méme «, plus 1’age sera €levé, plus la VaR le sera aussi.
Puisque 1’age maximal est de 1, il est sans doute possible pour la VaR d’atteindre des valeurs
encore plus grandes pour un méme seuil de risque (avec un age approchant 1), méme s’il

semble que la VVaR se rapproche fortement de 1’asymptote avec un age de 0.85.
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S’il est pertinent de comparer les VaR lorsque nous prenons en compte ou pas 1’expérience,
nous pouvons aussi comparer celles-ci pour diverses distributions ‘du temps entre les
réclamations, avec conditionnement sur I’expérience. Dans la figure 9, en annexe, nous
placons cote a cote les VaRog en fonction de 1’age du processus pour des distributions de
méme espérance mais de variances différentes, en  supposant X, ~exp(0=1),
t=1 h=1et 6§=0.05. En rouge, nous trouvons les valeurs lorsque 7, ~ exp(ﬁ:S), en bleu

lorsque 7, ~ Erlang(a =2, =10) et en vert lorsque 7, ~ Erlang(a =3, 1=15).

Par conséquent, ’espérance de ces distributions des temps entre les événements est la méme,
soit 0.2, mais leur variance est décroissante (0.04, 0.02, puis 0.0133), ce qui explique que,
dans le graphique, les valeurs de la VaR en rouge sont plus élevées que celles en bleu, elles-
mémes plus grandes que celles en vert. Nous remarquons, dans les deux cas Erlang (bleu et
vert), que les valeurs de la VaR augmentent avec 1’age et se rapprochent des valeurs obtenues
dans le cas exponentiel (rouge). Cette situation s’explique par le fait que, plus 1’age du
processus au temps t augmente, plus le temps, en moyenne, entre t et la (n+1)-iéme

réclamation sera court, ce qui entrainera les valeurs des accroissements a la hausse.

4.1.2 Tail Value at Risk

Apres avoir discuté de la VaR, nous passons maintenant a la TVaR qui est, elle, une mesure
cohérente. Dans le tableau suivant, nous utilisons a nouveau la simulation pour obtenir les

valeurs recherchées et les comparer.

Tableau 4.3 : TVaR pour différents quantiles «, pour un &ge t—t, =0.85

K TVaR_ (ef’t (Z(t+h)-Z (t))) TVaR_ (Zt'n (h))
0.900 11.08952 11.78114
0.950 12.45237 13.25388
0.975 13.75028 14.60282
0.990 15.55445 16.25168
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Nous constatons pour cette deuxiéme mesure de risque des résultats trés similaires a ceux
obtenus avec la premiére. Prendre en compte 1’age du processus au temps t entraine une hausse

de la TVaR, peu importe le parameétre «.

Comme en 4.1.1, nous pouvons aussi effectuer plus de comparaisons, pour des ages différents
a t =1 et avec conditionnement sur I’expérience. Nous présentons dans le tableau suivant des

valeurs de la TVaR, obtenues dans les mémes conditions qu’a la sous-section précédente :

Tableau 4.4 : TVaR pour différents quantiles «, avec différents ages

K t—-t =0.15 t—t =0.50 t—t =0.85
0.900 11.36327 11.49649 11.78114
0.950 12.73207 12.83211 13.25388
0.975 14.04101 14.05613 14.60282
0.990 15.71560 14.69015 16.25168

Nous observons, sans surprise, que la TVaR augmente avec 1’dge du processus (2 une
exception pres, en raison de I’approche par simulation et du petit échantillon lorsque le seuil
est fixé a 0.99). Il semble cependant que cette augmentation continue d’étre assez importante
méme lorsqu’on approche de 1’dge maximal de 1, contrairement & ce que nous constations

avec la VaR.

De plus, comme dans le cas de la VVaR, nous présentons aussi en annexe un graphique montrant
les différentes valeurs de TVaRo.9 du processus sur deux périodes en fonction de son age, pour
trois distributions avec les mémes parametres qu’en 4.1.1. La figure 10 montre que les
comportements des trois distributions sont similaires a ceux de la figure 9. Comme nous
pouvions nous y attendre, les points des distributions Erlang (en bleu et vert) sont relativement
plus éloignés de la distribution exponentielle que dans la figure précédente, méme avec un
age aussi élevé que possible (approchant 1). Cela signifie qu’il faudrait sans doute utiliser des

périodes plus longues pour observer une proximité semblable a celle de la figure 9.
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4.1.3 Prime d’écart-type

La prime d’écart-type est tres simple a calculer. Puisque nous avons deja obtenu les
expressions du premier et du deuxiéme moment, nous pouvons évaluer facilement cette prime,
une fois le parametre c choisi. Nous présentons ici les valeurs obtenues avec les mémes
7~ Erlang (o =2,4=10),

X ~ exp(6?:1), 0=5%, t=1 h=1 etun age de 0.15 pour différents chargements c :

hypothéses  qu’utilisées  précédemment, a  savoir

Tableau 4.5 : Prime d’écart-type pour differents chargements ¢, pour un age t—t =0.15

Chargement ¢ py(e7(2(t+h)-Z(t)).c) ps(Z.0(n).c)
0.5 6.15345 6.27820
1.0 7.67922 7.62945
15 9.20498 8.98072
2.0 10.73076 10.33198

Nous constatons que, pour un chargement faible, la prime est plus grande lorsqu’on
conditionne sur I’expérience que lorsqu’on ne le fait pas. Cependant, plus le chargement
augmente plus la prime d’écart-type dans le cas avec conditionnement se rapproche de celle
dans le cas sans conditionnement, jusqu’a éventuellement devenir inférieure! Nous en arrivons
donc au résultat contre-intuitif suivant : méme si le premier et le deuxiéme moment de la
distribution de Z, , (h) augmentent avec 1’age du processus, a partir d’un certain chargement
€ nous obtenons une prime d’écart-type plus petite que celle obtenue sans conditionner sur
I’expérience. M&me si nous ne présentons pas de tableaux comparatifs pour d’autres ages, ceci
reste vrai pour n’importe quel age sur I’intervalle [O,t] , qu’il soit supérieur ou inférieur a 0.15.
Cela s’explique par le fait que la taille de la prime d’écart-type dépend de deux facteurs :
I’espérance et I’écart-type du processus. Lorsque le chargement est petit, I’influence de
I’espérance sur la valeur totale est plus grande et, lorsque le chargement est élevé, c’est I’écart-
type qui détermine en majeure partie cette valeur. Etant donné que, comme nous 1’avons
constaté aux exemples 3.2 et 3.3 (et dans le tableau 3.3), la moyenne du processus dans le cas
Erlang considére est plus élevée lorsqu’on conditionne mais 1’écart-type est plus petit, nous

nous retrouvons avec deux forces contraires qui influencent la taille de la prime d’écart-type
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avec conditionnement par rapport a celle sans conditionnement. En somme, si prendre en
compte I’expérience augmente (ou diminue) les coits espérés, cela réduit aussi I’incertitude,

et donc les primes tres conservatrices qui tentent de les juguler.

Comme dans les deux sous-sections précédentes, nous pouvons aussi comparer les primes

pour des ages différents dans le tableau suivant :

Tableau 4.6 : Prime d’écart-type pour différents chargements c, pour différents ages

Chargement ¢ t-t, =0.15 t-t,=0.50 t-t, =0.85
0.5 6.27820 6.40299 6.43540
1.0 7.62945 7.716266 7.79687
15 8.98072 9.12233 9.15833
2.0 10.33198 10.48200 10.51979

Dans ce dernier tableau, nous notons que, encore une fois, une diminution de 1’age du
processus est accompagnée d’une diminution de la prime d’écart-type. Il est tout de méme
pertinent de noter que la différence est plus marquée dans le cas de grands ages avec petits

chargements, ainsi que dans le cas de petits ages avec grands chargements.

Finalement, comme nous I’avons mentionné au chapitre 3, dans le cas de distributions DFR,
nous obtiendrions des résultats différents et arriverions a des conclusions inverses, puisque
I’augmentation de I’age du processus se traduirait par une diminution des premier et deuxiéme

moments du processus.

4.1.4 Prime de type Wang

Puisque nous avons développé une méthode permettant d’obtenir, en les approximant, la
transformée de Laplace puis la fonction de répartition des accroissements conditionnels de
notre processus de sommes escomptées, il nous est aussi possible de calculer la transformée
PH décrite au chapitre 2. Si nous reprenons les parameétres de 1’exemple 3.7, en plus de
spécifier que t=1 et h=1, nous pouvons comparer les valeurs de cette mesure de risque pour

différents ages et parametres ¢ . Ces valeurs sont regroupées dans le tableau suivant :
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Tableau 4.7 : Transformée PH pour différents parametres ¢ et différents ages

£=0.25 £=0.50 e=0.75

t—t, =0 0.00029 0.00059 0.00088
t-t =05 0.00058 0.00115 0.00173
t—t =0.75 0.00071 0.00142 0.00213
t—t =1 0.00085 0.00169 0.00254

Nous observons, comme nous pouvions nous y attendre, des valeurs tres faibles pour tous les
ages, en raison de I"important poids a zéro des distributions de Z, , (h). Nous constatons aussi

que les valeurs de la transformée PH sont trés éloignées du maximum atteint par nos
distributions (environ 2), ce qui montre que, peu importe la valeur ¢, la transformée PH n’est
pas trop influencée par les valeurs extrémes, de 1’dge ou du processus. De plus, nous
remarquons une augmentation des valeurs de la transformée PH qui coincide a la fois avec
I’augmentation du paramétre ¢ et avec I’augmentation de 1’age du processus. Puisque plus de
réclamations risquent d’étre observées lorsque 1’age du processus augmente, et que celles-ci
le seront plus tot, il est logique que la mesure de risque augmente également. Finalement, nous
voyons que, comme dans le cas de la plupart des autres mesures de risque, la valeur de la

transformée PH est augmentée lorsqu’on introduit le conditionnement.

Malgré tout, cette mesure reste peu utile dans un contexte d’assurance, puisqu’on obtient, en
I’utilisant, des valeurs inférieures a 1’espérance. Lorsque le paramétre ¢ est supérieura 1, un
phénomene contraire se produit, comme on peut le voir dans le prochain tableau, qui compare
diverses valeurs en fonction de 1’age et de la mesure de risque (avec les paramétres de

I’exemple 3.7).
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Tableau 4.8 : Mesure de risques de Wang et prime d’écart-type pour un &ge de 0.5

Mesure de Mesure de Prime d’écart- Prime
Wang avec Wang avec type avec d’écart-type
=05 =10 c=05 avec c=4.0
Sans conditionnement 0.00059 0.01167 0.02496 0.19146
Avec conditionnement 0.00115 0.02290 0.03573 0.26975

Ce tableau nous permet de constater a quel point la prime d’écart-type est conservatrice par
rapport a la mesure de Wang que nous utilisons. En effet, méme en prenant des valeurs trés
élevées pour le parametre &, nous n’atteignons pas une prime d’écart-type avec un
chargement ¢ minime (mais cet effet est amplifié par le grand poids a zéro, qui affecte plus la
variance du processus que la transformée PH). Malgreé tout, nous voyons que le fait de passer
d’un ¢ inférieur a 1 a un parameétre supérieur a 1 entraine une forte augmentation de la mesure

de risque (et la rend supérieure a I’espérance).

En somme, nous constatons que les mesures de risque usuelles sont modifiées lorsque le
conditionnement sur 1I’expérience est introduit. Il nous semble donc pertinent que les assureurs
(et autres acteurs du milieu) prennent en compte 1’age du processus dans leur tarification et
leurs prévisions, d’une maniére plus rigoureuse tenant compte de toutes les composantes du

processus.

4.2 Processus de réserve et de ruine

Aprés avoir évalue différentes primes, il serait maintenant intéressant d’étudier le processus
de réserve associé a notre processus des sommes escomptées dans un contexte de
conditionnement sur I’expérience. L’étude de la probabilité de ruine, que ce soit par simulation
ou a travers une borne de type Lundberg, nous montrera les différences qui apparaissent

lorsque nous conditionnons, ou pas, sur I’expérience et utilisons différents types de primes.
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4.2.1 Simulation du processus de réserve et de la probabilité de ruine

Comme nous I’avons vu a la section précédente, la prime d’écart-type est celle qui produit les
résultats les plus intéressants, et c’est donc sur celle-ci que nous nous concentrons en
particulier dans les paragraphes qui suivent. Nous comparons d’abord les probabilités de ruine
sur un temps fini lorsque les primes d’écart-type sont calculées en prenant ou en ne prenant
pas en compte 1’age du processus, pour différents chargements. Pour ce faire, nous avons suivi

les étapes suivantes lors de nos simulations :

1. Simuler, pendant une période de 5 années, un processus de sommes escomptées avec
ces hypothéses: 7~ Erlang(a=2,4=10), X ~exp(6=1), 6=p=5% et aucune

dépendance entre les variables X et 7.

2. Diviser en 5 périodes d’un an le processus, en notant quel est ’age du processus a la
fin de chacune de ces périodes.

3. Au début de chaque période, calculer la prime d’écart-type qui s’applique a la période
en question. S’il s’agit de la prime sans conditionnement, nous la gardons identique a
chaque période. Si on utilise 1’age du processus dans les calculs, la prime changera a
chaque période, puisque I’espérance et 1’écart-type de la valeur escomptée des
réclamations sera modifiée en fonction de 1’age.

4. Pour chaque réclamation qui s’est produite, soustraire sa taille de la réserve accumulée
jusqu’au moment de son occurrence (comprenant les primes, qu’on suppose cumulées
contindment, et la réserve initiale)

5. Silavaleur de la réserve devient négative, alors la ruine s’est produite. Le noter.

6. Refaire les étapes 1 a 5 un nombre n de fois, pour obtenir un estimé de la probabilité

de ruine.

Nous avons ainsi réalis¢ n=10 000 simulations du processus sur 5 ans et nous avons observé

a quelle fréguence la ruine se produisait, selon les différents chargements c et avec une réserve
initiale u=5. En se rappelant que ‘P(u,t) désigne la probabilité de ruine sur un horizon de

temps t pour une réserve initiale u, nous obtenons le tableau qui suit :
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Tableau 4.9 : Probabilité de ruine simulée avec la prime d’écart-type (5 périodes)

Chargement ¢ ¥(5,5) ‘P(S, 5| Zm)
0.5 0.0915 0.0832
40 0.0013 0.0014

Nous constatons que, pour un chargement faible, alors que la prime d’écart-type est plus
¢levée lorsqu’on conditionne sur 1I’expérience, la probabilité de ruine est conséquemment plus
faible par prés de la moitié d’un point de pourcentage. Nous pouvions certainement nous y
attendre, puisque le fait d’avoir une prime plus élevée réduit le risque de ruine. Cependant,
puisque la différence de primes n’est pas trés grande (méme pour un age élevé), il est
intéressant de constater une différence notable dans la probabilité de ruine. Pour un
chargement tres conservateur (¢ =4.0), nous notons que cette fois-ci, en ne conditionnant pas,
on obtient une probabilité de ruine plus faible, puisque c’est maintenant dans ce cas qu’on
percoit une prime plus élevee a chacune des périodes (comme nous 1’avons observé a la sous-
section 4.1.3). La différence absolue entre les deux probabilités est néanmoins beaucoup plus
faible dans ce cas plutot que lorsqu’on prend un chargement de 0.5. Ainsi, pour un chargement
faible, en décrivant plus adéquatement les colts a venir, la prime d’écart-type avec
conditionnement permet de mieux prévenir la ruine alors que, pour un chargement élevé, le
fait de ne pas prendre en compte 1’dge du processus entraine la facturation d’une prime bien
trop grande qui a, au moins, 1’avantage de protéger un peu plus contre la ruine un assureur
déja peut-étre trop conservateur.

Il est aussi possible d’étudier le processus sur des périodes plus longues, avec des
modifications de primes moins fréquentes. Dans I’exemple suivant, nous utilisons un
protocole trés semblable au précédent sauf que nous simulerons cette fois le processus des
sommes escomptées sur une période de 10 ans et nous divisons en 2 périodes de 5 ans le

processus, en notant 1’age du processus a la fin de chaque période de 5 ans.
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Nous avons effectué les simulations un nombre n=10 000 de fois, et nous avons conservé

une réserve initiale u =5 afin de faciliter les comparaisons. Nous présentons dans le tableau

suivant les résultats obtenus, pour différents chargements :

Tableau 4.10 : Probabilité de ruine simulée avec la prime d’écart-type (2 périodes)

Chargement ¢ ¥(5,10) ¥(510%,,)
0.5 0.0927 0.0910
4.0 0.0016 0.0016

Nous constatons tout d’abord que les probabilités de ruine entre les temps 5 et 10 sont de
tailles semblables a celle de I’exemple précédent, malgré le fait que nous observions le
processus sur une période de temps plus longue. Le fait de ne pas recalculer la prime a une
aussi haute fréquence entraine ainsi une protection moindre contre la ruine, mais pas de fagon
dramatique. Nous observons malgré tout le méme phénomeéne qu’auparavant, a savoir que,
pour un chargement plus réduit, le fait de prendre en compte 1’expérience permet de réduire
le risque de ruine. Le contraire se produit encore une fois pour un chargement plus grand. En
somme, dans les conditions étudiées, il n’est pas nécessairement treés avantageux de recalculer
la prime a une fréquence annuelle, puisque les gains en termes de probabilité de ruine, bien

que presents, sont assez réduits.

En ce qui concerne les autres primes étudiées auparavant, puisqu’elles sont systématiquement
plus élevées lorsqu’on conditionne sur I’expérience, il est logique que, peu importe la
situation, la probabilité de ruine du processus de réserve soit plus faible lorsque nous tenons
compte du conditionnement sur 1’expérience. Le fait d’utiliser plus d’informations dans la
tarification permettra donc de mieux se prémunir de la ruine, mais pourrait aussi entrainer une

hausse des primes en contrepartie.

Pour confirmer et illustrer ceci, nous présentons un tableau obtenu de facon similaire au
tableau 4.7, mais en utilisant cette fois-ci la prime basée sur la VaR (obtenue elle-méme a
partir de simulations) et un nombre n=1000 (plus réduit, parce que le calcul de la prime

implique plus d’opérations) :
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Tableau 4.11 : Probabilité de ruine simulée avec la prime VaR

K ¥ (5,5) ¥(5,5%,,)
0.90 0.035 0.033
0.95 0.018 0.016

Nous constatons que, pour chacun des deux seuils étudiés, les probabilités de ruine sont plus
faibles que lorsqu’on utilise la prime d’écart-type, avec les chargements ¢ que nous avons
employés. Les k utilisés entrainent donc une tres bonne protection contre la ruine, surtout avec
la réserve initiale que nous avons choisie. Par ailleurs, comme nous nous y attendions, la
probabilité de ruine est plus faible lorsqu’on conditionne sur 1’age (puisque la prime de VaR
est alors plus élevée), et elle diminue lorsqu’on augmente le seuil kappa. Une situation
semblable serait évidemment observée peu importe la réserve initiale, les «, les parametres
des distributions ou la durée de 1’étude du processus choisis et ce, méme si la VaR était

remplacée par la TVaR.

4.2.2 Borne de type Lundberg

Comme nous I’avons montré dans la sous-section précédente, il est toujours possible d’estimer
la probabilité de ruine sur un horizon de temps fini en ayant recours a la simulation.
Cependant, la simulation reste toujours un outil d’appoint, qui peut devenir difficile a utiliser
dans certaines situations. 1l peut alors étre intéressant, a défaut d’obtenir une valeur exacte, de
vouloir borner la probabilité de ruine de notre processus. Comme nous 1’avons vu au
chapitre 2, la borne de Lundberg nous apparait appropriée. Néanmoins, il est souvent ardu de
I’obtenir dans les cas ou le temps entre les réclamations n’est pas Poissonnien, justement un
cas ou I’application de notre mode¢le n’est pas particuliérement utile. Malgré tout, dans cette
sous-section, nous sommes en mesure de présenter une borne de type Lundberg qui s’applique

a la forme génerale de notre processus et qui tient compte de 1’age du processus
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Nous commencons d’abord par présenter 1’équation classique de la ruine, obtenue en
conditionnant sur la taille et le temps d’occurrence de la premiére réclamation (apres t), et en

supposant une force d’inflation nulle (i.e. ¢ =¢). Comme auparavant, hous avons, pour un

taux constant de prime c,

on
U, (1) =U, (06 405, + (2 (t+h) -2 (1), o0 5, =5,

ce qui nous amene a 1’équation intégrale suivante

o | Us(t)e® +csy, -
Z;n)zg J' ' ‘I’(Ud(t)e‘sV +CS,, —w)dFX (w)+ I 1dF, (w) | f.(v)dv,

0 U (t)e? +csy;

(U, ()

avec
%, =2, N{U,(v)=0;0<v<t}.

Il s’agit donc de I’équation intégrale habituelle, si ce n’est que, a la premiére itération, la
probabilité de ruine est calculée en prenant en compte 1’age que le processus a atteint au
temps t. Apres la (n+1)-ieme réclamation, la probabilité de ruine n’est plus influencée par
I’information obtenue jusqu’au temps t, mais seulement par la taille du surplus immédiatement

apres le (n+1)-iéme réclamation.

Nous introduisons maintenant le coefficient d’ajustement (¢ ), qui nous permet d’obtenir une
inégalité et, donc, une borne. Pour un certain coefficient ¢ (qui n’est pas nécessairement le

coefficient r mentionné au chapitre 2), nous avons, de facon analogue a Cai & Dickson (2003),

\P(U(; (t)e5V + C§\ﬂ5 —W) < ﬁe_g(Ud(t)e‘s"w?ﬂﬁ—W) — ﬂe—gUlg(Hv)’

et

—g(U5(t)e‘$V+c§ﬂ; —w) Sv _
1< e , pour w<U, (t)e” +cs,,
avec

e’

B =inf I{W}dﬁ( (v).
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Ceci nous permet de créer une inégalité a partir de 1’intégrale précédente :

o

P S {Us(e ey
[ pe (%)

8

el

pe Va0 ) ﬁegw f (W) dw} f.(v)dv

0

pe TSI ()] (v)dv

[
|

En réarrangeant les termes de cette inégalité, il est finalement possible d’obtenir

¥ (U, (1)

(v)dv

T

Cette expression, une fois I’intégrale résolue, nous permet de borner la probabilité de ruine en
conditionnant sur l’expérience. Bien que la présence d’une exponentielle dans une
exponentielle a I’intérieur de 1’intégrale rende les calculs exacts complexes, nous pouvons

étudier cette borne dans une multitude de cas.

Par exemple, dans le cas tres simple ou ¢ =0, nous obtenons aisément

¥ (U (1)

3) <My (g)e =t jﬁe (Foeclio £ (v)dv

=M, (g)e’gu"(t).[ﬂe‘gcv f.(v)dv
0

=M, (¢)e""M . (~gc)
_ ﬂe,guo(t)E[eg(xﬂ*)] _
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Si nous poursuivons 1’étude de ce cas en ajoutant 1’hypothése supplémentaire voulant que
7 ~exp(4), nous avons alors 7*~7 et, puisque E[eg(x—‘”*)] —1 dans le cas de la borne de

Lundberg, nous retrouvons la borne de Lundberg classique

(U,

DN ) <e U gE [eg(X—cr*)}

S e—gUo(t) .
Dans le cas avec escompte, maisou t —t, =0, un phénomene similaire se produit, puisqu’alors

r*~7. Ayant (U(; (t)5+c)§ﬂ5 >t pour tout t>0, nous obtenons alors

00

Z:,n ) <M X (g)e‘gUg(t)J'ﬂe*s‘(U(g(t)zSJrc)gﬂ; £

0

T

¥ (U, (1)

«(v)dv
_ enga(t)IBE [egx ] E [e—g(uﬁ(t)&c)% i|
<e % BE [egx ] E [e’g”]
=e U BE ],
Il s’agit ici d’une des bornes de type Lundberg développées par Cai et Dickson en 2003 et, si

¢ correspond au coefficient d’ajustement de Lundberg, nous revenons facilement a la borne

de Lundberg classique.

Finalement, dans un cas trés général, nous pouvons aussi montrer un résultat intéressant
découlant de la différence entre les distributions DFR et les distributions IFR. Nous partons

le méme point de départ pour en arriver a

¥ (U, (1)

2t+,n ) < E’§U5(t)E |:e§X ]ﬂE [e—g(uﬁ(t)a#cﬁﬂa :|
— e UOE [e;x ] BE [ efg(u(y(t)m)gm }
=eUg(t-t,),

s(t)5+c)s

ou g(t—tn)zE[egX]ﬂE[eg(u H} est une fonction positive et non-

décroissante.
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De plus, pour une distribution du temps entre les sinistres DFR, nous avons aussi que
{Tpr = (t =) 70 > (1=t )} =g {os — (=1, )r > (E =1, )} U2 2t
Par conséquent, nous pouvons alors affirmer que
E[g(t-t,)|<E[g(t-t,") [ g(t-t)<g(t-t,").t=t >t ,
et, puisque nous avons aussi, dans le cas du coefficient d’ajustement de Lundberg,

g(t-1,)<9(0)=E[e” JE[ e % | <E[e JE[e ] -1,

nous obtenons I’inégalité suivante :

‘P(U(s (t)=, ) <e Vg (t-t,)<e g (0)=e 0 |

Ainsi, dans le cas de distributions DFR du temps entre les réclamations, la borne obtenue sur
la probabilité de ruine avec conditionnement gréce au coefficient d’ajustement de Lundberg
est plus petite que la borne obtenue sans conditionnement. 11 est aussi possible d’arriver au
résultat inverse dans le cas de distribution IFR. La borne obtenue avec conditionnement sera
donc, pour ces dernieres distributions, plus grande que celle sans conditionnement, ce qui

concorde avec les différents exemples numériques des chapitres 3 et 4.

Dans ce chapitre, nous avons été en mesure de présenter plusieurs résultats numériques et
théoriques relatifs a différentes applications du modéle présenté au chapitre 3. Nous avons
montré I’influence sur les mesures de risque du conditionnement sur I’expérience. Nous avons
aussi présenté une borne de type Lundberg et des valeurs obtenues par simulation pour la
probabilité de ruine d’un processus de réserve incorporant notre modéle. De nombreuses
autres applications de notre modéle sont sans doute possibles, et nous en discutons au chapitre

suivant, dans notre conclusion.
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Chapitre 5 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons proposé un modele prenant en compte 1’expérience passée pour
¢tudier le comportement futur d’un processus de sommes escomptées avec taux d’intérét net
constant sur plusieurs périodes. En utilisant les résultats obtenus par Léveillé et Adékambi, et
Léveillé, Garrido et Wang concernant les processus des sommes escomptées, nous avons pu
obtenir des expressions théoriques pour les premiers moments simples et conjoints, la
transformée de Laplace et la fonction de répartition de la somme de réclamations escomptées
du processus conditionnel. De plus, nous avons été en mesure de présenter, en guise
d’exemple, des formules analytiques dans le cas de certaines distributions simples pour le
temps entre les réclamations. Celles-ci nous ont permis a la fois de corroborer la véracité de
notre modele et de constater son applicabilité dans des cas concrets. Différentes simulations
ont été aussi effectuées, portant sur les moments simples et conjoints, et les fonctions de
répartitions, afin de constater 1’utilité¢ de notre modele en le comparant au modéle n’employant
pas le conditionnement sur 1’expérience. Nous avons aussi pu confirmer que, malgré les
formules complexes obtenues a 1’aide de notre modele, il est possible de calculer facilement
des valeurs concrétes a partir de celui-ci, méme dans les situations ou une relation de
dépendance existe entre le temps entre les réclamations et leur sévérité, et que ces valeurs

reproduisent plus fidelement le comportement réel du processus de sommes escomptées.

Par la suite, au chapitre 4, nous avons présenté certaines applications possibles de notre
modele. L’effet du conditionnement sur diverses mesures de risque (VaR, TVaR, prime
d’écart-type, prime de Wang) et sur la probabilité de ruine (estimée a I’aide de simulations et
d’une borne de type Lundberg) a été étudié. S’il est évident que notre modéle est applicable
dans de nombreuses situations d’assurances, notamment en IARD, il est également possible
de penser a d’autres domaines employant des processus de sommes escomptées, comme le
milieu de la finance ou de la retraite, et qu’il serait d’intérét d’étudier les effets de 1’utilisation

de notre modeéle dans ces contextes.

Il est a noter que, dans sa forme présente, notre modele s’apparente grandement a 1’étude d’un

processus de sommes escomptées avec délai. Cependant, nous croyons que la fagon dont les
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différentes identités et les preuves sont présentées permet de faciliter les calculs (notamment
en ce qui a trait a la fonction de renouvellement) et de mieux exprimer les relations entre les
différents paramétres, en faisant ainsi un modele plus attrayant et intuitif. Qui plus est, nous
pensons qu’il sera possible d’intégrer diverses extensions au modéle prenant elles aussi en
compte I’expérience. Par ailleurs, a notre avis et comme mentionné dans 1’introduction, notre
modele peut étre vu comme complémentaire a la théorie de la credibilité usuelle, utilisant elle
aussi 1’expérience du processus mais avec une approche plus statistique. Alors que les
méthodes basées sur cette théorie utilisent I’expérience pour augmenter la connaissance d’une
distribution sous-jacente, notre modele permet d’utiliser I’expérience et cette connaissance a

son plein potentiel, pour prédire le comportement futur d’un processus.

Finalement, il nous est possible d’entrevoir certaines extensions possibles a notre mod¢le. La
plus évidente est I’utilisation de taux d’intérét stochastiques, puisque nous n’avons jusqu’a
présent qu’employé un taux d’intérét net constant dans nos calculs. Il serait intéressant de voir
comment le conditionnement sur le comportement passé non seulement du processus, mais
aussi des taux d’intérét modifiera les formules obtenues sans conditionnement avec des
modeles de taux d’intérét classiques (Vasicek, Ho-Lee-Merton, etc.). Par ailleurs, nous
pourrons aussi étudier d’autres applications de notre modeéle, que nous n’avons pas abordées
dans ce mémoire. Qu’il s’agisse de I’analyse de mesures de risque plus complexes,
d’applications de notre fonction de répartition approximée ou de la recherche de bornes plus
précises pour la probabilité de ruine d’un processus de réserve avec conditionnement, il est
certain que I’emploi de notre modele dans des contextes concrets aura de nombreuses
applications. En somme, nous pensons que 1’étude d’un processus de sommes escomptées et
de ses accroissements sur plusieurs périodes avec conditionnement sur 1’expérience ouvre la

porte a de nombreux développements actuariels.
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Annexe

Figure 1: E[Z,,(h)] pour 7~ Erlang(z=2,4=10), X; ~exp(1),
t=3, h=1let 6=5%
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Figure 2: E[Z,,(h) | pour 7~ Erlang(a=2,2=1), X; ~exp(1),
t=3, h=1let 6=5%
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Figure 3: E[2’,(h) |pour 7 ~ Erlang(a=2,4=10), X; ~exp(1),
t=3 h=1et 6=5%
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Figure 4 : E[ 2?2 (h)]pour 7 ~Erlang(a=2,4=1), X; ~exp(1),
t=3 h=1et 6=5%
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Figure 5: Fonctions de répartition approximée (rouge) et simulée (bleu) des accroissements
conditionnels du processus pour 7 ~ Erlang (¢ =2,4=0.05), X; ~exp(1),

t=1h=11t =056t 5=5%
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Figure 6 : Fonctions de répartition approximée (rouge) et simulée (bleu) des accroissements
conditionnels du processus pour 7 ~ Erlang (o =2,4=0.20), X; ~exp(1),

t=1 h=11t =05 et 5=20%
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VaR(Zt,n(h))

TVaR(Zt,n(h))

Figure 7 : VaRo. en fonction de 1’dge a t =1 pour trois distributions différentes, en

conditionnant sur I’expérience
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Figure 8 : TVaRo.g en fonction de I’a4ge a t =1 pour trois distributions différentes, en
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