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Introduction

Un espace de Hilbert & noyau reproduisant H sur X est un espace de Hilbert de fonctions de
X — C pour lequel I'évaluation en chaque point de X est continue. Les espaces de fonctions
jouent un rdle clé en analyse, et pour la plupart d’entre eux, I’évaluation en un point est
continue. Avec la structure additionnelle d’espace de Hilbert, on peut en déduire 'existence

d’un noyau K : X x X — C tel que pour chaque f € H,

flx) = (f, K(,2)m.

Ce mémoire portera sur ’étude de leurs propriétés ainsi que leurs applications en analyse

complexe.

Dans le premier chapitre, nous donnerons quelques définitions et propriétés de base et étudie-
rons trois espaces de fonctions analytiques importants, soit 'espace de Hardy H?, 'espace de
Dirichlet D et 'espace de Bergman A2. Nous introduirons ensuite la notion de fonctions semi-
définies positives et verrons que celles-ci caractérisent complétement les noyaux d’espaces de
Hilbert a noyau reproduisant. La formule ci-dessus indique clairement que le noyau K décrit
toute la structure de ’espace H, et la positivité semi-définie de celui-ci jouera un roéle clé dans

le développement de la théorie.

Le deuxiéme chapitre porte sur le probléme d’interpolation de Pick. Etant donné des points
x1,...,T, € X distincts et aussi des nombres complexes 41, . .., y, € D, il s’agit de déterminer
sous quelles conditions on peut trouver un multiplicateur ¢ de norme inférieure ou égale a 1
tel que ¢(x;) = y; pour tout j. Il y a une jolie condition nécessaire trés simple & énoncer et
démontrer : la matrice
(1= i) K (i, 25) )1<i j<n

doit étre semi-définie positive. Cependant, cette condition n’est en général pas suffisante, et
donc le reste du chapitre est dédié a la recherche d’un critére suffisant pour que le probléme
d’interpolation ait une solution. On y introduit entre autre la propriété de Pick compléte, et

on démontre le théoréme de Leech, duquel on déduit que, si la fonction



est semi-définie positive pour une certaine fonction u : X — C\ {0}, alors K a la propriété
de Pick compleéte, et a fortiori, la propriété de Pick (i.e., la condition nécessaire ci-haut est
aussi suffisante). On obtient par la suite une collection d’espaces de fonctions holomorphes sur
D qui ont cette propriété. Celle-ci inclut I'espace de Hardy et I'espace de Dirichlet, mais pas

I’espace de Bergman.

Le dernier chapitre porte sur un théoréme de type Gleason-Kahane Zelazko pour 'espace
de Dirichlet : toute fonctionnelle linéaire sur D qui ne s’annule pas aux fonctions sans zéros
est un multiple d’une évaluation en un point. Ce résultat était la motivation principale pour
ce mémoire, et figure dans l'article [11| publié par 'auteur avec Javad Mashreghi et Thomas

Ransford dans le Journal of Functional Analysis.

Ce résultat était déja connu pour les espaces HP, mais la preuve reposait sur deux propriétés
de factorisation de ces espaces, soit que chaque fonction f € HP posséde des représentations
de la forme f = Bu et f = g/h, ou B est un produit de Blaschke, v une fonction dans H? sans
zéros, et g et h sont holomorphes et bornées sur le disque unité. Cette deuxiéme représentation
peut étre obtenue dans le cas particulier de H? en invoquant le théoréme d’Aleman, Hartz,
McCarthy et Richter et le fait que c’est un espace de Hilbert & noyau reproduisant avec la
propriété de Pick compléte. Comme 'espace de Dirichlet posséde aussi cette propriété, on
en déduit un résultat similaire pour ce dernier. Bien que ’existence d’une factorisation de la
premiére forme demeure encore ouverte pour D, on obtient tout de méme un résultat un peu
plus faible qui suffit pour nos besoins, soit que chaque f € D peut étre écrite comme une
combinaison linéaire finie de produits de multiplicateurs avec des fonctions dans D sans zéros.
Comme application de notre théoréme, nous obtenons une caractérisation des opérateurs de
multiplication & poids sur D comme étant précisément les applications linéaires qui envoient

des fonctions sans zéros vers des fonctions sans zéros.

On termine en mentionnant d’autres espaces pour lesquels notre argument fonctionne, dont
entre autre I'espace de Dirichlet & poids surharmonique. On émet aussi une conjecture, soit
que chaque fonction f dans un espace de Hilbert a noyau reproduisant avec la propriété de
Pick compléte posséde une factorisation de la forme f = ¢g ol ¢ est un multiplicateur et g

est une fonction sans zéros dans 1’espace.



Chapitre 1

Espaces de Hilbert a noyau

reproduisant

Dans ce chapitre, nous allons introduire 1’objet principal d’étude de ce travail, soit les espaces
de Hilbert a noyau reproduisant. Nous donnerons quelques propriétés de base et étudierons
trois exemples importants en analyse complexe. Finalement, nous obtiendrons une caractéri-
sation des fonctions semi-définies positives : ce sont les noyaux d’espaces de Hilbert a noyau

reproduisant. Nous nous baserons principalement sur les livres [1, 13].

1.1 Définition et exemples simples

Définition 1.1. Soit X un ensemble non vide. Un espace de Hilbert ¢ noyau reproduisant sur
X est un espace de Hilbert de fonctions sur X & valeurs dans C tel que pour chaque =z € X,

la fonctionnelle d’évaluation f +— f(z) est continue.
Dorénavant, nous abrégerons espace de Hilbert a noyau reproduisant par RKHS (acronyme
pour la terminologie anglophone reproducing kernel Hilbert space).

Soit H un RKHS sur X. Par le théoréme de représentation de Riesz pour les espaces de

Hilbert, il existe, pour chaque x € X, une unique fonction k, € H telle que

f(@) = (f ka)

pour chaque f € H. La fonction K : X x X — C définie par K(z,y) := ky(x) est appelée le

noyau reproduisant de H.

Exemple 1.2. L’espace euclidien C" peut étre vu comme un espace de fonctions sur I’ensemble
X ={1,2,...,n}. Le vecteur = (z1,z2,...,x,) correspond a la fonction f : X — C définie

par f(j) := z;. Comme C" est de dimension finie, toutes les fonctionnelles linéaires sont



continues, et par conséquent, C" est un RKHS. On a, pour chaque z € C", et pour 1 < j <mn,
Ty = (z, ej>=
ou e; est le vecteur contenant un 1 en position j et des 0 ailleurs. Donc k; = e;, et
1 sit=j
0 sii# j.

Exemple 1.3. Plus généralement, soit X un ensemble non-vide quelconque et soit H = £2(X).

Rappelons que £2(X) est défini comme I'ensemble des fonctions f : X — C telles que

D If@)P < oo

reX
Pour chaque z € X et pour chaque f € £2(X), on a
1/2
@) = VIF@E < (1) = 1fle,
yeX

et donc la fonctionnelle d’évaluation en x est bornée. Ainsi, £2(X) est un RKHS. Pour chaque
f € £2(X) et pour chaque x € X, on a

f(l') = <f7 e€E>7

ol e, : X — C est la fonction définie par

1 sty==x
ez(y) ==
0 siy # x.
Donc k; = e, et
1 siz=y
K(z,y) = ,
0 six # .

Notons que 'exemple précédent est simplement un cas particulier de celui-ci (ot on prend
X ={1,2,...,n}).

1.2 L’espace de Hardy

Nous introduisons maintenant un des trois espaces de fonctions holomorphes principaux que

nous étudierons. Les résultats présentés ici sont standards et peuvent étre trouvés dans [4, 10].

Définition 1.4. Soit f une fonction holomorphe sur ID. On définit sa norme H? par
1 2 ) 1/2
92 = swp (5 [ 15(re?)Pas) "
0<r<1 N&T Jo

L’espace de Hardy, dénoté par H?, est I'ensemble des fonctions holomorphes sur D pour les-

quelles la norme H? est finie.



Il suit immédiatement de I'inégalité de Minkowski que H? est un espace vectoriel et que la

norme H? est bel et bien une norme sur H2.

Supposons que la série de Taylor centrée en 0 de f est donnée par

flz) = Z anz".
n=0

Alors par la formule de Parseval, on a pour chaque 0 < r < 1

oo 2 0
E anrnema df = g \an\Qrzn.
n=0

n=0
En prenant le supremum sur les 7 < 1 et en appliquant le théoréme de la convergence mono-

1 2

) 1 2
0\ |2
o = —
frean = 5 [

27 Jy

tone, on obtient alors
o
£ 112 =D lanl?:
n=0

Ainsi, f € H? si et seulement si sa suite de coefficients de Taylor est carré-sommable. Si

(an)n>0 est une suite dans 22, alors celle-ci est bornée, et donc la série entiére

o0
g anz"
n=0

posséde un rayon de convergence d’au moins 1, et ainsi elle définit une fonction holomorphe
f sur D. Les calculs précédents montrent que la norme H? de f est égale a la norme ¢2 de la
suite (an)n>0, et donc f € H2. Bref, H? est isométriquement isomorphe a £2, et donc il hérite

certaines propriétés de ce dernier.
Proposition 1.5. H? est un espace de Hilbert.

L’isométrie entre H? et 2 énoncée ci-haut nous donne une formule pour le produit scalaire

dans H? en terme des coefficients de Taylor des fonctions. Si

f(z) = Zanz", g9(z) = Z bp2",
n=0 n=0

alors

o
<f7g>H2:: EE:Q”B;'
n=0
La propriété la plus importante de H? pour nous est le fait qu’il s’agit d’un RKHS.

Proposition 1.6. H? est un RKHS sur D, et pour tout z,w € D,

1

K(z,w) = T




Démonstration. Fixons w € D. Si f(z) =Y .7, an2z", alors par 'inégalité de Cauchy—-Schwarz,

1 = 3| < (o) (3 )
n=0 0 o

= (=) Il

|w]?

1/2

Ainsi, I’évaluation en w est une fonctionnelle bornée. Finalement, on note que
o o0 oo
k) = Fw) = 3 apu” = (3 ane", Y w"2")

- <f’ 1 —1zﬁ>’

d’ot ky(2) =1/(1 — zw) et

1

K(z,w) = ky(z) = T

Le noyau K(z,w) = 1/(1 — zw) est appelé le noyau de Szegd.

Nous terminons en mentionnant une autre facon d’interpréter I'espace H2. Si F' € L?(T) et

ses coefficients de Fourier négatifs sont tous nuls, alors [’intégrale de Poisson de F

flre) = / K Lo F(eM)dt
T 2m )y 1—2rcos( —t) +r2

définit une fonction holomorphe sur D, dont les coefficients de Taylor sont les coefficients de
Fourier de F. Ces derniers sont carré-sommables par la formule de Parseval, et donc f € H?,
avec || fllg2 = ||F||z2(T)- Réciproquement, si on commence avec f € H 2 alors par le théoréme
de Fatou (voir [10, Chapitre 1, section D]), f posséde des limites radiales presque partout, et
la fonction limite est dans L?(T), ses coefficients de Fourier négatifs sont nuls, et f est son
intégrale de Poisson. Bref, H? est isométriquement isomorphe au sous-espace fermé de L?(T)
des fonctions dont les coefficients de Fourier négatifs sont nuls. On a aussi la formule suivante

pour le produit scalaire : si f,g € H? et F,G sont leurs limites radiales respectivement, alors

L[
s = (P.Ghary = 5= [ PG

1.3 L’espace de Dirichlet

Le prochain espace & I’étude est ’espace de Dirichlet. Ce dernier posséde plusieurs propriétés
semblables a celles de H?, mais elles sont de maniére générale plus difficiles a obtenir. Les

résultats qui suivent sont tirés de la monographie [5].

Définition 1.7. Soit f, une fonction holomorphe sur . On définit son intégrale de Dirichlet

par

D)= 1 [ 1F@FaAE)



ou dA est la mesure d’aire sur le disque. L’espace de Dirichlet, dénoté par D, est I’ensemble

des fonctions holomorphes sur ID pour lesquelles 'intégrale de Dirichlet est finie.

Supposons que la série de Taylor centrée en 0 de f est donnée par

o0
= E anz"
n=0

Alors en utilisant les coordonnées polaires et la formule de Parseval, on obtient

27 OO
/ / -l z(n 1)9‘ rd0dr
:2/ (Zn2|an\2r2”_1)dr
Z( 2|an\2/ 27“2"71617”) :in|an\2.

n=1 n=1

Ainsi, f € D si et seulement si
oo

Z nlan|? < oo.

n=1

(1.1)

De plus, (1.1) implique clairement que D C H?. Malgré le fait que la fonction f +— D( f)l/ 2

satisfasse I'inégalité triangulaire, la racine de I'intégrale de Dirichlet n’est pas une norme, car

D(C) = 0 pour toute constante C. On doit modifier cette expression pour obtenir une norme.

Définition 1.8. Pour f € D, on définit sa norme de Dirichlet par

£ == D(F) + |1 32-

Il est facile de vérifier que || - ||p est bien une norme, et que celle-ci est induite par le produit

scalaire

:1/f@ﬂmmw+ﬁwm
T Jp

ot (-, -) 2 dénote le produit scalaire sur H2. De plus, les formules pour D(f), || f|l 2 et (f, g) i

en termes des coeflicients de Taylor nous donnent

IF15 =D (n+1lanf
n=0
et -
(og)p =3 (n+Dasbs
n=0

sif(z) = 0 ganz" et g(z) = > 07 bpz™. De ces formules, on en déduit le résultat suivant.

Proposition 1.9. (D, || - ||p) est un espace de Hilbert.



Démonstration. Les formules ci-dessus montrent que D est isométriquement isomorphe a
2(N, (n + 1)), I'espace £ & poids :

AN, (n + 1)) = {(an) >+ 1)]an|2}.

n=0

Ce dernier est complet, et donc D l'est aussi. O

L’espace de Dirichlet est aussi un exemple important de RKHS.

Proposition 1.10. D est un RKHS sur D, et pour tout z,w € D,

K(z,w) = élog( ! 7).

1—zw

Démonstration. Le fait que I’évaluation en un point est bornée suit immédiatement du fait que
H? est un RKHS et || f||zz < || f]lp pour tout f € D. Ensuite, si w € D et f(z) =Y o anz",

alors

Za"w ;)"H)a” . 1 :<f’§3nw:12n>
:<f’%1°g<1—1z@)>‘ =

1.4 L’espace de Bergman

L’espace de Bergman agira comme contre-exemple pour divers résultats qui ne tiennent pas
pour les RKHS généraux. Encore une fois, tout ce qui se trouve dans cette section est classique

et se trouve par exemple dans [3].

Définition 1.11. L’espace de Bergman A? est défini comme étant

A% = {f € Hol(D) : || f]| a2 < o0}

13 = = / F()PdA()

Si f(z) =) .2 anz", alors on a, par la formule de Parseval et le théoréme de la convergence

monotone,

porao-2 [ [

neinO

2 12>
rd@dr = 2/ Z |an|*r* L dr
0 n=0



Ainsi, f € A? si et seulement si

En comparant A% avec un espace £ & poids encore une fois, on obtient le résultat suivant.
Proposition 1.12. A? est un espace de Hilbert.

Un calcul similaire & celui qui précéde nous permet de déduire que si f(z) = Y 7 a,2" et

g(z) = >0 1 by 2" sont dans A2, alors

= ana
<fag>A2:Z .
o n+1

Avec cette relation, on peut maintenant montrer que A% est un RKHS et identifier son noyau.

Proposition 1.13. A? est un RKHS et son noyau est donné par

1

K(z,w):m.

Démonstration. Soit w € D et f(z) = Y00 ja,z" € A% Alors par linégalité de Cauchy—

Schwarz,

< (S o) (S Ly

~ (=) Ml

Ainsi, la fonctionnelle d’évaluation en w est bornée, et A2 est un RKHS. Aussi,

)] =3 ane”
n=0

o

(F ke = f) = Yot =3 DOV (5 Sy
n=0 n=0

n—+1
=<f’(1_1zw>z>Az-

n=0

1.5 Fonctions semi-définies positives

Nous rappelons d’abord une notion clé d’algebre linéaire.

Définition 1.14. Une matrice A = (a;j)1<ij<n est dite semi-définie positive si pour tout
21, ...2p € C,
Z Qi 2525 > 0. (1.2)
4,

On écrit alors A > 0.



Il n’est pas trop difficile de voir que le fait que A > 0 revient a dire que (Az,z) > 0 pour
tout choix de vecteur z € C" (ou (-,-) dénote le produit scalaire dans C™). Cette formulation
se généralise facilement au contexte des espaces de dimension infinie ; un opérateur (borné) A

sur un espace de Hilbert H est semi-défini positif si (Az, z)p > 0 pour tout z € H.

Le théoréme suivant nous donne deux autres formulations équivalentes de la propriété de
positivité semi-définie, qui nous seront utiles pour plus tard.
Théoréme 1.15. Soit A une matrice n X n. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. A est semi-définie positive.

2. A est auto-adjointe et ses valeurs propres sont toutes non négatives.

3. Il existe B, une matrice n X n telle que A = BB*.

Démonstration. (1 = 2) : Comme A > 0, on a en particulier que (Az,z) € R pour tout
x € C", et donc

(A— ANz, x) = (Az,x) — (Az,z) =0

pour tout z € C". Par la formule de polarisation, on a alors, pour tout x,vy,

3
(Az,y) — (A2, y) = (A= A)a,y) = = > (A= A (@ +ity), 2+ ity)

k=0

=

=0.

Donc A est auto-adjointe. Finalement, si z est un vecteur propre de norme 1 associé & la valeur
propre A\, alors
0 < (Az,z) = (Az,xz) = A\

Ainsi, toutes les valeurs propres de A sont non négatives.

(2 = 3) : Par le théoréme spectral, A peut étre écrite sous la forme A = UDU* ou U est
une matrice unitaire et D est une matrice diagonale dont les entrées sur la diagonale sont les
valeurs propres de A. Soit l~), la matrice diagonale dont les entrées sur la diagonale sont les
racines carrées de celles de D (ce sont des nombres réels non-négatifs car les valeurs propres
de A le sont). On définit alors B := UDU*. Comme les entrées de la diagonale de D sont
réelles, B est auto-adjointe, et on a A = B> = BB*.

(3=1) : Soit x € C". Alors on a

(Az,z) = (BB*z,z) = ||B*z|* > 0. O

Dans le cas ou n = 2, la condition 2 du théoréme 1.15 équivaut au fait que det(A4) > 0 et

Tr(A) > 0, ce qui est trés rapide a vérifier.

10



11 est clair que si A et B sont semi-définies positives et si a et b sont des constantes réelles non
négatives, alors aA + bB > 0. Cependant, en général, il est faux que AB > 0. Par contre, il

existe un produit pour lequel la propriété d’étre semi-définie positive est préservée.

Définition 1.16. Soit A = (ai;) et B = (b;j), deux matrices m x n. Alors leur produit de

Schur est la matrice Ao B := (a;;b;j).

Autrement dit, le produit de Schur de A et B est la matrice dont I'entrée i, j est le produit

de l'entrée i, j de A avec I'entrée i,j de B.

Théoréme 1.17 (Schur). Si A >0 et B> 0, alors Ao B > 0.

Démonstration. En vertu du théoréme 1.15, on peut écrire A sous la forme A = U*DU, ou
U est unitaire et D est diagonale, avec les entrées de la diagonale étant non-négatives, disons

AL, ..., Ap. Dénotons par a;j;, bij, uij et w;, Uentrée 7, j de A, B,U et U™ respectivement. Alors

Z]’

n n
aje = Y Widetgr = > Aligju.
/=1 =1

on a

Ainsi, pour chaque z € C",

n n n n n
((Ao B)z, z)c ZZ a;ibjr2rz = Z Z)\gwjuzkbjkzkzj
=1 k=1 j=1 k=1 (=1
n n n
=> M Zbgkuekzkuzgzg > By, y)e
(=1 j=1k=1 =1

ol y(Z est le vecteur dont la k® composante est ugpzi. Cette derniére somme est plus grande ou
égale &4 0, car B > 0 et A\p > 0 pour tout /. ]

Définition 1.18. Soit X un ensemble, et F': X x X — C, une fonction. On dit que F' est
semi-définie positive si pour tout n, et pour tout x1,...,x, € X, la matrice (F(x;,2;))1<i j<n

est semi-définie positive. On écrit alors F' > 0.

Notons que si F' et G sont deux fonctions semi-définies positives, alors leur produit (point par

point) F'G est semi-défini positif aussi, par le théoréme de Schur.

Proposition 1.19. Soit H un RKHS sur X avec noyau K. Alors K = 0.

11



Démonstration. Soit n € N, x1,...,2, € X et 2z1,...,2, € C. Alors

ZK (xi,25)2% = Zk (x)zZ; = Z(kxj,kxi>zj7i

’j

= Z<Z Zjkz;, kwl>7z = <i Zjkz; i szw%>
=1 =1

i=1 j=1

n 2
= HZ zjka;
j=1

Nous verrons que la réciproque de la proposition précédente est vraie aussi, i.e., que toute
fonction semi-définie positive est le noyau d’'un RKHS. Pour démontrer ce résultat, nous aurons

besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemme 1.20. span{k,,z € X} est dense dans H.

Démonstration. Soit f € span{k,,z € X}*. Alors pour tout z € X,

f@) = (f k) =0
Donc f = 0. Ainsi, span{k,,z € X}*+ = {0}, et span{k,,z € X} est dense dans H. O
Lemme 1.21. Soit Hy et Hy deur RKHS sur X et supposons qu’ils ont le méme noyau K.

Alors Hi = Ho, i.e., H1 et Hy contiennent les mémes fonctions, et leur normes sont égales.

Démonstration. Comme Hp et Hz ont le méme noyau, on a que ||g||z, = ||g||m, pour tout

g € span{k,,z € X}. En effet, si
n
9= Ak,
j=1

alors

lgll%, = <ZA b, ,ZA k),
—ZA)\ (kays kay) 11 ZAAK%%)

7]

et de méme pour Hg”%{2 Soit maintenant f € Hj. Par le Lemme 1.20, il existe une suite
fn € span{k,,z € X} telle que f,, — f dans H;. La suite (f,) converge, donc elle est une

suite de Cauchy. Mais pour tout n,m, on a

||fn - meH1 = an - fm”H2

Ainsi, (f,) est Cauchy dans Hj, donc converge vers un certain g € Hy car Hy est complet.

Mais la convergence dans un RKHS implique la convergence simple. Ainsi, f,, — f simplement

12



et fn — g simplement. Donc f = g et f € Hy. Par le méme raisonnement, toute fonction dans

H5 est dans H; aussi. Finalement, on a

1l = T ([ folln, = T ||l = 1 F] =

Théoréme 1.22 (Moore). Soit X un ensemble et K : X x X — C une fonction semi-définie

positive. Alors il existe un unique RKHS sur X dont le noyau est K.

Démonstration. L’unicité découle immédiatement du Lemme 1.21. Posons, pour z,y € X,

ky(x) = K(:E,y) et
W .= span{k,,x € X}.

Sig=>7", aiky et h =731, bjky,, alors on définit
h) = aib; K (y;, :).
.3

On doit d’abord vérifier que (-, -) est bien défini. Supposons que

g = Zn:aika;i = Zn:a;kz;
=1 =1

h=> bk, = Zb;k:y;
j=1 j=1

sont deux représentations différentes pour ¢ et h (on peut supposer qu'’il y a le méme nombre
de termes dans les représentations en rajoutant des coefficients nuls si nécessaire). Alors pour

chaque x € X, on a

z": aiky, () = z": aiky (v)
=1 i=1

Z; bjkyj Z J y]

]:

et donc

i,J j=1 i=1

_Zab K(z},y;) = a;(w)
Z <Z ) Za (yj, 2}

N

Ainsi, (-,-) est bien défini. On vérifie que (-,-) est linéaire a
plus, comme K = 0, on a (f, f) > 0 pour tout f € W. Notons que pour tout f € W, on a

gauche et anti-symétrique. De

13



Maintenant, supposons que (f, f) = 0. Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz (qui est valide pour

les formes bilinéaires anti-symétriques semi-définies positives),

[(fs k)P < (f, £) (ka, h) = 0.
Ainsi, pour tout z € X,

Donc f = 0. Ainsi, (-,-) est un produit scalaire.

On définit H comme étant la complétion de W par rapport au produit scalaire. On peut voir
H comme un espace de fonctions sur X. En effet, si f € H, alors on lui associe la fonction f

définie par

f(@) i= (f, ka).

Ceci définit uniquement f car W est dense dans H. L’ensemble

V={f:feH)}

est un sous-espace de 'espace vectoriel F(X,C) des fonctions sur X a valeurs dans C. Celui-ci

est isomorphe (comme espace vectoriel) & H. Donc H est un RKHS avec noyau K. O

14



Chapitre 2

Interpolation de Pick

Le probléme d’interpolation de Pick est un des problémes centraux de la théorie des RKHS. Il
consiste & déterminer sous quelles conditions on peut trouver un multiplicateur qui interpole
une paire de suites finies de points donnés. Nous commencerons d’abord en définissant et don-
nant quelques propriétés des multiplicateurs. Ensuite, nous parlerons du produit tensoriel sur
les espaces de Hilbert afin d’introduire les RKHS & valeurs vectorielles. Ceux-ci nous permet-
tront de formuler la notion de noyau de Pick complet, qui nous donnera une solution compléte
au probléme d’interpolation de Pick. Comme application, le théoréme trés récent d’Aleman,
Hartz, Richter et McCarthy montrera que chaque fonction dans un RKHS avec la propriété
de Pick compléte peut s’écrire comme un quotient de deux multiplicateurs. Finalement, nous
reviendrons a l'analyse complexe et identifierons quels espaces de fonctions analytiques ont la

propriété de Pick compléte.

Tout au long de ce chapitre, H est un RKHS sur X avec noyau K. On supposera aussi que H

contient les constantes. Nous allons aussi supposer que K satisfait les deux propriétés suivantes
1. Pour chaque z,y € X, on a K(z,y) #0
2. K est une fonction définie positive.

La premiére condition est simplement la car nous aurons besoin de diviser par K(z,y). La
deuxiéme condition nécessite un peu plus de justifications. D’abord, une matrice est définie
positive si elle satisfait la définition donnée de matrice semi-définie positive mais avec une
inégalité stricte lorsque les A\; ne sont pas tous nuls. De méme, une fonction F' : X x X — C
est définie positive si elle satisfait la définition de fonction semi-définie positive mais avec
« semi-définie positive » remplacé par « définie positive ». Il n’est pas trop difficile de voir
que cette condition est équivalente au fait que les fonctions k,, (z € X) sont linéairement

indépendantes. En effet, ceci suit de la formule suivante

Py
j=1

2 —
= Z A])\lK({L‘Z, xj).
1,J
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Cette propriété nous sera utile car elle nous permettra de construire des opérateurs bornés sur
H en les définissant sur chaque k;, en les prolongeant par linéarité sur span{k, : © € X} et

puis en prolongeant sur H par densité et continuité.

Notons que les trois espaces de fonctions analytiques qui nous intéressent, soient H?, D et A2

satisfont ces propriétés.

2.1 Les multiplicateurs

Un des objets les plus importants associés & un RKHS est son algébre des multiplicateurs.

Nous étudierons ses propriétés dans cette section. Les résultats se trouvent dans [1].

Définition 2.1. Un multiplicateur est une fonction ¢ : X — C telle que pour chaque f € H,
on a ¢f € H. L’ensemble de tous les multiplicateurs sera noté par Mult(H ).

Comme H contient les constantes, il est clair que Mult(H) C H. Si ¢ est un multiplicateur,

alors on peut lui associer un opérateur de multiplication My : H — H défini par

Myf == of.
Celui-ci est clairement linéaire.

Proposition 2.2. M est borné.

Démonstration. Supposons que f, — f et Myf, — g. La convergence dans un RKHS implique
la convergence simple, et donc f,, — f simplement, et Myf, — g simplement. Mais alors,
¢fn — ¢f simplement. Par unicité des limites simples, il suit que g = ¢f = My f. Donc par
le théoreme du graphe fermé, My est borné. O

Pour ¢ € Mult(H), on définit
1@l nrarecery = [[Mo]l-
Observons que 'on a

H¢HMult(H) = sup H¢fHH > M
lfll =1 11|l 2

Mult(H) est clairement une sous-algébre de B(H ). Le prochain résultat montre que c’est une

sous-algebre fermée, et donc (Mult(H), || - [|muie(z)) est une algébre de Banach.

Proposition 2.3. Mult(H) est fermé dans B(H).

Démonstration. Supposons que (¢,) est une suite de multiplicateurs telle que My, — T' dans

B(H). Pour tout n,m, on a

16n = dmlla < [Uall Moo, | = 11l Ms, — Mg, |-

16



Ainsi, (¢,) est une suite de Cauchy dans H, donc converge vers ¢ € H disons. Comme
la convergence dans H implique la convergence simple, on a ¢, — ¢ simplement, et donc
¢nf — ¢f simplement pour tout f € H. D’autre part, puisque My, — T, on a My, f — T'f
pour tout f € H. Ainsi, ¢,f — T f simplement pour tout f € H. Par unicité des limites
simples, il suit que

of =Tfe H
pour tout f € H. Ainsi, ¢ est un multiplicateur et My = T. Donc Mult(H) est fermé. O

La prochaine proposition est simple, mais extrémement importante pour la suite.

Proposition 2.4. Soit ¢ € Mult(H) et w € X. Alors ky, est un vecteur propre de Mg avec

valeur propre ¢p(w).

Démonstration. Pour tout f € H, on a

<f7 M;kw> - <¢fa kw> - ¢(w>f(w) = qS(w)(f, kw> = <f7 ¢<w)kw>

Donc Mjky = ¢(w)kuy. O

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.5. Soit ¢ € Mult(H). Alors ¢ est bornée et

sup ()| < [|@ /vt
rzeX

Démonstration. Soit x € X. Comme ¢(x) est une valeur propre de M}, on a

()| = [o(2)| < p(Mg) < [IMZ|| = [|Ms]| = l|¢lInmues)
ol p(M:;) dénote le rayon spectral de M7. Le résultat suit. O

Exemple 2.6. On définit H*° comme étant I’ensemble des fonctions holomorphes et bornées

sur D. C’est une algébre de Banach avec la norme
[f1[ e == sup | f(z)].
zeD

Nous allons montrer que Mult(H?) = H>, et que les normes sont égales. D’abord, comme
Mult(H?) C H?, chaque multiplicateur est holomorphe, et par le corollaire 2.5, chaque mul-

tiplicateur est borné. Donc Mult(H?) C H> et par le corollaire 2.5 encore, on a aussi que

9l o0 < (| Pl ntute(a2) -

Ensuite, soit ¢ € H*® et f € H?. Pour chaque r < 1, on a
1 2

. . 1 [27 .
|p(re’) f(re”)[Pdf < ||¢||?{oo27r/ | (re®)Pdf < (|9 Fro< |1 £ 11372
0

2 Jo
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En prenant le supremum sur les r < 1, on obtient alors

10.f ez < M@l mroe || f 1|2 < oo

Comme ceci est valide pour tout f € H?, cela montre que ¢ € Mult(H?) et Pl ntute(r2y <
| B|| groe . Bref, Mult(H?) = H* et PlIntuteczr2y = ||| pour tout ¢ € Mult(H?).

Exemple 2.7. Soit A? I'espace de Bergman. Alors Mult(A?2) est aussi isométriquement iso-
morphe & H*®. En effet, comme pour H?2, le corollaire 2.5 implique que Mult(A4%) C H*> et
[l oo < [[@llnuie(a2)- D’autre part, si ¢ € H® et f € A2 alors ¢f € L?(D), et comme le
produit de deux fonctions holomorphes est holomorphe, on a ¢ f € A2. Ainsi, H* C Mult(A?).

[l est clair aussi que [|¢f]| 42 < [l geel fllaz, dou [[@llnusaz) < |0l e

Exemple 2.8. Prenons H = D. On a bien stir Mult(D) C H*° N D. Il est naturel de penser
qu’on a l'inclusion inverse aussi. Cependant, cela est faux; il existe des fonctions dans D qui
sont bornées mais ne sont pas des multiplicateurs. Voir [5, Théoréme 5.1.6] pour un exemple.
Il existe une caractérisation de Mult(D), mais celle-ci est assez complexe, et nous ne nous en

servirons pas pour la suite.
Nous terminons en donnant une caractérisation des multiplicateurs qui sont de norme inférieure
ou égale a 1.

Théoréme 2.9 (Caractérisation des multiplicateurs). Soit ¢ : X — C une fonction. Alors
¢ est un multiplicateur avec ||@|lvaery < 1 si et seulement si pour tout choiv de points

T1,...,Tn € X, la matrice

(1= (i) () K (24, 7)) 1<i j<n

est semi-définie positive.

Démonstration. Supposons d’abord que ¢ est un multiplicateur de norme plus petite ou égale

a l. Soit z1,...,z, € X et A1,..., A, € C. Alors par la proposition 2.4,
ZA-X (1-— ZU)M)K(CBZ?Q:])
—ZA Nk, (27) ZA Ni(20) 9 () ()
—Z/\ Nilka,, ko, —EAZ-AJ«;S i) Mg (k) (1)

.3

= <Z )‘jkxj’ Z )‘lkﬂﬁz> - Z )‘])‘71<¢M<;(kwj)’ ka‘z>
J=1 i—1 oy
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- Hzn: Mika || — <Zn: N M (ks,), zn: AiM;Z(km)>
=1 j=1 i=1

n 2 n 2
= 20 dike, || = 223 (o Ak, )| 2 0
j=1 J=1
car [ M) = 1My < 1.
Supposons maintenant que pour tout choix de points z1,...,z, € X, la matrice

(1= (i) () K (i, ) )1<i j<n

est semi-définie positive. Alors pour tout Ay,..., A, € C, on a
iJ

et donc

Z Aj7i¢($i)¢($j)K($i7 zj) < Z >\j/\7z‘K(fEi, ;).
i3 2%

Des calculs similaires & ceux faits plus haut montrent que

2

Z )\])CK($Z, .Tj) = HZ )\jkazj
1,J j=1

et

D NN d(w)) K (wi, x) = HZ Ajo(a)kz, 2
i,7 Jj=1

Ainsi, si W = span{k, : x € X}, alors 'application T': W — H donnée par

T(Z Ajk:xj> = Ajdlaj)ka,
s =1

est une application linéaire bien définie (car les k, sont linéairement indépendantes) qui est
bornée, avec || T|| < 1. On peut alors prolonger T" & H au complet par densité, et la norme

demeure la méme. Observons que pour chaque z € X, on a T'(k,) = ¢(x)k,. Ainsi, pour tout

f€H,ona

(T f) (@) = (T f, k) = (f, Tha) = (f, 0(2)ka) = ¢(2)([, ke) = () f ().

Donc ¢f =T*f € H, et ¢ est un multiplicateur. Ce calcul montre aussi que My = T™, et donc

[0lImurecery = 1Mol = T = T < 1. B
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2.2 Le probléme d’interpolation de Pick

Le probléme d’interpolation de Pick classique est le suivant. Etant donné zp,...,z, € D
distincts et wy,...,w, € D, peut-on trouver une fonction holomorphe f : D — D telle que
f(z5) = wj pour 1 < j < n? Quelles conditions doivent satisfaire les z; et les w; 7 Le théoréeme

suivant répond a cette question.

Théoréme 2.10 (Nevanlinna-Pick). Il existe une fonction holomorphe f : D — D avec

f(z5) = wj pour 1 < j <mn si et seulement si la matrice

1 — a0
(“””) (2.1)
1 — 2% 1<4,j<n

est semi-définie positive.

L’idée de la démonstration classique va comme suit. D’abord, le cas n = 1 est trivial. En effet,
d’une part, la matrice 1 x 1 est toujours semi-définie positive car z; € D et w; € D. D’autre
part, le probléme d’interpolation & un point a toujours une solution : pour chaque a € D, la
fonction

a—z

Ya(2) ==

- 1l—az

est un automorphisme du disque qui envoie 0 sur a. Alors f := 1, o @b;ll fait Paffaire. Pour
le cas général, on procéde par induction. En composant par des automorphismes du disque
1), comme ci-haut, on peut supposer sans perte de généralité que z, = w, = 0. Par le lemme
de Schwarz, on devrait alors avoir que g(z) := f(z)/z est holomorphe sur I et prend ses
valeurs dans D. Aussi, g serait une solution au probléme d’interpolation 9(zj) = w; pour
j=1,...,n—1, ot wj := wj/z;. On se raméne ainsi au cas n — 1, et avec un peu de travail,
on peut montrer que la matrice (2.1) est semi-définie positive si et seulement si celle avec les

z; et les w; l'est. Pour plus de détails, voir |6, Théoréme 2.2].

Notre approche sera plutét basée sur la théorie des RKHS. Nous allons en fait étudier un
probléme beaucoup plus général. Soit X un ensemble non vide, H un RKHS sur X avec
noyau K et Mult(H), son algébre des multiplicateurs. Etant donné des points z1,...,2, € X
distincts et y1,...,y, € D, peut-on trouver un multiplicateur ¢ tel que Pllvaeey < 1 et
¢(x;) =y; pour 1 < j <n?Sion prend H? comme RKHS, alors on voit qu’on se raméne au
probléme d’interpolation de Pick classique. On voudrait cependant un résultat plus général
que le théoréme de Nevanlinna—Pick. Il suit immédiatement du théoréme de caractérisation

des multiplicateurs que si une telle ¢ existe, alors il faut nécessairement que la matrice

(1 = viyj) K (4, 75) )1<ij<n

soit semi-définie positive. Notons que cette condition est la méme que celle qui intervient dans
le théoréme de Nevanlinna-Pick classique lorsqu'on prend H = H?. Cette condition est-elle

suffisante dans le cas général 7 La réponse est non, comme le montre I’exemple suivant.
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Exemple 2.11. Soit H = A2, I'espace de Bergman et prenons z; = 0, 20 = 2/3, w1 = 0 et
we = 3/4. Alors, en dénotant le noyau de A% par K 42, on a

1 1
(1 — wiwy) K g2 (23, 25) )1<i,j<2 = <1 1-(3/4)2 )
(1-(2/3)%)2

1 1
= |y sor > 0.
400

Or, par le lemme de Schwarz, si f(0) = 0, alors |f(z)| < |z| pour tout z € D. Mais |wa| > |22].
Donc il n’existe pas de f € H*® = Mult(A?) telle que || f||g~ < 1 et f(0) =0, f(2/3) = 3/4.

Ceci motive la définition suivante.

Définition 2.12. Un noyau K a la propriété de Pick (ou est un noyau de Pick) si la condition
(1 =y K (x4, 25))1<ij<n > 0

implique qu'il existe un ¢ € Mult(H ) tel que [|¢||yrue(y < 1 et ¢(z;) = y; pour tout 1 < j < n.

On dit aussi que H est un espace de Pick si son noyau est un noyau de Pick.

Ainsi, le noyau de Szegé est un noyau de Pick par le théoréme de Nevanlinna—Pick, alors que
le noyau de Bergman ne ’est pas par I'exemple 2.11. Le noyau de Dirichlet est-il un noyau de
Pick ? Nous verrons plus tard que oui, mais cela n’est pas du tout évident. Notre but pour les

sections qui suivent est d’obtenir un critére suffisant pour que K soit un noyau de Pick.

2.3 Le produit tensoriel

Le produit tensoriel est un outil extrémement utile dans I’étude des RKHS. Nous allons com-
mencer en rappelant la construction et les propriétés du produit tensoriel pour les espaces
vectoriels (complexes) généraux. Bien sir, les résultats qui suivent se retrouvent dans de nom-

breux textes d’algébre, mais nous utiliserons plutot I’approche dans [18, Appendice T).
Définition 2.13. Soit V' et W deux espaces vectoriels complexes. Leur produit tensoriel est
Pespace vectoriel V@ W := X/R ou
e X est I'espace vectoriel engendré par les symboles e, , ot x € V et y € W,
e R est le sous-espace de X engendré par les éléments de la forme
L. exzi+doma,y — MExyy — A2€ayy, 1,22 €V, y€ W, A, X2 € C,

2. €z Myitays — MCay; — A2€zy,, TEV, y,y2 €W, A, A2 € C.
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On utilisera x ®y pour dénoter la classe d’équivalence de e, . Alors chaque élément z € VW

posséde une représentation de la forme

n
=1

ol les x; € V et les y; € W, mais cette représentation n’est pas unique.

Proposition 2.14 (Propriété universelle des produits tensoriels). Soit U un espace vectoriel
et B:V xW — U une application bilinéaire. Alors il existe une unique application linéaire

L:V@W = U telle que pour chaque x € V,y € W, on a L(x ® y) = B(x,y).

Démonstration. Les éléments {e,, : © € V,y € W} forment une base de l'espace vectoriel X
dans la définition 2.13. Ainsi, I'application L : X — U définie par z(em,) := B(z,y) est une
application linéaire. Comme B est bilinéaire, on a

L(6A1:v1+>\212,y — A€y — A2€z,y)
= B(Mx1 + Aawo,y) — MB(21,y) — AoB(x2,y) =0

pour chaque x1,x2 € V, y € W, A1, Ao € C. De méme, on a

z(eﬂz:)qy1-i-/\2y2 — AMegy, — >‘2€x,y2)
= B(x, \iy1 + Aay2) — MB(z,y1) — A B(z,y2) =0

pour chaque z € V, y1,y2 € W, A, A2 € C. Ainsi, L s’annule sur le sous-espace R de la
définition 2.13, et donc I'application L : V @ W — U définie par

n n
L(Z Ti ® yi) = Z L(eﬂfi,yi)
=1 =1

est bien définie et satisfait L(x ® y) = B(x,y). Ceci montre l'existence. Finalement, 1'unicité

suit du fait que les éléments x ® y engendrent V ® W, ce qui termine la démonstration. [

Un corollaire de la propriété universelle est le résultat suivant.

Corollaire 2.15. Soit Vi, Vo, W1 et Wy des espaces vectoriels complexes et Ty : V3 — Wh,
Ty : Vo — W, des applications linéaires. Alors il existe une unique application linéaire Ty QT :
Vi@ Vo — W1 @ Wsy telle que pour chaque x € Vi,y € Vo, on a T1 @ Th(z®y) = T1(x) @ Ta(y).

Démonstration. On applique la propriété universelle & 'application bilinéaire B : V7 x Vo —
W1 ® Wy définie par B(x,y) := Ti(x) ® Ta(y). O

Supposons maintenant que H et K sont des espaces de Hilbert. Peut-on munir I’espace vectoriel

H ® K d’une structure d’espace de Hilbert qui tient compte des produits scalaires de H et

K 7 Le théoréme suivant répond & cette question.
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Théoréme 2.16. Soit H et K deux espaces de Hilbert. Alors il existe un unique produit

scalaire sur H ® K tel que

(1 ®@y1, 72 ® y2) = (v1, 22) 1 (Y1, Y2) K
pour chaque x1,x2 € H, y1,y2 € K.

Remarque. On a entre autres que ||z @ y|| = ||z||a||ly| k-

Afin de démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.17. Soit w € H ® K. Alors w posséde une représentation de la forme

n
w= E z2j @ ej
j=1

ot les ej sont orthonormés, i.e.,

0 sii#j
(ei, €j)k =
1 sii=j.
Démonstration. L’élément w posséde une décomposition de la forme w = Z;n:l T ® yy.

On peut alors appliquer le procédé de Gram—Schmidt pour obtenir un systéme orthonormé

{e1,...,e,} dans K tel que

span{ei,...,en,} =span{yi,...,Ym}-

Ainsi, pour chaque 1 < j <m, on ay; = 2?21 Aije; pour certains \;; € C. Ainsi,

m m n n m
w:ij ®yj:Zl’j®(Z)\ijei) :Z(Z)‘ij>®ei’ O
j=1 j=1 i=1 1 j=1

1=

Démonstration du théoréme. L’unicité suit du fait que les éléments de la forme z ® y en-
gendrent H ® K. Fixons z1 € H et y; € K, et définissons By, 4, : H x K — C par

Bz1,y1 (332,?/2) = <$17$2>H<y1,y2)1<~

Alors By, 4, est bilinéaire, et donc par la propriété universelle, il existe une unique application

linéaire Ly, o, : H ® K — C telle que pour chaque x2 € H et y € K,

Ll‘hyl ($2 ® yQ) = <$1,J}2>H<y1, 92>K-

Soit L*(H ® K, C), l'espace vectoriel des applications anti-linéaires de H ® K dans C. Comme

I'application (z1,y1) = Lz, 4, est bilinéaire, on peut déduire de la propriété universelle encore
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qu’il existe une unique application linéaire L : H @ K — L*(H ® K, C) telle que pour chaque
r1 € Hetyy € K,
L(z1 ® y1) = Ly -

On définit (w, z) := (L(w))(z), pour w,z € H ® K. Cette forme est linéaire & gauche car L
est linéaire, et elle est anti-linéaire a droite car L(w) € L*(H ® K,C) pour tout w € H ® K,
par définition de L. Pour chaque x1,29 € H et y1,y2 € K, on a

(1 @Y1, 22 @ Y2) = (L(z1 @ y1)) (22 @ y2) = Ly 20 (2 @ y2) = (x1, 22) H (Y1, Y2) K-

Comme les éléments x ® y engendrent H ® K, et les produits scalaires de H et de K sont
anti-symétriques, il suit par la sesquilinéarité montrée ci-dessus que (-, -) est anti-symétrique.
Il reste maintenant & montrer que (w,w) > 0 pour tout w € H® K, avec égalité si et seulement
si w = 0. Soit w = Z?Zl xj ® ej ol les e; sont orthonormés (une telle représentation existe

par le lemme 2.17). Alors on a

n
(ww) = (wj@ejmi@e) = (wj,m)mlej, ek = |lall7 >0,

i i j=1
avec égalité si et seulement si x; = 0 pour chaque j, ie., avec égalité si et seulement si

w = 0. O

En général, la norme induite par ce produit scalaire n’est pas compléte. On notera désormais
par H ® K la complétion du produit tensoriel entre H et K par rapport au produit scalaire
ci-dessus, alors que le produit tensoriel algébrique (tel que dans la définition 2.13) sera dénoté
par H ® K.

Proposition 2.18. Soit E et F' des bases orthonormées de H et K respectivement. Alors
{e@ f:e€ E, f e F} est une base orthonormée de H ® K.

Démonstration. 1l est clair que {e ® f : e € E, f € F} est un systéme orthonormé, et donc
il reste & montrer que son span est dense. Comme les éléments de la forme x ® y engendrent
H ® K, qui est dense dans H ® K, il suffit de montrer qu’on peut approximer chaque élément
de cette forme par des combinaisons linéaires finies de {e ® f : e € E, f € F}. Soit € > 0.

Choisissons § > 0 assez petit pour que
Ollyllse + dllzll s + 6% < e.

Comme E est une base orthonormée de H, il existe des e1,...,e, € E et Aq,..., A\, € C tels

que

S, <o
j=1
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De méme, il existe fi,...,fm € F et pu1,..., um € C tels que

m
HZ/ — Z,uz’fi
=1

<.
K

Alors on a

Hx Ry — > Ajpie; ® f;
1,3

_ H(x—zn;Ajej) ®y+I® <y—izm;uifi)
_ (;E—i)\jej) ® (y—if;mfi) ‘

< 6llyllx + bllzfa 448> <e -

Voici une application de la proposition précédente.

Exemple 2.19. Soit H un espace de Hilbert et X, un ensemble non vide. Alors H ® £?(X)

est isométriquement isomorphe a ¢2(X, H), ou
COCH) = {f X~ HD Y || f@)| < oo},
rzeX
et le produit scalaire dans cet espace est défini par
(f9exm = Y (f(2),9(x))m.
zeX

En effet, soit E une base orthonormée de H et pour chaque x € X, définissons d, : X — C

par

5a(y) = 0 six#£y

1 sir=y.

Clairement, {6, : # € X} forme une base orthonormée de ¢?(X), et donc par la proposition
2.18, I'ensemble {¢ ® 6, : e € E,x € X} forme une base orthonormée de H ® £2(X). Ainsi,

chaque v € H ® £2(X) posséde une unique décomposition de la forme

v = Z Zax7ee®5x.

zeX e€eF

Pour v de cette forme, on définit T': H ® ¢(?(X) — ¢*(X, H) par
Tv = f,,
ou f, : X — H est la fonction

folz) == Z g ce.

eckE
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Notons que f, est bien définie et appartient a ¢2(X, H) car
DoL@E =D Y lavel® = vl < oo
reX zeX eckE

Ceci montre aussi que T est une isométrie. Il est clair que T est linéaire. Finalement, si

f € 2(X, H), alors pour tout x € X, f(z) posséde une décomposition dans la base E, disons

f(x) =3 cpazee, et on a

S S Jawel = S IF@1 = 12 x.a1) < 0

rzeX eckE reX
et donc
vi= Z Zame ® Oz
reXeck
définit un élément de H ® £2(X) tel que Tw = f. Bref, I est surjective, et donc H ® £?(X) est
AY A

bel et bien isométriquement isomorphe & ¢2(%FHH—Frmr particulier, ceci implique que
HoC'~H"
et
H®C~H.
Le prochain résultat est un renforcement du corollaire 2.15, dans le cas des espaces de Hilbert.

Proposition 2.20. Soit Hi, Ha, K1 et Ko des espaces de Hilbert et supposons que Ty : Hy —
Ky et Ty : Hy — Ko sont des opérateurs bornés. Alors il existe un unique opérateur borné
T1®Ty: H ® K1 — Hy ® Ky tel que

(T © Tr)(z @ y) = T1(x) @ Ta(y)
pour chaque x € Hy,y € K1. De plus, ||Th @ Ta|| = | T1||||T2]]-
Démonstration. Par le corollaire 2.15, on a déja l'existence et l'unicité d’une application li-
néaire Ty ® Ty : Hy © K1 — Hs ® K». Il suffit alors de montrer que T} ® T5 est borné sur
H, ® K, avec ||T1 ® Tz|| = ||T1]|||T2]|, et on peut alors prolonger par continuité. Supposons
tout d’abord que K1 = K», et que Tb = I, I'identité sur K. Soit w € H; ® K;. Par le lemme

2.17, w posséde une représentation de la forme w = Z?:l xj ® ej, ol les ej sont orthonormés

dans K. On a alors
n
lwl> = (w,w) =" [l
j=1

et
n 9 n n
1Ty & 1) = | Y Tie) @ & = Y 1T, < 32 ITIP 1,
j=1 j=1 j=1

= IT3[*w]*.
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Ainsi, T1 ® I est borné, et |77 ® I|| < ||T1||. Le méme raisonnement montre que si Hy = Hs
et Ty = I, l'identité sur Hy, alors I ® Ty est borné et ||[I ® Tz|| < ||T3]|. Ainsi, la composition
(I, ® To)(T1 ® Ik,) est bornée, avec ||(Ip, @ To)(Th ® Ik,)|| < |[|[T1]|||T2||. Mais pour tout
re H etye Ki,ona

(U, @ T2)(Th @ Ik, )(z @ y) = (I, @ To)(T1(z) @ y) = Th(z) @ Ta(y).

Par l'unicité dans le corollaire 2.15, il suit que (Ip, ® T5)(Th ® Ik,) = 11 @ T», et donc on a
|71 ® Tl < ||T1||||T2]|]. Finalement, pour montrer l'inégalité inverse, prenons € > 0. Alors il

existe z € Hy et y € K7 de norme 1 tels que
[T = | Tall — e, T2l = [T2]l — e
Ainsi, on a [lz @y = [|lz[[fly = 1 et

(T © T)(z @ y)| = [|T1(x) @ Ta(y)]| = [Ta(2)[[[[ T2 (y)
> (Il = e)IT2]l =€)

Comme € est arbitraire, on conclut que ||T} @ To|| > ||T1||||T2]]- O

2.4 Les RKHS a valeurs vectorielles

Nous allons maintenant introduire la notion de RKHS vectoriel. Ceci nous permettra de for-
muler la propriété de Pick compléte pour les RKHS, et nous verrons une condition sur le noyau
K qui nous permettra de déterminer quand un RKHS a la propriété de Pick compléte. Nous

verrons plus tard que les espaces H? et D ont cette propriété.

On commence avec un RKHS H sur X et avec noyau K : X x X — C. Soit L un espace de
Hilbert quelconque. On peut voir H ® L comme un espace de fonctions sur X a valeurs dans
L. En effet, tout espace de Hilbert est isomorphe & £2(S) pour un certain ensemble S (S peut
étre par exemple un ensemble d’indices pour une base orthonormée). Donc L ~ ¢2(S) pour un

certain ensemble S, et

H® L~ /S, H),

par 'exemple 2.19. Donc chaque F' € H ® L est de la forme F = (fs)ses, ou les fs € H sont
des fonctions de X — C telles que Y. ¢ || fs[3; < oo. Alors F est la fonction définie par

F(z) == (f,(x))ses € £2(S) = L.

Ceci nécessite par contre de connaitre I’ensemble S, et en général, son existence est seulement

garantie par le lemme de Zorn. Nous allons donc utiliser une approche un peu différente.

Pour un F' € H ® L, on définit F': X — L par

Fx) = (Bx @ IL)(F),
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ou E, : H — C est la fonctionnelle d’évaluation en x, et I, est I'identité sur L. Le produit
tensoriel d’opérateurs et défini comme & la section précédente. Notons qu’en fait, F, ® I, est

a valeur dans C ® L, mais ce dernier est isomorphe & L. Si F' = h ® £, alors
F(z)=(E; @ 1I)(h® () = h(z) ® £ = h(x)L.
Nous aurons besoin du lemme suivant plus tard.

Lemme 2.21. Soit F € H® L.
1. Pour tout x € X, on a ||F(2)| < k||| FlloeL-
2. Pour tout v € X, 0 € L, on a (F(z),0), = (F, ks @ \) gL
3. Si F(z) =0 pour tout x € X, alors F' = 0.

Démonstration. 1. On a, par la proposition 2.20,

1E @) =Bz © I)(F)ll < |[Ee @ IL[[[[Fll oL = [ Exll[HLIFll geow

= kel Fll HeoL-
2. D’abord, si F' est de la forme F' = h ® m, alors
(F(x), )1 = (Mx)m, ), = h(x)(m, (), = (h, ke) i (m, £)L
= (h@m,ky ® ) gor = (F ks @ ) HeL-

Par linéarité, on obtient le résultat pour chaque F € H ® L, et par densité, on obtient le
résultat pour chaque F' € H ® L.

3. Soit W := span{k, : * € X }. Nous avons vu dans le lemme 1.20 que W est dense dans H.
Alors W ® L est dense dans H ® L. En effet, pour un élément de la forme h ® m, il existe une
suite (hy,) € W telle que h,, — h dans H. On a alors

[h@m —hn @mllper = [[(h = hn) @ mllzer = b = hallallmlL — 0.

Donc W ® L contient H ® L dans sa fermerture, et comme celui-ci est dense, il suit que W ® L

I’est aussi. Finalement, par le point 2, on a, pour tout = € X et pour tout £ € L,
<F, ky ®£>H®L = <F($),f>L =0.

Comme W ® L est dense, il suit que F' = 0. ]

Nous allons maintenant introduire les multiplicateurs pour les RKHS vectoriels.

Définition 2.22. Soit L, Ly des espaces de Hilbert et ® : X — B(L1, L2), une application.
Pour une fonction F': X — Ly, on définit ®F : X — Lo par
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On dit que @ est un multiplicateur si pour chaque F' € H® L1, on a ®F € H® Lo. L’ensemble
de tous les multiplicateurs est dénoté par Mult(H ® L1, H ® Ly). On définit aussi 'application
Mg : H® Ly — H® Ly par

MgF = OF.

Proposition 2.23. Mg est un opérateur borné.
Démonstration. Supposons que F,, — F dans H ® L et ®F,, — G dans H ® Lo. Comme les
opérateurs E, ® I, et E, ® I, sont bornés sur H ® Ly et H ® Ly respectivement, on a, pour

tout x € X,
L
Fo(z) = (B; ® I, F, = (B, @ I1,)F = F(x),

OF,(z) = (B, © I1,,)F, 2 (B, © I1,,)G = G(x).
D’autre part, on a ®(z) € B(L1, La) pour tout z € X. Ainsi,
L
OF,(2) = ®(2)(Fu(z)) = ®(2)(F(z)) = ®F ().
On a donc ®F(x) = G(z) pour tout x € X, et, par le point 3 du lemme 2.21, ceci implique

que ®F = G. Donc Mg est borné, par le théoréme du graphe fermé. O

Pour un multiplicateur ®, on peut alors définir sa norme

H(I)HMult(H@Ll,H@Lg) = || Mg]|.

On abrégera souvent celle-ci par [|®|yue- Comme pour la proposition précédente, on a un

analogue de la proposition 2.4 pour les RKHS vectoriel.

Proposition 2.24. Pour tout x € X,¢ € Lo, on a

M (ky ©0) = ky @ ®(2)"L.

Démonstration. Soit F' € H ® Ly. Alors par le lemme 2.21, on a
(Mg (kz ®€), F)per, = (ks @ {, Mo F)noL, = (®F, ke ® O) gor,

= (@(@)F(x), O, = (F(x), ®(z)"0),
= (F, ke ® CD(x)*E)H@Ll = (k‘x ® q)(l')*f, F>H®L1~

Ceci tient pour tout /' € H ® L1. Donc le résultat suit. O

De méme, on a un analogue du théoréme sur la caractérisation des multiplicateurs. Nous avons

d’abord besoin d’une définition.
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Définition 2.25. Soit X un ensemble, L un espace de Hilbert, et F' : X x X — B(L) une
fonction. On dit que F' est semi-définie positive si pour tout n, pour tout zi,...,z, € X, et
pour tout £y,...,¢, € L,

> (F(zi,z)l, L) > 0.

irj
Autrement dit, I'opérateur & blocs (F(xj,x;))1<ij<n sur L ® C" ~ L™ est semi-défini positif.
On écrit alors F' = 0.

Théoréme 2.26 (Caractérisation des multiplicateurs vectoriels). Soit ® : X — B(L1, La)
une application. Alors ® € Mult(H ® L1, H ® L2) avec ||®|muy < 1 si et seulement si on a

(I, — ®(z)®(y)*)K(z,y) = 0.

Démonstration. Supposons d’abord que ® est un multiplicateur de norme plus petite ou égale
a 1. Alors ||M3]| = [|[Ms|| = ||®|mue < 1, et donc par la proposition 2.24, on a, pour tout
T1,...,Tn € X et pour tout fq,...,¢, € Lo,

D AUy — () (7)), b} 1, K (i, x5)

0]

= Z@j?gi)la <k796j7 sz>H - <(I)(IL‘]')*€]’, q)(l'i)*éiha <kfbj7 kxz>H

ij

= Z(k‘z] ® L, kg @ U)HoL, — <kx]~ ® @(xj)*fj, ky, @ ®(2:)" i) HoL,
ij

= (ka; ® by, ka, @ ) L, — (Mg (kay @ £), Mg (K, © 6)) oL,
ij

Y k 14 ? Y Mz (k / ?
- H; 2 @ jHH@LQ_ H; a(ha; © j)HH®L1

" 2 n 2
= szxﬂ ®£jHH®L2 — [[Ma] ‘Zk% ®£jHH®L2 2 0.
j=1 j=1

Supposons maintenant la réciproque. Alors, par les trois premiéres lignes du calcul ci-dessus,

on a

D (ke @ € ke, @ b rrary 2 ) (kay © ()"0, ko, © (2:) ) oL,
%, i,

Donc . .
ky, @ ®(z; e” < H . eH .
H]Z:; i ® (m5)"L; HoL, = ; ; ® Y HoLy

Ainsi, 'application T : span{k, ® ¢,z € X, { € Ly} — H ® L; définie par

(S0 08) = 3ok o 000
j=1 Jj=1
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est bien définie et est un opérateur borné avec ||T']] < 1. Comme le sous-espace
span{k, @ £ : z € X, 0 € Ly}

est dense dans H ® La, on peut alors prolonger cet opérateur de maniére unique & H ® Lo au

complet avec la méme norme.

Soit maintenant F' € H ® L. Bien stir, on a T*F € H ® Lo. Mais pour tout x € X, ¢ € Lo,

on a, par le lemme 2.21,

<T*F(x)7€>L2 = <T*F7 K ®£>H®L2 = <F7T(kl" ®£)>H®L1
= (F ke @ ®(2)" V) HoL, = (F(2), ®(x)* )L, = (2(x)F(2),{)L,-

Par conséquent, ®F = T*F € H ® Lo, et donc ® est un multiplicateur, et

[®lIvue = [[Ma|| = [T = 1T < 1. ]

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoréme.

Corollaire 2.27. Soit x1,...,x, € X et Wq,...,W,, € B(Ly,Ly). S’il existe un élément
® € Mult(H ® L1, H ® Lg) tel que || @[y < 1 et ®(x;) = W; pour tout j, alors lopérateur
a blocs (Ir, — WiW) K (x4, 25))1<ij<n : Lo @ C" — Ly @ C™ est semi-défini positif.

2.5 Noyaux de Pick complets et le théoréme de Leech

Par analogie avec les noyaux de Pick, on définit les noyaux de Pick complets comme étant ceux
pour lesquels la réciproque du corollaire précédent est vrai, pour tout L et Lo de dimension

finie.

Définition 2.28. On dit que K a la propriété de Pick compléte (ou bien K est un noyau de
Pick complet) si pour toute paire d’entiers s,t > 1, pour tout n € N, pour tout z1,...,z, € X

et pour toutes matrices W1, ..., W, de taille s x t satisfaisant
((Lsxs — WiW[) K (@i, x5))1<ij<n = 0,
il existe un ® € Mult(H ® C*, H ® C*) avec || ®||yut < 1 et ®(z;) = W, pour tout j.
Bien sir, tout noyau de Pick complet est un noyau de Pick (il suffit de prendre s = ¢ = 1).

Cependant, il existe un exemple di & Quiggin d’un noyau de Pick qui n’est pas un noyau de

Pick complet. On peut trouver cet exemple dans sa thése [14, Section 5.3].

La propriété de Pick compléte peut étre reformulée d’une autre maniére, grace au théoréme

suivant.
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Théoréme 2.29 (McCullough—Quiggin). Supposons que pour tout z,y € X, on a K(x,y) # 0.

Alors K est un noyau de Pick complet si et seulement si pour tout z € X,

K(z, 2)K(2,y)

K, )K(z2) =

(‘T’y) = 1-—

Nous allons seulement montrer la nécessité ici; la suffisance sera en fait une conséquence
du théoréme de Leech que nous verrons plus tard. Il est possible de montrer la suffisance

directement ici, voir [1, Théoréme 7.6].

Démonstration. Pour simplifier la notation, on écrit K (z;,z;) := Kj;;. Il faut donc montrer

que pour tout choix de points z1,...,z, € X, la matrice

<1 _ KmKn]>
KijKnn 1<i,j<n—1

est semi-définie positive. Nous allons procéder par induction sur n. Pour n = 2, ceci équivaut

a montrer que

KoKy > 0.
Ki1K2

Ceci découle immédiatement de I'inégalité de Cauchy—Schwarz. En effet,

1

Ki9Ko = |<kl‘1aku’v2>|2 < <kxl’k11><k$27kxz>

= K11 K.
Supposons maintenant que le résultat est vrai pour un certain n > 2. Soit x1,...,xp41 € X.
Posons
gii = 1 KinKnj
Y Kz]Knn

Par I'hypothése d’induction, la matrice (gi;)i<ij<n—1 est semi-définie positive. Aussi, on a
Gin = gnj = 0 pour tout 1 <i,j < n. Ainsi, la matrice G := (gij)1<i j<n est aussi semi-définie
positive (en rajoutant une ligne de zéros et une colonne de zéros, la matrice est encore auto-
adjointe, et les valeurs propres de la nouvelle matrice sont celles de 'ancienne avec A = 0
ajoutée). Il existe alors une matrice W telle que G = WWW*. Si on dénote par W; le vecteur
correspondant a la ¢ ligne de W, alors on a g;; = W; W pour tout i et j. Observons que,

pour chaque i, 7, on a
. K, K,;
(1 = WiW)K (24, 25) = (1 — gij) Kij = 7}? o
nn

Cette derniére matrice est semi-définie positive. En effet, si A\1,..., A\, € C, alors

1|1 2
>Nk
7j=1

>0

)

~ Kann] 1 N~ T
o\ — N K =
ZZJ: i\j Knn Knn%: 1A niAj N nj

Knn -
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car Ky, = (ky, , kz,) > 0. Comme K est un noyau de Pick complet, il existe alors un multipli-
cateur @ € Mult(H @ C", H ® C) tel que ®(x;) = W; pour tout 1 < j < n, avec ||P |y < 1.

Par la proposition 2.24, on a donc
Mgkz; = ky; @ WS
Soit P la projection orthogonale sur {k,, , }*, et écrivons

ko ke Kooy s
Pky, =k, _Mk _kxj—ﬂk

P = _ o
n+1
! <kxn+17 k$n+1> Kn-‘rl,n-f—l

J LTn+1"*

Alors pour chaque 1 < j <n, ona
(P @ L) Mgk, = ks, @ W}

Aussi,
I(P& I3 < 1P @ Ll Mz = Pl @l < 1.

Ainsi, par exactement le méme calcul que celui fait dans la preuve du théoréme de caractéri-

sation des multiplicateurs vectoriels, la matrice
(1= WiW} ) ka; s k) )1<ij<n
est semi-définie positive. En remplacant WiW;‘ par g;j, on trouve, aprés simplifications,

(KinKnj (1 . Ki,n-i—lKn-‘rl,j)) >0
Kon, KijKpiin+1//1<ij<n =

D’autre part, le calcul fait pour montrer que

(KinKnj >0

Knn )1§i,j§n
) . S .
s’applique aussi bien a la matrice

(i)
KinKpj/ 1<ij<n’

Ainsi, par le théoréme de Schur,

(1 _ Ki,n+1Kn+1,j> _ ( Kun ) . (KmKnj (1 _ Ki,n+1Kn+1,j>) >0
KijKpi1nt1 Kin Ky Ky KijKniin41// —
Ceci compléte la démonstration. ]

Fixons un z € X quelconque, et posons u(x) := K(z,2)/+/K(z,z). Alors u(z) # 0 pour tout

x, et on a
Cu(@uly) _ | K@ 2)K(zy)
'Ky T Ry -
Rapport- gratuit.com @
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L’expression & gauche est un peu plus facile & manier, et sera notre hypothése principale pour

le théoréme de Leech. De toute fagon, le théoréme impliquera qu'un noyau satisfaisant

u()u(y)
K(z,y)

pour une fonction u : X — C\ {0} est automatiquement un noyau de Pick complet, et donc

1-— = 0.

cette condition est équivalente a celle dans le théoréme de McCullough—Quiggin.

Nous sommes maintenant préts & énoncer un des théorémes les plus importants de la théorie

de l'interpolation de Pick.

Théoréme 2.30 (Leech). Supposons que K(z,y) # 0 pour tout x,y € X et qu’il existe une
fonction u : X — C\ {0} telle que

u(@)u(y)
K(z,y)
Soit Z C X, soit Ly, Ly, L3 des espaces de Hilbert et soit A : Z — B(Lo,L3) et B : Z —
B(Ly, L3), des applications. Alors les énoncés suivants sont équivalents.
1. (A(2)A(w)* — B(2)B(w)*)K(z,w) = 0 sur Z x Z.
2. Il existe ® : X — B(L1, L) tel que & € Mult(H ® L1, H ® La), || ®|mut < 1 et
B(z) = A(2)®(z) pour tout z € Z.

1— = 0. (2.2)

Ce théoréme trés puissant nous permet d’obtenir immédiatement la réciproque au théoréme
de McCullough-Quiggin.

Corollaire 2.31. Supposons que K(x,y) # 0 pour tout z,y € X, et qu’il satisfait (2.2) pour
une certaine u: X — C\ {0}. Alors K est un noyau de Pick complet.

Démonstration. Etant donné des entiers s,t avec s,t > 1, on applique le théoréme de Leech

avec Z = {x1,...,xn}, L1 =C', Ly =C?%, L3 =C? A(x) = I;xs et B(z;) = W;. O

Bien siir, ce corollaire implique aussi que K est un noyau de Pick. Bref, si on est capable de

montrer que K peut étre écrit sous la forme

_ ua)u)
R )

pour une certaine fonction définie positive F', alors K est un noyau de Pick complet, et donc
a fortiori, un noyau de Pick. Cette condition est assez facile a vérifier lorsqu’on a une formule
explicite pour K. Nous verrons plus tard que les noyaux de H? et D ont cette forme, ce qui

nous donne une solution compléte au probléme d’interpolation de Pick pour ces espaces!

Afin de démontrer le théoréme de Leech, nous aurons d’abord besoin du lemme suivant.
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Lemme 2.32. Soit L un espace de Hilbert et F': X x X — B(L) une fonction semi-définie
positive. Alors il existe un espace de Hilbert J et une application G : X — B(J, L) telle que
pour tout z,y € X,

F(z,y) = G(z)G(y)"

Démonstration. Fixons E, une base orthonormée de L et posons X := X x E. Soit F :
X x X — C définie par
F((.’L‘, 6)7 (ya f)) = <F(:U>y)f7 €>L-
Alors F = 0. En effet, soit (xj,e5) € X et Aj € Cpour 1 <j < n. Alors
ZA)\ F (xi,€:), (x,€5)) Z)\)\ (i, 5)ej, ei)r

7]

—Z (i, zj)Ajej, Nieg)r, > 0,

car F' = 0. Par le théoréme de Moore, il existe un RKHS J sur X dont le noyau est F. Pour
(z,e) € X', dénotons par fx,e I'unique élément de J tel que pour tout g € J,

g(m, 6) = (g, fx,e>J-

Fixons x € X, et définissons T}, : span(£) — J par

T, (f: Ajej ) = f: Aifre,
j=1 j=1

On a alors

(S i3 [ -

—Z)\/\F ((z,€5), (x,€)) Z)\/\ (x,x)ej, e
’J
= <F(x,x)Z)\j€j,Z)\i€i>L
7=1 =1
n 2
< PG e |
j=1

ou on a utilisé I'inégalité de Cauchy—Schwarz dans la derniére ligne. Ainsi, T, est borné, et

S Ay Fras

comme span(FE) est dense dans L, et que J est complet, T, se prolonge a un unique opérateur
dans B(L, J), que nous nommerons aussi 7,,. On pose G(z) := T. On a G(z)*e = fae pour
tout x € X et e € E, et donc pour tout x,y € X ete, f € F,

(G(@)GW) fr el = (fyp Foe)s = F((z,€), (y, f)) = (F(z,9) . ).

Il suit que F(z,y) = G(z)G(y)*. O
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Remarque. L’espace J n’est pas unique ; voir la remarque aprés la démonstration du théoréme
de Leech.

Démonstration du théoréme de Leech. Supposons que la condition 2 est satisfaite. Alors pour
zZ,w € Z,on a

(A(z)A(w)" = B(2) B(w)*) K (z, w)

— (A(2)A(w)" — A(2)B(2)D(w)" A(w)")K (2, w)

= A(2)(IL, — ®(2)®(w)") K (2, w)A(w)" = 0,
car (I, — ®(2)®(w)*)K(z,w) = 0 par le théoréme 2.26. Donc la propriété 1 est satisfaite.

Supposons maintenant que la condition 1 est satisfaite. Par le théoréme de Moore, il existe un
RKHS J; sur X dont le noyau est L

u(z)u(y)

K(z,y)

Pour x € X, dénotons par b, I'unique élément de J; tel que pour tout f € Ji, on a f(z) =
(f,bz).,- On a donc

1—

u()u(y)

1-— = (by,b
K(%,y) < Yo $>J1
pour tout =,y € X. En particulier, en prenant x =y, on a
2
b2 =1— @ 2.3
e (23)
Ainsi,
u(z)u(y)
Kz,y)=—"—"—. 2.4

Comme (A(z)A(w)* — B(z)B(w)*)K(z,w) = 0, le lemme 2.32 implique qu'il existe un espace
de Hilbert J et une fonction G : Z — B(Ja, L3) tel que pour tout z,w € Z,

(A(2)A(w)" = B(2)B(w)") K (z,w) = G(2)G(w)".

Par (2.4), ceci équivaut a

(A(2)A(w)* = B(2) B(w)")u(z)u(w) = G(2)G(w)" (1 = (bw, b))

pour tout z,w € Z. En réarrangeant les termes de cette équation, ceci nous donne

u(2)u(w) A(2) A(w)* + (bu, b2) g, G(2)G(w) " = u(z)u(w) B(z)B(w)*
+G(2)G(w)*

pour tout z,w € Z. Soit £,¢' € L3. En appliquant les deux membres de 1’équation ci-dessus a

¢ et en prenant le produit scalaire avec £, on obtient

(u(w)A(w)" ', u(2) A(2) ) 1y + (bw, b2) 1y (G(w)l, G(2)™0) g,
= (u(w)Bw)* ', u(2)B(2)*l) 1, + (G(w)*l',G(2)*l) 1,
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et donc

(uw(w)A(w)* ', u(z) A(2)"O) 1, + (bw ® (G(w)"),b. ® (G(2)"0)) 10,

(2.5)
= (u(w)B(w)*t',u(2)B(2)*0) 1, + (G(w)* l',G(2)*l) ,.

On définit maintenant

M := span{(u(2)A(2)"0,b, @ (G(2)*0)) : £ € L3,z € Z}

et

N :=span{(u(z)B(2)"¢,G(2)*l) : L € L3,z € Z}.

Alors M est un sous-espace de Lg @& (J1 ® J2) et N est un sous-espace de Li & Jo. On définit
ensuite V : M — N par

V((u(z)A(2)"4, b ® (G(2)*0))) = (u(2) B(2)"¢, G(2)"0),

et en prolongeant sur M par linéarité. Si
0= Xi(ul(z)A(z) 4, b, ® (G(2)"4y))
j=1

est une autre représentation de 0 dans M, alors par (2.5), on a

2
= 0.

- Ni(u(z)A(2;) 0, by @ (G(2)* L
szl A G b @ YO,

Ainsi, V est bien définie, et ce calcul montre aussi que V' est une isométrie. On peut étendre
V a une isométrie V' : Lo @ (J1 ® Jo) — L1 @ Jo (voir les explications dans la remarque suivant

la démonstration). Ecrivons V' comme une matrice de blocs :

Vit 'V
V = 11 12 :
Vor Vo
ou V;j . Hj — Ki, avec Hl = LQ, H2 = Jl & JQ, Kl = Ll et K2 = JQ. Pour z € X, on définit

E.:Jo— J ®Jy par
E,(v) :=b; ®v.
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Avec la représentation matricielle pour V', on obtient alors le systéme d’équations

u(2)ViA(2)* + VieE.G(2)" = u(2) B(2)" (2.6)
o

V1A
u(2)Vo1A(2)* + Vo E,G(2)* = G(2)* (2.7)

pour tout z € Z. Par (2.3), on a
1Bl = (bl <1,

et donc Iy, — Voo B est inversible pour tout z € X. Par (2.7), on déduit que
G(2)* = (I, — Voo E.) " 'u(2) Va1 A(2)*
pour tout z € Z. En substituant cela dans (2.6), on obtient
u(2)Vi1A(2)" + ViaE. (L, — Vo E.) "lu(2) Va1 A(2)" = u(2) B(2)",
et aprés simplifications,
(Vir + VizEx(Lg, — Va2 B:) "'V A(2)" = B(2)".
Ceci nous suggeére de définir ® : X — B(Lq, Ly) par
®(z) = (Vi1 + VizEa(Lg, — Va2 Eu) ™' V)™

Ainsi, on a ®(2)*A(2)* = B(2)*, et donc B(z) = A(2)®(z) pour tout z € Z. Il reste a
montrer que ® est un multiplicateur avec || ® ||y < 1. Pour ce faire, nous allons appliquer
le théoréme de caractérisation des multiplicateurs vectoriels. Il faut alors montrer que pour

chaque x1,--- ,x, € X et pour tout ¢y, ,¢, € Lo, on a
> (L, = ®(2)®(2))*) s, L) 1, K (23, 25) > 0.
2%
Puisque V' est une isométrie, V*V = I, 45,0, Alnsi, on a les relations suivantes
VitV + Vo Var = 1,
VisVig + Vs Vag = 1,
V1*1V12 + V2*1V22 =0,
VisVir + Vs Var = 0.
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Ainsi, pour x,y € X, on a

I —®(z)2(y)"
=1 — (Vi + Vai (I = E;Vas) By Vi) (Vin + Viz By (I — Voo B,)) ™' Vay)
=T = ViV = Vo (I = ByVish) ' EsVis Vi — Vi Vi By (I — Voo )~ ' Vay
— Vo (I = E3Vas)  EpVi Vi By (I — Vo By) ™' Van
= Va1 Vo1 + Vai (I — B3 Vo) T Ep Vs Vo + Vi Voo By (I — Voo By) ™V
— Vo (I = E3Vas) T EG(I = Vi Vao) By (I = Voo By) ™'V
= Vot (I = E;Vas) (I = E;Vay)(I = Voo By) + E;Vis (I = Vaz Ey)
+ (I = EjVsy) Voo By — E5(I = VayVao) By (I — Voo EBy) ™' Vo
= V(I = E;Vsy) "I — EZE,)(I — Voo Ey) ™' Var.

Posons m; := (I — Vg E,, )~ 'Va14;. Alors on a

D AUy = B(2)®(5)), bi) 1, K (i, 5)

1,7
= (I = B} By, )ymy,mi) j, K (2, ;)
1,7
= Z(<mj’ mi)J, — <b96j ® my, by, @ mi) i e0,) K (i, xj)
i?j
= Z<mj7 mi>J2(1 - <b-'17j7 bzi>J1)K(xiv :Ej) = Z<mj7 ml>J2u(l‘l)u(xj)
1,7 %,J
n 2
= HZ u(z;)mj|| > 0. O
° Ja
7j=1

Remarque. Qu’est-ce qui justifie le fait qu’on peut prolonger V & une isométrie sur ’espace
Lo@®(J1®J3) 7 D’abord, le fait que V' est borné implique qu’il peut étre prolongé sans probléme
a M, et que ce prolongement demeure une isométrie. Ensuite, on a Lo @ (J; ® Jo) = M & M+,
En définissant V de sorte qu'il envoie M+ sur N+ isométriquement, on obtient, pour un

élément v = mq + mg ot my € M et mo € M,

V()12 = [V (m1) + V(ma) |2 = [V (m)|I* + [V (ma2) ||
= [[mu|f? + [lmz]|? = [|o]>.

Le probléme est qu’une isométrie M+ — N1 n’existera pas si M+ est plus gros que N+, dans

le sens que la cardinalité d’une base orthonormée de M~ est plus grande que celle de N=t.

Pour régler ce probléme, il suffit de grossir Jo en le remplagant par Jo @ £2(S), ot S est un

ensemble de grande cardinalité. La seule chose importante sur Jy est qu’il existe une fonction

G : Z — B(Ja2, L3) telle que pour tout z,w € Z,

(A(2)A(w)* — B(2)B(w)*)K(z,w) = G(2)G(w)*.
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Pour chaque z, on peut voir G(z) comme un élément de B(Jy @ ¢2(S), L3) (on définit simple-
ment G(z)(v) := 0 pour v € £2(5)). En inspectant les définitions de M et N, on voit que la
cardinalité de leurs bases orthonormées ne changera pas si on grossit Jo. Il suffit alors de choisir
S de cardinalité strictement plus grande que celles des bases orthonormées de L1, Lo, L3, J1, M
et N. On aura alors que la cardinalité des bases orthonormées de M=+ et Nt est la méme que

celle de Js, et donc on peut construire une isométrie entre ces deux espaces.

2.6 Le théoréme d’Aleman, Hartz, McCarthy et Richter

Nous allons maintenant montrer une autre application du théoréme de Leech, soit que chaque
fonction dans un RKHS avec la propriété de Pick compléte peut s’écrire comme un quotient
de multiplicateurs. Le résultat classique pour H? (et plus généralement pour la classe de
Nevanlinna N) était déja connu. La preuve classique utilise la caractérisation des fonctions
harmoniques positives sur ) comme étant les intégrales de Poisson par rapport a des mesures
positives. Voir [16, Section 17.19] pour plus de détails. Nous présentons la démonstration telle

que dans [2].

Théoréme 2.33 (Aleman, Hartz, McCarthy, Richter). Soit H un RKHS sur X avec la pro-
priété de Pick compleéte, et soit f € H. Alors il existe ¢, € Mult(H), avec ¢ sans zéros tels

que

<le

Démonstration. Soit K le noyau de H. Comme K est un noyau de Pick complet, il existe
u: X >C\{0}et F: X xX — C tels que F = 0 et

_ )
DR YT

pour tout z,w € X. On peut supposer que ||f|| < 1. Par le théoréme de Moore, on peut

trouver un espace de Hilbert J et des b, € J (z € X) tels que pour tout z,w € X,

K(z,w) = % (2.8)

Dénotons la fonction z — b, par b. Alors (2.8) peut s’écrire sous la forme

On a donc

K (z,w)(1 = b(2)b(w)") = u(z)u(w) = 0,

et donc, par le théoréme de caractérisation des multiplicateurs, on a que b € Mult(H®J, HRC)
et ||b||vut < 1. Soit @ : X — (C @ J)* définie par

®(z2) := (1, f(2)b(2))
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(Popérateur ®(z) agit sur C @ J par multiplication comme vecteur ligne). On a alors

= K(z,w)(1+ f(2)f(w)b(2)b(w)")

= K(z,w) + f(2) f(w) K(z, w)b(z)b(w)*

= K(z,w) + f(2) f(w)(K(z,w) = 1)

= K(z,w) + f(2) f(w) K (2,w) — f(2) f(w)

pour tout z,w € X. Ainsi, on a

K (z,w)(®(2)®(w)" — f(2) f(w)) = K(z,w) = f(2) f(w) = 0,

car || f|| < 1. Par le théoréme de Leech, il existe ¥ € Mult(H®C, H®(C®J)) avec | V|| put < 1
tel que

D(2)¥(2) = f(2)

pour tout z € X. Notons que ¥ : X — B(C,C @ J), et donc celui-ci peut s’écrire sous forme

W(z) = (jg(())) |

ol ¢: X — Cet W: X —.J. Observons aussi que ¢ € Mult(H) et ¥ € Mult(H @ C, H ® .J).
On a

matricielle

¢(2) s
1) = 8 = (1 f() (@ o) =9+ IR,
et donc
f(2)(1=0(2)¥(2)) = o(2).

Posons 9(z) := 1—b(z)¥(z). Comme b et ¥ sont des multiplicateurs, on a 1) € Mult(H). Aussi,
H\T/HMHM < 1, et par la démonstration du théoréme de Leech, ||b||yuie < 1. Donc Hb\iHMult <1,
et il suit que ¢ n’a pas de zéros et

f==. O

(G

Notons que ce résultat est faux en général si H ne satisfait pas la propriété de Pick. En
effet, une telle représentation n’existe pas dans l’espace de Bergman A2%. On peut prendre par

exemple une f de la forme
oo

flz) =] @ —22m),

k=1
pour une suite de nombres naturels (ny) qui tend vers oo trés rapidement. En utilisant 1'in-

égalité 1 + x < e* pour x > 0, on trouve

£(rei®) < exp(23° ™).

k=1
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Par [3, Section 3.2, Lemme 2], il est possible de choisir la suite (ng) pour faire tendre la série
a droite de I'inégalité ci-dessus vers oo arbitrairement lentement lorsque » — 1. On peut par

exemple la choisir de sorte que

o0
1 1
"< —log| ———
> =gy
k=1
pour un 0 < a < 1/2. Avec ce choix, on a alors

/ |f(re®)|2dA(z) < 2n /1 ! dr = 2n < 00
D ~ o (L=t 1—af2 ’

et donc f € A2

D’autre part, il est clair que les zéros de f sont les racines ng-iémes de 1/2, pour k = 0,1,2,....
Or, il est bien connu qu’une suite de nombres complexes (z,) dans D est la suite des zéros

d’une fonction de H® si et seulement si elle satisfait la condition de Blaschke :

o0

31— fzal) < 00

n=1

(voir [4, 10]). Pour chaque k > 0, la fonction f posséde ny zéros de module 2-1/™. Un calcul
élémentaire & 'aide de la régle de I’Hopital montre que

Jim (1 - 271/mk) = log2 # 0,
et donc la suite des zéros de f ne satisfait pas la condition de Blaschke. Ainsi, il est impossible
d’écrire f de la forme f = g/h pour des fonctions g, h € H*, car les zéros de g devraient alors
étre les mémes que ceux de f. En fait, le probléme de caractériser les suites dans D qui sont
les zéros d’une fonction dans A2 est un probléme difficile qui est encore ouvert a ce jour. Pour

en savoir plus, consulter [3, 8|.

2.7 Les espaces de fonctions analytiques avec la propriété de

Pick compléte

Nous allons maintenant revenir & un probléme que nous avions mentionné plus tét, soit le

probléme d’interpolation de Pick pour les espaces H? et D.

Nous allons commencer en généralisant le probléme a une plus grande classe d’espaces de
fonctions analytiques sur le disque. Soit (ay,)n>0 une suite de nombres réels tels que ay, > 0
pour tout n et

lim sup o/™ = 1.
n—oo

Soit H I’ensemble des fonctions holomorphes f(z) = > ° ;a,z" sur D telles que

- |an|2

Qp

< 0.

n=0
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Pour f € H, on pose

£l = (i ‘CZL'Q)W-
n=0 n

Proposition 2.34. || - ||y est une norme sur H, et, muni de celle-ci, H est un RKHS sur D

avec noyauy

Démonstration. Pour f,g € H avec f(z) =Y o7 janz" et g(z) =Y o0 bp2™, on définit

<f7 g>H = Z agin

Alors il est facile de vérifier que (-, )y est un produit scalaire sur H qui engendre la norme

| - ||z. De plus, on remarque que H est isométriquement isomorphe & l'espace £2(N, 1/a,,) des
suites (ay,) telles que

Z |an‘2

n=0 "

En effet, il est clair que I’application qui envoie f € H & sa suite de coefficients de Taylor
dans 2(N,1/ay,) est une isométrie. D’autre part, si on a (a,) € £2(N,1/ay), alors la suite
(lan|?/aw) est bornée (disons par M), et donc

lim sup a, /" < limsup[(v/31) /" (/@) /"]
n—oo

n—o0

< lim sup(vV M) ™ lim sup(y/am) /™ = 1.

n—oo n—oo
Par conséquent, la série entiére f(z) := > >° a,2z" posséde un rayon de convergence d’au
moins 1, donc elle définit une fonction holomorphe sur D appartenant & H. Bref, H et
??(N,1/a,) sont isométriquement isomorphes, et comme ce dernier est complet, il suit que

H Vest aussi. Pour w € D et f(z) =Y " ja,2"™ € H, on a, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

|<Z'“”' ul" ans(;“”’) (Zan| ) = Ol

Notons que C' < oo car le rayon de convergence de la série entiére Y oo ay, 2" est 1, puisque
lim sup,, . ()™ = 1. Ainsi, 'évaluation en w est une fonctionnelle linéaire bornée sur H,

et donc H est un RKHS sur D. Finalement, si on pose

o0
ky(z) = K(z,w) := Zanz"w",
n=0
alors on a, pour tout f(z) => " jan,z" € H,
o0 o0
_ A, W" n
(fikw)n = ZT” = Zanw = f(w).
n=0 n=0
Donc K est bel et bien le noyau de H. O
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Pour quelles suites (o) le RKHS correspondant H a-t-il la propriété de Pick compléte ? Le

théoréme suivant donne une réponse partielle & cette question.

Théoréme 2.35. Si ag—:l N1, alors H a la propriété de Pick compleéte.

La démonstration de ce théoréme est basée sur celle du théoréme 7.33 dans [1] et du lemme

suivant (voir [1, Lemme 7.38]).

Lemme 2.36 (Kaluza). Sous la méme hypothése que le théoréeme 2.35, on a que
1. f(€) =32 anC™ définit une fonction holomorphe sur D,
2. f(€) # 0 pour tout ( € D et
e 0 _
o Zl Bn(",
alors B, > 0 pour tout n.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que f(0) = 1. Notre hypothése sur
la suite (o) et le critére de D’Alembert impliquent que le rayon de convergence de la série
définissant f est 1, et donc f est bien une fonction holomorphe sur D, ce qui démontre le point
1. Comme f(0) =1 > 0, il existe par continuité de f un voisinage N de 0 tel que f(z) # 0
pour tout z € N. Ainsi, la fonction 1 — 1/f(¢) est holomorphe sur N, et donc posséde un

développement en série de Taylor sur un disque centré & 'origine :

1 > "
1—f(c)—nz::1ﬁng-

Multiplions les séries de Taylor de f et 1/f. On obtient alors

(1 . ni::l 5ng”) (g% anC") ~ 1.

En égalisant les coefficients, on trouve alors le systéme d’équations

n
Zan_]ﬂj =a,, n>1. (2.9)
j=1
D’une part, 1 = a1 > 0. D’autre part, pour n > 2, on a
s, a O a
Z@nfjfl< e - )53 = B Ap—1 — (an - Bn) = ﬁn (2'10)
= Ap—1 Op—j-1 Onp—1

Comme la suite (ou41/0p) est croissante, que les o sont plus grands ou égaux a 0 et que
B1 > 0, il suit de (2.10) et I'induction que B, > 0 pour tout n. Par (2.9) et le fait que

ap = f(0) = 1, on déduit que B, < «a, pour tout n. Par le critére de comparaison, le rayon
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[e.e]

de convergence de la série >,

B, ("™ est donc au moins 1. Ainsi, par le principe d’identité,

la relation
LY
L = 3 Bl
G =
tient partout sur . Finalement, f ne peut pas avoir de zéros dans ID car sinon, le membre de

gauche ci-dessus aurait un pdle en ce zéro, alors que le membre de droite n’a pas de pole dans
D. Ceci démontre 2 et 3. O

Démonstration du théoréme 2.35. Par le corollaire 2.31, il suffit de montrer que K (z,w) # 0

pour tout z,w € D et de trouver une fonction u : D — C\ {0} telle que

u)u(w) o

1= K(z,w) —

Le fait que K(z,w) # 0 pour tout z,w € D suit immédiatement de la partie 2 du lemme de
Kaluza appliqué a ¢ = zw. Finalement, avec u(z) = /&y, on a, par la partie 3 du lemme de

Kaluza,
u(z)u(w) _ -
1—-—— = W2
Kw) 2™

Ce dernier est semi-défini positif. En effet, prenons z1,...,2, € D ainsi que Aq,..., A, € C.

Alors
SR aam = YA Nana = 6 (S n) =0
ij n=1 n=1  ij n=1 j=1
car 3, > 0 pour tout n. O

Exemple 2.37. Avec oy, = 1 pour tout n, on obtient H = H2. On a bien sir O‘g—:l N1, et
donc par le théoréme 2.35, H? a la propriété de Pick compléte. Ainsi, en combinant cela avec

le théoréme de caractérisation des multiplicateurs, on obtient le théoréme de Nevanlinna-Pick !

Exemple 2.38. Avec a,, = 1/(n+ 1), on obtient H = D. Il est facile de vérifier que —O‘Zil =

n+1

o 1, et done par le théoréme 2.35, D a la propriété de Pick compléte.

Exemple 2.39. Avec o, = n + 1, on obtient H = A%. Cependant, on a a;—:l = Z—ﬁ, et cette
suite n’est pas croissante. Donc le théoréme 2.35 ne s’applique pas ici. En fait, on a vu dans

I'exemple 2.11 que A% n’a méme pas la propriété de Pick.
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Chapitre 3

Le théoréme de

Gleason—-Kahane—Zelazko

Le théoréme de Gleason-KahaneZelazko classique donne une caractérisation des fonction-
nelles linéaires multiplicatives sur une algébre de Banach complexe. Dans ce chapitre, nous
obtenons des généralisations de ce théoréme pour les espaces H? et ’espace de Dirichlet. Les

démonstrations reposent sur le théoréme d’Aleman, Hartz, McCarthy et Richter.

Pour la définition et le théoréme qui suivent, A désignera une algébre de Banach sur C avec

élément neutre 1. On supposera que A est normalisé, i.e., ||1]| = 1.

Définition 3.1. Un caractére sur A est un homomorphisme d’algébre y : A — C non nul.

Les caractéres jouent un réle clé dans la théorie des algébres de Banach et la théorie spectrale.
Notons que si y est un caractére, alors il est trivialement linéaire, et il satisfait les deux

propriétés évidentes suivantes
1. x(1) =1
2. x(a) # 0 pour tout a € A qui est inversible.

Ces deux conditions impliquent automatiquement que x est une fonctionnelle linéaire bornée
de norme 1. En effet, supposons qu'il existe a € A tel que |x(a)| > ||a||. Alors I’élément a/x(a)

est de norme strictement plus petite que 1, et donc 1 — a/x(a) est inversible. Par la propriété

sa) 7o

1-5) 0@ =

ce qui nous donne une contradiction. Donc |x(a)| < ||a|| pour tout a € A, d'ou [|x| < 1.

2, il suit que

Or, par la propriété 1, on a

D’autre part, on a x(1) =1 = ||1/|, et donc ||x|| = 1.
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Etant donné une fonctionnelle linéaire x : A — C, on a deux conditions nécessaires pour que
X soit un caractére. Le célébre théoréme de Gleason Kahane Zelazko nous dit qu’en fait, ces

deux conditions sont suffisantes.

Théoréme 3.2 (Gleason-Kahane-Zelazko). Soit x : A — C une fonctionnelle linéaire satis-

faisant 1 et 2. Alors x est un caractére.

Gleason a obtenu ce résultat dans [7] en 1967, et indépendamment de lui, Kahane et Zelazko
ont découvert ce théoréme en 1968 dans [9]. Une démonstration simple peut étre trouvée dans
[15].

Dans [12], les auteurs ont obtenu une généralisation de ce théoréme pour les modules. La
voici :
Théoréme 3.3. Soit M un A-module & gauche, et soit S C M un sous-ensemble ayant les
Propriétés suivantes

1. S engendre M en tant que module,

2. sia € A est inversible et s € S, alors as € S et

3. pour tout s1,82 € S, il existe a1,a0 € A tels que a1s € S, ass € S pour tout s € S et

alsy = agsy.

Soit A : M — C une fonctionnelle linéaire telle que A(s) # 0 pour tout s € S. Alors il existe

un unique caractére x : A — C tel que
A(am) = x(a)A(m)
pour tout a € A et m € M.

Remarque. Le théoréme de Gleason-KahaneZelazko est un cas particulier de ce résultat (on
prend M = A et S = {éléments inversibles de A}). Cependant, le théoréme de Gleason—

Kahane—Zelazko est utilisé dans la démonstration du théoréme 3.3.

Avec ce résultat, on obtient une caractérisation des fonctionnelles linéaires sur HP qui ne
s’annulent pas sur les fonctions sans zéros (HP est définie comme H? mais avec un exposant

p & la place; c’est un espace de Banach, mais un espace de Hilbert seulement lorsque p = 2).

Théoréme 3.4. Soit A : HP? — C une fonctionnelle linéaire telle que A(g) # 0 pour tout
g € HP qui n'a pas de zéros dans D. Alors il existe c € C\ {0} et w € D tels que

A(f) = cf (w)

pour tout f € HP. En particulier, A est automatiquement continue.
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Remarque. En fait, il suffit de supposer que A(g) # 0 pour toute fonction extérieure g. Rap-

pelons que g est extérieure si elle a la forme

1 [*™ e 4 2 i
g(z) = exp(% /0 T log G(e e)dG),

oit G est une fonction non négative sur le cercle telle que log G € L!(T). Voir [4, Chapitre 2]

pour plus de détails sur les fonctions extérieures.

L’idée derriére la démonstration de ce théoréme est d’appliquer le théoréme 3.3 avec M = HP?,
A = H*® et S = {fonctions de HP sans zéros sur D}. Le fait que S satisfait les trois hypothéses

du théoréme 3.3 repose sur deux propriétés de factorisation clé dans les espaces HP :

1. Toute fonction f € HP peut s’écrire sous la forme f = Bg, ou B est un produit de

Blaschke et ¢ € HP n’a pas de zéros dans D.

2. Toute fonction f € HP peut s’écrire sous la forme f = g/h ou g,h € H*® et h n’a pas

de zéros dans D.

Ainsi, si on remplace HP par un espace de Banach de fonctions analytiques sur I satisfaisant
des propriétés de factorisation similaires, alors le théoréme 3.4 devrait étre valide pour cet

espace aussi.

L’espace que nous avons en téte est D, ’espace de Dirichlet. Nous voulons appliquer le théoréme
3.3. Naturellement, nous allons prendre M = D, et S = {fonctions de D sans zéros sur D}.
On ne peut pas prendre A = H® par contre, car comme mentionné dans ’exemple 2.8, il n’est
pas vrai en général que si g € H*, alors gf € D pour tout f € D. Cependant, cette condition
nous suggére de prendre a la place A = Mult(D), 'algébre des multiplicateurs de D. Alors

dans ce cas, tout fonctionne, et on a le résultat suivant.

Théoréme 3.5. Soit A : D — C une fonctionnelle linéaire telle que A(g) # 0 pour tout g € D
qui n’a pas de zéros dans D. Alors il existe c € C\ {0} et w € D tels que

pour tout f € D. En particulier, A est automatiquement continue.

Ce théoréme figure dans I’article [11] qui a récemment été publié dans le Journal of Functional
Analysis par 'auteur en collaboration avec Javad Mashreghi et Thomas Ransford. Il s’agit du
résultat principal de ce mémoire qui a motivé notre étude des RKHS et des propriétés de
I’espace de Dirichlet. Le point essentiel est le fait qu’on puisse représenter une fonction dans
D comme un quotient de deux multiplicateurs, et pour obtenir cela, nous avons eu besoin de
la théorie de I'interpolation de Pick. Avant de démontrer le théoréme 3.5, nous avons d’abord

besoin d’un lemme.
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Lemme 3.6. Soit f € D et w € D. Posons

Alors g € D.

Démonstration. Clairement, g posséde une singularité enlevable en w, et donc g € Hol(D). En
particulier, ceci implique que ¢’ est continue sur D, et donc si r > 0 est suffisamment petit,

alors ¢’ est bornée sur D(w,r). Ainsi,
9 15wy € LZ(D) C L*(D).

D’autre part, pour z # w, on a

_SEE—w) = (f(x) = f(w) _ ['(z)  f(z) = f(w)

(z —w)? z—w (z —w)?

g'(2)

Donc

2 fllre + [ fw)|/7
||g/ 1[D)\ﬁ(w7r)“L2 < H TUL + H HL 7"‘2( )‘f < o0,

car f' € L*(D) (puisque f € D) et f € L*(D) (puisque D C H? C A?). Donc ¢’ € L*(D), i.e.,
geD. L]

Démonstration du théoréeme 3.5. Comme indiqué plus haut, nous allons appliquer le théoréme
3.3 avec M =D, A = Mult(D) et

S = {fonctions de D sans zéros sur D}.

Vérifions que S satisfait les 3 conditions du théoréme 3.3.

1. Si f € D, alors par la formule de changement de variables,

Aire(f(D) < /D F(2)PdA(2) < oo,

Ainsi, D ne contient aucune fonction surjective. Donc étant donné f € D, on choisit
A # 0 qui n’est pas dans 'image de f. On a alors f =1-(f — \) + A, et ceci montre que
S engendre D.

2. Il est clair qu’un élément inversible de Mult(D) ne peut pas avoir de zéros, et le produit

de deux fonctions sans zéros n’a pas de zéros.
3. Soit s1,85 € S. Par le théoréme de Aleman, Hartz, McCarthy et Richter, il existe
91,92, h1, ha € Mult(D), tous sans zéros sur D, tels que

_a
hy’

_ 92

S1 S9 = .
ha

Posons a; := h1gs et ag := hagy. Alors ay,as € Mult(D), a1s € S et ags € S pour tout

s € S (car aj et ag n’ont pas de zéros sur D), et a1 = ags9.
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Donc le théoréme 3.3 s’applique, et il existe un caractére y : Mult(D) — C tel que

A(fg) = x(g9)A(f)

pour tout f € D et g € Mult(D). On pose ¢ := A(1) et w := x(u), ot u est la fonction
u(z) := z. Notons que ¢ # 0, car 1 ne s’annule pas. Soit A ¢ D. Alors u — A n’a pas de zéros
dans D. Donc

0#A(u—XA) =x(u—ANA1) =c(w— ).

Ainsi, w # \. Ceci est valide pour tout A ¢ . Donc w € D. Soit maintenant f € D, et posons

Par le lemme 3.6, g€ D.Ona f =g (u—w)+ f(w) -1, et donc

A(f) = Mg - (u—w) + f(w) - 1)
= x(u—w)A(g) + x(f(w) - YA(1) = cf (w). -

Une conséquence intéressante du théoréme 3.5 est le résultat suivant.

Théoréme 3.7. Soit T : D — Hol(D) une application linéaire telle que pour tout f € D sans
zéros sur D, T f n’a pas de zéros sur D. Alors il existe des fonctions holomorphes ¢ : D — D
et : D — C\ {0} telles que pour tout f € D,z € D,

Démonstration. Posons ¢ := T'(1) et ¢ := T'(u)/1, ou u est la fonction u(z) = z. Alors ¢ et

¢ sont des fonctions holomorphes, et @ n’a pas de zéros. Fixons z € D et posons

A(f) :==Tf(2) /().

Alors A, est une fonctionnelle linéaire qui ne s’annule pas sur les fonctions sans zéros et
satisfait A;(1) = 1. Donc par le théoréme 3.5, il existe w € D tel que A,(f) = f(w) pour tout

f € D. En prenant f = u, on trouve

Tf(z) = A(f)Y(2) = f(w)y(2) = ¥(2) - f(9(2))- -

Si H est un RKHS de fonctions holomorphes sur D avec la propriété de Pick compléte, alors
toute fonction de H peut s’écrire comme un quotient de deux multiplicateurs, par le théoréme

de Aleman, Hartz, McCarthy et Richter. Cette propriété implique que 3 est satisfait dans le

50



théoréme 3.3, avec S = {fonctions sans zéros sur D}. Le point 2 du théoréme 3.3 est triviale-
ment vérifié aussi. Ainsi, le seul point problématique est le point 1. Pour ’espace de Dirichlet,
on a utilisé une astuce pour montrer que .S engendre D, soit le fait que D ne contient aucune
fonction surjective. Si ¢’était le cas pour H aussi, alors le méme argument s’appliquerait a H,
et on aurait une version des théorémes 3.5 et 3.7 pour H. Un tel exemple de H est I'espace de
Dirichlet & poids surharmonique D,, borné inférieurement. Il s’agit de I’espace des fonctions

holomorphes sur D telles que
1
Dulf)i= 1 [ 17 Pul)AR) < oc,

ot w est une fonction surharmonique telle que w(z) > ¢ sur D, ou ¢ est une certaine constante

strictement positive. La norme dans cet espace est

113, = Dulf) + | fll2-

Il est clair que

Du(f) = cD(f),

et donc D, C D, et D, ne contient pas de fonction surjective. Le fait que D,, a la propriété
de Pick compléte (qui est vrai aussi méme si on suppose seulement que w est surharmonique
et w(z) > 0 sur D) est un résultat profond et hautement non-trivial dit & Shimorin (voir [17]).

En le prenant pour acquis, on obtient la généralisation des théorémes 3.5 et 3.7 pour D,,.

Il y a cependant peu d’espaces de fonctions holomorphes intéressants qui n’ont pas de fonction

surjective, a cause du théoréme suivant (voir [11, Lemme 3.1]).

Théoréme 3.8. Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur D tel que la
convergence dans X implique la convergence localement uniforme. Supposons qu’il existe une

fonction h € X satisfaisant les propriétés suivantes
1. h est bornée et non constante,
2. h(0) =0 et

3. il existe des automorphismes ¢, (n > 1) de D tels que h o ¢, € X pour tout n et
ho ¢, — 0 dans X.

Alors X contient une fonction surjective.

Si w > 0 n’est pas bornée inférieurement (i.e., infp w(z) = 0), alors D,, contient des fonctions
surjectives. En effet, pour une telle w, il existe une suite (a,) dans D telle que w(a,) — 0.
En remplacant (a,) par une sous-suite, on peut supposer que a, — a, pour un certain a € D.
On a nécessairement que a € T, car sinon, par le fait que w est semi-continue inférieurement,
on aurait w(a) < liminf, o w(a,) = 0, ce qui contredit le fait que w > 0 sur D. Prenons

maintenant h(z) := z(z — a) et ¢n(2) := (an — 2)/(1 — @yz). Alors h € D,, est bornée et non
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constante sur D, A(0) = 0 et les ¢, sont des automorphismes de D. Pour chaque z € T \ {a},
on a

ap — 2 ap — 2
g, —

Pn(2) =

— a,

1—ayz — lan|?z

et |pn(z)| = 1. Ainsi, par le théoréme de la convergence dominée,

1

27 ) )
o 0ull = 5= [ lonle)a = du(e)Pde .

D’autre part, |h/'({)| = |a — 2¢| < 3 pour tout ¢ € D, et donc puisque w est surharmonique,

Du(hodn) = - /|h'<z>n )[Puw(z)dA(z /h' O)Pw(é7 () dA()
< Zu(g;'(0) = §w<an> >0,

Ainsi, par le théoréme 3.8, D,, contient une fonction surjective. En particulier, comme H?
contient D,,, et une telle w existe (par exemple w(z) = (1—|2|?)® pour 0 < a < 1 fonctionne),
il suit que H? contient des fonctions surjectives. On ne peut donc pas utiliser I'argument
décrit ci-haut pour montrer le théoréme 3.4 dans le cas de H?. La, on utilise plutot le fait
que chaque f € HP peut s’écrire de la forme f(z) = B(z)g(z), oi B est un produit de
Blaschke et g € HP est une fonction sans zéros. Comme B € H® = Mult(H?), on a bien
que Pensemble des fonctions sans zéros dans H? engendre H2 comme Mult(H?)-module. On a
méme qu’une combinaison linéaire avec un seul élément suffit ! Il semble naturel qu’on devrait

avoir la généralisation suivante.

Conjecture 3.9. Soit H un RKHS sur X avec la propriété de Pick compléte. Alors chaque
f € H peut s’écrire de la forme f = gh, ou g € Mult(H) et h € H n’a pas de zéros sur X.

Cette conjecture demeure ouverte, méme dans le cas de I'espace de Dirichlet. Notons que 1’on
n’a pas de telle factorisation f = gh pour une f dans I’espace de Bergman, pour la méme
raison qu'une fonction dans A% ne peut pas en général étre écrite comme un quotient de deux
fonctions dans H*; les zéros de f devraient étre les mémes que ceux de g, et ces derniers
satisfont la condition de Blaschke alors que nous avons vu qu’il y a des fonctions dans A2 dont

les zéros ne satisfont pas cette condition.
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Conclusion

A la lumiére de ce mémoire, on voit que la théorie fles RKHS est un outil fort utile et ex-

trémement puissant dans la théorie de I'inteTpotation et en analyse complexe. Elle permet de
ramener plusieurs problémes difficiles de ces disciplines & un probléme plus simple d’algébre
linéaire, soit de déterminer si une certaine matrice est semi-définie positive. Cette connexion
importante entre les fonctions semi-définies positives et les RKHS est donnée par le théoréme
de Moore.

Le théoréme de Leech implique que si le noyau d’'un RKHS H posséde une forme particuliére,
alors H est un espace de Pick complet. On peut ainsi obtenir énormément d’information sur
divers espaces de fonctions holomorphes sur I tels que H? et D grace a la structure de leur
noyau. Par exemple, le théoréme d’Aleman, Hartz, McCarthy et Richter stipule que toute
fonction dans un espace de Pick complet (dont entre autres H? et D) peut étre écrite comme

le quotient de deux multiplicateurs.

Le théoréme de Gleason-Kahane-Zelazko donne une caractérisation simple des fonctionnelles
linéaires multiplicatives sur une algébre de Banach complexe : il s’agit des fonctionnelles
linéaires qui valent 1 & I'identité et qui ne s’annulent pas aux éléments inversibles. Nous avons
obtenu une version de ce théoréme pour ’espace de Dirichlet, caractérisant les fonctionnelles
linéaires sur D qui ne s’annulent pas sur les fonctions sans zéros comme étant les multiples
d’évaluation en un point du disque. Le point essentiel de la démonstration est le fait que chaque
fonction dans D peut s’écrire comme un quotient de deux multiplicateurs, et ceci nécessite de

passer par la théorie des RKHS et d’établir la propriété de Pick compléte de D.

Afin d’obtenir un résultat de ce genre pour d’autres espaces de fonctions analytiques H ayant
la propriété de Pick compléte, il reste encore un autre point important a établir, soit que
I’ensemble des fonctions de H sans zéros engendre H comme Mult(H )-module. Pour I'espace
de Hardy, cette propriété se déduit par le fait qu’il est possible de factoriser les zéros d’une
fonction dans H? dans un produit de Blaschke, alors que pour 'espace de Dirichlet, elle se
déduit du fait que D ne contient pas de fonction surjective. Cette propriété de D semble étre
rarement satisfaite pour les espaces de fonctions analytiques classiques. Cependant, on pense
que la propriété de factorisation de H?, i.e. qu’il est possible de sortir les zéros d’une fonction

dans un multiplicateur, devrait aussi étre vérifiée pour les espaces avec la propriété de Pick
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compléte. Ce probléme reste ouvert a ce jour, et il serait une avenue intéressante de recherche

pour le futur.
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