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Introduction Générale

La prévision du climat, la pollution atmosphérique, la conception de moyen de
transport, avion, voiture, bateau,... La plupart de ces phénomenes sont gouvernés
par les équations de Navier-Stokes.

Ces équations sont une partie tres importante de la physique et difficiles a résoudre
par la méthode analytique. Les progres réalisés dans le domaine informatique per-
mettent aujourd’hui leur résolution approchées en des temps de calculs acceptables.
Ce qui fat une motivation pour la recherche des méthodes numériques de résolutions
fiables.

Les méthodes numériques sont nombreuses : méthode des différences finis, volumes
finis, éléments finis, ...

Dans ce mémoire on choisit la méthode des éléments finis avec la méthode d’Uzawa
et gradient conjugué. Dans la méthode d’Uzawa, on calcule la pression par la mé-
thode itérative p,+1 = p, + aBu, ce qui nous amene au probleme d’optimisation ou
comment trouver la valeur optimale de o7

Par ailleurs pour optimiser la vitesse de convergence, on a utilisé la méthode du
gradient conjugué dans le calcul du parametre a.

La méthode du gradient conjugué est tres intéressante pour la résolution des pro-
blemes d’optimisation non linéaire, en particulier pour les problémes de grande taille.
Cette méthode a été découvert en 1952 par Magnus Hestenes et Eduard Steifel pour
la minimisation de fonctionnelles quadratiques strictement convexes.

Notre objectif est de trouver la valeur optimale du parametre o et mettre en relief la
différence entre la méthode a pas variable et a pas fixe.

Ce mémoire a été organisé en quatre parties :

La premiere partie sera consacrée a l’exposé d’outils mathématiques et la méthode
de gradient conjugué. Dans la deuxiéme partie, on fait la discrétisation du probleme.
L’objet de la troisieme partie sera ’application de la résolution des équations de
Navier-Stokes instationnaires a 1" aide de la méthode du Lagrangien augmenté et du
gradient conjugué. Finalement, on donne les résultats et on détermine les valeurs
optimales du parametre a.



Chapitre 1
GENERALITES

1.1 Etablissement des équations de Navier-Stokes

1.1.1 Conservation de la masse

On utilise la description eulérienne pour caractériser I’écoulement du fluide. Au
cours du temps, la masse totale du fluide ne varie pas et on rappelle que cette masse
correspond, en notant m la masse totale du fluide a :

m:/de
Q

ou €2 est un domaine matériel que ’on suit dans son mouvement

En d’autres termes, on a :
dm

B
dt
Cette derniere équation permet d’exprimer la forme globale de la conservation de la
masse i
— [ dm =0
ih

d d
Ly :f/ ds)
dt/szm dt Jo

0
= / PP a0 + / p.U.n.ds (dérivation d’une intégrale de volume )
o Ot 09

B dp T
= /Q(a—l—dw(pv))dﬁ

Alors

Op | e
/Q(a + div(p0))dQL =0

et on déduit la forme locale du principe de conservation de la masse

op I
ot + div(pv) =0



Proposition 1.1. Si le milieu est incompressible alors div v = 0

Démonstration. On rappelle que :

—
div(a V) = v.grad a -+ a div(v)
d 0
Et la dérivée particulaire d—f = a—[t) + ﬁ.?p

La conservation de la masse s’écrit

(;f + div(pv) =0

ou encore

0 —

875 +d.gradp+pdivd = 0 (dapres (1.1))
d

dii +pdivv = 0 (dapres (1.2))

Or l'incompressibilité du milieu signifie %2 = 0 d’otl p div ¥ =0 soit div T =0 [

dt

1.1.2 Equation de conservation de la quantité du mouve-

ment

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit

d
4 / pidQ = / o.fids + / p§do
dt Ja o0 Q

dii

Py = divGg + pg

Ce qui se ramene a

v Q

Ou le premier membre est la force du quantité de mouvement et le second membre

est la somme des forces extérieures.
divd : action de la force de contact

pg : force de la pesanteur

En utilisant la dérivée particulaire, on a

5%
p(a—: + (0.V)0) = V.G + pg

1.1.3 Loi de comportement du fluide newtonien

Elle s’écrit
o=2uD+ (Mtr(D) —p)Z

[ : viscosité dynamique ou premiere coefficient de viscosité
A : deuxieme coefficient de viscosité

D : Tenseur de taux de déformation ou D;; = %( vi 4

Ov;
8z]- ])

8(22'

7 : tenseur identité

(1.3)

(1.4)



Equation de Navier-Stokes
En utilisant la loi de comportement (1.4) dans I’équation ((1.3)) et on a

o w0 = g+ V.2uD + (r(D) ~ p)T)
= pg+2uV.D+ AV.(tr(D)) — V.(pZ)
= pg+pV.(Vu+ V7)) +AV(V.v) — Vp

En tenant compte des identités V.(VTv) = V(V.v), et Av = V.(Vv). On obtient
alors 5
v

p(a + (v.V)v) = pg — Vp+ pAv + (A + p)V(V.0)

Ici, nous étudions 1’ écoulement instationnaire d’un fluide Newtonien incompressible a
travers un milieu horizontale face a un obstacle et on suppose que la force extérieure
f est nulle (f =0).

Alors on a 9
p(af:: + (v.V)v)+Vp—puAv =0

Les équations de Navier-Stokes dans un ouvert €2 s’écrivent :

(1.5)

V.v = 0 (Conservation de la masse pour un fluide incompressible)

{ p(2 + (v.V)v) + Vp — pAv =0

avec :
— une condition aux limites v(z,t) = 0 sur les parois horizontales et le contour
de I'obstacle

— une condition initiale v(x,0) = vo(x) donné

1.2 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est un outil trés puissant de discrétisation pour
la résolution numérique d’équations aux dérivées partielles, telles que les équations
de Navier Stokes. Comme son nom l'indique, cette méthode consiste a découper le
domaine {2 en un nombre finis d’éléments, les plus souvent des "triangles" en 2D
et en 3D. Bien que cette étape soit essentielle, nous n’entrerons pas dans le sujet
complexe de la fabrication de maillage. Il existe plusieurs logiciels pour créer de tels
maillages en 2D et en 3D (par exemple : gmsh, freefem,...)

On construit un espace de dimension finie pour approcher I’espace de Hilbert dans
lequel se trouve la solution exacte du probleme. Les inconnues des équations discretes
sont les valeurs de la solution sur les nceuds de calcul (souvent les sommets des
éléments ou encore les milieux des arétes)

On obtient donc un grand systeme d’équations linéaires et parfois non linéaires qu’il
faut résoudre a l'aide de méthode d’analyse numérique

Une fois le systeme résolu, on obtient la solution seulement aux nceuds de calcul
des éléments. Ainsi plus le maillage contient d’élément, plus on obtient une solution
précise.

Rapport- gratuit.com %} '
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1.2.1 Probléme variationnel

D’une maniere générale la formulation variationnelle d’'un probléme aux limites
elliptiques se présente comme suit
Etant donné :

1. Un espace de Hilbert V' de norme ||.||

2. Une forme bilinéaire (u,v) — a(u,v) continue sur V. C’est a dire,
Vu,v € V,|a(u,v)| < M|[ulll[v]|, M est une constante positif.

3. Une forme linéaire v — L(v) continue sur V. C’est a dire que L € V' duale
de V' que 'on munit de la norme dual

. L(v

L = sup O
i T
v#0

On considere le probleme variationnel général (P) :
Trouver u € V tel que a(u,v) = L(v) Vv € V (P)

Définition 1.2. On dit que la forme bilinéaire a(.,.) est V-elliptique s’il existe une
constante o > 0 telle que |a(v,v)| > allv|* Vo € V.

Théoréme 1.3. (Laz-Milgram)
Si la forme bilinéaire continue a(.,.) est V-elliptique, alors le probléme (P) admet
une solution unique dans V', L étant continue sur V.

Démonstration. Désignons par (.,.) le produit scalaire sur V. Comme L est une
application linéaire continue sur V', alors d’apres le théoréeme de représentation de
Riesz, il existe un élément 7L € V unique tel que Yo € V, L(v) = (T L, v)

On remarque que 'application 7 : L — T L de V’ sur V est une bijection linéaire.
De plus elle est une isométrie puisque

TL,v L(v .
ITLl = swp TEON_ g 2Oy
i 7 R P

v#0 v#0

De méme, u étant fixé, la forme linéaire v — a(u, v) est continue sur V. D’apres le
théoreme de Riesz il existe Au € V tel que a(u,v) = (Au,v), A € L(v,v) et de plus

a(u,v

A = sup 14O gy
T
v#0

Ainsi le probléeme (P) équivaut a chercher u € V', Au = T L. Ainsi il suffit de montrer
que A est une bijection de V' dans V.

Injectivité de A : de la V-ellipticité, on tire

Yo € V,allv]* < |a(v,v)] = (Av,v) < [ Av|]]v]



Donc
[Av[lv]l = ellv]*; Vv e V
Si Av =0,0 > aljv| alors v =0

Surjectivité de A : On a donc A vérifier que Av est fermé et (Av)t = {0}. Soit
w € Av et soit une suite Av,, de AV qui converge vers w dans V.
On a || Avy, — Av,|| > al|vy, —vn||, {vm} étant une suite de Cauchy dans 'espace
de Hilbert V
Elle converge donc vers un élément v € V et donc Av,, — Av d’apres la
continuité de A et donc Av = w € Av donc Av est fermé.
Soit maintenant v* € (AV)* on a

allo"|I* < la(v", v")| = [(Av",v")| =0

alors v* =0
D’ou la surjectivité de A.

1.2.2 Méthode de Galerkin

Elle consiste a chercher U, € V,, de dimension finie m solution de a(U,,,v) =
L(v) Yv € V,, ¢’est & dire chercher U, sous la forme

Um = Z Oéz'bz'
=1

{b;} étant une base de V,,
On a

a(Up,v) = L(v),Yv eV,

NE

a;a(b;,v) = L(v),Yv €V,

1

a(bi,bj)ai = L(b]),] = 1, T

<.
Il

En choisissant v = bj;

I

=1

ZAjiai = Bj,jzl,...,m
=1

Ou Aji = a(bj,bi) et Bj = L(b]) ) Z,j = 1, o~

1.3 Introduction a I’Optimisation

1.3.1 Extrema, points critiques et points selles

Définition 1.4. (Eztremum d’une fonction). Soit E un espace vectoriel normé et
f:QCE — R. On dit que T est un minimum local de f s’il existe un voisinage V

de T tel que
J(®) < f(2),Vz €V

6



De méme, on dit que X est un maximum local de f s’il existe un voisinage V de X tel
que
f(@) > f(x),Ve eV

On dit que X est un extremum local de f si ¢’est un minimum local ou un maximum
local.
On dit que X est un minimum global de f si

f(@) < f(x),Yx e E

De méme, on dit que X est un maximum global de f si

f(@) > f(x),YVx e E

On dit que X est un extremum global de f si ¢’est un minimum global ou un maximum
global.

Définition 1.5. (Point critique). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — R
différentiable. On dit que x € E est un point critique de f si V f(x) = 0.

Définition 1.6. (Point selle). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — R. On
dit que T est un point selle de f s’il existe F' et G des sous espaces vectoriels de E tels
que

E=F¢d

et un voisinage V de 7 tel que

f(@),z€e F;x+2z€V,
f@+2)>f(@),zeGr+zeV.

1.3.2 Lagrangien et point selle

Définition 1.7. Soient V et M deux ensembles quelconques et le Lagrangien L :
V x M — R une fonction.

On dit que le couple (u,\) € V- x M est un point-selle de L si u est minimum de la
fonction L(.,\) :v €V — L(v,\) € R et si A est mazimum de L(u,.) : p € M —
L(u, ) € R autrement dit

sup L(u, p) < L(u, \) < inf L(v, \)
peM veV



ou encore
L(u, A\) = sup inf L(v, pu) = inf sup L(v, u)

weEM veV veV weEM

1.4 Méthode de descente

Définition 1.8. (méthodes de descentes)

Soit f € C(R™",R).

1. Soit x € R", on dit que w € R™"\{0} est une direction de descente en x s’il existe
ag > 0 tel que

f(z 4+ aw) < f(x),Va € [0; ag).

2. Soit x € R™, on dit que w € R\{0} est une direction de descente stricte en
x sl existe ag > 0 tel que

f(z+ aw) < f(x),Va € [0; ag).

3. Une" méthode de descente” pour la recherche de T tel que

f(&) = inf f(x) consiste a construire une suite (v)¥), k € N de la maniére suivante :
TERM

(a) Initialisation : z(©) € R™ ;
(b) Itération k : on suppose £, ..., x*) connus (k > 0) ;

~ (i). On cherche w*) direction de descente stricte en x(F)

~ (ii). On prend 2%V = 2 + a,w® qvec ay > 0 "bien choisi’.

Proposition 1.9. (Caractérisation des directions de descente). Soient f € C1(R",R),
r € R" et w e R"\{0}; alors

1. St w est une direction de descente en  alors w.V f(z) <0
2. SiVf(z)#0 alors w= -V f(x) est une direction de descente stricte en x.

Démonstration. Soit ¢ : R — R
ar— pla) = f(r+ aw),ona ¢ € CY(R,R) et
o(a) = Vf(z + aw).w
1. Par définition, w est une direction de descente, w € R™\{0}. Alors 3 ag > 0 tel
que
Va €]0, ag)

flx+ aw) < f(x),
< ¢(0)

p(a)

et donc



En passant a la limite
p\a) — @ 0

a—0 (6]
En déduit que ¢’'(0) <0 c’est a dire V f(x).w < 0.

<0

2. On a ¢/(0) = Vf(z).w avec w = =V f(x)
=|Vf(z)* <0
Comme ¢’ est continue alors Jay > 0 tel que Vo € [0, ap] ¢ (o) <0
p(a) = ¢(0) = Jg" ¢'(t)dt <0
On a donc p(a) < ¢(0) Va €]0, ag)
D’ ot w est une direction de descente stricte en z. ]

1.5 Méthode du gradient conjugué

1.5.1 Introduction

La méthode du gradient conjugué permet de résoudre les systemes linéaires dont
la matrice est symétrique définie positive.
Il s’agit d'une méthode qui consiste, a partir d’'un vecteur donné 2°, & déterminer a
chaque étape un vecteur w* et un scalaire o permettant de calculer z*+1 & partir de
x* par

P = ok okt (1.6)

1" objectif étant de minimiser une fonction(descendre un potentiel).
Avant d’introduire la méthode du gradient conjugué pour résoudre un systeme linéaire,
il est utile d’aborder sommairement les méthodes du gradient.

1.5.2 Les méthodes du gradient

On considere le probleme de minimisation dune fonction suivant :

Trouver & € R"
s wn

< J(x) pour tout x € R"

ou J est une fonction donnée de R™ dans R.
Dans ce paragraphe nous adopterons le gradient de la fonction a minimiser comme
direction de descente :

wh = VJ(z") (1.8)

ot J:z € R" — J(z) € R est la fonction & minimiser. Le parameétre o sera

d’abord choisi constant, ensuite nous calculons sa valeur optimale.
Le but étant de résoudre le systeme linéaire :

Az =b (1.9)



ou A est une matrice d’ordre n symétrique définie positive et b € R™. Nous considérons
la fonction J suivante

1
J(x) = 5(A£L‘,.CE) — (b,x) (1.10)
Ce choix est motivé par le résultat de la proposition suivante.

Proposition 1.10. Soient A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive et
be R™ Alors & € R" est solution du systéme linéaire st et seulement si

Ve e R, J(Z) < J(x) (1.11)
ou J est la fonction définie par .
Démonstration 1.11. Supposons que T est solution de . On a alors pour tout

reR"
- 1 1, . -
J(z)—J(z) = i(Ax,m) — (b,x) — i(Ax,x) + (b, %)
1 1
1 1
= i(Ax,x) - i(Aj,iz) — (AZ,x — %) carAZ =b
1 1
= §(Ax,x) + i(Ai',fv’) — (Az,x)
1
= i(A(.T —I),x — &) >0 (car A est positive et symétrique)

Réciproqguement, supposons que est vérifice. On introduit pour z donné dans
R", la fonction f : R — R définie par

F(t) = J(@ + t2)

On a d’apres :
Vi€ R, f(0) < f(?)

et par conséquent, zéro est un minimum de la fonction dérivable f, d’ou

f(0)=0
On a par ailleurs
. S(A(@ +t2), & + t2) — (b, T + tz) — 3(AZ, Z) + (b, 7)
t—0 t
. t((AZ,2) — (b, 2)) + 5t%(Az, 2)
= Iy :
= (AZ —b,2)

Cela entraine que
VzeR", (A —b,2) =0

c’est a dire que X est solution du systéme linéaire (1.9))

10



Remarque 1.12. On rappelle que le gradient d’une fonction G : R™ — R au point
x € R™ vérifie

Vz € R, (VG(x),z) = lim G(z +tz) — G(z)

t—0 t

Il en résulte, en considérant la fonction définie par ,que
VzeR" (VJ(z),2) = (Ax — b, 2)
et que

VJ(z)= Az —b

1.5.3 La méthode du gradient a pas fixe

La méthode du gradient a pas fixe est définie par 'algorithme suivant

(1.12)

20 donné
oFt = 2k + oV J(2F) = 2% + a(Az* — b)

Théoréme 1.13. Si A € M, (R) est symétrique définie positive, alors la méthode
du gradient a pas fize o, converge pour

ot p(A) est le rayon spectral de la matrice A. C’est-a-dire, que la suite générée par
l’algorithme converge, pour tout choiz de x°, vers l'unique solution du systéme
linéaire :

Ar =b
Démonstration 1.14. La matrice de la méthode itérative est donnée par

B=1+aA (1.13)

On sait que la suite définie par converge si et seulement si

p(B) <1 (1.14)

Cela entraine que o # 0. Par ailleurs, en désignant par Sp(A) et Sp(B), respective-
ment les ensembles de valeurs propres de A et de B, on a

Si A€ Sp(A) alors 1+ a\ € Sp(B) (1.15)

En effet, il est clair que si A € Sp(A) alors 1+aX € Sp(B). Inversement, si § € Sp(B)
alors il existe u € R™(u # 0) tel que

(I +aA)u = ou
d’ot pour o # 0

0—1
a

Au =

u

11



ety = 1—%04‘2%1 avec 5;—1 € Sp(A). On déduit de , que la condition de convergence
est satisfaite si et seulement si

VA e Sp(A) 1+are]—1,1]

On en déduit puisque A est définie positive et donc Sp(A) C R*, que

20[

VA e Sp(A) a€]— "

ot de maniére équivalente

1.5.4 La méthode du gradient a pas optimal

La méthode du gradient a pas optimal consiste a changer le parametre a inter-
venant dans ([1.12)) a chaque itération k par un pas of, dit pas optimal, dont la
construction est basée sur le résultat suivant.

Proposition 1.15. Soient J la fonction définie sur R™ par , x un vecteur de
R™ et w un vecteur non nul de R™. On considére le probleme

{ Trouver a € R tel que (1.16)

VteR, J(z+ aw) < J(x + tw)

Si la matrice A intervenant dans est symétrique définie positive, alors
admet une solution unique donnée par

Démonstration 1.16. On considére la fonction f: R — R définie par
ft) = J(x + tw)
On a

1) = ;(A(x +tw),x + tw) — (b + tw)

_ ;[(Ax, ©) + 2t(Az, w) + 2(Aw, w)] — (b,z) — (b, w)
= ;tQ(Aw, w) + t(Ax — b,w) + ;(AZU,'T) = (b,2)

Puisque (Aw,w) > 0 (car A est définie positive et w # 0 par hypothése), on en déduit
que la fonction f admet un minimum global au point t = o donné par
(Az — b, w)

(Aw,w)

a=—

12



1.5.5 Description de la méthode du gradient conjugué : Cas
des fonctionnelles quadratiques

La fonction est de la forme f(z) =1Az.z — bz, ot A€ M, (R) est une matrice
symétrique définie positive et b € R"

— Base de la méthode

- Construire n vecteurs w@, w®, ... w™ Y libres et tels que r*.w® =0 Vp < n.
Alors la famille libre w©@, w®, ... w® Y engendre R”; le vecteur r” est alors
orthogonaux a tous les vecteurs d’'un R"”, et il est donc nul ou ™ = 0.

On part de z(*) dans R™ donné; a I'itération k on suppose que 7% = b— Az*) £
0 (sinon on a #*) = 7 et on a fini).

- On calcule le parametre «; par
Soit p: Ry — R ; a+— ¢(a) = f(a¥ + aw®)

Comme oy > 0 et p(ag) < p(a) Va € R,, on a nécessairement

’

¢ () = V" + ) =0
(Az* 4 ap Aw® — b).w* = 0
Donc
(b — Az®)) . w®) (k) qp(®)
Aw® w® T Aw® w®
avec r* = b — Az®) et Aw* w* # 0 car A est symétrique définie positive
- On calcule ensuite le nouvel itéré

ay, = (1.18)

2D Z ) 4 g ®)

notons que
S S PR

et donc

PR =k oy Aw™® (1.19)

De plus, par définition du parametre ay on a
V(2" w® =0 et donce

rEHD gk = (1.20)

- Choisir les vecteurs w® qui soient de direction de descente stricte et qui forment
une famille libre
A Tétape 0 : 11 est naturel de choisir la direction opposée du gradient

w’ = -V f(2%) =r°

A l'étape k > 1 : On choisit la direction de descente w*). Comme combinaison

linéaire de (k) et de w*~ de maniére & ce que w™® soit orthogonal & w®*~1
pour le produit scalaire associé a la matrice A.

wOIT’O
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wh = rF 4+ N (1.21)
avec w* Aw*=Y = 0 pour k¥ > 1. Comme la contrainte d’orthogonalité s’écrit
Aw® w*=D =0, alors (1.21)) nous donne

rk. Awk1

Ak = — wk—1) Agk-1

Remarquons que si 7% # 0 alors w® .+® > 0 car w® r*) = r* 1k en raison
de la propriété (1.20)). On a donc w®.V f(z®) < 0, ce qui montre que w™® est

bien une direction de descente stricte.

Proposition 1.17. On suppose que r'™®) £ 0 pour tout k=1,...,n—1 et on a

(1) r®w® = 0sip<k
(74) r® P = 0sip<k
(i11), Aw™ w® = 0sip<k

Démonstration 1.18. Ces relations sont vérifics pour k = 1. Supposons
qu’elles le sont jusqu’au rang k, et montrons qu’elles le sont au rang k + 1.
()1 : Pour p =k, la relation (i)k41 est vérifiée au rang k + 1 grace a (1.20) ;
pour p < k, on a

D) @) o 8) @) o Ag®) 4)®) —

par hypothése de récurrence.
(11)k+1 :Par les relations et (i)g+1,0n a pour p<k,

pEFD () — T(k“).(w(p)p _ )\pw(pfl)) =0.

(1i1) g1 - Pour p = k la relation (i) 1 est vérifiée grace au choix de Agi1.
Pour p < k, on remarque que, avec et (i1)y,

w* Y Aw® = (rET 4+ xw®). Aw® = D A ®)

On utilise maintenant et (i)g+1 pour obtenir

whtD AP = ir(kﬂ)'(r(p) — Py =
p

On a ainsi démontré la convergence de la methode du gradient conjugué.

1.5.6 Algorithme du gradient conjugué

1. Initialisation
Soit 20 € R, et soit r(® = b — Az = —V f(2®)

14



Si r(® =0, alors Az(® = b et donc (¥ =%, au quel cas I'algorithme
s’arréte.

Sinon, On pose w(® = 7 et on choisit a optimal dans la direction w®.

On pose alors

20 = 20) 4 qw®

. Itération k, 1 <k <n-—1;
on suppose (0 ... z®) et w® . . w*1 connus et on pose r*) =

b— Ax®)

Si r® =0, alors Az®) = b et donc z*) =0, au quel cas I'algorithme
s’arréte
Sinon, on pose w® = r®) £ X\, avec A\p_q tel que w® Aw*=1 =0 et
on choisit oy, optimal dans la direction w*) donné par , on pose
alors
gD = 2®) 4 g w®

LF NUMERD | MONDIAL DU MEMDIRES

Rapport- gratuit.com %}
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Chapitre 2

Discrétisation du probleme

2.1 Matériel
Freefem-+

Freefem-++ est un logiciel destiné a la résolution numérique d’équations aux
dérivées partielles, posées en dimension deux ou trois d’espace par la méthode
des éléments finis. Comme son nom l'indique, il combine les trois définitions
suivantes :

Free : :signifie que le logiciel est un logiciel libre, c’est a dire qu’il est a
la disponibilité de tous et peut étre téléchargé sur internet

FEM (Finit Element Methode) : il peut résoudre I’équation aux dérivés
partielles par la méthode des éléments finis.

++ : indique que le langage du logiciel est inspirée par le langage C+-+

Il permet aussi de générer la création de domaines géométriques, son maillage
et rapidement implémenter et tester de nouveaux algorithmes. Il s’inscrit dans
la continuité des logiciels du type Matlab ou Scillab. Le logiciel demande
un minimum de connaissances mathématiques qui tendent a la résolution du
probleme

2.2 Discrétisation du probleme

Dans un domaine rectangulaire, on considere ’écoulement d’un fluide incom-
pressible de vitesse u € [H(Q2)]? et de pression p € L*(Q) autour d'un obstacle
de section circulaire.

2.2.1 Repérage du domaine

On trace la zéne d’écoulement par les fonction suivantes :
Frontiére sl : YV =0et 0< X <L

16



Frontiere s2 : X =Let 0<Y <H

Frontiéere s3 : Y=Het L>X >0

Frontieres4 : X =0et H>Y >0

Frontiére s5 : X =z, + Dsinf et Y =y, + Dcos: avec 0 <t < 27
Ou

C : Centre du cylindre de coordonnées (., y.)
L . Longueur du rectangle
H : Hauteur du rectangle
s3
; s4 s5 s2

sl

S - e - k= =) - - - - & s e - = S

FIGURE 2.1 — Domaine d’écoulement fluide

2.2.2 Maillage

On construit la triangulation en fonction de N ou N est un nombre entier
donné

meshTh = buildmesh(s1(5% N) + s2(N) + s3(5b * N) + s4(N) + s5(=3 * N)

ou
mesh Th : Le maillage du domaine porte le nom Th

buildmesh : commande qui construit le nombre de subdivision de chaque frontiere

% VA | /
\
WANAAAAAAAAN

FIGURE 2.2 — Maillage du domaine €2 pour N=5

u et p vérifient les équations de Navier Stokes instationnaires avec les conditions
aux limites :

p(?;; + (u.V)u) + Vp — pAu =0 (2.1)
Vau=0
Ug, = Ugy = Ugy = 0
us, = U(x)

17



avec

S1 :bord in férieur

So : bord de sortie

S3 : bord supérieure

sy :bord dentrée

ss  :bord de l'obstacle
U(x)  :vitesse a l'entrée

2.2.3 Adimensionnalisation

On pose u*, z*, t* et p* les grandeurs adimensionnelles tel que
p=pV? pw=vp et R, =YL

avec T = ”
L’équation( [2.1)) devient

<l

—~

V ou* u* . V*)u* V2V p* VZA*u*
p(Tat*+V2< L) e I
V2 ou* u*r . V*)u* V2V p* VA u*
p(Lat*+V2( L) A Y
pf<8t* + (W V) +V'p' —v v )=0
ou* 1
S (W T - AT =0 (2.2)

2.2.4 Remarque :

Pour faciliter les notations on a enlevé les * dans les équations ([2.2)).
Alors le systeme a résoudre devient

Pt (uV)u+Vp— z-Au=0

at
Vau=0
Us, = Usy = Ugy =0 (2.3)
us, = U(x)

2.2.5 Discrétisation en temps

Soit ) = s1UsoUssUssUss, pour € Qett € [0, T, on définit la caractéristique
X = X(7;t,x) associé au champ de vitesse u, vérifiant

WX it a) = (X (), 1) 7 €[0T (24)

dr
X(rit,z) ==x (2.5)
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La caractéristique X (7;t, x) représente la position a I'instant 7 d’une particule
se trouvant en x a | ’instant t.

d dX ou
%[X@',t,l’)ﬂ'] = (%(T,t,l’).V) + E(X(T,t,x)ﬂ')
En utilisant et (2.5) on a
d ou
%[U<X(T,t, ), T)]jr=t = (u.V)u(z,t) + g(x,t)

ou (u.V)u est la dérivée advective de la vitesse et g—;‘(m, t) est la dérivé instan-
tannée de la vitesse

Bt ona du  Ou untt — yto X"
avec u"oX"(z) ~ u™(r — u™(x)At).

D’apres les relations et , au temps de n At, on a a résoudre les
problémes de la forme

untl! 1 n+1 n+1 _ u"oX"
A~ RAUTT + VPt = AR
Vautl =0
n+l _ ,n+l1 _ , n+l __
Uy, = ug " =ug =0
wr = U((n + 1)At)

(2.6)

En posant k = At et F = ¥°X" on a

At
AR WS (2.7)
kR
V"t =0 (2.8)
Wt =ult =l =0 (2.9)
ul ™t =U((n+ 1)At) (2.10)

2.2.6 Formulation variationnelle

Soit €2 un ouvert de R™. On définit ’espace de Sobolev

ou

H'(Q) = {ue L), 5

€ L*(0)}
Ainsi que les espaces

Hy(Q) = {ue H'(Q),ur =0}
V(Q) = {ue (HHNQ))? divu=0}

M©Q) = {gelX®), [ q=0)

On obtient la formulation variationnelle du probleme de Navier Stokes en
multipliant ’équation ([2.7)) par une fonction test v et en intégrant sur €2.
Vv e V(Q),

1 1
—/ u" v dQ —/ —Au"t dQ+/ Vptte dQ = / FudQ
k Ja Q Re Q Q@
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On rappelle que

Au = V.(Vu) (2.11)
V.(a¥) = Vaiu+aV.v (2.12)

/Au”“.v 0 = /V.(Vu”“).v ds)
Q Q
- / V.(Va o) dQ — / Va1V d)
Q Q
= /Vu"“vﬁdf‘—/ﬂVu”“Vv dQ) (Théoréme de Green)
r

— _/QVu”“VU dQ (car v € V(Q)).
Et
/vpn—&—l‘v a0 = /V(anU) dQ_/pn—i-lv.U
Q Q @
= [pHividr - [ prva
r Q

-~ —/p"“v.v 0
Q

En définissant le forme bilinéaire a : V(Q)xV(Q) — Ret b: V(Q)xM(Q) —
R:

1 1
a(u™ v) = k/ﬂu"“.de—l—Re/QVu"HVv dQ
b(v,p"t) = /p"*lv.v aQ
Q
Ainsi que la forme linéaire [(v) = / (u"oX™).v dS2
Q

les problemes (2.7)-(2.10) reviennent & chercher un couple (u™**, p" ™) € V. x M
tel que

{ a(u™* v) = b(v, p"tt) = 1(v) Yv € V(Q) (2.13)

b(u",q) =0 Vg € M()
2.2.7 Existence et unicité de la solution
Pour s’ assurer que le probleme ci-dessus soit bien posé, on vérifie les hypotheses
suivantes :
1. La forme bilinéaire a(u,v) est continue sur V'
Remarque : Si u; est un champ scalaire dans I'espace H'(€),
2

5ui
(5$j

%
> < il o)

2
IVl = (3

j=1

L2(Q)
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En utilisant successivement les inégalités de Holder et Cauchy Schwarz,
on a

1 1
la(u,v)| = ‘/ VuVud§) + k/ﬂuvd@‘

ou; 1
< — Z/ Y 4 - / ||uv||dQ’
€ =1 51,’]' klJa
1 1
Z luillzrs e l[vill o) + L lullv lvllvie
e i,j=1
< maa( o, Plulviay o]
maz(—-, —)||u v
< Rk v llVlv(e)
Et donc on peut choisir maz( 1% , ]14) comme constante de continuité.
. La forme bilinéaire a(u,v) est coercive sur V/
Vu € V(Q),

1 1
a(u,u)zﬁ/QVuVudQ+E/QuudQ

2 /1 1
=3 (5 [ VusVud+ o [ -dQ)
;(Re/ﬂ u;Vu; +k: Qujuj

Vérifions dans un premier temps que la forme bilinéaire R% Jo Vu,; Vu,;dQ+
T Jo uju;dQ est coercive.

En effet, grace a I'inégalité de Poincaré, il existe Cq > 0 ou C est la
constante de Poincaré, tel que

luill3 ) = llusll7z0) + 1Vl 720 < CEUlusllz2@2 + 1Vl r202)
Par conséquent
aj(u,u) = /Q(Vuj)QdQ—i-/Q(uj)QdQ
= (IVusllza@pz + llujllr2(0)2)
> CTQ)H“J'H%/(Q)

Et donc la coercivité de a; est satisfaite pour la constante o = C% >0
Q

. La forme bilinéaire b(v, q) est continue
En effet par les inégalités de Holder (dansL?(2)) et de Cauchy-Schwarz
(dansR?)

Z/‘&Lk

(S.I'k

>[5,

|b(u, q)| = ‘/Qdiv udQ’

IN

< )HQHH(Q)

< (Znukn%) V2 qll 2
k=1

< Allullvllgllar

21



On choisit donc v = v/2 comme constante de continuité.

4. On peut finalement montrer que les espaces V' et M vérifient les propriétés
suivantes :

dB* > 0tel queVge M,3v eV, v#0; b(v,q) > B*||v|vllallam

On appelle cette condition la condition de I'inf-sup.

2.2.8 Définition des espaces V), et M,

On commence par introduire une "triangulation 7} " de €2, a I'aide des triangles
fermés K de diameétre h. On a donc

avec les conditions suivantes : Si k; et ko sont deux triangles quelconques, on a

soit @
Ki N Ky =4 soit un sommet commun
soit un coté commun

On introduit également les espaces discrets

Vi, = {vh € C(Q);VK € Ty, vp i € Pg}
My = {pn € C(Q);VEK €Ty, Puyxc € P}

De fagon générale, P, désigne 'espace des polyndmes de degré inférieur ou égal
a k. Le choix de V}, pour v, et M} pour py, vise a garantir leurs continuités aux
interfaces de chaque triangle K.

coordonnées barycentriques :

Soit K un triangle non dégénéré dont les sommets sont a; (a1, aiz),az(as, as)
et az(asi, ass) ; les coordonnées barycentriques (\;)1<j<3 du point z € R? par
rapport au triangle K sont données par :

{ ?:1 )\ngE)CLjZ‘ = Z;, 1 S 1 S 2
j=1 )‘j =1

anAr + agi Ay + az Az = 1
<~ 191 + Qoo Ao + a39\3 = T
M+ A+ A3=1
Ce systeme linéaire admet une solution unique car K est non dégénéré et donc
det(A)# 0
ai; Qg1 431

ou A= | a2 azx azyn
1 1 1
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Et

1 Q22 — Q32 A31 — Q21 (A21432 — 431422
Al = 32 — Q12 A11 —A31 Aa31Q12 — A11432
2det(A)
Q12 — Q22 A21 — A11 QA11Q22 — A21412
Alors
1
A= oA [(aga — ase)z1 + (g1 — a12)x2 + arasy — aziags)
1
Ao = ﬂ[(aw - a12)$1 + (an - a31)x2 + az1a12 — a11a32]
1
As = ﬁ[(au — a92)x1 + (a1 — a11)xa + ajragn — azass]
ail as1 asi
avec 2A = 2aire(K) = | Q12 Q922 Q32

1 1

2.2.9 Fonctions de base

On rappelle que les coordonnées barycentriques d’un point x du triangle K des
sommets ai, as et az sont les réels A, Ay et A3 tel que x = Aja; + Aqas + Azas. Les
fonctions de bases locales sont définies a partir de coordonnées barycentriques.
Dans le cas du triangle de réference K de sommet (0,0),(1,0) et (0,1), les coordonnées
barycentriques d’'un point de coordonnées cartésiennes x et y sont donc

AN = 1l—x—y
)\2 = X
A3 =y

On peut déterminer les fonctions de base en fonction des coordonnées barycentriques
des six nceuds de K exprimés par leurs coordonnées barycentriques

11 1 1 11
a1 ( 7070)70’2 (07 ,O),CLg <O707 )7a4 (07272>7a‘5 (27072) etaﬁ (2727())
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a3

as @ (2]

a; & a‘ a2
6

FIGURE 2.3 — Elément de référence pour les éléments finis P
Les fonctions de bases sont déterminés par ¢; € P» et ¢i(a;) = d;, (1,5) €
(1,...,6) x (1,...,6)

Pr(a) =1
On veut { gbi(aj)zo Vi=2,...,6

Donc ¢y(x,y) = 2A1 (A1 — %)
Par symétrie on définit ¢o(z,y) = 2XAa(As — 3) et @3(z,y) = 2A3(A3 — 3)
Pour les neeuds ay, as, ag les fonctions de bases sont

¢4(£I§',y) = 4)\2)\3
bs(z,y) = 43
¢6(5€, Z/) = 4\

2.2.10 Formulation discrete

Considérons le probleme discret

{ a(un, vr) = b(vp, pr) = U(vn) You € Vi, (2.14)

b(un,qn) =0 Van € My,

prenons v, = ¢; avec ¢; la fonction de base dans ’espace V}, défini dans le paragraphe
précédent et posons

nbv+nbe nbv

Up = Z u;igi(z) , pn = Zpi)\i(x) et g = Ai(z)
i=1

=1
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On a alors

nbt 1 1
a(up,vp) = 2 (At /Tk Up-Vp + E /Tk Vuthh>
nbt 1 1
"L (G Zrsinain g Zesomsio)
nbt 1 1
- X (Z]“Z(At /Tk ¢i(r).¢;(x) + 7 /Tk Vgﬁi(l’)ngﬁj(g;)))
- AijUz
nbt
b(vn, pn) = ];/Tk (pnV.vp)
nbt
- k; /Tk %:pi)\i<l’)v.(¢j(x))
= Biigpl.
nbt
“%WZQAVMM
nbt
=3 [, Zuvane
= Bz’jUi

nbt uo X"

l(vh):kz::l/n A7

k=1""1k i3
= fij
Donc le systeme devient
AU+ BLP = f; (2.15)

Sous forme matricielle on a
Ajj BT";- Ui fij
¢ — 2.1
(5 ) ()= (6 27

. oo PP . , A BT .
Pour que ce probléme soit bien défini, il faut que la matrice carré C= ( B 0 ) soit

inversible.

Proposition 2.1. Si Ker BT = 0, alors la matrice C est inversible
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Démonstration 2.2. A est une matrice carrée symétrique et définie positive par
définition de la forme bilinéaire a(u,v) donc A est inversible et l’équation peut
se réécrire :

U = AYf-B"P) (2.18)

BA'BTP = BA'f (2.19)
Notons que l’équation ne dépend que de linconnue P. On pose R = BA~'BT
et
RT _ (BA—lBT)T
=BA'B" =R

ainsi R est symétrique et si Ker BT = 0,pour tout p € P, non nul
pT'BAT'BT >0

car A7t est symétrique et définie positive puisque A l'est. Donc la matrice R est
inversible et dans ce cas le probléme|2.19 est bien posé et il admet une unique solution
P. En reconsidérant I’ équation [2.18, puisque A est inversible, U est donc unique car
P l’est aussi.

Par conséquent, le probleme ci dessus est bien posé et la matrice C' inversible.

Rappori- gratuit.com @
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Chapitre 3

Applications a la résolution des
équations de Navier-Stokes
instationnaires

3.1 Méthode de Lagrangien augmenté

On considere le probléeme de minimisation

(3.1)

J(u) < J(v) Vv € KerB = {v € R", Bv = 0}
u € KerB

On introduit un multiplicateur de Lagrange p € R™ qui transforme (3.1)) en un
probleme sans contrainte soit

J(u) = min (J(v) + (p, Bv)

veERN

Le multiplicateur de Lagrange p apparait comme une inconnue supplémentaire qui
peut-étre par exemple, obtenue moyennant la résolution d’un probleme de point selle.
De facon plus précise on définit L : RY x RM — R par

L(v,q) = J(v) + (¢, Bv)

On introduit le lagrangien augmenté L, défini, pour r > 0, par
r 2
Lr(”uQ) = L(U7q) + 5’87}‘

|.| désigne la norme euclidienne canonique de R

Remarque 3.1. — Tout point selle de L, est point selle de L.
— Le fait d’ajouter le terme quadratique %’BU’Q au lagrangien L améliorera les
propriétés de convergence des algorithmes de dualités décrits dans la suite.
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3.2 Algorithme de calcul de point selle

1. p° € RM arbitrairement donné

2. p" étant connu, on calcule u" puis p"*!

{ L,(u",p") < L.(v,p") Vv € RN

um € RN (32)

p"Jrl =p" 4+ a,Bu",a, >0

3.3 Algorithme de base

Considérons I'algorithme de résolution suivant
1. on se donne u° arbitrairement
, 1 .
2. ¥n > 0, u" étant connue, on recherche u"*z et p"*! solution dans € de

1
u"tz
k

1 n+i n+1 __

Vs =0
n+i :+l n+i (3.3)
u,sl 2 :U53 2 :U/s5 2 :0
il

sy 2 = U((n+ 3Ae)
Le probléme ([3.3) consiste en la recherche du point-selle du Lagrangien L : Hy(£2) x
L£2(Q) — R, L(u,p) = 3(A(u")u,u) + (p, V.u) — (F,u) = 0 ot 'opérateur A(u") =
—é — éA + u™.V est linéaire et coercive.
Alors le Lagrangien augmenté est défini par L, (u,p) = L(u, p) + 5[|V.ul]?
Notons A, (u™) = A(u"™) —rV(V.)

Donc on cherche u™*3 et p"*! solution dans €2 de

A (umyumte + Vprtt = F

1
V.au"tz =0
n+% n+% n+% (3'4)
Us = Us = Us — 0
1 3 5
n+%

usy 2 =U((n+ 1)At)
Pour la résolution de (3.4]) on utilise 'algorithme d’Uzawa suivant :

n+1,0

1. p arbitrairement donné

, 1 :
2. pour s > 0, p"™b* étant connu, on calcul u™*2* et p"Ths*! solution de

Ar(un)un+%,s + vpn—i—l,s — F

1
Va2 =0
nt+i n+i nt+i
U/sl 2 = u83 2= U/S5 ? = 0 (35)

1
n+3

Wl P = U((n+ 1)At)
pn+1,s+1 _ pn+1,s + anv‘unJr%,s
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Ensuite on calcul u"*! par la relation suivant :
1
" = wu"E 4 (1 — w)u”

ol w est un parametre de relaxation. Dans le cas w = 1, on a u" ™! = T'(u™).

Nous avons montré (dans le chapitre 2) que le probléeme de Navier-Stokes peut étre
ramené aux probléme suivant :

A BT\ (U F
(%)) -0) 69
Avec le rajout d” un terme visqueux, on a :

(556 -0 e

3.4 Algorithme Uzawa et Algorithme de Gradient
Conjugué

La méthode d’"Uzawa', du nom de I’ économiste Japonais utilise la méthode de
Gradient Conjugué. Nous avions ramené le probleme matricielle de Navier Stokes
sous la forme dun systéme d’équation
Trouver u € Vj,,p € My, tels que

Au=F—BTp (3.8)

BA'BTp = BA'F
L’idée de la méthode d'Uzawa est de trouver , pour un py donné, p et u, de maniere a
ce que le résidu Bu soit minimal pour satisfaire la condition Bu = 0. Plus précisément,

pour toute itération n € N, si p,, est donné et a,, € R est une constante déterminé
par la méthode de gradient conjugué, alors on trouve p,,; de la maniere suivante :

1. u, =AYF - BTp,)
2. Ppi1 = Pn + anBu,

On continue ainsi jusqu’a la convergence de la méthode, c’est a dire le résidu que

Hp"*plin_p”” = |[[aBu,|| soit suffisamment petit.

Méthode du gradient conjugué et calcul de la constante v,

En reprenant 1’équation , on obtient une équation qui ne contient que p
comme inconnue :
Sp=g
ott S = BA1BT est symétrique et définie positive et g = BA-1F. On peut appliquer
I’algorithme du gradient conjugué pour trouver ay,. L’algorithme s’écrit de la maniere
suivante : Soit donné les matrices A, et B, la fonction F ainsi qu’un vecteur initial pg
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Résoudre A,z = BTp,
Sxog = Bz
Résoudre A,e = F

g = Be

To =9 — Spo
wl = rg
p1=Tgw

D1 = Ppo + Q1w

Résoudre A,z = BTw,

Sw, = Bz

. Répéter pour j =1, 2,
Ty =rj_1 — piSw,

. By =
- Wy =75+ fiw;

. _pT
. Résoudre A,z = B w,

T Q.
T Sw;

~wlSw.
w; Swj

. SU)J'+1 = Bz

T
Ty Wit1

T
Wi y1 SWit1

... jusqu’a convergence
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Chapitre 4

Résultats et Interprétation

4.1 Dimension du domaine

On réalise I’écoulement autour d’un obstacle de section circulaire de centre gravité
C(0.2,0.2) et de diametre D = 0.1 dans un domaine rectangulaire de :
— longueur L = 2.2
— hauteur H = 0.41

Le profil de vitesse d’entrée est définie par

AX Uy xY(H=Y)

Ui Hx H

avec U, = 0.15 (vitesse d’entrée)
Le domaine est divisé en 347 triangles pour une approximation quadratique. Le pas
de temps égal a A =0.5s

4.2 FEtude du parametre «

Nous allons nous intéresser maintenant a I'importance de la constante o dans
I’algorithme d’Uzawa pour quelques valeurs de r et de nombres de reynolds fixés.
Nous allons estimer la valeur du « optimale permettant un nombre d’itération le
plus petit possible. Pour r valant respectivement 0 et 100, voici les tableaux nous
donnant le nombre d’itération de la méthode d’Uzawa pour quelques valeurs de «
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4.2.1 Nombre de Reynolds égal a 100

a | temps | r=0 | =100
05|81 |54
1180 |54
10e-4 1.5 180 |54
2180 |55
0.5 |81 |52
10e-1 1180 |53
1.5 180 |53
2180 |54
0.5 |81 |52
1180 |53
10eb 1.5 180 |53
2180 |53
0.5 |81 |52
1180 |53
10e9 1.5 180 |53
2180 |53
0.5 |81 |52
1181 |53
10e10 1.5 81 |53
2180 |53
0.5 81 |54
1181 |54
10e12 1.5 |81 | 54
2|81 |54
0.5 |81 |53
1181 |54
10e13 1.5 |81 | 54
2181 |54
0.5 197 |55
1199 |55
10e15 1.5 199 |55
2198 |54
0.5 | 287 | 56
1103 | 57
10el7 1.5 ] 105 | 57
21106 | 57
0.5 | 287 | 307
1103 | 275
10e20 1.5 1 105 | 273
2| 106 | 272

TABLE 4.1 — Nombre d’itérations en fonction de o pour Re = 100
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On remarque que la valeur optimale de o dépend de la valeur du parametre r.
Pour r = 0 et la méthode de Lagrange augmenté n’étant pas utilisée, les nombres
d’ itérations sont trés grands et ne varient pas en fonction du parametre o pour
107* < o < 10%. Si a = 10'7 on a un grand saut sur le nombre d’itérations. On
déduit que 1 ’intervalle [107%, 10%] est une valeur optimale du parameétre .

Pour r = 100, le nombres d’ itérations est invariable et minimal pour 10° < o < 108.
[ls sont aussi plus petits en comparaison avec r = 0 pour chaque valeur de «.
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4.2.2 Nombre de Reynolds égal a 500
0

a | temps | r=0 | =100
05|70 |54
1173 |55
10e-4 1.5 173 |55
2173 |55
0.5 |70 |54
10e-1 1173 |54
1.5 173 |54
2173 |54
0.5 |70 |52
1173 |53
10eb 1.5 173 |53
2173 |53
0.5 |70 |52
1173 |53
10e7 1.5 173 |53
2173 |53
0.5 |70 |52
1174 |53
10e8 1.5 74 |53
2173 |53
0.5 |70 |52
1174 |54
10e10 1.5 174 |53
2174 |53
0.5 |70 |53
1174 |54
10el1 1.5 |74 | 54
2174 |54
05194 |54
1182 |56
10e15 1.5 180 |55
2180 |55
0.5 | 225 | 56
1122 | 57
10el7 1.5 194 |58
2194 |56
0.5 | 225 | 327
1122 | 286
10e20 1.5 194 | 280
2194 | 277

TABLE 4.2 — Nombre d’itérations en fonction de o pour Re = 500
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Pour r = 0, on voit que le nombre d’ itération ne varie pas en fonction du parametre
a pour 107 < o < 107 et on a un grand saut pour a = 10 . On déduit que
Iintervalle [107*,107] est une valeur optimale du paramétre a.

Pour r = 100, le nombre d’ itérations ne change pas en fonction du parametre a et
est minimal pour 10° < a < 108 et sa valeur est plus petite par rapport r = 0 pour
chaque valeur de «.

4.3 Variation du parametre o avec la méthode de
gradient conjugué

Pour 0 <t < 2 s et pour un pas de temps At = 0.5 s, on a les résultats suivants :

— Nombre de Reynolds égale a 100

Temps | r = r =100
05| 81 |52
1] 80 |52
1.5 78 |52
2179 |52

TABLE 4.3 — Nombre d’itérations pour a variable avec Re = 100
— Nombre de Reynolds égal a 500

Temps | r=0 | r =100
05| 70 |52
1| 72 |52
1.5 69 |53
2] 68 |52

TABLE 4.4 — Nombre d’itérations pour « varié avec Re = 500
On voit que le nombre d’ itérations dépend de la valeur du parameétre r et du
temps pour r = 0. En effet si on augmente le valeur de r le nombre d’itération
diminue et on remarque qu’il y a une grande différence sur les nombres d’itéra-
tions entre les deux valeurs de 7.

4.3.1 Comparaison des deux méthodes

Soit my la valeur moyenne de nombre d’itérations pour la k-eme méthode telle

que
i=1 "

4
avec n; les nombres d’ itérations pour le ¢ — éme temps.
On calcule m; pour « optimal. En effet pour Re = 100 :
sir=0:0nam;=280,25et my="79,5
sir=100:onamq; =52,75 et my =52

mp =

35



De méme pour Re = 500, on a toujours m; > mso. Donc les nombres d’ itérations
pour « variable sont inférieurs aux nombres d’ itérations pour « fixé et optimal.
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Champ de vitesse et de pression pour Re = 500

Vec Valug
i

W0 011131
W0 0322619
W0 0352920

W0 200357
W0 211486

FIGURE 4.1 — Champ de vitesse pour t = 0.5 s

Vec Falue
o

W00111981
[T
| (R

2
WO 111991
Wan
0124380
W0 145585
0156787
W0 167986
W0.179185
W0 100284

W0.201584
W0 212783

FIGURE 4.2 — Champ de vitesse pourt =1 s

Vao Faluz
i

W0 011z242
0.0224484
W0 0336726

| FTE

FI1GURE 4.3 — Champ de vitesse pour ¢t = 1.5 s
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Vao Valug
m
011237

FIGURE 4.4 — Champ de vitesse pour t =2 s

Tso¥alue

C0.57270d
0357314
0542915

-0.374014
~0.260025
W-0.245 130
0230246
0315357
-0.200467
-0.1833578
W-0.170688
0155799
-0.140909

W -0.0962408
W-0.0813514
-0.0664618
-0.0515734
-0.036620
00217835
-0.008504
0.00798547

FIGURE 4.5 — Champ de pression pour t = 0.5 s

Tsoalug
W-0.00295
00805321
00881142

FIGURE 4.6 — Champ de pression pour t =1 s
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- 00238073
W-0.0215377

000115831

FI1GURE 4.7 — Champ de pression pour t = 1.5 s

Tso¥alue
00849375

W -0.0537780

-0.0408371
W 00586295
W -0 0364
00342145
-0.023007
~0.0297995
W -0.027FE019
W -0.0z33344
~0.0231769
00209634
-0.0157618
W -0.0165543
00142468
00121393
~0.0099317F
-0.00772425
—~0.00551673
W -0.00330921
-0.00110165
000110583

FIGURE 4.8 — Champ de pression pour t =2 s
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4.4 Conclusion générale

Cet ouvrage montre une excellente méthode pour la résolution des équations de
Navier-Stokes instationnaires dans un écoulement face a un obstacle cylindrique.
Dans la méthode d'Uzawa, la vitesse de convergence dépend de nombreux parametres
tels que le pas de temps k, le nombre de Reynolds Re, le parametre r caractérisant
le Lagrangien augmenté et surtout le parametre o qui est le fruit de ce mémoire.

Il faut prendre k assez petit pour avoir une meilleure convergence. Ici nous avons pris
k = 0.5. Nous avons choisi les valeurs de Re successivement Re = 100 et Re = 500.
Le nombre d’itérations diminue quand le nombre de Reynolds augmente.

Deux études ont été menées : I'une ou le parametre a est fixé et 'autre ou le
parametre a est variable.

Il existe une valeur de av pour laquelle la vitesse de convergence est optimale lorsque
a est fixe. On note que le calcul de cette valeur optimale est possible a 'aide de
calcul de spectral.

Lorsque « est variable, le calcul de la variation de « est effectué avec la méthode du
gradient conjugué.

On constate alors une nette amélioration de la vitesse de convergence en comparaison
avec le calcul ou « est fixe.

L’utilisation de la méthode du Lagrangien augmenté a également été prouvée afin
d’optimiser encore plus cette vitesse de convergence grace au rajout d’un terme
visqueux pénalisateur.

Ces différentes méthodes ont été utilisées pour la résolution des équations de Navier-
Stokes avec comme logiciel de support freefem++. Leur efficacité a été avérée. On
peut aussi préconditionner le systeme linéaire, pour accélérer la vitesse de conver-
gence. L’idée ici est de multiplier le systéme initial par une matrice C', dite de
préconditionnement qui est facilement inversible. C approche suffisamment A afin
que C71A=1.
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Annexe A

Algorithme de gradient conjugué
préconditionné

On note (a,b)c = (Ca,b) le produit scalaire induit par C' sur R . Le gradient
conjugué préconditionné par une matrice C, symétrique définie positive :
Soient 2° € R" | ¢, C' donnés

G° = A’ —b
H = -CG°
-Pour i=0 & n
N0
(H, AHY)
= o' aH

Gl = G'+ aAH!
= (GHl" Gz'+1)c
(G",G")c
HH — 0G4 4l
Si (G, G < e stop
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