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CHAPITRE 1 INTRODUCTION 

1.1 Mise en contexte 

CHAPITRE 1 

INTRODUCTION 

Une structure en mécanique est déftnie comme tout assemblage de matériaux qui est 

destiné à supporter des charges. L'optimisation signifte de faire une chose de la 

meilleure façon tout en respectant un ensemble de critères. Ainsi, l'optimisation 

structurelle vise à faire supporter à un assemblage de matériaux des charges de la 

meilleure façon (Gordon 1978). 

L'optimisation structurelle est utilisée dans diverses industries, comme le montre un 

sondage effectué dans l'industrie aéronautique, automobile et sidérurgique (Roy et 

Hinduja 2008) et le processus d'optimisation est basé sur l'expertise du concepteur. 

Ce processus se fait généralement de façon manuelle, le concepteur modifte et juge si 

la forme obtenue est optimale. Cette méthodologie présente plusieurs inconvénients: 

elle prend beaucoup de temps (au moins 50% du cycle de design d'un produit selon le 

sondage), elle est limitée par l'expérience du concepteur et elle est sujette à des erreurs 

lorsque le nombre de variables augmente. L'optimisation de design automatisée ou 

l'intégration de l'optimisation au processus de conception est nécessaire aftn 

d'améliorer la qualité du produit ou du processus, de faciliter et d'accélérer le 

développement de produits (Park et Dang 2010). 

1.2 Problématique 

Les méthodes d'optimisation n'étant généralement pas intégrées aux outils de 

conception assistée par ordinateur, l'Équipe de Recherche en Intégration CAO-CAlcul 

(ERIC CA) travaille depuis quelques années sur le développement d'une plateforme 

visant l'intégration d'un ensemble de méthodes d'optimisation au processus CAO, 

dont la méthode du mouvement normal, qui est une méthode d'optimisation de forme. 

1.3 Objectif principal 

L'objectif de ce projet se situe dans la poursuite des travaux entrepris par l'équipe 

concernant l'intégration de la méthode du mouvement normal au sein du processus de 

développement de produits par la CAO. Le sujet de ce mémoire consiste à développer 
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une variante de la méthode du mouvement normal basée sur l'utilisation d'éléments 

fInis coques quadratiques. Ce développement implique de résoudre des problèmes de 

maillage, de calcul par éléments fInis d'éléments quadratiques, de déplacements 

itératifs des nœuds du maillage afm d'obtenir une géométrie optimale qui soit valide 

d'un point de vue géométrique. 

1.4 Organisation du mémoire 

Le premier chapitre présente le contexte, la problématique et l'objectif de ce mémoire. 

Le second chapitre présente l' état de l'art de la modélisation géométrique, les 

maillages curvilignes et l'optimisation des structures. Les trois types de modélisation 

géométrique sont présentés: modélisation fIl de fer, modélisation surfacique et 

modélisation solide. Ensuite la génération, la validité et l'optimisation des maillages 

curvilignes. Puis les différents types de méthodes d'optimisation de structures sont 

présentés. La méthode du mouvement normal est décrite en détail. 

Le troisième chapitre traite de l'intégration des éléments fmis de coques quadratiques 

dans le Modèle de Topologie UnifIé (MTU) (François et Cuillière 2014). Les étapes 

d'un calcul éléments fmis ainsi que les différents éléments de structures disponibles 

dans le solveur sont présentés. Puis la méthodologie utilisée pour générer et déterminer 

la validité d'un maillage quadratique est décrite. Finalement, les résultats de calcul 

sont validés avec un logiciel de calcul par éléments fmis. 

Le quatrième chapitre présente l'intégration de la méthode du mouvement normal avec 

un maillage quadratique. La méthode est appliquée à un tube à paroi mince en porte­

à-faux. Les résultats obtenus mettent en évidence la nécessité de contrôler le 

déplacement des nœuds. Différentes stratégies sont utilisées pour contrôler la méthode, 

les résultats obtenus avec les différents contrôles sont comparés avec les résultats 

obtenus sans contrôle et entre eux. 

Finalement, dans le cinquième chapitre la MMN, avec et sans contrôle, est appliquée 

sur des structures tubulaires. 
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CHAPITRE 2 

REVUE DE LA LITTÉRATURE ET OBJECTIFS 

2.1 Introduction 

Dans la première partie de ce chapitre, la modélisation géométrique ainsi que les 

différents types de modèles géométriques sont présentés. 

Dans la seconde partie, les deux principales méthodes de génération de maillages 

linéaires automatique sont décrites brièvement ainsi que les maillages curvilignes. Les 

méthodes de génération de maillages curvilignes, les critères de validité ainsi que les 

différentes méthodes d'optimisation de la qualité de ces maillages sont présentés. 

Dans la troisième partie, les différentes méthodes d'optimisation de structures sont 

présentées. La méthode d'optimisation de forme « méthode du mouvement 

normal (MMN)>> est décrite de manière plus détaillée. Finalement, les objectifs 

spécifiques et les hypothèses de cette recherche sont définis. Les informations 

contenues dans la section 2.2 proviennent essentiellement de Mortenson (1985). 

2.2 Modélisation géométrique 

La modélisation géométrique est une collection de méthodes mathématiques utilisées 

pour décrire la forme d'un objet ou pour exprimer un processus physique avec les 

représentations géométriques appropriées. Un modèle est un substitut commode et 

économique de l'objet ou du processus réel. L'utilisation d'un modèle géométrique 

s'avère utile dans la pratique car il sera plus facile, et rentable en temps et en coût, 

d'analyser les résultats des simulations plutôt que de réaliser des tests sur l'objet réel 

modifié, cela à plusieurs reprises. Une telle approche s'avère utile lorsque l'objet 

modélisé possède de grandes dimensions, ou trop petites, a une géométrie complexe 

difficile à reproduire lors des tests réels ou encore des couts associés aux tests. Au­

delà des avantages de l'analyse, le modèle mathématique de la géométrie d'un objet 

est un moyen efficace pour extraire des informations. Il existe trois types de modèles 

géométriques: les modèles de type fil de fer, les modèles surfaciques et les modèles 

solides. 
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2.2.1 Modèles de type fIl de fer 

Les modèles fil de fer représentent un objet par ses arêtes, donc des entités de 

dimension 0 (points) et de dimension 1 (droite, courbes ... ). Ce modèle est incomplet 

car il n'y a pas de notion de surface ou de volume, néanmoins il permet une 

visualisation rapide d'un objet (François 1998). La figure 2.1 montre le modèle filaire 

d'un cylindre. 

Figure 2.1 Modèle filaire d'un cylindre 

2.2.1.1 Équations intrinsèques des courbes 

L'équation intrinsèque d'une courbe décrit la forme de la courbe indépendamment de 

sa position dans un système de coordonnées. La description d'une courbe nécessite 

deux équations intrinsèques, l'inverse de sa courbure p et sa torsion t en fonction de 

la longueur d'arc s le long de la courbe; 

1 tes) = - et g(s) = T 
P 

2.2.1.2 Équations explicites et implicites d'une courbe 

(2.1) 

Dans un plan, l'équation explicite d'une courbe est définie par l'équation suivante; 

y = [(x). (2.2) 

Sous cette forme, il y a seulement une valeur de y pour chaque valeur de x, en 

conséquence cette forme ne peut représenter toutes les courbes du plan. On ne retrouve 

pas ces limitations lorsque la courbe est représentée par une relation implicite de la 

forme; 

[(x, y) = O. (2.3) 
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2.2.1.3 Équations paramétriques des courbes 

Une méthode adéquate pour représenter une courbe en modélisation géométrique est 

celle des équations paramétriques. Une courbe en 3D est défInie à l'aide de trois 

fonctions d' un paramètre; 

x = x(u), y = Y(U),Z = Z(U), u E [Umin, Umax]. (2.4) 

Une telle courbe a une représentation vectorielle défInie comme suit; 

peu) = [x(u) yeu) z(u)], u E [Umin , Umax]. (2.5) 

u est le paramètre de la courbe. Chaque valeur de u donne une valeur spécifIque de x, 

y, z et donc un point sur la courbe. Le domaine de u est souvent normalisé, ce qui veut 

dire que sa valeur est comprise entre 0 et 1, soit 0 ::5 u ::5 1. 

Courbes de Hermite 

La forme algébrique d' une courbe paramétrique cubique est donnée par; 

{

X(U) = axu 3 + bxu 2 + CXU + dx' 
yeu) = ayu 3 + byu 2 + Cyu + dy, 

x(u) = azu 3 + bzu 2 + Czu + dz. 

(2.6) 

Les coeffIcients (ab bi, Ci, di), appelés coeffIcients algébriques, défInissent une 

courbe unique. En notation vectorielle nous avons; 

peu) = au3 + bu2 + cu + d, (2.7) 

où peu) est le vecteur position de n'importe qu' elle point sur la courbe et a, b, c et d 

sont les équivalents vectoriels des coeffIcients algébriques. Les composantes de peu) 

correspondent aux coordonnées cartésiennes d'un point. 

La forme de Hermite permet de défInir un segment de courbe en fonction des 

conditions aux extrémités. Ces conditions sont les coordonnées des points aux 

extrémités et les vecteurs tangents en ces points. Soient p(O) et pel) les coordonnées 

aux extrémités et les vecteurs tangents correspondants pU(O) et pU(l). En tout u E 

[0,1] , on a; 
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La relation (2.9) est la forme géométrique de la courbe et les vecteurs Po, Pb p~ et p~ 

sont les coefficients géométriques. Les termes Fi sont les fonctions de la base de 

Hermite. 

Courbes de Bézier 

Contrairement à une courbe de Hermite qui interpole un ensemble donné de points (la 

courbe passe par ces points), une courbe de Bézier approxime ces points. Une courbe 

de Bézier est définie par l'expression; 

n 

peu) = l Pi Bi,n(u), U E [0,1], 
i=O 

avec, 

(2.10) 

(
n) n! 
i - i! (n - i)! ' 

(2.11) 

où les Pi sont appelés les points de contrôle. Ils représentent les n+ 1 sommets d'un 

polygone dit caractéristique. Les Bi,n(u) sont les fonctions de base appelées les 

polynômes de Bernstein. Avec n+1 points de contrôle et où Bi,n(u) est un polynôme 

de degré n. 

Courbes B-spline 

Une courbe B-spline diffère d'une courbe de Hermite ou de Bézier, car elle est 

composée de plusieurs segments de courbe. Chaque segment est défini et influencé par 

un certain nombre de points de contrôle. La forme non rationnelle d'une courbe B­

spline est donnée par l'expression; 
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n 

peU) = l Pi Ni,K(u), (2.12) 
i=O 

où les Pi sont les points de contrôle. Pour une courbe de Bézier, le nombre de points 

de contrôle détermine le degré des fonctions de base. Pour une B-spline, un 

paramètre k défIni le dégré (k - 1) des polynômes de base et il est indépendant du 

nombre de points de contrôle. Les fonctions de base sont défInies comme suit; pour 

i = 0, .", n; 

{
Ni'l(U) = 1 
Ni,l(u) = 0 

si ti :::; U :::; t i+1 

sinon 

(2.13) 

Les valeurs ti sont appelés nœuds. Ils relient la variable paramétrique U aux points de 

contrôle et ils sont défInis comme suit; 

avec i = 0, ... , n + K. 

{

t i = 0 si i < K 
ti = i - K + 1 si K :::; i :::; n 
ti = n - K + 2 si i > n 

Courbes B-spline non uniformes rationnelles 

(2.14) 

Un des outils les plus versatiles pour modéliser des courbes est la courbe B-spline non 

uniforme rationnelle, ou courbe NURBS. Une telle courbe est le quotient de deux 

fonctions de base B-spline non rationnelles, où hi sont les poids; 

(2.15) 

2.2.2 Modèles surfaciques 

Pour ce type de modélisation, une pièce est décrite à l'aide des surfaces qui constituent 

son enveloppe. Dans ce cas, c'est la frontière de l'objet qui est modélisée. Les modèles 

surfaciques sont plus complets que les modèles fIl de fer. Comme pour les courbes, 
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une représentation paramétrique est plus avantageuse. La figure 2.2 montre le modèle 

surfacique d'un cylindre. 

Figure 2.2 Modèle surfacique d'un cylindre 

2.2.2.1 Équations paramétriques des surfaces 

L'élément mathématique le plus simple pour modéliser une surface est un carreau. Un 

carreau est une portion de surface bornée par quatre courbes en général, dont les 

coordonnées sont des fonctions de deux paramètres (deux variables) continues et de la 

forme; 

x = x(u,v),y = y(u,v),z = z(u,v), 

avec U E [Umin, Umaxl et v E [Vmin' vmax). 

Surfaces de Hermite bi-cubique 

La forme algébrique d'un carreau de Hermite bi-cubique est donnée par; 

m n 

P(u,v) = II aij uivj , 
i=O j=O 

(u, v) E [0,1]. 

Les aij sont les vecteurs des coefficients algébriques du carreau. 

Surfaces de Bézier 

Les points sur le carreau de Bézier sont donnés par le produit tensoriel suivant; 

m n 

(2.16) 

(2.17) 

peu, v) = l l Pij Bi,m(u)Bj,n(v), (u, v) E [0,1]. (2.18) 
i=O j=O 

Les Pij comprennent un réseau structuré de(m + 1) x (n + l)points de contrôle. 

Bi,m(u) et Bj,n(v) sont les polynômes de Bernstein, définies de la même façon que 
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pour les courbes de Bézier. La figure (2.3) illustre un carreau de Bézier avec son réseau 

de points de contrôle. 

P Il.0 .1\:: 

P 1 

Figure 2.3 Carreau de Bézier (Mortenson 1985) 

Surfaces B-spline 

L'équation d'une surface B-spline est; 

m n 

PCu, v) = L L Pij Ni,KCU)Nj,LCV), Cu, v) E [0,1]. (2.19) 
i=O j=O 

Les Pij sont les points de contrôle et les sommets du polyèdre caractéristique. Les 

Ni,KCU) et Nj,LCV) sont les fonctions de base définies de la même façon que pour les 

courbes de B-spline. 

Surfaces B-spline rationnelles non uniformes (NURBS) 

Une surface NURBS est définie comme suit; 

Cu, v) E [0,1]. (2.20) 

où hi,j sont les poids, comme pour les courbes rationnelles. Les Ni,KCU) et Nj,LCV) sont 

les fonctions de base définies de la même façon que pour les courbes NURBS. 

2.2.3 Modèles solides 

En plus de la discrétisation géométrique (équations paramétriques, équations des 

frontières, ... ), les modèles solides contiennent des informations sur la topologie de 
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l'objet. Ce sont les modèles les plus complets. Le solide est caractérisé par ses limites 

(le solide occupe un espace fini) et ses frontières qui définissent un intérieur et un 

extérieur au volume. La figure 2.4 montre le modèle volumique d'un cylindre. 

Fi~2.4 Modèle solide d'un cylindre 

2.2.3.1 Solides paramétriques 

L'équivalent en volumique du carreau de surface est un solide paramétrique. Les 

équations paramétriques de la région occupé par le solide sont; 

x = x(u, V, w),y = yeu, v, w),z = z(u, V, w), (2.21) 

avec les variables paramétriques u, v, et w E [0,1]. Ces fonctions définissent les 

coordonnées des points qui composent le solide (intérieur et extérieur) et localement 

elles doivent, selon les cas, respectées certains critères de régularité (continuité, 

dérivabilité, etc.). 

2.2.3.2 Modélisation par balayage 

La modélisation par balayage est basée sur la notion de déplacement d'une courbe, 

surface ou solide le long d'une trajectoire. Les points générés par ce processus 

définissent un nouvel objet bi ou tridimensionnel. En général, un balayage est soit un 

balayage en translation ou un balayage en rotation autour d'un axe. Un balayage en 

translation, ou extrusion, est le déplacement d'une courbe, ou forme plane, le long 

d'une ligne droite, ce qui génère une surface ou un solide. Un balayage en rotation est 

la rotation d'une courbe ou forme plane autour d'un axe. D'autres types de balayage 

utilisent une trajectoire plus complexe. La trajectoire est d'ordre supérieur à 1 (courbe 

quadratique, cubique, ... ). Par ailleurs, un balayage ne permet la modélisation que d'un 

nombre restreint d'objets. 

26 



CHAPITRE 2 REVUE DE LA LITTÉRATURE ET OBJECTIFS 

2.2.3.3 Modélisation par arbre CSG 

La modélisation par arbre CSG (Constructive Solid Geometry) permet de représenter 

un solide complexe comme une composition de solides simples. Les opérateurs 

booléens (union, soustraction ou intersection) sont utilisés pour créer un modèle 

procédural d'un solide complexe. Le modèle est représenté par un arbre binaire, où les 

feuilles sont les formes primitives simples (bloc, cylindre, ... ), dimensionnées et 

positionnées dans l' espace et où les nœuds sont les opérateurs ensemblistes (union, 

différence, et intersection). 

2.2.3.4 Modélisation par les frontières BREP 

Le principe de la représentation par les frontières (Boundary representation ou BREP) 

est de construire une représentation complète d'un solide à partir de sa frontière, qui 

est de nature surfacique. Un solide peut être représenté comme une union de faces 

(définies notamment par une surface sous-j acente), bornée par des arêtes (définies 

notamment par une courbe sous-jacente), qui sont à leur tour bornées par des sommets 

(définies notamment par un point sous-jacent). Un modèle de frontière stocke les 

données mathématiques (informations géométriques) sur la géométrie de la surface sur 

laquelle se trouve la face, sur la géométrie de la courbe sur laquelle se trouve l'arête et 

sur la géométrie du point (coordonnées des sommets). Le modèle de frontières contient 

aussi des informations topologiques, que sont les liens et l'orientation des différentes 

entités topologiques. 

2.3 Génération de maillage linéaire 

La méthode des éléments finis sert à résoudre des problèmes physiques définis à l' aide 

d'équations aux dérivées partielles dont les solutions exactes sont impossibles à 

déterminer. Le principe de cette méthode est de résoudre le problème d'équations aux 

dérivées partielles défini sur un milieu continu en définissant une formulation intégrale 

équivalente sur un milieu discrétisé. On appelle maillage l'espace discrétisé du 

domaine (François 1998). Un maillage se compose d'un ensemble d'éléments de forme 

simple que l'on appelle éléments finis. En 2D (cas bidimensionnels et surfaciques), 

ces éléments sont exclusivement des points, des segments, des triangles et des 

quadrangles alors qu'en volumique, ce sont en plus des hexaèdres, des pentaèdres et 

des tétraèdres (Cuillière 1993). Ces éléments finis sont définis par des points que l'on 
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appelle nœuds. La solution est calculée uniquement aux nœuds grâce à des méthodes 

numériques. La solution générale est obtenue par interpolation de la solution du 

problème discret. Les méthodes les plus utilisées pour générer automatiquement un 

maillage non structuré linéaire sont les méthodes de Delaunay-Voronoï et la méthode 

frontale. 

2.3.1 Méthode frontale 

Les éléments du maillage sont construits sur un domaine à partir d'un front, le front 

est la frontière entre la partie du domaine qui est maillé de la partie non maillée. Le 

front se compose de segments en 2D ou de triangles en 3D (Frey et George 1999). La 

méthode commence à partir d'un front initial qui représente la discrétisation de la 

frontière, puis ce front se propage à l'intérieur du domaine de façon itérative. La 

méthode s'arrête lorsque le front est vide. La figure 2.5 montre les étapes d'un maillage 

par la méthode frontale. 

Figure 2.5 Étapes de maillage par la méthode frontale (Camarero 2015) 

2.3.2 Méthode Delaunay-Voronoï 

De façons générales, Soit un ensemble de points Pi avec i = 1 .. n ; soit Vi le polyèdre 

de Voronoï associé au point Pi . Le polyèdre Vi correspond à l'ensemble des points de 

l'espace les plus proches de Pi que de n' importe autre point, l' ensemble des Vi 

constituent les polyèdres de Voronoï (Frey et George 1999). La triangulation de 

Delaunay est obtenue en reliant les centroïdes des polyèdres adjacents (voisins), 

comme illustré à la figure 2.6. 
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o 

o . 

Figure 2.6 Triangulation de Delaunay et polygones de Voronoï (Camarero 2010) 

2.4 Maillage curviligne 

Il existe deux: approches pour générer un maillage curviligne (Dey, O'Bara et al. 2001); 

l'approche directe et l'approche dite a postériori (Figure 2.7) : 

o L'approche directe consiste à générer un maillage curviligne directement sur 

le modèle; 

o L'approche a postériori consiste à générer un maillage curviligne à partir d' un 

maillage linéaire droit. 

stralght·edge mesh curved (Invalld) mesh a vaUd mesh 

Figure 2.7 Approches pour générer un maillage curviligne (Dey, O'Bara et al. 2001) 
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L'approche a postériori est l'approche la plus utilisée, car elle repose sur la génération 

de maillage linéaire qui est une procédure qui est déjà bien développée et bien 

maitrisée. Cette approche consiste en 3 étapes : 

1) Générer un maillage linéaire; 

2) Augmenter l'ordre des éléments en ajoutant des nœuds et courber les éléments 

du maillage jusqu' à ce qu'ils correspondent aux frontières de la géométrie 

(figure 2.8); 

3) Optimiser et corriger le maillage si nécessaire : la procédure précédente peut 

engendrer des éléments invalides ou de mauvaise qualité d'où la nécessité 

d'optimiser la position des nœuds. 

Model edge Cl 

Mesh eùge MJ c ci 

Figure 2.8 Transformation d'un maillage linéaire en maillage curviligne (Toulorge, Geuzaine et al. 
2013) 

Plusieurs approches sont utilisées pour avoir des éléments curvilignes (étape 2). 

La méthode la plus simple et la plus utilisée (Dey, O'Bara et al. 2001; Toulorge, 

Geuzaine et al. 2013; Lu 2011 ; Gargallo-Peiro, Roca et al. 2013) est l' interpolation 

linéaire dans l' espace de coordonnées paramétriques. La position des nouveaux nœuds 

est déterminée après interpolation linéaire entre les nœuds du maillage dans l'espace 

paramétrique de l' entité géométrique à laquelle ils sont associés. Par exemple, à la 

figure 2.9, un triangle est associé à une face (figure 2.9 (a)) et l' interpolation de 

nouveaux nœuds est faite dans l'espace des coordonnées paramétriques (u, v) de la 

face (figure 2.9 (b)). Puis le passage de l'espace de coordonnées paramétriques vers 

l' espace de coordonnées cartésiennes permet d'obtenir les coordonnées des nouveaux 

nœuds dans cet espace (figure 2.9 (c)) et l'élément curviligne. 
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y 

x 

(a) U (b) (c) 

Figure 2.9 Interpolation dans l'espace de coordonnées paramétriques (adapté de lu 2011) 

Pers son et Peraire (2009) utilisent une analogie avec l'élasticité non linéaire où le 

domaine à mailler est considéré comme un solide élastique. Le maillage linéaire est 

l'état initial avant déformation, puis un déplacement est imposé aux frontières du 

maillage jusqu'à ce qu'elles correspondent aux frontières du domaine. 

Xie et Sevilla (2013) utilisent une approche similaire où un déplacement est aussi 

imposé, mais en utilisant une analogie avec l'élasticité linéaire. L'équation qui régit la 

déformation d'un milieu élastique linéaire est utilisée pour déformer un maillage 

linéaire. La figure 2.10 illustre les étapes associées à la génération d'un maillage 

curviligne selon l'analogie faite avec l'élasticité linéaire. 

Figure 2.10 Illustration des étapes associées à la génération d'un maillage curviligne avec analogie 
avec l'élasticité linéaire a) maillage linéaire b) ajout de nœuds c) déplacement imposé aux nœuds d) 

maillage curviligne final (Xie, Sevilla et al. 2013) 
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2.4.1 Validité et qualité d'un maillage curviligne 

Soit l'espace des coordonnées cartésiennes (x, y, z) et l'espace des coordonnées 

paramétriques ((,1], n. La relation entre les deux espaces de coordonnées est donnée 

par; 

{

X : x((,1], n 
y - y((,1],n 
z = z((,1],n 

(2.22) 

La transfonnation des opérateurs différentiels et intégraux entre ces deux espaces se 

fait à l'aide de la matrice jacobienne U]; 

ax ay az 
-

a( a( a( 

U]= 
ax ay az 
- - - (2.23) 
a1] a1] a1] 
ax ay az 

-
a( a( a( 

Le déterminant de la matrice jacobienne, appelé le jacobien (J = detU]), d'un 

triangle linéaire ou d'un tétraèdre linéaire est constant à l'intérieur de l'élément. Pour 

le triangle, par exemple, le jacobien est égal à deux fois son aire, pour le tétraèdre le 

jacobien est égal à 6 fois son volume. 

Pour un élément curviligne, le jacobien n'est pas constant, c'est un polynôme; un 

polynôme d'ordre 2 pour un triangle quadratique (6 nœuds), d'ordre 3 pour un 

tétraèdre quadratique (10 nœuds). 

La mesure la plus utilisée (Dey, Q'Bara et al. 2001; Lu 20 Il; Pers son et Peraire 2009; 

Xie, Sevilla et al. 2013) pour évaluer la qualité d'un élément curviligne est la 

distorsion J. C'est le rapport entre la valeur minimale et maximale du jacobien calculé 

pour un élément e du maillage; 

jmine 
J---­

- jmaxe . 
(2.24) 

Gargallo-Peiro et Roca (2013) proposent une autre mesure de la distorsion calculée à 

partir de l'intégrale du jacobien divisé par le jacobien de l'élément droit (linéaire). 
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La qualité en forme est une mesure proposée par George et Borouchaki (20 Il) et elle 

est défInie par; 

(2.25) 

où a est un coeffIcient de normalisation, h est la plus grande distance entre les nœuds 

de l'élément du maillage et p est l'équivalent d'un rayon inscrit. 

Un maillage curviligne est valide si le jacobien en tout point (et non pas les nœuds 

seulement) de chaque élément est strictement positif (Dey, O'Bara et al. 2001). Soit 

e un element du maillage et ê son élément de référence; 

]((,1]) > 0 'v' ((,1]) E ê. (2.26) 

Comme vu précédemment, le jacobien est un polynôme dans le cas d'éléments non 

linéaires et déterminer la valeur minimale d'un polynôme peut être une opération 

longue et compliquée. 

Une des méthodes utilisées pour évaluer la validité d'un élément est de calculer le 

jacobien en un très grand nombre de points (Dey, O'Bara et al. 2001; Pers son et 

Peraire 2009; Xie, Sevilla et al. 2013) de l'élément et si un des jacobiens calculés est 

négatif ou nul alors l'élément est considéré comme invalide, dans le cas contraire 

l' élément est considéré comme valide. 

Cette méthode n'est pas optimale, car elle nécessite le calcul du jacobien en un très 

grand nombre de points et ne garantit pas la validité de l'élément puisque le jacobien 

peut être positif aux points échantillonnés, mais négatif aux points non échantillonnés. 

L'autre approche est l'utilisation des fonctions de Bézier et de leurs propriétés (George 

et Borouchaki 2011 ; Luo, Shephard et al. 2011; Johnen, Remacle et al. 2013). Soit le 

polynôme de Bézier suivant; 
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m n 

P((,17) = l l Pij Bi,m(Ç)Bj,n(17). (2.27) 
i=O j=O 

Les Pu sont les points de contrôle. Bi,m(Ç) et Bj,n (17) sont les polynômes de Bernstein. 

Une surface (courbe) de Bézier est à l'intérieur de l'enveloppe convexe formée par ses 

points de contrôle, borné par ses points de contrôle maximal et minimal, donc en 

exprimant le jacobien par les polynômes de Bézier il est possible de déterminer ses 

bornes minimale et maximale. Soit le déterminant de la matrice jacobienne exprimé 

par les polynômes de Bézier; 

m n 

J((,17) = l l bU Bi,m(Ç)Bj,n(17). (2.28) 

i=O j=O 

Les bij sont les coefficients de contrôle du jacobien de l'élément. Johnen et Remacle 

(2013) utilisent les jacobiens aux nœuds pour le calcul des bij et pour (Luo, Shephard 

et al. 20 Il; Lu 20 Il) le calcul se fait en fonction des points de contrôle de l'élément. 

Le jacobien est borné par ses coefficients de contrôle minimal et maximal (Luo, 

Shephard et al. 2011); 

(2.29) 

Un élément curviligne est valide si son jacobien est strictement positif en tous points 

et donc, si la valeur minimale des coefficients de contrôle est strictement positive 

(équation 2.29) cela garantit la validité de l'élément; 

min (bU) > O. (2.30) 

Le tableau 2.1 montre l'ordre du jacobien et le nombre de coefficients de contrôle pour 

différents éléments. Pour un triangle d'ordre P = 2, le jacobien est d'ordre n = 2 et le 

nombre de coefficients de contrôle est de six. Pour un tétraèdre d'ordre P = 2, le 

jacobien est d'ordre n = 3 et le nombre de coefficients de contrôle est de vingt. 
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Tableau 2.1 Ordre du jacobien et nombre de coefficients de contrôle pour un élément d'ordre P 

ÉlémeDt d'ordre P 
Nombre de eoemdeats 

Ordre (D) du jacobieD 
decoarite 

Ligne P-l n+l 

Triangle 2(P-l) (n+l)(n+2)12 

Quadrangle 2P-l (n+l)(n+l) 

tétraèdre 3(P-l) (n+1)(n+2) (n+3)/6 

Prisme 3P-l (n+ 1)(n+ 1)(n+2)12 

Hexaèdre 3P-l (n+ 1)(n+ 1)(n+2) 

La figure 2.11 montre différents exemples de triangles curvilignes invalides. Soit Ai 

les nœuds de l'element et Ci les points de contrôle, avec i = 1 à 6. En (a) et (b), on a 

un triangle auto-tangent. Un triangle auto-tangent est un triangle dont deux tangentes 

en un sommet sont colinéaires. En (a), au sommet Al> l'angle C6Al C4 est plat et en (b), 

au sommet Al, l'angle C6Al C4 est nul. La figure 2.11 (c) montre un triangle auto­

intersectant. 

AI·············.... C4 i A2 

·········: C
6 

(c) 
Figure 2.11 Différents exemples de triangles curvilignes invalides (George et Borouchaki 20 Il) 
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D'après l'équation 2.29, la valeur minimale des coefficients de contrôle est inférieure 

ou égale à la valeur minimale du jacobien. On sait aussi que le jacobien à un sommet 

est égal à la valeur du coefficient de contrôle associé au sommet de l'élément. Comme 

on peut la voir dans la figure 2.12, qui représente un triangle quadratique, on a b l = 

h, b3 = 13 et bs = Is· Si min (b ij ) correspond à un coefficient de contrôle d'un 

sommet de l' élément, alors min (bij) = minJ((, 17), et si min (bij ) ~ 0 alors 

l' élément est invalide. Néanmoins, si min (bij) correspond à un coefficient de contrôle 

intermédiaire (b2 , b4 et b6 à la figure 2.12) et min (bij) ~ 0 cela ne veut pas 

nécessairement dire que l'élément est invalide car on a: min(b ij) ~ ]((,17) et il est 

possible que min(bij) soit négatif et minJ((, 17) positif, si min(bij) n ' est pas assez 

proche de minJ((, 17). L'écart entre min(bij) et minJ((,17) dépend essentiellement 

du nombre de coefficients de contrôle utilisé pour représenter le polynôme. Pour 

obtenir des bornes plus fines, if faut augmenter le nombre de coefficients de contrôle 

et des algorithmes de raffmement sont utilisés à cet effet. 

Figure 2.12 Coefficients de contrôle et jacobien aux nœuds d'un triangle quadratique (adapté de 
George et Borouchaki 20 Il) 

Raffinement par élévation de degré 

Cette méthode consiste à élever le degré du polynôme de Bézier, qui conduit à 

l' augmentation du nombre de coefficients de contrôle (Lu 2011). L'augmentation du 

nombre de coefficients de contrôle permet d'avoir des bornes plus fines. La figure 2.13 

montre le raffmement par élévation de degré. La figure 2.13 (a) montre les coefficients 

de contrôle d'une arête d'un tétraèdre quadratique qui sont au nombre de quatre avant 
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élévation de degré (Po, Pt, pz, P3) et de cmq après élévation de degré 

(p~, p~, pi, P;, p:). La figure 2.13 (b) montre une répétition du degré d' élévation. 

Ar-r 
Degree 2 Degree 3 Degree 4 

/ '/'/' 
Degree 5 Degree 6 Degree 7 

(a) Degree El vation of a Cubic B ' zj r Curve. (b) Rep ated degree elevation. 

Figure 2.13 Raffinement par élévation de degré (Lu 20 Il) 

Raffinement par subdivision 

Il est aussi possible d'augmenter le nombre de coefficients de contrôle en subdivisant 

le polynôme de Bézier en sous-polynômes, en utilisant l'algorithme de Casteljau (Lu 

20 Il). Pour chaque sous-polynôme, sont calculés de nouveaux coefficients de 

contrôle. Pour cette méthode de raffmement, le polynôme garde le même degré. La 

figure 2.14 montre un raffmement par subdivision. 

1 curve 2 UrY 4 urve, urve 

Figure 2.14 Raffinement par subdivision (Lu 2011) 

Raffinement par subdivision d 'éléments 

Dans cette méthode, l'élément est subdivisé en sous-éléments, puis les coefficients de 

contrôle de chaque sous-élément sont calculés. La figure 2.15 montre la subdivision 

d'un triangle d'ordre trois. En (a), les coefficients de contrôle du triangle (en bleu) 

avant subdivision et en (b) les coefficients de contrôle après subdivision en vert. Le 
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calcul des coefficients de contrôle se fait avec une matrice de transformation à partir 

du jacobien aux nœuds (Johnen, Remacle et al. 2013). 

Figure 2.15 Raffinement par subdivision d'un triangle a) Coefficients de contrôle avant subdivision 
b) Coefficients de contrôle après subdivision (Johnen, Remacle et al. 2013) 

Pour un triangle en maillage surfacique (triangle en 3D), George et Borouchaki (2011) 

proposent les critères suivants pour déterminer la validité d'un élément sans utiliser le 

jacobien. 

Les trois angles du triangle: les angles des tangentes aux sommets. Si le cosinus d'un 

angle est égal à zéro ou à -1, l'élément est auto-tangent est donc invalide, si le cosinus 

est proche de la valeur 1, l' élément est de mauvaise qualité. 

La déviation au sommet : c'est l' angle entre le plan tangent et le plan du triangle droit 

(triangle avec les sommets) d'un élément. Si la mesure est trop grande, cela indique 

une arête trop courbée, voire un retournement, donc un triangle invalide. 

2.4.2 Optimisation des maillages curvilignes 

Si le maillage curviligne contient des éléments invalides ou de mauvaise qualité, il est 

nécessaire d'optimiser la qualité des éléments. 

Une des approches utilisées consiste à modifier localement le maillage en utilisant des 

opérateurs de modification de maillage (Luo, Shephard et al. 2011; Dey, Q'Bara et al. 

2001; Lu 20 Il). Ces opérateurs sont utilisés localement sur les éléments invalides. Les 

opérateurs les plus utilisés sont: splitting, collapsing et swapping (figure 2.16). Une 

opération de « splitting » consiste à insérer un ou plusieurs nœuds sur une entité et à 

la subdiviser (figure 2.16 a). Une opération de « swapping» consiste à changer la 

connectivité d'une entité (figure 2.16 b). Une opération de « collapsing » consiste à 

contracter une arête en un seul sommet (figure 2.16 c). 
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Iv\', edge to be split N\', edge to be swap 

f\( new vel1ex 
M, newedge 

Ca) Edge split Cb) Edge swap 

Iv\', edge to be coll apsed 

M: newedge 

, ' , ' 
" 

Cc) Edge collapse 

Figure 2.16 Exemples de modification locale de maillage (luo, shephard et al 2011) 

Une autre approche consiste à utiliser des algorithmes d'optimisation. Le principe de 

ces algorithmes est de trouver les emplacements des nœuds qui minimisent une 

fonction objectif qui caractérise la validité du maillage (Geuzaine, Johnen et al. 2015). 

Toulorge et Geuzaine (2013) proposent un algorithme d'optimisation qui cible 

spécifiquement le jacobien d'un élément invalide et modifie la localisation des nœuds 

jusqu'à ce que l'élément devienne valide. Le processus d'optimisation correspond à la 

minimisation d'une fonction avec la méthode du gradient conjugué. Cette méthode 

peut être appliquée au maillage au complet, néanmoins cette procédure n'est pas 

avantageuse en termes de temps de calcul. Elle peut être appliquée localement. Après 

identification de tous les éléments invalides dans un maillage, des «Blobs» (groupe 

d'éléments autour de chaque élément invalide) sont créés et l'optimisation est 

appliquée aux blobs uniquement (figure 2.17). 
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Maillage initial tétraèdres invalides Blobs d'éléments maillage fmal 

Figure 2.17 Illustration de la méthode d'optimisation (Toulorge, Geuzaine et al. 2013) 

Un autre algorithme d'optimisation a été développé par Gargallo-Peiro et Roca (2013) 

pour les maillages triangulaires surfaciques curvilignes. Cette procédure 

d'optimisation utilise les coordonnées paramétriques des nœuds, ce qui assure que les 

nœuds restent toujours sur la surface. Le principe de cet algorithme est qu'un nœud a 

une localisation idéale si la valeur de la distorsion nu (mesure algébrique) est égale à 

1, mais pour un nœud sur une surface donnée cette position idéale n'est généralement 

pas atteignable (le nœud doit rester sur la face). Le but de l'algorithme est d'obtenir la 

valeur de la distorsion la plus proche possible de 1. La méthode des moindres carrés 

est utilisée pour minimiser la valeur de la distorsion. Lu (20 Il) utilise l'algorithme du 

nombre d'or (golden section) pour trouver la position optimale des nœuds le long 

d'une ligne droite. 

2.5 Optimisation des structures 

Au cours des dernières années, une attention croissante a été portée sur la conception 

optimale des composants et structures industrielles, attention motivée par des objectifs 

économiques: réduction des coûts, augmentation de l'efficacité ou pour des objectifs 

écologiques afm de réduire l'utilisation des ressources (Amout, Firl et al. 2010). En 

raison de sa formulation très générale et flexible, l'optimisation structurelle est 

maintenant largement utilisée comme un outil puissant de conception. 
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2.5.1 Formulation 

L'optimisation des structures peut être formulée comme un problème d'optimisation 

mathématique: 

{
minimiser [ex) 
avec gex) ~ 0 

(2.31) 

La fonction [ex) est la fonction objectif, elle est minimisée durant l'optimisation. Le 

volume total, la masse ou l'énergie de déformation sont communément utilisés comme 

fonction objectif. 

Le vecteur x contient les variables de design qui peuvent être reliées à la taille, la forme 

ou la topologie de la structure. Les variables de design sont les paramètres de la 

structure qui sont modifiés par l'optimisation afin de minimiser la fonction objectif. 

Parmi les types de variables de design, on trouve par exemple les propriétés du 

matériau, les coordonnées des points de design ou la distribution du matériau. Le choix 

du type de paramètres conduit à un type d'optimisation différente (FirI2010). 

La fonction 9 ex) représente les contraintes de comportement. Ces contraintes sont les 

restrictions imposées au problème et qui doivent être satisfaites pour que le résultat de 

la conception soit acceptable. Autrement dit, les contraintes définissent le domaine 

faisabilité (Camprubi 2004). Par exemple, la masse de la structure ne doit pas dépasser 

une certaine valeur. 

2.5.2 Type de méthodes d'optimisation de structures 

Les méthodes d'optimisation de structures peuvent être classées en quatre méthodes: 

les méthodes d'optimisation des matériaux, les méthodes d'optimisation 

dimensionnelle, les méthodes d'optimisation de forme et les méthodes d'optimisation 

topologique (Firl 2010). 

2.5.2.1 Optimisation des matériaux 

Cette méthode utilise les paramètres (caractéristiques) du matériau comme variables 

de design, la géométrie et la topologie restent inchangées. Cette méthode est très 

utilisée pour l'optimisation des matériaux composites où l'objectif est de trouver la 
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direction des fibres ou la séquence d'empilement la plus optimale (Fir120 1 0). La figure 

2.18 illustre un exemple d'optimisation des matériaux. 

1 * w * 1 

Figure 2.18 Illustration de l'optimisation des matériaux (Firl201O) 

2.5.2.2 Optimisation dimensionnelle 

Méthode utilisée pour trouver les dimensions géométriques spécifiques optimales qui 

sont reliées au modèle (FirI2010). Par exemple, l'épaisseur d'une coque ou la section 

d'une barre. La figure 2.19 illustre un exemple d'optimisation dimensionnelle. 

'" '" '" l&1><1><1>« 
\. \" \ ... "'::" .... 

... ' .... 
" " 

,····::::.',··:::.:·\·::0 ::::0 :::::0 : .. :::::·.: .. ·:·:·:.:::::::::::::::: 

Figure 2.19 Illustration de l'optimisation dimensionnelle (Firl 2010) 

2.5.2.3 Optimisation de forme 

Cette méthode est utilisée pour trouver la forme optimale de la frontière d'une pièce. 

Les variables d'optimisation sont les coordonnés des nœuds du maillage, les 

coordonnées des points de contrôle du modèle ou « morphing boxes» (Firl 2010). La 
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topologie de la structure demeure inchangée, ce qui ce qui empêche la génération de 

trous (absence de matériau) dans celle-ci. L' optimisation de forme est complexe et 

nécessite un temps de calcul plus important que l'optimisation dimensionnelle. La 

figure 2.20 illustre un exemple d'optimisation de forme. 

Figure 2.20 Illustration de l' optimisation de forme (FirI2010) 

La méthode du mouvement normal (MMN) s'inscrit dans la famille des méthodes 

d'optimisation de forme. Cette méthode est de type FSD (Fully Stressed Design). Les 

méthodes FSD visent à obtenir une structure dont la contrainte est uniforme sur son 

domaine ce qui permet d'obtenir une meilleure distribution de la matière par rapport 

aux efforts appliqués. La méthode consiste à déplacer la frontière de la structure dans 

la direction normale pour uniformiser la valeur de la contrainte sur celle-ci. La 

méthode du mouvement normal est décrite plus en détail dans la partie 2.5.3. 

2.5.2.4 Optimisation topologique 

Cette méthode d'optimisation est la plus flexible car elle permet un changement dans 

la forme et la topologie de la structure à optimiser (FirI2010). La méthode permet de 

trouver la distribution de matériau la plus optimale. La figure 2.21 illustre un exemple 

d'optimisation topologique. 
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'" '" '" 
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Figure 2.21 Illustration de l'optimisation topologique (Firl 2010) 

Il existe plusieurs méthodes d'optimisation topologique, la plus utilisée est la méthode 

SIMP (Solid Isotropie Microstructure with Penalization) qui optimise la distribution 

de porosité (vide) afin de maximiser la rigidité de la structure (Bendsoe et Sigmund, 

2003). La figure 2.22 illustre la méthode SIMP. 

Figure 2.22 Optimisation par la méthode SIMP a) Géométrie initiale et conditions aux limites b) 
Maillage c) Résultats bruts de la méthode SIMP d) Forme et topologie finales 

(Cuillière, François et al. 20 Il) 

2.5.3 Méthode du mouvement normal (MMN) 

La méthode du mouvement normal (MMN) (Mattheck et Burkhardt 1990; Parvizian 

et Fenner 1997; Le riche et Cailletaud 1998; Li, Steven et al. 1999; Parvizian et Fenner 

2002; Maduramuthu et Fenner 2004; Wessel, Cisilino et al. 2004; Wu 2005; Peng et 
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Jones 2008; Zehsaz et al. 2013) repose sur le principe que la fonne optimale d'un objet 

peut être obtenue en déplaçant, avec une certaine amplitude, des points de design situés 

sur la frontière dans la direction nonnale de façon itérative. Cette méthode a pour but 

d'unifonniser la valeur de la contrainte sur la frontière d'un objet autour d'une 

contrainte objectif (Jo, en déplaçant les points de design dans la direction nonnale. La 

contrainte objectif (Jo est la contrainte à atteindre sur toute la frontière de l'objet. Celle­

ci peut être fixée à priori ou actualisée à chaque itération. Par exemple, (Jo peut 

correspondre à la valeur moyenne des contraintes sur la frontière. L'ampleur du 

déplacement di dépend de l'écart entre la contrainte objectif (Jo et la contrainte de Von 

Mises (JVMi au point de design i . La figure 2.23 illustre la MMN. 

itération j -r 1 

itérationj 

Figure 2.23 Illustration de la méthode du mouvement normal 

2.5.3.1 Étapes de la méthode du mouvement normal 

Les étapes de la MMN, illustrées à la figure 2.24, sont: 

1. Modélisation de la géométrie à optimiser; 

2. Application des conditions aux limites et définition du matériau; 

3. Choix des zones de design et de non-design; 

4. Choix des points de design; 

5. Calcul des contraintes aux points de design; 

6. Déplacement des points de design dans la direction nonnale suivant 

la contrainte en ces points; 

7. Répétition des étapes 5 et 6 jusqu'à l'atteinte du critère d'arrêt. 
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Modélisation de la géométrie à 
optimisee 

Application des conditions aux 
limites et définition du matériau 

Choix des zones de design et 
non-design 

Choix des points de design 

Calcul des contraintes aux 
points de design 

Déplacement des points de design 
dans la direction normale 

Fin (Géométrie optimale) 

Figure 2.24 Processus d'optimisation par la MMN 

Création du modèle géométrique 

Dans un premier temps, la géométrie de la structure à optimiser est modélisée, ce qui 

fourni la forme initiale sur laquelle sera appliquée la MMN, cette forme évolue tout au 

long du processus itératif. 

Matériau et conditions aux limites 

Puis, les caractéristiques du matériau sont défInies ainsi que les conditions aux limites 

que sont les déplacements imposés (encastrement, appui, etc.) et les chargements 

(ponctuels, linéiques, surfaciques ou volumiques). 

Zones de design et de non-design 

Les zones de design sont les zones où la méthode est appliquée. Ce sont les zones où 

l'on veut obtenir une contrainte uniforme. Les zones de non-design sont les zones qui 

ne sont pas affectées par la méthode, c'est-à-dire que la forme ne change pas dans ces 

zones. Les zones de design et de non design sont défInies en utilisant une modélisation 
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BREP. La figure 2.25 montre les zones de non-design en gris et les zones de design en 

bleu d'une structure. 

Figure 2.25 Zones de design (en bleu) et de non-design (en gris) d'une structure tubulaire 

Choix des points de design 

Après le choix des zones de design vient celui des points de design. Les points de 

design sont les points dont la position change durant le processus d'optimisation. Il 

existe deux approches possibles pour le choix des points de design (Wu, 2005). 

Les points de design sont les points de contrôle qui définissent la géométrie de la 

frontière. Peng et Jones (2008) et Le riche et Cailletaud (1998) proposent d'utiliser des 

B-splines et Wu (2005) propose d'utiliser des courbes de Fergusson (cubic splines). 

L'avantage de ce type de représentation est la possibilité d'avoir des formes lisses, 

néanmoins dans ces exemples, la méthode est utilisée en 2D et sur des formes simples 

et l'application de cette approche en 3D et avec des formes complexes peut s'avérer 

compliquée. 

La seconde approche consiste à utiliser les nœuds du maillage comme points de design. 

L'avantage de cette approche est que la forme optimale obtenue est précise. 

L'inconvénient est la nécessité d'utiliser un grand nombre de points avec une méthode 

pour lisser (contrôler) le mouvement des nœuds, due au fait que la contrainte aux 

nœuds est très sensible à la position des nœuds voisins, particulièrement pour les 

maillages fms (Wu 2005). 
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Résolution du problème d'élasticité 

Le calcul des contraintes peut se faire à l'aide de différentes méthodes. 

La méthode des éléments finis est la méthode la plus utilisée (Mattheck et Burkhardt 

1990; Wu 2005 ; Zehsaz et al. 2013). L'autre méthode utilisée est la méthode des 

éléments finis de frontière ou « Boundary Element Method (BEM) » (Wessel, Cisilino 

et al. 2004; Parvisian et Fenner 2002; Maduramuthu et Fenner 2004). Le calcul des 

contraintes se fait sur la frontière. L'avantage de cette méthode est la facilité de 

remaillage par rapport à la méthode des éléments finis et la diminution du temps de 

calcul puisque seulement les frontières sont discrétisées. La contrainte équivalente de 

Von Mises est la contrainte la plus souvent utilisée avec cette méthode (Mattheck et 

Burkhardt 1990; Parvizian et Fenner 1997; Li, Steven et al. 1999; Parvizian et Fenner 

2002; Wu 2005). 

Déplacement des points de design 

Les points de design dont la contrainte est supérieure à la contrainte objectif sont 

déplacés de telle façon que la contrainte en ces points baisse et les points dont la 

contrainte est inférieure à la contrainte objectif sont déplacés de façon à ce que la 

contrainte en ces points augmente. La direction de mouvement optimal est la direction 

normale (parvisian et Fenner 2002). Le déplacement se fait le long d'un vecteur normal 

unitaire n; . Les points de design dont la contrainte est supérieure à la contrainte 

objectif sont déplacés dans la direction de la normale sortante (vers extérieur) et les 

points de design dont la contrainte est inférieure à la contrainte objectif sont déplacés 

dans la direction de la normale entrante (vers l'intérieur). 

L'ampleur du déplacement dépend de l'écart entre la contrainte objectif (Jo et la 

contrainte (JVM. au point de design i. Le déplacement au point de design i àl'itérationj 
1 

d{ se calcule par la formule suivante: 

(2.32) 
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où C est un facteur d' échelle appelé pas ou coefficient de convergence, lequel peut être 

constant ou variable (Wu 2005). Ce coefficient est déterminé expérimentalement. La 

réduction de la valeur de C conduit à un nombre d'itérations plus important, une valeur 

plus grande permet une convergence plus rapide mais augmente le risque de 

divergence de la méthode (Maduramuthu et Fenner 2004). 

La figure 2.26 montre l'évolution de la contrainte objectif suivant le nombre 

d'itérations pour des coefficients de convergence différents. Pour un coefficient de 0.4, 

la méthode diverge à l'itération quatre. Avec un coefficient de 0.35 la méthode 

converge, mais à l'itération cinq la méthode est proche de diverger. Avec un 

coefficient de 0.2 et 0.3 la méthode converge et la contrainte objectif diminue de façon 

monotone. Les coordonnées des points de design i à l'itération j+ 1 sont; 

(2.33) 

où x{, yi et z{ sont respectivement les coordonnées x, y et z du point de design i à 

l'itérationj et nx
j
., nyj . et n;. sont les coordonnées de la normale unitaire au point de 
t t t 

design i à l' itérationj. 
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Figure 2.26 Influence du coefficient de convergence sur la convergence de la MMN 
(Helier, Keye et al. 1999) 
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Itération et convergence 

Le calcul des contraintes aux points de design et le déplacement de ces points se fait 

de manière itérative, jusqu' à ce que le critère d' arrêt soit atteint avec L la limite de 

convergence. Umetani et Hirai (1975) proposent que le processus itératif de la 

méthode s'arrête lorsque la contrainte à tous les points de design se trouve dans 

l'intervalle suivant; 

(1 - L) . fIo ~ fIVM ~ (1 + L) . fIo' (2.34) 

L' inégalité peut s' écrire sous la forme suivante; 

(2.35) 

Wu (2005) utilise l' erreur relative RE comme critère d' arrêt de la méthode; 

(2.36) 

Lorsque la contrainte devient uniforme sur la frontière, l' erreur relative RE tend vers 

zéro. L' écart entre la contrainte maximale et la contrainte minimale devient très faible. 

Zehsaz et al. (2013) utilisent le critère d' arrêt t/J suivant; 

(2.37) 

Comme pour le critère précèdent, le critère t/J tend vers zéro lorsque la contrainte 

devient uniforme sur la frontière. 

Pour tous ces critères, il suffit que la contrainte maximale soit trop grande ou que la 

contrainte minimale soit trop faible en un seul point de design pour que la méthode 

diverge, comme que nous le verrons dans la section 4.10. 

2.5.3.2 Contrôle de la MMN 

Comme vu précédemment, l'utilisation des nœuds du maillage comme points de 

design nécessite l'utilisation d' une méthode de contrôle. L'une des méthodes utilisées 

est le barycentrage ou lissage Laplacien (peng et Jones 2009; HelIer, Keye et al. 1999). 
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Le barycentrage consiste à trouver la position d'un nœud en faisant la moyenne de la 

position des nœuds voisins. À la figure 2.27, Q est le point de design et les points P et 

R sont deux points voisins. La nouvelle position de Q est obtenue à partir de la position 

de P et R. 

y 

Nelghbourlng 

Optimisation surface 

~-------------------+X 

z 

Figure 2.27 Lissage du point de design (Q) en utilisant les nœuds voisins (P) et (R) 
(peng et Jones 2009) 

De façon générale, la position [male (après lissage) du point Q( X~ , Yci , Z~) se calcule 
avec l ' équation 2.38, avec n le nombre de nœuds voisins; 

~n j 
j L..i=l Xi 

X Q = --n---"-

~n j 

X j - L..i=lYi 
Q - n 

~n j 
j L..i=l Zi 

ZQ = n 

2.5.3.3 Exemples d'applications de la MMN 

(2.38) 

On présente trois exemples d' applications de la méthode du mouvement normal : 

l'optimisation d'un trou dans une plaque rectangulaire sous tension biaxiale, un 

segment dans une plaque sous tension uniaxiale et un trou dans une plaque carrée sous 

tension uniaxiale. 

Trou dans une plaque rectangulaire sous tension biaxiale 

Peng et Jones (2009) proposent d'optimiser la forme d' un trou circulaire dans une 

plaque rectangulaire soumise à un effort de tension biaxiale, 50 MPa suivant l' axe X 
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et 100 MPa suivant l'axe Y. Du à la symétrie, seul le quart de la plaque est modélisée 

comme on peut le voir à figure 2.28. 

' f 

lG. 
Figure 2.28 Trou dans une plaque sous tension biaxiale optimisé par la MMN a) Forme et état de 

contrainte initial b) Forme et état de contrainte fmal (Peng et Jones 2009) 

La figure 2.28 a) montre la forme et l'état de contrainte initial du trou et la figure 2.28 

b) montre la forme et l'état de contrainte fmal du trou après optimisation. La contrainte 

de Von Mises devient uniforme autour du trou et le trou épouse une forme elliptique. 

Congé dans une plaque sous tension 

Parvisian et Fenner (2002) proposent d 'optimiser un segment entre deux sections dans 

une plaque sous tension uniaxiale en utilisant la méthode du mouvement normal et une 

analyse de sensibilité. La figure 2.29 a) montre le segment AB à optimiser et la figure 

2.29 b) montre en continu le résultat obtenu avec la méthode du mouvement normal et 

en pointillés, le résultat obtenu avec l'analyse de sensibilité. Le résultat obtenu est 

similaire, mais la MMN est plus simple à programmer et elle nécessite un temps de 

calcul moins important, car elle ne nécessite pas de calcul des dérivées. 
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Figure 2.29 Congé dans une plaque sous tension uniaxiale optimisé par la MMN a) Forme initiale et 
conditions aux limites b) Formes finales obtenues par la MMN (en ligne continue) et par la méthode 

du gradient conjugué (en ligne pointillée) (parvizian et Fenner 2002) 

Trou dans une plaque sous tension uniaxiale en utilisant des éléments quadratiques 

Maduramuthu et Fenner (2004) proposent d'optimiser un trou dans une plaque carrée 

soumise un à une tension uniaxiale. Étant donné la symétrie de la plaque, seul le quart 

est modélisé. Les éléments utilisés sont des quadrangles quadratiques (8 nœuds). La 

figure 2.30 a) montre la forme initiale du trou et la figure 2.30 b) montre la forme du 

trou après optimisation qui est elliptique. 
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Figure 2.30 Trou dans une plaque sous tension uniaxiale optimisé par la MMN a) Forme initiale et 
conditions aux limites b) Formes finales obtenues par la MMN (Maduramuthu et Fenner 2004) 

Le changement de position de chaque nœud est unique et dépend de la contrainte de 

Von Mises en ce nœud, mais les nœuds qui se situent au milieu de l'arête de l'élément 

doivent rester au milieu à chaque itération. Un repositionnement ou recentrage de ces 

nœuds est nécessaire. 
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2.5.3.4 Avantages et inconvénients de la méthode du mouvement normal 

Avantages 

Plusieurs méthodes d'optimisation dépendent d'une analyse de sensibilité. Une 

quantité considérable de calcul est nécessaire pour trouver les dérivées, ce qui limite 

le nombre de variables de design qui peuvent être utilisés. Bien que ce ne soit pas très 

significatif en 2D, c'est plus important en 3D, où un plus grand nombre de variables 

de design est nécessaire pour représenter la frontière. La MMN est une méthode sans 

gradient, aucun calcul de dérivée n'est nécessaire ce qui permet l'utilisation d'un grand 

nombre de points de design. La méthode est aussi facile à programmer. 

Inconvénients 

La contrainte aux nœuds est très sensible à la position des nœuds voisins, une petite 

irrégularité qui se développe dans la surface localement peut entrainer des 

concentrations de contraintes. 

La méthode du mouvement normal a pour pnnClpe qu'ajouter de la matière 

(déplacement vers l'extérieur) conduit à une baisse des contraintes, mais selon Hsu, 

Sheppard et al. (1995) ce n'est pas toujours le cas et cela peut conduire à une 

concentration des contraintes si la courbure n'est pas prise en compte. 

L'utilisation des nœuds du maillage comme points de design nécessite l'utilisation 

d'une méthode de contrôle du déplacement des nœuds. 

Un remaillage partiel ou total peut être nécessaire si le changement de forme est 

important, le remaillage peut être fait de manière périodique ou à chaque itération 

(Maduramuthu et Fenner 2004). 

2.6 Objectifs spécifiques 
Comme décrit précédemment, l'objectif principal de ce mémoire est l'intégration 

d'une méthode d'optimisation de forme au processus de CAO. Les objectifs 

spécifiques sont : 

o Développer une méthodologie pour générer un maillage quadratique; 
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o Intégrer les éléments fInis de coques dans le Modèle de Topologie UnifIé 

(MTU) (François et Cuillière 2014) et valider les résultats avec un autre 

logiciel; 

o Développer une méthodologie pour l'utilisation de la méthode du mouvement 

normal avec les éléments fInis de coques quadratiques; 

o Développer une méthodologie pour contrôler le déplacement des nœuds; 

o Appliquer la MMN sur des structures tubulaires à parois minces. 

2.7 Hypothèses 

o Le maillage utilisé est un maillage quadratique, triangles à six nœuds; 

o La méthode des éléments fInis est utilisée pour le calcul des contraintes aux 

nœuds; 

o Le calcul éléments fInis se fait avec des éléments de coque; 

o L'épaisseur reste constante durant le processus d'optimisation; 

o La contrainte objectif 0"0 est la contrainte de Von Mises moyenne dans la zone 

de design, actualisée à chaque itération de la MMN; 

o La contrainte considérée est la contrainte de Von Mises maximale entre les 

plans inférieur, moyen et supérieur. 
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CHAPITRE 3 

INTÉGRATION D'ÉLÉMENTS FINIS DE COQUES 

QUADRATIQUES 

3.1 Introduction 

Dans ce chapitre, on présente dans un premIer temps l'environnement de 

développement, les différents éléments de structures disponibles au sein du solveur par 

éléments fInis et la méthodologie utilisée pour intégrer les éléments de coques 

quadratiques. Puis, on décrit la méthode utilisée pour générer un maillage quadratique 

et déterminer sa validité. Finalement, on valide l' intégration des éléments de coques 

en comparant les résultats de calcul obtenus sur une coque mince avec un logiciel 

commercial de calcul par éléments fInis. 

3.2 Environnement de développement 

L'Équipe de Recherche en Intégration CAO-CAlcul (ERIC CA) travaille depuis 

plusieurs années sur l'intégration de la méthode des éléments fInis et des méthodes 

d'optimisation au sein du processus de développement de produits par la CAO. Ce 

travail se fait dans un environnement de développement. L'environnement de 

développement est un Framework orienté objet basé sur un Modèle de Topologie 

UnifIé (MTU) (François et Cuillière 2014). L'acronyme MTU est utilisé pour désigner 

l'environnement. 

Il est possible d'effectuer différents types de calculs par éléments fInis dans le MTU : 

calcul en élasticité linéaire, en utilisant des éléments volumiques ou des éléments de 

plaques pour les structures à parois minces et calcul en thermique. Des travaux sont en 

cours afm de permettre le calcul en élasticité non linéaire. Vu la structure de 

l'environnement, il est possible d'intégrer facilement de nouveaux développements. 

Les éléments de coques ont été intégrés dans cet environnement dans le cadre de ce 

mémoire. 

L'importation de la géométrie sur laquelle on souhaite faire un calcul par éléments 

fmis dans le MTU se fait en utilisant les librairies d'Open CASCADE Technology, qui 

est une plateforme libre de développement en CAO et en modélisation 3D. 
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Le calcul par éléments fInis est effectué avec les librairies de Code_Aster (Analyse des 

structures et thermomécanique pour des études et des recherches). Ce logiciel libre a 

été développé par électricité de France (EDF) en 1989. C'est un solveur qui utilise la 

méthode des éléments fInis pour résoudre, entre autres, des problèmes en mécanique 

et en thermique. 

Un fIchier de maillage et un fIchier de commandes sont nécessaires pour effectuer un 

calcul dans Code_Aster. Le fIchier de maillage défInit la description géométrique et 

topologique du maillage. Le fIchier de commandes contient un ensemble de 

commandes, exprimées dans un langage spécifIque à Code_Aster. À noter que la 

documentation du logiciel est disponible dans la section « Documentation » du site 

Internet de Code_Aster. Chaque document de référence est identifIé par une clé 

documentaire du type «UO.OO.OO ». La visualisation des résultats du calcul se fait avec 

le logiciel GMSH. GMSH est un logiciel libre de maillage par éléments fInis offrant 

plusieurs options en pré et post traitement (Geuzaine et Remacle 2009). 

3.3 Éléments de structures minces 

Les éléments de coques et de plaques sont particulièrement utilisés pour modéliser des 

structures minces où les rapports épaisseur/longueur caractéristique sont très inférieurs 

à 1/10 (coques minces) ou de l'ordre de 1110 (coques épaisses). Il y' a trois catégories 

d'éléments de structures minces dans Code Aster: 

3.3.1 Les éléments de plaques 

Ces éléments sont des éléments plans, donc la courbure de la structure à représenter 

n'est pas prise en compte et il est nécessaire d'utiliser un grand nombre d'éléments 

pour avoir une bonne approximation de la géométrie de la structure. Les éléments de 

plaques disponibles dans Code_Aster sont : 

Les éléments de plaques plans [R3.07.03] 

Il existe deux types d'éléments de plaques plans dans Code_Aster. Les éléments pour 

lesquels la distorsion transverse est nulle. Les éléments DKT, DKQ, DKTG et DKQG. 

Ces éléments ont une formulation "Discrete Kirchhoff". Les éléments pour lesquels 
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la distorsion transverse reste constante et non nulle dans l'épaisseur. Les éléments 

DST, DSQ et Q4G. Ces éléments ont une formulation "Discrete Shear". 

Il est conseillé d'utiliser le second type d'éléments lorsque la structure à mailler a un 

rapport épaisseur sur longueur caractéristique comprise entre 1/20 et 1/10 et les 

premiers dans le restant des cas. 

Les éléments DKT, DKTG et DST sont des éléments isoparamétriques triangulaires et 

les éléments DKQ, DKQG, DSQ et Q4G sont des éléments isoparamétriques 

quadrilatéraux. Les éléments de plaque DKT ont été implémentés dans le MTU 

(Gervais-Lavoie,2015). 

3.3.2 Les éléments de coques 

Ces éléments sont des éléments courbes, qui fournissent une meilleure approximation 

de la géométrie de la structure. Les éléments de coques disponibles dans Code_Aster 

sont: 

Les éléments de coques linéiques [R3.07.02] 

Ces éléments sont utilisés pour la modélisation mécanique de structures minces à 

surface moyenne de géométrie particulière. 

Les coques à symétrie de révolution autour de l'axe Oy (figure 3.1 a). La géométrie 

est définie de façon unidimensionnelle par le méridien dans le plan Oxy. C'est la 

modélisation COQUE_AXIS. 

Les coques à sections quelconques invariantes le long de l'axe 0 z (figure 3.1 b). La 

géométrie est définie de façon unidimensionnelle par la section de la coque dans le 

plan Oxy. C'est la modélisation COQUE_C_PLAN en contraintes plane ou 

COQUE_D_PLAN en déformation plane. 
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y 

x x 

z (a) (b) 

Figure 3.1 Les éléments de coques linéiques (a) Coques à symétrie de révolution autour de l'axe Oy 
(b) Coques à sections invariantes le long de l' axe Oz [R3 .07.02] 

Les éléments de coques tridimensionnelles [R3 .07.04] 

Ces éléments sont utilisés pour la modélisation des structures 3D à géométrie 

quelconque. Les éléments coques tridimensionnels disponibles dans Code_Aster sont 

le triangle à 7 nœuds et le quadrangle à 9 nœuds. Ce sont les éléments COQUE_3D. 

Ce sont les éléments utilisés dans le cadre de travail. 

3.3.3 Formulation des éléments plaques et coques 

Les éléments de plaques et coques reposent sur la théorie des plaques et des coques 

selon laquelle : 

Les champs de déplacements varient linéairement dans l'épaisseur de la plaque. Le 

tenseur de déformation comprend les composantes de membrane, de flexion et de 

cisaillement transversal. 

La contrainte transversale (Jz est nulle (hypothèse des contraintes planes). 

La variation de l'épaisseur et de la déformation Ez n'est pas décrite. 

La prise en compte du cisaillement transverse dépend du facteur de cisaillement 

transverse k. Pour les éléments de plaques avec une distorsion transverse nulle, le 

facteur de cisaillement transverse est égal à k=1 (théorie de Hencky-Love-Kirchhoff). 

Pour les éléments de plaques avec une distorsion transverse non nulle, le facteur de 

cisaillement transverse est égal à k=5/6 (théorie de Reissner). 
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Pour les éléments de coques, le coefficient de cisaillement k peut être modifié dans 

l'opérateur AFFE_CARA_ELEM sous le mot-clé A_CIS. Par défaut, la valeur du 

coefficient est k=5/6 (théorie de Reissner), si k=l (théorie Hencky-Mindilin-Naghdi) 

et si k est très grand (théorie de Love-Kirchhoff) pour des structures très minces, 

néanmoins il est conseillé de ne pas changer ce coefficient (les éléments fournissent 

une solution physiquement correcte, que la coque soit épaisse ou mince). 

Il y a cinq variables cinématiques pour les éléments plaques et coques non linéiques : 

les déplacements de membranes u et v dans le plan de référence z = 0, le déplacement 

transversal w et les rotations px et py de la normale à la surface moyenne dans les plans 

yz et xz. Il y a trois variables cinématiques pour les éléments linéiques: les 

déplacements u et v dans le plan de référence z = 0 et la rotation pn de la normale à 

la surface moyenne dans le plan xy. 

Plan moyen 

Il 

Éléments plans ou de plaques 

z Surface moyenne 
y 

Éléments courbes ou de coques 

LR--' 
~ lL, 
-!! 

Éléments linéiques pour les coques 
invariantes par translation 

el les coques axisymétriqucs 

Figure 3.2 Variables cinématiques pour les éléments de plaques et coques [U2.02.01] 

Il y a trois efforts résultants de membranes notés NXX1 Nxy, Nyy et trois moments de 

flexion notés Mxx, Mxy, Myy et deux efforts tranchants notés Vx et Vy pour les éléments 

de plaque et de coques non linéiques. Il y'a trois efforts résultants de membranes notés 

Nxx, Nyy, Nxy et trois moments de flexion notés Mxx,Myy,Mxy pour les éléments 

linéiques. 
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Â 
p Vy 

Â v~ _ _ _ _ _ _ ~ Nyy 

/ 
/ ~ N Î' yl 

'Y 

Î' 
Nu M ly 

Figure 3.3 Efforts résultants pour un élément de plaque ou de coque [U2.02.01] 

3.3.4 Les éléments COQUE_3D triangulaires 

Ces éléments permettent d'effectuer des calculs de structures coques de formes 

quelconques avec une meilleure approximation de la géométrie et de la cinématique 

que dans le cas des éléments plaques. L'élément qui nous est disponible pour une 

modélisation COQUE_3D est l'élément triangulaire Hétérosis à 7 nœuds. Pour cet 

élément, les déplacements sont calculés par des fonctions d'interpolation de l'élément 

Sérendip et les rotations par les fonctions de l'élément de Lagrange (figure 3.4). 

Élément Sérendip Élément de Lagrange Élément Hétérosis 

• Déplacemenfs et rotations 

o RotatiOns 

Figure 3.4 Différents type d'éléments finis pour le triangle isoparamétrique 

Des risques de blocage (verrouillage) de membrane ou de cisaillement apparaissent 

lorsque l'épaisseur de la coque devient petite par rapport à son rayon de courbure, pour 

cela une intégration numérique sélective est utilisée. 

L'intégration sélective de l'élément consiste en une intégration réduite des termes de 

membrane et de cisaillement, et une intégration normale des termes de flexion. 
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Pour certains types de conditions aux limites (encastrement) avec l' élément Sérendip 

le verrouillage persiste malgré l'intégration sélective. En outre, pour l' élément de 

Lagrange, ce type d' intégration conduit à des singularités dans la matrice de rigidité. 

L' élément Hétérosis avec intégration sélective ne rencontre pas les problèmes 

mentionnés. 

3.4 Implémentation des éléments de coques 

Il est possible de faire un calcul par éléments fInis sur des structures à parois minces 

avec Code_Aster en utilisant les éléments de plaques (DKT). Étant plan (linéaire) ces 

éléments ne permettent d'avoir une bonne approximation de la géométrie 

contrairement aux éléments de coques (COQUE_3D) courbes. L'utilisation 

d'éléments de COQUE_3D nécessite un maillage quadratique. La méthodologie 

utilisée pour générer un maillage quadratique est décrite à la section 3.5. Après la 

génération d'un maillage quadratique (triangle à six nœuds), celui-ci est transformé en 

un maillage avec des éléments à sept nœuds grâce à une commande de Code_Aster. 

Le calcul par éléments fInis ce se fera sur ce maillage et les résultats obtenus seront 

projetés sur le maillage initial à l' aide d'une commande spécifIque de Code_Aster. 

Pour plus de détails, ce référer à l' annexe B. 

3.5 Génération et validité d'un maillage quadratique 

On présente dans cette partie la méthode utilisée pour générer un maillage quadratique 

et la méthode utilisée pour déterminer la validité de ce maillage. Les résultats obtenus 

sont validés et comparés avec ceux obtenus un autre logiciel. 

3.5.1 Génération d'un maillage quadratique 

L' approche utilisée pour générer un maillage quadratique est une approche a 

posteriori. Le maillage quadratique est généré à partir d'un maillage linéaire et la 

méthode utilisée pour générer le nœud milieu est l'interpolation dans l' espace des 

coordonnées paramétriques. L' interpolation ne garantit pas que le nœud interpolé soit 

au milieu de l'arête du triangle. Pour cela, on ajoute une étape qui consiste à vérifIer 

si le nœud est au milieu de l' arête après interpolation et à le repositionner si ce n'est 

pas le cas. Les étapes pour générer un maillage quadratique sont : 

1. Génération d'un maillage linéaire; 
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2. Interpolation dans l'espace des coordonnées paramétriques; 

3. Repositionnement du nœud si nécessaire. 

Le MTU contient un mailleur qui utilise la méthode frontale pour générer 

automatiquement un maillage linéaire non structuré. 

Comme vu dans le chapitre 2, l ' interpolation consiste en une interpolation linéaire 

entre les nœuds du maillage, dans l' espace des coordonnées paramétriques 

correspondant à l' entité géométrique à laquelle ils sont associés. La figure 3.5 illustre 

cette interpolation dans l'espace des coordonnées paramétriques. 

z 

y y 

x v x 

(a) U (b) (c) 

Figure 3.5 Illustration de l'interpolation dans l'espace des coordonnées paramétriques (adapté de Lu 
2011) 

En (a), on a un triangle linéaire appartenant à une face dans l' espace des coordonnées 

cartésiennes. En (b), le triangle est dans l' espace des coordonnées paramétriques de la 

face. Les coordonnées du nœud milieu sont calculées dans cette espace. Soit une arête 

du triangle composée du nœud 1 et du nœud 2, et notons (uv V1) les coordonnées 

paramétriques du nœud 1 et (U2, V2) les coordonnées du nœud 2. Les coordonnées du 

nœud milieu dans l'espace paramétrique sont; 
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(3.1) 

En (c), on passe de l'espace de coordonnées paramétriques vers l'espace de 

coordonnées cartésiennes, où l'on obtient les coordonnées du nœud milieu en (X,Y et 

Z) et le triangle devient curviligne. 

L'interpolation ne garantit pas que les nœuds seront au milieu de chaque arête du 

triangle. Pour, éventuellement corriger leur position, on calcule la distance curviligne 

entre les nœuds 1 et 2 et le nœud milieu. 

Soit L1 la distance entre le nœud 1 et le nœud milieu et L2 la distance entre le nœud 2 

et le nœud milieu. Nous avons; 

o Si L1 = L2' le nœud est au milieu de l' arête du triangle; 

o Si L1 > L2' le nœud intermédiaire est déplacé de manière itérative vers L1 

jusqu'à ce que L1=L2; 

o Si L2 > L1' le nœud intermédiaire est déplacé de manière itérative vers L1 

jusqu'à ce que L1 =L2; 

Pour calculer les distances L1 et L2 on a besoin de l'équation de l'arête du triangle, on 

détermine cette équation de la manière suivante: 

Soit un triangle à six nœuds T, dont les coordonnées des nœuds dans l'espace cartésien 

sont (Xi, Yi, zJ, i = 1 à 6. 

Soit ((, rJ) l'espace des coordonnées paramétriques. La relation entre les deux espaces 

de coordonnées est donnée par une transformation de la forme; 

{

X = x((, rJ) 
Y = y((, rJ) 
z = z((,rJ) 

(3.2) 
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Avec 

et 

p((,1]) = (X((, 1]),Y((, 1]),Z((, 1])) 

6 

X((,1]) = l XiNi((, 1]) 
i=l 

6 

Y((,1]) = l YiNi((, 1]) 
i=l 

6 

Z((,1]) = l ZiNi((, 1]) 
i=l 

(3.3) 

(3.4) 

OÙ Ni sont les fonctions d'interpolation quadratique du triangle de référence. Les 

fonctions d'interpolation et dérivées sont présentées au tableau 3.1. 

T bl 3 1 F a eau. onctlOns 1 . mterpo ahon et d' . é 1 à . d (Cuiln 2011) env es pour un tnangle SIX nœu s 1 re 

t N, 'N, IN, 

'f ", 

1 (1 - ( -1])(1 - 2( - 21]) -3 + 4( + 41] -3 + 4( + 41] 

2 4((1- (-1]) 4 - 8( - 41] -4( 

3 -((1-20 4(-1 0 

4 4(1] 41] 4( 

5 -1](1- 21]) 0 41] -1 

6 41](1 - ( -1]) -41] 4 - 4( - 81] 

Pour l'arête 1 du triangle de référence, composée des nœuds 1,2 et 3 (figure 3.6), pour 

laquelle 1] = ° et ( E [0,1] nous avons; 

Si nous posons u = ( E [0,1] nous obtenons la paramétrisation suivante de l'arête 1: 
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Similairement, pour l'arête 2, composée des nœuds 1, 5 et 6, pour laquelle ç = ° 
et 17 E [0,1] nous avons; 

Pour l'arête 3 du triangle, composée des nœuds 3, 4 et 5, où 17 = 1 - ç et ç E [0,1] 

nous obtenons; 

"1 

• 
(0,1) 1 

(0,0) 

Figure 3.6 Triangle quadratique (Cuillière 20 Il) 

En exprimant cette équation par la variable u : 
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De manière générale, l ' équation de l' arête d'un triangle quadratique peu) est déftnie 

comme: 

peu) = (x(u),y(u),z(u)) (3.5) 

Avec 

Où (xv Yv Zl), (xm, Ym, zm) et (X2, Y2, Z2) sont respectivement les coordonnées du 

premier nœud, nœud milieu et deuxième nœud de l' arête. La longueur d'arc, notée S, 

d'une courbe vectorielle peu) de a jusqu'à b est donnée par (parent 2001 ; Guenter et 

Parent 1990); 

où 

et 

Avec: 

s = [11::11 du, 

dp = (dX(U) dy(u) dz(u) ) 
du du' du ' du ' 

dx(u) 
du = (-3 + 4U)Xl + (4 - 8u)xm + (-1 + 4U)X2 

dy(u) 
du = (-3 + 4U)Yl + (4 - 8u)Ym + (-1 + 4U)Y2 

(3.6) 

(3.7) 
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dz(u) 
~ = (-3 + 4U)Z1 + (4 - 8u)zm + (-1 + 4U)Z2 

Pour ce qui suit, on note : 

feu) = II~~II· (3 .9) 

Les quadratures de Gauss sont utilisées pour calculer la longueur d'arc. Pour cela il est 

nécessaire de changer l'intégrale sur [a b] en une intégrale sur l'intervalle [-1 1] par 

un changement de variable. L'intégrale devient; 

fb f+1 b - a (b - a a + b) 
a f(u)du = -1 -2- f -2- t + -2- dt. (3.10) 

En utilisant les quadratures de Gauss sur [-1 1]; 

b n 

f ~ b - a (b - a a + b) 
f(u)du = L-2-Wif -2- ti +-2- . 

a i=1 
(3.11) 

Les wi sont les poids, les ti sont les points ou les nœuds de la quadrature et n le nombre 

de points de Gauss utilisé. On prend une formule de Gauss à cinq nœuds. Le tableau 

3.6 montre les valeurs de Wi et ti> i = 1 à 5. 

a eau . 01 set pomts T bl 32 P 'd e auss c el er et erly d G (S hn 'd Eb 1 2002) 

i Wt tt 

1 0.5688888888888889 0.0000000000000000 

2 0.4 786286704993665 -0.5384693101056831 

3 0.4 786286704993665 0.5384693101056831 

4 0.2369268850561891 -0.9061798459386640 

5 0.2369268850561891 0.9061798459386640 

Pour la longueur L1 (a = 0 et b = 0.5), nous avons; 

_ ~5 0.5-0 (0,5-0 0+0.5) _ ~5 ( ) 
L1 - ~i=1-2-Wi f -2-ti + -2- - ~i=1 0.25 Wi f 0.25ti + 0.25 . 

Pour la longueur L2 (a = 0.5 et b = 1), nous avons; 
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_ ~5 1-0.5 (1-0.5 0.5+1) _ ~5 ( ) 
L2 - L.i=1-2 - Wi f -2-ti + -2- - L.i=l 0.25 Wi f 0.25ti + 0.75 . 

Si les valeurs de L1 et L2 sont différentes, on déplace le nœud interpolé le long d'une 

droite dans l'espace de coordonnées paramétriques (figure 3.7) de façon itérative et à 

chaque nouvelle position on recalcule et on compare les valeurs de L1 et L2 jusqu'à ce 

que ces deux valeurs soient identiques. 

Si L1 > L2 l'équation de la droite sur laquelle on déplace le nœud est; 

{

Um = (-up + Ul) * ~ + upl 

Vm = (-vp + Vl) * 1 + vp ' 

Si L2 > L1 l' équation de la droite sur laquelle on déplace le nœud est; 

{

Um = (-up + U2) * ~ + upl 

Vm = (-vp + V2) * 1 + vp. 

(3.12) 

(3.13) 

Ici, (up,vp) sont les coordonnées du nœud milieu après interpolation et (uml vm ) les 

nouvelles coordonnées du nœud milieu à chaque itération. 

v 

y 

u x 

Figure 3.7 Déplacement du nœud milieu (adapté de Lu 2011) 

3.5.2 Résultats 

On maille différentes géométries avec un maillage linéaire et un maillage quadratique 

et on compare visuellement les résultats obtenus. La figure 3.8 représente un cône, la 

figure 3.9 une plaque courbe et la figure 3.10 un tube cylindrique. Sur toutes ces 
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figures, on observe que le maillage quadratique pennet d'obtenir une meilleure 

approximation de la géométrie. Le maillage quadratique donne une représentation plus 

fidèle de la géométrie. 

Figure 3.8 Comparaison pour un cône entre a), b) Un maillage linéaire et c), d) Un maillage 
quadratique 
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Figure 3.9 Comparaison pour une plaque entre a), b) Un maillage linéaire et c), d) Un maillage 
quadratique 

Figure 3.10 Comparaison pour un cylindre entre a), b) Un maillage linéaire et c), d) Un maillage 
quadratique 
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3.5.3 Validité du maillage quadratique 

Les fonctions de Bézier sont utilisées pour déterminer la validité d'un maillage 

quadratique, cette méthode a été développée par Johnen, Remacle et al. (2013) et elle 

est utilisée dans le logiciel GMSH. La méthode se présente comme suit : 

Les fonctions de Bézier défInies sur un triangle à six nœuds sont défInies pour, i + j ~ 

2, par; 

(3.14) 

où ( ~ 0, 1] ~ 0, (+ 1] ~ 1. 

Le jacobien peut être défIni en termes de polynômes de Lagrange; 

6 

( 
_ ~ (2) 

] (,1]) - Lh Li ((,1]), (3.15) 

i=l 

où les h sont les valeurs du jacobien aux nœuds. Les polynômes de Lagrange 

correspondent aux fonctions d'interpolation aux nœuds du triangle. Le jacobien peut 

s'écrire en fonction de la base des polynômes de Bézier; 

]((,1]) = l bi,j T/J) ((,1]), (3.16) 
i+jS2 

et où les bi,j sont les coefficients de contrôle. 

Comme vu au chapitre 2, un triangle quadratique est valide si la valeur minimale des 

coefficients de contrôle est strictement positive (min (bi,j) > 0). 

Le calcul de la valeur des coefficients de contrôle à partir du jacobien aux nœuds et 

l'inverse se fait avec une matrice de transformation. La matrice T~~L permet le calcul 

des h à partir des bi,j' cette matrice se calcule en évaluant les fonctions de Bézier 

(équation 3.14) aux nœuds. La matrice inverse Tt2B permet de calculer les valeurs de 

bi,j à partir des h. Donc, on a; 
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(2) _ ( (2) )(-1) 
TL -+B - TB -+L 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

J est le vecteur contenant les valeurs du jacobien aux nœuds et B le vecteur contenant 

les valeurs des coefficients de contrôle. 

Les étapes pour calculer la valeur des coefficients de contrôle sont: 

1. Calcul du jacobien aux six nœuds du triangle; 

2. Calcul de la matrice de transformation T~~L ; 

3. Calcul de la matrice Tt2B ; 
4. Calcul de la valeur des coefficients de contrôle à partir de la valeur dujacobien 

aux nœuds. 

Calcul du jacobien aux nœuds 

Soit un triangle à six nœuds T, dont les coordonnées des nœuds dans l'espace de 

coordonnées cartésiennes sont (Xi, Yi, za avec i = 1 à 6. Soit l'espace des 

coordonnées paramétriques ((, rJ) propre à chaque triangle, la relation entre les deux 

espaces de coordonnées est donnée par : 

{

X = x((, rJ) 
Y =Y((,rJ) 
z = z((,rJ) 

La transformation entre ces deux espaces se fait avec la matrice jacobienne U]; 

La matrice jacobienne U] se calcule de la manière suivante; 

(3.20) 
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aN· 
ax ay az ( a(l) -
a( a( a( aN· U]= ax ay az = (_l) . [{Xi} {Yi} {za] (3.21) 
- - - aTJ 
aTJ aTJ aTJ aN· 
nx ny nz ( a/) 

Avec n la normale unitaire du triangle linéaire composé des nœuds sommets 1,3 et 5 

du triangle quadratique; 

(3.22) 

Les composantes de la matrice jacobienne sont : 

III = (-3 + 4( + 4TJ)(Xl) + (4 - 8( - 4TJ)(X2) + (4( - 1)(x3) 

+ (4TJ)(X4) - (4TJ) (X6) 

112 = (-3 + 4( + 4TJ)(Yl) + (4 - 8( - 4TJ)(Y2) + (4( - 1)(Y3) 
+ (4TJ)(Y4) - (4TJ)(Y6) 

113 = (-3 + 4( + 4TJ)(Zl) + (4 - 8( - 4TJ)(Z2) + (4( -1)(z3) 
+ (4TJ)(Z4) - (4TJ) (Z6) 

lzl = (-3 + 4( + 4TJ)(Xl) - (4Ç)(X2) + (4Ç)(X4) + (4TJ -l)(xs) - (4 
- 8( - 4TJ)(X6) 

lz2 = (-3 + 4( + 4TJ)(Yl) - (4Ç)(Y2) + (4Ç)(Y4) + (4TJ - l)(ys) - (4 
- 8( - 4TJ)(Y6) 

lz3 = (-3 + 4( + 4TJ)(Zl) - (4Ç)(Z2) + (4Ç)(Z4) + (4TJ -l)(zs) - (4 
- 8( - 4TJ)(Z6) 

133 = nz 

Pour chaque nœud, on calcule les composantes de la matrice jacobienne puis le 

déterminant de cette matrice, les valeurs de ( et TJ pour chaque nœud sont données 

dans le tableau 3.3. 
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a eau a eurs e T bl 33 V l d ( et 1] aux nœu s u tnangJ e qua atlque d d dr · 

Nœud 1 l 3 4 5 6 

f 0 0.5 1 0.5 0 0 

" 0 0 0 0.5 1 0.5 

Le calcul du déterminant se fait par la fonnule suivante: 

li = 111 Uzz 133 - 13zlz3) + l1z U31lz3 - lzl 133) (3.23) 
+ 113Uzl13z - 13llzz) 

Calcul de la matrice de transformation T~2L 

La matrice T~~L est défInis par : 

T(Z)(O 0) 
0,0 ' 

T(2)(0 0) 
1,0 ' 

T(2)(0 0) 
2,0 ' 

T(2)(0 0) 
1,1 ' 

T(Z)(O 0) 
0,2 ' To~~(O,O) 

T(2) (~ 0) 
0,0 z' 

T(2)(~ 0) 
1,0 2' 

T(2)(~ 0) 
2,0 2' 

T(2)(~ 0) 
1,1 2' 

T(2)(~ 0) 
0,2 2' 

T(2) (~ 0) 
0,1 2' 

T(Z) - To~~(l,O) TL~)(l,O) T2~~(l,O) Tl~~)(l,O) To~;)(l,O) To~~)(l,O) 
B-+L - T(2) (~ ~) T(Z)(~ ~) T(2) (~ ~) T(Z)(~ ~) T(Z) (~ ~) T(Z) (~ ~) 

0,0 2'2 1,0 2'2 2,0 2'2 1,1 2'2 0,2 2'2 0,1 2'2 

T(2)(01) 
0,0 ' Tl~~) (0,1) T2~~(O,l) T(2) (01) 

1,1 ' To~;)(O,l) To~~(O,l) 
T(2) (0 ~) 

0,0 '2 
T(2) (0 ~) 

1,0 '2 
T(Z) (0 ~) 

Z,O '2 
T(Z) (0 ~) 

1,1 'z 
T(Z) (0 ~) 

0,2 'z 
T(2) (0 ~) 

0,1 '2 

Le calcul donne la matrice suivante : 

1 0 0 0 0 0 
0.25 0.5 0.25 0 0 0 

T(Z) - 0 0 1 0 0 0 
B~L - 0 0 0.25 0.5 0.25 0 

0 0 0 0 1 0 
0.25 0 0 0 0.25 0.5 

Calcul de la matrice de transformation Ti~B 

Le calcul de la matrice Tt28 se fait en inversant la matrice T~~L 

1 0 0 0 0 0 
-0.5 2 -0.5 0 0 0 

T(Z) 0 0 1 0 0 0 
L~B 0 0 -0.5 2 -0.5 0 

0 0 0 0 1 0 
-0.5 0 0 0 -0.5 2 
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Calcul des coefficients de contrôle 

Le calcul des coefficients de contrôle se fait en multipliant la matrice TLC:;B par le 

vecteur 1 et ce qui donne le vecteur B : 

1 
-0.5 

o 
o 
o 

-0.5 

o 
2 
o 
o 
o 
o 

o 0 
-0.5 0 

1 0 
-0.5 2 

o 0 
o 0 

o 
o 
o 

-0.5 
1 

-0.5 

o J1 
o fz 
o i3 
o 14 
o 15 
2 16 

Et donc les coefficients de contrôle du triangle en fonction du jacobien aux nœuds 

sont : 

B1 = bo,o = Il 

B2 = b1,o = -0.511 + 2fz - 0.5 i3 

B3 = bO,2 = i3 

B4 = b1,1 = -0.5i3 + 214 - 0.5 15 

Bs = b2,o = 15 

B6 = bu = -0.511 + 216 - 0.515 

Un triangle est valide si min Bi > 0 

Raffmement 

Comme vu dans le chapitre 2, pour avoir une approximation plus précise il faut 

augmenter le nombre de coefficients de contrôle. L'augmentation du nombre de 

coefficients de contrôle se fait avec un raffmement. Le triangle est subdivisé en quatre 

sous-triangles, et pour chaque sous-triangle, les coefficients de contrôle sont calculés. 

Le calcul des coefficients de contrôle dans un sous-triangle q se fait à partir des 

coefficients de contrôle calculés précédemment (vecteur B) : 

(3 .24) 
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B[q]: vecteur contenant les coefficients de contrôle dans le sous-triangle q, 

Tt2B : matrice de transfonnation calculée précédemment, 

Tt2B [q]: matrice de transfonnation calculée dans le sous-triangle q, 

B : vecteur contenant les coefficients de contrôle calculés précédemment, 

M[q] : produit de la multiplication des matrices Tt2B et TR:B [q] 

Calcul pour le premier sous-triangle q = 1 

( ) [1] 
Calcul de la matrice TL: B 

T(2)(0 0) 
0,0 ' 

r(2) (00) 
1,0 ' 

r(2) (00) 
2,0 ' 

r(2)(0 0) 
1,1 ' 

T(2) (00) 
0,2 ' To~~(O,O) 

T(2) (~ 0) 
0,0 4' 

r(2)é 0) 
1,0 4' 

r(2)(~ 0) 
2,0 4' 

r(2)é 0) 
1,1 4' 

T(2)é 0) 
0,2 4' 

T(2) (~ 0) 
0,1 4' 

(2) [1] _ 
T(2)(~ 0) r(2)é 0) r(2) (~ 0) r(2)é 0) T(2)(~ 0) T(2) (~ 0) 

0,0 2' 1,0 2' 2,0 2' 1,1 2' 0,2 2' 0,1 2' 
TL-+B -

T(2)(~ ~) r(2)(~ ~) r(2) (~ ~) r(2) (~ ~) T(2)(~ ~) T(2) (~ ~) 
0,0 4' 4 1,0 4' 4 2,0 4' 4 1,1 4' 4 0,2 4' 4 0,1 4' 4 

T(2) (0 ~) 
0,0 ' 2 

r(2)(0 ~) 
1,0 ' 2 

r(2) (0 ~) 
2,0 ' 2 

r(2) (0 ~) 
1,1 ' 2 

T(2)(0 ~) 
0,2 ' 2 

T(2) (0 ~) 
0,1 ' 2 

T(2) (0 ~) 
0,0 ' 4 

r(2)(0 ~) 
1,0 ' 4 

r(2)(0 ~) 
2,0 ' 4 

r(2) (0 ~) 
1,1 ' 4 

T(2)(~ 0) 
0,2 4' 

T(2) (~ 0) 
0,1 4' 

1 0 0 0 0 0 
0.5625 0.3750 0.0625 0 0 0 

(2) [1]_ 0.25 0.5 0.25 0 0 0 
TL-+B - 0.25 0.25 0.0625 0.1250 0.0625 0.25 

0.25 
0.5625 

Calcul de la matrice M[l] 

Calcul du vecteur B [1] 

1 
0.5 

0.25 
0.25 
0.25 
0.5 

0 
0 

o 
0.5 
0.5 

0.25 
o 
o 

0 
0 

o 
o 

0.25 
o 
o 
o 

o 
o 
o 

0.25 
o 
o 

0 
0 

0.25 
0.0625 

o 
o 
o 
o 

0.25 
o 

o 
o 
o 

0.25 
0.5 
0.5 

0.5 
0.3750 
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B [l] - B 
1 - 1 

BJ1] = 0.5 B1 + 0.5 Bz 

BJ1] = 0.25 B1 + 0.5 Bz + 0.25 B3 

Bl1] = 0.25 B1 + 0.25 Bz + 0.25 B4 + 0.25 B6 

B~l] = 0.25 B1 + 0.25 Bs + 0.5 B6 

B~l] = 0.5 B1 + 0.5 B6 

Calcul pour le deuxième sous-triangle q = 2 

( ) [z) 
Calcul de la matrice TL: B 

r.(Z) (~ 0) 
0,0 Z' 

r.(Z)(~ 0) 
1,0 2' 

T(Z) (~ 0) 
2,0 2' 

T(2)(~ 0) 
1,1 2' 

r.(2) (~ 0) 
0,0 4' 

T(2)(~ 0) 
1,0 4' 

T(2)(~ 0) 
2,0 4' 

T(2)(~ 0) 
1,1 4' 

(2) [2) _ 
r.(2) (1 0) T(2) (1 0) T(2) (1 0) T(2) (10) 

0,0 ' 1,0 ' 2,0 ' 1,1 ' 
TL~B - r.(2)(~ ~) T(2) (~ ~) T(2)(~ ~) r.(2) (~ ~) 

0,0 4' 2 1,0 4' 2 2,0 4' 2 1,1 4' 2 

r.(2)(~ ~) 
0,0 Z' 2 

T(2)(~ ~) 
1,0 Z' 2 

T(2)(~ ~) 
2,0 2' 2 

T(2)(~ ~) 
1,1 2' 2 

r.(2)(~ ~) 
0,0 Z' 4 

T(2)(~ ~) 
1,0 Z' 4 

T(2)(~ ~) 
2,0 2' 4 

T(Z)(~ ~) 
1,1 2' 4 

0.25 0.5 0.25 
0.0625 0.3750 0.5625 

(z) [z] 0 0 1 

r.(2) (~ 0) 
0,2 2' 

r.(2) (~ 0) 
0,1 2' 

r.(2) (~ 0) 
0,2 4' 

r.(2) (~ 0) 
0,1 4' 

r.(Z) (1 0) 
0,2 ' 

r.(2) (1 0) 
0,1 ' 

r.(2)(~ ~) 
O,Z 4' Z 

r.(2) (~ ~) 
0,1 4' 2 

r.(2) (~ ~) 
0,2 2' 2 

r.(2) (~ ~) 
0,1 2' 2 

r.(2) (~ ~) 
0,2 2' 4 

r.(2) (~ ~) 
0,1 2' 4 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

TL-+B 0 0 0.5625 0.3750 0.0625 0 
0 0 0.25 0.5 0.25 0 

0.0625 0.25 0.25 0.25 0.0625 0.1250 

Calcul de la matrice M[Z] 

[z] _ (z) (z) [z] 
M - TL-+B TL-+B 

0.25 0.5 0.25 0 0 0 
0 0.5 0.5 0 0 0 

M[Z] = 0 0 1 0 0 0 
0 0 0.5 0.5 0 0 
0 0 0.25 0.5 0.25 0 
0 0.25 0.25 0.25 0 0.25 
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Calcul du vecteur B[l] 

BiZ] = 0.25 B1 + 0.5 Bz + 0.25 B3 

BF] = 0.5 Bz + 0.5 B3 

B [Z] - B 
3 - 3 

B!Z] = 0.5 B3 + 0.5 B4 

B~Z] = 0.25 B3 + 0.25 Bs + 0.25 B4 

B~Z] = 0.25 Bz + 0.25 B3 + 0.25 B4 + 0.25 B6 

Calcul pour le troisième sous-triangle q = 3 

() [3] 
Calcul de la matrice TL: B 

r(Z)(O ~) 
0,0 'z 

r(Z) (0 .!.) 
1,0 'z 

r(Z) (0 .!.) 
Z,o 'z 

r(Z)(o .!.) 
1,1 'z 

r(Z) (0 .!.) 
O,Z 'z 

r(Z) (.!. .!.) 
0,0 4' Z 

r(Z)é .!. ) 
1,0 4' Z 

r(Z) (.!. .!. ) 
Z,O 4' Z 

r(Z) (.!. .!. ) 
1,1 4' Z 

r(Z) (.!. .!. ) 
O,Z 4' Z 

(z) [3] 
r(Z) (.!. .!.) r(Z) (.!. .!.) r(Z)(.!. .!.) r(Z) (.!. .!.) r(Z) (.!. .!.) 

TL~B = 0,0 z' Z 1,0 z' Z Z,o z' Z 1,1 2' 2 0,2 2' 2 

r(2)é ~) r(Z) (.!. ~) r(2)(.!. ~) r(Z) (.!. ~) r(2) (.!. ~) 
0,0 4' 4 1,0 4' 4 2,0 4' 4 1,1 4' 4 0,2 4' 4 

r(2)(0 1) 
0,0 ' 

r(2)(0 1) 
1,0 ' T2~~(0,1) r(2)(0 1) 

1,1 ' To~~(0,1) 
r(2) (0 ~) 

0,0 '4 
r(Z) (0 ~) 

1,0 '4 
r(Z)(o ~) 

2,0 '4 
r(2) (0 ~) 

1,1 '4 
r(2) (0 ~) 

O,Z '4 

0.25 0 0 0 0.25 
0.0625 0.1250 0.0625 0.25 0.25 

(Z) [3] 0 0 0.25 0.50 0.25 
TL-+B 0 0 0.0625 0.3750 0.5625 

0 0 0 0 1 
0.0625 0 0 0 0.5625 

Calcul de la matrice M[3] 

[3] _ (z) (z) [3] 
M - TL-+B TL-+B 

r(Z) (0 .!.) 
0,1 'z 

r(Z) (.!. .!. ) 
0,1 4' Z 

r(Z) (.!. .!.) 
0,1 2' Z 

r(2) (.!. ~) 
0,1 4' 4 

r(Z)(01) 
0,1 ' 

r(2)(0 ~) 
0,1 '4 

0.5 
0.25 

0 
0 
0 

0.3750 
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0.25 0 0 0 0.25 0.5 
0 0.25 0 0.25 0.25 0.25 

M[3] = 0 0 0.25 0.5 0.25 0 
0 0 0 0.5 0.5 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0.5 0.5 

Calcul du vecteur B[3] 

BP] = 0.25 Bl + 0.25 Bs + 0.5 B6 

BP] = 0.25 B2 + 0.25 B4 + 0.25 Bs + 0.25 B6 

BJ3] = 0.25 B3 + 0.25 Bs + 0.25 B4 

Bl3] = 0.5 B3 + 0.5 B4 

B [3] - B 
5 - 5 

[3] 5 B6 = 0.5 Bs + o. B6 

Calcul pour le quatrième sous-triangle q = 4 

() [4] 
Calcul de la matrice TL: B 

r(2) (~ ~) 
0,0 2' 2 

r(2) (~ ~) 
1,0 2' 2 

r(2)(~ ~) 
2,0 2' 2 

r(2) (~ ~) 
1,1 2' 2 

r(2) (~ ~) 
0,2 2' 2 

r(2)(~ ~) 
0,1 2' 2 

r(2) (~ ~) 
0,0 4' 2 

r(2)(~ ~ ) 
1,0 4' 2 

r(2)(~ ~ ) 
2,0 4' 2 

r(2) (~ ~ ) 
1,1 4' 2 

r(2) (~ ~ ) 
0,2 4' 2 

r(2) (~ ~ ) 
0,1 4' 2 

(2) [4] 
r(2)(0 ~) r(2) (0 ~) r(2)(0 ~) r(2) (0 ~) r(2) (0 ~) r(2)(0 ~) 

0,0 ' 2 1,0 ' 2 2,0 ' 2 1,1 ' 2 0,2 ' 2 0,1 ' 2 
TL -+B r(2)(~ ~) r(2)(~ ~) r(2) (~ ~) r(2) (~ ~) r(2) (~ ~) r(2)(~ ~) 

0,0 4' 4 1,0 4' 4 2,0 4' 4 1,1 4' 4 0,2 4' 4 0,1 4' 4 

r(2)(~ 0) 
0,0 2' 

r(2)é 0) 
1,0 2' 

r(2)(~ 0) 
2,0 2' 

r(2) (~ 0) 
1,1 2' 

r(2)é 0) 
0,2 2' 

r(2)é 0) 
0,1 2' 

r(2)(~ ~) 
0,0 2' 4 

r(2)é ~) 
1,0 2' 4 

r(2)(~ ~) 
2,0 2' 4 

r(2)(~ ~) 
1,1 2' 4 

r(2) (~ ~) 
0,2 2' 4 

r(2)é ~) 
0,1 2' 4 

0 0 0.25 0.5 0.25 0 
0.0625 0.1250 0.0625 0.25 0.25 0.25 

(2) [4] 0.25 0 0 0 0.25 0.5 
TL-+B 0.25 0.25 0.0625 0.1250 0.0625 0.25 

0.25 0.5 0.25 0 0 0 
0.0625 0.25 0.25 0.25 0.0625 0.125 
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Calcul de la matrice M[4] 

Calcul du vecteur B[4] 

o 
o 

0.25 
0.25 
0.25 
o 

o 
0.25 
o 

0.25 
0.5 

0.25 

0.25 
o 
o 
o 

0.25 
0.25 

BJ4] = 0.25 B3 + 0.25 Bs + 0.25 B4 

0.25 
0.25 
o 

0.25 
o 

0.25 

BJ4] = 0.25 B2 + 0.25 B4 + 0.25 Bs + 0.25 B6 

BJ4] = 0.25 B1 + 0.25 Bs + 0.5 B6 

BJ4] = 0.25 B1 + 0.25 B2 + 0.25 B4 + 0.25 B6 

BJ4] = 0.25 B1 + 0.5 B2 + 0.25 B3 

B!4] = 0.25 B2 + 0.25 B3 + 0.25 B4 + 0.25 B6 

3.5.4 Validation des résultats 

0.5 
0.25 
0.25 
o 
o 
o 

o 
025 
0.5 

0.25 
o 

0.25 

On valide la méthode décrite précédemment en comparant les résultats de calcul 

obtenus dans le MTU et les résultats obtenus par la méthode décrite par Johnen, 

Remacle et al. (2013) et utilisée dans GMSH. La comparaison se fait sur une coque 

maillée avec six éléments. La comparaison se fait dans un premier lieu concernant le 

jacobien aux nœuds, puis les coefficients de contrôle et fmalement les coefficients de 

contrôle de la subdivision. On présente les résultats pour un seul élément, les résultats 

pour les cinq autres sont présentés en annexe. La figure 3.11 montre une coque maillée 

avec les six éléments. 
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Figure 3.11 Coque maillée avec six éléments 

Les coordonnées des nœuds de l'élément dont les résultats sont présentés sont données 

dans le tableau 3.4. 

a eau. oor onn es T bl 34 C d é d es nam s u angle qua a lque 1 d d tri 1 dr f étud·é 

Coordouées eD X Coordouées ea Y Coordouéal ea Z 

1 -100.000000000000 20.16670391657437 -58.75336482769455 

2 -77.05985291772339 28.85252377516086 -81.05901264267402 

3 50.000000000000 20.710820277549 -100.0000000000000 

4 -77.05985291772339 15.32827384642874 -100.0000000000000 

5 -100.000000000000 1.040834085586080e-14 -100.000000000000 

6 -77.05985291772339 28.85252377516086 -81.05901264267402 

Comparaison des valeurs du jacobien aux nœuds 

On trouve dans le tableau 3.5 le résultat de calcul du jacobien aux nœuds obtenu avec 

MTU et GMSH. Les résultats sont identiques à deux décimales prés. 
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Tableau 3.5 Jacobien aux nœuds obtenus avec MTU et GMSH 

/ MTU GMSH 

Il 2476.31 2476.31 

12 2449.43 2449.43 

13 2515.91 2515.91 

14 2400.83 2400.83 

15 2285.74 2285.74 

16 2381.02 2381.02 

Comparaison entre les valeurs des coefficients de contrôle 

On trouve dans le tableau 3.6 le résultat de calcul des coefficients de contrôle obtenu 

avec MTU et GMSH. Les résultats sont identiques à deux décimales prés. 

Tableau 3 6 Coefficients de contrôle obtenus avec MTU et GMSH 

B MTU GMSH 

B1 2476.31 2476.31 

B2 2402.74 2402.74 

B3 2515.91 2515.91 

B4 2400.83 2400.83 

Bs 2285.74 2285.74 

B6 2381.02 2381.02 

Comparaison entre les valeurs des coefficients de contrôle de la subdivision 

On trouve dans le tableau 3.7 le résultat du calcul des coefficients de contrôle de la 

subdivision obtenu avec MTU et GMSH. Les résultats de calcul sont identiques à deux 

décimales prés. 
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Tableau 3 7 Coefficients de contrôle de la subdivision obtenu avec MTU et GMSH 

B MTU GMSH 
2476.31 2476.31 
2439.53 2439.53 

Sou triangle 1 
2449.43 2449.43 
2415.23 2415.23 
2381.02 2381.02 
2428.67 2428.67 
2449.43 2449.43 
2459.33 2459.33 

Sou triaDgIe 2 
2515.91 2515.91 
2458.37 2458.37 
2400.83 2400.83 
2425.13 2425.13 
2381.02 2381.02 
2367.58 2367.58 

Sou triangle 3 
2400.83 2400.83 
2343.28 2343.28 
2285.74 2285.74 
2333.38 2333.38 
2400.83 2400.83 
2367.58 2367.58 

Sous triangle 4 
2381.02 2381.02 
2415.23 2415.23 
2449.43 2449.43 
2425.13 2425.13 

3.6 Validation des résultats de calcul avec Code Aster 

Pour valider les résultats de calculs avec Code_Aster, le cas d'une coque encastrée 

soumis à une pression est utilisé. La coque est illustrée à la figure 3.12 ainsi que le 

nœud N qui se trouve au centre de la coque. Les résultats obtenus avec Code_Aster 

sont comparés avec ceux obtenus avec SolidWorks Simulation. 
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Figure 3.12 Coque mince encastrée modélisée dans SolidWorks Simulation 

Le calcul se fait avec les caractéristiques suivantes: 

• Une épaisseur de coque de 1 mm; 

• Un module de Young E= 6.9 GPa; 

• Un coefficient de poisson v=0.33; 

• Une pression P= -500 N/m2
; 

• Un encastrement comme déplacement imposé; 

• Une taille d'éléments de 2 mm pour le maillage utilisé avec code_Aster et une 

taille de 1.83 mm pour le maillage de SolidWorks Simulation, pour avoir le 

même nombre de nœuds. Les deux maillages sont montrés à la figure 3.13. 

Figure 3.13 Maillage dans a) Solidworks Simulation b) MTU 

Dans SolidWorks Simulation, la coque est encastrée en utilisant « Déplacements 

Imposés ~ Géométrie fixe », soumise à une pression de 500 N/m « Chargements 

externes ~ Pression ». Le matériau utilisé est « alliage aluminium 1 060 ». Le type de 
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maillage utilisé est «Maillage ---.. Maillage de qualité haute ». Dans SolidWorks 

Simulation, un maillage de qualité haute correspond à un maillage quadratique. La 

taille des éléments est de 1.83 mm. 

SolidWorks Simulation permet la visualisation des Contraintes totales (membrane + 

flexion) de la face supérieure et la face inférieure ainsi que les composantes de 

contrainte de membrane et de flexion (figure 3.14). Donc, il ne permet pas de visualiser 

les contraintes sur la surface médiane contrairement à Code Aster. Pour cette raison 

la comparaison des résultats de contraintes se fera entre les contraintes de la face 

supérieure et la face inférieure. 

Total 

Face supérieure 

Flexion Membrane Face Inférieure 

Figure 3.14 Contraintes pour les coques dans SolidWorks Simulation 
http://help.solidworks.com/20 14/frenchiSolidW orksl cworksl doc 12928705 72840. image 

Comparaison des résultats 

La figure 3.15 montre les déplacements obtenus sur la coque avec SolidWorks 

Simulation et Code_Aster suivant les axes X, Y et Z. La répartition des déplacements 

sur la coque est similaire. Le tableau 3.8 montre les déplacements obtenus suivant les 

axes X, Y et Z avec Solidworks Simulation et Code Aster au nœud N. Les 

déplacements obtenus avec Code Aster sont similiares à ceux obtenus avec 

SolidWorks Simulation. 
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Figure 3.15 Déplacements obtenus sur la coque a) Suivant X dans SolidWorks Simulation b) Suivant 
y dans SolidWorks Simulation c) Suivant Z dans SolidWorks Simulation d) Suivant X dans 

Code_Aster e) Suivant Y dans Code_Aster t) Suivant Z dans Code_Aster 

T bl 38 Dé 1 a eau. ~pJacements swvant es axes x y Z , et aunœu dN 

Ux (Dl) Uv (Dl) UZ(Dl) 

SolidWorks -4.17 10-10 -2.09 10-5 6.84 10-5 

Code Aster -4.21 10-10 -2.11 10-5 6.89 10-5 
-

La figure 3.16 montre les contraintes de Von Mises obtenues sur la coque avec 

SolidWorks Simulation et Code _Aster sur la face supérieure et inférieure. La 

répartition des contraintes dans la coque est similaire. Le tableau 3.9 montre la 

contrainte de Von Mises au nœud N dans la face supérieure et inférieure. Les résultats 

obtenus avec Code Aster sont similaires à ceux obtenus avec SolidWorks Simulation. 

On en déduit que les calculs par éléments finis effectuées dans Code_Aster avec des 

éléments de coques sont valides. 
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Tableau 3.9 Contrainte de Von Mises obtenues au nœud N 

Coatraiate de YOD Miles CoatraiDte de YOD Miles 

Face upériean Face 1Df6rie11re 

(N/m~ (N/m~ 

SolidWorks 8.10 10+5 6.98 10+5 

Code Aster 8.06 10+5 6.62 10+5 
-

a) ""-...... --...." 
,." ... 
IIm,<008 

. '''''''' .'-....... 
" ..... 

"' .... 
'-"""'" ......... 
, ...... 
s ... _ ........ 

........ 
-+ UlUd1IMIo::Ii:1.7koOO1 --+L-...fiMtdt 

S Ue+06 

Figure 3.16 Contraintes de Von Mises obtenues sur la coque a) Sur la face supérieure avec 
SolidWorks Simulation b) Sur la face inférieure avec SolidWorks Simulation c) Sur la face supérieure 

avec Code_Aster d) Sur la face inférieure avec Code_Aster 

3.7 Conclusion 

Les étapes d'un calcul par éléments ftnis utilisant un Modèle de Topologie Unifté 

(MTU) ont été présentées ainsi que les éléments de structure disponibles dans le 

solveur. La méthodologie utilisée pour la génération et la détermination de la validité 

d'un maillage quadratique triangulaire a été présentée. Différents exemples de 

maillages quadratiques ont été montrés et comparés avec des maillages linéaires et il 

a été démontré que les maillages quadratiques permettent d'avoir une meilleure 
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approximation de la géométrie. La méthode utilisée pour déterminer la validité d'un 

maillage a été validée avec le logiciel GMSH. Finalement, un exemple de calcul par 

des éléments de coques quadratiques a été effectué et les résultats obtenus ont été 

validés avec le logiciel SolidWorks Simulation. 
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CHAPITRE 4 
, " 

INTEGRATION, APPLICATION ET CONTROLE DE LA 

MÉTHODE DU MOUVEMENT NORMAL 

4.1 Introduction 

Une méthodologie est développée pour l'utilisation de la méthode du mouvement 

normal (MMN) avec un maillage quadratique. La MMN est appliquée au problème 

d'optimisation d'un tube à paroi mince en porte-à-faux. Dans un premier temps, la 

méthode est appliquée sans contrôle du déplacement des nœuds, ce qui conduit à une 

forme non valide géométriquement. Puis, différentes méthodes sont utilisées pour 

contrôler le déplacement des nœuds et les résultats obtenus sont comparés avec la 

MMN sans contrôle. 

4.2 Algorithme de la MMN non contrôlée 

La méthode du mouvement normal a été implantée antérieurement avec un maillage 

linéaire (triangle à trois nœuds). La méthode consiste en une boucle itérative du calcul 

des contraintes et des déplacements associés (Gervais-Lavoie, 2015). Les étapes de la 

MMNsont: 

1. Modélisation de l'objet à optimiser dans un logiciel de CAO; 

2. Importation du modèle sous forme de fichier STEP; 

3. Orientation de la coque; 

4. Définition des conditions de calcul telles que les déplacements imposés, les 

efforts externes appliqués, le matériau, l'épaisseur de la coque et les zones de 

non-design; 

5. Génération du maillage éléments finis; 

6. Calcul de l'état de contraintes initiales par Code_Aster; 

7. Calcul de la normale en chaque nœud; 

8. Calcul des déplacements et déplacement des nœuds; 

9. Calcul de l'état de contrainte fmal; 

10. Visualisation de la forme optimisée avec GMSH. 
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Les étapes 1 à 6 représentent les étapes préalables à l'optimisation et les étapes 7 à 9 

représentent la boucle itérative de la méthode du mouvement normal. 

Le déplacement d{ (étape 8) du nœud i, à l'itération j , le long de la normale est déftni 

par l' équation (2.32); 

où C est le coefficient de convergence et (Jo la contrainte objectif qui correspond à la 

contrainte de Von Mises moyenne aux nœuds, actualisée à chaque itération. Les nœuds 

sont déplacés jusqu'à ce que la contrainte en chaque nœud tende vers la valeur objectif. 

La méthode s'arrête lorsque le critère de convergence donnée par l'équation (2.35) est 

atteint pour chaque nœud i ; 

Un nombre maximal d' itérations doit être prévu dans l'éventualité où la méthode ne 

converge pas. 

La forme optimisée résultant de la MMN peut être visualisée à l' aide du logiciel Gmsh. 

Le déplacement des nœuds par rapport à leur position d'origine, ainsi que la 

distribution des contraintes aux nœuds du maillage, pour la forme initiale et fmale, 

sont des résultats pouvant être visualisés. 

Les étapes préalables à l' optimisation par la méthode du mouvement normal avec un 

maillage linéaire sont identiques à ceux de l'optimisation par la MMN avec un 

maillage quadratique. Les étapes de la boucle itérative sont par ailleurs différentes. 

En effet, la normale à un triangle linéaire est constante et le calcul de la normale en un 

nœud de celui-ci est la moyenne des normales des triangles adjacents pondérée par les 

aires. Pour un triangle quadratique, la normale varie dans l' élément. Le calcul de la 

normale aux nœuds se fait de manière différente pour maillage quadratique et il est 

décrit à la section 4.2.1. 

91 



CHAPITRE 4 INTÉGRATION. APPLICATION ET CONTRÔLE DE LA MÉTHODE DU 
MOUVEMENT NORMAL 

L'utilisation de la MMN avec un maillage quadratique est soumise à des contraintes 

que l'on ne retrouve pas avec un maillage linéaire. En effet, puisque la méthode est 

itérative la position des nœuds change à chaque itération, ce qui peut conduire à; 

1. Un nœud milieu n'est plus au milieu de l'arête du triangle or, il est impératif 

que tout nœud intermédiaire (milieu) soit toujours au milieu de l' arête du 

triangle et cela à chaque itération. Un algorithme de recentrage des nœuds 

milieu est nécessaire. L'algorithme utilisé est décrit dans la section 4.2.2; 

2. La nouvelle position des nœuds conduit à la baisse de la qualité des éléments, 

ou introduire des éléments invalides. Un algorithme d'optimisation de la 

qualité des éléments est nécessaire. L' algorithme utilisé est décrit dans la 

section 4.2.3. 

4.2.1 Calcul de normale 

Pour un triangle quadratique, comme vue dans le chapitre 3 on a : 

p((,ry) = {x((,ry) y((,ry) z((,ry)} 

La dérivée suivant ( donne; 

dp _ {dX(O dy(O dz(O } -- -- ----
d( d( d( d( 

(4.1) 

dx(O T = (-3 + 4( + 4ry)(Xl) + (4 - 8( - 4ry)(X2) + (4( -1)(x3) 

+ (4ry)(X4) - (4ry)(X6) 

dy(O T = (-3 + 4( + 4ry)(yl) + (4 - 8( - 4ry)(y2) + (4( -1)(y3) 

+ (4ry)(y4) - (4ry)(Y6) 

dz(O T = (-3 + 4( + 4ry)(Zl) + (4 - 8( - 4ry)(Z2) + (4( - 1)(z3) 

+ (4ry)(Z4) - (4ry) (Z6) 

La dérivée suivant ry donne: 
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dp _ {dX(1]) dY(1]) dZ(1]) } -- -- ----
d1] d1] d1] d1] 

dX(1]) 
---;t;] = (-3 + 4( + 41]) (Xl) - (4n(X2) + (4n(X4) + (41] - l)(xs) 

- (4 - 4( - 81]) (X6) 

dY(1]) 
---;t;] = (-3 + 4( + 41])(Yl) - (4n(Y2) + (4n(Y4) + (41] -l)(ys) 

- (4 - 4( - 81])(y6) 

(4.2) 

dZ(1]) 
---;t;] = (-3 + 4( + 41]) (Zl) - (4n(Z2) + (4n(Z4) + (41] - l)(zs) - (4 

- 4( - 81])(Z6) 

La normale n((, 1]) est donnée par l' expression suivante; 

dp dp 
_ ël(X d17 

n(ç,~) -11~f x ~~II' (4.3) 

En donnant les valeurs ((,1]), on obtient la valeur de la normale à n' importe quel point 

du triangle. Comme le passage entre deux éléments est discontinu, on considère une 

formulation discrète de la normale pour exprimer le vecteur normal en chaque nœud. 

Pour la méthode du mouvement normal, on a besoin de la normale aux six nœuds du 

triangle. La normale unitaire ni en un nœud i du maillage est; 

",nb 
L..e=l ne 

ni = nb ' 
(4.4) 

où nb est le nombre de triangles rattachés à ce nœud et ne la normale unitaire en 

ce nœud pour le triangle e. Étant donné que les éléments sont curvilignes, la normale 

varie légèrement d 'un triangle à un autre. 

4.2.2 Algorithme de recentrage 

Dans l'éventualité où un nœud milieu n ' est plus au milieu de l' arête du triangle dans 

sa nouvelle position (après déplacement), il est nécessaire de le recentrer. La méthode 
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utilisée dans le cas de la génération du maillage quadratique (chapitre 3) ne peut être 

utilisée ici, car il n' y a plus de géométrie correspondante. Pour cela, on utilise une 

autre méthode que nous décrivons ci-dessous. 

Soit peu) l ' équation vectorielle de l' arête du triangle, S(Umin' Umax) l'équation qui 

donne la longueur de l ' arête du triangle et Lt la longueur curviligne totale de l 'arête. 

On calcule la valeur de u : S(Umin, u) = 0.5Lt . Le calcul de u à partir d' une longueur 

précise est appelé «reparamétrisation par longueur d' arc» (Schneider et Eberly 2002 ; 

Parent 2001 ; Guenter et Parent 1990), : cela se fait en résolvant l'équation suivante; 

0.5Lt - S(Umin' U) = 0 (4.5) 

La solution de l' équation donne la valeur de u qui est à une longueur de 0.5Lt . La 

méthode de Newton-Raphson est utilisée pour trouver la racine de l ' équation, car elle 

converge rapidement et nécessite peu de calcul à chaque itération. 

4.2.3 Algorithme d'optimisation des éléments 

La méthode est une méthode itérative, la position des nœuds change à chaque itération, 

ce qui peut conduire à la détérioration de la qualité des éléments ou à l ' apparition 

d' éléments invalides. Pour cela, un algorithme d'optimisation de la qualité des 

éléments est nécessaire. L'algorithme utilisé a été présenté par Lu (2011). 

L' algorithme se base sur le principe suivant : la distorsion est la mesure utilisée pour 

déterminer la validité et la qualité d' un élément quadratique et est donnée par 1 = lmin . 
lmax 

Pour améliorer la valeur de la distorsion, on augmente celle de lmin ' On augmente 

cette valeur en déplaçant les nœuds qui y sont associés. 

Le déplacement du nœud d'un triangle affecte la qualité des triangles adjacents et 

l'amélioration de la qualité d'un élément peut conduire à la diminution de la qualité 

d'un triangle voisin. Pour cette raison, l' algorithme recherche la position optimale d'un 

nœud. La position optimale est la position où la valeur de la distorsion la plus faible 

entre des triangles voisins a été améliorée au maximum. La recherche se fait le long 

d'une ligne droite déftnie par le nœud milieu de l ' arête curviligne et le nœud au milieu 

de ses sommets, comme on peut le voir en trait mixte à la ftgure 4.1, où P est le milieu 
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de l'arête curviligne et P' milieu l'arête droite déftnie par les sommets de l'arête 

curviligne. Cette ligne est appelée l' intervalle d' incertitude. 

\ 

(b) \ 

Figure 4.1 illustration de l' intervalle d' incertitude (lu 2011) 

L'algorithme du nombre d'or (Golden section) est utilisé pour faire la recherche de la 

position optimale. L' algorithme évalue la fonction objectif (distorsion) à partir des 

deux extrémités de l' intervalle d' incertitude. Puis en comparant ces valeurs, environ 

38% de l' intervalle est éliminé à chaque fois et le reste sert de nouvel intervalle 

d' incertitude pour la prochaine recherche, jusqu'à ce que la position optimale soit 

trouvée. 

L' algorithme de recentrage ainsi que l' algorithme d'optimisation des éléments sont 

appliqués à chaque itération de la MMN. 

La ftgure 4.2 montre l' algorithme de la MMN avec un maillage quadratique. 

La section suivante traite de l'optimisation, par la MMN, d'un tube à paroi mince en 

porte-à-faux. 
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Non 

L M odélisation dans un logiciel de 
CAO 

9. lleœDIraae du aoeud 

10. Optimisation de la qualili des 
'>--~ éJaDeaIs 

Figure 4.2 Algorithme de la MMN avec un maillage quadratique 

4.3 Application de la MMN à un tube en porte-à-faux sans contrôle 

La méthode du mouvement nonnal est appliquée à un tube à paroi mince d'épaisseur 

constante, en porte à faux soumis à un effort de flexion. Les caractéristiques du tube 

ainsi que les différentes conditions de calcul sont décrites dans la partie suivante. 

4.3.1 Forme initiale 

Le tube a une longueur totale de 600 mm, un diamètre de 32 mm et une épaisseur 

constante de 2 mm. Son arête gauche est encastrée tandis qu'une force verticale de 500 

N est appliquée sur son arête droite. La longueur de la zone de design est de 500 mm 

(zone en gris sur la figure 4.3), la longueur de la zone de non-design est de 50 mm du 

côté droit et de 50 mm du côté gauche (les zones en bleu sur la figure 4.3). 
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Figure 4.3 Tube à paroi mince en porte-à-faux modélisé dans SolidWorks 

Le matériau utilisé est l'aluminium. Le tube est maillé avec des éléments triangulaires 

de 7 mm de taille. Le maillage se compose de 2806 éléments. La figure 4.4 présente le 

maillage quadratique qui est obtenu en utilisant l' approche présentée au chapitre 3. Le 

tableau 4.1 regroupe les informations relatives à la géométrie, aux conditions aux 

limites, au matériau et au maillage du tube. 

T bl 41 C a eau . aract nstlques db · .. 1 u tu e trutla 

Catégories InformatioDl Valeun 

Longueur totale 600 mm 

Longueur zone de design 500 mm 
GMm'trie 

Diamètre 32 mm 

Epaisseur 2mm 

CODditiODl au: limites 
Déplacements imposés Arête gauche encastrée 

Chargements externes Force verticale 500N 

Module de Young 69GPa 
Matériau 

Coefficient de Poisson 0.33 

Taille d'éléments 7mm 

Maillage Nombre de nœuds 5632 

Nombre d'éléments 2806 

Figure 4.4 Tube maillé avec des triangles quadratiques 
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La figure 4.5 illustre l ' état de contrainte initial (plus précisément la valeur maximale 

entre les trois plans de calcul inférieur, moyen et supérieur) en vues de dessus (a), face 

(b) et 3D (c) dans le tube. Les contraintes dans la zone de non-design ne sont pas 

représentées. D'après la figure, on remarque que la contrainte diminue au fur et à 

mesure que l' on s'éloigne de l ' encastrement, la contrainte maximale vaut 181,95 MPa 

et se situe à la jonction entre la zone design et non-design près de l'encastrement. Les 

nœuds qui se trouvent sur l'axe neutre ont une contrainte qui tend vers zéro. La 

contrainte moyenne dans la zone de design vaut 64,04 MPa. Ces valeurs ainsi que 

l'écart type sont regroupées dans le tableau 4.2. L' écart type est utilisé pour mesurer 

la dispersion des contraintes de Von Mises autour de la valeur moyenne. 

o 

o 

Conlnlintes de on Mises initiales aux noeuds 
91 

Conlnlintes de Von MIses initiales aux noeuds 

91 

Contraintes de on Mises ll1itiaIes aux noeuds 

91 

182 b) 

c) 

182 

Figure 4.5 Contraintes de Von Mises initiales aux nœuds a) Vue de dessus b) Vue de face c) Vue 3D 

Tableau 4 2 Contraintes de Von Mises initiales 

(lVM DIU <MPa> (lVM MOy <MPa> (IV" min <MPa> Éearttype 

181,95 64,04 8,87 44,41 
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Les nœuds dont la contrainte est supérieure à la contrainte moyenne seront déplacés 

vers l' extérieur (direction normale sortante) et les nœuds dont la contrainte est 

inférieure à la contrainte moyenne seront déplacés vers l' intérieure (direction normale 

entrante). L'ampleur de déplacement d'un nœud dépend de l'écart entre la valeur en 

ce nœud et la contrainte moyenne. D'après l' état de contrainte initial, l'écart entre la 

contrainte moyenne et la contrainte maximale est de 117,91 MPa, donc il y aura un 

déplacement important dans la zone près de l' encastrement dans la direction 

extérieure. 

4.3.2 Valeur des paramètres d'optimisation 

La contrainte objectif est la contrainte moyenne, cette contrainte est recalculée à 

chaque itération. La valeur du coefficient de convergence est de 0.05. La limite de 

convergence vaut 10% (0.01). Le nombre maximal d' itérations est de 100. Les 

paramètres de la MMN sont regroupés dans le tableau 4.3. 

Tableau 4.3 Paramètres de la MMN 

Contrainte objective (Jo (Jvm moyenne 

Coefficient de convergence C 0.05 

Limite de convergence L 0.1 

Nombre maximal d'itérations 100 

Forme optimisée par la MMN non contrôlée 

La méthode ne converge pas et le processus itératif s' arrête après 100 itérations. La 

figure 4.6 présente le déplacement des nœuds après 100 itérations. La figure montre la 

forme obtenue dans les vues de dessus (a), face (b) et 3D (c). On peut voir que le 

déplacement est régulier dans le tube à part à la jonction entre la zone de design et de 

non design près de l'encastrement où le déplacement est très important, donnant une 

forme irrégulière et une variation brusque de la section du tube. Le déplacement 

maximal vaut 28.6 mm. Les nœuds qui se trouvent sur l' axe neutre se déplacent vers 

l' intérieur du tube. 
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o 

o 
Déplacement des noeuds à l'ltération 100 

14.3 

Déplacemen.t des noeuds à l'Uémtlon 100 

14.3 

28.6 

Figure 4.6 Fonne optimisée après 100 itérations a) Vue de dessus b) Vue de face c) Vue 3D 

b) 

c) 

28.6 

La figure 4.7 montre l'état de contrainte initial en vues de dessus (a), face (b) et 3D (c) 

et l'état de contrainte final obtenu par la méthode en vues de dessus (d), face (e) et 3D 

(f). D'après la figure, on voit que la répartition des contraintes tend à s'uniformiser sur 

le tube à part dans la zone de design la plus proche de l'encastrement où les contraintes 

augmentent. La contrainte maximale passe de 181.95 à 380.95 MPa. Ceci est dû à la 

variation brusque et importante de la forme à la jonction (côté gauche) entre la zone 

de design et de non design, ce qui conduit à une concentration de contraintes. Variation 

causée par l'écart important entre la contrainte maximale qui se situe sur cette zone et 

la contrainte moyenne. On ne retrouve pas ce phénomène à la jonction (côté droit) 

entre la zone de design et de non design où l'écart entre la contrainte objective et la 

contrainte moyenne n' est pas aussi important. Le pourcentage de nœuds dépassant la 

valeur de la contrainte maximale initiale dans la forme obtenue avec la MMN est de 
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1.75%, c'est le pourcentage de nœuds qui ont dépassé la valeur de 181.95 MPa. On 

désignera cette mesure par %NSM. 

CœlralaleldtVOlMJser;~all1D11Wds 

~ ~ m 

Contralnt:es de Voa Mises initiales aUI DOeuds Cootn.intes de Von MIses ftn.aJes au noeuds 

91 91 182 

Figure 4.7 Comparaison de l'état de contrainte initial et final après 100 itérations de la MMN a), b), c) 
Contraintes de Von Mises initiales en vues de dessus, de face et 3D d), e), t) Contraintes de Von 

Mises finales en vues de dessus, de face et 3D 

La contrainte moyenne dans le tube passe de 64,04MPa à 52,66 MPa, soit une baisse 

de 18% et l'écart type passe de 44,41 à 41,04, soit une baisse de 8%. La diminution de 

ces deux valeurs montre que la méthode tend à uniformiser les contraintes. Le tableau 

4.4 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avant et après 

optimisation et le %NSM. Dans les tableaux le %NSM sera désigné par % nœuds 

>(JVM max. 

bl 44 C Ta eau . ontramtes e on d V Mi ses 0 tenues par a b 1 MMN 

tlYII DIU tlYllmoy tlY1l1DÎIl %D .... 
Éearttype 

<ma) <ma) <ma) >t1YIIDIU 

initial 181,95 64,04 8,87 0 44,41 

fiDaI 380,59 52,66 2,74 1,75 41,04 

Influence de l'algorithme d'optimisation et de l'algorithme recentrage 

Dans cette partie, on voit l'influence de l'algorithme de recentrage et d'optimisation 

des éléments sur la MMN. On applique la méthode avec et sans les algorithmes et l'on 
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compare les résultats obtenus. Le tableau 4.5 regroupe les valeurs des paramètres 

utilisées. 

Tableau 4.5 Paramètres de la MMN 

Contrainte objective 0"0 O"vrn moyenne 

Coefficient de convergence C 0.1 

Limite de convergence L O.l 

Nombre maximal d'itérations 50 

La figure 4.8 montre la fonne obtenue par la MMN avec optimisation et recentrage a) 

et sans optimisation et recentrage b). On observe que l'utilisation de la MMN sans 

recentrage et optimisation conduit à l'apparition de pics et à une fonne irrégulière du 

tube. 

DéplaOlUDeDt des noeuds.\ 1~IlIUon 50 

al.4 

a) 

21;'& 
DéplaoemeOl des noeuds à. l'Iteration 50 

4.8 •. 1 

b) 

96.2 

Figure 4.8 Forme obtenue par la MMN a) Avec recentrage et optimisation b) Sans recentrage et 
optimisation 

Le tableau 4.6 montre le nombre d'éléments invalides obtenu en utilisant la MMN 

avec et sans recentrage et optimisation. Des éléments invalides apparaissent lorsque la 

MMN est utilisée sans les algorithmes, le nombre d'éléments invalides augmente avec 

le nombre d'itérations. 

Tableau 4.6 Nombre d'éléments invalides en utilisant la MMN avec et sans 

Nbre d'éléments invalides (sans optimisation et recentrage) o 10 58 125 195 

Nbre d'éléments invalides (avec optimisation et recentrage) o o o 0 0 
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Influence du coefficient de convergence 

Dans cette partie, on voit l'influence du coefficient de convergence sur la méthode du 

mouvement normal. On utilise un coefficient de convergence de 0.2 et un nombre de 

50 itérations. Les valeurs des paramètres de la méthode sont regroupées dans le tableau 

4.7. 

Tableau 4.7 Paramètres de la MMN 

Contrainte objective 0'0 O'vm moyenne 

Coefficient de convergence C 0.2 

Limite de convergence L 0.1 

Nombre maximal d'itérations 50 

La figure 4.9 montre la forme obtenue par la MMN en vue 3D. On observe que le 

déplacement est très important au niveau de la jonction entre la zone de design et de 

non design du côté de l'encastrement et l'apparition de pics. L'utilisation d'un 

coefficient de convergence plus important conduit à un déplacement plus conséquent 

des nœuds à chaque itération, ce qui conduit à une variation très brusque de la section 

du tube près de l'encastrement. Cette variation conduit à l'apparition de contraintes 

d'une valeur très élevée et donc à des déplacements très importants. 

Déplacement des Doeuds: à l'itération SO 

114 

Figure 4.9 Forme optimisée par la MMN en Vue 3D 

227 
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Influence du nombre d'itérations 

On voit l'influence du nombre d' itérations sur la MMN, le coefficient de convergence 

est constant, égal à 0.05 et le nombre d'itérations est égal à 100, 150 et 200. La figure 

4.10 montre la forme obtenue pour les différents nombres d'itérations, après 100 

itérations (a),150 itérations (b) et 200 itérations (c). 

Déplacement des Doeuds à l'îtirauon 100 

14.3 

a) 

28.6 

Déphtc:ement des noeuds à l'ttêntiOtl 200 

Dëplaœ~t des DOeUds à l'jteratlOD I SO 

20_1 

2J~9 47.7 

40.3 

Figure 4.10 Forme obtenue par la MMN après a) 100 itérations b) 150 itérations et c)200 itérations 

Le déplacement au niveau de la jonction entre la zone de design et de non design 

augmente au fur et à mesure des itérations et les nœuds qui se trouvent sur l'axe neutre 

ce déplacent vers l' intérieur du tube, ce qui conduit à une réduction de la section du 

tube. 

La figure 4.11 montre l' état de contrainte initial a) et l' état de contrainte après 100 

itérations b) ,150 itérations c) et 200 itérations d). On observe que les contraintes 

s'uniformisent au fur et à mesure que le nombre d'itérations augmente mis à part à la 

jonction près de l'encastrement. 
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Contraintes de Von MIses tlnales aux noeuds 

9 1 182 0 

Contraintes de Von MIses tlnale!l aux noeuds 

91 

Coo.tnl1ntes de Von Mises nDates aux noeuds 
91 

b) 

182 

d) 

,.2 

Figure 4.11 Comparaison de l' état de contrainte a) Initial et l'état de contrainte après b) 100 itérations 
c) 150 itérations et d) 200 itérations. 

Le tableau 4.8 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avant et 

après optimisation pour les différents nombres d' itérations utilisées. 

T bl 48 C a eau . d V Mi ontramtes e on b 1 MMN è 100150 200 · é . ses 0 tenues par a apr s , et It rahons 

tlVMIDU tlVM-OY tlVM DlÎIl % Dœuds 
Éearttype 

(MPa> (MPa) (Mla> >tIVMIDU 

initial 181 ,95 64,04 8,87 0 44,41 

100 itér 380,59 52,66 2,74 1,75 41,04 

150 itér 281 ,11 48,64 2,45 1.90 35,82 

lOOitér 367,34 44,99 2,27 1.80 30,50 

Pour un nombre d' itérations égal à 100, la contrainte moyenne dans le tube passe de 

64,04 à 52,66 MPa, soit une baisse de 18% et l' écart type passe de 44,41 à 41 ,04, soit 

une baisse de 8%. Le pourcentage de nœuds dépassant la valeur de la contrainte 

maximale initiale est de 1.75%. 

Pour un nombre d'itérations égal à 150, la contrainte moyenne dans le tube passe de 

64,04 à 48,64 MPa, soit une baisse de 24% et l'écart type passe de 44,41 à 35,82, soit 

une baisse de 19%. Le pourcentage de nœuds dépassant la valeur de la contrainte 

maximale initiale est de 1.90%. 
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Pour un nombre d'itérations égal à 200, la contrainte moyenne dans le tube passe de 

64,04 à 44,99 MPa, soit une baisse de 30% et l ' écart type passe de 44,41 à 30,50, soit 

une baisse de 31 %. Le pourcentage de nœuds dépassant la valeur de la contrainte 

maximale initiale est de 1.80%. 

Le tableau 4.9 montre le pourcentage de diminution de la contrainte moyenne et de 

l' écart type pour les différents nombres itérations. La contrainte moyenne et l' écart 

type diminuent au fur et à mesure des itérations, ce qui veut dire que les contraintes 

tendent à s'uniformiser et correspond aux résultats observés à la figure 4.11 . 

Tableau 4.9 Pourcentage de diminution de la contrainte moyenne et de l' écart type après 100,150 et 
200 itérations 

IH 150 2H 

itératioDS itératiODS itératioDS 

(J'VMmoy -18% -24% -30% 

Éearttype -8% -19% -31% 

4.3.3 Conclusion 

La méthode du mouvement normal permet d' avoir une répartition des contraintes plus 

uniforme et une diminution importante de la contrainte moyenne, mais il y a nécessité 

de contrôler le déplacement des nœuds. Le déplacement au niveau de la jonction entre 

la zone de design et de non design du côté de l'encastrement est très important, ce qui 

conduit à une forme non valide géométriquement. Dans la section suivante, différentes 

méthodes de contrôle sont utilisées et les résultats obtenus sont comparés avec la 

MMN sans contrôle. 

4.4 Lissage Laplacien 

Comme vue dans le chapitre 2, le lissage Laplacien (barycentrage) est l'une des 

méthodes utilisées pour contrôler le déplacement des nœuds de la MMN et consiste à 

calculer la nouvelle position d'un nœud en faisant la moyenne de la position des nœuds 

voisins. On applique la MMN avec le lissage Laplacien, une seule passe de lissage est 

effectuée à chaque itération de la MMN. La figure 4.12 montre la forme obtenue en 

utilisant le lissage Laplacien avec la MMN. 
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o 
Déplaœment des noeuds à l'itération 50 

5.68 11.4 

Figure 4.12 Forme obtenue par la MMN avec lissage Laplacien après 50 itérations 

D'après la figure, on constate une diminution importante de la section du tube. 

L'utilisation du lissage Laplacien avec la MMN conduit à un rétrécissement du 

maillage au fur et à mesure des itérations. Le rétrécissement causé par le lissage 

Laplacien et un phénomène que l'on retrouve dans la littérature (Taubin 1995; 

Brentzen, Gravesen et al. 2012; Ohtake, Belyaev et al. 2001) et pour pallier à cela, on 

utilise une autre méthode de lissage. 

4.5 Lissage Taubin 

Le lissage Taubin (Taubin 1995) consiste en deux passes de lissage. La première passe 

utilise un facteur d'échelle positif (il. > 0), cette étape est dite étape de rétrécissement 

(shrink). La seconde utilise un facteur d'échelle négatif (Jl < 0), cette étape est dite 

étape d'élargissement ou de dé-rétrécissement (inflate). Soit un nœud e dont la 

position est définie par x*, le lissage Taubin est défini comme: 

Première 
passe: 

Seconde 
passe: 

Avec 

x* = x* + il.Llx* 

x* = x* + J1.Llx* 

N 

Llx* = ~ Iex* -xi) 
i=l 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

où N est le nombre de nœuds voisins du nœud e et xi la position du nœud voisin i. La 

valeur des facteurs d'échelle utilisée est de il. = 0.5 et J1. = -0.526. 
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4.5.1 Application de la MMN avec lissage Taubin 

La MMN avec lissage Taubin est appliquée au tube en flexion. Les paramètres de la 

méthode utilisés sont les mêmes qu'utilisés précédemment (tableau 4.3). 

Forme obtenue 

La figure 4.13 montre la fonne obtenue en utilisant la méthode du mouvement nonnal 

avec lissage Taubin en vue de dessus (a), face (b) et 3D (c). On n'observe pas de 

rétrécissement du maillage contrairement au lissage Laplacien. Le déplacement est 

régulier dans le tube. La transition entre la zone de design et de non design se fait de 

manière progressive, le déplacement maximal vaut 10,2 mm. 

a 

o 

o 

Oèplace.ment il l'ltél1ltion 100 

4.72 

Oèplacemenl à l'Itération 100 

4.72 

o place.ment à l'itération 100 

4.72 

9.« 
a) 

9.44 b) 

c) 

9 .44 

Figure 4.13 Forme optimisée après 100 itérations a) Vue de dessus b) Vue de face c) Vue 3D 

La figure 4.14 montre l'état de contrainte initial en vue de dessus (a), face (b) et 3D 

(c) et l'état de contrainte fmal obtenu par le lissage Taubin en vue de dessus (d), face 

(e) et 3D (f). On voit que les contraintes tendent à s'uniformiser (on a une meilleure 
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répartition des contraintes) à part à la j onction gauche entre la zone de design et de non 

design où on a une augmentation des contraintes. 

CoatranUes de Voa Mises intt1IJes .us DOeuds 

91 

III b) 

c) 

182 0 

, 
\ -~----

CootnJ.ntes de Voa Mises ftMles .ux DOeUds 

91 

'" e) 

f) 

182 

Figure 4.14 Comparaison de l'état de contrainte initial et final après 100 itérations de la MMN avec 
lissage Taubin a), b), c) Contraintes de Von Mises initiales en vues de dessus, de face et 3D d), e), f) 

Contraintes de Von Mises finales en vues de dessus, de face et 3D 

Le tableau 4.10 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avant et 

après optimisation. La contrainte moyenne dans le tube passe de 64,04 MPa à 49,32 

MPa, soit une baisse de 28% et l'écart type passe de 44,41 à 37,45, soit une baisse de 

16%. Le pourcentage de nœuds dépassant la valeur de la contrainte maximale initiale 

est de 0.82%. 

T bl 410 C a eau ontramtes d V Mi e on b 1 MMN ses 0 tenues par a avec lis sage T bO au m 

tlV. mu tlV.-OY tlV.1IÛD %aœuds 
Écart type 

(MPa> (MPa> (MPa) >tIV. mu 

iaitia1e 181,95 64,04 8,87 0 44,41 

finale 420,72 49,32 4,79 0.75 37,45 

4.5.2 Comparaison entre la MMN avec et sans lissage Taubin 

La figure 4.15 montre le déplacement obtenu avec laMMN (a) et laMMN avec lissage 

Taubin (b). 
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Dépl.œmenl des aoeuds à l'iWitboft 100 

lU 

a) 

28.6 0 
Dtplacemenl à l'Itérauoa 100 

4.72 9.4.4 

Figure 4.15 Comparaison de la forme obtenue par a) La MMN et b) La MMN avec lissage Taubin 

On voit que l'utilisation du lissage permet d'avoir une transition entre la zone de design 

et de non design plus progressive et moins brusque (zone la plus proche de 

l' encastrement). Le déplacement maximal vaut 28,6 mm avec la MMN tandis que pour 

la méthode MMN avec lissage Taubin le déplacement maximal vaut 9,44 mm, une 

baisse de 67%. Le lissage consiste à faire la moyenne de la somme de la position des 

nœuds voisins, ce qui permet de repositionner les nœuds qui ont un déplacement 

important et qui se trouvent dans une position éloignée par rapport aux nœuds voisins. 

La figure 4.16 montre l'état de contraintes obtenu avec la MMN a) et la MMN avec 

lissage Taubin b). On observe que la répartition est quasiment identique, la zone où les 

contraintes sont plus élevées est plus importante avec la MMN. 

182 

OxItr.ûntes de Voa Mises fiD&)es aus noeucb 

91 182 

Figure 4.16 Comparaison de l'état de contrainte fmale entre a) La MMN b) La MMN avec lissage 
Taubin 

Le tableau 4.11 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avec la 

MMN et la MMN avec lissage Taubin. La contrainte moyenne baisse de 18% pour la 

MMN et de 28% pour la MMN avec lissage et l'écart type baisse de 8% pour la MMN 

et de 16% pour la MMN avec lissage. Le pourcentage de nœuds dépassant la valeur de 

la contrainte maximale initiale est de 1.75% pour la MMN et de 0.75% pour la MMN 

avec lissage. Le lissage permet d'avoir 57% de nœuds dépassant la contrainte max de 

moins que la MMN. L'utilisation du lissage Taubin permet d'avoir une diminution 
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plus importante de la contrainte moyenne et de l' écart type et un %NSM moins 

importante que la MMN. 

T bl 4 Il C tr ' t d V Mi bt l MMN tl MMN a eau. on am es e on ses 0 enues par a e a li T b' avec ssage au m 

tlV" auax tlvllmoy tlV" min %Dœadl 
Éearttype 

(Mla> (Mla> (Mla> >tIV" mu 

iDitiaIe 181,95 64,04 8,87 0 44,41 

MMN 380,59 52,66 2,74 1,75 41,04 

Taubm 420,72 49,32 4,79 0,75 37,45 

4.6 Utilisation de filtres 

L'utilisation de filtres est très répandue dans l'optimisation topologique pour réduire 

l' influence du maillage sur le résultat. Les méthodes les plus communes sont le filtrage 

de la sensibilité de la compliance ou de la densité (Bendsoe et Sigmund, 2003). Le 

filtrage consiste à faire une moyenne pondérée de la quantité à filtrer dans le voisinage 

de l' élément ou du nœud. Dans notre cas, c'est le déplacement qui est filtré. Pour 

chaque nœud e, on détermine la liste des nœuds qui sont à l'intérieur d'une sphère de 

rayon R et qui entourent ce nœud (figure 4.17). 

• • • • 
• • • 
• • • 
• • 
• • • • 

Figure 4.17 Illustration du filtre 

Pour N nombre de nœud qui entourent le nœud e, la nouvelle valeur cr; du 

déplacement se calcul comme suit; 

(4.9) 
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OÙ di est le déplacement du nœud voisin et Wi est le coefficient de pondération déflni 

comme suit; 

(4.10) 

où Rei est la distance entre le nœud e est le nœud voisin i et R le rayon du flltre. 

4.6.1 Application de la méthode du mouvement normal avec filtre 

La MMN est appliquée au tube en flexion avec un flltre de rayon de 7 mm. Les 

paramètres de la méthode sont les mêmes que ceux utilisés précédemment (tableau 

4.3). 

Forme obtenue 

La flgure 4.18 montre la forme obtenue en vue de dessus (a), de face (b) et 3D (c). 

o 

o 

Déplacement des noeuds à I"ltératinn 100 

8 .83 

DépJa ment des noeuds l'itération 100 

8.83 

17.7 

Figure 4.18 Forme optimisée après 100 itérations a) Vue de dessus b) Vue de face c) Vue 3D 

b) 

c) 

17.7 

On remarque un déplacement important à la jonction entre la zone de design et de non 
design du côté de l'encastrement, la section varie brusquement. Le déplacement 

maximal vaut 17 mm. Le déplacement est régulier dans le reste du tube. 
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La figure 4.18 montre l ' état de contrainte initial en vue de dessus (a), face (b) et 3D 

(c) et l' état de contrainte final obtenu avec la MMN avec filtre en vue de dessus (d), 

face (e) et 3D (f). Les contraintes tendent à s' uniformiser à part à la jonction gauche 

entre la zone de design et de non design où on a une augmentation des contraintes. Le 

tableau 4.12 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avant et après 

optimisation. La contrainte moyenne dans le tube passe de 64,04 MPa à 52,46 MPa, 

soit une baisse de 18% et l'écart type passe de 44,41 à 43,12, soit une baisse de 3%. 

Le pourcentage de nœuds dont la contrainte est supérieure à la contrainte max est de 

1.79%. 

a eau . on amtes e on Ises 0 tenues par a T bl 412 C tr' d V M' b 1 MMN avec fil tre 

tlVII m.u tlVIlm.oy tlVII m.iD % aœacls 
Éearttype 

<ma> (MPa> (MPa> 
iDitia1 

fiDaI 

181 ,95 

495,88 

" 

Contraintes de VOl!. Mises tnitia1es aux noeuds 

91 

64,04 

52,46 

"' 

>tlVIlIIIU 

8,87 0 44,41 

4,14 1,79 43,12 

-

, ------- , 

112 e) 

f) 

ContnllDtes de Von Mises llnaJes aux noeuds 

91 182 

Figure 4.19 Comparaison de l' état de contrainte initial et final après 100 itérations de la MMN avec 
filtre a), b), c) Contraintes de Von Mises initiales en vues de dessus, de face et 3D d), e), t) 

Contraintes de Von Mises finales en vues de dessus, de face et 3D 

4.6.2 Comparaison entre la MMN avec et sans filtre 

La figure 4.20 montre le déplacement obtenu avec la MMN (a) et la MMN avec filtre 

(b). 
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Déplacement des noeuds à l'iœr.tbon 100 

14.3 

a) 

28.6 

Dép1aœmeDt des noeuds ll'UératioD 100 

a.83 

Figure 4.20 Comparaison de la forme obtenue par a) La MMN et b) La MMN avec filtre 

17.7 

En comparant la forme obtenue avec la MMN et la forme obtenue avec la méthode du 

mouvement normal sans filtre , on voit que la variation de la section est moins 

importante à la jonction près de l'encastrement avec la MMN avec filtre. La valeur de 

déplacement maximal est de 28.6 mm pour la MMN et de 17mm pour la MMN avec 

filtre, soit une baisse d' environ 40%. Le déplacement dans l' autre partie du tube est 

similaire entre les deux méthodes. 

Le filtre consiste à faire une moyenne des déplacements à l'intérieur du rayon, ce qui 

a pour effet de faire baisser le déplacement des nœuds dont le déplacement est très 

grand. Le déplacement en un nœud est atténué par le déplacement des nœuds voisins : 

si le déplacement en un nœud est supérieur la valeur du déplacement des nœuds voisins 

l' utilisation du filtre conduit à la baisse du déplacement en ce nœud. Quand le 

déplacement en un nœud est similaire au déplacement des nœuds voisins alors le filtre 

influe légèrement sur le déplacement en ce nœud. 

La figure 4.21 montre l' état de contrainte obtenue par la MMN (a) et la MMN avec 

filtre (b). On observe que la répartition est quasiment identique. Le tableau 4.13 

regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avec la MMN et la MMN 

avec filtre. La valeur de la contrainte moyenne et l ' écart type sont similaires. 

a) 

Contraintes de Von Ml.ses Hnales aux noeuds ConlRlntes de Voa MIses flnaIes 1\0 noeuds 

91 182 ~ I~ 0 

~!!!!!!!!!!!!!!!~~~:!!!!!!!!!!!!!!~~~~==~~~ 
Figure 4.21 Comparaison de l' état de contrainte fmale entre a) La MMN et b) La MMN avec filtre 
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L'utilisation d'un filtre de rayon de 7 mm permet d'avoir un déplacement moins 

important à la jonction près de l'encastrement, mais ce déplacement reste toujours 

beaucoup trop important. 

T bl 413 C a eau. d V Mi b 1 MMN 1 MMN ontramtes e on ses 0 tenues par a et a avec fil tre 

tlV.1DU tlV.moy tlV. miD % ~ ~ 

<MPa) <MPa) <MPa) 
type 

>tIV. 

iDitial 181,95 64,04 8,87 0 44,41 

MMNftItre 495,88 52,46 4,14 1,79 43,12 

MMN 380,59 52,66 2,74 1,75 41,04 

L'augmentation du rayon du filtre permet d'augmenter le nombre de nœuds à 

l'intérieur du rayon, ce qui aura pour effet de faire baisser de façon plus importante le 

déplacement des nœuds dont le déplacement est beaucoup trop grand. Mais 

l'augmentation du rayon conduit aussi à une variation plus faible de la forme. Donc en 

augmentant le rayon du filtre on augmente le nombre d'itérations. 

On applique la méthode du mouvement normal avec différents rayons de filtre et 

différents nombres d'itérations. 

4.6.3 Comparaison entre la MMN et la MMN avec différents rayons de fIltre 

La méthode du mouvement normal est appliquée au tube en flexion décrit 

précédemment avec différents rayons de filtre. Les différents rayons, ainsi que le 

nombre d'itérations utilisé sont décrits dans le tableau 4.14. 

a eau . aract nstle ues es tres T bl 4 14 C é·· d fil 

RaYOD(mm) 7 21 35 

Nombre d'itérations 100 150 200 

La figure 4.22 montre la forme obtenue avec la MMN (a), la MMN avec un filtre de 

rayon de 7mm (b), 21mm (c) et 35mm (d). L'augmentation du rayon permet d'avoir 

une transition entre la zone de design et de non design du côté de l'encastrement plus 

progressive et moins brusque. Le tableau 4.15 contient la valeur du déplacement 
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maximale pour les différents rayons aInSI que l'écart en pourcentage avec le 

déplacement maximale de la MMN sans filtre. 

Oèplaœmenl des noeuds à l'ltéraUoo 100 

14.3 

Deplacement des noeuds à l'itération ISO 

7.57 

a) 

28.6 

Iléplac<meo' des ooeuds .1~1é .. 1Ioo 100 

S.8l 

Dëplaœmeat des noeu.ds à l'Itératioo 200 
U( 

17.7 

9.65 

Figure 4.22 Comparaison de la forme obtenue par a) La MMN, la MMN avec fùtre de rayon b) 7 mm 
c) 21 mm d)35 mm 

D'après le tableau, on remarque que plus on augmente la valeur du rayon du filtre plus 

la valeur du déplacement maximal diminue. 

Tableau 4.15 Déplacement maximal pour les différents rayons et pourcentage d'écart avec la MMN 
sans fùtre 

Rayon (mm) 7 11 35 

Déplacement <mm) 17,7 11,5 9,68 

% d'écart avee le 
40% 60% 66% 

déplacement MMN 

On observe aussi à la figure 4.22 que les nœuds qui se trouvent autour de l'axe neutre 

se déplacent vers l'intérieur avec un rayon de filtre de 7 mm et la MMN tout le long 

du tube, mais se déplacent vers l'extérieur sur la première moitié du tube et vers 

l'intérieur dans la deuxième moitié avec un rayon de 21 et 35 mm. Les nœuds qui se 

trouvent autour de l'axe neutre ont une contrainte très faible donc se déplacent vers 

l'intérieur (direction normale entrante). Les nœuds sur la surface supérieure ont une 

contrainte supérieure à la moyenne et se déplacent vers l' extérieur (direction normale 

sortante). Le nombre de nœuds se déplaçant vers l'extérieur est beaucoup plus 
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important sur la première moitié du tube. Puisque le filtre consiste à faire la moyenne 

des déplacements autour du nœud, en augmentant son rayon on augmente le nombre 

de nœuds ayant un déplacement vers l' extérieur. Dans la seconde moitié du tube, les 

contraintes sont inférieures à la moyenne tout autour du tube et donc tous les nœuds 

se déplacent vers l'intérieur. 

En observant le dégradé de couleurs du déplacement on voit qu' il est uniforme autour 

du tube par région, pour le filtre de rayon 35 mm. Ce qui veut dire que ces nœuds ont 

le même déplacement autour du tube, comme on peut le voir à la figure 4.23, qui 

montre le déplacement obtenu avec un filtre de 35 mm en vue de gauche. 

Oèplacement des noeuds à 1'It.ênaticm 200 

4.84 9 .68 

Figure 4.23 Forme obtenue à l' itération 200 en vue de gauche avec la MMN avec un filtre de 35 mm 

La figure 4.24 montre l'état de contrainte fmal obtenu avec MMN (a), avec un filtre 

de 7(b), 21(c) et 35(d). Les contraintes ont tendance à s' uniformiser pour les différents 

rayons, mais plus le rayon augmente plus les contraintes sont moins uniformes. 

Cootnmtes de Von Mises ftnales iW: DOeUds 

91 

Coatraintes de Voa Miles naales au noeuds 

91 

a) 

182 0 

Contraintes de Vœ ~Usel Oules aUl noeuds 

91 

COnlnllnt.es de Von MIses finales aux noeuds 

91 

182 

182 

Figure 4.24 Comparaison de l'état de contrainte [mal entre a) La MMN et la MMN avec un rayon de 
filtre de b) 7mm c) 2lmm d) 35mm 
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Le tableau 4.16 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avec la 

MMN et la MMN avec les différents rayons de filtre. Pour un rayon de filtre de 7 mm, 

la contrainte moyenne dans le tube passe de 64,04 MPa à 52,46 MPa, soit une baisse 

de 18% et l'écart type passe de 44,41 à 43,12, soit une baisse de 3%. Le pourcentage 

de nœuds dont la contrainte est supérieure à la contrainte max est de 1.79%. 

Pour un rayon de filtre de 21 mm, la contrainte moyenne dans le tube passe de 64,04 

MPa à 57,96 MPa, soit une baisse de 9% et l'écart type de 44,41 à 41,16, soit une 

baisse de 7%. Le pourcentage de nœuds dont la contrainte est supérieure à la contrainte 

max est de 1.47%. 

T bl 416 C a eau. d V Mi b 1 MMN 1 MMN ontramtes e on ses 0 tenues par a et a avec fil 7 21 35 tre , et mm 

tlV. DlU tlV.moy tlV. mia %Dœadl 
Éearttype 

(MPa) (MPa) (MPa) >tIV.DlU 

iDitiaI 181,95 64,04 8,87 0 44,41 

MMN 380,59 52,66 2,74 1,75 41,04 

J'tItre (711U1l) 495,88 52,46 4,14 1.79 43,12 

J'iItre (21 .. ) 457,33 57,96 2,26 1.47 41,16 

J'iItre (3511UD) 578,76 64,79 2,53 1.44 41,70 

Pour un filtre de rayon de 35 mm, la contrainte moyenne dans le tube passe de 64,04 

MPa à 64,79 MPa, soit une augmentation de 1 % et l'écart type passe de 44,41 à 41,70, 

soit une baisse de 6%. Le pourcentage de nœuds dont la contrainte est supérieure à la 

contrainte max est de 1.44%. 

L'augmentation du rayon du filtre permet d'avoir un déplacement moins important à 

la jonction près de l'encastrement et une diminution du %NSM, mais conduit aussi à 

une augmentation de la contrainte moyenne dans le tube et à une répartition des 

contraintes moins uniforme. 

4.7 Méthode du mouvement normal modifiée 

Dans l'algorithme de la méthode du mouvement normal, les nœuds dont la contrainte 

est supérieure à la contrainte objective sont déplacés vers l'extérieur, ce qui devrait 
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faire baisser la valeur de la contrainte en ces nœuds; et les nœuds dont la contrainte est 

inférieure à la contrainte objective sont déplacés vers l'intérieur, ce qui devrait faire 

augmenter la valeur de la contrainte en ces nœuds. Néanmoins, vu les résultats obtenus 

précédemment, ce n ' est pas toujours le cas, le déplacement vers l' extérieur n'entraine 

pas nécessairement une baisse des contraintes et le déplacement des vers l' intérieur 

n'entraine pas nécessairement une augmentation des contraintes. 

Pour cela, on propose de modifier la méthode du mouvement normal, plus précisément 

le déplacement des nœuds. 

Soit (Ji et (Ji+1 la contrainte de Von-Mises en un nœud à l'itération i et i+ 1, 

o Si la contrainte en ce nœud à l' itération i est supérieure à la contrainte objectif 

alors à l'itération i+1 la contrainte en ce nœud doit baisser, c' est la 

condition 1. 

o Si la contrainte en ce nœud à l' itération i est inférieure à la contrainte objectif 

alors à l' itération i + 1 la contrainte en ce nœud doit augmenter, c'est la 

condition 2. 

Si la condition 1 ou 2 n ' est pas respectée alors: 

Le nœud est repositionné à sa position précédente, position à l'itération i. C'est la 

méthode du mouvement normal modifié 1. La figure 4.25 illustre la MMN modifiée 

1. En (a) on a la position du nœud à l'itération i, en (b) la position du nœud à l'itération 

i+ 1; si le nœud ne respecte pas les conditions énumérées précédemment le nœud 

revient à sa position initiale comme montrée en (c). 

(a) (b) 

. . . " 

(c) 

Figure 4.25 Illustration de la MMN modifiée 1 
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Le nœud est repositionné dans la direction opposée à celle de l'itération i+l. C'est la 

méthode du mouvement normal modifiée 2. La figure 4.26 montre la MMN modifiée 

2. En (a) on a la position du nœud à l'itération i, en (b) la position du nœud à l'itération 

i+ 1; si le nœud ne respecte pas les conditions énumérées précédemment alors le nœud 

est repositionné dans la direction opposée comme montrée en (c). 

(a) (0) (c) 

Figure 4.26 Illustration de la MMN modifiée 2 

4.7.1 Application de la MMN modifiée 1 

La méthode du mouvement normal modifiée 1 est appliquée au tube en flexion. Les 

paramètres de la méthode utilisés sont les mêmes qu'utilisés précédemment (tableau 

4.3). 

Forme obtenue 

La figure 4.27 illustre la forme obtenue avec la méthode du mouvement normal 

modifiée 1 en vue de dessus (a), face (b) et 3D (c). Le déplacement est régulier dans 

tout le tube et on remarque que la transition entre la zone de design et de non design 

se fait de manière progressive. Le déplacement maximal vaut 10,2 mm. On remarque 

aussi que les nœuds qui se situent sur l'axe neutre restent à leurs positions initiales. 
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o 

o 
Déplacement des noeuds à l'itération 100 

5.1 

Déplacement: des noeuds l'lt&atlon 100 

5.1 

10.2 

Figure 4.27 Forme optimisée après 100 itérations a) Vue de dessus b) Vue de face c) Vue 3D 

b) 

c) 

10,2 

La figure 4.28 montre l'état de contrainte initial en vue de dessus (a), face (b) et 3D 

(c) et l'état de contrainte fmal obtenu par la méthode modifiée 1 en vue de dessus (d), 

face (e) et 3D (f). On voit que les contraintes tendent à s'unifonniser sauf à lajonction 

gauche entre la zone de design et de non design où l'on a une augmentation des 

contraintes. 
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CœtralDtM de Von Mises inidaJes aUl noeud5 

91 

r---- -­
\~-

Contraintes de Voo Mises ftna1e:s au noeud$ 

91 

112 d) 

Il' e) 

f) 

182 

Figure 4.28 Comparaison de l'état de contrainte initial et final après 100 itérations de la MMN 
modifiée 1 a), b), c) Contraintes de Von Mises initiales en vues de dessus, de face et 3D d), e), t) 

Contraintes de Von Mises finales en vues de dessus, de face et 3D 

Le tableau 4.17 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avant et 

après optimisation. La contrainte moyenne dans la pièce passe de 64,04 MPa à 50,34 

MPa, soit une baisse de 21 % et l'écart type de 44,41 à 34,46, soit une baisse de 22%. 

Le pourcentage de nœuds dépassant la valeur de la contrainte maximale initiale est de 

0.95%. 

a eau . on am es e on T bl 4 17 C tr ' t d V Mi ses 0 enues par a mo ee bt 1 MMN difi ' 1 

tlYIl mu tlYllmoy tlYII min %nae_ 
Écart type 

(MPa> (MPa> <MPa> >#TYllau 

initial 181 ,95 64,04 8,87 0 44,41 

fiDaIe 305,43 50,34 3,72 0.95 34,46 

4.7.2 Comparaison entre la MMN et la MMN modifiée 1 

La figure 4.28 montre le déplacement obtenu avec la MMN (non modifiée) (a) et la 

MMN modifiéel (b). 
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Oêplaœmeot des noeuds à fiœnlboa 100 

14.3 

a) 

28.6 0 

Déplacement des Doeuds • l'UêraUon 100 

5.1 

Figure 4.29 Comparaison de la forme obtenue par a) La MMN et b) La MMN modifiée 1 

b) 

10.2 

Les formes obtenues sont différentes, plus particulièrement dans la zone la plus proche 

de l'encastrement où pour la MMN on a un déplacement très important et brusque. Le 

déplacement maximal pour la MMN vaut 28,6 mm tandis que pour la méthode 

modifiée le déplacement est plus progressif, le déplacement maximal vaut 10 mm, 

déplacement trois fois moins important (baisse de 64%). Cette différence s'explique 

par le fait que dans cette zone les contraintes sont beaucoup plus grandes que la 

contrainte objectif et donc les nœuds sont déplacés vers l'extérieur afm de faire baisser 

la valeur de ces contraintes, mais ce déplacement ne conduit pas à une baisse des 

contraintes, ce qui conduit à un déplacement toujours plus important des nœuds vers 

l'extérieur au fur et à mesure des itérations. Dans cette zone, la condition 1 n'est pas 

respectée. Puisque cette condition n'est pas respectée, avec la MMN modifiée 1 les 

nœuds sont repositionnés à leurs positions précédentes, ce qui conduit à un 

déplacement moins important. 

L'autre différence est la position des nœuds qui se trouvent sur l'axe neutre, pour la 

MMN ces nœuds se déplacent vers l'intérieur du tube tandis que pour la méthode 

modifiée ces nœuds restent à leurs positions initiales. La contrainte en ces nœuds est 

quasiment nulle, donc ces nœuds sont déplacés vers l'intérieur afm que la contrainte 

augmente, mais ce déplacement ne conduit pas à une augmentation. C'est la 

condition 2 qui n'est pas respectée, alors ces nœuds sont repositionnés à leur position 

initiale (précédente) avec la méthode modifiée 1. 

La figure 4.30 montre l' état de contrainte fmal obtenu avec la MMN (a) et en la MMN 

modifiéel (b). On observe que la répartition est quasiment identique, la zone où les 

contraintes sont plus élevées est plus importante avec la MMN non modifiée. Les 

contraintes sur l'axe neutre restent quasiment nulles pour les deux méthodes. 
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Contralnles de Von MIses finales aux noeuds 

9 1 

a) 

162 

Contraintes de Von Mises finales lUI noeuds 

91 182 

Figure 4.30 Comparaison de l'état de contrainte fmal entre a) La MMN et b) La MMN modifiée 1 

Le tableau 4.18 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avec la 

MMN et la MMN modifiée 1. La contrainte moyenne baisse de 18% pour la MMN et 

de 21 % pour la méthode modifiée et l'écart type baisse de 8% pour la MMN tandis 

que cette diminution est de 22% pour la méthode modifiée 1. Le pourcentage de nœuds 

dépassant la valeur de la contrainte maximale initiale est de 1.75% pour la MMN et de 

0.95% pour la MMN modifiée 1, ce qui veut dire que la méthode modifiée permet 

d'avoir 46% de nœuds en moins dépassant la contrainte maximale. L'utilisation de la 

MMN modifiée 1 permet d'avoir une diminution plus importante de la contrainte 

moyenne et de l'écart type et un %NSM moins important que la MMN. 

T bl 418 C a eau " d V M" b 1 MMN 1 MMN d'fié ontramtes e on Ises 0 tenues par a et a mo 1 e 

tlYlIlDU tlYIIIDOy tlYII min %aœads 
Écart type 

<MPa> <MPa> <MPa> >tIYIlIDU 

initial 181,95 64,04 8,87 0 44,41 

MMN 380,59 52,66 2,74 1.75 41,04 

MMNlDocll 305,43 50,34 3,72 0.95 34,46 

4.7.3 Application de la MMN modifiée 2 

La méthode du mouvement normal modifiée 2 est appliquée au tube en flexion, les 

paramètres de la méthode utilisés sont les mêmes qu'utilisés précédemment (tableau 

4.3). 

Forme obtenue 

La figure 4.31 illustre la forme obtenue avec la méthode du mouvement normal 

modifiée 2 en vue de dessus (a), face (b) et 3D (c). Le déplacement est régulier dans 

tout le tube, on remarque que la transition entre la zone de design et de non design se 
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fait de manière progressive. Le déplacement maximal vaut 7.4 mm. Les nœuds qui se 

situent autour de l'axe neutre se trouvent légèrement vers l'extérieur. 

o 

o 
Déplacement à l'itération 100 

3.74 

Déplaoement à l'itération 100 

3.74 

7.47 b) 

c) 

7.47 

Figure 4.31 Forme optimisée après 100 itérations a) Vue de dessus b) Vue de face c) Vue 3D 

La figure 4.32 montre l'état de contrainte initial en vue de dessus (a), face (b) et 3D 

(c) et l'état de contrainte final obtenu par la méthode en vue de dessus (d), face (e) et 

3D (f). On voit que les contraintes ont tendance à s'uniformiser sauf à lajonction entre 

la zone de design et de non design près de l'encastrement ou les contraintes 

augmentent. 
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Contratates de Voa MJses tnttiiJes iutl noeuds 

91 
COCUl'1llDtn de Voa Mbet Ilnale:s .UlI noeuds 

9 1 ,.2 

Figure 4.32 Comparaison de l'état de contrainte initial et final après 100 itérations de la MMN 
modifiée 1 a), b), c) Contraintes de Von Mises initiales en vues de dessus, de face et 3D d), e), t) 

Contraintes de Von Mises finales en vues de dessus, de face et 3D 

Le tableau 4.19 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avant et 

après optimisation. La contrainte moyenne dans la pièce passe de 64,04 MPa à 52,14 

MPa, soit une baisse de 19 % et l'écart type passe de 44,41 à 33,42, soit une baisse de 

25%. Le pourcentage de nœuds dépassant la valeur de la contrainte maximale initiale 

est de 0.82%. 

a eau . on am es e on T bl 4 19 C tr' t d V Mi ses 0 enues par a mo e bt 1 MMN difié 2 

(lVII mu (lvllmoy (lVII lIlÏD %nœads 
Éearttype 

(MPa) (MPa) (MPa) >tIvlllDU 

iaitial 181,95 64,04 8,87 0 44,41 

filial 265,53 52,14 4,78 0.82 33,42 

4.7.4 Comparaison entre la MMN et la MMN modifiée 2 

La figure 4.33 montre le déplacement obtenu avec la MMN (non modifiée) (a) et la 

MMN modifiée 2 (b). 
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Oêplaœment des noeuds à l'itélllUOD 100 

14.J 

a) 

28.6 0 
DéplacelMllt. l'luiraUon 100 

3.74 

Figure 4.33 Comparaison de la forme obtenue par a) La MMN et b) La MMN modifiée 2 

7.41 

Les formes obtenues sont différentes, plus particulièrement dans la zone la plus proche 

de l' encastrement. Pour la MMN, on a un déplacement très important et brusque, avec 

un déplacement maximal de 28,6 mm tandis que pour la méthode modifiée 2, le 

déplacement est plus progressif. Le déplacement maximal vaut 7.7 mm, déplacement 

quatre fois moins important (baisse de 76%). 

Comme vu précédemment, les nœuds qui se trouvent sur la zone la plus près de 

l'encastrement ne respectent pas la condition 1, et sont repositionnés dans le sens 

opposé ce qui conduit à un déplacement moins important vers l'extérieur par rapport 

àlaMMN. 

Comme avec la méthode modifiée 1, la position des nœuds qui sont sur l'axe neutre 

est différente entre la méthode MMN modifiée 2 et la MMN, puisque la condition 2 

n'est pas respectée, ces nœuds sont déplacés vers l'extérieur à l'opposé de leur position 

avec la MMN où ils sont positionnés vers l'intérieur. 

La figure 4.34 montre l'état de contrainte fmal obtenu avec la MMN (a) et la MMN 

modifiée 2 (b). On observe que la répartition est quasiment identique, la zone où les 

contraintes sont plus élevées est plus importante avec la méthode du mouvement 

normal non modifiée 2. Les contraintes sur l'axe neutre restent quasiment nulles pour 

les deux méthodes. 

Coatr8ù1tes de Von Mises Dnales aux noeuds 

91 

a) 

182 
Conb"lliDtes de VOIl Mises finales aux noeuds 

" ,.2 

Figure 4.34 Comparaison de l'état de contrainte finale entre a) La MMN et b) La MMN modifiée 2 
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Le tableau 4.20 regroupe les valeurs de contraintes de Von Mises obtenues avec la 

MMN et la MMN modifiée 2. La contrainte moyenne baisse de 18% pour la MMN et 

de 21 % pour la méthode modifiée et l'écart type baisse de 8% pour la MMN est de 

25% pour la méthode modifiée. Le pourcentage de nœuds dépassant la valeur de la 

contrainte maximale initiale est de 1.75% pour la MMN et de 0.82% pour la MMN 

modifiée, la méthode modifiée 2 permet d'avoir 53% de nœuds dépassant la contrainte 

max de moins que la MMN. L'utilisation de la MMN modifiée 2 permet d'avoir une 

diminution plus importante de la contrainte moyenne et de l' écart type et un %NSM 

moins importante que la MMN. 

T hl 4420 C a eau . . ontramtes d V Mi h l MMN l MMN difié 1 e on ses 0 tenues par a et a mo 1 e 

(IV" IDU (lV"moy (IV" min %Dœ_ 
Éearttype 

(Mla> (Mla> (Mla> >tIv,,1DU 

initiale 181 ,95 64,04 8,87 0 44,41 

MMN 380,59 52,66 2,74 1.75 41 ,04 

MMNlDod2 265,53 52,14 4,78 0.82 33.42 

4.8 Comparaison entre les différentes méthodes de contrôle 

Dans cette section, on compare les résultats obtenus avec les différentes méthodes de 

contrôle décrites précédemment ainsi que la méthode de contrôle utilisée avec la MMN 

implémentée avec un maillage linéaire, méthode dite du gradient. Les méthodes de 

contrôle sont appliquées sur le tube en porte-à-faux décrit précédemment. 

La méthode du gradient consiste à respecter une valeur seuil sur la norme du vecteur 

gradient de déplacement de chaque triangle situé dans la zone de design possédant 

deux nœuds fixes. Initialement, ce sont les triangles situés aux jonctions entre la zone 

de design et de non design, ces triangles ont deux nœuds fixes et un nœud mobile. Si 

la norme du vecteur gradient de déplacement dépasse le seuil, le nœud mobile de 

chacun de ces triangles est replacé itérativement dans la direction inverse à la normale 

jusqu'à ce que la norme du gradient de déplacement soit respectée. Le replacement des 

nœuds mobiles est appréhendé sous la forme d'un problème de minimisation de la 

somme de l'erreur au carré entre la norme du gradient de déplacement de chaque 
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triangle et la valeur maximale imposée. Les nœuds mobiles replacés sont fixés pour 

les itérations suivantes. Pour plus de détails, se référer à Gervais-Lavoie, 2015. 

Les paramètres de la méthode du gradient sont : 

o Norme maximale s du gradient de déplacement d'un triangle (critère pour 

limiter le déplacement des nœuds par rapport à leur position initiale); 

o Pas a de l'algorithme du gradient (facteur servant à calculer le replacement du 

nœud par l'algorithme du gradient); 

o Critère d' arrêt € de l'algorithme du gradient (valeur cible de la norme du 

gradient de la fonction à minimiser pour l'arrêt de l'algorithme du gradient); 

o Variation minimale de la norme du gradient de la fonction à minimiser 

(variation seuil minimale de la norme du gradient de la fonction à minimiser, 

entre 2 itérations de l'algorithme du gradient, pour l'arrêt de l'algorithme); 

o Nombre maximal d'itérations de l'algorithme du gradient (nombre maximal 

d'itérations auquel l'algorithme s'arrête s' il n'a pas convergé). La valeur de 

ces paramètres est montrée dans le tableau 4.21. 

T bl 421 V 1 d a eau" a eurs es param ètr d 1 MMN es e a d" t avec gra len 

ParaDl~tres Valeun utilisées 

Norme maximale s du gradient de 
déplacement d'un triangle 0,2 

Pas a de l'algorithme du gradient 
1 * déplacement du nœud 
au début de l'algorithme 

Critère d'arrêt € de l'algorithme du 
gradient 0,001 

Variation minimale de la norme du 
gradient de la fonction à minimiser 0,0000001 

Nombre maximal d'itérations de 
l'algorithme du gradient 1000 
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Les comparaisons se feront à partir des critères suivants; 

o La forme obtenue; 

o La répartition des contraintes; 

o Le pourcentage de diminution de la contrainte moyenne par rapport à la 

contrainte moyenne initiale; 

o Le pourcentage de diminution de l' écart type par rapport l ' écart type initial; 

o Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte maximale initiale. 

Le pourcentage de diminution de l' écart type et de la contrainte moyenne ainsi que le 

pourcentage de nœuds dépassant la contrainte maximale initiale obtenu avec les 

différentes méthodes de contrôle sont regroupés dans le tableau 4.22. 

Tableau 4.22 Pourcentage de diminution de l'écart type et de la contrainte moyenne ainsi que le 
t d d dé t 1 tr . t . l " f 1 pourcen age enœu s ~passan a con am e maxtma e tn1 la e 

tlVIIIDOy Éearttype %aœads 

% % >tlVllau 

MMNlDodl -21 -22 0.95 

MMNIDod2 -19 -25 0.82 

MMNTaubin -28 -16 0.75 

Flltre (211D1D) -9 -7 1.47 

gradieat -13 -15 0.19 

Comparaison de la forme obtenue 

La figure 4.35 montre la forme obtenue avec la MMN a), la MMN avec lissage Taubin 

b), la MMN avec filtre c), MMN modifiée 1 d), MMN modifié 2 e) et MMN avec 

gradient f). 
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Déplacement. des noeuds à l'lœnUon 100 

14.3 

Déplacement des noeuds 11'ttéraUoo 150 
7.57 

Oêplac:cment ll'Itênltion 100 
3 .74 

a) 

28.6 

~pllcement à l'ItéraUon 100 

4..72 

Déplacement des noeuds ll'itêmioa 100 

5.1 

DéplacemeDt des noeuds ll'itèratloo 300 

J.55 

Figure 4.35 Comparaison des formes obtenues par a) La MMN b) MMN avec lissage Taubin 

c) MMN avec filtre d) MMN modifiée 1 e) MMN modifiée 2 et f) MMN avec gradient. 

9.44 

10.2 

7.1 

Comme vu précédemment, toutes les méthodes de contrôle permettent d'avoir une 

transition entre la zone de design et de non design du côté de l'encastrement moins 

brusque et plus progressive. La différence entre les formes obtenues ce situe dans la 

position des nœuds qui de trouvent autour de l' axe neutre (figure 4.36). 

lU 11.1 

~ ---
~ -~ 

~ .. _._ISO 
7.17 

IIi;oœooIIda_lhIinIiaolOO 

l.7l 

I~I 

e) 

lI!pIaBiIeI_I_IOO 

\.1 

lli!la<aSiIeI_lhlinliaolll 

l.5I 

lU 

7.1 

--
--~ 

f) 

Figure 4.36 Comparaison des formes obtenues en vue de dessus par a) La MMN b) MMN avec lissage 
Taubin c) MMN avec filtre d) MMN modifiée 1 e) MMN modifiée 2 et f) MMN avec gradient. 
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Pour la MMN avec lissage Taubin, ces nœuds se déplacent vers l'intérieur, le long du 

tube (figure 4.36 (b)), pour la MMN avec filtre, les nœuds se trouvent vers l'extérieur 

dans la première moitié du tube et vers l'intérieur dans la deuxième moitié (figure 4.36 

(c)). Pour la MMN modifiée 1, les nœuds restent à leur position initiale (figure 4.36 

(d)). Pour la MMN modifiée 2, les nœuds se trouvent légèrement vers l'extérieur 

(figure 4.36 (e)) et pour la méthode du gradient, les nœuds se déplacent vers l'intérieur, 

le long du tube (figure 4.36 (f)). 

Comparaison de la répartition des contraintes 

La figure 4.37 montre l' état de contrainte fmal obtenu avec la MMN a), la MMN avec 

lissage Taubin b), la MMN avec filtre c), MMN modifiée 1 d), MMN modifié 2 e) et 

MMN avec gradient f). 

Contralntes de Von Mises tI.na1es aux noeuds 

91 

Contraintes de Voa Mlses flDaJes aux noeuds 

9 1 

Cont:nliDtes de Von MI.se!: Hnates aux noeuds 

91 

a) 

182 0 

Contraintes de Von Mises finales a\U noeu.ds 

91 

ContraiDw de Von Mises ftnaJes lUi noeuds 

91 

Contraintes de Von Mises finales aus noeuds 

85.5 

182 

182 

171 

Figure 4.37 Comparaison de l'état de contrainte fmal obtenu avec a) La MMN b) la MMN avec 
lissage Taubin c) la MMN avec filtre d) MMN modifiée 1 e) MMN modifiée 2 f) MMN avec gradient 

On a une meilleure répartition et uniformisation des contraintes en utilisant la méthode 

modifiée 1 et 2 et le lissage Taubin par rapport à l'utilisation de la MMN avec filtre et 
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gradient. La méthode du gradient donne la répartition des contraintes la moins 

uniforme et des régions avec des concentrations de contraintes au milieu du tube, et ce 

malgré un nombre d'itérations plus important (300 itérations). 

Le pourcentage de diminution de la contrainte moyenne 

Les méthodes modifiées et le lissage Taubin ont le pourcentage de diminution de la 

moyenne le plus important (MMNM1 21 %, MMNM2 19%, lissage Taubin 28%). 

Cette diminution est moins importante en utilisant un filtre 9% et la méthode du 

gradient 13%. En analysant ces résultats, on remarque qu' il a une correspondance avec 

les résultats des comparaisons précédents : les méthodes donnant une répartition de 

contraintes la plus uniforme ont une baisse de la contrainte moyenne la plus 

importante. 

Le pourcentage de diminution de l 'écart type 

On a une diminution de l'écart type avec toutes les méthodes de contrôle utilisées, ce 

qui veut dire que les contraintes tendent à s'uniformiser. La MMN avec lissage Taubin 

et la MMN modifiée 1 et 2 ont le pourcentage de diminution le plus important. 

Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte maximale initiale 

Les méthodes de contrôle permettent d'avoir un pourcentage de nœuds dépassant la 

contrainte maximale inférieur à 1 %. Il y a une corrélation entre le pourcentage de 

nœuds dépassant la contrainte maximale et le déplacement dans la jonction entre la 

zone de design et de non design près de l'encastrement, plus le déplacement en cette 

région est grand plus le pourcentage augmente. La méthode du gradient a le 

déplacement le plus faible dans cette région et le %NSM le plus faible, tandis que la 

MMN avec filtre a le déplacement le plus grand et le %NSM le plus important. 

D'après ces comparaisons on peut déduire que les méthodes modifiées let 2 et le 

lissage Taubin donnent les meilleurs résultats, puisqu'elles permettent une meilleure 

uniformisation des contraintes, une plus grande diminution de la contrainte moyenne 

et un pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max moins importants. Mais les 
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méthodes modifiées ont un avantage sur le lissage Taubin, qui est la position des 

nœuds sur l'axe neutre. 

La contrainte des nœuds qui se trouvent sur l'axe neutre est quasiment nulle et cette 

contrainte ne change pas malgré le déplacement des nœuds vers l'intérieur. Ce qui 

conduit à une diminution de la section du tube au fur et à mesure des itérations en 

utilisant le lissage Taubin, mais en utilisant les méthodes modifiées, les nœuds ne se 

déplacent pas vers l'intérieur et la section du tube ne diminue pas. 

4.9 Comparaison de l'utilisation de la MMN modifiée 1 avec un maillage 

linéaire et un maillage quadratique 

Dans cette section, on compare les résultats obtenus en utilisant la méthode du 

mouvement normal modifiée 1 avec un maillage quadratique et un maillage linéaire 

sur le tube en flexion décrit précédemment. On compare les résultats obtenus avec 

différentes tailles d'éléments. Le tableau 4.23 montre la taille des éléments, le nombre 

de nœuds et le nombre d'éléments de chaque maillage. 

Tableau 4.23 Taille des éléments, nombre de nœuds et d'éléments des maillages linéaires et 
dr ' qua atlques 

Maillage linéaire MaiDap quadratique 

Taille ( •• ) 3.5 5 6.5 7 10 13 

Nbde .... 5654 2803 1661 5632 2840 1624 

Nb d'616 •• ts 11268 5582 3306 2806 1414 808 

La figure 4.38 montre la forme obtenue avec la MMN modifiée 1 avec un maillage 

linéaire d'une taille d'éléments de 3.5 mm a), 5 mm b) et 6.5 mm c) et avec un maillage 

quadratique d'une taille d'éléments de 7 mm d), 10 mm e) et 13 mm f). La forme 

obtenue avec les différents maillages linéaires n'est pas régulière. On remarque 

l'apparition de petits pics à la j onction entre la zone de design et de non design près de 

l'encastrement. La forme obtenue avec les différents maillages quadratiques est plus 
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régulière. La transition entre la zone de design et de non design près de l'encastrement 

se fait de manière progressive. 

Pour une taille de 7 mm (figure 4.38 (d)), on peut observer une légère irrégularité là 

où le déplacement est maximal. Le déplacement maximal vaut 1 0,2 mm. La contrainte 

aux nœuds est très sensible à la position des nœuds voisins, particulièrement pour les 

maillages [ms. L'utilisation d'un maillage trop [m peut causer l' apparition 

d'irrégularités locales. Ces irrégularités peuvent engendrer des concentrations de 

contraintes qui conduisent à un déplacement trop important. Pour une taille de 10 mm 

(figure 4.38 (e)), le déplacement maximal vaut 6,68 mm. Cette taille d'éléments donne 

la forme la plus régulière. Pour une taille de 13 mm (figure 4.38 (f)), on remarque 

l 'apparition d'ondulations. Un lissage ou un autre traitement pourrait être utilisé pour 

régulariser la forme. Le déplacement maximal vaut 7,38 mm. 

Oêpla.cement des noeuds â l'Itération 100 

5.15 

Oèplacement des noeuds il l'Itéraljon 100 

5.43 

Oêplacemenl des noeuds 11 l'iœration 100 

5.47 

10.3 0 

10.9 0 

c) 

ID. 0 

Déplacement des noeuds à l'itération 100 

5.1 

Déplacemenl des noeuds à l'IuiratlOD 100 

3.34 

Déplacement des noeuds il j'itération 100 

3.69 

d) 

10.2 

6.68 

7.38 

Figure 4.38 Forme obtenue avec la MMN modifiée 1 avec un maillage linéaire d'une taille d'éléments 
de a) 3.5 mm, b) 5 mm et c) 6.5 mm et avec un maillage quadratique d'une taille d'éléments de 

d) 7 mm, e) 10 mm et f) 13 mm 
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La figure 4.39 montre l' état de contrainte final obtenu avec la MMN modifiée 1 avec 

un maillage linéaire d'une taille d'éléments de 3.5 mm a), 5 mm b) et 6.5 mm c) et 

avec un maillage quadratique d'une taille d' éléments de 7 mm d), 10 mm e) et 13 mm 

f). On a une uniformisation des contraintes pour les différents maillages. On observe 

aussi que l'on n'a pas de concentration de contraintes à la jonction entre la zone de 

design et de non design près de l' encastrement pour les maillages quadratiques avec 

une taille d'éléments de 10 mm et de 13 mm. 

Contraintes de Von Mi5es finales 8UJ: noeuds 

85 

Contraintes de Von Mises finales aUl noeuds 

84.5 

Contra1ntes de Von Mises Clnales aux noeuds 

85 

170 

b) 

169 

c) 

170 0 

ContnlDtes de Von Mises finales aUJ noeuds 

91 

ContnliDtes de Von MIses finales aux noeu.ds 

90.5 

Contn.1Dtes de VOD mises fiJaaH!s aux noeuds 

89.5 

d) 

182 

e) 

181 

t) 

179 

Figure 4.39 Comparaison de l'état de contrainte fmal obtenu avec la MMN modifiée 1 avec un 
maillage linéaire d'une taille d'éléments de a) 3.5 mm, b) 5 mm et c) 6.5 mm et avec un maillage 

quadratique d'une taille d' éléments de d) 7 mm, e) 10 mm et f) 13 mm 

Le tableau 4.24 montre le pourcentage de diminution de l'écart type et de la contrainte 

moyenne ainsi que le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte maximale initiale 

obtenu. La contrainte moyenne baisse d'environ 20% pour les maillages quadratiques 

avec une taille d'éléments de 7 mm et de 10 mm ainsi que les maillages linéaires avec 

une taille d'éléments de 3.5 mm et de 5mm. Pour le maillage linéaire avec une taille 
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d'éléments de 6.5 mm et le maillage quadratique avec une taille d'éléments de 13 mm 

la contrainte moyenne baisse de 6% seulement. L' écart type diminue de 33% pour le 

maillage quadratique avec une taille d'éléments de 10 mm et diminue d'environ 25% 

pour les maillages restants. Le %NSM est nul pour les maillages quadratiques avec 

une taille d'éléments de 10 mm et de 13 mm. La contrainte maximale diminue pour 

ces deux maillages. Comme vu précédemment, ces deux maillages ont une transition 

régulière et progressive entre la zone de design et de non design ce qui prévient 

l'apparition de concentration de contraintes. D' après les différents résultats obtenus, 

on peut dire que la taille d'éléments optimale pour ce cas d'étude est de 10 mm 

(maillage quadratique). 

Tableau 4.24 Pourcentage de diminution de l'écart type et de la contrainte moyenne ainsi que le 
t d d dé t 1 tr . t . l ··f 1 1 diffé t ill pourcen age e nceu s ~passan a con am e maXIma e 101 la e pour es ren s ma ages 

tlVIIDlOy Éearttype %DœadI 

% % >tlVIIDlU 

Linéaire -21 -22 0.88 
3.5 DUD 

Qudratique -21 -25 0.66 
7DUD 

Linaire -19 -25 0.48 
SDUD 

Qudntique -23 -33 0 
10 DlDl 

Linéaire -6 -27 0.44 
6.5 DUD 

Quadratique -6 -24 0 
13 DUD 

4.10 Convergence de la MMN 

Pour que la MMN converge, il faut que le critère de convergence, basé sur l' écart 

admissible entre la valeur de contrainte en chaque nœud et la contrainte objectif, soit 

atteint. Le tableau 4.25 montre les valeurs des contraintes et l'écart type après 100 et 

200 itérations obtenues par la MMN. On voit que la contrainte maximale augmente. 

Elle se situe dans lajonction entre la zone design et non-design près de l'encastrement 

ou l'on a une concentration de contraintes. La contrainte minimale reste très faible, et 
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ce malgré l'utilisation de la MMN. Cela correspond aux nœuds qui se trouvent sur 

l' axe neutre. Cela veut dire que les nœuds qui se trouvent dans la jonction près de 

l'encastrement et autour de l'axe neutre n'atteignent pas le critère de convergence et 

la méthode diverge. Le processus itératif s'arrête lorsque le nombre maximal 

d'itérations est atteint. 

Tabl 425 C eau. d V Mi ontramtes e on b 1 MMN è 100 200' é 'ons ses 0 tenues par a a)r s et lt rab 

initial 100 itér 100 itér 

tlv" DIU (MPa) 181,95 380,59 367,34 

tlVlllDOy (MPa) 64,04 52,66 44,99 

tlV1l1IÛ.D (MPa) 8,87 2,74 2,27 

Ecart type 44,41 41,04 30,50 

Mais d'après le tableau 4.25, on voit que la valeur de la contrainte moyenne et de 

l'écart type diminue de manière importante (30%), ce qui veut dire que la méthode 

tend à uniformiser les contraintes et atteint une certaine convergence. Cela correspond 

aux résultats que l'on observe dans la figure 4.40. 

Le critère de convergence est trop restrictif et local. Il suffit que ce critère ne soit pas 

atteint en un seul nœud pour que la méthode diverge. Un critère de convergence qui 

prendrait en compte l'état de contrainte global serait mieux adapté. 

CDnI!ainIfs dt VOD MIses _ .uxnoeud! 

91 181 

a) 

182 

b) 

Figure 4.40 Comparaison de l'état de contrainte a) Initial et b) Final après 200 itérations de la MMN 
en vue de dessus 

4.11 Conclusion 

La MMN a été intégrée avec un maillage quadratique. L'utilisation de la méthode avec 

un maillage quadratique nécessite l'utilisation d'un algorithme de recentrage des 

nœuds milieux et un algorithme d'optimisation de la qualité des triangles. 
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La méthode a été appliquée à un tube à paroi mince en porte-à-faux. Une meilleure 

distribution des contraintes et une diminution importante de la contrainte moyenne a 

été observée, mais aussi un déplacement trop important au niveau de la jonction entre 

la zone de design et de non design près de l'encastrement, nécessitant un contrôle de 

la méthode. Plusieurs méthodes de contrôle ont été utilisées: le lissage Taubin, 

l'utilisation de filtres (filtrage des déplacements) et deux modification de la MMN. 

Les différentes méthodes permettent d'avoir une transition entre la zone de design en 

non design progressive et moins brusque, une diminution de la contrainte moyenne et 

de l'écart type plus importante et un %NSM moins élevé. Puis les résultats 

d'optimisation obtenus avec les différentes méthodes de contrôle ont été comparés 

entre eux. La méthode du MMN modifiée (1 et 2) donne le résultat le plus avantageux. 

La MMN modifiée 1 a été appliquée avec un maillage linéaire et un maillage 

quadratique. Différentes tailles d'éléments ont été utilisées. L'utilisation d'un maillage 

quadratique donne une forme plus régulière. 
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5.1 Introduction 

CHAPITRES 

RÉSULTATS 

Dans ce chapitre, on présente des exemples de résultats obtenus par la MMN avec et 

sans contrôle, sur différentes structures tubulaires et la reconstruction géométrique 

d'un résultat d'optimisation. La valeur du coefficient de convergence a été posée à 

0.05 pour tous les exemples. 

Pour chaque exemple de ce chapitre, les résultats sont présentés sous la forme d'un 

tableau et de deux figures. Le tableau contient les valeurs des contraintes de Von 

Mises, l'écart type et le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte maximale 

initiale. La première figure montre en a) la forme initiale et les conditions aux limites, 

en b) la forme obtenue par la MMN, c) forme obtenue par la MMN modifiée 1 et d) la 

forme obtenue par la MMN modifiée 2. La seconde figure montre en a) l'état de 

contrainte initial, en b) l'état de contrainte final obtenu par la MMN, c) l'état de 

contrainte final obtenu par la MMN modifiée 1 et d) l'état de contrainte fmal obtenu 

par la MMN modifiée 2. 

5.2 Cadre de vélo - cas de chargement 1 

La figure 5.1 a) montre la forme initiale et les conditions aux limites. Les tiges de 

gauche sont bloquées en translation suivant les axes X, Y et Z, le tube de direction est 

bloqué suivant l'axe Y. Une force de 2500N est appliquée sur l'arête supérieure du 

tube vertical (siège), perpendiculaire à celui-ci. Le tableau 5.1 montre les contraintes 

de Von Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN modifiée 2. 

La contrainte moyenne augmente de Il % pour la MMN et de 3 % pour la méthode 

modifiée 2 et elle baisse de 2% pour la méthode modifiée 1. L'écart type augmente de 

34 % pour la MMN tandis qu'il baisse de 20% pour la méthode modifiée 1 et reste le 

même pour la méthode modifiée 2. Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte 

max est de 4.56% pour la MMN, 0.64% pour la méthode modifiée let 2.30% pour la 

méthode modifiée 2. D'après ces résultats, on en déduit que la méthode modifiée 1 

donne résultat le plus avantageux. 
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Tableau 5.1 Contraintes de Von Mises obtenues 

initial 

tlVM miIl (MPa> 0.51 

tlv .. moy (MPa> 10.98 

tlv .. mu: (MPa> 22.14 

art type 4.57 

%Dœuds> 0.0 
t1 mu: 
a) 

c) 

Déplaœ ... nt des noeuds à l' iliration 100 

2.91 

MMN 

1.77 

12.45 

71.22 

6.14 

4.56 

b) 

5.82 

ar la MMN, la MMN modifiée 1 et 2 

Modl M0d2 

0.67 0.30 

10.78 11.27 

35.82 53.27 

3.66 4.57 

0.64 2.30 

Dép_nt des noeuds 111tiratioa 100 

11.2 22J 

Dép_nl des noeuds à I"lU!ratioa 100 

J.21 6.42 

Figure 5.1 Cadre de vélo a) Forme initiale et conditions aux limites b) Forme optimisée après 100 
itérations par la MMN c) Forme optimisée après 100 itérations par la MMNM1 d) Forme optimisée 

après 100 itérations par la MMNM2 
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CootraInœs de Von Mises inlllale5 aUl noeud. 
11.1 

Contralnlts de Von MIses 1Inal .. aux noeuds 

11.1 

22.1 

22.1 

CoDtraintes de VOIl Mises tluIes 110: noeudJ 

11.1 

Contralnlts de Van MIses rlllales aUI noeuds 

11.1 

22.1 

22.1 

Figure 5.2 Cadre de vélo a) État de contrainte initial b) État de contrainte final obtenu par la MMN c) 
État de contrainte final obtenu par la MMNMI d) État de contrainte final obtenu par la MMNM2 
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5.3 Cadre de vélo - cas de chargement 2 

La figure 5.3 a) montre la forme initiale et les conditions aux limites. Les tiges de 

gauche sont bloquées en translation suivant les axes X, Y et Z. Le tube de direction est 

bloqué en translation suivant l 'axe Y. Une force de 274 N suivant l'axe X et une force 

de 406 N suivant l ' axe Y est appliquée sur l' arête supérieure du tube vertical (siège). 

Deux forces sont appliquées sur le boitier de pédalier, une force de 200 N suivant l' axe 

X et une force de 1960 N suivant l' axe Y. Sur le tube de direction, une force de 71N 

suivant l' axe X et une force de 69.2 N suivant l'axe Y est appliquée. Le tableau 5.2 

montre les contraintes de Von Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la 

MMN modifiée 2. 

Tableau 5.2 Contraintes de Von Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN 
modifiée 2 

initial MMN Modl MocIl 

(lV"1DÙl (MPa) 0.25 0.25 0.35 0.18 

(Iv" -01 <MPa) 5.77 5.99 5.61 5.91 

(lV"18U <MPa) 11.37 30.56 21.15 26.07 

Écart type 2.72 3.53 2.18 2.66 

% Dœuds> 0 5.92 1.02 3.34 
(Iv. DIU 

La contrainte moyenne augmente de Il % pour la MMN et de 2% pour la méthode 

modifiée 2 et elle baisse de 2% pour la méthode modifiée 1. L' écart type augmente de 

30 % pour la MMN tandis qu' il baisse de 20% pour la méthode modifiée 1 et de 2% 

pour la méthode modifiée 2. Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max est 

de 5.92% pour la MMN, 1.02% pour la méthode modifiée 1 et 3.34% pour la méthode 

modifiée 2. La méthode modifiée 1 donne le meilleur résultat. 
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c) 

Déplac .... nt des noeuds à 1'ltél1t1oo 100 

3.4 

d) 

6.19 

Déplaœ,.."t Illtératlot! 100 

10.1 

Déplacoment des _ch Il'ItéI1tio11 100 

2.63 

20.3 

5.37 

Figure 5.3 Cadre de vélo a) Forme initiale et conditions aux limites b) Forme optimisée après 100 
itérations par la MMN c) Forme optimisée après 100 itérations par la MMNMI d) Forme optimisée 

après 100 itérations par la MMNM2 
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Coolralntos de YOII Mises IIIltlaJes lut .... ds 

5.66 

Colltnmtes de Von MIses fiDales aU! noeuds 

S.7 

11.4 

Il .4 

Coolralntos de Y .. MIses linaJes .UI .... d. 

5.7 

Coolralntos d. Y .. Mises linales .ul ..... ds 

S.7 

11.4 

11.4 

Figure 5.4 Cadre de vélo a) État de contrainte initial b) État de contrainte final obtenu par la MMN c) 
État de contrainte final obtenu par la MMNMI d) État de contrainte final obtenu par la MMNM2 
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5.4 Table 

La figure 5.5 a) montre la forme initiale et les conditions aux limites. Les arêtes des 

pieds sont bloquées en translation suivant les axes X, Y et Z et une pression de 500 Pa 

est appliquée sur le haut de la structure. Le tableau 5.3 montre les contraintes de Von 

Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN modifiée 2. 

Tableau 5.3 Contraintes de Von Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN 
modifiée 2 

iDitiai MMN MotI1 Modl 

"'VII'" <MPa) 0.20 0.28 0.13 0.26 

tlVII"" <MPa) 3.81 3.48 3.50 3.74 

tlV1l1US (MPa) 6.64 6.54 5.88 7.37 

tearttype 1.48 1.42 1.45 1.49 

% Dœuds> 0 0 0.0 0.07 
(lvIIIDU 

La contrainte moyenne baisse de 9% pour la MMN, de 8% pour la méthode modifiée 

1 et de 2% pour la méthode modifiée 2. L'écart type baisse de 4 % pour la MMN et de 

2% pour la méthode modifiée 1 et augmente de 1 % pour la méthode modifiée2. Le 

pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max est de 0% pour la MMN et la 

méthode modifiée 1 et 0.07% pour la méthode modifiée 2. On déduit que la MMN et 

la MMN modifiée 1 donnent les meilleurs résultats. 
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DéplacemeDt des ooeuds à l'ltératioG 100 

2.29 <.Ss 

Dep&.iœmeal da Doeuds à l'itén.tlœ 100 

2.29 

Déplacement des noeuds à l'Itération 100 

2.29 

•. ss 

Figure 5.5 Table a) Forme initiale et conditions aux limites b) Forme optimisée après 100 itérations 
par la MMN c) Forme optimisée après 100 itérations par la MMNM1 d) Forme optimisée après 100 

itérations par la MMNM2 
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Contraintes de Von Mises initiales aux noeuds 

3.31 

Contninles de YOD MIses ftaaJes aux noeuds 

3.21 

6.64 

6.54 

b) 

Cootralates de VOD Mises HuJes au: noeuds 
3.27 

Ccnlrit.iDtes de Voa Mises finales aux noeuds 

3.25 

6.54 

6.5 

Figure 5.6 Table a) État de contrainte initial b) État de contrainte final obtenu par la MMN c) État de 
contrainte final obtenu par la MMNMl d) État de contrainte final obtenu par la MMNM2 
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5.5 Pont - cas 1 

La figure 5.7 a) montre la forme initiale et les conditions aux limites. Les quatre arêtes, 

deux à gauche et deux à droite sont encastrées, une pression de 1000 Pa est appliquée 

sur le haut de la structure. Le tableau 5.4 montre les contraintes de Von Mises obtenues 

par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN modifiée 2. 

Tableau 5.4 Contraintes de Von Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée l et la MMN 
modifiée 2 

iDitiaI MMN Modl Modl 

tlv .... (MPa) 1.16 2.44 2.16 1.66 

tlv.1BOf (MPa) 6.88 7.37 6.81 7.06 

tlv. aau (MPa) 20.14 39.12 29.82 26.88 

Éearttype 2.78 3.06 2.74 2.81 

% Dœuds> 0 1.18 0.27 0.52 
tlvllmu 

La contrainte moyenne augmente de 7% pour la MMN et de 3% pour la méthode 

modifiée 2 et baisse de 1 % pour la méthode modifiée 1. L'écart type augmente de 10 

% pour la MMN et de 1 % pour la méthode modifiée 2 et baisse de 1 % pour la méthode 

modifiée 1. Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max est de 1.18% pour 

la MMN, 0.27% pour la méthode modifiée 1 et 0.52% pour la méthode modifiée 2. La 

méthode modifiée 1 donne les meilleurs résultats. 
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c) 

Dëplaœment des noeuds il l'Iteration 100 
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b) 

d) 

1.95 

DéplacemeDt des Doeuds à l'itération 100 

12 

Déplacement il l'Itération 100 

3.26 
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6.5 1 

Figure 5.7 Pont a) Forme initiale et conditions aux limites b) Forme optimisée après 100 itérations par 
la MMN c) Forme optimisée après 100 itérations par la MMNMI d) Forme optimisée après 100 

itérations par la MMNM2 
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a) b) 

c) 

CoIltraintes de VOD Mises uùtilJes aus nœuds 

10. 1 

CoDtraiDtes de Von Mises ftn.&les au noeuds 

10.1 
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d) 
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10.1 
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10.1 

20.1 

20.1 

Figure 5.8 Pont a) État de contrainte initial b) État de contrainte final obtenu par la MMN c) État de 
contrainte final obtenu par la MMNMl d) État de contrainte final obtenu par la MMNM2 
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5.6 Pont - cas 2 

On reprend les conditions aux limites décrites dans le cas 1 et on change les zones de 

design comme montrer à la figure 5.9 a). Le tableau 5.5 montre les contraintes de Von 

Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN modifiée 2. 

Tableau 5.5 Contraintes de Von Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN 
modifiée 2 

initial MMN Moelt MocIl 

tir,," (MPa) 0.15 0.11 0.29 0.36 

tir" aaoy (MPa) 4.30 4.28 4.27 4.62 

tlr,,-- (MPa) 14.15 29.83 14.42 23 .62 

Écart type 2.40 2.29 2.17 2.66 

% Dœads> 0 1.01 0.02 0.73 
tlvlllDU 

La contrainte moyenne baisse de 1 % pour la MMN et de 1 % pour la méthode 

modifiée1 et augmente de 7% pour la méthode modifiée 2. L'écart type baisse de 5% 

pour la MMN et de 10% pour la méthode modifiée 1 et augmente de Il % pour la 

méthode modifiée2. Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max est de 

1.01 % pour la MMN, 0.02% pour la méthode modifiée 1 et 0.73% pour la méthode 

modifiée 2. La méthode modifiée 1 donne le meilleur résultat. 
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c) 
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Figure 5.9 Pont a) Forme initiale et conditions aux limites b) Forme optimisée après 100 itérations par 
la MMN c) Forme optimisée après 100 itérations par la MMNM1 d) Forme optimisée après 100 

itérations par la MMNM2 
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a) b) 

c) 
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Figure 5.10 Pont a) État de contrainte initial b) État de contrainte final obtenu par la MMN c) État de 
contrainte final obtenu par la MMNMl d) État de contrainte final obtenu par la MMNM2 
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5.7 Tube soumis à une pression interne 

Un tube de forme carré est soumis à une pression interne. La figure 5.11 a) montre la 

forme initiale et les conditions aux limites. Le tube est soumis à une pression de 10 Pa, 

les arêtes 1 et 2 sont bloquées en translation dans la direction de l'axe X, les arêtes 3 

et 4 sont bloquées en translation dans la direction de l'axe Z, l' arête 5 est bloquée en 

translation suivant l'axe Y. 

O'...-.Ud .. __ da. t~ 100 

1. •• 

b) 

~~tde._.a.'I·IlM'aboa 100 

0.3' 

Dipl.llce_al des __ cb • l'i.tênotioa 100 

1. .. 3 . 78 

Figure 5.11 tube a) Forme initiale et conditions aux limites b) Forme optimisée après 100 itérations 
par la MMN c) Forme optimisée après 100 itérations par la MMNMl d) Forme optimisée après 100 

itérations par la MMNM 1 en vue de dessus 

Pour ce cas, l'utilisation des méthodes modifiées ne permet pas à la forme d'évoluer, 

comme on peut le voir dans la figure 5.11, pour cela on utilise un filtre comme méthode 

de contrôle. Le nombre d'itérations utilisées est de 300. La figure 5.12 montre les 

résultats obtenus avec la MMN avec filtre. On remarque que la forme du tube tend à 

devenir circulaire sauf dans les coins. Dans les coins, il y a concentration de contraintes 
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et donc des contraintes élevées, ce qui conduit à un déplacement vers l' extérieur des 

nœuds qui se trouvent dans cette zone. Le tableau 5.6 montre les contraintes de Von 

Mises obtenues par la MMN et la MMN avec filtre. 

T bl 56 C a eau " ontramtes d V M" b e on lses 0 tenues par a MMN 1 MMN et a avec fil tre 

initial MMN MMN(lUtre) 

tlV" .... (MPa) 0.12 0.21 0.26 

tlv,,-oy (MPa) 1.14 1.39 1.69 

tlV1l1US (MPa) 3.07 5.53 6.34 

Éearttype 0.62 0.74 0.81 

% .... ds> 0 4.50 6.45 
tTVIIDlU 

Pour la MMN, la contrainte moyenne augmente de 18%. L' écart type augmente de 

19%. Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max est de 4.50%. Pour la 

MMN avec filtre, la contrainte moyenne augmente de 48%. L'écart type augmente de 

30%. Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max est de 6.45%. 
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Figure 5.12 Tube a) État de contrainte initial b) État de contrainte final obtenu par la MMN avec filtre 
c) Forme optimisée après 300 itérations par la MMN avec filtre d) Forme optimisée après 300 

itérations par la MMN avec filtre en vue de dessus 
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5.8 Tube elliptique soumis à une pression interne 

Un tube de forme elliptique est soumis à une pression interne. La figure 5.13 a) montre 

la forme initiale et les conditions aux limites. Le tube est soumis à une pression de 10 

Pa, les arêtes 1 et 2 sont bloquées en translation dans la direction de l'axe Z, les arêtes 

3 et 4 sont bloquées en translation dans la direction de l'axe X, l'arête 5 est bloquée en 

translation suivant l'axe Y. Comme pour le cas précédent, l'utilisation des méthodes 

modifiées ne permet pas à la forme d'évoluer, comme on peut le voir dans la figure 

5.48. 

Deplacement des noeuds i l'Itération 100 

2.9 

b) 

0 .00575 

5.8 0 

Dép~lIt des Doeuds ll'tténbon 100 .... 

~pa.cement des noeuds li l'Itêntlion 200 

2.9 

--- -== =-

11.2 

5 .8 

Figure 5.13 tube a) Forme initiale et conditions aux limites b) Forme optimisée après 100 itérations 
par la MMN c) Forme optimisée après 100 itérations par la MMNMI d) Forme optimisée après 100 

itérations par la MMNMlen vue de dessus 
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On utilise un filtre comme méthode de contrôle. Le nombre d'itérations est de 400. La 

figure 5.14 montre les résultats obtenus avec la MMN avec filtre. La forme du tube 

tend à devenir circulaire comme dans l'exemple précèdent. Le tableau 5.7 montre les 

contraintes de Von Mises obtenues par la MMN et la MMN avec filtre. 

T b1 5 7 C tr' t d V Mi bt a eau. on am es e on ses 0 1 MMN t1 MMN enues par a e a avec fi1tr e 

initial MMN MMN(FDtre) 

tlV1l1IÛIl (MPa> 0.11 0.12 0.28 

tlVII-OY (MPa> 0.84 1.08 2.03 

tlv" lIlU (MPa> 1.48 4.28 9.73 

1tearttype 0.38 0.59 1.05 

% Dœuds> 0 16.71 77.19 
(lv"max 

Pour la MMN, la contrainte moyenne augmente de 29%. L'écart type augmente de 

55%. Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max est de 16.71%. Pour la 

MMN avec filtre, la contrainte moyenne augmente de 140%. L'écart type augmente 

de 175%. Le pourcentage de nœuds dépassant la contrainte max est de 77.19%. 
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Figure 5,14 Tube a) État de contrainte initial b) État de contrainte final obtenu par la MMN avec filtre 
c) Forme optimisée après 300 itérations par la MMN avec filtre d) Forme optimisée après 300 

itérations par la MMN avec filtre en vue de dessus 
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5.9 Tube en porte-à-faux (sans zone de non design) 

La figure 5.15 a) montre la forme initiale et les conditions aux limites du tube. L'arête 

gauche est encastrée tandis qu'une force verticale de 1000 N est appliquée sur son 

arête droite. Le tableau 5.8 montre les contraintes de Von Mises obtenues par la MMN, 

la MMN modifiée 1 et la MMN modifiée 2. 

Tableau 5.8 Contraintes de Von Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN 
modifiée 2 

initial MMN Moelt MocD 

ITV .... (MPa) 0.0 5.32 5.01 7.53 

ITVII'" (MPa> 98.14 48.39 56.78 66.93 

tlVII 8lU (MPa) 374.17 202.63 192.32 249.64 

Éearttype 74.09 30.25 34.77 38.44 

% Dœudl> 0 0 0 0 
tlVMIIlU 

La contrainte moyenne baisse de 51% pour la MMN, de 42% pour la méthode 

modifiée1 et de 32% pour la méthode modifiée 2. L'écart type baisse de 59 % pour la 

MMN, de 53% pour la méthode modifiée 1 et de 48% pour la méthode modifiée2. La 

contrainte maximale baisse de 46% pour la MMN, de 49% pour la méthode modifiée1 

et de 33% pour la méthode modifiée 2. On obtient de très bons résultats avec les trois 

méthodes, mais la MMN et la MMN modifiée 1 permettent une diminution plus 

importante de la contrainte moyenne et maximale par rapport à la MMN modifiée 2. 
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Figure 5.15 Tube en porte à faux a) Forme initiale et conditions aux limites b) Forme optimisée après 
100 itérations par la MMN c) Forme optimisée après 100 itérations par la MMNMI d) Forme 

optimisée après 100 itérations par la MMNM2 
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Figure 5.16 Tube en porte à faux a) État de contrainte initial b) État de contrainte final obtenu par la 
MMN c) État de contrainte final obtenu par la MMNM1 d) État de contrainte final obtenu par la 

MMNM2 
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5.10 Reconstruction géométrique 

Les résultats obtenus avec la méthode d'optimisation sont sous la forme d'un maillage. 

Pour obtenir les résultats sous forme de géométrie (surface dans notre cas), il est 

nécessaire de procéder à une reconstruction géométrique. On reconstruit les résultats 

obtenus dans l'exemple précèdent afm de valider les résultats d'optimisation de la 

MMN avec et sans contrôle. On reconstruit une surface à partir du maillage obtenu en 

utilisant le logiciel SOLIDWORKS. Les étapes sont montrées à la figure 5.17. 

Figure 5.17 Étapes pour la reconstruction géométrique 

Dans un premier temps on enregistre le maillage obtenu sous format STL. On ouvre le 

fichier STL dans SolidWorks et on crée des plans le long du tube comme on peut le 

voir dans la figure 5.17 a). L'intersection entre ces plans et le maillage donne des 

points, qui raccordés donnent des courbes (figure 5.17 b)). Une fois les courbes créées, 

on utilise la commande surface lissage dans SolidWorks qui permet de générer une 

surface en reliant les courbes entre eux (figure 5.17 c)). Finalement, on obtient la 

surface reconstruite (figure 5.17 d)). La figure 5.18 montre les résultats de la 

reconstruction géométrique des résultats d'optimisation obtenus avec la méthode du 

MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN modifiée 2. 
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Figure 5.18 Reconstruction géométrique des résultats d'optimisation a) Forme initiale b) MMN c) 
MMN modifiée 1 d) MMN modifiée 2 

On applique les conditions aux limites décrites précédemment sur les géométries 

obtenues par reconstruction et on fait le calcul des contraintes de Von Mises dans 

SolidWorks Simulation. Le tableau 5.9 montre les contraintes de Von Mises obtenues. 

Tableau 5.9 Contraintes de Von Mises obtenues par la MMN, la MMN modifiée 1 et la MMN 
modifiée 2 

initial MMN Moell M0d2 

tI,,, p(MPa) 322.41 157.92 155.75 187.54 

tI,,, bat (MPa) 425.14 219.72 222.68 258.84 

Surface (CDl2) 502.84 543.81 558.59 597.36 

Pour la MMN, la contrainte maximale baisse de 51 % dans la couche supérieure et 

baisse de 48% dans la couche inférieure et la surface augmente de 8%. Pour la MMN 

modifiée 1, la contrainte maximale baisse de 51 % dans la couche supérieure et baisse 

de 47% dans la couche inférieure et la surface augmente de 11%. Pour la MMN 

modifiée 2, la contrainte maximale baisse de 41 % dans la couche supérieure et baisse 

de 39% dans la couche inférieure et la surface augmente de 18%. Ces résultats 

permettent de voir que l'on obtient avec la MMN une diminution d'environ 50% dans 

le tube pour une augmentation de la surface d'environ 10% uniquement. 
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Figure 5.19 Contraintes de Von Mises sur la face supérieure et inférieure a) b) MMN c) d) MMNM1 
e)f)MMNM2 
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CHAPITRE 6 

CONCLUSION ET PERSPECTIVES 

L'objectif de cette recherche visait à intégrer une méthode d'optimisation de forme, la 

méthode du mouvement normal, au processus de CAO avec un maillage quadratique. 

Dans un premier temps, un maillage quadratique a été généré et les éléments finis de 

coques ont été intégrés dans le MTU. Puis, une méthodologie a été développée afm 

d'utiliser la MMN avec des éléments fmis de coques quadratiques. 

La méthode a été appliquée à un tube à paroi mince en porte-à-faux. On a pu observer 

que l'utilisation de la méthode permettait d'avoir une meilleure répartition des 

contraintes et une baisse significative de la contrainte moyenne, mais aussi la nécessité 

de contrôler le déplacement des nœuds. Plusieurs méthodes de contrôle ont été 

utilisées: un lissage appliqué à chaque itération, appelé lissage Taubin, l' application 

de filtres (filtrage du déplacement des nœuds) et deux stratégies de modification du 

mouvement des nœuds dans la MMN (MMN modifiée 1 et MMN modifiée 2). Les 

différentes méthodes de contrôle permettent d'avoir une forme valide 

géométriquement. Les résultats obtenus avec les différents contrôles ont été comparés 

avec la MMN et entre eux. 

Finalement, la MMN avec et sans contrôle a été appliquée sur différentes structures 

tubulaires, ou l'on a observé suivant les cas, une meilleure distribution des contraintes, 

une diminution de la contrainte moyenne et maximale. 

Au cours de ce travail, il a été démontré que le déplacement des nœuds dans la direction 

de la normale sortante (vers l' extérieur) ne conduit pas nécessairement à une 

diminution des contraintes et le déplacement des nœuds dans la direction de la normale 

entrante (vers l' intérieur) ne conduit pas nécessairement à une augmentation des 

contraintes. 

L'utilisation de la MMN avec des éléments quadratiques nécessite l'utilisation d'un 

algorithme de recentrage pour repositionner les nœuds milieu et un algorithme 

d'optimisation de la qualité des éléments. 
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Il a aussi été démontré l'importance du choix du coefficient de convergence sur la 

MMN, un coefficient trop grand conduit à un déplacement beaucoup trop important et 

à des formes irrégulières. 

L'utilisation de la MMN modifiée 1 avec un maillage quadratique permet d'obtenir 

une forme plus régulière que celle obtenue avec un maillage linéaire. Le choix d'une 

taille d'éléments trop petite peut conduire à l' apparition d' irrégularités locales. Le 

choix d'une taille d'éléments trop grande peut conduire à l' apparition d'oscillations. 

La taille d'éléments du maillage influence le résultat d'optimisation obtenu. 

L'utilisation d'un remaillage partiel ou total avec la MMN serait une approche 

intéressante. 

Pour le contrôle de la MMN, une seule méthode de contrôle a été utilisée à la fois. Une 

combinaison des méthodes de contrôle serait une approche intéressante. Par exemple, 

une MMN modifiée avec un lissage Taubin effectué à chaque itération ou à la fm 

uniquement. 

Pour que la MMN converge, il faut que le critère de convergence soit atteint en chaque 

nœud du maillage et il suffit que la contrainte soit trop faible ou trop forte en un seul 

nœud pour que la méthode ne converge pas. Ce critère de convergence est trop 

restrictif. Il serait plus judicieux de considérer un critère de convergence plus global. 

Dans ce travail, on a considéré une épaisseur de coque constante durant le processus 

d'optimisation. Une autre extension du travail présenté dans ce mémoire serait 

d'utiliser une épaisseur de coque variable. 

La reconstruction géométrique des résultats d'optimisation a été faite de façon 

manuelle. L'automatisation de la reconstruction géométrique des résultats 

d'optimisation serait une extension intéressante de ce travail. Cela représente un 

objectif ambitieux si l'on veut pouvoir traiter automatiquement des structures 

tubulaires quelconques. Cependant, cela permettrait de compléter la boucle 

d' automatisation de l' optimisation des structures tubulaires par la méthode du 

mouvement normal. 
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Comparaison entre les valeurs du jacobien 

2515.91 2515.91 
ELEMENT 2 

2449.43 2449.43 
2476.32 2476.32 
2381.02 2381.02 
3147.32 3147.32 
3285.54 3285.54 
3423.76 3423.76 

ELEMENT 3 
3335.77 3335.77 
3383.21 3383.21 
3265.26 3265.26 

3383.2 
3335.76 

3423.75 3423.75 
ELEMENT 4 

3285.23 3285.23 
3147.31 3147.31 
3265.26 3265.26 

5825.32 
5817.51 5817.51 

ELEMENT 5 5424.05 5424.05 
4896.71 4896.71 
5423.45 5423.45 

ELEMENT 6 
5817.52 
5825.34 5825.34 
5818.68 5818.68 
5423.46 5423.46 
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Comparaison entre les valeurs des coefficients de contrôle 

ELEMENT 2 

314 
328 

ELEMENT 3 
3423.76 
3268.05 

ELEMENT 4 

ELEMENT 5 

ELEMENT 6 

5818.68 
5489.22 
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Comparaison entre les valeurs des coefficients de contrôle après subdivision 

MTU GMSH 
2285.73 2285.73 
2343.28 2343.28 
2400.82 2400.82 
2367.58 2367.58 
2381.02 2381.02 
2333.38 2333.38 
2400.82 2400.82 
2458.37 2458.37 
2515.91 2515.91 
2459.33 2459.33 
2449.43 2449.43 

ELEMENT 2 
2425.13 2425.13 
2381.02 2381.02 
2415.23 2415.23 
2449.43 2449.43 
2439.53 2439.53 
2476.32 2476.32 
2428.67 2428.67 
2449.43 2449.43 
2415.23 2415.23 
2381.02 2381.02 
2367.58 2367.58 
2400.82 2400.82 
2425.13 2425.13 
3147.32 3147.32 
3216.43 3216.43 
3285.54 3285.54 
3241.54 3241.54 
3265.26 3265.26 
3206.29 3206.29 
3285.54 3285.54 
3354.65 3354.65 
3423.76 3423.76 

ELEMENT 3 3345.9 3345.9 
3335.77 3335.77 
3310.65 3310.65 
3265.26 3265.26 
3300.51 3300.51 
3335.77 3335.77 
3325.63 3325.63 
3383.21 3383.21 
3324.23 3324.23 
3335.77 3335.77 
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3300.51 3300.51 
3265.26 3265.26 
3241.54 3241.54 
3285.54 3285.54 
3310.65 3310.65 
3383.2 3383.2 

3325.63 3325.63 
3335.76 3335.76 
3300.51 3300.51 
3265.26 3265.26 
3324.23 3324.23 
3335.76 3335.76 
3345.9 3345.9 

3423.75 3423.75 
3354.64 3354.64 
3285.53 3285.53 

ELEMENT 4 
3310.65 3310.65 
3265.26 3265.26 
3241.54 3241.54 
3285.53 3285.53 
3216.42 3216.42 
3147.31 3147.31 
3206.29 3206.29 
3285.53 3285.53 
3241.54 3241.54 
3265.26 3265.26 
3300.51 3300.51 
3335.76 3335.76 
3310.65 3310.65 
5818.67 5818.67 
5825.61 5825.61 
5825.32 5825.32 
5657.86 5657.86 
5423.45 5423.45 
5653.94 5653.94 
5825.32 5825.32 

ELEMENT 5 
5825.03 5825.03 
5817.51 5817.51 
5654.25 5654.25 
5424.05 5424.05 
5657.57 5657.57 
5423.45 5423.45 
5427.37 5427.37 
5424.05 5424.05 
5193.85 5193.85 
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4896.71 4896.71 
5192.97 5192.97 
5424.05 5424.05 
5427.37 5427.37 
5423.45 5423.45 
5657.86 5657.86 
5825.32 5825.32 
5657.57 5657.57 
4896.71 4896.71 
5193.85 5193.85 
5424.05 5424.05 
5427.37 5427.37 
5423.46 5423.46 
5192.97 5192.97 
5424.05 5424.05 
5654.25 5654.25 
5817.52 5817.52 
5825.05 5825.05 
5825.34 5825.34 

ELEMENT 6 
5657.58 5657.58 
5423.46 5423.46 
5657.87 5657.87 
5825.34 5825.34 
5825.63 5825.63 
5818.68 5818.68 
5653.95 5653.95 
5825.34 5825.34 
5657.87 5657.87 
5423.46 5423.46 
5427.37 5427.37 
5424.05 5424.05 
5657.58 5657.58 
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Les différentes étapes nécessaires pour faire un calcul dans Code_Aster avec les 

éléments COQUE_3D sont: 

Étape 1 

Lire le maillage initial avec la commande LIRE_MAILLAGE [U4.21.04], la lecture se 

fait à partir d'un fichier maillage (.MAIL). Le maillage initial consiste en un maillage 

triangulaire quadratique (triangles à 6 nœuds). 

Étape 2 

Transformer le maillage à six nœuds en maillage à sept nœuds: comme vue 

précédemment les éléments triangulaires disponibles pour les coques sont les triangles 

à sept nœuds, donc il est nécessaire de transformer les triangles à 6 nœuds en triangles 

à 7 nœuds, cela se fait avec la commande CREA_MAILLAGE [U4.23.02]. Le nœud 

supplémentaire est obtenu comme le barycentre géométrique des nœuds sommets. 

Étape 3 

Affecter les modèles en utilisant la commande AFFE~ODELE [U4.41.01] , une 

modélisation 'COQUE_3D' pour le maillage avec des triangles à sept nœuds et une 

modélisation '3D' pour le maillage initial (triangles a six nœuds). 

Étape 4 

Affecter des caractéristiques des éléments coques en utilisant la commande 

AFFE_CARA_ELEM [U4.42.01], l'épaisseur de la coque est définie en utilisant cette 

commande. 

Étape 5 

Définir les caractéristiques du matériau en utilisant la commande DEFI_MATERIAU 

[U4.43.01], ces caractéristiques sont le module de Young et le coefficient de Poisson. 

Puis affecter le matériau défini précédemment au maillage avec la commande 

AFFE _ MATERIA U [U4.43.03]. 
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Étape 6 

Affecter les conditions aux limites (chargements et blocage) avec la commande 

AFFE_CHAR_MECA [U4.44.01]. 

Étape 7 

Calcul mécanique avec la commande MECA_STATIQUE [U4.51.01], commande qui 

permet de résoudre soit un problème de mécanique statique linéaire avec superposition 

de différentes conditions aux limites et de différents chargements, ou bien une analyse 

thermomécanique pour une liste donnée d'instants. 

Étape 8 

Calcul du champ (déformation, contrainte ... ) par élément avec la commande 

CALC_ELEM [U4.81.01]. Il est possible de faire le calcul des déformations et des 

contraintes dans la couche supérieure, moyenne et inférieure avec les éléments coques 

et plaques dans Code_Aster. 

Étape 9 

Calcul du champ aux nœuds avec la commande CALC_NO [U4.81.02], pour calculer 

un champ aux nœuds (contraintes ou déformations), il est nécessaire de calculer au 

préalable un champ par élément (avec CALC_ELEM). Cette commande permet aussi 

de faire le calcul des réactions nodales. 

Étape 10 

Projection des champs aux nœuds calculés dans l'étape précédente avec 

PROJ_CHAMP [U4.72.05]. Projection des champs aux nœuds calculés du modèle du 

maillage avec des triangles à sept nœuds vers le modèle du maillage initial. Ce qui 

permet d'avoir les résultats de calcul pour un maillage avec des triangles à 6 nœuds. 

Étape 11 

Impression des résultats de calcul en utilisant la commande IMPR_RESU [U4.91.01], 

commande qui permet d'écrire un maillage et/ou des valeurs de résultats dans 

179 



ANNEXEB 

différents fonnats en vue, en particulier, d'une visualisation graphique. L'impression 

des résultats se fait dans un fichier résultats (.RESU). 
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