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Introduction

Le g-analogue est une extension utilisée dans plusieurs domaines de la mathématique, par-
ticulierement en combinatoire. Plus précisement la ou le triangle de Pascal joue un role, le
g-analogue des coefficients binomiaux est bien défini par ce qu’on appelle les nombres de Gauss

[Z]q (voir par exemple [2], [47], [39], [38], [27], [34]).

En se référant a ’expression des nombres de Fibonacci et des nombres de Lucas en fonction
des coefficients binomiaux, plusieurs auteurs définissent le g-analogue de la suite de Fibonacci
et de la suite de Lucas par des formules explicites écrites par les nombres de Gauss. D’aprés ce
que nous savons (d’apres Cigler [26]), la premiére définition est donnée par Schur [42] et [40] et
généralisée par la définition proposée par Carlitz [19] et [20]. De nombreux auteurs utilisent la
définition de Carlitz [23], [24], [33]; [32]. Cigler [22], [21] introduit une nouvelle définition qui
est utilisée aussi dans [32] et [33]. Dans [26], Cigler suggere une définition qui unifie sa premiére

approche [21] et celle de Carlitz.

La définition du ¢-analogue de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas proposée par
Cigler [21] a été choisie par Prodinger [41] qui a généralisé partiellement des identités sur les
polynomes de Fibonacci et les polynémes de Lucas obtenus par Belbachir et Bencherif [4]. 1
a donné un g-analogue & deux identités sur les six identités propsées dans [4]. Une premiere
tentative de compléter le travail de Prodinger fait 'objet du chapitre cinquiéme (voir [6]). On
a constaté que malgré les propriétés importantes obtenues par les approches de Cigler et de
Carlitz, le g-analogue de la suite de Fibonacci satisfait deux récurrences d’ordre deux dont
aucune n’est satisfaite par le g-analogue de la suite de Lucas. Ceci nous a amené a construire
un autre g-analogue de la suite de Lucas a partir des deux récurrences citées pour la suite de
Fibonacci [26].

Le travail présenté dans cette thése compléte d’une part les travaux de Carlitz et les travaux
de Cigler par 1'usage de leurs définitions pour construire un nouveau g-analogue de la suite de
Lucas, et pour établir un g-analogue de certaines propriétés liées a la suite de Fibonacci et a la
suite de Lucas et étend d’autre part les travaux de Belbachir par la donné du g-analogue des

différentes généralisations de la suite de Fibonacci et de la suite de Lucas présentées dans sa
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these de Doctorat d’Etat [3].

Au chapitre premier, on présente des généralités sur la suite de Fibonacci et la suite de Lucas,
en se limitant a la présentation de certaines identités liées aux polynomes de Fibonacci et
aux polynomes de Lucas, telles que les relations duales, les différentes sommes partielles, le
prolongement aux indices négatifs, et les développement établis par Belbachir et Bencherif [4].
On compléte ce chapitre avec une introduction a la suite de Fibonacci généralisée et ces deux
suites "compagnons", suivie par un préliminaire sur les coefficients bi*nomiaux et sur la suite

multibonacci.

Le chapitre deuxiéme est consacré aux différentes définitions du g-analogue des polynémes de
Fibonacci et des polynémes de Lucas. On commence par la définition proposée par Carlitz qui

permet d’évaluer le produit matriciel

0 1 0 1 01
iz 1 "%z 1 1)

On donne ensuite la définition proposée par Cigler en remarquant qu’elle peut étre obtenue
par des transformations appliquées & la suite de Fibonacci. On conclut le chapitre par une

extension unificatrice proposée aussi par Cigler.

Le chapitre troisiéme introduit la définition du g-analogue de la suite de Lucas de premiére
espéce et la définition du g-analogue de la suite de Lucas de deuxiéme espéce de facon a ce que
chacune de ces deux suites satisfasse une des deux récurrences relatives a la suite g-Fibonacci.

Cela permet de reconsidérer un g-analogue des identités exposées dans le premier chapitre.

Le chapitre quatriéme traite de récurrences satisfaites par le g-analogue de la suite de Fibo-
nacci, on montre que le translaté d’une suite qui satisfait de telles récurrences s’exprime en

termes de g-analogue de la suite de Fibonacci. On obtient alors un g-analogue des identités

F2n+1 = F3+Fz+17
Fo = FnFn—1+Fn+1Fn-

Le chapitre cinquiéme reconsidére la question de Prodinger [41]. On utilise le g-analogue de
la suite de Fibonacci proposé dans la définition unificatrice et le g-analogue de la suite de
Lucas introduite dans le troisiéme chapitre, pour établir un g-analogue des développements
obtenus par Belbachir et Bencherif [4]. On propose ensuite une extension en se basant sur le ¢-
analogue de la suite de Fibonacci et le g-analogue de la suite de Lucas proposé dans la définition
unificatrice. Enfin on établit des développements duaux entre les différents g-analogues de la

suite de Lucas.
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Le chapitre sixiéme est consacré aux suite de polynomes

[n/(r+1)] o e [ — 1k
F,(Ql (z,m) = Z g &)+ ("2) [ . } 2, avec ) (z,m) =0,
k=0 q

issues de la suite r-Fibonacci. On donne, pour m quelconque, les relations de récurrences, la
forme explicite avec la récurrence pour chacune des deux suites compagnons qu’on lui associe.
Le cas particulier m = 1 est étudié séparément dans [5], en évaluant le produit matriciel

C(q"'z)---C(gz)C (2) pour une matrice carré d’ordre r + 1 :

o1 0 --- 0
00 1

C(z) = 0
0
z 0 1

On généralise ensuite des propriétés liées a la définition de Carlitz. Le cas particulier m = 0

est aussi étudié pour reconsidérer des propriétés liées a la définition de Cigler.

Au chapitre septiéme, on exploite le g-analogue des coefficients bi*nomiaux [9] pour généraliser
I'identité de Chu-Vandermonde, et définir un g-analogue des suites "multibonacci" et de leurs

suite compagnons.

Le dernier chapitre traite le cas p, g-analogue. Une introduction sur les coefficients p, g-binomiaux
suivie par une définition des coefficients p, ¢g-bi*nomiaux sont utilisées respectivement pour une

approche de la suite p, g-Fibonacci et une approche de la suite p, ¢-"multibonacci".

Nous concluons ce manuscrit par un résumé récaputilatif du travail achevé, et nous proposons

quelque perspectives de prolongement.
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Chapitre 1

Préliminaires sur la suite de Fibonacci

et la suite de Lucas.

1.1 La suite de Fibonacci et la suite de Lucas

La suite de Fibonacci et la suite de Lucas ainsi que leurs généralisations sont trés étudiées
comme le montre le nombre de papiers publiés chaque année sur des travaux liés a ces deux
suites. Pour le contenu de ce chapitre on a choisi de présenter certaines propriétés pour lesquelles

on établira le g-analogue dans les chapitres suivants.

La suite de Fibonacci (F},),,-, est définie par la récurrence

Fn+2 = Fn+1 + Fn avec Fg = O,Fl =1. (11)

L’interprétation matricielle de la récurrence (1.1) nous conduit a la relation

E,_ E, 0 1
c" = ! avec (O = )
Fn Fn+1 1 1

En prenant la trace de la matrice C™, pour n > 0, on retrouve la suite de Lucas (Ln)nzo définie

par la récurrence

Lyio=1Ly1+ L, avec Ly=2 L;=1.
Le calcul du déterminant de la matrice C™ donne la formule de Cassini
Fo 1 Fp — F2 = (—1)".
La diagonalisation de la matrice C' donnée par ses valeurs propres « et (3, racines du polynome

11
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2 _x—1.

G,

donne la formule de Binet

caractéristique x

a — ("

Fpjp = ————
+1 a—3

et L,=a"+ "
Pour plus de détails relativement a ces deux suites et leur applications, on trouve dans la litté-
rature plusieurs références [36], [46], [14], [15] et [16] dont on tire 'interprétation combinatoire

suivante :

Le nombre de facons de remplir un ruban linéaire de longueur n par des carrées ou des dominos

est égal au nombre F}, ;.

Le nombre de facons de remplir un ruban circulaire de longueur n par des carrées ou des

dominos est égal au nombre L,,.

Certaines identités liées a ces deux suites seront présentées dans le paragraphe suivant, on
donne maintenant ’expression de ces deux suites en fonction des coefficients binomiaux. La
liaison entre ces deux suites avec le triangle de Pascal joue un réle primordial pour les différentes

généralisations.

La relation (”Zl) = (kfl) -+ (Z) (Formule de Pascal) entraine que la suite a,, = 1&1/02 ! (”_;_k)

(n > 0) vérifie la récurrence a,, 1o = G471+ Gy, €t comme ag = 0, a; = 1, alors a, = F,, (n > 0).
D’ou
2,
Foi1 = ; ( ) ) (n>0). (1.2)

Le tableau suivant montre la liaison entre le triangle de Pascal et la suite de Fibonacci; 0, 1,
1,2,3,5,...
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1

/ 1

1 /! 2
ya 3

1 1 / 5

+ /! 8
1 2 1 /! 13

+ + / 21
1 3 3 1 ya 34

+ + + /! 55
1 4 6 4 1 / 89

+ + + + / 144
1 5 10 10 5 1 / 233

+ + + + + /!
1 6 15 20 15 6 1

+ + + + + +

Figure 1 : Le triangle de Pascal et la suite de Fibonacci
De la relation bien établie L, = F,.1 + F,,_1, on déduit pour n > 1 (Lg étant égal a 2)
I’expression )
- E o\ (n—k
o3 () ()
ou encore
2l
L= § n— k:< 3 )

Le tableau suivant montre la liaison entre le triangle de Pascal et la suite de Lucas; 2, 1, 3, 4,
7,11, ...
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Figure 2 Le triangle de Pascal et la suite de Lucas
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1.2 Les polynomes bivariés de Fibonacci et de Lucas

Pour deux indéterminées polynomiales z et y, notons par U, (x,y) et V,, (z,y) respectivement
les polynomes bivariés de Fibonacci et les polynomes bivariés de Lucas définis respectivement

par les récurrences

{ UO (x7y> = 07 Ul (.T,y) = 17
Unt2 (2,y) = 2Uns1 (2,y) + yUn (z,y)  (n>0),

{ Vo (2,y) =2, Vi (2,y) ==,
Vs (2,y) = aVora (2,y) + yVa (z,y)  (n20).

Les formes explicites de ces deux suites de polyndémes sont données respectivement par

[n/2]
n—=Fk\ ,_
G o) = 3 ("3 om0, 13

k=0

et

V, (z,y) = anm (1 - - f k) (” . k) 2y (1.4)

k=0

[n/2] n n—k
— n—2k, k > ) )
Zn—kz( k: )x y"  (n>1) (1.5)

k=0
01
Pour C (z,y) = ( ) on a
y

YUn-1(2,y)  Un(z,y) > . (1.6)

C"(xz,y) =
(@) ( yUn () Unir (2,9)

Le calcul du déterminant de la matrice C" (z,y) et la diagonalisation de la matrice C (z,y)

nous conduisent aux généralisations suivantes :

Un—1 (2, y) Ups1 (2,y) — (Un (2,9))* = — (—9)" ",

Un+1 (:E,y) = a&:ﬁ et Vn ($7y) =" _’_6”7
avec
r— /1% + 4y 3 T+ /1?2 + 4y
= = -
2 ’ 2

La trace de la matrice C" (z,y) est donnée par I’égalité

Vn ((Ea y) = yUnfl (.T, y) + Un+1 (:U7 y) )
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que l'on peut écrire en utilisant la relation U, 41 (z,y) = 22U, (z,y) + yU,—1 (z,y) comme suit
Vo (2,y) = 29Uy (2, y) + 2Un (2,9) ,
ou encore

Vo (z,y) = Vo (2,9) yUn—1 (z,y) + Vi (z,9) Us (2,9) -

La derniére égalité se généralise pour toute suite (S, (z,y)), 5 vérifiant S,yo (2,y) = 2Sn41 (2, y)+
ySn (,y) &
Sn (z,y) = So (2,y) yUn-1 (z,y) + 51 (2,y) Un (2,9),

ou d’une facon plus générale a
Skan (2,Y) = Sk (2,y) YUn—1 (2,y) + Sk (2,y) Un (2, y) , (L.7)

puisque le translaté (S, (2, v)),,so vérifie la méme récurrence que la suite initiale (S, (z,v)),,>0-

La relation (1.7) entraine plusieurs identités comme
Ui (2,9) = (Un (2,9))"y + (Unir (2,9))°,

UZn(may) = Un(x,y)Vn(x,y),
U2n+1 (IL‘, y) = Un—l—l (IL‘, y) Vn+1 (l'7y) - Un (J},y) VTL (‘T’ y) :

Les identités suivantes sont connues pour les nombres de Fibonacci et les nombres de Lucas
et se généralisent d’une fagon élémentaire aux polynémes de Fibonacci et aux polyndémes de

Lucas.

1.2.1 Dualité entre la suite de Fibonacci et la suite de Lucas

La suite de Lucas s’exprime en fonction de la suite de Fibonacci par la relation
Ln: n+1+Fn71 :Fn_'_Qanl :2Fn+1 _Fna
qui se generalise pour les polyomes bivariés de Fibonacci et de Lucas comme suit
Vn ([L’, y) = Un—i—l (IE, y) + yUn—l (33’, y)
= aUn (z,y) + 2yUn—1 (2,9)
= 2U,41 (z,y) — 22U, (z,y) .
Comme relation duale, ’expression de la suite de Fibonacci en fonction de la suite de Lucas

est donnée par la formule

5F1n+1 = LnJrl +Lyp1=L,+2L, = 2LnJrl - Ln7
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et pour les polynomes bivariés de Fibonacci on trouve

(1 +4y) Un (2,y) = Vs (,9) + yVar (z,9)
= Vn (Ilf, y) + 2yvvn—l (l‘, y)
= 2Van (z,y) = Va(2,9) -

1.2.2 Quelques sommes partielles

Pour les suites de nombres Pour les suites de polynomes

]Zn?le = P2 — 1, jilyx"‘jUj (7, y) = Unsa (z,y) — 2",

30y = Luia =3 3 e MW anp) = Vi (1,0) = Cy %) "

3 By = Fana — L S0, (.9) = Uy (2:9) ="

jé Lyj = Lont1 — 1, é 2y Vo (2,y) = Vansa (2,y) — 29",

jil Fy;_1 = Fyyp, jioxy"_jUgj_l (z,y) = Uan (2,y),

jzi:llajl = Lo, — 2, ]i xy" I Vaj1 (2, y) = Van (2,y) — 29",

53 (1) = Loy = (A (1) 52 ()" Uy (2:9) = Vo (2:0) = (=)',

(=) Vi (,9) = Uspyr (2,9) — (—y)",

[]=
—~
|
—_
~—

3
d
~
&
I
&
3
+
—

I
—~
|
[u——y
~—
S
(]

0

Jj=1 J

5 i (—1)"7 Fyjoy = Loy = 2(=1)", (14+4y) > (=) Usjor (2,y) = Vau (2,9) — 2(—)"

n

<
o

(=y)" Vo (,y) = Usa (2, 9).

n
j=1 j=0
1.2.3 Convolution avec les coefficients binomiaux

Le produit de convolution des coefficients binomiaux avec la suite de Fibonacci et avec la suite

de Lucas sont donnés comme suit
n

La relation > (;‘) F,_; = Fy, segénéralisea Y. (?)x"‘jijn_j (x,y) = U (z,y),

=0 J=0
et la relation ) (7;) L,_; = Ly, se généralise a > (’;) "Iy Vi (x,y) = Vau (2,9) .
J= J=0

1.2.4 Extension aux indices négatifs

Une suite récurrente se prolonge aux indices négatifs d’'une fagon naturelle par sa relation de

récurrence. Pour les nombres de Fibonacci et les nombres de Lucas on a respectivement les
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formules [46] :

et
L_, = (—1)” L,

et pour les polyndémes bivariés associés, pour y # 0, on a :

U ) = (1) 200

et

1.2.5 Un changement de base pour les formes explicites

Soit &, Despace engendré sur Q par la famille libre (¢,), = (2" %y*) ;1 < k < [n/2], et

soient les familles :

By = Buv= (xn_kUn+k+1)0§k§n;
By = Bhy= (xn_kV"Jrk)ogkgn’

By = Buv= (QJnikUnJrk)ogkgnfl g
By = By = (xn_kVnJr’f—l)ogkgn—r

Les formes explicites (1.3) et (1.4) ne sont que les développements des polyndomes bivariés de

Fibonacci et les polynémes bivariés de Lucas dans £, muni de la base ((,,),.

En utilisant le fait que chacune des familles 3, ; et 3, forme une base de {,, et chacune
des familles 3, ; et 3}, forme une base de &,,, ;, les développements de chacun des éléments
Usni1 (z,y) et Vo, (z,y) (resp, Uan (z,y) et Van_1 (7,y)) par rapport & chacune des bases 3, ;;
et B, v (resp, B et 527‘/) sont donnés par les huit formules suivantes établies par Belbachir
et Bencherif [4]

U2n+1 ([L’, y) S /Bn,U7
‘/271 ('Tu y) S ﬁn,Vv
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Von, (l'7y) = 2U2TL+1 (x,y) — 2Uz (l’,y) ) (18)
- k : ik (J (—1)""* /n
U2n+1 (I,y) = Zan,kx ‘/Qn—k (ZL’, y) , avec an,k - Z <_1)] <l{?) - T (k’)j (19)
k=0 =0
Uan (2,y) = mekaUQn_k (z,y) , avec by = (—1)"* <Z), (1.10)
k=1
Vo1 (z,y) = ZcmeEkUQn_k (z,y), avec ¢, = 2 (—1)F <Z) — k1, (0, Kron.) (1.11)
k=1
& 2n—k (n
2‘/271—1 <$, y) = ; dn,kxk%n—l—k ('77; y) , avec dn,k - (_1>k+1 n <I€)’ (112)
2Us, (z,y) = Z en kT Van_1, (7,y), avec (1.13)
k=1

n—1 .
k1 2n—k(n I o A A N S S A
enk = (=D == +,0( 1 ko1) 3T k)

J=

Remarque 1 Le cas particulier (x,y) = (1, z) permet de retrouver les polynomes de Fibonacci
U, (z) et les polynomes de Lucas V,, (z). De plus ce cas particulier engendre le cas général
puisque

Ups1 (z,y) = 2"Upya (y/2*) et Vi, (z,y) = 2"V, (y/2?).

1.3 Polynomes de Fibonacci et de Lucas généralisés

Pour un entier » > 0 notons par U (x,y) les polynomes définis pour n > 0, par

" /el
T n—(r k, k
Un+1($>y): kX; < i >$ (Jrl)y7

Les polynomes Ug) (x,y) qu'on appellera les polynomes bivariés r-Fibonacci satisfont la ré-

currence suivante :

{ U (2,y) =0, UD (ey)=a*", 1<k<r)
U, () = aU (z,y) + yU, (2,y), (n>7).

Avec cette relation de récurrence on calcule les termes U,(LT_)QT b (zy), .. Uirl) (r,y) et par
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récurrence, on montre que la puissance n“*¢ de la matrice de type r + 1

0 1 0 ... 0
00 1
Cr (z,y) == 0 >
00 -~ 0
Y s
est égale a
W (@) U () e U ) D ()
yU o (@y) yUD () e yU 5 (1) U (2,y)
: : . : : (1.14)
yU (xy)  yU D (xy) o yU () U ()
yU" (x,y) yU,(f_)l(-T,y) yUTE,?T-Fl(x’y) Ué?l('r’y)

Pour plus de propriétés, on renvoie le lecteur a la thése de Doctorat d’Etat de Belbachir [3]

d’oul 'on a pris les relations suivantes :

Avec les formes de Binet correspondantes : si aj, as,..., a,,1 sont les racines distinctes du
polynéme caractéristique de la matrice C' (z,y), alors

r+1

U (2,9) =Y =

o1 (¢+1)a,—qr

Les polynomes bivariés r-Lucas de premiére espéce définis par

r+1

WD (x,y) =Y ag = tr (O™ (2,y)),

k=1

sont liés aux polyndémes r-Fibonacci par la relation linéaire
W (w,y) = UY) (2,9) + ryUy7, (2,y) -

Ils satisfont la récurrence

WS @y =r+1, W (oy) =k, (1<k<n),

W (a,y) = aW (z,9) + yW (2,y), (0 >7).

et admettent, pour n > 1, la forme explicite

[n/(r+1)] i S
W) = 3 (1ot ) (e

n—rk
k=0

ln/(r+1)]

n n—rk
_ E : n—(r+1)k, k
n—rk ( k )x v
k=0
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Et les polynémes bivariés r-Lucas de seconde espéce définis par
Vi (@) = U (,y) +yU, (x,),

satisfont la récurrence

{Vé’“)(x,y):z, VI (ey) = ok, (1<k<),
VL () = 2V (@) + 9V, (), (n>7).

et admettent, pour n > 1, la forme explicite

[n/(+1)] " —
V(T) _ 1 n—(r+1)k k.
D)= ) ( +—n_rk>( L >x y

k=0

Chacune des suites <Vn(r) (x, y))

riés de Lucas.

et <W7§T) (z, y)) généralise la suite de polynomes biva-

n>0 n>0

Pour le cas particulier r = 2, les figures suivantes montrent la liaison entre le triangle de Pascal
et les suites U (z, ), Vi) (z,y) et Wi" (z,y).

1~ U (zy)

z - U (2,y)

2’ — U (a,y)

z? y — U7 (2y)

4+ 2ry > U (a,y)

x® + 3z2y — UP (z,y)

8 - 43y - y? - U7(2) (x,y)

x7 + S5ty + 3> — UEEQ) (x,y)

8 + 625y + 621> —» UQ(Z) (z,y)
- by 4+ 022+ v~ Ui (y)
8z7y  + 15242  + 493 — Ul(f) (x,y)
928y  + 21252 + 10223 — U{? (z,y)

Figure 3 : Le triangle de Pascal et la suite 2- Fibonacci.



Le tableau suivant montre la liaison entre le triangle de Pascal et 1a suite 2-L.ucas de premiére espéce

-

I+ 1
0 + x
0+ x?
y S y
Xy + x* + 2xy
x?y + x> A 3x%y
y o+ y* o+ x® A 4xy y
x*y o+ 2xy? + x4 Sxty 4 3xy?
xSy + 3x%y? + X8+ 6x3y + 6x%y?
4x3y? + y? o+ x? + 7xby A 10x3y? + y
Sx*y? + 3xy? + x10 4 8x’y o+ 15x*y? + 4xy3

Figure 3 Le triangle de Pascal cl Ja suite de 2-Lucas

V(% y) = Z (n —;CZk) (1 1 ;l_—_k_zz) xn—3kyk - Z (n —,—{Zk) X3k y}}; (n - 3k— 2k> x"“3_3"yk

K I

R

A

v (x,y)
Vz(z) (x,¥)
Vv (x,7)
v (x,v)
v (x,3)
V2 (x,y)
v (x,y)
AIERY)
v (x,y)
AICRY)
VP (x,y)

seON'T Op 99 [00BUOqI Op so3Ins sop ensojeue-b o

¢e



Le tableau suivant montre Ia liaison entre le triangle de Pascal et la suite 2-Lucas de deuxiéme espéce

2+ L= w0,
0 + X —> WZ(Z)(X,}’)
0 + . x? — W3(2) (X,}’)
Zy + x3 + y — W4(2)(X,y)
4 N v

. 2xy + ,; X + 2 2xy ng(x,y)
x?y 4 x>+ 3x“y - W (x,y)

6 ’
2x%y A 2y? x¢ o+ axty ot vt = wP(x,y)
2xty o+ 4xy? + x? o+ S5x%y 4+ 3xy? — WS(Z)(x,y)
225y + 6x%y? 4 8 6x5y + 6x2y? = W(z)(x )
8x3y2 4 2y2 ¥+ x9 4 7x6y + ],0X3y2 + y3 s W(Z)(x y)
10x*y? + 6xy3 + x10 4 8x’y + 15x*y? 4+ 4xy? — (2)(x )

Figure 4 Le triangle de Pascal ct la suile de 2-Lucas

_ n—2k k n-3k. k _ n—2kY _ n-si_ 3*21( LY.
i) =) (V) (1 a0 (e (0 gt

k i

sBON'T 9p 10 [00BUOGL] op so4Ins sep enSoeur-b o7

€0
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Les fonctions génératrices des suites <U,(f) (z, y)) : (Vn(r) (z, y)) et (W,S” (z, y)) sont
n>0 n>0 n>0

données par :

(r) A (r) n_ 1
Ux,y (Z) . _;Un+l (x,y)z - l—xz—yz“rl’
2—xz
(r) . (r) n __
‘/m,y (Z) . _;Vn (m,y)z - ]_—ZEZ—yZT+17
") o ) n r+1—uxz
Wm,y (Z) T ;Wn (%,y) = 1— 12— yZT_Fl.

1.4 La suite "multibonacci" et les coefficients bz°nomziaux

Désignons par (¢>§f>)n2_s, la suite “multibonacci” définie pour s > 1, par la relation de récur-

rence
o) = ... =% =g =0,
(5) — 1

o0 =0 + o0+ 0l (n>1),
notons que ¢£}) = ot

Il est établi que pour n > 0, on a
i+ ko4 4k
(s=1)  — bz ’ 1.15
4 > (Manih) (19
k1+4+2ko+--+sks=n
[n/(s+1)]

¢£LS_1) _ Z n—=Fk(s—1) <n — k’S) on—1-k(s+1) (_1)I~c ' (1.16)

n—ks k
k=0

La vérification des identités (1.15) et (1.16) est bien détaillée dans [3] ot on trouve des pro-
priétés et des applications intéressantes. On a choisi pour ce paragraphe de présenter la liaison

entre les coefficients bi°nomiauz et la suite “multibonacci”.

Les coefficients bi°*nomiauz sont une extension naturelle des coefficients binomiaux, et ils sont

définis de la maniére suivante :

Soient s > 1 et n > 0 deux entiers; pour un entier £ = 0,1,...,sn, le coefficient bi*nomial

(Z)s est défini comme étant le k-iéme coefficient dans le développement

(1+x+x2+~--+x5)n:Z<Z) z*,

k>0

avec la convention que (Z)S =0 pour k <0 ou k > sn.
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Pour une introduction appropriée de ces nombres, on renvoie le lecteur & Smith et Hogatt [44],

Bollinger [17] et Andrews et Baxter [1]. De [3] on tire les identités suivantes :

* Une expression via les coefficients binomiaux

(0.2, 000 -(5)

* Une relation de récurrence longitudinale

(i).->

* Une relation de récurrence diagonale

(D=2

* Une expression avec un unique symbole de sommation : la formule De Moivre

(0L o)

J=0

Considérons maintenant la suite (wns)> définie par
n>0

w=-> ("7,

=0

ou m est donné par l'algorithme étendu de la division euclidienne (voir par exemple Lascoux
B37) :n=m(s+1)—7r 0<r <s.

Avant de montrer que la suite (@fo)) n’est que la suite “multibonacci”, on présente par
n>0

les deux tableaux suivants les coefficients bi*nomiaux et la suite “multibonacci” pour s = 3.

1



Le tableau suivant présente la suite multibonacci et les coefficients biSnomiaux pour S=3

w

1 — 1
1 — 1
1 + 1 — 2
1 + 2 + 1 — 4
1 + 3 + 3 + 1 — 8
1 + 4 + 6 + 4 — 15
1 + 5 + 10 + 10 + 3 — 29
1 + 6 + 15 + 20 + 12 + 2 — 56
1 + 7 + 21 + 35 + 31 + 12 + 1 — 108
1 + 8 + 28 + 56 + 65 + 40 + 10 — 208
1 + 9 + 36 + 84 + 120+ 101 - 44 - 6 — 401
+ 10 + 45 + 120+ 203+ 216+ 135+ 40 + 3 -— 773
11 + 55 + 165 + 322+ 413  + 336+ 155 + 31 + 1 — 1490
+ 06 + . 220 + 486  + 728  + 728  + 456 t 155+ 20 —> 2872
78 + 286 + 701+ 1206 + 1428 + 1128 4 546+ 135 4 10 — 5536

Figure 6 les cocfficients bi*nomiaux et la suite multibonacci

seonT op 3o 100BUO(I] op $93IMs Sop enSoeue-b o7

9¢
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Pour s quelconque, il est établi [3] que les deux suites (¢§f)) et ("w(s)) coincident pour
n>0 n=>0

n

0 <n <s, et pour tout n > s on a

() () (s) — n—j—I
wn—l + ¢n—2 +-+ ¢n—s—1 = l y

=1 \1>0 5

B Z (Z (n ) - z)
j=0 \1>0 e

- (SH <n —1-— l)
>0 \ j=1 l=J s

B <n - l)

- l 7
1>0 s

At %(j)

Donc les deux suites <gz51(f)> et (@/}ff)) sont égales.
n>0 n>0

Ainsi, I'expression des nombres de Fibonacci par la somme des éléments des diagonales du

triangle de Pascal, voir (1.2), est généralisée par la relation

& = Sir (” l_ l) , (1.17)

=0



Chapitre 2

Le ¢g-analogue des polyndomes de

Fibonacci et de Lucas

La forte liaison entre la suite de Fibonacci et le triangle de Pascal reste trés apparente dans
le cas du g-analogue comme on le voix dans les travaux de plusieurs auteurs ot on trouve des
formes explicites qui utilisent soit les coefficients binomiaux comme dans Goyt et Mathisen
[32], soit les nombres de Gauss qui sont aussi appelés les coefficients g-binomiaux (voir par
exemple [26], [42], [40], [19] et [20]). Dans ce chapitre on donne une petite introduction sur les
nombres de Gauss suivie par deux définitions du ¢g-analogue des polyndémes de Fibonacci et des
polyndmes de Lucas suggérées par Carlitz et Cigler. Ces deux définitions sont unifiées par une

nouvelle définition donnée aussi par Cigler.

2.1 Le coefficient ¢-binomial

Soit ¢ une indéterminée (¢ non racine de 1)

Notons
nlg=14q+ --+¢",

[n]q! = [1g[2lg - -~ [n]g:

Il est facile de voir que

28
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o k(n—k) {“]
=4 ;
|:k:| q k 1/q

[n]y = [k], + qk[n —kl, = qn_k[k]q + [n — kg (2.1)

Les nombres de Gauss [Z]q généralisent les coefficients binomiaux et on montre en utilisant

légalité (2.1) que

'n+ 1] n ] m
= n 2.2

A e &

En effet

n+1 [n+1],!
[ L k], [+ 1 — k],
[n],! ([0 +1 = Ky + ¢" " F[k],)
K] N+ 1— &],|
e +1—ky o [l MK
I N NI ey

q
_|n n—k+1| T
=[] pret)

{n+1q [mgﬁi?ﬁku

[n],! (¢"[n + 1 — kg + [K],)

et

k] +1— k]!
3 kmwm+1—m N [n],'[K]q
B mqn+1—m k] n+1— k]!

Avec les relations de récurrence (2.2) et (2.3) on obtient le triangle suivant



Le tableau suivant présente les polynomes de Gauss

1

12l 1
13, 314
1[4l q* + [5],

1[5, q*1214 + (71,
1 [6lg q*+q*[4], + 9],

1 {71, (714 + q*[4],
+q*[9],

1
(41, !
q*[214 + 1714 5],
@ +q>+q°+ q*[7], +[10], q* +q*[4], + 1914

q*+q®+q° +q*51, + %17,  q*+q°+q° + %51 + ¢*l7],
+[13], + [13],

Figure 8 Le g-analogue du triangle de Pascal

[61,

[71¢ + a*[4]q
+q*[9],

SeONT 8P 10 100RUOQL] op §93Ins sep endofeue-b o]

08
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Considérons maintenant, les operateurs X et (@ tels que
Xf(x)=af(x) et Qf(x)=f(qr).
Puisque QX = ¢X@Q alors les symboles X et () seront utilisés pour désigner un couple d’in-
déterminées (z,y) vérifiant yx = qxy.

Comme g-analogue du bindome de Newton, les relations (2.2) et (2.3) se traduisent par le

développement suivant
n

n
X "= X"RQF. 2.4
Q=X )] xa (2.4
k=0 q
Si on pose Z = X1Q alors ZX = ¢X Z et le développement (2.4) devient
et ne2 N e[
(L+a"2) (14" 22) - (14 2) =) d%) | | 2" (2.5)
k=0 q
Le coefficient q@ [Z] . considéré comme un g-analogue du nombre (Z) sera noté par [Z] fll), par
suite les deux relations de récurrence (2.2) et (2.3) seront notées respectivement :
1) 1) 1)
B el
= +q" : (2.6a)
{ ko], k], k—1],
1) 1) 1)
n+1 el 1| ™
— ) 2.6b
[ " L q[kL LA P (2.6b)

q

Avec les deux développements (2.4) et (2.5) on peut dire que chacun des deux triangles suivants
est un g-analogue du triangle de Pascal. On explicitera dans le sixiéme chapitre que I'un de ces
triangles est lié a 'approche de Carlitz pour le g-analogue de la suite de Fibonacci et de la suite

de Lucas, et que I'autre est lié a ’approche de Cigler.

[
[
[

2
2

3
2

4
2

|
|
|

(1)
a

1)
q

1)
a

La partie suivante est consacrée aux ¢-analogues de la suite de Fibonacci et de la suite de

Lucas, les définitions et les propriétés présentées dans cette partie sont inspirées de 'article de
Cigler [26].
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2.2 L’approche de Carlitz pour les g-analogues de la suite

de Fibonacci et de la suite de Lucas

Carlitz [20] propose comme g-analogue des polynémes bivariés de Fibonacci les polyndmes

définis, pour n > 0, par
[n/2] JTn—k
Fo(x,y,1) = Z " [ ] "% avec Fy(z,y,1) =0. (2.7)
k=0 q

Les premier termes de cette suite sont :

Fo(2,y,1) =0, Fy (2,9,1) = 1, Fy (2,9,1) = z, F3(2,y,1) = 2% + ¢*y, F4(v,y,1) = 23 +
¢ 2], 2y, Fs (z,y,1) = 2* + ¢* [3], 2%y + ¢*v*, Fe (v, 9, 1) = 2° + ¢* 4], 2%y + ¢* [4], 20, ..

Les relations (2.2) et (2.3) entrainent que la suite (F,, (z,y,1)),, satisfait les deux relations

de récurrence

Fn+1 ((L’, Y, 1) = xF'fL ((L’, qy, 1) + qun+1 (l’, q2y7 ]-) ) (28)

Fn+1 (33', Y, 1) = an (l‘, Y, 1) + qn_lyFn—l (l‘, Y, 1) ’ (29)

avec Fo (z,y,1) =0 et Fy (z,y,1) = 1.

La vérification des relations de récurrence (2.8) et (2.9) pour les indices négatifs nous conduit,

pour y # 0, & Iexpression

"erl) Fn (x> y/qnv 1)

x — (—1)" Ll
F_,(z,y,1)=(-1)" "¢ 7

; (n>0). (2.10)

Avec le changement de variables (x,y, 1) par (1, z, 1), on retrouve le g-analogue des polyndémes

de Fibonacci F,, (z,1) qui satisfait les deux relations de récurrence

Foi1(2,1) = F,(g2,1) +¢2F, 1 (¢°2,1) (2.11)

Fo1(2,1) = Fo(z,1)+¢" 2F,_1(2,1), (2.12)
avec Fo(z) =0et Fy(2) = 1.
Et l'identité (1.6) devient

wo oy [ ZUn1(2) Un(2)
C"(z) = ( L) Ui (2) ) , (2.13)
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01
ouC (z) = < . ) et les U, (z) sont les polynoémes de Fibonacci.
2

L’interprétation matricielle des récurrences (2.11) et (2.12) donne 1'égalité
Fo1(¢z,1) Fn(z1
Cq"'2)C(¢"%2) - C(2) = Fr-i1(g2,1) (1) : (2.14)
2F, (¢z,1)  Foi1(z,1)
qui est un g-analogue de (2.13).

Dans le cas des polynémes bivariés on a

(2.15)

C (x,q”_ly) C (l,’qn—Qy) L. C(ZL‘,y) _ ( yFn—l (x,qy, 1) Fn (ﬂ?,y, 1) ) .

yFn (l’, qy, 1) Fn+1 (I’, Y, 1)
et avec la relation F,, (z,y,1) = 2" 'F, (y/z%,1) on retrouve 'identité (2.14).

Les propriétés (2.14) et (2.15) montrent que le g-analogue des polynomes bivariés de Fibonacci
proposé par Carlitz est une extension naturelle des polynomes bivariés de Fibonacci, et a partir
de ces propriétés Cigler a associé a la définition de Carlitz un g-analogue des polynoémes bivariés

de Lucas défini par

LllCn (IL', Y, 1) = tr (C (IL', qn—1y> C (ZE, qn—Qy) - C ($, y))
= yFn—l (l’, qy, 1) + Fn—H (CL’, Y, ]-) : (2]‘6)

Le calcul du déterminant des deux membres de (2.15) donne un g-analogue de la formule de

Cassini
Fn—l (ZE, qy, 1) FTL+1 ('Ta Y, 1) - Fn (.I', qy, ]-) Fn (l’, Y, 1) = (_1)” q<2)yn_1'

L’identité (2.16) entraine, pour n > 1, que

Luc, (z,y,1) = Z qktk [n[i](;{]q {n ; k] qxn%yk7
Luc_, (l’, v, 1) _ (_1)n q(ng-l) Luc, (iéy/Q7 1)7 (y 7& 0)

avec Lucy (z,y,1) = 2.

Remarque 2 Le g-analogue des polynémes bivariés de Lucas ne satisfait, ni une relation de
récurrence de type (2.8), ni de type (2.9), cependant avec l'algorithme q-Zeilberger la relation

de récurrence suivante est déduite, c’est la plus courte possible

Lucn+4 ('Ta Y, 1) = (1 + Q) xLucn+3 (QJ, Y, 1) + (qn+2 (1 + Q) Y- qu) Lucn+2 (SL’, Y, 1) -
¢"? (1 + q) wyLuc, 1 (2,y,1) — ¢"*y’Luc, (z,y,1),
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qui devient en utilisant (2.16)

FTL+4 (l’, Y, ]-) = (1 + Q) IFTL+3 ((L’, Y, 1) + (qn+2 (1 + Q> Yy — qx2) Fn+2 (‘737 Y, 1) -
"1+ @) 2yFrys (x,y,1) — " Py°F, (2,9,1) .

2.3 L’approche de Cigler pour le g-analogue de la suite

de Fibonacci et de la suite de Lucas

Le g-analogue des polynomes bivariés de Fibonacci et des polynomes bivariés de Lucas suggérés

par Cigler sont définis, pour n > 0 et n > 1 respectivement, par

[n/2]
—k
F,1(z,y,0) = q(k;rl) {n i ] T avec Fo(z,y) =0, (2.17)
k=0 q
[n/2]
n —k
Luc, (z,y,0) = q(g)%{n i } " yk avec Lucy (x,y) =2. (2.18)
k=0 q q

La suite (F,, (z,v,0)),,-, satisfait les deux relations de récurrence

Fn+1 (LC, Y, O) = xFTL (LC, Y, O) + qnilyanl (:C7 y/Q7 O) ) (219)
Foi1(z,y,0) = 2F, (z,qy,0)+ qyF 41 (2, qy,0), (2.20)

avec Fo (x,y,0) =0 et Fy (z,y,0) = 1.

Ces relations de récurrence, pour y # 0, prolongent la suite (F,, (x,y,0)),, aux indices négatifs

par
n—1 Fn (I’, Y, O)

F—n (‘T7ya0) = (_1) y"

, n>1.

Ce qui est remarquable dans la proposition de Cigler, autre que les formes explicites, est le
fait que chacun des polynémes bivariés F,, (z,y,0) et Luc, (z,y,0) satisfait la méme relation

aux g-différence, pour Df (z) = —f(?j)__l)fx(x)7

F,(2,9,0) = aF, 1 (2,9,0)+ (¢ —1)yDF,_1(z,9,0) +yF, 2 (z,9,0),
Luc, (z,y,0) = zLuc,_;(z,y,0)+ (¢ — 1)yDLuc, 1 (z,y,0) + yLuc,_» (z,y,0),

ce qui montre qu'ils sont liés respectivement aux polynémes bivariés de Fibonacci U, (z,y) et

aux polyndmes bivariés de Lucas V;, (z,y) par les relations

F, (z,y,0) = U,(x+(¢g—1)yD,y) -1, (2.21)
Luc, (z,y,0) = V,(z+(¢—1)yD,y) -1, (2.22)
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comme on le voit, pour 2 < n < 6,

Uz(+(¢—1)yD,y) 1 = z=Fs(z,9,0),
Us(z+(¢—1)yD,y)-1 = 2+ qy=TFs3(z,9,0),

Uz + (=1 yD,y)-1 = 2°+q[2], 2y = Fa(z,y,0),
Us(z+(¢—1)yD,y)-1 = 2" +q[3],2% + ¢*y* = F5 (z,9,0),
Us(x+ (g —1)yD,y)-1 = 2°+q[d], 2% + ¢*[4],24° = Fe (x,9,0).

Avec 'operateur matriciel

0
Y

C(A,y)z( ;) on A=z+(¢—1)yD,

chacune des relations (2.21) et (2.22) se traduit respectivement par

an ) 70 Fn ) 70
Ch(Ay) 1 = (y 1 (2,,0) (,9,0) )
yFn (ZL’, Y, 0) Fn+1 (l’, Y, O)

Luc, (z,y,0) = tr(C"(4,y)-1).

Les valeurs propres formelles a (q) et (5 (q) de Poperateur matriciel C' (A, y) nous permettent

d’écrire une généralisation de la formule de Binet

_oae)" - B(@)"
B lo00) = = he "

Luc, (33, Y, 0) = (a (Q)n + 6 <Q)n) -1, (223)

par suite, pour y # 0,

n n » Luc, (z,y,0

Luc, (5.0.0) = (a (0" + 5 () ") -1 = (-1 P00

Remarque 3 Le q-analogue des polynémes bivariés de Lucas ne satisfait ni une relation de
récurrence de type (2.19) ni de type (2.20), mais elle satisfait la relation de récurrence, toujours

via [’algorithme de q-Zeilberger,

[2]
Lucn+4 (37, Y, 0) = fL’LllCn+3 (IL', Y, O) + qn+3ﬁLucn+2 ('ZE, Y, 0) +
q

n+1 [’I’L + 3]11

n+3], ,
T Luc, (z,9,0).
nil, y"Luc, (z,y,0)

[n+1],

q zyLuc, 1 (2,y,0) + ¢"*!

Pour Le g-analogue des polynémes bivariés de Fibonacci en composant (2.19) et (2.20) on

obtient

Foi4(2,9,0) = 2F, 13 (2,9,0) + ¢" *2yF, 41 (2,9,0) + ¢"*y°F, (2,9,0).
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Commentaire

Les approches de Carlitz et de Cigler proposées ci-dessus permettent de récuperer les propriétés
initialement satisfaites pour ¢ = 1, comme ’expression des polynoémes de Lucas par la trace
d’une matrice ou d’un operateur matriciel appliqué a 1. Cependant la relation de récurrence la
plus réduite pour Luc, est une récurrence d’ordre 4, ce qui est "frustrant" pour une relation
de récurrence initiale (¢ = 1) d’ordre 2. C’est cette lacune qui nous a motivée & proposer une

alternative pour la définition du ¢g-analogue des polynémes de Lucas.

2.4 Une approche unificatrice de Cigler

La définition de Carlitz et la définition de Cigler pour le g-analogue des polynémes de Fibonacci
et des polynomes de Lucas sont des approches distinctes et chacune d’elle posséde des propriétés
intéressantes, par ailleurs Cigler suggére une définition commune et des transformations qui

relient ces deux approches.

Il propose les définitions suivantes :

[n/2]
Fn+1 (l’,y, m) L= Z q(kgl)er(];) |:n k:| xn—2kyk7 (n > O) ) (224)
k=0 q
[n/2] [n]

m)(* n—=~k n—
Luc, (z,y,m) : = Z ¢t xﬁﬁ[ ] "y (> 1), (2.25)
k=0 q q

le g-analogue des polyndmes bivariés de Fibonacci et le g-analogue des polyndémes bivariés de

Lucas proposés par Carlitz [20] correspondent &

[n/2] Tn— &
Fn+1 (QT,y, 1) = Z qk |: :| :L,n—Qkyk7
q

k
k=0
[n/2] [n] n—k
Luc, (z,y,1) = quQkﬁ{ I ] AT
k=0 g g

et le g-analogue des polyndémes bivariés de Fibonacci et le g-analogue des polynomes bivariés

de Lucas proposés par Cigler [21] correspondent a

[n/2] ooy [ — & -
Fn+1 (ZL’, Y, O) = q( 2 ) |: i :| " Y,
k=0 q
[n/2]
n s
LUCn (xa Y, O) = q(g) [—]2 |:7’L ) 1 ankyk’
k=0 [ — ]q q
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et les relations de récurrences (2.8) et (2.19) (respectivement (2.9) et (2.20)) deviennent des cas

particulier des récurrences

Fn+1 (l’, Y, m) - an (l’, Y, m) + qn_lyFn—l (:L‘7 qm—ly’ m) ) (226)
Foo(z,y,m) = aF,(z,qy,m) + qyFnq (z,¢" 'y, m). (2.27)

Considérons maintenant ’operateurs U,, défini par
U, - yk _ qm(’;)yk

L’operateur U; nous permet de passer du g-analogue proposé par Cigler [21] & celui proposé

par Carlitz [20], par exemple les identités

q

Fan (2,5,0) = > %) m Y& F, i (z,q4"y,0),
j=0

et
q(g>+nkyan (:E7 %7 0) S Z (_1)J Q(%) |:n:| ij2n+k—j (:L‘a Y, O) )
q =0 Jlq
établies par Cigler respectivement dans [21] et [25] induisent respectivement des identités pour

le g-analogue proposé par Carlitz [20] comme suit :

1 2 lmn S i

Fon (2,y,1) = Zq” H Y a"IF, (29" 7y, 1),
j=0 J1q

n

:| ij2n+k—j (ZE, Y, 1) :
q

AR ) = 31 )’

§=0
Avec D'operateur U,, certaines propriétés vérifiées par le g-analogue proposé par Cigler [21]
sont généralisées pour la définition unificatrice du g-analogue. Par exemple, le prolongement

aux indices négatifs, pour y # 0, du g-analogue proposé par Cigler [21] s’exprime comme suit

n—1 Fn (fl?, Y, 0)

F—TL (Iv Y, 0) = (_1) y"

)

devient

(’21) Fn (IE, q—mny’ m)

F—n (.I', Y, m) = (_1)71_1 qim (q_mny)n J

(2.28)
et la relation aux ¢-différences (voir [26])
Fn (l’, Y, 0) = an—l (.ZU, Y, 0) + (q - 1) yDFn—l (‘Ta Y, 0) + yFn—Q ($7 Y, 0) )

devient

Fn (377 Y, m) = anfl (fE, Y, m) + (q - 1) yDanl ((Ea qmya m) + yFn72 (l’, qmy’ m) .
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Ce chapitre n’est qu'un préliminaire sur les approches de Carlitz et de Cigler pour le g-analogue
des polyndémes de Fibonacci et de Lucas, on trouve des applications et d’autres propriétés telle

que 'interprétation combinatoire dans [20], [23], [21] et [26].

Les remarques 2 et 3 sont parmi les motivations principales qui nous ont poussé a refléchir a

la possibilité d’explorer d’autres g-analogues pour les polynémes de Lucas.



Chapitre 3

Une approche alternative du

g-analogue des polynémes de Lucas

3.1 Introduction

Les nombres de Fibonacci F;, et les nombres de Lucas L, vérifient la méme relation de ré-
CUrrence n s = Gpi1 + an. De méme, les polynomes de Fibonacci (U, (2)) et les polynomes
de Lucas (V, (z)) vérifient la relation de récurrence a9 (2) = ans1(2) + za, (2). Cependant
pour le g-analogue des polynomes de Fibonacci et des polyndémes de Lucas suggérés par Cigler
[21], ou par Carlitz [20], ou encore la proposition unificatrice de Cigler [26], on remarque que

la suite de polynomes (F,, (z,m)) satisfait deux relations de récurrence de longueur 2, dont

aucune n’est satisfaite par la suite de polynoémes (Luc, (z,m)), (voir Remarques 3), ce qui
nous a amené a définir un ¢g-analogue des polynomes de Lucas de premiére et de deuxiéme
espéce notés respectivement ((L, (z,m)), et (L, (z,m)),) afin d’obtenir un g-analogue des
polynomes de Fibonacci et des polynémes de Lucas de fagon que chacun des couples de com-
pagnons ((F, (z,m)), , (L, (2,m)),) et ((F, (z,m)),, , (L, (z,m)),) satisfasse la méme relation

de récurrence. Ce travail a fait 'objet de la publication [7].

39
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3.2 Une approche alternative aux approches de Carlitz

et Cigler

Notre proposition porte sur la définition du g-analogue des polynémes de Lucas, et elle se base

sur la forme explicite des polynémes de Lucas suivante

Vn(z):mf (”ﬁk) (”;k)zk

k=0

Définition 4 On définit le q-analogue des polynomes de Lucas de premiére espéce et le q-
analogue des polynomes de Lucas de seconde espéce respectivement par les formes explicites

suivantes

L) = 3 a@m ) (1 ) o

n—=k
k=0

L,(z,m) = tz/? g("+)+m(5) {" ; k] q <1 n qn%%) 2+, (3.2)

pourn > 1 et Lo (z,m) =Ly (z,m) =2

Avec ces formes explicites on montre dans le prochain paragraphe que

n (

L ) = 2F,.1(z/¢,m)—F, (z,m), (3.3)
Lo (

zZ,m
z,m) = 2F,11(z,m)—F,(z,m), (3.4)

et en utilisant le fait que la suite de polynémes (F,.1 (z/q,m)), vérifie la récurrence (2.26),
et le fait que la suite de polynomes (F,41 (z,m)), vérifie la la récurrence (2.27), on déduit le

résultat suivant.

Théoréme 5 Les suites de polynomes (L, (z,m)), et (L, (z,m)), satisfont respectivement les

récurrences

Ln+1 <Z7 )

m) =L, (z,m) + ¢" ' 2L,_1 (¢" 'z, m), (3.5)
Lot1 (z,m) =L, (gz,m) + qzL,—1 (¢""'2,m) . (3.6)

Dans ce qui suit, on généralisera les identités que 'on a présentées dans le premier chapitre

relatives aux polyndémes de Lucas.
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3.3 Dualité entre les polyndémes de Fibonacci et les po-

lynémes de Lucas

La premiére partie de cette section est consacrée aux expressions du g-analogue des polyndémes
de Lucas en fonction du g-analogue des polyndémes de Fibonacci, représentées par les trois

résultats suivants :

Le premier résultat présente un g-analogue de la relation (donnée par la trace de la matrice
(¢ (2))");
Va (Z) = Un+1 (Z) + 22U, -1 (Z) .

Théoréme 6 Le q-analogue des polynomes de Lucas de premiére espéce et le q-analogue des
polynomes de Lucas de seconde espéce satisfont respectivement les relations :
Ln (Z7 m) = Fn+1 (Z/Q> m) + ZFn—l (qmz’ m) ) (TL Z 1) ) (37)
L,(z,m) = Fuyi(z,m)+¢" 2F,q(¢" '2,m), (n>1). (3.8)

Preuve. Par définition

L, (z.m) = mzmq@*m(@ [“‘ﬂ zuqug)m(@ [n—k] Ma k.

k=0 k k=0 k [n — Klq
n/2 n/2
IR SYCEC] (ol U S C L IEC oy
k=0 q k=0 q q
ainsi
L (m) — Lf (+57) em(5) [n - k] (E)k . Lf [n— k- 1] p
n - k=0 ! k q —1 q ,

Loeom) = 30 gm [P =H] e SY e [1 R 1] s
n(Z,TTL) - Zq k Z+Zq E—1 qq 5,

d’oll

/2] (5 +m(51) [P~ 2—Fk|
L,(z,m) = Fn+1<_> >—|—z2q { f 12,
q

k=0
[n/2] k+2 +m k+l n—2—%k n—2—-2k _k
Ln(zjm) = Fn+1 +qu k q z,
k=0 !

et finalement

Luem) = Fua(eom)+q s 3 o 0@ "8 L(qmlz)’“,
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ce qui donne le résultat par les formes explicites (2.24) et (2.25). O

Le second résultat donne un ¢-analogue de la relation homogéne

Vi (2) = 2Up41 (2) = Uy (2) .

Théoréme 7 Le q-analogue des polynomes de Lucas de premiere espéce et le q-analogue des

polynomes de Lucas de seconde espéce satisfont respectivement les relations : pour n > 0,

L,(z,m) = 2F,.1(z/q,m)—F,(z,m), (3.9)
L,(z,m) = 2F,11(z,m)—F,(z,m). (3.10)

Preuve. Il suffit de remplacer zF,,_; (¢"z,m) par F, .1 (2/q,m) — F,, (z,m), et de remplacer

m—1

¢ '2F,_1(¢" '2z,m) par F,, 11 (z,m) — F,, (2,m) dans le Théoréme 6. O

Remarque 8 On en déduit les identités suivantes :

L,(z,m) = F,(z,m)+2zF,_1(¢"z,m), (n>1), (3.11)
L,(z,m) = F,(z,m)+2¢" '2F,_, (qulz, m) , (n>1). (3.12)

La seconde partie de cette section est consacrée aux expressions du g-analogue des polyndémes
de Fibonacci en fonction du g-analogue des polynéomes de Lucas. Ces expressions sont repré-

sentées par des résultats duaux des résultats de la partie précédente.

La relation
(14+42) U, (2) = Vig1 (2) + 2Vio1 (2) (n>1), (3.13)

satisfaite par les polynomes de Fibonacci U, (2) et les polynomes de Lucas V;, (z) est généralisée

par le résultat suivant :

Théoréme 9 Chacune des identités suivantes, pour (n > 1), représente un q-analogue de l’éga-
lité (3.13).

F,(z,m)+ (2+2/q) 2F, (¢"'2) = Ly (2/q,m) + 2Ly 1 (¢"2,m),
F,(z,m)+ (2+2/q)¢"zF, (qm_lz,m) = Ly (z,m) +¢" 12l,_y (qm_lz,m) )

Preuve. 1) Dans I’ensemble des suites de polynémes vérifiant une récurrence de type (2.26),

les suites de polynomes (F,, (z,m)), , (zF, (¢™ '2)),,, (Lnt+1(2/q,m)), et (zL,_1(¢"™z,m)),
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sont les g-analogues des suites de polynomes (U, (2)),,, (2U, (2)),,, (Vat1 (2)),, et (Vo1 (2)),,

respectivement.

Soient les constantes a, b, ¢ telles que

Fn (Z, m) + aZFn (qm_lz) = bLn-i—l (Z/q, m) + CZLn—l (qmz, m) :

Sachant que la relation de récurrence est de longueur deux, il suffit de vérifier cette derniére

égalité pour n =1 et n = 2.
Pour n =1 on trouve 1+ az = b (1 + 22/q) + 2cz.
Pour n =2 on trouve 1 + az =b(1 + 2z 4+ 2z/q) + cz.
doncb=c=1leta=2+2/q.

2) En tenant compte du fait que dans 'ensemble des suites de polynomes vérifiant une ré-
currence de type (2.27) les suites de polynéomes F, (z,m), ¢"2F, (¢™ 'z,m), L1 (z,m) et
q" 'zL,—1 (¢™ 'z, m) sont dans cet ordre les g-analogues des suites de polynomes (U, (2)),,
(2Un (2)),,» (Vag1(2)),, et (V41 (2)),,, alors avec la méme méthode on établit la seconde iden-

tité du théoréme. O

Comme g-analogue de la relation (1 + 42) U, (2) = 2V,,41 (2) — 2V}, (2) considérons le resultat

suivant :

Théoréme 10 Le g-analogue des polynomes de Fibonacci et le g-analogue des polyndémes de

Lucas satisfont les relations :

F,(z,m)+4z/qF, (¢"'2,m) = 2L.41(z/q,m)— L, (z,m),
F, (z,

n(z,m) +4¢"2F, (¢" '2,m) = 2L.i1(z,m) — L, (z,m).

Preuve. La premiére identité se démontre par une méthode similaire & celle utilisée dans la
preuve du Théoreme 9. On peut I'établir en utilisant respectivement les relations (3.11) et (3.7)

comme suit

2L (E,m) — Ly, (z,m)
q

= 2 (Fn+1 <37m> + QEFTL (qm_lzam)) - (Fn+1 (Eam) + ZFn—l (qmzam>> )
q q q

= F,(z,m)+ ngn (qm_lz, m) .
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Pour la seconde identité on exploite les relations (3.12) et (3.8)
2L,41 (z,m) — L, (2,m)
= 2 (Fn+1 (z,m) + 2¢"2F, (qm_lz, m)) — (Fn+1 (z,m) 4+ q" 12F, 1 (qm_lz, m)) ,

= F,(z,m)+4q"2F, (E, m) :
q

On conclut cette section par le résultat suivant qui donne deux g-analogues de la relation

(14+42) U, (2) =V, (2) + 22V, (2) (3.14)

Théoréme 11 Avec les suites de polynomes (F,, (z,m)), , (L, (z,m)), et (L, (z,m)),, la re-

lation (3.14) admet deux q-analogues :

F,(z,m)+4zF, (¢"'z,m) = L, (z,m)+22L,_; (¢"z,m),

F, (z,m) + gq”an (qm_lz, m) = L, (z,m)+2¢" 2L, (qm_lz, m) .

Preuve. D’apreés les identités (3.11) et (3.9), on a

L, (z,m) + 2zL,,_1 (¢"z,m)
= (F.(z,m)+2zF,_1(¢"z,m)) + 2z (2Fn (qulz, m) —F, 1(¢"z, m)) ,
= F,(z,m)+4zF, (qm_lz, m) ,

et en utilisant les identités (3.12) et (3.10) on a

L, (z,m) +2¢" 'z, 1 (qm’lz, m)
= (Fn (z,m) +2¢"*2F,_, (qm_lz, m)) +2¢" 12 (2Fn (qm_lz,m) - F, (qm_lz,m)) ,

= F,(z,m)+ gqnan (qm_lz, m) :

3.4 Identités sommatoires des polyndémes g-Lucas.

Dans cette section on évalue quelque sommes liées aux termes de chacune des suites de po-
lynomes (L, (z,m)),, et (L, (z,m)),. On généralise ainsi les identités que I'on a citées dans le

premier chapitre sur des sommes de polynémes de Lucas.
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Théoréme 12 La somme des n premiers termes s’exprime comme :

Z q'2L; (¢" '2,m) = Lpis(z,m) — (1+22), (3.15)
i=1
Zq”_izLi (¢ "z,m) = Ly (g, m) —(14+2¢"2). (3.16)
i=1

Preuve. On procéde par récurrence sur n.
1) Pour n = 1, la relation de récurrence (3.5) donne L3 (z,m) — (1 + 22) = qzL; (¢™ 2, m) .
Si Pégalité (3.15) est vraie jusqu’a l'ordre k alors

k+1

Z ¢'zL; (qm_lz, m) = ¢l (qm_lz, m) + Ljyo (z,m) — (14 22)
i=1
= Lgis(z,m)— (1+22).

2) Pour n = 1, la relation de récurrence (3.6) donne L3 (z/q,m) — (1 4+ 2qz) = zLLy (¢™z,m) .
Si Iégalité (3.16) est vraie jusqu’a l'ordre k alors

k+1
Z L (¢ T 2m) = 2l (@72, m) + Lo (2,m) — (1+ 25 2)
i—1

= Lyys(z/q,m) — (1+2¢""2).

0
Théoréme 13 La somme des n premiers termes d’ordres pairs :
n—1 ] —
Zq(m—l)(2)+(2n—l)zzzL2(nii) (qz(m—l)z’m> — Lot (2,m) — qm(2)+( : )Zn7 (3.17)
i=0

n—1
q(mﬂ)(;)ZiLQ(n%) (q(m+1)i27m) = Lonn (gam) - q(m+1)(g)zn' (3.18)

@
Il
=)

Preuve. On procéde par récurrence sur n

1) Pour n = 1, la récurrence (3.5) donne Ly (2, m) = L3 (2,m) — ¢z
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Si I'égalité (3.17) est vraie jusqu’a lordre k alors

Z q(m—l)(;)+(2k+2—1)121L2(k+1_i) (qz(m71)27 m)

K
= Lo (zm) + 3 g DGR (¢ Y2, m)

k-1

m—1)(11 —i)(i i i+1)(m—
— Loy (2,m) + Zq( (") +@E+1-)(i+1) L8 P (q( +1)( ”z,m)

=0

= Loy (zym) + ¢y DG (gn ) gy (¢ (¢ 2)  m)
=0

— m(F) (1 me1 \Kk
= Logq) (2,m) + gty <L2k+1 (q lz,m) —q (5)+("3") (q lz) >

= Loz (2,m) — qm(kgl)ﬂkﬁ)zk“.
2) Pour n = 1, la récurrence (3.6) donne L3 (2/q,m) — z =Ly (2,m).
Si Pégalité (3.18) est vraie jusqu’a l'ordre k alors

k

Z q(mﬂ)(;)ZiLz(kH—i) (q(m—&-l)iz’ m)
i=0

Ea

= Lopyo (27 m) + Z q(m+1)(;)ziﬂ42(k+l—i) (q(mﬂ)iza m)

— m L I m 7
— Lopes (2,m) + Zq( +1(3Y), L P (q( +1)( +1)z,m)
i—0
k-1

= Lo (zom) +2 3 ¢ (¢H2) Logy (¢ (¢72) ,m)

=0
k+1
= Lawsa (2,m) + zLogas (¢™2,m) — ¢ D03 k41

z
_ L2k+3 (E?m) . q(m—&-l)(k;l)zk;—i-l'

Théoréme 14 La somme des n premiers termes d’ordres impairs :

n—1

S O T (O Nnm) = L (o) — 2D

Preuve. On procéde par récurrence sur n

n—1
q(m+1)(;)ziL2(nJ)fl <q(m+1)iz’m) = Lan <§7m> - Qq(mﬂ)(g)zn.

46
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1) Pour n = 1, la récurrence (3.5) donne Ly (z,m) = L3 (2, m) — g2
Si Iégalité (3.19) est vraie jusqu’a l'ordre k alors
k
Z q2zk+ m— 3 Z L2(k it (qz(m—l)z’ m)
=0

= Loy (2, m) + q2ik+(m_3)(;)ziL2(k—i)+1 (qi(mfl)f% m)

-

=1

k-1
= L (s + 2 3 IO L B (0, )
i=0
k-l _ _
= Loy (2,m) + ¢z Z q21(k—1)+(m—3)(2’) (qm_lz)Z Logk—i)—1 (qi(mfl) (qulz) ,m)
i=0

= Lo (z,m) + ¢z (L% (g™ z,m) = 2¢"6) (qm‘1Z)k)

= L2(k+1) (Za m) - 2q(m_1)(k;1)zk+l-

2) Pour n = 1, la récurrence (3.6) donne Ls (z/q,m) —z =Ly (2,m).

Si Iégalité (3.20) est vraie jusqu’a l'ordre £ alors

k .
Z q(mH)(;)ZiLz(Hki)A (C](mﬂ)i% m)

=0

k .
= Logn (Z, m) + Z q(erl)(é)ZZL?(k—&-l—i)—l (q(mH)ZZa m)

i=1
< i+1
= L2k+1 (z,m) —+ q(m—l—l)( 2 )Zz—i_lLQ(k,i),l (q(m+l)(z+1)z m)
=0
k—1
= o1 (2,m) + 23 g™ DG (g7 2) Loy (g (g2) )
=0

= Ly1(2,m) +2 (LQk (¢™, m) — 240 () (qurlz)k)
= Loxi3(2/q,m) — 2q(m+1)(k+1)zk+1_

0

Théoréme 15 Les sommes alternées des termes de méme parité de la suite Ly, (z,m) sont

données respectivement par

FQn Z/Qa Z q m+1) n Z )nii L2i—1 ((](m+1)(n Z)Z m) ) (321)

:an+1 (Z/q, m) . q(m-‘rl)(g) (_Z)Tl — Z q(m+1)(n2—7) (_Z)n—i L2i (q(m+1)(n7i)z’ m) ] (322)
i=1
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Les sommes alternées des termes de méme parité de la suite L, (z,m) sont données respecti-

vement par
n—1 ) A '
F,, (Z, m) _ Z q2i(n7i)+(m+1)(;) (—Z)Z IL'Q(n—i)—l (q(m—l)zZ’ m) ’ (323)
i=0
2 n-l N - ; .
Foni1 (2,m) — (30 m=9G) (2) = 37 ¢@n=di D) (o) Ly, (¢ Viz,m) . (3.24)
i=0

Preuve. On procéde par récurrence sur n
1) Pour n = 1, la relation (3.7) donne : Ly (2,m) = Fy (2/q,m) 4+ 2Fq (¢"z,m) = Fy (2/q,m) .

Si Pégalité (3.21) est vraie jusqu’a l'ordre k alors

k+1

k—it1 — m —i m
Z q(m+1)( s ) (_Z)k'-l-l L2i71 (q( +1)(k+1 )Z, m) — _ZFQk (q Z, m) -+ L2k+1 (Z7 m)
i=1

= Fory2(z/q,m).
2) Pour n = 2, la relation (3.7) devient : Ly (z,m) = F3 (2/q,m)+2F; (¢"z,m) = F3 (é, m) +
z.

Si Pégalité (3.22) est vraie jusqu’a l'ordre k alors

k1 , ' |
Z q(m+1)<k+2l_z) (_Z)k—l-l—z Lo, (q(m+1)(k+171)z’ m)
=1

k
= —z <F2k+1 (q"z,m) — C](m+1)(2) (‘QmHZ)k) + Log42 (2,m)

m k+1
= Fous (2/q,m) — D) (—o)hL

3) Pour n = 1, la relation (3.8) devient : L; (2,m) = Fy (2, m)+¢°2Fo (¢™ 'z, m) = Fy (2,m) .

Si Iégalité (3.23) est vraie jusqu’a l'ordre k alors

Z q%(kH_ZH(erl)(;) (=2)" Lagkt1-4)-1 (q(mfl)lzv m)
i=0
k
— Loy (z, m) i Z q2i(k+1-z’)+(m+1)(;) (_Z)’L L2(k+1—i)71 (q(m—l)iz’ m)
i=1
k-1
i —i)+(m+1) ("5 i m—1)(i
= Lot (2,m) + Zqz( +1)(k—i)+(m+1) ("51) (—2) +1L2(k—z‘)—1 (q( 1)( +1)Z7m)
i=0
= Lops1 (2,m) — qszF% (qule, m)

= Fopia(z,m).

4) Pour n = 2, larelation (3.8) devient : Ly (2,m) = F3 (2, m)+¢'2F; (¢™ 12, m) = F3 (z,m)+
qz.
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Si I'égalité (3.24) est vraie jusqu’a lordre k alors

k

Zq(2k+2fi)i+(mfl)(;) (_Z)iLQ(k—H—i) (q(m—l)iz7 m)
=0

k
= Lojga (2,m) — Z q(2k+2_i)i+(m_1)(;) (—2)" Logket1-4) (q(m_l)i% m)
i—1

k-1
—i)(i m—1)(“1* i m—1)(i
= Lo (z,m) — Zq(2k+1 )(i+1)+(m-1)("5") (—2)! Loy (q( 1)( +1)Z,m)
i=0

= Lopiz (z,m) — ¢z <F2k+1 (q"'z) — q(2)+m9G) (—qm’lz)k)

= Fopyz(z,m) — Q(Mf)ﬂm—@(k;l) (_Z)kH :

3.5 Convolution avec les coefficients binomiaux

La formule F, = >, _, (Z) F,, i, est généralisée par Cigler [21], lequel montre les deux identités

suivantes :

Fy, (z,m) = Zq(m’”(é) m (¢"2) Fos (¢ VP2, m)
i=0

q

an (z7 m) = Z q(lgl)*‘m(;) |:7Z:| ziFn—i <qmi—i-nz7 m) ‘
=0

q

Les nombres de Lucas satisfont la relation Lo, = Z?:o (”) L,,_;. Cette propriété se généralise

au g-analogue des polyndémes de Lucas de premiere espéce et au g-analogue des polyndémes de

Lucas de deuxiéme espéce respectivement par :

Proposition 16

Loy (z,m) = Y ¢ V0) m (¢"'2) Loy (¢ V2, m)
q

Lo, (z,m) = iq(i§1)+m(5) [@Lz%m (™" 2,m) .

D’une facon plus générale, on montre le résultat suivant.
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Théoréme 17 Pour tout k > 1, on a

k ) )
Lo (zm) = 3 g0 [’“] (@2) Lo s (g™ V2, m)
) q

Lose (sym) = iqw)m(;) H S ().

Preuve. On procéde par récurrence sur k.

1) Pour k =1,
L, (z,m) 4+ ¢" 'zL,_1 (qulz, m) =L,1(2,m),

c’est la relation de récurrence (3.5).

Si l'identité (3.25) est vraie jusqu’a 'ordre ¢ alors

Loyt (2,m) + ¢ 2Ly (672, m)

i . .
= 3 g0 H (") Lo (¢™ V2, m) +
=0

q

i=0
ainsi -
m(} t+1 n— i m—1)1
Loty (z,m) = Zq (2) [ i ] (q 12) L, (q( 2 Zam) .
i=0 q
2) Pour k =1,

Ln (qz7 m) + qZ]L’n—l (quZa m) = IL’n—i—l (27 m)

c’est la relation de récurrence (3.6).

50

(3.25)

(3.26)
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Si I'identité (3.26) est vraie jusqu’a l'ordre t alors

]L’Tb-i-t (q27 m) + qZLn-‘rt—l (qm+1z7 m)
t

-y S () () H ) Lo (4" m) +

=3 (1)) H (") Loss (@472, m)
1 q

1

=0
t i1 N [+ .
= Z q( 51)+m(2) L} (g2)" L, _; (qmiHHZ, m) +
i=0 q

1 —1

_ gqcf)m(;) (H PRI ) Lo (g2 m)

t
Zq(5)+i+m(7‘51)+m<i—”{ ' } (¢2) Ly (¢ 2,m)
=0 q

ainsi "
i i |t 1
Lyts1 (z,m) = Zq( 3)+m(s) [ +
i=0

Z } AL, (qmi—&-t—&-lz, m) '
q

3.6 Extension du g¢g-analogue des polynomes de Lucas

aux indices négatifs

Dans le chapitre 2 on a vu que le g-analogue de la suite des polynémes de Fibonacci F,, (z,m)

se prolonge aux indices négatifs, pour z # 0, par

oy — (et gom() Fn (a2 m)
Fo,(z,m)=(=1)""¢q )"

(3.27)

En ce qui concerne le g-analogue des polynomes de Lucas, les relations de récurrence (3.5) et

(3.6) nous suggerent ce qui suit.

Théoréme 18 Pour tout n > 0,et pour z # 0

L, (z;m) = (=1)"¢ "0

Lo(zm) = (1) G
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Preuve. Pour n > 0, considérons les fractions rationnelles

P_,(2) = <_1>nqm<z>ﬂm(<;+:;)ﬁ
Q.(z) = (1)) Ln(gq‘;“;); m)
1) On a
Poi() =~ Pa(e) =2 Por) ™ P (1712) = P (9
En effet

P—n (Z) + q_n_lZP—n—l (qm—lz)

_ (_1)n q—m(g)w + qfnflz (_1)n+1 q—m("‘{l) LZ <q_mn_1)i’_:?)
z g1z
= (=1 q—m(g)m (Los1 (g™ '2,m) — Ly (¢ ™"2,m))
gL @ m)
(=1)" "¢ (q—mnz)n_l
= P_,.1(2).

Notons que P (z) = Lo(z,m) et Py (2) + ¢ *2P_1 (¢™2) = Ly (2,m) alors P_, (2) =
L_,(z,m).

2) On a
Q) = %’ Qo(2) =2, Q-n(2) +2Q-n-1(d"2) = Qi (g) '
En effet

Q. (z) +2Q (qmz)
_ oy e I (@ zm) i () L (72, m)

(=1)"q oy tEEDT (]
e Lo (7 m) =Ly (57 zm)
)n—l Ln—l (q—mn+m—1

(q_mnz)n—l

25 m) n—1

= (_1
= Q—n+1 (Z/Q) .

Notons que Qg (z) = Lo (2,m) et Qo (2)+2Q_1 (¢™z) =Ly (2/q,m) ainsi Q_,, (2) =L_,, (z,m).
0

D’autres propriétés liées aux suites seront présentées dans le prochain chapitre aprés avoir

montré des propriétés plus générales.



Chapitre 4

Les ¢g-déformations des suites

récurrentes linéaires d’ordre deux

4.1 Introduction

L’une des propriétés importantes satisfaites par les nombres de Fibonacci est la relation
Gk = GpFp1 + Gy, (4.1)
qui est vraie pour toute suite G,, vérifiant G, .o = G,11 + G,, avec des conditions initiales
quelconques.

Afin de généraliser la relation (4.1) pour le g-analogue des polynomes de Fibonacci proposé par
Cigler F,, (z,0) et pour le g-analogue des polynomes de Fibonacci proposé par Carlitz F,, (z,1),
on utilisera la proposition unificatrice du g-analogue des polynémes de Fibonacci F,, (z,m). Par
la suite, avec les cas particuliers m = 0 et m = 1 on généralisera les identités Fo, | = F2 +F2 41
et Fy, = F,F, 1 + F, 1 F, pour le g-analogue des polynoémes de Fibonacci F,, (z,0) et pour
le g-analogue des polynémes de Fibonacci F,, (z,1). On conclut avec une application sur le
g-analogue des polynomes de Lucas que 'on a présenté dans le chapitre trois. Les résultats de

ce chapitre se trouvent dans [11], et dans [12] pour le cas particulier m = 0.

4.2 Le cas de la proposition unificatrice du ¢g-analogue

Notation 19 Nous posons
Q= {U = (Un (2) ez : Uns2 (2) = Upy1 (2) + ¢"2U,, (¢™7'2) avec Uy (2), Uy (2) € R[2]}.
O = {U = (Uy (2)) ez : Uns2 (2) = Uns1 (q2) + q2U, (¢"2) avee Uy (), Uy (2) € R[z]}.

53
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et désignons par E, z,Qy,, Q les operateurs définis par : (EU), (2) = Upy1(2),(2U0), (2) =

et a toute fonction p(2) = Y'_, a;2" o l,t € Z, nous associons

t t

P() =) a2'Q et Pl2)=) ar'Q.

=l =l

Remarque 20 Avec les applications ¥ : Q,, — (R[2])* et U : ©,, — (R[2])? telles que

v (U)= (5?8)7 chacun des ensembles 1, et ©,, muni de l'addition des suites et la multiplica-
2

tion par des réels est un R-espace vectoriel isomorphe a (R [z])”.

Proposition 21 Le R-espace vectoriel ), est stable pour les operateurs EQ™' = EQ_, et
Zmel-

Preuve. Pour U € ,,, considérons les éléments a = EQ~'U et b = 2Q,,_1U.

Comme pour tout entier n on a

An+1 (Z) + qnzan (qm_lz) = Un+2 (Z/Q) + qn_Hz/qUn-‘rl (qm_QZ) = Un+3 (Z/Q) = Qn42 (Z) )
bss (2) 0ot (7712) = 2 (Unes (a7712) + 00" 5T (722)) = 2l (4712) = busa (7).

Alors les éléments a et b sont dans €2,,,. O
Proposition 22 Le R-espace vectoriel ©,, est stable pour les operateurs E et QzQ),,_1.

Preuve. Pour U € 0,, considérons les éléments ¢ = EU et d = QzQ),,—1U.

Comme pour tout entier n on a

Cni1(2) + 260 (q"2) = Ung2(2) + 2Un11(¢"2) = Unys (2/9) = cny2 (2/0)
Aot (2) +2d, (¢2) = =z (anUnH (qulz) + gL, (q2m71Z)>
— qn+1ZU'nJr2 (quQZ)

= dny2(2/q).

Alors les éléments ¢, (z) et d, (z) sont dans O,,. O

Proposition 23 L%isomorphisme ¥ : Q,, — (R[z]) satisfait
U (20 (U)) = 2'Q, U pour tout U € Q,, tel que ¥ (U) € R?, (4.2)

ot z(1)) = (7).
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Preuve. Pour U € Q,, tel que ¥ (U) € R? on a

2'Uy (2)
2iU; (2)

m—1

v (2 iU):\I/(in):< ):zi\Il(U).

Donc 2'Q!, U = ¥~ (2°0 (U)), car ¥~ (2°0 (U)) € Q,, et d’apres la Proposition 21 on a
2'QE U € Q. O

Proposition 24 L’isomorphisme ¥ : ©,, — (R [2])? satisfait

\ <(qz)l U (U)) = Z'Q'Q', U pour tout U € ©,, tel que ¥ (U) € {0} x R, (4.3)
(U (U) = ZQQ., .U pour tout U € ©,, tel que ¥ (U) € R x {0}, (4.4)

ou 2(1)) = ().

Preuve. Pour U € ©,, tel que ¥ (U) € {0} x R on a

¥ (2'QIQi,_U) =¥ (2'Q'U) = ( = (q2)' W (U).

)
(¢2)" Uy
Donc ¢! <(qz)i v (U)) = 2'Q'Q!, U, car ¥~ ((qz)Z v (U)) € 0,, et d’apres la Proposition
22 on a 2'Q'Q!, U € O,,.
Pour U € O,, tel que ¥ (U) € R x {0} on a
U (QQ), V) = ¥ (V) = (7") =2 ).

Donc U~ (20 (U)) = 2'Q'Q!, U, car ¥~ (20 (U)) € O,, et d’aprés la Proposition 22,
JQIQF U € O, 0

Remarque 25 Les éléments zF,,_1 (¢™z,m) et F,, (z,m) forment une base du sous R-espace
vectoriel {U € Q,,, tel que W (U) € R?*} puisque

U (:F, 5 (¢"2m)) = (é) et U (F, (2,m)) = @

m—

Les éléments ¢"'2F,_1 (¢™ 'z,m) et F,, (z,m) forment une base du sous R-espace vectoriel

{U €O, teque ¥ (U)eR?*} puisque
n—1 m—1 1 0
U (¢" 2Fn (¢" 1 2,m)) = 0 et ¥ (F,(z,m))= Nk

Pour n > 0, il est facile de voir que le terme général d’une suite G € 2,,U0,, est un polyndémes.

Pour n < 0, on montre le résultat suivant :
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Proposition 26 Soit G € 2, U ©,,, pour tout entier négatif n, on a

Gul2) =)+ a (7).

ot p(z2) et q(z) sont deux polynomes donnés.

Preuve. Pour G € Q,, avec Go(z) = Y., ;2" et Gi(2) = Y. 032", on a U (U) =

S0 () + 0 85 (0) = Xy it (Fos (q2m) + Yo B2 (B (2,m) (voir la
Remarque 25).

D’aprés la Proposition 24 :

(Un (2))pez = U (Xoimp @2V (2F i (¢M2,m)) + 3010 82" W (Fy (2,m))) = 300 2" Qy, (2F ey (472,
Z;:o ﬁzlein (F, (2, m))nGZ :

L’ expression (3.27) nous donne alors le résultat.
On utilise une méthode similaire pour G € ©,,. O

On peut énoncer maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 27 Pour G, (z) € Qpn, (resp. G, (2) € O,,), on a

E*Q_1(Go (2))per = @ (2/d") (zFns (qmz,m»neﬂékﬂ(z/qk) (Fo (2,m)),cs
E* (G ())per, = G (2) (" 2F s (¢ 20m)), L, + Gt (2/) (Fu (2,m)),00s -

s
i=r

Preuve. 1) Soit G € Q,, et k € Z, d’aprés la Proposition 26 posons Gy (z) = .5 a;2' et

G (2) = Zzzz B2, our,s,l t € Z.

D’apres la Proposition 21 les deux suites E*Q_y (G, (2)),,c7 €t eh (2/¢") (2F -1 (¢™z,m))

+Gri (2/¢") (Fy, (2,m)),,c, sont dans ,,. Ainsi ces deux suites coincident si I'égalité suivante

ne”

est satisfaite

U (F*Q 4 ((Go ()aez)) = ¥ (G (2/0) (5Fus () ez + G (/) (i (2)) ) -

On a W (BQ ((Gn (Dea)) = (o {0)) = iy (/) () + S8y (/) (), et

on a

U (ék (2/4") (zFu1 (¢™2,m)),cp + Grst (2/4") (F, (2, m))n€Z>

= U (Z Q; (Z/qk)i tot (ZFns1 (™ 2,m)),ep + Z B; (z/qk)i L (Fa (2, m))nez>

i=l
- Z ;T;\I] (Zianfl (Zanl (qmz, m))nEZ) + Z %\Ij (Zi fnfl (F (’27 m))neZ) :
i=l

i=r
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Selon la relation (4.2) on a

1\ (ék (z/qk) (2Fp_1(q"2,m)), e + st (z/qk) (Fy, (2, m))nez)

= Zai (2/4") @ ((zFuei (q"2,m)) er) +> 8 (2/4") W (o (2,m)),c2)

— 2% (2/4") ((1)) +:Zlﬁi (=/d")’ ((1)) =

2) Soit G € Q,, et k € Z, d’aprés la Proposition 26 posons Gy (2) = >0 ;2" et Gpiq (2) =
Y B our s, It €L

D’apres la Proposition 21, les deux suites E* (G, (2)),,c7 et

G (2) (" 2F,_, (2)) ez +Gr (é) (F, (2)) ez, sont dans €,,. Ainsi ces deux suites coin-

cident si ’égalité suivante est satisfaite
= % = z
¥ (B (G (D) = ¥ (G o) (18 (2), o+ Gt () (B ()
On a ¥ (B* (G (2))cs) = () = Silpes’ () + o B2 (), ot on a

¥ (G2 (s (o)) g G (£ ) (o e,
= <g ;2 Q'Ql,_y (q" ' 2F 1 (2,m) €Z+Zﬁ (Z>i@z o1 (Fr (2, m))nEZ)

q
= Zal\lf(zl@l fn_l( ,an 1 zm ) ZB\P((Z) Z l, (F (Z m))nez>-
Selon les relations (4.3) et (4.4) on a

W (G (o) (4" 2Fos (2m)) e+ G (=) (Fu (2m)),c
q

= zs:az Z\If< "F, (2 m) eZ) "‘Zﬁij n (2, m))nEZ)

p Zaz <(1)>+Zﬁz ()

En particulier, pour un entier fixé k, on déduit les résultats suivants :

Corollaire 28 Pour G € Q (resp. G € Qy), on a pour n > 0
Grn (2/0%) = Gy (2/d") * 2Fn1 ("2, m) + G (2/¢") * F (4.5)
z
Gk—l—n (Z) = Gk (Z) Aqn_IZFn_l (q + Gk+1 (a) . (46)
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ou (Zf:c aizi> U, (2) = 20 a;i2'U, (¢ V72) et (Z?:c aizi> AU, (2) = X0 ,2'q" U, (¢"Viz)
avec ¢, d € 7.

Corollaire 29 On donne l’expression des termes d’indice négatifs, pour G € Q,, (resp. G €

O ), pourn >0 :

Gk: (z/qk) % Fn+1 (q—mnz’m) o Gk—i—l (z/qk) % Fn <q—mn2’ m)) ’

Zn

(
Gon(z) = (=1)" ("3 (Gk () aFm @™ 2 (2) AE (q_mnz’m) .

ZTL

Gin (2/¢") = (—1)"qm("§1)

4.3 Le cas du g-analogue proposé par Carlitz

Avec 'approche de Carlitz, on remarque pour le cas particulier m = 1 que si p(z) = Z?:C ;2
alors pour tout n > 0, on a p(2) * U, (2) = p(2) U, (2) et p(2) AU, (2) = p(q"2) U, (2) , ainsi

les relations (4.5) et (4.6) deviennent respectivement comme suit :

Pour G € Q) et G € O respectivement on a pour tout n > 0,

Giin (2/4%) = Gi(2/q") 2Fu1 (q2,1) + Grya (2/¢°) Fr (2, 1), (4.7)
Grn (2) = Gr(q"2) (" "2Fuo1 (2, 1)) + Grar (" '2) (Fy (2, 1)) (4.8)

Les identités (4.7) et (4.8) peuvent étre déduites de la fagon suivante :

01
Soit G' € Qy, puisque E*FQ*G € €, alors pour C (z) = ( ) ) on a
z

() = e oo (S0

_ (anl (g2,1)  Fu(z1) > (Gk (2/4") )

ZFn (qzv ]-) Fn+1 (Za ]-) Gk—H <Z/qk)
Ce qui entraine que

Gron (2/0%) = 2Fn_1(g2,1) Gy, (2/¢") + Fi (2,1) iy (2/4%) -

Soit G, (2) € ©;. Comme la suite g, (2) = G, (¢*"2) satisfait la récurrence g,.9(2) =

Gn+1 (2) + ¢ "2gn (2), alors d’aprés la relation (4.5), pour k = 0, on trouve
gn (2) = go (2) 2Fib,_1 (¢"'2,1) + g1 () Fib, (2,1),

ou Fib,; (2,1) = ,Ei/gj " [";k] 2 =F, (g2, 1).

S
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Donc
9n (2) = g0 (2) 2Fpz1 (' "2,1) + 91 (2) Fr (¢" 772, 1),
par suite

90 (¢"7'2) = 90 (¢"7'2) " "2F01 (2,1) + 01 (¢"'2) Fi (2, 1),

et enfin on obtient

Grsr (2) = G (¢"2) ¢" ' 2F_1 (2,1) + Gipr (q"_lz) F,(z1).

Remplagons maintenant, dans (4.7) et (4.8), la suite G par le g-analogue des polyndmes de

Fibonacci proposé par Carlitz (F,, (2,1)), ., . Pour k = n on tire les identités

Fouis (/0" 1) = Fu(2/d" 1) 2y (g2,1) + Fops (/0" D Fus (1), (49)
Foni1(2,1) = F,(¢"2,1)q"2F, (2,1) + F,i1(¢"2,1) Frya (2,1) (4.10)

et
Fo, (2/¢",1) = Fn(z/q",1)2F,_1(q2,1) + Fpy1(2/q", 1) Fy, (2,1), (4.11)

F
Foo (2,1) = Fo(¢" '2,1)¢" 2F 1 (2, 1) + Foga (" '2,1) Fo (2,1),  (4.12)

de méme en choisissant comme élément de €2, le g-analogue des polyndémes de Lucas de premiére

espéce associé a I'approche de Carlitz (L, (2,1)),,c5, on a

Loni1 (2/¢"1) = L,(2/¢",1)2F, (¢z,1) + L1 (2/¢", 1) Frp1 (2, 1), (4.13)
Ly, (2/¢",1) = L,(2/q",1)2F,_1(qz,1) + L1 (2/¢", 1) Fp, (2,1), (4.14)

et en choisissant comme élément de O; le g-analogue des polyndémes de Lucas de deuxieme

espéce associé a 'approche de Carlitz (L, (z,1)) on a

nez’

Lont1(2,1) = L,(¢"2,1)¢"2F, (2,1) + Lyi1 (¢"2,1) Fpya (2,1) (4.15)
Lo, (2,1) = L, (¢"'2,1) ¢" "2Fp1(2,1) + Loja (¢"'2,1) Fpy (2,1). (4.16)

4.4 Le cas du g-analogue proposé par Cigler

Avec le g-analogue des polynomes de Fibonacci proposé par Cigler, on obtient deux g-analogues

pour la relation Fy, 1 = F? + F2,, si on remplace m par 0 dans

n (/4" m) * (2Fn (¢"2,m))+ Fopy (2/¢7, m) * (Fryy (z,m))
n(zym) A (q zHy (qm_12> m)) +F (2/q, 1) A (Fry (2,m)),

Foni1 (z/qn> m) = F
F2n+1 (Z, m) S
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et on obtient deux g-analogues pour la relation Fy, = F,,F,,_1 + F,,.1F}, si on remplace m par
0 dans

an (Z/qna m) -

Fy, (z,m) =

F, (2/q" m)* (zFn1(¢"2,m)) + Fura (2/¢",m) % (Fy (2,m))
F,(z,m)A (¢" "2Fn_1 (¢"'2,m)) + Fuy1 (2/q,m) A (F,, (2,m)) .

De méme pour les relations suivantes satisfaites par la suite de Fibonacci et de Lucas (voir
[46] et [36])

L2n+1 - LnFn + Ln+1Fn+17
L2n - LnFn—l + Ln+1Fn7

on obtient un premier g-analogue avec le g-analogue de la suite de Lucas de premiére espéce

L2n+1 (Z/qn) m) = Ln / n? m) * ZFTZ (qmz) m) + Ln+1 (Z/qn7 m) * Fn—l—l (Zu m) )
L

(2/q
L2n (Z/qn7 m) = n (Z/qn7 m) * Zanl (qmz7 m) =+ Ln+1 (Z/qn7 m) * Fn (27 m) )

et un deuxiéme g-analogue avec le g-analogue de la suite de Lucas de deuxiéme espéce
Lony1 (z,m) = L, (z,m)Aq"zF, (qm’lz, m) + L, (E, m) AF, 1 (z,m),
q

Lo, (z,m) = L, (z,m)A¢" "2F,1 (¢" '2,m) + Lysa <f, m) A(F, (z,m)).
q

Dans le chapitre précédent, on a établit des propriétés liées au g-analogue de la suite de Fi-
bonacci et au g-analogue de la suite de Lucas. Comme extension, on traitera dans le prochain
chapitre le g-analogue des identités obtenues par Belbachir et Bencherif [4] en cherchant les
développements des polyndémes de Fibonacci et des polynémes de Lucas sur des bases appro-

priées.



Chapitre 5

Un changement de base pour les

formes explicites

Belbachir et Bencherif [4] avaient montré que chacune des familles (x"_kUnJrkH) ocnen €
(x"_kVnJrk) o<, forme une base de "&,," l'espace vectoriel engendré sur Q par la famille
libre Cy, = (z>"%9*); 1 < k < [n/2], et que chacune des familles (" *Up i) o, €t
(a:”’kVnJrk_l)O <pen_ forme une base de &,,_;. En cherchant les développements des p_ol;némes
bivariés de Fibonacci et les polynomes bivariés de Lucas sur les bases (5, et (,,,_; ils ont obtenu

six formules essentielles (1.8), (1.9), (1.10), (1.11), (1.12), (1.13).

Dans ce chapitre on présente les travaux realisés dans [8] qui consistent & généraliser les

identités citées ci-dessus aux polynomes g-Fibonacci et aux polynémes g-Lucas.

5.1 Le développement des polynémes F,, L, et L, sur

des bases appropriées

Les formes explicites du g-analogue des polynémes bivariés de Fibonacci et le g-analogue des

polyndémes bivariés de Lucas de premiere et de deuxiéme espéce sont données respectivement

61
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par les formules

Ln/2]
Foi(z,y,m) = Z q(kgl)“”(g) ln ; k] g2k
k=0 q

L, (z,y,m) = L:Xf; gle)+m() [n R k} q (1 - %) AT

I 3 S R N (Rras i

k
k=0

Ce sont les développements par rapport a la base (x”*%yk)nz%zo.

Dans cette section on donnera pour tout j € Z le développement de :
Lo, (x,y,m) et Ly, (x,y, m) par rapport a la famille (x"_an+k+1 (z, ¢y, m))ogkgn’

Fo,11 (z,y, m) par rapport aux familles (:U”_"“Lmk (z,y, m))ogkgn et (x”_’“Lmk (z, ¢y, m))ogkgn’
Fo, (z,y,m), La,_1 (z,y,m) et Lo, (x,y,m) par rapport a (:C”_an+k (z, ¢y, m))ogkgnq’
Fo, (z,y,m) et Lo, (z,y, m) par rapport a la famille (x”_kLnJrk,l (z, ¢y, m>)0§k§n71’
Fy, (z,y,m) et Lo,_1 (z,y, m) par rapport a la famille (m"‘kLn+k_1 (z, ¢y, m))

0<k<n—1°

Avant d’entamer ces développements, remarquons que les relations

Fn+1 (iL’, Y, m) = l‘nFn—&—l <%7 m) 3
n Y
Ln (%ZJ’m) = T Ln (ﬁa’rn) )
n Y
I[Jn (:U,y,m) = T IL'n <E7m> )

nous permettent de supposer que x = 1 sans perte de généralité dans les résultats.

Nous assimilerons (1, z,m) a (z,m).

Proposition 30 1) Si une suite (U, (z,m)), vérifie la récurrence

n

Uni1(z,m) = U, (z2,m) +¢" '2U,_4 (qulz,m) , (5.1)

alors pour tout 0 < k <n

. q(é) [ﬂ (=1) Upipy (2,m) = qm(§)+(§)‘(n§k)zk(]n_k (™ F2z,m) . (5.2)

j
2) Si une suite (U, (z,m)),, vérifie la récurrence

Un+1 (27 m) = Un (QZ, m) + qu -1 (qm-i-lZ’ m) ) (53)
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alors pour tout 0 < k <n

Moen [k ; j k
N )M (<1 Uy (477 2,m) = "G40, (g7F2,m).

Preuve. 1) On procéde par récurrence sur k, pour kK = 1 on a la récurrence (5.1).

Si la relation (5.2) est vraie jusqu’a lordre k, alors la récurrence (5.1) entraine

3)7("*;7k)2k+1Un_k_1 (qu—&—m—l—kz’ m)

)+( *<n5k)qkzk (Unsa—r (¢™F2,m) = Ui (¢ *2,m))
PO 5, (7 2m)
OO T (77 m).

_ Zq(é) k] q (=1 Upsrpy (z,m) — ¢* Zk:q(g) [k] q (1) Unyij (2,m) ,

Jj=0

) m + () [j. ¥ 1] ) (~1) Unpsr (22m),

<. 4+
-

L (=1 Unsrsrj (z,m).

2) On procede par récurrence sur k, pour £ = 1 on a la récurrence (5.3).

Si la relation (5.4) est vraie jusqu’a l'ordre k, alors la récurrence (5.3) entraine

m(k;—l)szrl Unfl—k (qu+m27 m)

= Zm(i)zk (Unsrok (¢ 2om) = Uni (¢ 2,m))
- ) ] 0 T () -
ioq“?) | 0 ),
_ g;(¢4zwﬁk+q&ﬁvtle)<1>aHH1A¢1kzmm
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5.1.1 Les polynomes g-Lucas d’indices pairs en fonction des poly-

nomes g-Fibonacci

Dans le chapitre troisiéme on a établi les deux identités suivantes

L2n (Zv m) - 2F2n+1 (Z/Q7 m) —Fy, (’Zv m) ) (55)
Lon (z,m) = 2F9,11(2,m) — Fa, (2,m). (5.6)

La premiére identité est un g-analogue de la relation (1.8) lié¢ & la suite de polynomes (L,, (z,m)),,,
et la seconde identité est un g-analogue de la méme relation lié & la suite de polyndémes

(L, (z,m)),,.

5.1.2 Les polynoémes ¢-Fibonacci d’indices impairs en fonction des

polynémes ¢-Lucas

La relation (1.9) admet deux g-analogues, le premier exprime les polynémes Fo, 1 (z,m)
en fonction du g-analogue de la suite de Lucas de premiére espéce, et le second exprime les
polynomes Fo, 1 (z,m) en fonction du g-analogue de la suite de Lucas de deuxiéme espéce, ces

deux développements sont donnés par le théoréme suivant.

Théoréme 31 Pour tout n > 0, on a

z TL
2F 511 (a,m> = Zq { } gk (z,m) +
n—1 J ' .
2 Z Z gl2) =" [ ] (=1)" Ly, s (¢%2,m), (5.7)
7=0 k=0 q

-1 J
J k n i _9;
2F2n+1 (Z7m) = 2 § § q +2 7 |:‘]7€:| (_1)k+] ]L’Qn—k (Qk 2jzvm) +
q

7=0 k=0
n

S (1) [k] (=1 Laus (¢ "2.m) (58)

q

Pour la preuve du théoréme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 32 Pour toutn > 1, on a

n—1

Fanan (2/q,m) = (—2)" ¢ G £ 37 g0 06) (<2 Ly (¢7992,m) . (5.9)

Jj=0

n—1
Fonir (2,m) = (_Z)nq(ngl)m(g) i qu(zn_1)+(m_3)(;) (—z) Logm_j) (4™ z,m)(5.10)

j=0
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Preuve. On procéde par récurrence sur n, le cas n = 1 donne les deux relations

L, (27 m) = Fn+1 (Z/q, m) +2F, (qmz’ m) )
L, (Z7 m) - Fn+1 (Z7 m) + qn_IZFn—l (qm_lz7 m) )

que l'on a déja établi en (3.7) et (3.8).

Si les deux relations (5.9) et (5.10) sont vraies pour n, alors la relation (3.7) entraine

z
Fonis <a, m) = Lop42 (Z, m) — 2Fon 11 (qmz’ m)
n—1

-z q
Jj=0

n m "+1 m
= (e O 30 g (o T (47 2m).
7=0

n 1 ; S

Et la relation (3.8) entraine

Fonys (z,m) = Lonys (2,m) — q2n+1ZF2n+1 (qm

n+1

= Longz (z,m) — ¢z (—2)" g5 4

Zam)7

n—1
j(2n m— T j mj+m—1—j
2y PO (o) Ly (@ T 2 m)
§=0
= Lagpia (z,m) + (—2)" (") ("2 —
n—1 ] ) ) ]
ey Z qj(2n+1)+(m—3)('7;1) (—z)’ Logm_j) (qmﬁm—lﬂz7 m) ’
j=0
= (=2 () () 37 O I G) (2 Ly (6™ 2m)
§=0

Ce qui achéve la démonstration du lemme. O
Revenons maintenant a la preuve du Théoréme 31.

Preuve. En remplacant la suite (U, (z,m)), par la suite (L, (z,m)), dans (5.2), pour k = n

respectivement k = j avec la translation n — 2n — j, on obtient

Zq H V¥ Loy (z,m) = 2¢000G)m,

i .
O[] b ) = g0t ),
=0
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et en remplacant la suite (U, (z,m)),, par la suite (L, (2,m)), dans (5.4), aveck=net k=

respectivement, on obtient

iq(";’“) m (—1)* Lowy (¢ "2im) = 2qm6)n,

q

j : ,
> [ } D Lo (¢ ¥zm) = " POy (¢ 72,m)
k=0 q

En remplagant ces identités dans les relations (5.9) et (5.10), on tire

P (2m) = S o [}] 0 L e +

k=0

et

5.1.3 Les polynémes g-Fibonacci d’indices pairs en fonction des po-

lynémes ¢-Fibonacci d’indices inferieurs

La suite de polynémes (F,, (z,m)), vérifie deux récurrences dont chacune nous conduit a un

g-analogue de la relation (1.10) comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 33 Pour toutn > 1, on a

Fs, (z,m) = Zq [ } 1)/ Py (2,m), (5.11)

Fy, (z,m) = Z q(n'j) [?] (=1 Py, (¢/z,m). (5.12)

q

Preuve. Pour k = n et U, (2) = F,, (2), les relations (5.2) et (5.4) deviennent respectivement

Zq H P By (2m) = ¢"EE) By (¢ m) =0,
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En faisant sortir le terme Fy, (z,m) on tire le résultat. O

5.1.4 Les polyndmes ¢-Lucas d’indices impairs en fonction des po-

lyndémes ¢-Fibonacci

Pour chacune des suites (L, (z,m)),, et (L, (2,m)), on établit deux ¢g-analogues de la relation

(1.11) donnés par le résultat suivant :

Théoréme 34 Pour toutn > 1, le développement du terme L, 1 (2, m) en fonction des termes

de la suite (F,, (z,m))._ est donné par

n

Lon_1 (2,m) =2 Z q2) m (—1)"* o (2/q, m) — Fap_y (z,m) , (5.13)

Lon_1(z,m) =2 Z q(ngj) {n] (=17 Py, (¢ '2,m) —Fap1(z,m). (5.14)

Jj=1 J

Et le développement du terme Lo,_1 (2,m) en fonction des termes de la suite (F,, (z,m)), est

donné par
Lop_1 (2,m) = 2 Z @) m (=1)" Fan_j (2,m) — Fan_y (z,m), (5.15)
Lon_1 (2,m) = 2 Z ("2 m (=1 Py (¢'2,m) — Fapq (z,m).  (5.16)

Preuve. Dans I'égalité
Loy 1 (2,m) = 2Fy, (2/q,m) — Fan_1 (2,m),

si on remplace le terme Fy, (z/q,m) par son développement donné par chacune des relations
(5.11) et (5.12), on tire les deux identités (5.13) et (5.14). On déduit aussi les deux identités
(5.15) et (5.16) en remplacant le terme Fs, (2, m) par son développement donné par chacune

des relations (5.11) et (5.12) dans 'égalité

Loy (z,m) =2Fy, (2,m) — Fo,_1 (2,m) .

5.1.5 Les polynémes g-Lucas d’indices impairs en fonction des po-

lynémes ¢-Lucas d’indices inferieurs

La relation (1.12) admet un g-analogue par apport au g-analogue de la suite de Lucas de

premiere espece et par rapport au g-analogue de la suite de Lucas de deuxiéme espéce, les deux
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cas sont donnés par le théoréme suivant :

Théoréme 35 Pour toutn > 1, on a

—~ ®[n k1 ftl n—kj,
o1 (2m) = 3 g®) M (—1)* g <1+[ o | >L2n_2_k m),  (5.17)

"~ (n-ky [ k+1 1-n n—Fk q
2,1 (2,m) = Zq( 2 )M (—1)"q <1+qk[ ] )LG_l_k (¢"z,m) (5.18)

(K],

Preuve. En remplacant U, (z, m) respectivement par L,,_; (z,m) et L,, (2, m) dans la relation
(5.2), on obtient pour k =n — 1;

nt B —1 1 1

Sl " 0 L ) = 2 (),

q

Zq(ﬁ) {” k 1} (~1)* Lon_1-s (zm) = 2" tgn("2)+G).
Par suite

SO | a2 S]] Y Lk,

. Z Sl ﬂ L, () — 2 Z O] L),
- kzi;q(’é) [ZL (—q)F*! <q”k [n]z + 2[%{;]5‘](1) Loy-1-% (2,m),

= kz: gt m q (—o)"" (1 L M") Lon2 (2,m).

[nl,

De la méme fagon, en remplagant U, (z,m) respectivement par LL,,_; (z,m) et L, (z,m) dans

(5.4), on tire pour k =n — 1

iq(w;k) {n ; 1} (_1)k Loy o (qk+2—n27m) _ qu(ngl) (qz)nil 7
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Par suite
n—1 e [ — 1
2Zq( ) [ e :| (—1)k Lgnflfk (qkﬂ*nz,m)
k=0 q
n—1 e [ — 1
= ¢ q( ) [ N } (=" Lop_ss (¢"*7"2,m)
k=0 q
Donc

n

_ en <"f>[”—1] L, (e m
q ;C] k—lq( ) 2n1k(q ,)

= S g (%qu[”[;]“q) Lo 1o (4772, m).

_ Zq(ngk) {n} (_1)k+1 g (1 i qk%> Lo 1 (qk+1—”z,m) )

B

N

5.1.6 Les polyndémes g-Fibonacci d’indices pairs en fonction des po-

lynémes ¢-Lucas

La relation (1.13) admet un premier g-analogue en fonction du g-analogue de la suite de Lucas
de premiére espéce, et un deuxiéme g-analogue en fonction du g-analogue de la suite de Lucas

de deuxiéme espeéce.
Théoréme 36 Pour toutn > 0, on a
z 1 = kY [T k+1 k41 [n - k]q
2F2n (—, m) = — q(2) |: :| (—1) q + 1 + LQH,Q,]C (Z, m) +
q 2 ; k], [,

(OB Ty (72m).
q
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ainst que

n

n—k\ [T 1 1-n k[n_ k]q k
Zq( 2") {kL (—1)]ch q (1 +q 0 ) Lon—1-% (q Z,m) +

k=1 q

2Fy, (z,m) =

N —

N —
(]

n—1)(n— k+1 7’L—1 n— —-n
O k)+(2){ . ] (1) Lypog (¢ "2, m) +
q

i g(2")=()+2ni-2i H q (=19 Ly s s (¢ 2,m)

k
j=0 k=0

k
-1

n

Preuve. Les identités (5.5) et (5.6) entrainent respectivement

¥4
2F2n (E; m) - L2n—1 (Z7 m) + F2n—1 (Z, m) )

2Fy, (z,m) = Lop1(2,m) +Fopq(2,m).

En remplagant chacun des termes Fy, 1 (z,m) et Lo, 1 (2, m) par son développement donné
respectivement par les formules (5.7) et (5.17), on tire la premiére identité du théoréme, et on
déduit la seconde identité en remplagant chacun des termes Fa, 1 (z,m) et Ly, 1 (2,m) par

son développement donné respectivement par les formules (5.8) et (5.18). O

Remarque 37 Les résultats obtenus ci dessus restent les mémes pour l'approche de Carlitz
et pour l’approche de Cligler puisque on a trouvé des développements dont les coefficients ne

dépendent pas du paramétre m.

5.2 Le challenge de Prodinger

Le travail présenté dans la partie précédente a pour origine un travail initié par Prodinger [41]
qui a obtenu partiellement des résultats analogues avec les polynomes F,, (z,0) et Luc, (z,0).

Ce travail est complété par [6].

Dans cette section on utilise les polynémes Luc, (x,y, m) au lieu des polynémes L, (z,y, m)
et L,, (z,y, m) pour obtenir des résultats similaires aux résultats de la section précédente. Ainsi
on généralise a la fois les résultats de Prodinger [41] et nos travaux antérieurs [6] pour m

quelconque.

5.2.1 Développements des polynémes Luc, (z,m).

Théoréme 38 1) Comme un q-analogue de l'identité (1.8) on a la relation

Luc2n (Z, m) - F2n+1 (27 m) + F2n+1 <27 m> - F2n (Z7 m) . (519)
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2) Chacune des deux relations suivante est un q-analogue de l’identité (1.11)

Lucs, . (m) zi;q@) {ﬂq(—l)j“ (Fanes ) 4 By (20 ) = B (2o

Lucy, 1 (z,m) = Z q(ngj) B] (—1)j+1 (an,j (qu, m) +Fopn_j (qj’lz,m)) —Fo,_1(2,m).

3) Le polynome Luc, (z,m) satisfait une relation q-analogue de l'identité (1.12)

Lucy, 1 (2,m) = 2”: (—1)"* % ({” . 1] q+ g m q) Lucs, 1y, (2,m).

k=1

Preuve. 1) On montre d’une fagon plus générale que pour tout n > 0;
Luc, (z,m) =F, 11 (z,m) + F, 14 (2, m) —F,(z,m). (5.20)
En effet,

F, (Zv m) +Fo

I/
“Iz\z
3
~_
|
3|
3
0
2

& k w [n — k] /2] k+1 nlin—1—k
= ) g)m) (¢ +1) 25 = 3 g3 mG) { } 2
k=0 - -q k=0 q
[n/2] - .
= 3 @ (qk r1- =2 %]q) o
k=0 i 1q n
[n/2] - .
— Z q(’;)+m(’;) n—Fk [n]q L
k=0 L ]
= Luc,(z,m).

2) En remplagant chacun des termes Fs,, (2, m) et Fy, (2/q, m) par son développement donné
par la relation (5.11), dans l'identité (5.19) on montre la premiére relation. On obtient la
deuxiéme relation en remplagant chacun des termes Fs, (z,m) et Fo, (z/q, m) par son dévelop-

pement donné par la relation (5.12), dans 'identité (5.19).

3) Considérons l'operateur T} défini par



Le g-analogue des suites de Fibonacci et de Lucas 72

Comme
Luc, (z,m) =F,11(z,m) + F, 1 (E, m) —F,(z,m),
q

alors

T, (Luc, . (2)) = T, (Fn (2) + F, (2) —F,, (z))
= T,(F,(2)) + T, (Fn (2)) T (Fos (2))

= 0+40- éTn (Fn+1 (g) _F, (2))

d’autre part,

T,y (Luc, (2)) = T, (Fn+1 (2) + Fops (5) ~F, (z))

n—1
_ q(n;1>*1zn_1F2 < nZ_l) + q("gl)fl (E) F2 <i’l’b) - q(;) Zn_lFl ( nz_1>
q q K !

_ e
Donc
¢ T, (Luc, 1 (2)) + T,,1 (Luc, (2)) =0,
ou encore
n n n—1 ) n — 1
D WEIPEIH P RIERS S e AR
=0 q i=0 q

D’ol on tire

(14 ¢" ") Luc (2),, , = Y (1)1 4(2) ([n B 1L T {Z] q) Luco, 1 (2).

k=

—_

5.2.2 Différents développements des polynomes F,, (2, m) en fonction

des polynémes Luc, (z,m)

Pour obtenir un g-analogue de 'identité (1.9) il suffit de remplacer n par 2n dans le résultat

suivant qui nous donne un g-analogue de 'identité (1.13) en changeant n en 2n — 1.
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Théoréme 39 Pour tout n > 0,

(1-¢")F,11(2) = Luc, (¢z) — ¢"Luc, (z) . (5.21)
Preuve. On a

[n/2) n
Luc, (¢z) — ¢"Luc, (z) = Z q(2) [n — k] [_]q (¢" — g") 2*

— k [n k]q
[n/2] e [ — &

_ Zq<2>[ 5 ] (1= ")
k=0 q

O

Remarque 40 Le dernier théoréme donne 0 = 0 (tautologie) quand g = 1, mais en divisant les
deux membres de ’égalité (5.21) par 1 — q on obtient la relation V,, (z) = Upy1 (2) + 2Up—1 (2)

lorsque q tend vers 1.

5.3 Développements duaux entre les g-analogues des po-

lynémes de Lucas

Dans les deux premiéres sections de ce chapitre on a établi les développements de g-analogues
des polynémes de Fibonacci F,, (z,m) en fonction des g-analogues des polynomes de Lucas
L, (z,m), L, (z,m) et Luc, (z,m). Dans cette section on utilisera ces derniers pour déduire

des développements entre les polynémes L, (z,m), L,, (2, m) et Luc, (z,m).
Les identités (3.9), (3.10) et (5.20) entrainent les relations
L,(z,m) =L, (2,m) = 2F,1(z/q¢,m)—2F,41(z,m), (5.22)
2Luc, (z,m) = L, (z,m)+ L, (z,m). (5.23)
En remplagant les développement des termes F,, 1 (z/q, m) et F, 11 (z,m) en fonction des ¢-

analogues des polynomes de Lucas dans (5.22) puis dans (5.23), on déduit les développements

traités dans les paragraphes suivants.

5.3.1 Le développements des polynémes L, (z,m) et Luc, (z,m) en

fonction des polynémes L, (z,m)

Le second développement donné par les Théorémes 31 et 36 remplacé respectivement dans la

relation (5.22) et dans la relation (5.23) nous conduit aux identités suivantes :
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Pour tout n > 0, et en posant D, (z,m) =L, (¢/¢,m) — L, (2,m), on a :

1) Expression des termes d’indices impaires du g-analogue de la suite de Lucas de premiére

espéce en fonction du g-analogue des polynémes de Lucas de deuxiéme espéce

L2n12m ank{}

1 n—1)(n—k)+(*31) |7~ 1 e o
3 Z g DR+ ) [ . ] (—1) SLS N (qk—H 2 m) i
=0 q

—k
1)k+1 g (1 Ty [n[k] ]q) Doy 1k (qkz,m) +
q

q

J
j— q

2) Expression des termes d’indices paires du ¢g-analogue de la suite de Lucas de premiére espéce

en fonction du g-analogue des polynémes de Lucas de deuxiéme espéce

Lo (z,m) =Y g2+ (") m (=)™ Doyg (" "2,m) + Lo (2,m) +

j i 1 ) . .
52O (0 B (4 500) + L ()
q
3) Expression des termes d’indices impaires du g-analogue de la suite de Lucas proposée par

Cigler en fonction du g-analogue des polynomes de Lucas de deuxiéme espéce

2Luc2n_1 (Z, m)

_ %Zq(nzk) [Z] (—1)fH gl <1 t [n[;] k]q) o1 (2, m) +

q q

n—1)(n—k + k+1 n—1 n—1+k k+1—n
BY Z ) ) [ e } (—1) Dap—2-k (q * va) +
k= q

1

J . . 4
jijtz“2k>‘<2>*2”"2][3] (~1)"9 Daya g ("2, m) + 2Ly (2,m)
q

k
§=0 k=0

4) Expression des termes d’indices paires du g-analogue de la suite de Lucas proposée par

Cigler en fonction du g-analogue des polynomes de Lucas de deuxiéme espéce

2Lucsy, (z,m) Zq ("2)+("3) LJ (=1)"* Dy, (¢" "z,m) + Lo, (z,m) +
q

n—1

iy |
S5O B (P m) + 2 ).
—0 q

Jj=0k
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5.3.2 Le développement des polynémes L, (z,m) et Luc,(z,m) en

fonction des polyndémes L, (z,m)
Le premier développement donné par les Théorémes 31 et 36 remplacé respectivement dans
la relation (5.22) et dans la relation (5.23) nous conduit aux identités suivantes :
Pour tout n > 0, et en posant D,, (z,m) = L,, (92, m) — L, (z,m), on a :

1) Expression des termes d’indices impaires du g-analogue de la suite de Lucas de deuxiéme

espéce en fonction du g-analogue des polyndémes de Lucas de premiére espéce

n—k
Loy Z m ZC] [ } kH qu <1 + [ ]q> | B DS (z,m) +

[,

1 n—1 e
5 Z q\2 { } (—=1)" " Dok (q2,m) + Lon 1 (2,m) +
=0 q

2) Expression des termes d’indices paires du g-analogue de la suite de Lucas de deuxiéme

espéce en fonction du g-analogue des polyndémes de Lucas de premiére espéce

Ly, (2,m) Zq [ } nJrszn k(2,m) + Loy (2,m) +

n—1 7 .
2 Z —2n |:l;:| (_1)k DQn—k (q2jzv m) )
q

]Ok:O

3) Expression des termes d’indices impaires|du g-analogud de la suite de Lucas proposée par
g

Cigler en fonction du g-analogue des polynémes de Lucas de premiére espéce

n—=k
2Lucy,_1 (2, m) Zq [ } kH g (1 + u) Dy, 2k (2,m) +

[,

n—1
1 —1 .
_ q(2) n (—1) 1+k DZn—Q—k (qz, m) -+ 2L2n—1 (Z, m) +
2 q

k=0 k
n=2 J k . |7 .

> al®) 257 ] (1) Dy (4 505m)
7=0 k=0 q

4) Expression des termes d’indices paires du g-analogue de la suite de Lucas proposée par
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Cigler en fonction du g-analogue des polyndémes de Lucas de premiere espece

2Lucy, (z,m) Zq { } "+k Do, 1 (z2,m) + 2La, (2,m) +
n—1 J . .

2 g’ ¢(2) m (—1)* Dank (¢¥2,m).
7=0 k 0 q

5.3.3 Le développement des polynémes L, (z,m) et L, (2, m) en fonc-
tion des polynomes Luc, (z,m)
Les identités (5.21) (5.22), et (5.23) entrainent les développements des termes du g-analogue de

la suite de Lucas de premiére espéce en fonction du ¢g-analogue des polydmes de Lucas proposé

par Cigler :

Pour tout n > 0, on a :

z
(1 — q2n—1) L2n—1 (Z, m) = 2LUC2n_1 (Z) — q2”_1Luc2n_1 (a) — LllCQn_l (QZ) s

(1 — q2”) Ly, (z,m) = 2Lucy, (2) — ¢*"Luc,, (§> — Lucy, (¢2) .

et les identités (5.21) (5.22), et (5.23) entrainent les développements des termes du g-analogue
de la suite de Lucas de deuxiéme espéce en fonction du ¢-analogue des polydémes de Lucas

proposé par Cigler :

Pour tout n > 0, on a

2z
(1 — q2"_1) Lon_1 (2,m) = Lucy,_; (¢z) — 2¢*" 'Lucy,_1 (2) + ¢*" 'Lucy,_, (a) .

et
(1 —q")Lay, (2,m) = Lucs, (¢z) — 2¢*"Lucs, (z) + ¢*"Luc,, (f) )
q

Avec ce chapitre, on conclut la premiére partie de notre travail en établissant le g-analogue des
propriétés qu’on a citées dans le premier chapitre sur les polynémes de Fibonacci et les poly-
nomes de Lucas. Pour le chapitre qui suit, on passe au g-analogue des polyndémes de Fibonacci

et de Lucas généralisés.



Chapitre 6

Le ¢g-analogue des polyndomes de

Fibonacci et de Lucas généralisés

Soit r un entier naturel, x et y deux indéterminées. La suite r-Fibonacci, de terme général

LGN
ANEED Sl G ER

k=0
que l'on a présenté dans le premier chapitre généralise la suite de Fibonacci selon 'orde de

récurrence, elle satisfait la relation

{Uﬁ(a:,y):o, U (w,y) = a1, (1< k<7),
U (,y) = U (2,9) + UL, (2,9), (n>7).

Dans ce chapitre, on propose un g-analogue de la suite r-Fibonacci, on donne la forme explicite
et les relations de récurrence pour une généralisation de I’approche unificatrice des polynémes
g-Fibonacci et des polynémes ¢-Lucas, pour des rafinement plus élaborés une extension de
I’approche de Carlitz et une extension de I'approche de Cigler seront traitées idépendament

dans le but de généraliser certains propriétés telles que les relations (2.14) et (2.21).

6.1 Approche unificatrice pour le g-analogue des poly-
ndmes de Fibonacci et des polynétmes de Lucas gé-
néralisés

La définition ci-dessous est inspirée par la généralisation proposée par Belbachir [3] et Pap-

proche unificatrice pour le g-analogue des polyndémes de Fibonacci et de Lucas suggérée par

Cigler [26].

77
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Définition 41 On définit le q-analogue des polynomes r-Fibonacci par la formule explicite

[n/(r+1)]
k

P o) =B e = 3 )|
k=0

n—rk

f }zk avec F(()T)(z,m):O. (6.1)
q

Pour » = 1 et m = 1, on retrouve le g-analogue des polyndémes de Fibonacci proposé par
Carlitz.

Pour r = 1 et m = 0, on retrouve le g-analogue des polynémes de Fibonacci proposé par

Cigler.

Pour » = 1 on retrouve la proposition unificatrice du g-analogue des polynémes de Fibo-
nacci. Par ailleurs les deux relations de récurrence satisfaites par les polynémes F,, (z,m) sont
généralisées dans le résultat suivant.

Théoréme 42 Les polynomes F{ (z,m) satisfont les deux relations de récurrence :

F7(121 (z,m) = Fg) (z,m) +q" "2F, ", (¢" "2, m) , (6.2)
FU) (zom) = FO (qz.m) + q¢zF, (" zm) (6.3)

avec F(()T) (z,m) =0, FY) (z,m) =1,..., F{ (z,m) = 1.

Preuve. On a

ngr) (Z> m) + qn_rZFnrzr (qm—r27 m)

ln/(r+1)] ln/(r+1)]

. m(E () [P TR ey g () |7 TIRL (greryit
; q e | ’; q Pl | (@) =
[n/(r+1)]
_ Z qm(g)+(k;1) ({n —1- T/{j} n qnf(r+1)k {n —1- T’/{Z} ) K
— k . k—1 .
= Fi(2),
et
F() (qz,m) + ¢zFY, (¢"2,m)
[n/(r+1)] m(k)+(k+l) n—1-—rk i n/(r+1)] m(k—1)+(k) n—1—rk m4+1\k—1
= Y P ()" +q Y U2 PRI T (@)
k=0 q k=0 q
[n/(r+1)]
—1—-rk —1—-rk
_ Z qm(§)+<k;1) <qk {n ] r ] i [n . 17’ ] ) Zk
k=0 q o q
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Remarque 43 1l est facile de voir que les deux prolongements aux indices négatifs des po-
lynomes F{ (z,m) obtenus par les récurrences (6.2) et (6.3) coincident, et on étudiera ce

prolongement pour le cas particulier m = 0.

Comme "suite compagnon" au g-analogue des polynémes r-Fibonacci, inspiré par les relations

(3.1) et (3.2) on suggere la définition suivante :

Définition 44 On définit le q-analogue des polynomes r-Lucas de premiére espéce par la forme

explicite
(r) n/(r4 1)) (k) n — T’l{? [l{?]
L) = (m1)(z 14+ —— ) 2F 6.4
n+1 (Z7m) Z q k + [n—rk]q z, ( )
k=0 q
et on définit le g-analogue des polynomes r-Lucas de deuxiéme espéce par la forme explicite
L r = (m+1) 2 1 n—(r+1)k__ ™lg k 6.5
nt1 (2,m) kZ:O q ko, +4q n— i, z", (6.5)

avec LY (z,m) =LY (z,m) = 2.

Avec cette définition, on établit des relations qui expriment le g-analogue des polynomes 7-

Lucas en fonction du g-analogue des polyndémes r-Fibonacci et leurs relations duales.

Proposition 45 Le g-analogue des polynomes r-Fibonacci et le q-analogue des polyndomes r-

Lucas satisfont les identités suivantes

1) Pour m, n et r des entiers positifs, le q-analogue des polynomes r-Lucas s’expriment en

fonction du q-analogue des polyndomes r-Fibonacci par

LY (z;m) = FY), (5"‘)* F, (q"zm), (6.6)
L,(f) (z2,m) = Fg;)rl (z,m) + q"_TzFfL)r (qm_Tz, m) , (6.7)
LY (2ym) = 2FY), (f,m) CFO (zm), (6.9)

q
LY (z,m) = 2F0) (z,m) —FY) (2,m), (6.9)
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2) Pour m, n et r des entiers positifs, le g-analogue des polynéomes r-Fibonacci s’expriment

en fonction du g-analogue des polynémes r-Lucas par

2 T IS8 T
PO o)+ (24 2) P, (0 am) = T (S 4oL (), (612)
q q

Fgf) (z,m)+2(1+q) q”_TzFigrﬂ (qm_rz, m) = ]Lgll (z,m) +¢"" L(T ( m=r, 77()3 13)

4
FS") (z,m) + —zFﬁQ,ﬂH (qm_lz, m) = ZLSL (g, m) — L;”) (z,m), (6.14)

ﬁwzm+mmﬂw&%@W%m)=2Mmewm9@m» (6.15)
Fff) (z,m) + 4ZF£QT 1 (qm_lz, m) = pr (z,m) + 2zL£Q (q"z,m), (6.16)
(

4
F") (z,m) + —¢g" "+ FQTH (¢""z,m) = L (2,m)+2¢"" 2L - (" z,m) (6.17)
q

Preuve. Montrons les deux premiéres identités.

Par définition

LY (;m) = W(ifm ¢(5)+m(5) [n — rk] oy W(zwfl {n — rk} q[&zk,

2 k n —rkl,
(r) e (*31)+m(5) |™ rk| L"/(T"H)J ("3)+m(5) | Tk —(r+1)k —[k]q k
L. (z,m) = ¢ * ’ k Z—I—ZQQ ) k g [_1{3]27
om0 q k=0 4 B
donc
ln/(r+1)] o5 n_ k NG ()em(®) [ rk — 1
) _ ) - = RS T 4
L") (z,m) = }: gl { k} Q) + D v { k-1 }z’
o q k=0 4
[n/(r+ 1)J kb1 wn—k & [n/(r+1)] k+1 W n—rk—1 k _k
L(r) (Z m) — q( 2 )+m(2){ I } A Z q( 2 )+m<2){ L1 } qn—(r+1) Z,
d’ou
ln/(r+1)]
LY (z,m) = FUl, <f’m) M Z gt {n T rk] -
q k=0 g 1
[n/(r+1)]
— 1) —rk
LY (z,m) = F) (z,m)+ 2 > g3 )rm(5Y) {” (r; " ] g e
k=0 !
ou encore
" . . |n/(r+1)] (k+1)+m(k) n—9—Fk A
LY (zm) = F (Sm)+2 Y g2 )G i (g"2)",
q k=0 1
[n/(r+1)]

, : 2k
L1(7,T) (’27 m) = F7(1-i)-1 (Z, m) + qnirz Z q(k; )+m(§) |:n :| (qm—rz)k .
k=0 q
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Ce qui termine la preuve des identités (6.6) et (6.7). En ce qui concerne les identités (6.8),
(6.9), (6.10) et (6.11) on les déduit en utilisant les relations de récurrence (6.2) et (6.3). Pour
le reste des identités, il suffit de voir que les identités (6.10) et (6.8) entrainent les identités
(6.12), (6.14) et (6.16) et que les identités (6.11) et (6.9) entrainent les identités (6.13), (6.15)
et (6.17). O

Remarquant que la suite de polynomes (F;TJ)rl (z/q, m)) vérifie une relation de récurrence de
n

type (6.2) et que la suite <F£Ql (2, m)) vérifie une relation de récurrence de type (6.3), on
déduit des deux identité (6.8) et (6.9) les relations de récurrence de g-analogue des polynomes

r-Lucas données par le résultat suivant :

Théoréme 46 Le polynome L (z,m) satisfait la relation de récurrence

Lijjl (z,m) = Lff) (z,m) + q”_rzL,(QT (qm_Tz, m) , (6.18)

et le polynome ]Lgf) (z,m) satisfait la relation de récurrence

L), (z,m) = LD (gz,m) + ¢zLL, (¢ z,m) . (6.19)

6.2 Extension de ’approche de Carlitz et représentation

matricielle

Pour le cas particulier » = 1, en remplagant le parameétre m par la valeur 1 dans I’approche
unificatrice pour le g-analogue des polynémes de Fibonacci, on obtient I’approche de Carlitz

qui permet de généraliser I'identité (2.13) par I’évaluation du produit matriciel

0 1 0 1 01 . .
e , (voir la relation (2.14).
"z 1 q"‘lz 1 z 1

Dans cette section, on spécifie le cas m = r, qui est une généralisation de 'identité (2.14).
Ceci donne un sens tout particulier a I’extension de I’approche unificatrice pour le g-analogue

des polynomes de Fibonacci et la "valorise" d’un autre point de vue.

6.2.1 Le cas des polyndémes de Fibonacci

Pour le cas particulier m = r les relations de récurrences (6.2) et (6.3) deviennent respective-

ment

FO (z,r) = FO(z,0) + ¢ 2F7 (2,r),
(

n+1 (27 T) = Fnr) (CZZ, T) + qZFgLTET <qr+1z’ T) )
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ce qui veut dire que

Fy\ i (207) F), (z7)

F" (2 F" (2
n 7“+.2( ) _ Cr (qnfrz) n 7“+.1 ( ) :
F’ELT—I)—l (Zv 7”) F'Slr) (Zv T‘)

avec la matrice carrée de type r + 1

0 1 0 0
0 O 1

Cr(2) = 0
0 1
z 0 0 1

Ainsi, les relations (2.13) et (2.14) sont généralisées par le résultat suivant :

Théoréme 47 Avec les polynomes Fg) (z,7) on obtient l’expression

C, (q”_TZ) O (q2_Tz) C, (ql_rz)

qr—leg‘lr (QZ, T) e ZFgZQr—i—l (qrzv 7") ngr-i)-l—f (Z’ 7“)

r—1, (") (r) r (r)
q—zF, . (qz,r) - 2F, 5 5(¢"2, ) F, o (2,7

qT_le’er) (QZ, T) U ZF;TZT-H <qr27 T) Fflr-i)-l <Z’ T>

Preuve. 1l suffit de procéder par récurrence sur n en calculant F(f% (z,71), F(f% (z,7) et ng%" (z,7).

0

La relation (2.14) entraine l'identité
Foyi(2,1) = F (¢"2, 1) Fppq (2,1) = ¢"2F -1 (¢"'2,1) Fi (2, 1), (6.21)

satisfaite par le g-analogue des polynémes de Fibonacci proposé par Carlitz.

Comme application de ce théoréme on généralise I'identité (6.21) pour les polynomes F{ (z,71).
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Corollaire 48 Pour des entiers positifs [, n et r, on a

FU) (2,r) = B (g2, ) FY) (20r) = Y g TR, (¢ 2 ) O ().

J=1

Preuve. Posons

M, (z,r) = C, (q”ﬂ"z) O, (q2*7"z) C, (qlfrz) )

D’apres la relation (6.20) on a

qr_lel(:-)n—r (qza T) T zFl(:—)n—Zr-i-l (qrz’ T) Fl(:-)n-‘rl—?“ (Z, T’)
MH- (Z 7“) — qriley&%&lfr (qz7 T) e ZFl(i)anTJrQ (qTZ7 T) Fl(i)n+2fr (27 T)
@R, (gzr) e 2FD (@) B (5r)
an—lZFl(i)r (¢"'zr) - anFl(i)er (¢ "z,7) Fl(:—)l—r (¢"z,7)
Ml (qnz 7,,) — anrTilZFg;)lfr (qn+1zﬁ T) T anFl(i)ZrJrZ (qT+nZ7 T) Fl(:)277~ (qn27 T)
qn-i—r—lZFl(T) (qn+12’ ry e anFl(i)r—i-l (qr—l—nz’ r) Fl(:-)l (¢"z,7)
et
¢ D, (qzr) o BB () B (27)
M, (Z r) = qrilev(mr—o)—l—r (qz, 7") e ZFv(@T—)2r+2 (q"z,7) Fv(@r—&)—Q—r (Za 7)
r—1 . 1(r) . (r) r (r)
q an (qza T) ZanrJrl (q 2 7,) Fn+1 (Z, T’)

Avec I'égalité

My (z,7) = My (q"2,7) M, (2,7),

le terme Ff:ll (2) est égal au produit de la 7™ ligne de M,, (¢"z,r) avec la (r + 1) colonne

de M, (z,r). O

6.2.2 Le cas des polyndmes de Lucas

En remplacant m par 1 dans les formes explicites (6.4) et (6.5), on généralise, pour r quel-
conque, le g-analogue des polynémes de Lucas de premiere espéce et le g-analogue des polynémes

de Lucas de deuxiéme espéce associés a I’approche de Carlitz.

Considérons maintenant la suite de polyndémes définie, pour » > 1 et n > 0, par

Lucgf) (2) = tr (M, (z,1)).
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La forme explicite des polynomes Lucg") (z) est donnée par

r

Lucgf) (z,7) = FSJ)A (z,7) + Z q’“‘szfflr (qu, r)

j=1
[n/(r+1)] r—1 e
_ r+n(5) |~ rk k j(%k)L k
Z q ’ [ k ¢+ Z 1 [n — rk] °
k=0 q j=0 q

avec Luc” (z,r) =r + 1.

Pour r = 1, on retrouve le g-analogue des polynémes de Lucas donnée par Cigler avec ’ap-

proche de Carlitz,

nl, [n—k
Lucl) (3) = Lu, (5 = > /0 "]
; n—k[, [ &k .
Remarque 49 La suite de polynomes (Lucg) (z)) ne vérifie, ni une récurrence de type
n>0

(6.2), ni une récurrence de type (6.3).

6.3 Extension de ’approche de Cigler

6.3.1 Le cas des polyndémes de Fibonacci

Pour le cas particulier m = 0, on revient au cas des polynomes bivariés (voir 1’égalité (2.17)).

Soient les polyndmes

[n/(r+1)] e [ — 1k
F,(fl1 (xyy’()) = Z C]( 2 ){ " :| xn—(r—l—l)kyk’ (6.22)
k=0 q
avec Fq(;)rl (z,9,0) = 0.
En utilisant la relation
T n ' y
F;—&)-l ($7 Y, 0) =T ng—&)-l <W7 0) ) (623)

chacune des relations de récurrence (6.2) et (6.3) nous conduit respectivement aux relations

de récurrence suivantes :

le (x,y,0) = ang’) (z,y,0) + q"*TnyQr (x, q "y, 0) , (6.24)
F,(L)rl (z,y,0) = xF,(f) (z,qy,0) + quS”ZT (x,qy,0). (6.25)

On se propose de donner la forme explicite du prolongement aux indices négatifs de ’extension

de 'approche de Cigler pour le g-analogue des polynémes r-Fibonacci.
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Théoréme 50 Soient n et r deux entiers strictement positifs et considérons la division eucli-
dienne n = rl+t avec 0 < t < r. Le prolongement aux indices négatifs du q-analogue des

polynomes r-Fibonacci est donné par la forme explicite

L/ (r+1)]

thr [—k—-1
F) (2,y,0) = (*f“){ } )t DR kel
»(50:0) ; ! t+rk q( ) Y

Avant la preuve calculons pour r = 3 les termes F7(13) (x,y,0), pour —9 < n < 8. Par définition

on a

F(3) (z,y,0) =0, Ff’) (x,y,0) =1, Fg’) (x,y,0) =z,
Fgg) (z,9,0) = 22, Fff’) (2,9,0) = 23, Fé3) (2,9,0) = 2* +y,
Fé?’) (2,y,0) = 2° + 2], 2y, F(73) (2,9,0) = 2° + 3], 2%y, Fég) (,9,0) = 2" + [4]  2%y.

D’apés ce dernier théoréeme

F® (2,9,00=0,  F®(2,4,00=0,  F(z,5,0)=1/y,
F® (2,9,00 =0,  F(2,5,00=0, F(2,9,0) = /42,
FO (29,00 =q/y2, FO(2,4,00=0, F)(2,y,0) =22/y5.

On remarque que les termes F (,9,0), pour —9 < n < 8, satisfont les deux relations de
récurrence (6.24) et (6.25)

Preuve. Pour n =rl+1t > 0 avec 0 <t < r, posons

L1/ (r+1)] (i) l—k—1 ! (r+1)k
S_n, = " —) k_l'
= 3 g [HrkL( ) y

Par convention, les éléments [Z]q sont nuls pour £ < 0 ou k > n, donc, pour 0 <7 < r,
S—i (.Z', y) - Oa

et
S_(x,y) =1

D’autre part, en utilisant I'une des relations de récurrence (6.24) ou (6.25) on trouve, pour
0<1 <,
F") (2,4,0)=0

et
FU) (,9,0) = 1.
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Ainsi les deux suites (F(_T,)l (z,y, O)) et (Sn (2,9)),>0 coincident si elles vérifient ensembles
n>0 -

'une des relations de récurrence (6.24) et (6.25).

En effet, la suite (S, (7,9)),5, vérifie la récurrence (6.24). Cela se démontre en considérant

les deux cas suivants :

a) Pour n =rl+tavec 0 <t <ron a

xS (r,y) + ¢ " "YS sy (2,9/q")

[1/(r+1)] (t+ k+1) l k 1 ] ( )
_ 7'2‘ - - N —1—t—(r+1 k-1
o 3 [ ey
k=0
[L/(r+1)) H k+1 L (r+1)
—n N r _ o\t )k r\k—1—1
Y Z Lﬁ+7’k] (—x) (y/q")
L1/ (r+1)]
_ Z q (i) [1—k—1 (—:L’)l_t_(rH)k i
| T4k ‘
U/ T+1 t+ k+1 l k
r - . l—t—('f‘-‘rl)k k-l —t—rk
+ Z 4 rk] , (=2) v
[1/(r+1)] r
_ Z q(t+r2k+1) l t— k _kl:| (_(E)l*t*(T%*l)k yk—l
k=0 Tt g
[1/(r+1)]

(%) A Y AR AR
IR B R R

[1/(r+1)]
_ ¢y [ e[l R =1 [ -k NItk k-l
DR A VI ek, (==) Y

k=0

Lt/ (r+1)]
_ Z qT(H';k) I=1—Fk gtk ot
— t—1+rk],

= S—n—l—l ('fa y) .
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b) Pour n = rl on a

xS (v,y) + ¢ " YS s (2,9/4")
LL/(r+1)] (rk+1) [l —k—1
q 2

— . :| (_Q:)l—l—(r-‘,—l)k ykfl
k=0 " q
L1/ (r+1)] k+l L .
—n T T I—(r+1 T k—1—1
DI g e (O
q
L1/ (r+1)] -
vy [1—k — 1 n
_ Z q( k2+1) . :| (_m)l (+1)kyk—l
k=0 - r q
[1/(r+1)] k+1 -l L ( :
(" - N OHDE ki —rk
D IREE| IR Rl
U/(TJrl)J -
vy [1— ke —1 .
_ Z (") . ] (=)l (r+ Dk gt
k=0 - r q

1/(r41)]

R T

l/7"+1
=k —1 l—k o -
_ ( i kD(_gj)l e
q r q

l/ (r+1)]
— I=1- ml—(r—l—l)kyk:—l
— 147 ( 1)

11/( r+1)J
7 T‘+'I’k l — 2 — k —r—1—(r —
_ Z q( A { } Sl (+1)kyk+1 !

= r—1+4+1rk

= an—i-l (-Ta y) :

6.3.2 Le cas des polyndémes de Lucas

Notons par Ly (x,y,0,q) et L (z,9,0,q) respectivement le g-analogue des polynomes biva-
riés de Lucas généralisés de premiere espece et le g-analogue des polyndémes bivariés de Lucas
généralisés de deuxieme espéce associés aux polynoémes bivariés Fg) (x,y,0,q) définis respecti-

vement, pour n > 0, par les formes explicites.

ln/(r+1)] ) n— ke ]
L{" 0) : = 2 1 g n—(r+1)k, k
v > O (gt e
k=0 q
ln/(r+1)] ) S 0
L") 0) : = 2 14 gDk q n—(r+1)k, k
n <x7y7 ) kZ:O q |: k :|q< +q [n_rk}q €T T
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avec LY (z,,0) = LY (2,y,0) = 2.

Avec les relations

LY (2,9.0) = "L (—75.0).

r) o ny (1)
L) (z,y,0) = z"L (er’O)’

chacune des relations (6.8) et (6.9), devient respectivement

LY (2,y,0) = 2FY), (x,y/q,0) — 2FD (2,9,0), (6.26)
LD (2,9,0) = 2FY), (2,y,0) — 2F") (2,5,0), (6.27)

de plus, le fait que la suite <F§l 11 (/g )) vérifie une récurrence de type (6.24) entraine
n>0

que la suite (LSLT) (w,y,O)) vérifie une récurrence de type (6.24), et le fait que la suite
n>0

<F£L)rl (x,y, 0)>n>0 vérifie une récurrence de type (6.25) entraine que la suite (Lg) (z,y, O)>n>0

vérifie une récurrence de type (6.25). Ainsi chacune des suites (L,(f) (z,y, O)) et <L£f) (x,y, O))
n>0

= n>0
est prolongeable aux indices négatifs, ce qui nous permet de considérer ces deux suites sur Z.

et (Lg) (z,y, 0)> aux indices

Pour caractériser le prolongement des suites (Lg) (x,y, 0))
n>0

n>0
négatifs, on utilise la proposition suivante :

Proposition 51 La suite (F(_TB1 1 (az,y/q,())) vérifie une relation de récurrence de type
n>0

(6.24), et la suite (F@Hl (x,v, 0)) vérifie une relation de récurrence de type (6.25).
n>0

Preuve. En posant a_,, (z,y) = F(_%H (x,y/q,0) et b_,, (z,y) = F(—7)1+1 (z,y,0) on a

ray (@,9) + 4" ya e (2,y/q) = oFU) L (2,9/4,0)+ ¢ yFO L (2,y/a7,0)

r —_n—r y r
= xF£2L+1 (LU, y/Qu ) + q +1qF£2L r+1 (‘T y/q +1’ 0)

= FY) ., (2.9/q,0)
= O0_p41 (x,y),
et

xb—'fl ((L’, y) + yb—n—r ((L’, y) = IF( T)L+1 (I Y, 0) + yF(l;)zfrJrl (%7 Y, O)

= FU (¢./d.0)
= b_pi1(z,y).
O
Avec cette proposition et le fait que I’ensemble des suites vérifiant une relation de récurrence

de type (6.24) ou de type (6.25) est stable par multiplication par z. Les relations (6.26) et

(6.27) entrainent le résultat suivant.
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Théoréme 52 Pour tout n € Z, on a

L") (r,y,0) = 2F§L)rl (x,y/q,0) — ng) (z,9,0),
L") (x,y,0) = 2F£:J)rl (x,y,0) — £F£LT) (x,y,0).

Comme conséquence de ce dernier Théoréme, on donne la forme explicite des termes Lg) (x,y,0)

et LY (x,y,0) pour les indices négatifs.

Théoréme 53 Soient n et r deux entiers strictement positifs et soit n =rl+t avec 0 <t <.
Le prolongement aux indices négatifs du q-analogue des polynomes r-Lucas de premiére et de

deuxiéme espéce sont donnés respectivement par les formes explicites

L(T) . [1/(r+1)] t+7k+l) ] Dk t[t k]q I —k It (b 1)k bt
— 2 - I
S (2,9,0) kEO q +q T=H, ) L4k q( x) v
[t/(r+1)] L\ T1 b
L™ 0) = (5" [ 8 R e ]
Yo (@, 0) 2 q + =7, ) lt+rk q( ) Y

Preuve. Soit n =rl+1t > 0 avec 0 <t < r, selon les valeurs de ¢ on a les deux cas suivants :

Pour t >0 on a

L") (x,9,0)
— 2F") | (z,y/q,0) — 2F") (2,y,0)

. Li/r+1] () (e[ L=k =1 l— k-1 It~ (r+ Dk k1
== F—n+1 (IE, y/q7 O) + Z q 2 q + (_x) Y

prt t—1+ rk t+rk
L/ 1) (747%) l—k—1 I—t—(r 1)k /)] Gian) k I—t—(r+1)k
— /27" +l—k - - o t—(r+1 k l r B —t—(r+1 k—1
]; 1 L—l—i—rk]q( z) * Z LJFTIJ (=2) Y
l/(r+1)]
_ L/(EE q (“F)+— k k] -k (_x)lftf(vdrl)k yk—l
[l — k‘]q t+rk ‘
Ll/ r—i-l) i) I
t T Nt Dk k-l
IR C At
Ll/(r+1)J

i t —rk] l—k
_ ( +rk+ ) 1 (r+1)k—t[ q o\ I=t=(r+DE | k-1
2 N = TR
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et

L") (z,y,0)

n

- 2F17)L+1 (ZL’, Y, 0) - 'TF(—TBL <I7 Y, 0)

[n/r+1]
r 3 thr l—k—1 l—k—1 it -
- F( 'r)z—l—l ("L‘7ya0) + q( +2 k) <|: :| +qt+7‘k|: :| ) (_l‘)l bo(rtLk yk :

— t—1+rk t+rk

[n/r+1] o [ — ke —1 [n/r41] () ok
_ Z q( X )[ } (—x)l t—(r+1)k k Ly Z [ } (_x)l—t—(rﬂ)kyk,l

— t—1+rk], t+rk

[n/r+1] |_n/r+1
= Y q(”{’“)w L=k (=)t Dk et Z (e[ Pk ()=t 4Dk ot
k=0 [l_k]q t+Tqu t-f-’l"]f
[n/r+1]
— Z )14 M {l - k} (=)t Ok ot
— -k, | lt+rk],
Pour t =0, on a
L") (z,y,0)
= 2F") ., (2,9/q.0) — 2F"), (2,7,0)
s |~k —2
'r k+1) J— —
= 92 Z ( + +sz71 [7« . rk] (_x)l—l—r—(r-i-l)k: yk—l—f—l . $F(I7)~L (x, Y, 0)
q

U/ (r+1)] B
- 9 Z +l k:|: 1 :| (_x)lf(vdrl)k yk; 1 (EF(T) ((E y70)

= FU, (m0/0,00+ > q'2 ) (g 1| Tl () y
q q

k=0
L1/ (r+1)]
B (rzk)+lik [Tk]q l—k Nk k-l
= D Tk | e | 0O
k=0 q q
el ot k
Gatas) N EDE | k-
+ E [Tk L( ) Y

o) . -
- )(qu_(mmu s )[k} (=)
q

k=0
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et

LY (x,y,0)
= 2F£Ql (x,y,0) — ng) (x,y,0)

rk—1

L/l ((k+1)) l—k—2 ( )
- 9 T N l=r=(r Dk k-1 F(T) 0
> I e P 2E (2,,0)
[/ (r+1)]
ey [l —k —1
=2 % D o o 0

k=0

Lt/ (r+1)]
- (T) rk l — k — ]_ rk l - k - ]- l—('l‘-i-l)k‘ k—1
- an+1 (m,y,0)+ Z q<2) (|: rk—1 +q rk q (_x> !
l1/(r+1)] [ ] 1k [1/(r+1)] l _
_ Z q ] { B } (_ ) —(r+1)k k: l + Z { } (_l‘)l*(r+1)k yk_z
q q

o)
_ L () [rk‘]q L=k etk g
Z o NECNIE A s

O

Remarque 54 Sur Z, la forme explicite du q-analogue des polynémes bivariés de Lucas géné-
ralisés de premiére espéce et la forme explicite du q-analogue des polynomes bivariés de Lucas

généralisés de deuxieme espéce sont données respectivement pourn =rl+t > 0 avec 0 <t <,

par
[t/ (r+1)]
—rk k] _
LM 0) — &Hm-r 1 q n—(r+1)k, k
n (7,9,0) kz:% q - T )" Y
[t/ (r+1)] [t + k] I— &
L(r) 0) = (“‘g’“’l) 1 I—(r+1)k—t q o N=t=(r D)k k-1
k=0 q q
et

[1/(r+1)] o T — rk 0
L (z,y,0) = Z q(z) [ ] <1 4 gDk q ) gDk
q

— k [n — k],
[n/(r+1)] [t + k] Ik
L(r) 0) — (t+rk) 1o L _\l—t—=(r 1)k =
" (2,y,0) ; S I G y

6.4 Appendice

Dans le deuxiéme chapitre, on a considéré chacun des coefficients [Z]q et m; ) comme un q-

analogue du coefficient binomial (Z) Dans cet appendice on explicite la liaison entre le triangle
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¢9)
q
ainsi que la liaison entre le triangle formé par les monoémes [

formé par les mondémes m 2* et le g-analogue de la suite de Fibonacci proposé par Cigler,

n

k]qzk et le g-analogue de la suite

de Fibonacci proposé par Carlitz.

Dans la littérature, plusieurs auteurs notent les nombres de Fibonacci par f,, = ,EZ/OQJ (";k),
c’est-a-dire que f,, = F,1. La notation que 'on a adoptée dans cette these, comme d’autres

auteurs, a des avantages théoriques, comme le fait que F}, est un multiple de F,, et le fait que

pged (F, Fr) = F, ged(n,m) ainsi que d’autres propriétés.

Pour le g-analogue de la suite de Fibonacci on a les deux cas suivants :

6.4.1 L’approche de Cigler

La définition proposé par Cigler peut étre retrouvée avec la suite dont le terme général

est donné par la somme des éléments diagonaux dans le triangle formé par les mondémes
k

q(2) [Z]qx"‘kyk. Il s’agit de la suite

2
Fib, (x,,0) = ) q(Q)[ } AT
q

qui satisfait les récurrences

Fib,., (z,y,0) = 2Fib, (z,y,0)+ ¢" 'yFib,_; (z,,0), (6.28)
Fib,.; (z,y,0) = 2Fib, (z,y,0)+ yFib,1 (¢x,qy,0), (6.29)
Fib, 1 (z,y,0) = aFib, (z,qy,0)+ yFib,1 (z,qy,0). (6.30)

Puisque I'ensemble des suites satisfaisant (6.28) n’est pas stable par translation d’indice, il est

commode de poser (comme l'a fait Cigler)
Fn+1 (fL’, Y, O) - Fibn (.T, qYy, O) 9

pour obtenir les récurrences suivantes

Foi(2,9,0) = aF, (2,9,0) +¢" " 'yFo 1 (2,9,0), (6.31)
Foii(2,y,0) = 2F,(2,9,0) + qyFu-1 (g2, 9y, 0), (6.32)
Fn+1 ($7 Y, O) = an ($7 qy, 0) + qun—l (.T, qy, O) . (633)

Le tableau suivant montre la liaison entre le g-analogue de triangle de Pascal et ’approche de
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Cigler pour le g-analogue de la suite de Fibonacci

6,
1
[3} W g [2] 2_)332 [2] (—;xy
0 1
A S T
RS S
i A S H s
R 1 Pt TS N s
R 1P N F M

Figure 7

R
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Fib; (z,y,0)
Fib, (x,y,0)
Fib; (z,y,0)
Fib, (z,y,0)
Fib; (z,,0)
Fibg (x,y,0)
Fib; (x,y,0)
Fibg (z,y,0)
Fibg (z,y,0)

Le g-analogue du triangle de Pascal et Le ¢g-analogue de la suite de Fibonacci

De la méme facon, en considérant une autre transversale du g-analogue du triangle de Pascal ;

n

la direction (1,r), la sommation des monomes q(g) [k

. LGN
FibY” =
b (..0)= Y qﬂ 3

k=0

ce qui nous amene a suggérer ce qui suit

F(T)

n+1 (337 Y, 0) = Flbg) (IL’, qy, 0) .

]qx""“yk donne la suite

1 Inf(rJrl)kyk,
q

Pour le cas particulier » = 2 le tableau suivant montre la liaison entre le g-analogue de triangle

de Pascal et la suite Fibff) (z,qy,0).

i
B+
R
. N . 3, 2y
b, =+ ], 2%
+ R +
B, 'y 31, =
B2y o+ 3, 2%
" [0 ((11)563?;2 + .
bl =ty + ], =y’
o, 5], %
q q

Figure 8

R T I I T

Fib(” (z,,
.1 (2)
F1b2 (xaya
.(2)
F1b3 ('7;7ya
a.(2)
F1b4 ('xaya
a.(2)
F1b5 (1’797
Fiby (z,y,
Fiby” (z,y,
(
Fib{? (z,y,
Fib{y (z,y,
Fib{? (z,y,
Fib{? (

)
Fib{ (z,y,
)

)

T,Y,

Le g-analogue du triangle de Pascal et Le g-analogue de la suite 2-Fibonacci

0)
0)
0)
0)
0)
0)
0)
0)
0)
0)
0)
0)
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6.4.2 L’approche de Carlitz

Etant donnés deux operateurs X et () tels que QX = ¢X @, considérons l'operateur de Fibo-

nacci suivant

/2 e
Fib, (X,Q.1) = ) _ { )

k=0
le terme général de cette suite est donné par la somme des éléments diagonaux principaux dans

:| anQka
q

k
le g-triangle de Pascal formé par les monémes (en tant qu’operateurs) q(2> H X n=kQk.
Puisque la suite Fib,, (X, @, 1) satisfait les deux récurrences

Fibn+1 (X7 Qa 1) = XFibn (X7 Q> 1) + QFlbnfl (X7 Q? 1) )
Fib,; (X,Q,1) = Fib,(X,Q,1) X + Fib,, (X, Q,1)Q,

nous déduisons l’'identité matricielle suivante

( 0 1 )"_ ( Fib, 1 (X,Q,1)Q Fib, (X,Q,1) ) (6.34)

Q X Fibn (Xa Qv 1) Q Fibn+1 (Xa Q7 1)

En considérant l'opérateur Z = X 2Q), on a

[n/2]
—k
Fib, (X,Q.1) = X"Fib, (X ?Q,1) avec Fib,(z,1)= Y {” . } () ok
k=0 q
Pour des raisons de commodités, on propose, suivant I’approche de Carlitz, de définitir la suite

de Fibonacci comme suit
F,:1 (2, 1) =Fib, (¢z,1).

Pour la sommation le long de la transversale de direction (1,r) dans le g-triangle de Pascal

formé par les monodmes [Z] qX n=kQFk. on obtient la suite

[n/(r+1)] n— 1k
Fibglr) (X7 Q’ 1) — Z |: L :| Xn—(r-i—l)ka’
q

k=0

qui satisfait les récurrences

nn—1

Fib\),, (X,Q.1) = Fib{)(X,Q.1)X +Fibl), | (X,Q,1)Q.

n—r—1

Fib?"), (X,Q,1) = XFib{) (X,Q,1)+ QFib!)_ (X,Q,1),

Par suite, la relation (6.34) est généralisée par

Fib! (X,Q,1)Q --- Fib", . (X,Q,1)Q Fibl),  (X,Q,1)
Fib(), , (X,Q,1)Q --- Fib), ,(X,Q,1)Q Fib"),  (X,Q,1)

(€, (X.Q)" = | . | ,

Fib() (X,Q,1)Q --- Fibl ,,(X,Q,1)Q Fib]}, (X,Q,1)
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ou C, (X, Q) est un operateur matriciel d’ordre r + 1 :

0 1 0 0
0 0 1

Cr (X,Q) = 0
0 1
Q 0 X

En considérant I'opérateur Z = X~ "+DQ, on a

[n/2]
—k
Fib() (X,Q,1) = X"Fib{) (X "*VQ,1) avec Fib{) (z,1)= ) {”k }qw)(’;m
k=0 q

Signalons enfin que I'extension de I’approche de Carlitz pour le g-analogue des polyndémes de

Fibonacci que 'on a présentée dans ce chapitre est inspirée de

F(), (2,1) = Fib{) (¢z,1).

La suite "multibonacci", qui généralise la suite de Fibonacci, s’exprime, par (1.17), en termes
de coefficients bi*nomiaux . Aprés avoir introduit un g-analogue des coefficients bi°*nomiaux
dans le chapitre suivant on utilisera ces derniers pour donner un g-analogue de la suite "multi-

bonacci" consideré comme une autre généralisation de l’approche de Cigler pour le g-analogue

de la suite de Fibonacci.



Chapitre 7

Un g-analogue de la suite
"multibonacci" et des coeflicients

bi°nomiaux

Dans ce chapitre, on propose un g-analogue de la suite "multibonacci" <w,(f)> donnée par
n>0

(voir le dernier paragraphe du premier chapitre)

sm—r

w2 ("),

=0

avec une forme explicite écrite en terme d’un g-analogue des coefficients bi°*nomiaux. Notre
approche pour le g-analogue des coefficients bi®*nomiaux est une alternative o la définition pro-
posée par Andrews et Baxter [1]. Elle nous permet de nous projeter sur ’approche de Cigler

pour le g-analogue des polynémes de Fibonacci comme cas particulier.

En ce qui concerne le g-analogue des polyndémes de Lucas que 1’on a associé a la définition de

Cigler, nous proposons une généralisation & la fin du chapitre.

7.1 Un g-analogue des coefficients bi’nomiaux

7.1.1 Définition et caractérisation

i ) a 6fini i éné 1
Les coefficients bi*nomiauz Z , sont définis par la fonction génératrice

ns

(1+x+x2+---+x5)n—z<Z>s$k. (7.1)

k=0

96



Le g-analogue des suites de Fibonacci et de Lucas 97

21

s+1)7 on a

Pour a = exp (z

n

(1+z+2>+-- +2°)

- 2(L,2, 000 Cgtamee)

Ntje++is=k

Par identification avec la relation (7.1), on obtient une nouvelle expression des coefficients

bi* nomiaux.

Théoréme 55 Les coefficients bi*nomiaux s’expriment en termes de coefficients binomieauz

0, S - Qeremr

Jitje+-+js=k

comme suit

Ce résultat nous suggére la définition suivante :

Définition 56 On définit le q-analogue des coefficients bi*nomiauzx par

[Z](S) - & kmmmq = (5) (—1)t S,

q Jitjet+is=

Remarque 57 Pour s = 1 on retrouve le q-analogue du coefficient binomial q(g) [Z]q qu’on a

noté [}] ((11) dans le deuxiéme chapitre (voir (2.6a) et (2.60)).

Avec I'identité (7.2), la définition que I'on propose pour le g-analogue des coefficients bi®nomiauz

semble plus naturelle. Elle nous permet d’obtenir un g-analogue de la relation (7.1).

Théoréme 58 Les coefficients [Z] ((18) satisfont la relation

n—1 ns n (s)
H(1+q1z+...+(qu)s) :Z LJ 2~ (7.3)

§=0 k=0

Preuve. Comme

s

(1+z+22+---+z5):H(2—aj) pour a:exp(iSQI1>,

j=1
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alors

n—1 s
H (1+¢z+-+ (qu)s) = H (z—a")(qgz—a") (Fz—a") - ("2 —d")
7=0 r=1

s ( > [0 [ e az:_lrw)) y
k=0 \ji+jottio=k 1 L Js
ns 1o (s)

SH
pur g P

7.1.2 Relations de récurrence

Pour le cas particulier s = 1, on connait les deux récurrences satisfaites par les coefficients

o1 ()

|:kj|q’
SO kn—l(”+k_1n—1“)
A P T \p-1|

q q
k|, ko], k—1],

Elles se généralisent en :

Théoréme 59 Le q-analogue des coefficients bi® nomiaux satisfait les deux récurrences

(s) s (s)
n _ i | — 1 74
i, = =l o

q

[Z](S) _ iqm—m [Z:ly) (7.5)

q =0 J1q

Preuve. Avec l'identité (7.3) les deux relations

n_1 n—1

H(1+qu+___+(qu)s) _ (1—|—Z—|—"‘+ZS) (1—|—qj+12—|—...+(qj+1z)5),

j=0 =t

n—1 n—2
H(1+qu+,,,+(qu)8) _ (1+qn_12+"'+(q”_lz)s) (1+qu_|_...+(qu)5)7
j=0 Jj=0

deviennent respectivement

ns ro1(s) ns 11
Zm Fo= (et +2) O[nk } (q2)",
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ainsi
ns (s) ns s (s)
z = q Z,
k=0 {k q k=0 \j=0 k=il
ns (5) ns s (5)
n} . (Z n1)s [n— 1] ) A
¥ = q ] z2".
k=0 {k q k=0 \j—=0 k=il
Ce qui montre le résultat. 0

De plus avec ce théoréme on a donné deux g-analogues de la récurrence longitudinale, voir

[13] ) B
(Z) P (Z—j)

j=0
7.1.3 Généralisation du g-analogue de I’identité de Chu-Vandermonde

L’identité de Chu-Vandermonde

(-2 ")

a un g-analogue (voir [29] et [35]) vérifié par les coefficients ¢g-binomiaux, donné par

gk,

—J

n

k] ((18) par le résultat

Dans [10], on a généralisé I'identité de Chu-Vandermonde aux coefficients |

suivant :

Théoréme 60 Le q-analogue des coefficients bi*nomiaux satisfait la relation

s k s s
e )
k s J k

q q —Jlg

Preuve. D’apreés la relation (7.3)

é1(1+qu+---+(qu)s) - im ok

j=0 k=0 q
m—1 4 ms m (s)
[[+d=++(d2)) = ZM &
7=0 k=0 q
n+m—1
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Avec ces identités, I’égalité

n+m—1 n—1 m—1
[T (tastt @) = [T+ ozt @) [T 0k a0zt (700)).
§=0 j=0 §=0
devient -
n-+m)s (s) ns (s) ms (s)
n—+m ko n k m N
[ = (B0 ) (B0 ).
k=0 q k=0 q k=0 q
on conclut par identification. O

Remarque 61 La relation (7.6) s’écrit
1 k 1 1
e s a1
ko lq =0 J k=

Preuve. En effet

7.2 Un g-analogue de la suite "multibonacci"

Dans cette section, on va généralisé le g-analogue pour la suite "multibonacci" qui est une

généralisation de la suite de Fibonacci comme suite récurrente linéaire d’ordre > 3.

Définition 62 Pour s > 1, on définit comme g-analogue de la suite "multibonacci” la suite de

polynomes définie, pour n > 0, par
sm—r 1k (s)
IR DS K
k=0 q

o 0 < r < setm(s+1)—r = n. (m est donné par lalgorithme étendu de la division

euclidienne)
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Avec le cas particulier ¢ = z = 1 on retrouve la caractérisation liée & la suite "multibonacci"

(2)
" n>—s

) —

n

w
M
=T
VR
3
El
5
~
vy

qui vérifie la récurrence

(@58%@&8{,...,@&2) — (1,0,0,...,0),

O = O + 0y -+ (02 1),

n—s—1

dont la généralisation est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 63 Le q-analogue de la suite "multibonacci” vérifie pour, n > 0, les récurrences

R = YR (). (7.7

=0 ¢
S z > ] S
L (2) = TR (7.5)
=0

Preuve. Par définition, on a

S s - (@
> AED ) = X (qu[”_léj_k} )
j=0 J=0

k>0 q
s . (s
- Sz
, k
=0 \k>0 q
® Tn—1—k®
- Sz
>0 \j=0 —J 1y

qui devient par la récurrence (7.4)
s (s)
e n—k s z
IEGNCED Dl RS S 6
=0 k>0 q
D’autre part, on

e (2) = S (Sl E))

Jj=0 Jj=0
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qui devient par la récurrence (7.5)
s (s)

S () =] A eEe,

§=0 k>0 q

Pour s = 1, on retrouve le g-analogue des polynémes de Fibonacci suggéré par Cigler

M
F), (2)=F 0) =S¢t |" K]
n+1 (2) n+1 (Z, ) Z q 2 z".

k>0 q

Comme on retrouven en utilisant (7.4) et (7.5), les récurrences (2.19) et (2.20), pour (z,y) =

(1, z), données par

Foi1(2,0) = Fu(2,0)+¢" 2Fu (E’O> )
q

Frit (f,o) = F,(2,0)+2F,_ (z,0).
q

7.3 Suites compagnons de la suite "¢g-multibonacci"

Comme suite compagnon de la suite F$ (z), considérons les suites LS (2) et LS (2) définies

respectivement par les relations
S z S
1 () = 2 (2) - PG,

L& (z) = 2FY) (2) - FY (2).

Avec cette définition et les valeurs initiales suivantes
(P (), B (2) B () F90 (2)) = (1,1,0,..,0),
on déduit les valeurs initiales
(Lgs)(Z)’L[()S)(2)’L(_S%(z),...,L(_‘2+1(z)> = (1,2,0,...,0),
(]Lgs) (2), L (2),LY) (2),... >L(jz+1 (2)) = (1,2,0,...,0),

et on montre le résultat suivant :

Théoréme 64 Les suites L (2) et L) (z) vérifient respectivement les récurrences

L) = D (¢ LY, (%) |

Jj=0

S z d ] S
L (2) = Lo,

=0



Le g-analogue des suites de Fibonacci et de Lucas 103

Preuve. Par définition

> () T, (7) - s

j
=0 ¢

n—j \J (s) ? (s) i
(q jz) <2Fn—j+1 (qj+1) -F.7; <q7)>

s i s
— n+1—'z (s) Z n—j \J (s <
= 2 - (q ]a) Foiij <qj+1> L - (q jz) F.7 (E)
]:

S Z S
= 2F7(14)rz (5) - FT(lll (Z)

et

w

=0
= 2 Z z]F,(fsz (2) — Z z”F(S)] (2)
=0 =0



Chapitre 8
Le cas p, g-analogue

Les coefficients p, g-binomiaux sont introduits par Corcino [28] et repris et exploités par Shat-
tuck [45] et Teselean [43]. Dans ce chapitre, on exploite ces coefficients pour étendre les ap-
proches de Carlitz et de Cigler au cas p,g-analogue et pour introduire les coefficients p, q-

bi*nomiaux afin d’étudier la suite "p, g-multibonacci".

8.1 Les coefficients p, g-binomiaux

Considérons les notations

. n—1 n—2 n—1 o n . [n]p,q!
[n]p,q =P +p g+ tg J [n]p q! = [l]pH[?]p,q T [n]’p#b L{?:| T [k}] '[TL _ k]pq!,
p,q ’

)
p,q-

avec la convention mpq =0 pour k <0ouk >n.
Les coefficients p, g-binomiaux m b généralisent les coefficients g-binomiaux puisque [k] P

m . et mettent en exergue une certaine symétrie dans les relations comme on le voit ci-dessous

lpg = D" Fklpg + 00 — Klpa,

! = a® [l

lpg = " nlpg

mm = mp/q’ (8.1)

I P s A I (82
i;[:(pijrqjy) = ép(nzk)q(g) [Z]pvqx”‘kyk. (8.3)

104
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8.2 Les coefficients p, g-bi*nomiaux
En s’inspirant de la définition des coefficients ¢g-bi*nomiaux, on suggeére la définition suivante :

Définition 65 Pour s > 1, on définit le p, g-analogue des coefficients bi’nomiaux par

(S) 7 s n—Jjr s .
m -y m m m (e ()i (57 (L1)F g S,
p,q p,q p.q

Pa itjatotis=k U1 pg L2 Js

N 12777 -9
oua=¢es+ et = —1.

Avec le cas particulier p = 1, on retrouve le g-analogue des coefficients bi*nomiaux, et pour

s = 1 on retrouve les coefficients p<n5k>q(§> [Z}pq donnés en (8.3).

Cette définition nous permet de généraliser les relations (7.3) et (8.3).

Théoréme 66 Le p, g-analogue des coefficients bi*nomiauz satisfait la relation

fi(Sorer) S e

k=0 )

Preuve. Pour a = exp ( on a

s+1)

n—1 s n—1 s
(S oo @) = TTTw-dva
j=0 \t=0 J=01=1

s n—1

= [[1I (v - dpx)
=1 5=0

- 103 ([ﬂ gy <>>

ns 1)
_ Z |:Z‘| xns—kyk'
Avec les coefficients [Z]pq = p(ngk)q(g) ["]pq, la relation (8.1) devient

(1) (1)
() NGB L
2 Pkl
P,q q/p

et se généralise, pour tout s > 1, a :
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Corollaire 67 Le p, g-analogue des coefficients bi*nomiauz et le p/q-analogue des coefficients

bi* nomiaux sont liés par la formule

Corollaire 68 Le p, g-analogue des coefficients bi® nomiauzx satisfait les recurrences

(s) 5 (s)

n+ 1} 3 e { n }
— p’n S qn ' , (85)
{ k = k=7

p,q p,q
n+1]® > kg kej| ™ (s)
= s - . 8.6
[ ! ] Zp L P (8.6)
P j=0 P,

Preuve. D’apreés la relation (8.4), on a d’une part

S n+1 ) n+1)s— - n_\S— n = n () ns—
Z{ N } plts iyl — (Z(p 7)™ (g y)t>< M AT
]{JZO pq t=0 =0

et d’autre part

ns ®) ns 0 1(s)
n+1 n s— n ns— s—
Z[ § } syl ( M (p) k(qy)k> (Zx tyt>,
k=0

k=0 p,q pq

par identification on obtient les deux récurrences. O

On donne & présent une généralisation du p, g-analogue de I'identité de Chu-Vandermonde.
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Théoréme 69 Le p, g-analogue du coefficient bi’nomial satisfait la relation

RS T NA

b, p.q

S
p,q

Preuve. D’apreés la relation (8.4) on a

n—1 s ns s
S0 @) = Y[ At

j=0 \t=0 k=0 L 'dpg

m—1 s ms s

i1 (S o) - 5[0

j=0 \t=0 k=0 P

iy i ( '.I')t (qjy)&—t _ (T8 |:n + m:| B xky(n-i—m) k

, k
j=0  \t=0 k=0 P

En remplacant ces trois identités dans 1’égalité

nﬁ_l (Z (r'2)" (4 ) 1:[ (Z (Pz)" (¢'y) _t) %1( s (pjx)t(qnﬂy)s_t),

j=0 t=0

on tire la relation

(n+m)s s ns s ms s
n+m n+m)s— n ns— m n n ms—
> { L } ahylmms =i = ( M 'y k) (Z[k} (p"2)" (¢"y) k)
p,q

k=0 ; k=0 P k=0 P.g
(n+m)s k n s m s
p (ZH A pann<k>> e
Ce qui termine la preuve. O

8.3 La suite p, ¢g-Fibonacci

Avec les coefficients p, ¢g-binomiaux on obtient un p, g-analogue du triangle de Pascal, En
s’inspirant de la définition de la suite de Fibonacci généralisée, on exploite les coefficients p, ¢-

binomiaux pour définir la suite p, g-Fbonacci généralisée.

8.3.1 Un p, g-analogue associé a ’approche de Cigler

Considérons la suite (Fﬁljl (x,y,p, q)) définie par
>0

n_

L"Z/T-‘rlJ n4+1—(r+1)k k+1
Fﬁz-l)-l (:L'7y7p7Q): Z p( 2 >q< 2 )|:

n—= Tk] L (T Dk, k
k=0 p,q
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avec F[()T) (,9,p,q9) =0

Pour p =1 et r = 1, on retrouve le g-analogue de la suite de Fibonacci donnée par Cigler.

Théoréme 70 Les polynéomes F (z,y,Dp,q) vérifient les deux récurrences

FO) (e, y,p,q) = paFO (pa,py,p, @) + qyFY, (qx,qy,p,q) (8.7)
FO) (2, y,p.q) = pxFO (px,qu,p,q) + qFY, (pz,qy,p,q), (8.8)

avec F(()T) (z,9,p,q) =0, FY) (r,9,p,q) = 2771 pour j =1,2,....r.

Preuve. D’aprés la relation (8.2), on a
Fs;)q (SC, Y, p; Q)
Ln/2) 1=(r+1)k)  (k+1 n—1—rk n—1—rk
= Z p(n+ =) )q( i) pk[ } 1 qn—(r+1)k|: ] xn—(r+1)kyk
k=0 K 2 k=1 Jpq

Ln/2]

n—(r+Dk\ (k+1\ |0 — 1 — 1k e (r
= pry_ p(" () { L } (pz)" T ()" +
k=0 Pt
[n/2] (n+1—(r+1)(k+1)> <k+2) n—(r 1) (1) [P T — 1—rk nr 1 (rh )k .
y Y pl 2 gl g L x (qv)
k=0 prtlg

[n/2]
n—(r+1)k k41 n — ]_ _— Tk n—1—(r
I >q<2){ i } s L
k=0 prtlg

[n/2

!
n—r—(r+1)k k+1 n—r— 1 — T]{: n—r—1—(r
ay > pUET ) )[ B } (qz)" " gyt
k=0 pT—Q—l’q

— paF) (pz,py, p, @) + wFY, (qx,qu,p, q) .
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Par ailleurs, on a :

FSL (ZL’, Y, P, q)

Ln/2)
_ Z p(n—(r-;l)k-&-l)q(k;—l) (qk |:n —1-— Tk‘| + pnf(r+1)k |:n —1- Tk‘| > T
k=0 k P k=1 1,

)

n/2]

n—(r g - ]_ - k —1—

= px § pl ()" g (p)" IR (gy)* +
k=0 k prtlq

(nOEEEDEY) (K2 (r1) (k1)
yy =P k

[n/2] [
k=0 )

[n/2]

n—(r+1 c+1 — 1 _— k n—1—(r

— pz Z p( (2+ )k)q(k-;— ) {n T } (p:v) 1—(r+1)k (qy)k +
k=0 k ptlq

[n/2

]
n—r—(r+1)k k+1 n—r— 1 - ’f‘]{? n—r—1—(r
ay > plET g ){ N } (p)" T (gy)"
k=0 p"tlq

— pF) (pz,qy,p,q) + qF", (px, qu,p, q) .

n—r—1—rk
:| :L,n—r—l—(r—l—l)k k
b,q
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n—(r+1)k, k

Remarque 71 1) Les récurrences (8.7) et (8.8) peuvent étre écrites de la fagon suivante :

n [Ty , A\ e q\ "
F'EH)-I <_7 - D, q) = ngz) <x>y7p7 q) + (_) ngzlr xz, (_> y,p,q ),
p D p p
T T y r T
F£L—|)-1 <E7aap7q) = mF%)(x,y,p,q)+yF£LlT (xayvpvc_Z)-

2) Pour r = 1, les récurrences (8.7) et (8.8) deviennent

n Y n— Y
Fn+1 (‘Tay7pa Q) = P an (l‘a 2—97]97 Q) +4q 1yFn—1 (ZB, gapa Q) )

Foii(z,y,0,0) = paFy, (px,qy,p,q) + qyFn_r (02, qy,p,q) .

8.3.2 La suite p, g-Lucas

(8.9)
(8.10)

La suite p, g-Fibonacci vérifie deux relations de récurrence. Par rapport & chacune de ces

récurrences on définit un p, g-analogue de la suite de Lucas. Ainsi on obtient deux espéces de

suite p, g-Lucas.

Définition 72 La suite p, q-Lucas de premiére espéce et la suite p, g-Lucas de deuxieme espéce
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sont définies respectivement par

r r x y r

L7(1) (3373/727761) L= 2F£H)-1 (Ea&?paq) _ng) (xay7pvq)7
T r Ty r

LY (2,y.p.q) @ =2F), (E,;,zxq) —aF () (2,y,p,9) .-

Avec cette définition on peut déduire des relations duales entre la suite p, g-Fibonacci et la

suite p, g-Lucas.
Pour » = p = 1, on retrouve les deux espéces de suites g-Lucas qu’on a associée a I’approche

de Cigler, et les relations de récurrences (3.5) et (3.6) sont généralisées par le théoréme suivant :

Théoréme 73 La suite p, g-Lucas de premiére espéce et la suite p, q-Lucas de deuziéme espéce

satisfont respectivement les récurrences

LY (z,y,p,q) = pzL (pz,py, p,q) + quLl?, (qz,qy,p,q) ,

LY (z,y,p,0) = prLlD (pz, qu, p, q) + @y, (pz, qy, p, q) -

Preuve. Il suffit de remarquer que la suite (FSL (x/p,y/q,p, q)) satisfait une récurrence
n>0

de type (8.7) et la suite (Fﬁj’jl (x/p,y/p, ps q)>n>0 satisfait une récurrence de type (8.8). O

8.3.3 Un p,g-analogue de la suite "multibonacci"

Dans ce qui suit on exploite notre définition des coefficient p, ¢-bi*nomiaux pour une approche

du p, g-analogue de la suite "multibonacci".

Définition 74 Pour s > 1, on définit comme p, q-analogue de la suite "multibonacci” la suite

de polynomes définie, pour n > 0, par

sm—r (s)
s n—k sn—(s
FO (vy) =) { . } (pz)™ " (gy)"
k:O p7q

o 0 < r < setm(s+1)—r = n (m est donné par l'algorithme étendu de la division

euclidienne).

Théoréme 75 Le p, q-analogue de la suite "multibonacci” vérifie, pour n > 0, les relations de
récurrence

Fg_l (x,y) = Z (p"_jx)s_j (q”_jy)j Fff_)j <x, _L) )

= ps J qJ

FO () = > (02) 7 () FY, (pr,qy) -

j=0
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Preuve. Avec les récurrences (8.5) et (8.6) on a

(s) _ «— (< (n—k—1)(s—35) . (n—k—1)j n—1—kFk
(e = 3 (e[

k=0 7=0

(s)

) (p)™" IR (g,

p.q

sm—r s PR 1 -k (s) (s
FO (vy) = > (ZP( heDsmhtigh jl k—j } )W) CHDE (gy)*.
k=0 7=0 J p.q

En changeant I'indice de sommation k& par k + j on obtient

s e n—k—j—1)(s—j) ,(n—k—j— n_l_k_] (®) sn—(s j j
Ffw)rl (r,y) = Z Zp( h=j=1)(s=4) g (n—k—j 1)]{ . ] (p)*" = CHVEHD (g yo+7

j=0 k=0 P,q

. s sm—r e n—l—k—] (s) (s ' '
PO (ny) = 30 gty ’ﬂqk{ 5 } (par) ™= HO0HD) (g kT

j=0 k=0 P.q
par suite
s - n—j, \5"J ( n—j e —(s—j)k ,— n_l_k_] ) s(n—1—j)—(s
Filie) = 300 ) Y ok T T et g
j=0 k=0 Psa
s sm—r 7 (s)
F® (z,y) = Z( I)sfj( )j Z (n—k—j—1)s—k k [TV — 1—Fk—j ( )s(nflfj)f(erl)k( )k
n+1 \ T Y p qy p q e pr qy) -
j=0 k=0 P.a
Enfin

Rl ) = 3070 ) Bl ()

ps—j q]

.
o

FO () = > (02) 7 (qy) FS, (pe,qy) -
7=0

O

Remarque 76 Ce dernier théoréme généralise d’une part les récurrences (7.7) et (7.8), et
d’autre part les relations (8.9) et (8.10).



Chapitre 9
Conclusion

Les suites de Fibonacci et de Lucas définies par leur interprétation combinatoire sont connues

par les caractérisations suivantes :

1) Les suites de Fibonacci et de Lucas satisfont des relations de récurrence de mémes types et

d’ordre deux.
2) Les suites de Fibonacci et de Lucas sont liées & la puissance n™¢ d’une matrice.
3) Les suites de Fibonacci et de Lucas admettent des formes explicites de Binet.
4) Les suites de Fibonacci et de Lucas admettent des expressions via les coefficients binomiaux.

Dans la littérature les approches de Carlitz et de Cigler sont les principales définitions pour le
g-analogue des suites de Fibonacci et de Lucas, cependant ’examen des quatre caracterisations

citées ci-dessus pour le cas g-analogue, nous a conduit a faire les deux remarques suivantes :

1) Pour les approches de Carlitz et de Cigler, les relations de récurrence satisfaites par le
g-analogue de la suite de Fibonacci et celles satisfaites par le g-analogue de la suites de Lucas
ne sont pas de méme type, ce qui a fait 'objet de la premiére partie de notre travail ot on a
associé a chacune de ces deux approches une nouvelle approche pour le g-analogue de la suites

de Lucas, on a en conséquence, établi plus de propriétés.

2) Le g-analogue de la formule de Binet pour I'approche de Carlitz reste a établir, et voir si elle
induit des liens entre la diagonalisation de la matrice C (z) = ( ) et la diagonalisation
z
du produit matriciel C' (¢"12)---C (gz) C (2).

Dans la seconde partie de notre travail, on a introduit le g-analogue de la suite r-Fibonacci,
et de la suite r-Lucas, avec lesquels on a généralisé plusieurs propriétés, mais il reste a étudier

les points suivants :

112
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1) Les suites obtenues par les différentes directions de sommation dans le triangle g-Pascal
autres que la direction de sommation utilisée pour le g-analogue des suites r-Fibonacci, et

r-Lucas.
2) La formule de Binet pour le g-analogue des suites r-Fibonacci, et r-Lucas.

La dérniére partie de notre travail traite du g-analogue des coefficients bi*nomiaux et de la
suite "multibonacci". L’approche proposée dans cette partie généralise 'approche de Cigler

pour le g-analogue des suites de Fibonacci et de Lucas. Il serait interessant d’établir :

3) Un g-analogue des coefficients bi*nomiaux ainsi qu'un g-analogue de la suite "multibonacci"

lié & 'approche de Carlitz, pour les exploiter ensuite dans des identités liées aux matrices.

4) Un g-analogue des coefficients multinomiaux qui soit compatible avec le g-analogue des

coefficients bi*nomiaux et le g-analogue de la suite "multibonacci".

Les suites de Fibonacci et de Lucas sont liées & d’autres suites telles que les suites de Chebychev
de premiére et de seconde espéce, les suites de Pell et de Pell-Lucas, et d’autres suites. Pour le
cas g-analogue on trouve dans la litterature des approches pour les nombres de Stirling comme
celle de Gould [31], des approches pour la fonction exponentielle comme celle de Gessel [30],

des approches pour les nombres et les polynomes de Bernoulli comme celle de Carlitz [18].

Se pose alors naturellement la question de savoir s’il est possible d’unifier toutes ces approches

dans une seule théorie globale!
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