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Toutes les notations sont définies lors de leur premiére apparition dans le texte. Dans

ce qui suit nous donnons les principaux symboles utilisés.
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> x

Vecteur des DDL globaux
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Allongement unitaire.
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m
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e ©
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> e B
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<
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CHAPITRE 1 Introduction générale

1- Introduction:

Les profilés formés a froids :

L’utilisation de 1’acier dans la construction remonte a la fin du XIX®™ siécle, bien que
les métaux ferreux soient connus depuis environ 40 si¢cles. En 1890, ’acier a pu étre produit
de fagon industrielle pour s’imposer comme le matériau le plus utilis€é grice a ses
caractéristiques physiques [43]. L’acier offre de nombreuses possibilités pour un usage
fonctionnel a la fois agréable et flexible. Il a été¢ produit et employé couramment pour la
premiere fois aux Etats unis, et 1’apparition des premiéres normes de calcul est I’ceuvre de
I’institut américain de sidérurgie (AISI) en 1946.Les premieres spécifications d’AISI ont été
basées sur une grande partie des recherches du professeur George Winter (1936-1946).

L’acier se présente sous une gamme importante de produits : longs ou plats, profilés
formés a froids ou a chauds, poutres, poutrelles et poteaux. En effet les profilés formés a
froids représentent le secteur qui se développe le plus dans le domaine de la construction
métallique. La logique de la construction métallique est une logique d’assemblage ou
I’ossature se fait par point porteurs de types poteaux poutres.

Les profils en acier sont légers et économiques mais cette efficacité se traduit par des
complications particulicres ce qui justifie qu’ils fassent 1’objet des regles de calcul
spécifiques. Leur procédé de fabrication permettent d’optimiser la forme des sections, ils sont
pour la plus part constitués de barres fléchis, comprimés (figure (1-1)) ou simultanément et
utilisé souvent dans les murs et toits de batiment industriels, commerciales et agricoles.

Ces ¢léments formés a froids se caractérisent par leur faible épaisseur leur forme est
assez ¢laborée et complexe (U-Z-E-C) ce qui permet d’influencer la capacité d’un ¢lément en
terme de résistance, de rigidité et de mode de ruine (Figure (1-2)), Leur portée courante varie
de 4 m a 7 m, exceptionnellement peut dépasser les 10 m. Leur faible épaisseur (0,5 mm a 5
mm environ) les rendent susceptibles aux phénomenes d’instabilité, c’est leur rapport
longueur sur épaisseur (I/b) qui les classe comme des membres a parois mince.

Les profilés en acier sont classés en trois catégories :

% Les profils laminés a chaud.
% Les profils reconstitués et soudés.

% Les profils formés a froids
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bl

Position Position

Systéme statique non déformée déformée

Figure (1-1) barre comprimé
N B ool I I
JJadd L

a. Profils

VARAVERVER WA
/SN TS TN\
VARV

b. Toles

\ N[\
LAY

Figure (1-2) profilés et toles formés a froids

Les profilés formés a froids sont produit comme leur nom le suggere sous une

température ambiante soit par profilage soit par pliage. Mais a cause du procédé de laminage,
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les dimensions du profil (Iégereté, minceur du profil....) le rendent sensible a certains

problémes tels que :

¢ Ecrouissage :
Le laminage a froid de 1’acier entraine inévitablement des modifications mécaniques
de I’acier par rapport au produit de base, une variation de la limite élastique le long du
profilé Figure (1-3) se manifeste lors de la formation des arrondis par flexion plastique (les

plis réalisés) et dépend du nombre et de la résistance et de la modification de la ductilité.

10
l.mite elashique L~ "X | contra:nie deruice:

~ 7 —viell [ ssemant

vierlllissement

1 . -
Cuhilite apres.’
v.e.ll-ssemem!
e ————
'

ductilte apreés

ecrousssage
ductil«t@ de (2 bande mere

(© courbe habizvelle
® déchargement
@) rechargement immediat

@) rechargement aprés wiesilissement

Figure (1-3) : influence de I’écrouissage sur la courbe contrainte-déformation
de ’acier [10]

Contraintes résiduelles :

Elles peuvent étre d’origine thermique due au refroidissement apres laminage,
mécanique du au dressage a froid. Lors de la mise en forme de la section, des efforts internes
apparaissent et peuvent étre responsable de 1’apparition des contraintes résiduelles qui
peuvent modifier sensiblement la résistance de 1’é1ément.

A titre d’exemple des contraintes résiduelles de traction produites dans des parois

planes soumises a une compression engendrent un risque de voilement local.

+ Imperfection géométrique :
Se sont des imperfections de forme des profilés c'est-a-dire que lors de la fabrication

une déviation de profils par rapport a la géométrie parfaite, on distingue :
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Local : tel que le défaut de planéité des parois et sont de deux types Figure (1-4).

Global : tel que les défauts de rectitude, les défauts de torsion (vrillage).

Type 1 Type 2

N
t
5

2

(Figure 1-4) Définition des imperfections locales [9]

Plusieurs études paramétriques ont été effectuées, citons celles de Schifer et Pekoz
[55, 56], Huang et Chen [31], Key et Hancock [37] ou ils se sont intéressés a modéliser 1’état
initial du profilé et son effet sur la stabilité de 1’¢lément surtout I’imperfection géométrique et
les contraintes résiduelles, cette derniére peut influencer la tenue en fatigue du profil surtout

pour les profils soudés, ou assembler par boulonnage.

Position du probléme :

L’utilisation des éléments minces formés a froids (les PFF) engendre des problémes
spécifiques dans le design et la construction qu’on ne trouve pas généralement dans les
profilés formés a chaud. On doit immédiatement considérer les phénomenes d’instabilité qui
posent actuellement un probléme majeur aux ingénieurs pour la vérification et la
compréhension du comportement de ce type de structure.

Les profilés formés a froids sont formés d’éléments plans et arrondis juxtaposés. Ils
comportent souvent des raidisseurs. L’application d’une charge compressive et/ou flexion

peut provoquer trois types d’instabilités :

- Instabilité locale
- Instabilité distorsionnelle

- Instabilité globale
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L’instabilité locale ressemble beaucoup au voilement d’une plaque, le rapport
épaisseur largeur trés petit des profilés formés a froids les rendent susceptibles a I’instabilité
locale. La présence de I’instabilité locale ne signifie pas que sa charge de ruine est atteinte ;
c’est le phénomene postcritique.

L’instabilité distorsionnelle se manifeste par une flexion dans le plan et une torsion,
alors que I’instabilité¢ globale est un mode non périodique, ou les sections transversales
subissent une rotation, ou une translation, ou les deux sans modification de la forme de la
section.

La résistance ultime des pi¢ces comprimées est souvent définie par un critére de
stabilité de forme [42], la Figure (1-5) montre une analogie entre le flambage d’une barre bi-
articulé et 1’équilibre d’une balle sphérique. L’¢étude de la stabilit¢ d’un systéme consiste a

déterminer sa charge critique.

Ny <Ngr N2 =N,

=9
B
R

-

position

Ly~ initiale

-

1
b

’éEg

<

| |

Figure (1-5) Stabilité d’une barre comprimée [42]

Le dimensionnement de toute structure doit reposer sur un concept clair, définissant
les types de vérification a effectuer pour garantir son aptitude au service et sa sécurité
structurale. L’ingénieur doit calculer la charge critique des modes d’instabilité. Pour le mode
local et global, le probléme est résolu par des équations analytiques d’Euler établies depuis

1744. Le probléme se pose pour la charge du mode distorsionnel. Actuellement il n’existe
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aucune approche analytique permettant de la calculer. Deux méthodes semi empiriques
existent pour la calculer, celle de Schifer (1997) et celle de Hancock (1987), mais ces
derniéres sont compliquées et lourdes a exploiter.

De ce fait, le recours aux méthodes numériques devient indispensable et nécessaire.
On se propose dans ce mémoire de fournir a I’ingénieur une méthode numérique qui permet
de déterminer la contrainte de flambement du mode mixte distorsionnel- global(GD) en
utilisant des techniques de décomposition modale.

Jusqu’a ce jour la décomposition modale des éléments de structures formés a froids
soumisent a une force axiale de compression n’a été faite que par deux méthodes : la CFSM
(Constrained Finite Strip Method) et la GBT (Generalized Beam Theory).

La CFSM a été établie par Schafer[1,2,3] en utilisant la méthode des bandes finies.
Elle consiste a contraindre la méthode des bandes finies a produire et isoler les modes purs
d’instabilité en utilisant les hypothéses de la théorie généralisée des poutres (GBT).Notre
contribution principale est d’¢largir le méme concept en utilisant une autre méthode

numérique qui est « les splines bandes finies» et 1a est tout I’enjeu de ce travail.

L’objectif du travail:

Les méthodes numériques telles que la méthode des éléments finis, la méthode des
bandes finies, et la méthode des splines bandes finies qui traitent la stabilité des profilés
formés a froids donnent un nombre important des modes d’instabilité et c’est a I’ingénieur de
classer ces modes d’instabilité en se basant sur son intuition et sur son expérience, chose qui
peut fausser les calculs. L’objectif de ce travail est de proposer une méthode simple
permettant d’une part de séparer le mode combiné distorsionnel-global des autres modes
d’instabilité et par la suite estimer la charge critique et d’autre part analyser et comprendre le
comportement des PFF, nous permettant par la suite de fournir a I’ingénieur ceux dont il a
besoin pour le calcul et le dimensionnement des profilés formés a froids et de valider la
démarche proposée.

L’utilisation de la méthode des splines bande finis vient de 1’idée que cette dernicre
prend en compte les différents chargements et conditions aux limites qui existent dans la
pratique, un avantage par rapport a la méthode des bandes finies.

La démarche proposée est basée sur les critéres mécaniques de la GBT « Generalized

Beam Theory», qui sont injectés dans la méthode numérique « les splines bandes finies ».



CHAPITRE 1 Introduction générale

Pour définir le mode GD seulement deux hypothéses de la GBT sont utilisées,
I’hypothése de la flexion cylindrique et I’hypothése de la déformation membranaire

négligeable.

Plan du mémoire :

Le mémoire est structuré en six chapitres comme suit :

» Le Chapitre I comprend un bref aper¢u sur les PFF, leurs caractéristiques, la
motivation et I’objectif de ce travail.

» Le Chapitre II comportent une étude bibliographique sur les structures a parois
minces de point du vue comportement ainsi qu’une vue détaillée sur les phénomeénes
d’instabilité [définition — forme déformée.....] et précisément I’instabilité distorsionnelle.
Nous abordons les méthodes de dimensionnements qui tiennent compte de 1’influence du
voilement sur le comportement global par le concept de la largeur efficace et la méthode de
résistance directe(DSM).

» Le Chapitre III contient les méthodes de calcul da la charge critique tant
analytique que semi empirique ou numérique. Les méthodes analytiques sont basées sur la
théorie de Vlassov. les méthodes numériques tels que les éléments finis(FEM), les bandes
finies(FSM), et les splines bandes finies(SFSM) .Les méthodes semi empiriques tels que la
méthode de Schafer et la méthode de Lau-Hancock.

» Le Chapitre IV contient un bref énoncé de la CFSM « Constrained Finite Strip
Méthod », ses hypotheses de calcul et leur implémentation et la maniere de déterminer la
matrice contrainte qui est le point fondamental de cette méthode.

» Le Chapitre V traite la mise en ceuvre de la CSFSM «Constrained Spline Finite
Strip Method ». On y trouve tout le calcul en détail, de la motivation a la résolution et la
détermination de la charge critique du mode GD.

» Le Chapitre VI cloture ce mémoire par des exemples pour valider notre
programme et une comparaison des résultats avec les méthodes numériques existantes telles
que la méthode des bandes finies et la méthode des splines bandes finies classique et la
méthode des bandes finis contrainte(CFSM) et la théorie généralisé¢ des poutres(GBT). Elle
est suivie par une étude comparative ou on expose I’influence de 1’épaisseur, la dimension du
raidisseur de bord, la dimension du raidisseur de 1’ame sur la charge critique distorsionnelle
ou globale et a la fin on donne une conclusion ou on interpréte nos résultats et on expose nos

perspectives.
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CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

2-1 Introduction :

Les problémes associés aux constructions avec des éléments a parois mince découlent
essentiellement du phénomene d’instabilité. La vérification de cette instabilité constitue dans
de nombreux cas un probleme délicat a traiter. Conscient de cette difficulté plusieurs
chercheurs se sont penchés sur ce probléme, et de nombreux travaux théoriques et
expérimentaux ont ét¢ menés (Adany [1, 2,3]- Hancock [28, 29,30]- Cheung [12]-Schafer [50,
51,52, 53, 54, 55, 56, 47,48] -Djafour [21, 22]............ ).

Selon la portée du profilé et sous ’application d’une charge compressive, on peut

mettre en évidence trois types d’instabilité (figure 2-1) :

o Instabilité locale.
o Instabilité distorsionnelle.

o Instabilité globale.

>

()
>
Ko
:0—‘
=
)
% b) Instabilité
= Distorsionnelle ¢) Instabilité
c  Globale
)
%2
P, e 22
d cpe s e !EE:E
a) Instabilité W N
N i
Locale 3§
N N,
3 NS
N N
N &
\ Y
N
3
3
N
N
E N
2

Longueur de demi-onde

Figure (2-1) Charges critiques et Formes déformés caractéristiques d’une section en C
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CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

2-2 Définition des phénomenes d’instabilité :

2-2-1 Instabilité locale :

Les sections formées a froids et les sections constitués de plaques minces sont les plus
sensibles a I’instabilité locale. C’est un phénomene d’instabilité par bifurcation de I’équilibre,
mais apres déformation ces sections constituées de plaques présentent une certaine réserve de
résistance avant la rupture c’est le comportement postcritique. Ce type d’imperfection
apparait lorsque le rapport hauteur-épaisseur est inferieur a 200 (h/t<200), c’est un mode
impliquant seulement la flexion hors plan de la plaque sans déformation des lignes a la
jonction des plaques c'est-a-dire juste une rotation et pas de translation (figure 2-1).Ce
phénomene ressemble au voilement d’une plaque Figure (2-2). Le mode local est induit
seulement par 1’énergie des déformations flexionnelles, il se produit suivant une loi
sinusoidale Figure (2-3). Sa longueur de demi-onde est plus petite que la plus grande

dimension caractéristique de I’¢lément.

effet de membrane

Figure (2-3) la forme sinusoidale de la déformé (section en U)
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CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

2-2-1-1 Exemple : instabilité locale

Pour la plupart des sections en C, la charge critique du mode locale se produit a un
minimum distinct (apparent) dans la 1ére branche de la courbe figure (2-1), ce minimum sera
a une longueur de demi d’onde moins que la hauteur de I’ame. La forme déformée tracé
montre D’instabilit¢ locale d’un ou plusieurs éléments (dme ou semelle) mais pas de

déplacement ou translation des nceuds de coins Figure (2-4).

N/

des Rotations

Uniquement

200 mm

@W

Figure (2-4) voilement d’une section C

Le voilement peut étre évité :
i- en limitant le rapport largeur ou la longueur et I’épaisseur de I’élément
ii- en disposant judicieusement des raidisseurs, bien qu’ils soient couteux et

difficile a placer.

L’instabilité locale est largement couverte dans les principaux codes et réglement de la
construction métallique (CEN/EC3, AISI/NAS....).L’estimation de sa charge critique
¢lastique est basée sur le coefficient de voilement d’une plaque rectangulaire isolée. Elle est
proportionnelle au coefficient de voilement k, elle a été étudié et récapitulé par Timoshenko,
Gere et Bleich(1961). Dans le cas d’une plaque en compression, en flexion, ou en cisaillement

elle est donné par :

_ kT[ZE t 2
O-Cl"it_ 12(1—\)2) (b) (2-1)

Ou:

k: est le coefficient de la plaque qui dépend des conditions aux limites et de la forme du
chargement.

b : largeur de la plaque

t : épaisseur de la plaque

E : module de Young

v : Coefficient de poisson

12



CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

2-2-2 Instabilité globale :

C’est le cas le plus simple et le plus clair. Ce flambement globale comprend les
phénomeénes de flambement d’Euler (1744), le mode flexionnel-torsionnel du poteau et latéral
des poutres, ou la section se déplace comme un corps rigide sans aucune distorsion figure (2-

5) et I’onde de flambement est la plus longue par rapport aux autres modes.

L | |

| | H |

Figure (2-5) flambement global d’une section en C

Cette instabilité dépend de plusieurs facteurs :

- La distribution du moment le long de la poutre (Forme de diagramme du moment
fléchissant).

- Les conditions aux limites (maintiens en flexion, torsion et gauchissement).

- Le niveau d’application des charges transversales et la possible dissymétrie de la

section droite.
Pratiquement, I’instabilité globale est de trois types :

% Instabilité globale par flexion
% Instabilité globale par torsion

X/

¢ Instabilité globale par flexion-torsion

13



CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

Par flexion

Par torsion u Par flexion et torsion

a b C

Figure (2-6) modes de flambement d’une barre simplement comprimée [43]

+ flambement par flexion : les profilés a section symétrique et chargé axialement
en compression peuvent flamber par flexion autour de I’un des axes principaux.
Ce type d’instabilité est associé¢ a des déplacements latéraux dans un plan de
symeétrie de la section, c’est le plan faible et de la moindre inertie. (Figure 2-6-a)
+ flambement par torsion et flexion-torsion: le champ de déplacement
comporte non seulement des déplacements latéraux de flexion mais aussi des
torsions (figure (2-6-b-c). Ce phénoméne d’instabilit¢ est d’une grande

importance lorsqu’on parle des barres minces comprimées a section ouverte.

Le flambage par flexion ou par torsion seule sont des cas particuliers. Ce dernier
n’apparait que pour des sections dont le centre de gravité et le centre de cisaillement sont
confondus tandis que le flambage par flexion-torsion est le phénomene d’instabilité qui dicte
la ruine de 1’¢lément. C’est le mode d’instabilité le plus général d’une barre droite (figure (2-

6-c)).
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CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

Le tableau (2-1) donne quelques sections et leur mode de flambement.

Efforts normaux
critiques a calculer

F
; Ner
e Flambement par flexion N Y
] e Flambement par torsion o

Ncr.T

Formes de section Modes de flambement

Le centre de cisaillement est
confondu avec le centre de gravité.

Ncr.y
e Flambement par flexion- Ner 2
torsion Nerr

Ncr.TF

Sections asymétriques

e Flambement par flexion Nery
dans le plan de symétrie Nerz
e Flambement par flexion- Nert

torsion Ner.r

Sections avec un plan de symétrie

Ncr.y

NCF.Z

e Flambement par flexion

Tableau 2-1 : Formes de section et mode de flambement.

De la méme maniére que le mode local la charge critique de I’instabilité global ou

charge critique d’Euler est donné par :

T?E [
Ocrit= Tz~ (2-2)

Ou Ly :longueur de flambage
2-2-3 Instabilité distorsionnelle :

Les regles de calcul existant ne traitent pas explicitement le mode distorsionnel. C’est

un mode mal maitrisé et qui suscite plus d’attention.

En ce mode la semelle est déplacée ou tordues de sa position initiale sur toute la

longueur de I’¢lément, d’ou le changement de la forme de la section (figure (2-7)).
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CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

/\ Translation

200 mm

\/ Translation

Figure (2-7) instabilité distorsionnelle d’une section en C

Pour des sections avec des raidisseurs intermédiaires, le mode distorsionnel est

caractérisé par le déplacement du raidisseur perpendiculairement au plan de I’¢lément (Figure

(2-3))

=

L

Figure (2-8) instabilité distorsionnelle d’une section C avec raidisseur d’ame

Par conséquent I’instabilité distorsionnelle exige le traitement soigneux de la rigidité a
la rotation de la liaison semelle &me. Une des caractéristiques de ce mode est que sa longueur
de demi-onde est intermédiaire entre le mode local et le mode d’Euler Figure (2-1), c'est-a-
dire que le mode distorsionnel se produit a une contrainte supérieure a la contrainte du mode
local, ainsi on a observé expérimentalement que ce mode a une réserve post -critique inferieur

a celui du mode local.

2-2-3-1 Discussion et analyse des résultats des investigations sur le
mode distorsionnel :

Basé principalement sur les investigations expérimentales de Desmond et al (1981)

[19] qui ont constaté qu’une section avec des raidisseurs de bord de longueur dg, et largeur
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CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

) o . d . -
de semelle d, qui a un rapport inferieur a FS < 0,4 , est une section régie par le mode

. . . . d . ceir e e
distorsionel tandis que si FS > 0,4 Dinstabilité est initiée par le mode local.

D’autres recherches significatives, expérimentales et analytiques ont ¢té effectuées a
I’universit¢ de Sydney sur les profilés formés a froids par Hancock et Al [28, 29,30]. Leur
modele théorique d’un élément raidis est basé sur des ressorts de rotation et latéraux pour
représenter I’appui a la jonction ame- semelle de la section. Ils ont développé des expressions
explicite pour ce mode de ruine en ignorant la contrainte latérale développé par I’ame, et ont
¢té incluse dans les normes australiennes. Lau et Hancock [41, 42] et Kwon et Hancock [39]
ont développé respectivement la FSM et la SFSM pour évaluer la charge critique des profils a
parois mince. Ces derniers (1992) ont proposé de déterminer la charge critique distorsionnelle
par la méthode SFSM ou FSM au lieu des équations explicites, et ont employé une courbe de
conception basé sur la parabole de Johnston (1976) pour déterminer la capacité de la section
et expliquer le comportement inélastique. Cette méthode est largement introduite dans les
codes Australiens. Elle ressemble a la DSM (Direct Strength Method).Ils ont également
développé une autre courbe de conception basée sur une courbe modifiée de Winter qui

rivalise avec la méthode de Schéafer DSM (2001) de I’instabilité distorsionnelle.

Une autre approche est proposée par Gardner et Nethercot (2004) pour les sections
fermées ; Ashraf et Al (2006) ont inclus les sections ouvertes. Ils ont abandonné I’approche de
la largeur effective [4], leur concept a été établi sur la capacité de déformation de la section
basée sur la déformation du flambage local g5 et la contrainte de flambage local o de
I’element le plus mince B de la section, ainsi des relations empiriques ont été développées
entre g5 et [3 et plusieurs facteurs de correction pour expliquer les propriétés des forces

augmentés des profilés formés a froids.
L’instabilité distorsionnelle est influencée par :

% Les propriétés des sections (épaisseur- largeur de la semelle — hauteur de 1’ame)
% L’existence des raidisseurs (de bord - intermédiaires ou non)

+» Nature de section (simple — complexe)

Récemment, plusieurs travaux (numériques et expérimentaux) ont été réalisés afin de
développer des propriétés (ou des caractéristiques) et des relations qui définissent le mode
distorsionnel comme le mode local, nous citons a titre d’exemple celle de Huang et Al en

2011 [31].Les figures suivantes présentent quelques études paramétriques numériques sur un
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CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

profilé a section en C qui montrent I’influence de la largeur de la semelle, la hauteur de 1’ame,

la profondeur des raidisseurs, et I’épaisseur de 1’¢lément

Figure (2-9-a.b) montre le résultat de la variation de la largeur de la semelle. On

constate que les plus hautes contraintes de distorsion sont observées autour d’un rapport de

SRS
WL

Cette conclusion n’est pas générale car les longueurs des raidisseurs rapportent un

. «per b
optimum différent pour o

Figure (2-9-c.d): on observe:

% Que les raidisseurs de bord longs sont généralement meilleurs.

% Les ames plus profond sont plus flexible, ils fournissent ainsi moins de rigidité
de rotation a la liaison semelle-dme et par conséquent ils sont plus sensible a 1’instabilité
distorsionnelle.

Figure (2-9- e.f) : montre l’interaction complexe entre la semelle- 1’ame et les

raidisseurs de bord dans la détermination de la contrainte critique de [D’instabilité
distorsionnelle.

Selon [Huang 2011], une étude paramétrique sur des sections complexes a ¢été
menée en tenant compte des non linéarit¢ géométriques et matérielles. Certaines remarques
ont été tirées :

+» L’effet de I’imperfection initiale de la géométrie est plus petit pour les sections
complexes avec des raidisseurs.

% La charge critique du mode distorsionnel diminue quand la longueur de la
colonne augmente.

+* En comparant deux méthodes numériques de calcul FEM et FSM, les charges

distorsionnelles s’approchent (convergent) quand les longueurs des colonnes diminuent.

crd—FEM

% Quand la longueur de demi-onde est plus petite que 1, le rapport £ est

crd—FSM

différent pour différentes sections.
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Les phénomenes d’'instabilité des profils formés a froids
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Figure (2-9) Investigations numériques sur ’instabilité distorsionnelle [47] :

(a-b) influence de la variation de la largeur de la semelle

(c-d) variation de la longueur des raidisseurs de bords

(e-f) variation de largeur de la semelle avec différent longueur des raidisseurs de bords



CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

Interaction des modes d’instabilité :

La difficult¢ dans 1’analyse du comportement des structures minces réside dans
I’établissement des limites d’intervalles entre les modes d’instabilité, sachant que les modes
d’instabilité peuvent combiner des déformations correspondant a plus d’un type d’instabilité.
Cependant dans la pratique, les modes d’instabilités sont reliés aux catégories de barres :

e les barres courtes : ou I’instabilité locale est prépondérante.
e les barres moyennes : ou les modes d’instabilité entrent en interaction

e les barres longues : ou I’instabilité globale domine.

L’interaction entre les modes d’instabilité n’est pas significative pour les barres

courtes et longues mais elle a une influence significative pour les barres moyennes.

Trois différentes hypothéses d’interaction entre les modes d’instabilité [local (L),
Distorsionnel (D), Global (G)] existants sont considérés :
+» L’interaction entre (L+G) et D
L’interaction entre (L+G) et (D+G)
¢ L’interaction entre (L+D), (L+G) et (D+G)

Dans ce cas deux méthodes sont recommandées pour le calcul [51] :

++ La méthode de largeur effective pour I’interaction entre (L+G) et (D+G)

% La méthode DSM pour I’interaction entre (L+G) et (D+G)

Dans le cas ou ces modes d’instabilité ne sont pas en interaction, on les nomme des

instabilités pur : Locale pur — Distorsionnelle pur — Globale pur.

Regles de calcul des PFF :

2-4-1 Méthode de largeur efficace :

Cette méthode est largement considérée comme méthode principale de conception des
PFF (poteaux- poutres). Elle est incluse dans la plupart des codes et régles de calcul des PFF,
et elle a été congue pour le dimensionnement des éléments a parois minces comprimés, ou la

contrainte ¢lastique du voilement est la base de cette méthode.
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CHAPITRE 2: Les phénoménes d’instabilité des profils formés a froids

Si on considére une plaque simplement appuyée et comprimée longitudinalement
(Figure (2-10)), dans le stade post critique les contraintes se concentrent le long des bords, et
la distribution des contraintes initialement uniforme devient non uniforme aprés voilement

(figure (2-11)). Ces contraintes sont limitées a une largeur réduite appelé largeur efficace.

Oy <Oup y Oy =0qp ) effet de membrane modele plan
(a) Plaque non voilée. (b) Plaque voilée. (c) Fibres médianes aprés voilement.
Figure (2-10) Plaque uniformément comprimée

G3 = Oy
o0, <o O < 02< Oy N Y
1 cr Ccr y | I
| 1
o I ]
Gl[ G, 3 | 1
] ]
1 1
W W AV

Figure (2-11) Etat de contraintes successives dans une paroi en compression
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i
]

- b/2 b/2

U | b2 U - dx

Elément Fléchi Elément Comprimé

a b
Figure (2-12) a : section efficace d’une paroi en compression

b : largeurs efficaces d’une section C fléchie et comprimée
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L’expression de cette largeur efficace est donnée par Von Karman (1932) en
supposant la contrainte interne maximum 6,5, dans le domaine poste critique est égale a la

contrainte critique ¢lastique rapportée a la largeur efficace :

Onax = (Ucrit)eff (2-3)
D’ou:

b \2
O = erid: (=) (2-4)

begy = b_[2xi (2-5)

ocrit: Contrainte critique de voilement élastique de la plaque en considérant la largeur

totale.

Omx : Contrainte interne max au bord de la plaque (en général : ocrj&fy limite
d’¢élasticité).
Cette relation (équation 2-5) montre que la largeur efficace est en quelque sorte une

traduction d’une courbe de voilement.

Par analogie avec le flambement on définit un coefficient :

T, = [ (2-6)

La largeur efficace (équation 2-5) s’€crit :
b
berr = T, (2-7)

Von Karman a établi la relation suivante :

Onax

m2E  (t\? 1
berr = b\/K 12(1-v2) (Z) (2-8)
En réalité le voilement se produit avant d’atteindre O¢pj = Opax
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CHAPITRE 2:
Winter (1947) propose alors une formule semi empirique qui tient compte de

I’imperfection géométrique et structurelle (pour une plaque comprimée et articulée aux

bords) :
E

beff = 1.9t P (2-9)

Et sous une forme généralisée, cette formule s’écrit :
besr =b pour A, <09 (2-10)
bess =zi_<1 —Ol_ﬂ) pour A, > 0.9 @-11)

p p
Pour un élancement E > 0.9 la norme SIA 161 donne la formule suivante pour
calculer la largeur efficace :
(2.12)

b

La théorie linéaire €lastique prescrit la formule suivante :

begr =092 (2-13)
p

La figure (2-13) montre I’influence d’élancement E sur le rapport entre la largeur
efficace et la largeur totale.

SIA 161 (2-12)

by
) . .
\ Winter (2-11)
1.0 X
\
N von Karman(2-7)
théorie linéaire élastique (2-13)
0.54
~
\\\\
0 : , - >3,
0 10 20

Figure (2-13) la largeur efficace %en fonction de I’élancement /1_1,
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Comme la plupart des méthodes de calcul cette méthode présente certaines
limitations :
% La méthode considere isolement les plaques composant la section transversal.
++ Quand la section a des raidisseurs de bord ou intermédiaires, le calcul devient
plus complexe.

% La méthode ne considére pas explicitement I’instabilité distorsionnelle

2-4-2 Méthode de résistance directe (Direct Strength Method :
DSM)

Par rapport a la complexité des calculs utilisés dans la conception et le design des
profils en acier formés a froids. La D.S.M allége le calcul et fournit un procédé plus robuste
de conception et flexible en utilisant les méthodes numériques. La D.S.M a été développée par
B. Schifer et Pekoz (1998-2002); elle a été approuvée par le comité AISI de la
réglementation et adopté dans les regles Américaines (2004) pour sa simplicité et sa capacité
de concevoir les sections transversales les plus complexes. La DSM prend les expressions
conventionnelles pour les largeurs effectives et les applique pour la section compléte. La
DSM définit explicitement le rapport entre D’instabilité élastique et la réponse charge-
déformation avec des équations empiriques afin de prévoir la charge critique. Cette méthode
a ¢été destinée pour les poutres et les poteaux. Les €quations ci-dessous ont été développées a
partir des résultats d’essais des quelques sections standards des poteaux qu’on nome des

« sections présélectionnées »
La résistance nominale P, est le mineur des trois charges P,.etP,etP,; des trois
types d’instabilités calculée ici apres :

a - instabilité, flexionnel, torsionnel ou flexion-torsionnel :
La résistance nominal P, engendrée par une instabilité¢ flexionnelle, torsionnelle ou

flexionnelle-torsionnelle est donnée par :

! 2
Pourd, <15 P, = (0.658 : )Py (2-14)
Pourl,>15 B = (23)PB, (2-15)
Avec:
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P
A= |2
¢ Pcre
P, = A,.E,

P, : Leminimum des charges critiques ¢lastiques des modes flexionnel, torsionnel-

flexionnel, torsionnel.

b - Instabilité locale :

La résistance nominale pour le mode local ( P,e) est estimée de la maniére suivante :

Pour 1, <0.776 Py = Py (2-16)
0.4 0.4

Pour 1, >0.776 P, = {1 ~ 015 (%) }(’;L) P 2-17)

Avec

AL = Pre . [’élancement local

Pery

P.,; : Charge critique du mode local

c- instabilité distorsionnelle :
La charge critique ¢lastique P..q pour le mode distorsionel est obtenue par

Pcrd: Fera
Ag

Ou:
F.,q : Contrainte de déformation critique
Ay + Aire de la section

La résistance nominale ( P,;) du mode distorsionnel est :

24 <0561 P, =P, (2-18)
p 0.6 p 0.6

Ag >0561 Py = <1 — 025<ﬂ) ><—d) P, (2-19)
Py Py

Ou:
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B

Pcrd

/1d=

P.,q: Charge critique ¢lastique du mode distorsionnel

L’interaction entre le mode distorsionnel et global est pris en compte en remplagant Py,
par Ppe.

Les équations (2-14) a (2-19) donnent les courbes de résistance schématisée dans la
Figure (2-14).

La DSM prévoit la résistance de I’élément vis-a-vis des trois types d’instabilités.

Si une section contient des dimensions trés minces, la charge due a I’instabilité locale
serait trés petite, et donc la résistance nominale calculée a partir de la DSM serait
conservatrice dans ce cas ; cependant les éléments a dimensions trés minces présentent un

probléme d’utilisation ; ils sont peu performants et efficaces.

Si des raidisseurs longitudinaux sont ajoutés, la résistance sera augmentée et la

résistance prévue avec la DSM sera améliorée considérablement.

eeeeeenatoraonel

e | 3 al

14 - - Global

zone anclastique

|'ln-h«lm

wserve post-cngque

.+
1o

Figure (2-14) Courbes de résistance

26



CHAPITRE 3
Méthode de calcul de la contrainte

critique distorsionnelle




CHAPITRE 3: Méthode de calcul de la contrainte critique distorsionnelle

Introduction :

Les regles de calcul et de conception des PFF exigent le calcul de la contrainte

critique. Pour le mode distorsionnel, deux méthodes essentielles s’imposent :

¢ Meéthode de Lau et Hancock (1987)
¢ Méthode de Schifer (1997)

Ces deux modeles utilisés sont liés a la contrainte de rotation a la jonction
semelle/ame. Les deux approches sont semblables, une légére différence réside dans la
maniére de traiter I’ame [45], seulement la méthode de Schéfer fournit une solution plus
précise mais moins conservatrice que celle de Hancock. Les expressions données ci-dessous
s’appliquent seulement pour des semelles avec des raidisseurs de bord, pour d’autres types de

semelles de nouvelles expressions sont exigées.
3-2 Méthode de Schifer:
Pour des sections avec des raidisseurs de bords, I’instabilité se produit a une longueur

de demi onde critique L., donnée par :

__ 6m*h(1-v?)
LCI‘ - 3

(o = hy)? + Cup =121 (3 — hy)2)) s G-
y

La contrainte distorsionnelle dépend de la rigidité a la rotation K4 a la jonction

ame/semelle qui est la somme de la rigidité a la rotation ¢€lastique et la rigidité géométrique

Figure (3-1) :

Ko = (Kgr+ Kgw)g + (Kgr + Kgw)e (3-2)

canter
b /

W , N4y x
/Kéii centroid d \
k,,

y

Figure (3-1) Semelle élastiquement appuyé sur la jonction Ame semelle [46]
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L’instabilité se produit quand cette rigidité a la rotation est nulle, cela veut dire que la
rigidité élastique a la jonction dme/semelle est détruite par la rigidité géométrique, et par

conséquent si la contrainte dépend d’une partie de la rigidité géométrique, alors elle s’écrit :

K + K
Ocrd = gfi—i“f (3-3)
KQ)fg+ Kovg

Avec:

Kprg — Kpre : Rigidite geométrique et €lastique (respectivement) de la semelle.

2 Ix 2 I
Korg = () [Af<(x0—hx>2 (22) - 2y0x0 — o) (;f)+hxz+y02)+le+lyf] (3-4)
4 1)2( \ 2
Koe = (£) (Bl — h)? + ECur = E22 (o ~h)?) + (E) (3-5)
Et3
Kowe = 6h(1—v2) (3-6)
2 3
T th
Kowg = () 55 (3-7)

On voit clairement que ces expressions dépendent des propriétés de la section

(semelle).Le tableau (3-1) donne un exemple de section C et Z calculé par Schifer [52].
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b b
[ b REC
h h
L d \
Ap =(b+d) Ap=(b+d)
Je = ¥be + Y de’ PR A A
- t(t2b2 +4bd’ +t2bd+d4) fos t(t2b2 +4bd’ — 4bd’ cos*(0)+ t*bd +d* —d* cosz(G))
A 12(b+d) X 12(b+d)
_ t!b4 +4db’ ) L. = t(b4 +4db’ +6d°b” cos(9)+ 4d’b cosz(9)+ a* cosz(e))
T 12(b+d) E 12(b+d)
X [ thd? sin (0)(b + d cos(8))
Y 4(b+d) ot 4(b+d)
I =Yt + Y, bt + Y td’ L= At + Y, bt + Y od
Cus =0 Cop =0
_ b2 ‘= b? —d? cos(e)
*o T b+d) °7 2(b+d)
-d2 —d?sin(0)
h o=y, = h =y, =——tt
v Yo T b+ d) r Yo T b+ a)
o = —(b? +2db) . —(b2 +2db+d’ cos(e))
* 2(b+d) 2(b+4d)
b=x,—h, b=x,—h,

Tableau (3- 1) : caractéristiques géométriques des semelles des sections en C et en Z [52]
3-3 Méthode de Lau- Hancock:

La formulation est légérement différente que celle de Schifer mais toujours liée a la

rigidité a la rotation de la jonction ame/ semelle.

Premiérement on estime la longueur de demi-onde critique :

1
Ix.b%h /a
Ag =48 [ p ] (3-8)
On calcule ensuite les paramétres suivants :
2 L+l
m=(3).  B=Xet+ (52 Xw=b-xo (3-9)
2
o= P (I b? +0,039.].23), o= 1. (Iy + E.ybar.b.lxy) (3-

10)
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=0 (o by =3y -b%), Yoar = Yo (-11)

Donc on peut faire une premicre estimation de la contrainte distorsionnelle critique
parce que la rigidité a la rotation est écrite en fonction de cette contrainte. Cette étape de

calcul exige la formulation et la solution d’une équation quadratique [29].

Cette équation a deux racines qui sont données comme suit :
Racine positive :(E, A, <, X, %3) = % [(oc1+oc2) + [(¢y+c,)? — 4 oc3]1/2] (3-12)
Racine négative :(E, A, <, 5, <3) = % [(oc1+oc2) — [(e¢y+cy)? — 4 oc3]1/2] (3-13)

La plus petite des deux racines est d’intérét. Si une racine est négative, on prend la

contrainte distorsionnelle critique égale a zéro.

Un fois la contrainte distorsionnelle pré estimée on calcule la rigidité a la rotation :

_ Et 1,110’ , h?)q4
ky = 5,46(h+0,067\d)[ Et2 (h2+xg)]

(3-14)

En derni¢re étape, on recalcule la contrainte distorsionnelle aprés avoir corrigé les

parametres &K, X3 :
nn Ky
o= — (It.b? + 0,039.].23) + ———
1 B1 ( X ] d) Bl-n-E

X3= 71]. (0(1. Iy — Z_Ill I,%ybz)

Oera = [(0caoy) — [(ocy+02)? — 4 o] /2]

3-4 Les méthodes numériques:

Plusieurs méthodes numériques existent, et évoluent de jour en jour, tels que les
¢léments finis(FEM), les bandes finies(FSM), les splines bandes finies(SFSM), les différences
finis la GBT.....L’analyse numérique fait appel aux connaissances de ces méthodes
numériques pour transformer les équations déja établies par les sciences de 1’ingénieur. Elles
sont devenues un outil puissant pour I’analyse du comportement des structures a parois mince
et elles ont atteint un niveau de maturité tel que plusieurs entre elles peuvent décrire avec
succes le comportement (linéaire et non linéaire) jusqu’a la ruine des profilés a parois minces
(PFF). Mais les regles américaines (AISI, 2004a) exigent que I’erreur de ’utilisation de ces

méthodes par rapport a la solution exacte ne doit dépasser 1%.Nous donnerons un bref résumé
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sur les deux méthodes FE et FSM. La méthode des splines bandes finis sera détaillée par
rapport aux deux autres du moment que c’est celle-ci qu’on va utiliser dans ce travail.

Dans le domaine de la recherche, les ingénieurs sont devenus trés familiers avec la
méthode des éléments finis et son application pratique de type plaque et de type coque. Elle
est de plus en plus appropriée pour 1’analyse des modes d’instabilité des éléments a parois
mince pour sa précision et sa puissance. Elle s’applique pratiquement pour tous les probléemes
avec des conditions aux limites variés, condition de chargement et des sections des profilés
diverses. Cette méthode est basée sur une idée simple : discrétiser une forme complexe en un
grand nombre de sous domaines ¢lémentaires de forme géométrique simple (élément finis)
interconnectés en des points appelés nceuds (Figure (3-2)).0On considére le comportement
mécanique de chaque ¢élément séparément puis on assemble les éléments de telle fagon que
1I’équilibre des forces et la compatibilité des déplacements soient satisfaits en chaque nceud.

La détermination de la charge critique des €léments a parois mince par cette méthode
exige la manipulation d’un grand nombre d’élément finis qui veut dire un grand nombre de
degrés de liberté, d’ou la nécessité de manipuler de grands vecteurs et matrices. Il est difficile
de classer ces modes d’instabilité (vecteur,...) ; cela dépend d’un jugement sain et réfléchis de
I’utilisateur qui est basé sur une analyse visuelle qui peut échapper a la maitrise de
I’utilisateur. La précision des résultats et la convergence de la méthode dépendent
essentiellement de finesse du maillage d’ou un effort informatique significatif. Au niveau de
la structure a analyser, la complexité des formes géométriques des propriétés mécaniques et
physiques, des charges et des conditions aux limites ne présentent plus guere de probleme,
mais des difficultés de modélisation et de discrétisation peuvent apparaitre.

La méthode des bandes finies (Finite Strip Méthod : FSM) a été découverte en 1968
par Y.K Cheung [13]. Elle a été congue pour des plaques rectangulaires et des C.A.L simples.
C’est une variante de la méthode des éléments finis. Elle s’avere plus économique que les
¢léments finis, efficace, puissante et commode pour I’analyse du flambement des profils a
parois mince. Elle rameéne un probléme bidimensionnel & un probléme unidimensionnel en

choisissant une fonction de déplacement appropriée tel que :

w(xry) = :l—lfm(x) -ym(y) (3-19)
Ou:

fm(x) :Sont des polyndmes
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Ym(¥) :Sont des termes trigonométriques qui satisfont les conditions aux limites dans la
direction y.

Les fonctions y,, peuvent étre prises a partir des fonctions de base de 1’équation de vibration
d’une poutre :

4 4
0y _E y=0 (3-20)

ox* a*’
a : longueur de la poutre (la bande)

1 : Un paramétre relié a la fréquence, matériau, propriété géométrique.
La solution générale de cette équation est de la forme :

y(¥) = C1.SinX+ C,Cos™2+ C3Sinh=2 + C,Cosh=2 (3-21)

Les constantes C; , C, , C3 , C4sont déterminés a partir des C.A.L.

La formulation de la méthode des bandes finies est similaire a la méthode des éléments
finis. La FSM consiste a décomposer le domaine étudié en un ensemble d’éléments
rectangulaires appelés « bande » assemblé entre eux par des lignes « nodale » (Figure (3-2)).

Schéfer s’est inspiré du travail de Cheung pour développer la CFSM (détaill¢ dans le

chapitre 4) qui a comme résultat une classification automatique des modes d’instabilité.

Flément Fini Bande Finie

Figure (3-2) maillage en élément finis et en bande fini
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3-4-1 La méthode des splines bandes finis : la théorie

La méthode des splines bandes finies a été développée a I’origine par Cheung en 1982
a partir de la méthode des bandes finies. Elle vient compléter cette méthode pour prendre en
compte les différents types de chargements et conditions aux limites par la modification de
quelques splines des deux extrémités. La SFSM a beaucoup facilité 1’analyse des structures
dont les propriétés géométriques sont constantes le long d’une direction, généralement la
direction longitudinale. Pour cela on est amené a faire un choix judicieux de la fonction
d’interpolation qui approche mieux la variation de champ de déplacement surtout dans le sens
longitudinal.

L’interpolation par splines (polynomes par morceaux) utilise une succession de
polynomes de degré plus élevé tels que les raccordements entre polyndmes soit le plus
régulier possible, ¢a signifie que pour obtenir une courbe lisse, il faut que ’interpolant soit
deux fois différentiables, et la fonction est réguliére en chaque point, dans ce cas la fonction

polynomiale est de 3eme degré, elle est appelée « B3.spline » ou spline cubique (Figure (3-

4)).
07
05|
05}
04l
03}
02}

01F

Figure (3-3) Spline cubique, n polynome de degré 3

3-4-1-1 Modélisation- La fonction standard B3-spline :
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La fonction d’interpolation que nous utilisons pour approximer notre fonction de

déplacement dans la direction longitudinale est la fonction B3-Spline.

La B3-spline local est définie par [33]:

(0 Y=<V
y-— Yi—2)3 Yi2 SY=<Yi1
| O vie2)’ -4 —yi)? Yi-1 SY S Vi
Vi) = o5 Girz = 9% = 41 — ¥)? Vi SV < Vi (3-22)
Yisz —¥)° Vie1 SV < Yieo
0 Y 2 Yis2

Figure (3-4) : 1a fonction B3-spline locale

3-4-1-2 Notations et Reperes:

Dans la méthode des splines bandes finis un profil a parois mince est devisé en un
nombre fini de bandes ng de longueur identique a, liées entre elle par n lignes nodal, la ligne
d’intersection de deux bandes reliées est appelée ligne nodale ou simplement nceud nodale, le
nombre total des nceuds est noté nn .chaque ligne nodale est devisé longitudinalement en m

sections dite « sections nodalesy, réguliérement espacées d’un intervalle h.

A chaque extrémité, une section nodale est ajoutée pour tenir en compte des conditions

aux limites ; a la fin on aura (m+3) sections nodales numérotées de -1 a m+1 Figure (3-5).
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X (m+3) Sections nodales

Y » »-1
2 lignes nodales 56 ’ X

Figure (3-5) Une B3-spline bande : DDL- Repére

Deux axes de coordonnées sont utilisés : global et local Figure (3-5). Le systeme des
coordonnées globales est notés X, Y, Z de tel maniére que I’axe Y est parallele a I’axe

longitudinal de I’élément.

Le systeme local est noté x, y, z, et il est toujours associé a la paroi plane de 1’é¢lément
de sorte que 1’axe des x soit parallele a la bande(c a d que I’axe x devrait se situer dans 1’axe

transversal).

Les degrés de libertés dans le repere global sont Uj-V,-W,trois translations et une

rotation Oy autour de 1’axe longitudinal.
3-4-1-3 Modificationsdes CAL:

Plusieurs méthodes sont disponibles pour 1’édition de spline et la modification de leurs
paramétres mathématiques. Les splines peuvent étre ajustées, prolongées et raccordées. On

peut modifier la direction de la tangente a ses extrémités (figure (3-6)).
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Yo Y1 Y2 ¥3 ¥4 Ym-4 ¥Ym-3 Pm-2 Ym-1 ¥m

h,h h h ,h_ h_ h_ h, h,h _h h
Pl 1 Kl | 1 A Kl Wl 4l
m.h

Figure (3-6) les différents splines locales

Y2 93 W P-4 Yw-3 Ym-2

Figure (3-7) Splines modifiées aux frontiéres

Nous nous efforcerons de relier I’étude théorique de ces courbes avec leur application

pratique.

Dans ce travail la forme proposée est présentée de maniere a étre la plus appropriée

dans le domaine des splines bandes finis.

Le déplacement total est la somme des (m+3) B3-splines locales :

n+1

B =), ) (3-24)
l:
Ou

Y;(y) sont les B3-spline local figure (3-6)

a; sont les amplitudes des fonctions B3-splines(les degrés de liberté pour notre cas).

Afin de s’adapter aux diverses conditions aux limites trois splines locales d’extrémité

centréay_, ,yo , ypdevraient étre modifiées Figure (3-7).

Selon Cheung [12] ces splines modifiées ont les valeurs suivantes :

37



CHAPITRE 3: Méthode de calcul de la contrainte critique distorsionnelle

Y =Yio2 Y =Yi-1 Y=Y Y=Yi+1 | Y = Yi+2

Yi(y)

0 1/6 4/6 1/6

Cas d’un profilé libre aux extrémités : W(I) #0, W(0) £0, W '(0) #0, W'(1) #0

E:qj—l
Wo = Uy — 4y,
E=‘~|J—1—§¢0+‘~|J1

Cas d’un profil¢ articulé aux extrémités : W(0)=0, W '(0) £0, W(1)=0,W '(I) #0
Y_, = éliminé
% =1 — 4y,
Y =194 —%1/)0 +9;

Cas d’un profilé encastré aux extrémités : W(0)=0, W '(0) =0, W(1)=0, W '(1)=0
Y_, =éliminé

P =¢liminé

Ezlp—l_%lpo‘*ﬂh

La fonction Y;(y) et ses lers dérivés sont représentés sur la Figure (3-8) et ses

valeurs sont données dans le Tableau (3-2)
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')
0 1/2h 0 -1/2h 0

Y:"(y)
0 1/h? -2/h? 1/h2 0

Tableau (3-2) : les valeurs de la fonction spline local et de ses deux

Premiéres dérivées aux nceuds

071
06
051
041
03

02}

D 1 1 L () 1 1 1

0 05 1 15 2 28 3 35 4
(a)
2r
15¢
1F
05K
0
j mOC/
1k
150
£ |
0 05 1 15 2 25 3 35 4
(b)

Figure (3-8) : a- la fonction ¥;(y)
b- la fonction ¥;'(y)

3-4-1-4 Fonctions de déplacement :

Dans la SFSM, la fonction de déplacement de la bande est exprimée par le produit du
polynome d’interpolation transversale et par une combinaison linéaire des fonctions B3

splines.
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Le comportement d’une bande est décomposé en 2 parties : membranaire et flexionnel,
La déformation membranaire est notée €, et régie par les hypothéses de la contrainte plane,

La déformation flexionnel est noté & et suit la théorie des plaques minces de Kirchoff.
Ci- apres les équations d’équilibre et la loi de comportement sont d’abord dérivées au

niveau élémentaire.

Déplacement membranaire :

Les déplacements membranaires (u, v) d’'une bande spline est exprimé par :

(") = VNl ldml{dm) (3-25)
[d)ui] Uu;
u N, 0 N, 0 [Pvi] v;
{v}z 0 N, O Nz] [pui]| )W (3-26)
[b0)] g

Ou:

N, : Polyndme d’interpolation transversal

X
N1=1__

b
X
N2= E

¢m : Polyndme d’interpolation longitudinal
d, : Vecteur des degrés de liberté
Sachant que le vecteur des degrés de liberté d’une ligne nodale comporte :

dm = {uiviujvj}

Chaque composante de ce vecteur est composée de (m+3) terme:

fuy = {ulyubud e uhudud Y
Wi} = (VEVivE ViV )
() = {0 )
v} = VvV e Vi)

Les byidyjdvidy; sont les vecteurs qui définissent les (m + 3) fonctions splines

cubiques. Pour la ligne nodale i on :

40



CHAPITRE 3: Méthode de calcul de la contrainte critique distorsionnelle

— ul ul ul ul ul ul ul
q)ui - {@_1 0 S LLLIEETIEY Q)k aee onen e m—1 m m+1

i = {07 BT BT oo B o BT, BT )]

Le vecteur de déformation membranaire s’écrit

du
Ex o
{Em} = {Ey} = a_y
L O
dy  0x
Ou:
-[q)ui]
a [(I)Vi]
ex = 3x(IN; 0 N; 0]) [y ] @)
[dy]
-[q)ui]
_ 0 [(I)Vi]
ey = 575([0 Ny 0 N;]) [y ] (@)
[dy]
[(bui] [(bui]
[ vi] [ Vi]
&y = [Nl 0 N2 O]aiy ¢ [¢uj] +[%([O Nl 0 NZD ¢ [¢uj] {dm}
[(bvj] [(ij]
Ainsi apres simplification, les équations (3-28) et (3-30) deviennent :
1 1
& = —¢ [puil{ui} + g[d)uj]{uj}

ty = (1= D[dlullu} — 2 [0ulvi} + [ul{w} + 1 [06)]{v;}

Ou X=

X
b
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3-4-1-4-2 Déplacement flexionnel :
La fonction de déplacement w est exprimée par la combinaison de polynéme de
I’interpolation transversale et de fonction B3- spline de la fonction d’interpolation

longitudinal de la maniére suivante :

w} = [Ne][or[{dr} (3-33)
[q)wi] Wj
[d)ei] ei
w = [N;N,N;3N,] [pws] | ™ (3-34)
[ o] O
Ou:
N, = 1—3(%)2+2(%)3
(-2 (9

N; = (3 (g)2 —2 (%)3) (3-35-a)

[Dwil, [Q)wj]: [Doil, [@e]-]sont les vecteurs qui définissent les (m+3) B3 splines.

wi} = {wi,who ...W§n+1}T
W} = (W Wl )
01} = {004,00 enBLy )
O = {60,0) e}

La déformation flexionnelle est proportionnelle a la courbure de 1’élément, c’est a dire

a la dérivée seconde du déplacement.

0w
€y 6;(2
9°w
& = {Ey} = _ZO_yZ (3-35)
YXy 92w
2z 0x 0y
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D’ou
—z2— [Ng][0]

er= | —22[0dN; |{dp) (3-36)

Ny 90

2z ox 0y

3-4-1-5 Bilan énergétique:

Pour résoudre notre probléme on fait appel au principe de minimum de I’énergie

potentielle.
L’énergie potentiel totale d’un systeme est donnée par :

p=U-W (3-37)
Ou
U : représente I’énergie de déformation des efforts intérieurs.

W : représente 1’énergie potentielle de forces extérieures.

3-4-1-5-1 Energie de déformation :
Puisque le comportement membranaire (u, v) est découplé du comportement

flexionnel (w,0) 1’énergie de déformation s’écrit :

1 L (b 1 L (b
U=20" 0t em) {omddxdy+ - [ [ {ed™{oddxdy (3-38)
En introduisant la loi de Hooke :

{Gm} = [Dm]{am}
{or} = [Drl{es}

On retrouve

U= 2tf) [ lem) " Dmdendxdy+ - 3 [Ped™Dleddxdy  (3-39)

Or en termes de fonction de forme on a la relation suivante :

U =1 [ H{d)}"[BI"[D}{d})]dxd, (3-40)
Ou:
(@ = ({dn}" g™
_ [[Bnll0]
[B] = [[0][Bf]] (3-40-a)
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t[D] [0]]
D] = [
P1= 1 fojpy
Avec :
—+ [Bui] [0] =[oy]l0]
Bul=| 0] (1-x[0y]  [01x[0y] (3-40-b)
— ’ 1 Ss[r 11
(1 -x)[0,] 5 (@] X[(Duj 5 [Q)vi]
6 12% 4 6% 12X 6 2 6%
e () G~ )% Gr-o)lewl  G-los]
B = |(-1+32 —2=))[0L]  —x(1-2&x+%)[g] (B + 2530l (—%* +x)|B;
X X2 1 XX\, 22 _ a2y [
(-12+ 12?)[%] (2 — 8% + 6%%) — B[Qei] (125— 1zg> [0w;]  (6%% — 4%) [0g;]
(3-40-¢)
Ey vy.Ex
(1-vxvy)  (1-vxvy) 0
[Dm] — vxEy Ey.t3 0 (3-40-(1)
(1-vxvy)  (1-vx.vy)
0 0 ny
Ey.t3 Vy.Ex.t3 7
12(1-vx.vy)  12(1-Vy.Vy) 0
| vkEyt3 Ey.t3
D7l = 12(1—1y/x.vy) 12(1fvx.vy) 0 (3-40-¢)
0 0 —G"ly;_

Travail des forces extérieures :
Généralement les €léments a parois mince sont soumis a une contrainte compressive
uniforme le long de la bande et linéairement répartie a travers la largeur (Figure (3-9)), a

chaque instant de I’histoire de chargement linéaire on a :

o= A5 (3-41)

0: Chargement de référence.
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A;: Facteur de charge ou multiplicateur de charge

I est important du point de vue pratique de déterminer les valeurs critiques de charge
conduisant a 1’équilibre, cependant de toute les solutions, I’ingénieur ne s’intéresse qu’aux
valeurs de chargement au dela desquelles le systéeme devient instable, c’est la plus petite

valeur positive de A;, donc ces charges critiques seront :

Ocrit = Acrit0 (3-42)

02
O1

Figure (3-9) : chargement appliqué sur une bande spline
En considérant 1’énergie potentielle due a ces forces causées par la partie non linéaire

de la déformation [12]:

1t (L (b ) ) a
W= -1 Ao, [(6—3)2 + G2+ (a—"y’)z] dxdydz (3-43)
Avec o, = o0+ (0, — O'l)E
Ou encore:
au
ay
1. L (b X\ (du dvow) ) Ov
W = —Etfo fO }\(0'1 + (0'2 - 0'1) E) {6_ya_ya_y} 6_y dx dy (3-44)
0
dy
1 L (b ) a (M
X
W= —Et.?\fo Js (01 + (0, — 0y) E)a—y(uvw)a—y{:v} dxdy (3-45)

En remplagant les déplacements par les dérivés des fonctions d’interpolations et des

déplacements nodaux, on obtient :

W= —3.tfy [ 2 (o1 + (02 = o) ) ()T - [T INIT[N] 52 {d}dedy (3-46)
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3-4-1-5-3 Energie potentielle totale :
En remplagant I’équation (3-39) et I’équation (3-46) dans 1’équation (3-35) on obtient :

0 =3 fy [ (yTIBIT [DI(B]{d}dxdy— 5t [y [ (01 + ) 5= [@1TINITINI 22 {d}xdy (3-47)

L’énergie potentielle est stationnaire a 1’équilibre, ce qui nous donne :

0{0}

o Y (3-48)
Il résulte :

[K1{d} — A[K,]{d} = {0} (3-49)

Avec :
[K] : Matrice de rigidité

[Kg]: Matrice de rigidité géométrique

L b
k1= [ [ 1B1DIB)dxdy
[B] et[D] sont donnés dans le § 3-5-1-5-1
[Kg] = .0 I} (o1 + (02 = 0)§) 2= (@1 INTT N1 52 dxcly
Ou:

AL
~ Llo1[n]

[N]
Ainsi Cheung [12] a montré que pour une structure prismatique simplement appuyée a

ses extrémités, les modes de déformations sont découplés et chaque mode peut étre traité

séparément et donc I’analyse de la stabilité linéaire €lastique est un probléme de valeurs et

vecteurs propre :

La ruine apparait pour la plus petite valeur de A(le plus petit coefficient d’amplification du

chargement initiale), le mode propre associé correspond a la déformé de ce coefficient.

Plus de détail de développement de ces €quations sont données dans la thése de

Boumechra [8].
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3-4-1-6 Matrice de transformation géométrique :

Un ¢élément a parois mince est constitué de plusieurs bandes finies, et 1’orientation de
ces bandes différent les unes des autres, d’ou il est indispensable de ramener ces quantités

dans un systéme d’axe global commun.

Considérons la figure (3-10) ou une bande est inclinée d’un angle o par rapport a

I’axe X du repere global.

Figure (3-10) : une bande finis dans le systéme d’axe global.
La transformation géométrique ne se fait que dans le plan (xz).

Les axes globaux X, Y, Z sont définis de tels manic¢re que 1’axes Y soit paralléle a

I’axe y local longitudinal de I’élément.

Vu la configuration géométrique décrite sur la Figure (3-10) les déplacements locaux

s’écrivent :

{d} = [T]{4} (3-50)

Avec:

(@ = (v o) v w ey}
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@y = {Wamweuvwie))

Et
cosa 0-sna0 O O 0 0
0O 1 0 0 0O 0 0 O
sina Ocosa 0O 0 0 O O
O 0 0 1 0 O O O

[T=

0 0 O O cosaO-sina 0
o 0 0 00 1 0O
0 O 0 O sina 0 cosa 0
0 00 00 0 0 1] (3-51)

Notons que la matrice [T] est orthogonale et que son inverse est par conséquent ¢gale

a sa transpose€.
3-4-1-7 Assemblage des matrices:

Apres avoir établi les matrices de rigidité et les matrices de rigidité géométrique dans
le repere local, il est nécessaire de les transformer au repére global en utilisant la matrice de
rotation (équation (3-51)).

Les matrices de rigidité et de stabilité¢ dans le repere global de chaque bande sont
données par :

[K] = [T]"[K] [T] (3-52)
(K] = [T1"[Kg] [T] (3-53)
Sachant que chaque structure est constituée de n bandes, on est amené a assembler ces

matrices élémentaires pour obtenir la matrice de rigidité globale, et la matrice de stabilité

globale de la structure de la maniére suivante :

K = 2?:1 K;
K, = - Ky (3-54)

48



CHAPITRE 3: Méthode de calcul de la contrainte critique distorsionnelle

3-5 La théorie généralisée des poutres (Généralized Beam Théory:
G.B.T):

La G.B.T est largement utilisée pour I’analyse linéaire et non linéaire des profils a
parois mince de différentes sections transversales, constantes ou variables [45]. La G.B.T est
initialement développée par Schardt depuis le début des années 1970 en Allemagne, puis
améliorée par Davies et Leach (1994). Ces derniers ont identifi¢ les équations différentielles
de la G.B.T avec celle d’une poutre chargée axialement reposant sur une base élastique.

Le concept de cette méthode est de séparer et combiner le comportement d’une barre
en séries de modes de déformations axiales de la section transversale, ou n’importe quel
déplacement d’une section est considéré comme une combinaison linéaire de n mode de
déformation orthogonal. Le nombre n dépend de type de la section, du nombre de ligne nodale
et des nceuds intermédiaires. La G.B.T a inspiré la définition des modes de déformation ou
chaque mode a une équation. Une conséquence importante de 1’application des hypotheses de
G.B.T est que les déplacements de I’¢lément peuvent étre exprimés en fonction des
déplacements longitudinaux (de gauchissement). Ainsi pour distinguer entre le mode global et

distorsionnel, la GBT suggere une analyse des fonctions de gauchissement.

En négligeant les déformations de cisaillement, 1’équation du mode k de second ordre

est:

EkCkV"” — GEDMV' + BRV + I, YL, KU w iv’)' = Kq (3-15)
Ou
k=1,2,....,n

K : définit le mode

C": la constante de gauchissement généralisée

D*: constante de torsion généralisée

B*: rigidité flexionnel transversal

C*D"B* sont des propriétés généralisés de la section qui dépend tous de la géométrie de la
section transversale

kg propriété de la section du second ordre qui relie la déformation de la section a la
distribution des contraintes

E et G module d’élasticité, module de cisaillement

%V : déformation résultante

“W : contrainte résultante
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kq : charge uniformément répartie

n : nombre de mode

Les caractéristiques de la section, et K sont des valeurs calculées manuellement.

Quand le second membre de 1’équation (3- 15) est égal a zéro  ( kq = 0), La solution
nous donne la contrainte résultante critique W, ceci en général exige la solution de valeurs
propres ou I’ingénieur est libre de choisir quel mode veut I’inclure dans son analyse.

Selon Davies et Leach [17] la contrainte résultante critique est de la forme:

ik 2 2 (3-16)
Werie= ﬁ(;—ZEkC+ GKD+ ﬁ—ZBk)
Quand la longueur d’onde varie, la contrainte minimum critique est :
ik (3-17)

1
Werit= m(z EXCKB+ G¥D)

La longueur de demi-onde correspondante est :

Ak =T (EKC)O'25 (3-18)

K
La GBT présente certaines limitations :
% Elle est difficile a comprendre
+» N’est pas couramment employée, seulement quelques chercheurs 1’ont utilisée
+*+ Ne permet de manipuler que les éléments prismatiques
Il y a quelques hypotheses de base sur les contraintes (& savoir : contrainte membranaire
transversale et la contrainte de cisaillement) dont les effets sont pratiquement considérés

négligeables, cependant il peut y avoir des sections ou ces hypothéses ne sont pas valide.
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CHAPITRE 4: Constrained Finite Strip Method

4-1 Introduction:

La méthode des bandes finis contrainte (Constrained Finite Strip Method : C F S M)
est développée par Adany et Schafer[2], [3] ils furent les premiers a introduire les hypothéses
de la GBT(Generalized Beam Theory) pour classer les modes d'instabilité c'est-a-dire que la
CFSM emploi les mémes critéres mécaniques des modes d'instabilité que ceux utilisés par la
GBT. L'idée est de garder les caractéristiques générales des méthodes numériques puis
introduire les hypotheses de la GBT pour forcer les parois a se déformer en mode (L) ou en
mode (G), mode (D) ou autre mode. Le point clé de ce procédé est la détermination de la
matrice contrainte (R) associée a chaque mode d'instabilité, la dérivation de cette matrice est
complexe est trés longue. Dans cette section nous donnerons un résumé de la démarche telle

qu'elle était présentée dans l'article.

Pour calculer les modes d'instabilité des structures a parois mince, on résoud un

probléme généralisé des valeurs propres qui est écrit sous la forme :

Ke® = AK; ¢ 4-1)
Ou:
K.: matrice de rigidité élastique qui est fonction de la longueur de 1'élément.

K, : matrice géométrique qui est fonction de la longueur du profilé et la distribution des forces

sur la section.
O=[did2.eeveeennniinn, Om] matrice des vecteurs propres.
A=TAAy i, Om| matrice diagonales des valeurs propres.

m : nombre des DDL (m =4 x n).

Le champ de déplacement (ou les modes de déformation) peut étre décomposé en
quatre sous espaces : globale (G), distorsionnel (D), local (L) et autre (O) Figure (3-1). Le

vecteur dans 1’espace réduit peut étre reli¢ au champ de déplacement général par la relation
d= RMdM (4-2)
avec

Ry : matrice contrainte de 1'espace choisie [G, D, L, O]
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dv :vecteur de déplacement dans I'espace réduit. M peut étre remplacé par (G, D, L, O) ou

une combinaison des différents modes (GD, GDL).

L'approche proposée est basée sur la dérivation de la matrice contrainte pour chaque
mode de déformation qui relie les déplacements dans l'espace réduit aux déplacements dans

l'espace général [2 ].

Espace réel des DDL
% p

g Ry,

Espace recherché

Figure (4-1) : décomposition d’un espace de recherche [2]

Introduisons 1'équation (4-2) dans (4-1) et pré multiplions par RAT4

Le probléme de valeur propre contraint au mode M s'écrit :

Ry . Ko Ry.dy = Ay- Ry K. . Ry .y (4-3)
Ou simplement :

Ke,M¢M = AMKg,M(pM (4-4)

K, ) : Matrice de rigidité de CFSM (contrainte au mode M)

K,

g, - Matrice géométrique de CFSM (contrainte au mode M)

Am : Matrice diagonale qui contient des valeurs propres pour le mode sélectionné.

om : Matrice des modes propres.
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4-2 Notation: Fonction de forme, DDL:

Dans la méthode des bandes finies, un élément a parois minces est discrétisé en bandes
liées entre elles par des lignes nodales (figure (4-2)). Un choix judicieux de la fonction de
forme (fonction trigonométrique) est supposé pour représenter le déplacement longitudinal.
Dans la direction transversale on fait une interpolation par un polynéme cubique alors que

dans le sens longitudinal on choisit une fonction trigonométrique

Deux systemes d'axes sont employés : 1’axe local et 1'axe global. Le repere global est
not¢ X,Y,Zou l'axe Y est parallele a 1'axe longitudinal de 1'é1ément. Le repére local noté (x,
y, z) est associé a la bande .Les déplacements globaux sont : 3 translations (U, V, W) et une

rotationf.Les déplacements locaux sont : 3 translations (u, v, w) et une rotation®.

Figure (4-2): les coordonnées, les degrés de liberté [2]

La numérotation des nceuds et des bandes sont importantes dans la démarche d’Adany

et Schafer, ils sont schématisés dans la figure (4-3).Les nceuds sont de deux types :

% Les nceuds secondaires : sont des neeuds qui relient deux bandes coplanaires.
& Les nceuds principaux :sont eux-mémes devisés en deux: les nceuds
principaux extrémes tels que le premier et le dernier nceud et les nceuds

principaux internes tels que les nceuds qui relient les bandes non coplanaires
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zZVv

Figure (4-3) : Description d’une section ouverte a connexions simples [2]

4-3 Définition des modes d’instabilité:
Les profilés formés a froids soumis a une compression/flexion engendrent trois types

d’instabilité pure : locale — distorsionnelle— globale.

Pour pouvoir identifier ces modes d’instabilité globale (G), distorsionnelle (D), locale
(L) et autre (O), certaines hypotheses de la GBT basées sur des critéres mécaniques doivent

étre introduites dans le calcul (tableau (4-1)) : [2]

- Hypothese 1 : cette hypothese est liée a la théorie classique des poutres ou hypothese

de Vlassov, et limite certaines déformations membranaires :
v ¥xy=0 (la distorsion dans le plan est nulle)

v’ &, = 0 (la déformation transversale est nulle)

vV =1(x) (le déplacement de gauchissement est linéaire)

- Hypothese 2 : cette hypothése implique que les déplacements de gauchissement sont
non nuls (v # 0) ce qui donne une séparation entre la déformation locale de la plaque

et d’autre mode de déformation.

- Hypothese 3 : elle se rapporte a la distorsion de la section et fournit un moyen pour

séparer les modes G et D.

- Xxx= 0 (la flexion transversale est nulle).
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Modes Modes Modes Modes
G D L 0]
Hypothése 1 : ¥y =0/&x=0 Oui Oui Oui Oui
V est linéaire
Hypothése 2 : &,# 0 V ou € non nul Oui Oui Non -
Hypothése 3 : y,, =0 Oui non - -

Tableau (4-1): Les hypothéses de la G.B.T

Les hypotheses présentées ci-dessus sont issues de la G.B.T qui est la seule méthode

capable de produire et d’isoler les modes d’instabilité des profils a parois minces.

D’autres modes peuvent ne pas |exister dans 1 GBT, mais existent dans la FSM ou

FEM.

Une conséquence importante de 1’application de ces hypothéses de la GBT est que les
déplacements peuvent étre exprimés en fonction des déplacements longitudinaux (fonction de
gauchissement) et pour distinguer le mode distorsionnel du mode global, la GBT suggere une

analyse des fonctions de gauchissement.

4-4 Dérivation de la matrice de contrainte R;p:
4-4-1 Implémentation de la 1eére hypothese: Hypothese de
Vlassov :
Le déplacement est exprimé comme le produit de la fonction de forme et les
déplacements nodaux.
_ x\ x.] (U1} . mry
u@y) = [(1-3) @] {uy sin - (4-5)
_ x\ 2] (V1 my
veoy) = [(1-3) @y, cos 2 (4-6)
Ou:
u;, up, vy, v2 sont les déplacements nodaux transversaux et longitudinaux respectivement.
m : le nombre de demi-onde
a : longueur de la bande

b : largeur de la bande

L’hypothese de Vlassov peut étre écrite de la manicre suivante :

ou

£x=a

=0 (4-7)
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ou v
Yy = 5 T =0 (4-8)

Introduisant 1’équation (4-5) dans (4-7) :

o= ™ = (4-9)

Ey = —
X dx b

Sachant que I’équation (4-9) doit €tre vérificeV,, il s’ensuit :
U, = u, (4-10)

Le 2éme impact de la 1¢re hypothése peut étre écrit :

Yay = Z—; + Z—Z =u "%cosnzy + _v1b+v2 cosm;y =0 (4-11)
On obtient ainsi :
U = u, =u = (v; —vy)a/bmn (4-12)

Ca implique que pour les déplacements transversaux des 2 lignes nodales d’une bande
sont identiques, ce qui est une conséquence naturelle pour I’hypothése de la déformation

transversale nulle (Figure (4-4)).

\' V.

Sfie Sfie
T3 TR
WL

Ju=u=

v,

e

Figure (4-4): Etat d’une déformation membranaire d’une bande

Dans le cas de la GBT [1]

L’introduction de cette contrainte réduit le nombre de DDL de 4 a 3.Ainsi nous
pouvons définir de nouveaux DDL réduits u, v1 et v2.

La relation qui relie les DDL originaux et les DDL réduits est de la forme :

Uq 0

10
u

uzl _ |0 1 0]}, “-13)

2 10 0|y

v, 00 1
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Ou sous la forme compacte:
d= Rd; (4-14)
Ou
R est la matrice contrainte.
D’autre part considérons la i éme ligne nodale, les bandes qui lui sont reliées sont le
(i-1) et (i).

Appliquons la relation (4-12), on retrouve:

(i-1)
i—-1) _ 1 1 1 Vl
™ = E[b(i—n B b(i—l)] {V(i—l)} (4-15)
2
Et
®
M= L[ _ 1] ]
ut? = Kk Lb® b(i)]{ o) (3-16)
Va2
nm
En employant la condition de compatibilité et d’équivalence entre le v local et V
global
On recoit :
1 1 v:
(i-1) — —— 0 i-1
{u ‘ }z el I T Vi (4-17)
u(‘) km 0 i _L
N0 »@ | \Vi+1

Cette équation fournit la relation entre les déplacements transversaux locaux et les
déplacements globaux longitudinaux.
Le traditionnel changement de repére donne la relation entre les déplacements locaux

(u, w) et les déplacements globaux (U, W) suivante :

(= [one cosl lw) @18)

La relation entre les déplacements nodaux globaux (U, W) et les déplacements locaux
ude u (i-1) eéme et (i) €éme ligne nodale s’écrit :

{u(i_l)} - [cosa(i‘l) sina(~1 {U}

u® cosa® sina® | W (4-19)

En égalisant les cotés gauches des équations (4-18) et (4-19), la relation entre les

déplacements longitudinaux V et les déplacements (U, W) est obtenu par :
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. , 1 -1 (i-1)
cosal=1  sin(-V](U __ 1]|pG-1) pG-» 0[(V M 490
cosa®  sina® | WS T k| 1 ) Vv (4-20)
m m V(1+1)
Le déterminant Di de cette matrice est :
Di = sin o”. cos o -sin o™V - cos a'l) = sin(oc(i) Sl ))

Puisque deux bandes non-coplanaires connectées font toujours un angle différent de
zéro, le cas du Di = 0 est exclu.

Et donc on peut écrire 1’équation (3-19) de la maniere :

. ol 1 0 y -1
{U} _ 1 [cosa®  —sina®] [piD G ) (4-21)
WJ kDi|—cosa® sinali—D 0 L — = v
b® ol A\AGRY;

Finalement on se basant sur I'équation (4-21) la relation entre les déplacements
transversaux (U, W) de tous les nceuds principaux et le déplacement de gauchissement peut

étre généralisée

Vi
r T _(sina(z) ) ( sina(z) sina(') ) (sina(') ) 0 0 0 0 0_
U2 \Detzb(l) Det M Det b(z) Detzb(z) V2
U3 O (bsina(s) sina(a) sina(z) ) (sina(z) ) 0 O 0 0 V3
. 1 Det3b(2) Det3b(2) Det3b(3) \Det3b(3)
(4-22) -
. km
Uz 0 0 0 0 x x 0f Vo2
_Un—l a i 0 0 0 0 X X X_ Vn—l
o (@) (eosa® o cosalV) 0 000 ol
Wy Det,b(") Det,b(!) Det,b(?) Det,b(?) V2
W3 0 ( cosot((az))) ( cosot(zz)) cos(x((zz))) ( cosot((i))j 00 0 0 V?)
. -1 Detsb Detsb Detsb Det;b* .
- km . . . . . . . .
Wn—Z 0 Vn 2
X X X
_anl i Vn—l
L 0 0 0 0 0 x x x| v, |
Ou dans un format compact :
1 -1
U= 1S V=R,V W=20CV=R,V (4-2 3)

Avec :

U et W : des vecteurs.de (n-2) éléments.
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V : Vecteurs de n ¢éléments et contiennent les déplacements de gauchissements des noeuds
principaux.
S; et C; : des matrices de (n-2) x (n) éléments contenant tout des données relatives a la
géométrie de la section

Suite a I’hypothése de la linéarit¢ des déplacements de gauchissements de la section
dans I'espace GD, les déplacements de gauchissement des nceuds secondaires peuvent étre
facilement calculées par une interpolation linéaire :

Vs =B,V (4-24)

Ou:

Vi : le vecteur des déplacements de gauchissements des nceuds secondaire.
B, : matrice calculée seulement avec la largeur de la bande

Comme on le voit bien dans les équations ci-dessus, I'hypothése de Vlassov fournit
certaine restriction sur les nceuds principaux extrémes et par conséquent le systéme a résoudre

sera sous déterminé.

4-4-2 Implémentation de la 2eme hypothese:
Hypothése 2 b : utilise I'équilibre des forces pour n'importe quelle section transversale,
et ceci peut étre analogue a un probléme de poutre; la géométrie globale de la poutre

équivalente est identique a la géométrie de la section. Cette analogie est schématisée par :

o

n-2

n-1

(a) (b) (©)

Figure (4-5) :a)section transversale - b) poutre équivalente - ¢) chargement

cinématique
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La rigidité flexionnelle de la poutre équivalente est identique a la raideur flexionnelle
d'une plaque Et 3 /[12 (1 —-v? )J

On assume aussi que la rigidité axiale est trées grande et la déformation de 1'élongation
est négligeable, ainsi seuls les moments sont considérés en gardant 1'équilibre de la section.

Le chargement cinématique appliqué et exprimé par le mouvement des appuis qui
n'est que les déplacements globaux U — W des nceuds principaux internes et par conséquent
ca définit un probléme de poutre équivalent qui exige la solution d'un systéme statiquement
indéterming.

Deux maniéres pour résoudre le probléme :

- la méthode de flexibilité.

- Laméthode de rigidité.

Adany et Schafer utilisent la méthode de flexibilité pour déterminer les matrices
contraintes des nceuds principaux extrémes [3].

Soit un élément poutre (Figure (4-5))u; ,w; ,04,u, ,w, ,0,s0nt les DDL (degrés
de liberté).

La matrice de rigidité locale typique d’un €lément poutre est donnée par :

EA
b
0 I;EI
bEI 4EI Svm
K= b2 o ym. (4-24)
EA ) 0 EA
b b
0 —12EJ/b> -6EJ/b> 0 12EJ/b’
10 6EJ/b> 2EJ/b 0 -2EJ/b®>  4El/b
Ou:
EA : raideur axial
EI : rigidité flexionnelle de la poutre
P tériau isotrope : EI = —25
our un matériau isotrope : = TZa
. Eat3?
Pour un matériau orthotrope : El = ——— (4-26)
12(1-vxvy)

De maniére similaire la rigidité axiale (EA) est exprimée par :
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e E
Pour un matériau isotrope :EA = 1_3\;(2
L. E
Pour un matériau orthotrope :EA = = (4-27)
(1—vxvy)

Dans la pratique, la matrice de rigidité d'un €élément est dérivée de la matrice de
rigidité d'une bande de la FSM. Ceci est accompli en éliminant tout les termes comportant des
déformations longitudinales. Ce procédé mene a l'inclusion de la rigidité flexionnelle de la
plaque de 1’équation (4-22).Puisque la matrice de rigidit¢ de FSM comprend toutes les
contributions des demi ondes, la taille de la matrice est (8x8) mxm (m : est le nombre total
des demis ondes), mais seulement une matrice secondaire (8x8) est nécessaire pour dériver la
matrice de rigidité pour la poutre équivalente.

Trois étapes sont essentielles pour obtenir la matrice de rigidité et la matrice
géométrique d'une poutre équivalente :

- Premiérement, puisque nous ne considérons que les DDL transversaux on élimine les
lignes et les colonnes correspondant aux déplacements longitudinaux (V) dans la

matrice de rigidité.

- Deuxiemement, selon I'hypotheése de Vlassov, on devrait éliminer tous les termes qui
contiennent le module de cisaillement G et les termes qui contiennent G et Dxy dans la

matrice géométrique et dans la matrice réduite de 1'étape précédente.

- Troisiemement, tous les termes reliés aux déplacements longitudinaux tels que Dy et

D, devraient étre éliminés dans les matrices réduites précédentes.

Avec les étapes précédentes, nous formons la matrice de rigidité suivante :
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Et
b
12D
0 =
b
D 4D
0 6 =X X Sym.
K., = b b 1, (4-27)
’ —Ejt 0 0 Et
b b
~12D —6D ~12D
O 3 = 2 : 0 3 .
b b b
o Dx 2Dy, 6Dy 4Dy
2 2
L b b b b |
Ou:
a
11 = fO Ym Yn dy
D =D = vExt? v Ept?
Y 12(1 - vyvy) 121 — vyvy)
Gt3

Do = 12

Toutes les équations et le développement en détail sont dans les articles [1], [2], [3].

Les ¢léments de cette matrice de rigidité de 1'équation (4-27) sont exactement un
multiple constant qui dépend de I, des éléments correspondant a la matrice des bandes finies
et par conséquent I’ important n'est pas les valeurs réels de la matrice de rigidité mais plutot
la distribution de cette rigidité. La matrice de rigidité locale peut étre transformée en matrice
de rigidit¢ globale en utilisant la matrice de transformation géométrique et finalement
l'assemblage (Ke, t).

Ensuite on écrit I'équilibre statique de la poutre équivalente :

4-29
K,, .dy=q; (429

K., : matrice de rigidité globale.
d; : vecteur des déplacements transversaux (U-W-0) de la poutre équivalente.

q: : vecteur nodal.

Selon I'hypothéese 2, la résultante des forces transversales devrait étre en équilibre pour
toute la section transversale.

Les déplacements U-W-0 sont de la forme :

63



CHAPITRE 4: Constrained Finite Strip Method

n
UQy) = z U,Yp
p=1

W(y) = Xp=1WpYp (4-30)

n
0(y) = z 6,Y,
p=1

Ou:

U-W-0 sont trois vecteurs de (n x 1) éléments contenant les déplacements transversaux
globaux de tous les nceuds qu’on nomme les DDL de la poutre équivalente.

U, , W, , 6, sont aussi 3 vecteurs de (n x 1) €lément contenant les déplacements globaux
transversaux pour tout les nceuds correspondant au nombre de la demi ondep.

Y, : fonction de forme dans la direction longitudinale correspondant & un nombre de demi
ondes égale a p.

Donc d; doit étre un vecteur se composant des déplacements transversaux (U-W-0) sous la

forme :
de = ZB=1(dt)p Yp (4-31)

(dy) p: vecteur des déplacements transversaux de tous les nceuds correspondant au nombre la
demi onde P.

Puisque aucune force externe n'est appliquée, on a seulement des translations des
nceuds principaux internes, ainsi (U-W) sont connues tandis que tout les DDL transversaux de

la poutre équivalente sont inconnus.

Ke tkk Ketku] {dtk} Jek
N ol S = o 4-32
KE,t,uk Ke,t,uu dt,u { 0 } ( )

Ou:

Indice k : les DDL connus

Indice u : les DDL inconnus

d;, « : partie des déplacements contenant les déplacements connus de la poutre équivalente (U—
W) des nceuds principaux internes de 1'équation (4-31).

diy: tous les autres déplacements transversaux inconnus (les translations des nceuds
principales extrémes, les nceuds secondaires et les rotations de tous les nceuds de 1'équation

(4-31).
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q:.x : vecteur force exercant sur les DDL connus.
qt,u - vecteur force exercant sur les DDL non connus de la poutre équivalente.

La partie inférieure de 1'équation (4-31) peut étre exprimé par :
Ke,t,ukdt,k + Ke,t,uudt,u =0 (4'33)

En décomposant I'équation (4-32) selon les DDL connus et inconnus et en la

substituant dans 1’équation (4-33) nous obtenons :

Ke,t,uk = mezl(dt,k)pr + Ke,t,uu Zglzl(dt,u)pr =0 (4-34)

Par conséquent I'équation (4-34) peut étre écrite :

mezl(Ke,t,uk (dt,k)p + Ke,t,uu(dt,u)p )Yp =0 (4-35)

La contrainte résultante transversal doit étre en équilibre pour toute la section, le

coefficient Yp doit étre égale a zéro ce qui méne a :

(dt,u)p = Kg,%,uuKe,t,uk (dt,k)p (4-36)

Ou en format plus simple :

Usp Unp
Wep = —KohuKegue fiy | (@437)
Bsp P

Usp, Vsp vecteurs des DDI des déplacements transversaux des noeuds principaux et
des nceuds secondaires correspondant au nombre de demi onde P.

Unp, Vimp méme que I’équation (4-23).

4-4-3 Assemblage de R¢p:

L'assemblage de la matrice Rgp se fait comme suit :

- assembler d'abord [Rgp] pour chaque demi-onde.

- Puis assembler chaque [Rgp] , dans le [Rgp], chaque [Rgp] , peut étre

composé des sous matrices :

T T T T T T T
I:]ec,u] P = [RGD ’Vmp RGD 4 Vrsp RGD 4 \/ump D> Vwmp RGD 2 \/usp RGD 4 szp RGD 2 \{S’p:|

6



CHAPITRE 4: Constrained Finite Strip Method

Par la suite on obtient la matrice [Rgp] qui est une matrice diagonale.

/~ Raol, o

\ [RGp] m /

Ce qui reste est analogue a la résolution d'un probléme de valeurs et vecteurs propres .

4-5 Exemple de validation:
Un exemple est présenté ici pour illustrer et démontrer la capacité de la CFSM

proposé par Schafer [1]. Cet exemple concerne une colonne avec une section C (Figure (4-6)).

La hauteur de la section est de 200 mm, la largeur de la semelle est de 90

mm, le raidisseur de bord est de 20 mm, épaisseur est de 2 mm.

1

|

Figure (4-6) section transversale en C : maillage

La déformée (4-7) donne deux minimums distincts, le premier est du mode local, le
deuxiéme est du mode distorsionnel. La Figure (4-8) schématise la forme déformée de la
section correspondant aux points minimums.

En observant la Figure (4-9), on voit que pour des petites et grandes longueurs la
courbe CFSM coincide avec la courbe FSM et ¢a nous mene a conclure que ces des modes
local pur et global pur, tandis que pour des longueurs intermédiaires une petite différence
existe entre les deux courbes, donc le point minimum observé dans la Figure (4-7) n’est pas
un mode distorsionnel pur mais probablement un mode distorsionnel en interaction avec

d’autre mode.
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(Pcr/Py)

Per/Py

1,2

1

0.8

0,6

0.4

0.2

100 1000
buckling length (mm)

Figure (4-7) forces critiques avec deux minimums distincts [3]

160 mm

local mode

[

| [__d

>3000 mm  global mode

830 mm distortional mode

Figure (4-8) caractéristiques de formes déformées [3]

—e— all-mode

1,5
\ u —=— global
0 - A’ a— dist.
1 local
%
0,5 ‘
0 T T T T TTT T T T T LI | T T T T LA |
10 100 1000 10000
buckling length (mm)

Figure (4-9): forces critiques des modes purs [3]
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4-6 Conclusion:

Adany et Schafer ont développé la CFSM qui permet d'évaluer la charge critique et de
la prévoir automatiquement pour un mode donné. Cette derniére est un paramétre principal
pour la conception et le design des P.F.F.

La Méthode est basée sur la décomposition modale qui nécessite de garder les
caractéristiques des méthodes numériques et d'introduire les équations de contrainte sur les
déformations .Les résultats ainsi obtenus sont prometteuses en les comparants avec d'autres

méthodes.

Schafer a mis l'application gratuitement sur le web de la CSFM dans

http//www.ce.jhu.edu/bschafer/CUFSM [53].

Comme n'importe quelle méthode numérique la CFSM a ses limites qui sont
essentiellement :
& Elle ne traite pas les sections formées de moins de 3 éléments plans.
& Elle ne traite pas les sections fermées.
% Limité a certaines conditions aux limites.
¢

Une numérotation stricte des nceuds qui pose des difficultés pour

l'utilisateur du logiciel.
& Ne traite pas des PFF avec des ouvertures
Mais des développements significatifs continuent a avoir lieu dans le CUFSM, a titre
exemple nous citons des travaux sur :
& Des PFF avec des C.A.L. variés [64].

Certains de ces insuffisances (section fermée, présence de ramification,...) ont été

levées par Djafour et A1(2010-2011).

L'¢lévation de la CFSM est un projet intéressant qui peut combler le manque
d'information sur l'arrangement de la mécanique des modes d'instabilité des profilés formés a

froids.
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CHAPITRE 5: Constrained Spline Finite Strip Method : CSFSM

5-1 Introduction:

Le calcul de la charge critique des éléments a parois mince peut se faire en employant
des méthodes numériques tels que la méthode des éléments finis(F.E.M), la méthode des
bandes finis(F.S.M), la théorie généralisée des poutres(G.B.T) ou d’autres.

Chaque méthode a ses avantages et ses inconvénients .Le dilemme principal est que
les méthodes d’usage universel (F.E.M- F.S.M) ne parviennent pas a décomposer les modes
d’instabilité (global- local- distorsions) alors que les méthodes qui peuvent le faire (GBT) ne
sont pas générales.

Il n’existe aucune méthode compléte qui peut manipuler ces modes de maniere robuste

et simple et :

- Qui s’applique pour n’importe qu’elle section transversale.
- Qui est disponible et soutenue par des logiciels.

- Qui peut calculer un mode séparément des autres modes ou des modes en
interaction.

L’objectif de cette section est de prolonger la démarche de CFSM présentée dans le
chapitre 4 pour une autre méthode numérique. On se propose dans ce travail d’appliquer le
méme concept de la CFSM mais en utilisant la méthode des splines bande finis (SFSM) du
moment que cette derniére convient bien pour I’analyse de la stabilit¢ des PFF et prend en
compte en plus les différents types des conditions aux limites c’est la : CSFSM« Constrained
Spline Finite Strip Method ».

La CFSM est basée sur les critéres mécaniques, mais la détermination de la matrice
contrainte est longue et lourde. Djafour [23] a proposé une démarche plus simple que celle
d’Adany et Schifer [1, 2,3] pour la détermination de cette matrice contrainte. Le procédé
utilisé préserve la flexibilité de la méthode numérique FSM, vis-a-vis de la numérotation des
nceuds, des caractéristiques des éléments, de la détermination des DDL effectifs ou non

effectifs, et par conséquent c’est sa démarche que nous utilisons dans ce travail.

5-2 Formulation de la CSFSM :

5-2-1 Equation de la stabilité :
Dans la méthode des splines bandes finis 1’équation de la stabilité d’une bande spline

soumise a une compression longitudinale s’écrit :
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[Kel{d} = A [K¢]{d} (5-1)
Pour résoudre cette équation on est amenée a résoudre un probléme de valeurs et

vecteurs propre.

En employant les critéres mécaniques des modes de déformations que ceux utilisé
dans la GBT cité dans le chapitre 3, le champ de déplacement de SFSM sont contraint a ne

donner que des déplacements globaux et distorsionnels (GD).

d =RGDXdGD (5'2)

Rgp : la matrice contrainte qui relie les déplacements dans 1’espace réduit des modes globaux

et distorsionnels aux déplacements dans 1’espace général de SFSM

dgp : vecteur dans I’espace distorsionnel et global, contient les déplacements nodaux

longitudinaux.

L’équation (5-2) s’écrit :

U Ry

4 _ va

wi(= | 4 (5-3)
0 Rovl )

Ou:

R,,est une matrice unitaire carée.

En introduisant 1’équation (5-2) dans (5-1) et pré multipliant par R{pon regoit :

R&p- Ke-Rgpdep = AgpRépKeRapdap (5-4)
Ou encore :
Kgepdep = AepKe,apdep (5-5)
Avec

Kg.gp : matrice de rigidité de CSFSM.

Kg.gp : matrice géométrique de CSFSM.
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5-2-2 Matrice de contrainte :

5-2-2-1 Matrice de contrainte concernant les déformations
membranaires :
En appliquant les deux premieres hypotheses 1 et 2 (cité au chapitre3) de la GBT qui

isolent le mode distorsionnel-global :

o ou
0‘0 Sx = a =
3 = a_u @ -
* yxy - dy ax
1l en résulte de la 1 hypothése :
1
; ul {ul - [Q)u]]{u]} (5'6)

La seule hypothese que nous imposons dans ce travail afin de faciliter le travail est que
les conditions aux limites aux extrémités 1 et j du déplacement u sont identiques donc
I’équation (5-6) devient :

Up =uy; (5-7)

L’introduction de la 2éme hypotheése de la GBT nous donne apres simplification :

(1-DI5 wo+ F[E ) =Sl + Sloullml =0 )

En introduisant I’équation (5-7) on retrouve :

[52] ud = 3 (puilwd = [001{w ) (5.9)

L’effet des deux hypotheses de la GBT est une égalité entre polyndme a coefficient
réels (la fonction spline et sa premiere dérivé) et par conséquent c’est deux fonctions
polyndmes sont égaux si seulement si leurs coefficient de leurs mondmes de méme degré
sont égaux, et donc 1’équation (5-9) ne peut étre développée que par une identification par
intervalles (annexe 1).

L’identification des deux polynomes se fait par intervalles et du moment que le
polynéme est d’ordre 3 (pour la fonction®) et d’ordre 2(pour la dérivé de la fonction @")
chaque identification nous donne 4 conditions par intervalle (4 équations), et comme on ne

s’intéresse que pour les intervalles se situant entre 0 et m, on aura au total 4Xm équations.

72



CHAPITRE 5: Constrained Spline Finite Strip Method : CSFSM

En regroupant toutes les équations et en les écrivant sous forme matricielle et en
écrivant les deux membres de 1’égalité du méme c6té on obtient une matrice tri diagonale de
la forme :

Ui
[-] {Vi} =0 (5-10)

Vj

Ou:

> La premiére diagonale concerne les [a;);i] {u;}

» La deuxiéme diagonale concerne les (-% ([pil{viH))

C e . 1
» La troisiéme diagonale concerne les > ([(Z),, j]{vj})

Le rang de cette matrice est 2(m+3) (si on considere le cas libre) et par conséquent
nous avons (m+3) termes inconnus de u qui sont dépendant des 2(m+3) termes inconnus de

V.

Sous forme abrégée 1’équation (5-9) devient :

[l = 1B1{y ) (5-11)

Ainsi le vecteur déplacement u; sera reli€ au vecteur déplacement (v;etv;) en utilisant

la méthode des moindres carrés par :

(u) = 4741471181 )} (5-12)

Si on pose : [AT.A]7 .[AT].[B] = [R] (5-13)
Vi

On obtient : {fu;} = [R] {vj} (5-14)

Ou simplement : {u;} = [R H{v;} + [Rz]{vj} (5-15)

[R]est une matrice rectangulaire de taille (m+3)*2*(m+3)( dans le cas libre). Elle relie

les degrés de liberté aux degrés de liberté v. On la nome matrice de contrainte, et ¢a signifie
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que les u; et ujsont exprimés en fonction des degrés de libert¢ de gauchissement et qu’ils ne

sont plus effectifs et doivent étre éliminés c'est-a-dire qu’au lieu des 8(m+3) degrés de liberté

de la bande seulement 6(m+3) sont indépendants.

Siles v; et v; ontles mémes conditions aux limites on aura :

[Ri] =-[Ro] (5-16)

R; et R, sont des matrices carrées dans ce cas, sinon, si les conditions aux limites sont

différentes les deux matrices n’auront pas la méme taille.

Sous forme abrégé on a :

i J
r vl_l - U_l \
U_g vh — v}
Uo .
: = [R] . ’ (5-17)
um
Um+1 vrin - vrjrll
i J
\Vin+1 — VUm+1/

Cette matrice [R] peut étre étendue pour concerner 1I’ensemble des degrés de liberté

locaux de 1’élément :

Suite a I’application des hypotheses 1 et 2 de la GBT chaque bande nous apporte

2(m+3) équation de contrainte :

I1 est indispensable d’écrire ces équations de contrainte non pas par rapport au repere
local mais par rapport au repere global de la structure, en utilisant la matrice de

transformation orthonormé [T] (équation (3-51)).

Et par conséquent les déplacements globaux s’écrivent :
Uiy _ [cosa —sina Ui} vl 11 o0 {Vi}
{Wi} - [ sina cos a {Wi et{ei} - [0 1119, (5-18)

Introduisons la relation (5-18) dans (5-17) :

> Pour le nceudi:
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(v, —v) )
v — v({
U; Cos x —-W; Sin x = [R] 4 . ’ (5-19)
Vh — v,
Wint1 = Vpmir/

> Pour le neeud j :

(vl —v )
v —v]
Uj Cos < —W; Sin &< = [R]{ . > (5-20)
Uk — Ui
Wint1 = Vmir/

L’introduction de la 2¢éme hypothése nous meéne a 2(m+3) équations de contrainte,
pour chaque bande (s).On doit éliminer 2(m+3) degrés de liberté et par conséquent les degrés

de liberté a éliminer pour toute la structure est de 2(m+3)*ns (ns : nombre des bandes),

Djafour et al [25] ont établi une procédure pour déterminer les DDL a éliminer et a
conserver (tableau (5-1)). L’analyse est basée sur une boucle sur les nceuds : pour chaque

nceud i nous avons autant d’équations de contrainte que de bandes connectés a ce noeud.

Le choix des DDL a éliminer dépend de I’orientation de la bande (I’angle a), du
nombre de connexion au nceud. Il présente 4 cas de connections. Nous appliquons la méme

procédure mais pour la CSFSM :
< ler cas : cas d’une seule connexion :

Nous avons (m+3) équations de contraintes :
Sisina = 0 c’est les (m+3)U; qui deveront étre éliminés
Sicosa =0 c’estles (m+3) W; qui deveront étre €liminés
Sinon ¢a sera soit (m+3)U; ou (m+3) W; qui seront éliminés.
.

L4 2¢éme cas : cas de deux connexions :

Nous avons (m+3) équations de contraintes pour chaque bande s;

. Vi
Ui Cos Ocsl_ Wi Sin ocsl = [Rsl] {V}
. (5-21)
U]- Cos o<, — VV] Sin &g, = [RSZ]{ l}
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Avec :
X1, X L’angle que fait la bande avec I’axe X.
[Rs1], [Rs2]: Matrice contenant les caractéristiques de chaque bande [largeur de la bande,

position des nceuds nodales].
Dans ce cas de connexions, deux cas peuvent se présenter :

% cas de deux bandes non coplanaires : en résolvant I’équation (5-21) on

retrouve :
V.
Ui 1 Rissl 0 ,
- L V. -
{Wi} et [Rsz 0 Rely) (5-22)
k

Et ainsi on a déterminé les déplacements transversaux du nceud i en fonction des

deplacements de gauchissement des trois nceuds connectés (V;,V;, V).

% Cas de deux bandes coplanaires :

Les deux premiers membres de I’équation (5-22) sont identiques (en valeur absolu) et
par conséquent les DDL de gauchissement ne sont pas indépendant, donc on peut définir un
DDL par rapport aux d’autre, et on élimine dans ce cas leV; et (U; ouW;).

% 3éme cas: trois connexions :
Nous pouvons dans ce cas €écrire trois équations de contraintes :

cosa®h  —Rj; —sina®V| R, 0 0 Y
coS (x(S 2) _Rll K —sin (X(SZ) . { Vi } = 0 l{]1 K 01. Vk (5-23)
cosa®d —Ri, —sina®d| Wi 0 0 R Vi

Dans ce cas nous devons ¢éliminer les 3 *(m+3) DDL du nceud 1 (U;,V;,W;).

4¢éme cas : nombre de connexions est plus que 3 : (ns>3)

Dans ce cas on a ns bandes connectées au nceud i, qui veut dire nsX(m+3) DDL a
¢liminer :

- 3(m+3) DDL du nceud 1

- (ns-3) (m+3) DDL des nceuds voisins
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On peut aisément déduire que pour chaque type de connexion on se retrouve avec une

équation de contrainte de la forme :
Ui

. \V
[Cos o R{ — Sin o R3] 4 1 ¢+ =0 (5-24)
l

Vj
D’autre part les DDL sont composés de deux :

- Les DDL a retenir ou effectives que nous notonsA,

- Les DDL a éliminer que nous notons Ay

Ce qui nous donne :

HA = [H, Hy] {23 =0 (5-25)

Ce que I’on peut écrire
Hee-Ae + Hep- A= 0 (5-26)
Onnoteicique A, apour dimension 2(m+3).ns ; d’ou la dimension de
Ak=4.n,.(m+3)—2.(m+ 3) .n,

L’équation (5-26) est équivalente a

Ae + Hod . Hep. A= 0 (5-27)
Ou encore Ae + Cer. Ay =0 (5-28)
Avec Cex = Had.Heg (5-29)
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Nombre des . . -
: Degrés de liberté a
bandes Tlustration A
. ¢liminer
connectées

i
1 ) U; oul;
J/ i i

k
2 : U; ou W; et V;
(coplanaire) t t l t
J
k
2 i U; etW,
(non coplanaire) . t t
J

3 Ui’ Wi etVl-
Uia Vvia Vi et (nC -
ne>3 3)Vs des nceuds

, VOISINS(V; et V, dans
J l I’exemple)

Tableau (5-1) les différents types de nceuds

5-2-2-2 Matrice de rigidité d’'une bande dans I'espace GD :
L’instabilité distorsionnelle et globale se produit a des longueurs de demi-onde plus
¢levé que la largeur de la section, et par conséquent, la flexion de la paroi plane est de type

« flexion cylindrique » ¢’est a dire que dans le repere local de la bande les courbures ¥, et

Xxy peuvent étre négligés devant x, d’ou la l¢ére hypothese du domaine GD :

Xy = Xxy =0

Ceci engendre que :

o
g=1 o (5-30)
0
Dont :
92w 0?
= 2 (INARAldeD) (5-31)

En écrivant sous forme matricielle, on a :

~Z 2 [N [94]
e} = 0 (dg (5-32)

0
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{e} = BF” . dye (5-33)
Avec :
[BEP] = ((?_ 12 bz) [bwil [ _0 ] [bei] (12b_)_(2_b%2)[¢""j] (%_16)_3) q)ejo (5-34)
0 0 0 0
Avec X= %

Dans le domaine ¢€lastique linéaire, la loi de Hooke relie la déformation a la contrainte

exerce par :
{oe} = [Del{ee} (5-35)
T
{of} = [D¢llee] = {MxMnyy} (5-36)
Avec :
Ext3 Dy .Ey.t3
12(1-0x dy) 12(1-0x dy)
_ | Dy Eyt Eyt3 )
[Df] 12(1-0x dy) 12(1-0x dy) 0 (5 37)
3
0 0 Gy Ex.t
12
Ou:

t : épaisseur de la bande.

E, : module d’élasticité suivant I’axe x.
Ey : module d’¢lasticité suivant I’axe y.
G,y : module de cisaillement.

Pour un matériau isotrope on a :

Ex=E, =E
Vg = Vy =V
_E
XY 7 2(14v)

Dans le domaine GD la sous matrice de rigidité¢ flexionnelle de la bande spline est

exprimée par :

Ked = [2[BE) DABSY) dxdly (5:38)
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En développant I’équation de la matriceK,¢, on obtient :

K11 K12 K13 K14
_|K21 K22 K23 K24
K31 K32 K33 K34 (5-39)
K41 K42 K43 K44

Les termes de cette matrice sont donnés en annexe 2.

5-2-2-3 Conséquence des hypotheéses 1 et 2 sur la matrice de
rigidité :

Du fait que la déformation membranaire (u, v) est découplée de la déformation

flexionnelle (w,0), la matrice de rigidité d’une bande est composée de deux sous matrices :

membranaire et flexionnelle :

K, = [Kem 0]

0 K (5-40)

Dans les deux sections précédentes, nous avons calculé les matrices de contraintes
¢lémentaires dues aux déformations flexionnelles (K¢f) et aux déformations membranaires
(Kem), donc une fois ces matrices élémentaires terminées ; on doit les assembler pour former

la matrice de rigidité globale de toute la structure qu’on noteKg.

Cette matrice est décomposé en sous matrice de tel maniére a regrouper les DDL a

¢éliminer d’un coté et les DDL a retenir de ’autre coté :

Sl san
Sachant que dans le repére global 1’expression suivante est valable :
[E‘EZ Eglil {ﬁi} - {gi} (5-42)
Ce qui donne :
[ij] et [g’:’il A= {Ilji} (5-43)
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Si on multiple I’équation (5--28) par le multiplicateur de A on obtient :
Kge Kge
[ng] A+ [ng] Cop- A= 0 (5-44)

La soustraction des deux derniéres équations, nous donne : 2équations selon les degrés

de liberté (ceux a retenir ou ceux a ¢liminer).

(KE* — K§°). A= Fe (5-45)

(KKK — KE®Cep)- A= Fye (5-46)

Ces deux équations peuvent étre combinée en utilisant une matrice de multiplicateurs

de Lagrange AX® ce qui donne :

(KKK — KE®Cepo)- A — Fie + AR[(KE* — KE°Cep)- A — Fe] =0 (5-47)

Pour que

0o

ke _ Y2e -
A = Z (5-48)

A partir de I’expression (5-28) on regoit :

Ake = _cT. (5-49)
En introduisant 1I’équation (5-49) dans (5-47) on obtient :

(KES — KE°Cex—CaxKE" + CaKE*Cer ). A= Fio — CaxFe (5-50)
D’ou I’expression :

Kr = KE* = K§®Cer- CaicKE* + CakKE*Cer (5-51)
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Qui est en faite une matrice de rigidité réduite due a I’application des hypothéses de

contrainte 1-2.

5-2-2-4  Développement de la matrice de contrainte du sous
espace GD :

L’application des deux hypothéeses de la GBT :

{szo
Xxy = 0

Nous a donnée une matrice de rigidit¢ Kg (équation 5-51) qui ne concerne que les
DDL effectives A., enfin il nous reste a relier les DDL de la structureaux DDL de
gauchissement V, pour cela on considére un chargement cinématique : la matrice Kr peut

étre partitionné sous forme de 4 sous matrices comme suit :

KR K&l (vy_ (F,
o |l =03 e
Il est & noter que

V : DDL de gauchissements effectifs.
A, : Le reste des DDL de A,
On ne s’intéresse qu’aux DDL dépendant de V, de ce fait le vecteur force correspondant

a A, seranulle.
Ce qui donne :

A= [-KRT —K{] v (5-53)

Ainsi on peut écrire Ay de la forme :

A= { Au} = vV (5-54)
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De facon similaire I’ensemble DDL de la structure concernée par les équations de la

contrainte s’écrit :

Ay (3-55)

En reprenant 1’équation (5-54) dans (5-55) ; on regoit :

A= {ﬁ‘;} = [IAk . v v (5-56)

Cek

AA-1 AV
_KR . KR

Au final nous avons reli¢ tout les DDL concernés par les équations de contrainte aux
DDL de gauchissement V, par une matrice de contrainte de I’espace GD qu’on note :

Iy

I
Rep = [ Ak (5-57)

Jx
Cek _ KARA— 1 Kﬁv

5-3 Effet des CAL sur l'instabilité distorsionnelle :
Rappelons 1’équation (5-9):

laa@“i] {ui} = %{[ww] -y}

y

On sait que cette équation est vraie quel que soit y donc nous pouvons 1’écrire pour y

appartenant a [0 — m.h] :

[ Qi'o(}’o) Bl Vo) 8L (Vo) - Bhia(vo) ] o i i i j Vi
u ) ; D40 (Y0)By1 (Vo) - Bys1 (¥0) o By 1 (¥0) 0
Ph(y) By - . . B [ wl TRl Ty e !
=1 I I I Vinsa (5-58))
]
BhoWm)  Bhy (Fm) e oo e e Bl Vi) _ _ . v
| M B0 (¥,) - Bhinss G ) B0 Vo) e Doy )] (V2
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Si on prend un exemple de 8 splines (m=8), La figure (5-1) représente le tracé des
deux fonctions (les deux membres gauches et droits) de I’équation (5-9) selon le domaine de

résolution compris :

a. Touts les nceuds nodaux sont introduits dans le domaine de résolution c'est-a-
dire que y appartient a I’intervalle [0, m. h], il est claire que les deux courbes
ne peuvent pas se croiser, et par conséquent le probléme ne peut étre résolu
dans cette intervalle.

b. Si on prend le deuxiéme tracé, I’intervalle de recherche est compris entre le
nceud nodal 1 au neeud nodal (m-1) c'est-a-dire que Y est limité a [h, (m-1).h],
on remarque qu’il ya des intersections entre les deux fonctions mais cette
solution est insuffisante.

c¢. L’analyse est imitée aux nceuds nodaux internes (du nceud nodal 2 au nceud
nodal m-2) c'est-a-dire pour y appartient a [2h, (m-2) h].Le tracé montre les
deux courbes des deux fonctions confondues, cela veut dire qu’analytiquement

on a une solution et on peut résoudre notre équation.
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Constrained Spline Finite Strip Method : CSFSM
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b. Neeud nodal 1 au nceud nodal (m-1)
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Figure (5-1) :

Tracé des deux fonctions[

L )
55 6

gui , vi
;)y ] {ul}et %{[wm] - [Q)V]]}{v]}
a. Y appartenant a [0 — m.h]

b. Y appartenant a [1 — (m-1).h]
c¢. Y appartenant a [2 — (m-2).h]
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On en déduit qu’on ne peut avoir une solution sauf si on la cherche dans le domaine
[2.h, (m -2).h], ou encore les équations de contraintes ne sont valides que loin des C.A.L c’est
a dire loin de la zone de perturbation, cette conclusion vient appuyer I’idée que I’instabilité

globale se produit des CAL.

Maintenant si on revient au tracé des 2 fonctions séparément (Figure (5-2)) de

I’équation (5-35).

051/ e

\ X

;
o5t \/ \)@O@@/ |
\

Figure (5-2) la fonction représentative de U

On voit clairement que la spline modifi¢ Y, ne commence pas de zéro, alors qu’on sait
qu’on modifie les splines des extrémités pour les accorder avec les données pratiques, dans ce
cas, si on examine le graphe de la dérivée de la spline (figure (5-1-a)) on voit que cette spline
dépend que de deux coefficient: «a;_q, a;jy1, @; = 0( ces coefficients sont donnés dans

le tableau(2-1)).

D’autre part la fonction au point 0 doit étre €gale a zéro cela implique que

Yo =1Y_1+ 1y

En utilisant cette nouvelle conditions aux limite pour les déplacements U on retrouve
deux courbes confondue quelque soit y appartenant [0, m h], mais cette nouvelle condition
change les valeurs des splines modifiés aux extrémités (les CAL) que nous avons imposés des
le départ, chose que n’est pas toléré, du moment que les conditions aux limites sont des

données du probléme.
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La 3éme suggestion que nous donnons dans cet exposé est de considérer une nouvelle
fonction d’interpolation pour les déplacements U, et de recalculer les splines modifiés des
extrémités (U_;,Uq, Uy, U1, Up, Upyq) en respectant les CAL du probléme, on peut
suggéré par exemple de prendre, une fonction d’interpolation du 4éme degré, en la dérivant,
on retrouve une fonction de 3éme degré, et dans ce cas on aura une égalité de 2 fonctions
semblables (polyndme de méme ordre pour les U et les V) et ainsi le solution sera plus simple

et facile et évidente.
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Chapitre 6 : Validation et application numérique

6-1 Introduction

Dans le chapitre précédant nous avons proposé un calcul du mode combiné
distortionel-global par la méthode des splines bandes finis et afin de prouver son bon
fonctionnement, nous présentons ce chapitre qui résume I’essentiel des résultats de 1’étude
numérique. Plusieurs exemples illustratifs sont considérés ici, et sont calculés par notre
logiciel « SHEBACSFSM» qui applique les définitions des modes et les fonctions de base
décrites dans ce document [Chapitre5].

Nous avons développé le logiciel « SHEBACSFSM » avec le langage Matlab. La
Figure (6-1)) montre 1’interface du logiciel SHEBACSFSM dans la phase du post traitement.
On peut voir le résultat sous forme de courbe dessinant la charge critique en fonction de la
longueur du profilé .Le post processeur d¢ SHEBACSFSM permet également de dessiner les
formes modales en deux dimensions ou tridimensionnelles avec des longueurs du profilé que
I’utilisateur a la possibilité de choisir. Grace a ce logiciel 1’utilisateur a la possibilité de faire
différentes études paramétriques sur la stabilité des PFF et en tirer les résultats dont il a besoin
pour le calcul et le dimensionnement.

Cette section contient des exemples de comparaison afin de valider le programme et la
démarche suivie et des exemples pour montrer ’intérét de la CSFSM. Les résultats obtenus
sont comparés aux résultats d’autres méthodes numériques connues et qui se sont imposées
dans le domaine de génie civil et qui ont prouvé leur efficacité : la FSM, la CFSM, la SFSM
et la GBT.

L’analyse numérique des exemples traite les différents conditions aux limites afin de
visualiser I’effet de type de conditions aux limites d’une part et de montrer la capacité de la
CSFSM par rapport a la CFSM d’une autre part.

La premiére question qu’on s’est posé est combien de sections splines faut-il pour que
nos résultats convergent ? La Figure (6-2) montre I’influence du choix de la discrétisation
d’un profilé avec une section en sigma simplement appuyé¢ aux extrémités, elle montre qu’on
obtient pratiquement le méme résultat en variant le nombre de splines de 10, 15, 20 ;cela veut
dire que le choix de la discrétisation n’influe pas sur le résultat contrairement au cas de
I’instabilit¢ locale ou on ne peut avoir des résultats convergentes qu’a partir d’une
discrétisation égale a 20 sections splines. Le résultat obtenu nous donne une

certaine confiance.
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<) SHEBAsfsm -- SHell Buckling Analysis by a spline finite strip method -- Post-Processor

_x10*
5000
10

276291162

lengths = 210.63

+  working file
x C1 tic_fsm.mat

93.45,884.07

10°
lengths
Buckled shape for working file
load factor = 709.0233

7 [@ src2005 modes_s... | © SYSTRAN Trensiti.. | T Chapires_valdato... | . MATLAB -} srsasiom - srel... | I csfam_progr R @B c2sovar

10° . ; . . N— P
; w“ ——SFSM : m=10
L — -+-CSFSM : m=10
i 5 ] I 7 -CSFSM : m=15
10%%.__ =f Yy ~o-CSFSM : m=20 |
N 19 E
T
\vﬁ:\ §S .

charge critique(N)

1
L L PR R S S S |

10 10

10° 10

longueur (mm)

Figure (6-2) Effet du nombre des sections splines sur les résultats de la CSFSM
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6-2 Exemples d’illustration

6-2-1 Comparaison avec la SFSM, CFSM, FSM, GBT:

Afin d’illustrer la capacité de la CSFSM a classer les modes d’instabilité¢ des profilés
formés a froids et valider notre logiciel «t SHEBACSFSM » plusieurs exemples sont
considérés. Les longueurs des données géométriques sont en millimetre. Les données
mécaniques pour tous les exemples traités sont les suivants :

Le module d’¢lasticité E=210000 MPA

Le coefficient de poisson v = 0,3

Le cas d’un profilé simplement appuyé aux extrémités est validé en utilisant le
logiciel CUFSM2 tandis que le cas d’un profilé articulé ou encastré aux extrémités est validé

en utilisant le logiciel GBTULI.

6-2-1-1 Exemplel: cas d'un profilé simplement appuyé aux
extrémiteés :

L’exemple 1 est une section avec une forme symétrique en SIGMA soumise a une
force axiale de compression, ses dimensions sont données dans la Figure (6-3).

La Figure (6-3) donne les charges critiques en fonction de la longueur d’instabilité.
Les courbes CSFSM et CFSM correspondent au mode combiné distorsionnel-global(GD)
tandis que les courbes SFSM et FSM schématisent les résultats de la SFSM et FSM classiques
et incluent donc tous les types de modes d’instabilité du profilé.

Le modele SFSM a 10 nceuds principaux et les bandes (2-6-10) sont devisées en deux,
ce qui nous donne trois nceuds secondaires. Au total nous avons 12 bandes devisées dans le
sens de la longueur en 15 intervalles équidistants. Le nombre total des degrés de liberté est
572 DDL.

Dans la méthode SFSM ou CSFSM, le cas simplement appuy¢ est obtenu en libérant
tout les déplacements (V) et en bloquant un, ainsi que touts les autres déplacements (U-W-
0), Les résultats de FSM et CFSM sont obtenus en utilisant le logiciel « CUFSM2 »
disponible sur le web [50].Les résultats sont trés satisfaisants. On voit bien que les courbes
CSFSM et CFSM illustrant le domaine global-distorsionnel sont totalement confondus avec
I’enveloppe inferieur des courbes FSM et SFSM. Les quatre méthodes donnent des résultats

concordants.
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Figure (6-3) Cas d’une section SIGMA dont toutes les lignes nodales sont

simplement appuyés aux extrémités (exemplel)

6-2-1-2 Exemple2: Cas d'un profilé articulé ou encastré a ses
extrémités :

Afin de montrer la capacité de notre méthode CSFSM a traiter tous les types de
conditions aux limites par rapport a la CFSM, deux cas de conditions aux limites sont
considérés ici : cas d’une colonne soumise a une charge compressive, articulé ou encastré a
ses extrémités. Pour la validation, nos résultats sont comparés a ceux obtenu avec le logiciel
GBTULI.

La section transversale de I’exemple traité est présentée dans la Figure (6-4).Le profilé
est devisé longitudinalement en 19 intervalles (19+3 sections nodales). Le modele SFSM
compte 10 bandes, 6 nceuds principaux et 5 nceuds secondaires, ce qui donne 968 degrés de
liberté avant ’application des conditions aux limites. Pour simuler le cas articulé-articulé, 67
degrés de liberté doivent étre fixés, ce qui donne 901 degrés de liberté actifs. Dans ce cas la
taille de la matrice R est de (901x141).

Pour le cas d’une colonne encastrée a ses extrémités, tous les degrés de liberté de
toutes les lignes nodales doivent étre encastrés (U V W 0).En reprenant le méme exemple

(Figure (6-4)) quatre sections nodales seront ¢liminées pour chaque ligne nodale et par

92



Chapitre 6 : Validation et application numérique

conséquent nous aurons 792 degrés de liberté actifs d’ou la dimension de la matrice Rgp est
de (792x 108).

La Figure (6-4) représente les courbes des deux premiers modes de déformation
calculés par la CSFSM, la SFSM et la GBT. Il est remarquable que pour des longueurs
d’instabilité grandes et intermédiaires, les courbes de la méthode classique SFSM et la GBT
montrent un excellent accord avec la nouvelle méthode CSFSM ou ces derniers se confondent

avec la courbe du mode combiné distorsionnel-global (CSFSM) et ca pour le deux types de
CAL.

-5
1|_| LY, e T — 0 B
%g D'ﬁ’g‘ Sax . —SFSM: artic-artic — SFSM1:enc-enc
O ti, Tk, = = SFSM2: artic-artic - - SFSM2:enc-enc
-~ % By A, O CSFSM1:artic-artic 7 CSFSM1:enc-enc
Z 4o 00 B Fola, o CSFSMzatcartc & CSFSM2enc-enc||  —
10 0o s Foa, |+ GBIGDaricaic + GBT(GD1):enc-enc L
g %@g;gj% x GBT(GD2):artic-artic > GBT(GD2):enc-enc
v o ."
= O ;
= a2 ¢ S
o 10°F N
v
&
s | -
s -
290%k l 50 |
10’

10’ 10
Longueur (mm)

Figure (6-4) Cas d’une section en C dont toutes les lignes nodales sont

articulées (et encastrées) aux extrémités (exemple2)

6-3 Utilisation de la CSFSM:

Une des raisons essentielles pour élaborer ce programme est que la méthode classique
SFSM est incapable de fournir la charge critique ainsi que la longueur correspondante dans

certains types de section. Afin de montrer I’intérét de la CSFSM deux exemples sont

présentes.
6-3-1 Exemple 3 :

L’exemple traité est une section en C avec un petit raidisseur d’ame dont les lignes

nodales aux extrémités sont simplement appuyées. La section transversale est donnée dans la
Figure (6-5).
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La Figure (6-5) schématise aussi les forces critiques en fonction de la longueur
calculée par la SFSM et la CSFSM. Aussi les formes déformées pour quelques longueurs
d’instabilité choisis dans le domaine GD sont donnés dans la Figure (6-6) et la Figure (6-7).La
séparation du mode GD est évidente, on remarque bien que pour des longueurs inferieures a
60mm on a un mode local et a partir de cette longueur débute le mode GD.

En observant la courbe SFSM on voit bien que la courbe n’a pas un minimum mais il
ya un changement de comportement autour de 600mm et1000mm tandis que la courbe
CSFSM possede deux points minima distinct. Le premier se situe a une longueur de
573.62mm et le deuxieme a une longueur de 1172.1mm. Selon les formes déformés donnés
dans la Figure (6-6) c¢’est deux longueurs critiques appartiennent au mode distorsionnel, on se

retrouve dans le cas d’un mode distorsionnel avec deux demi-ondes.

10° — T e iy
E 50 + -CSFSM 1 1
[ 4 CSFSM 2
10 |l -+ -CSFSM 3| |
R 3 L -~ SFSM 1
5 .o SFSM 2
v el &
ol * T - -o-SFSM 3
10'F * . I E
2 3 - - g |
T P = R |
é 3 ©: o * R b 1.» 3
£ 10 T i ol _
F O< .
g b R o ! B N
@ O S =B-0-- b 9
£ ~EREE R e
10°F o Pl .
; . Ty
L & 1
I &
1
10 F 4
10’ ' -
10’ 10 10° 10°

longueur (mm)

Figure (6-5) charge critique pour une section C avec un raidisseur d’ame
Dont les lignes nodales sont simplement appuyées aux extrémités (exemple3)

il | il ']

2‘ I L

573.62 mm 727.9 mm 923.67mm 1172.1mm 2395.03mm >4000mm

Figure (6-6) formes déformés en deux dimensions de I’exemple 3
pour quelques longueurs
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La Figure (6-7) représente les formes déformés de la section C simplement appuyé en

trois dimensions pour deux longueurs critiques appartenant au domaine distorsionnel-global.

ot _:..J:-_’-_-.gr-_’—. g
bt ‘
N ;
'
A

Pcrit =138.98 N
Lcrit =573.62 mm

Pl 5
| \
il it
\. '[1 i\
LY

|
|

N\

Pcrit =141 N
Lerit =1172.1 mm

Figure (6-7) Formes déformés en trois dimensions aux points minimum de I’exemple3

6-3-2 Exemple 4 :

Cet exemple concerne un profilé simplement appuyé avec une section en C. Ses
caractéristiques géométriques sont données dans la Figure (6-8).Six courbes sont représentées.
La premicere est celle de tous les modes calculée avec la méthode classique de SFSM ainsi que
le deuxiéme et le troisieme mode. Les trois autres concernent les trois premiers modes
combinés GD calculés avec la CSFSM. 1l est bien évident que pour ce cas, la courbe SFSM
posséde un point minima distinct & une longueur égale 167.68mm tout comme la CSFSM.

Les formes déformées aux voisinages de ce point sont données dans la Figure (6-9).
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Figure (6-8) Charge critique d’une section en C (exemple4)
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L=126.49 mm L=167.68 mm L=222.3 mm L=517.95 mm L=790.6 mm 1200.97 mm L=1599.86 mm

Figure (6-9) Formes déformés en deux dimensions pour

quelques longueurs dans le domaine GD

6-3-3 Exemple 5 :

Pour cet exemple on a dessiné la courbe SFSM et CSFSM pour les deux cas de
conditions aux limites (encastré-encastré et articulé-articulé).Les courbes SFSM et CSFSM

mettent en évidence le domaine GD recherché et d’ou la détermination du minimum qui
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représente la charge critique du mode pur distorsionnel Figure (6-10), il se situe a une

longueur L=3039.2 mm et la charge critique vaut P.,.;;=279.50 N.

B

10°g : NI — ; M ——— : et
; 80 -w-CSFSM enc-enc
A =11 —-# -SFSM enc-enc
R of &, -&-8FSM artic-artic
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10’ 10° 10’ 10°
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Figure (5-10) charge critique d’une section SIGMA dont les lignes nodales

sont encastrés et articulé aux extrémités
6-3-4 Exemple 6 :

L’exemple traité ici est une colonne creuse a section rectangulaire simplement
appuyée a ses deux extrémités et soumise a une charge compressive ou chaque parois plane
de la section est raidie par un raidisseur placé symétriquement. Les dimensions géométriques
sont données dans la figure (6-11). La section est composée de 16nceuds principaux et 16
bandes. La colonne est devisée dans le sens de la longueur en 15 intervalles (15+3 sections
nodales). Ainsi la matrice de rigidité R;p a une dimension (1055x287).

La figure (6-11) donne aussi la variation de la charge critique en fonction de la
longueur de I’¢lément. Trois courbes sont représentées : la courbe SFSM du premier mode
résultant d’un calcul par la SFSM classique, la deuxiéme courbe correspond au premier mode
combiné GD calculé par la CFSM, la troisieme courbe est celle du premier mode GD calculé
par notre programme SHEBACSFSM.

Pour des longueurs d’instabilité¢ intermédiaires et pour les grandes longueurs, les

courbes SFSM et CFSM classique concordent avec la courbe du mode distorsionnel-global, et
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par conséquent le programme ¢élaboré fonctionne aussi pour les sections fermées et permet

d’avoir la charge critique du mode désiré ainsi que la longueur critique correspondante.

104
[ s pe — SFSM 1
M =E # CSFSM GD1
O CFSMGD1

o
|12
T

Charge critique (N)

Longueur (mm)

Figure (6-11) Décomposition modale en mode GD d’une section fermée

6-3-4 Influence des conditions aux limites :

L’exemple 5 est traité ici. Nous avons dessiné la courbe du domaine (GD) des cas
encastré - articulé et simplement appuyé dans le méme graphe figure (6-12), les courbes sont
presque identiques pour des longueurs intermédiaires et les longueurs élancées et ¢a nous
mene a conclure qu’au niveau global, le type des conditions aux limites n’influent pas sur le

mode distorsionnel.
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Figure (6-12) effet des conditions aux limites

6-3-5 Influence du raidisseur de I'ame :

La Figure (6-13) présente une série de sections transversales de 1’exemple 3 avec
différent profondeur de raidisseurs d’ame, le raidisseur de I’ame varie de 1 & § mm.

La Figure (6-14) donne ’effet de la profondeur du raidisseur d’ame sur le domaine
GD. On voit clairement que la dimension du raidisseur n’influe pas sur le domaine G. Les
huit branches des courbes schématisant le domaine G sont toutes confondues tandis que les
branches de la courbe dessinant le mode D s’éloignent les unes des autres. Les charges
critiques du domaine D pour une méme longueur d varient selon la profondeur du raidisseur
de I’ame. En fait I’instabilité distorsionnelle débute avant avec les sections a petit raidisseur
par rapport aux sections avec des raidisseurs plus important.

Le tableau (6-1) donne les formes déformées de la section pour deux longueurs
différentes. La premicre schématise le domaine distorsionnel (L=294.71 mm) et la deuxi¢me
(L=5689.87 mm) schématise le domaine globale tout en variant 1’épaisseur de la section. En
conclusion on peut dire que pour des longueurs intermédiaires les charges critiques

augmentent lorsque le raidisseur de I’ame dévie.
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L | | N — | |

Figure (6-13) sections transversal de I’exemple3 en variant la dimension du

raidisseur de I’ame
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Figure (6-14) Effet de la profondeur du raidisseur de ’ame de la section sur la charge

critique
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épaisseur de la Pcrit du mode D Pcrit du mode G
section
t=1 mm 51.63 N [ 29.32 N
|

t=2 mm 71.29 N 29.38 N

it

t=3 mm 100.27 N 2945N

1L
) (i e I v [

t=4 mm 114.38 N 29.51N
b}

t=5 mm 131.36 N é[ 29.57 N

t=6.38 mm 160.63 N {E 29.64 N
V.

t=7 mm 175.91 N 29.68 N
L
—

t=8 mm 203.32N 29.73 N
L

Tableau (6-1) : formes déformés de la section pour plusieurs épaisseurs de la section
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6-3-6 Influence du raidisseur de bord :

La Figure (6-15) présente une série de sections transversales de 1’exemple 4 avec
différentes longueur de raidisseurs de bords. Le raidisseur de bord varie de 1 a 7 mm, d’ou la
Figure (6-16) qui montre que les forces critiques augmentent lorsque le raidisseur de bord
devient plus fort pour des longueurs intermédiaires alors qu’elles ne sont pas influencées pour

des longueurs grandes.

Figure (6-15) sections transversal de I’exemple4 en variant

La dimension du raidisseur de bord
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Figure (6-16) : Effet du raidisseur de bord d’une section sur la charge critique
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6-3-7 Influence de I’épaisseur de la section :

La Figure (6-18) représente les forces critiques du mode GD pour des sections en C
en variant les épaisseurs de la section (Figure (6-17)) afin de montrer I’influence de
I’épaisseur sur le comportement du profilé. On voit clairement que pour des grandes
longueurs d’instabilité 1’épaisseur de la section n’influe pas sur sa déformation. Les branches
de toutes les courbes schématisant le domaine G sont confondues, mais pour des longueurs
intermédiaires 1’épaisseur influe énormément sur le mode d’instabilité¢ D. Quand 1’épaisseur
de la section croit les charges critiques du mode d’instabilité D croissent aussi. La Figure (6-
19) donne les formes déformés en deux dimensions pour une méme longueur (L=573.62 mm)

mais en variant I’épaisseur de la section.

17 1T [ 11T [ 1

0 L . ' L4
6H—I * - l . - - v - s - . .
t=05mm t=1mm t=1.5mm t=2mm t= 2.5 mm

Figure (6-17) section transversal de ’exemple2 en variant I’épaisseur de la section
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Figure (6-18) effet de I’épaisseur sur la charge critique
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Figure (6-19) formes déformés en deux dimensions pour une longueur L=573.62 mm
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Conclusions et Recommandations

Beaucoup de problémes demeurent sans solution dans le domaine du comportement de
la modélisation informatique et du design des profilés formés a froids. Quelques sujets ont pu
étre étudiés et en plus avoir des résultats prometteurs. Les profilés formés a froids constituent
un sujet de recherche important suite a leur utilisation croissante en construction et a la
tendance permanente vers une meilleure optimisation de poids et de rigidité. Suite a une
application d’une charge compressive, ces profilés peuvent subir trois types d’instabilité
locale (L), distorsionnelle (D), globale (G).

Depuis Euler, I’étude de la stabilité est basée sur le concept de la charge critique. Les
régles de calcul et de dimensionnement des structures métalliques dépendent d’elle. A titre
d’exemple on cite la méthode de DSM et la méthode de largeur effective, et d’un autre coté
I’ingénieur a besoin d’une méthode simple efficace et précise pour son calcul.

Pour évaluer cette charge critique des méthodes numériques sont proposées : la FEM,
la FSM, la SFSM. Ces méthodes restent un outil trés fiable pour 1’étude de la stabilité des
profilés formés a froids. Récemment on a pu identifier les modes d’instabilité
automatiquement grace a la méthode de CFSM ¢laboré par Schéfer (2006) en se basant sur la
FSM. Ce dispositif unique est fortement avantageux du moment que le nombre de degrés de
liberté¢ utile est nettement inférieur que le nombre de degrés de liberté initial. Cette méthode
basée sur la détermination d’une matrice de contrainte .Schéfer a proposé une démarche
lourde et compliquée notre égard dans la détermination de cette matrice et par conséquent le

but de notre travail se résume en deux points essentiels :

> Premiérement utiliser la méthode des SFSM au lieu de la méthode de FSM,
pour la décomposition modale et ¢a en injectant les hypothéses de classification des modes
d’instabilité de la GBT, c’est la CSFSM « Constrained Spline Finite Strip Method ».

> Deuxiemement la proposition et la validation d’une technique originale,
simple et qui marche avec succes dans la méthode FSM qui a pour but de déterminer les
degrés de liberté effectifs et non effectifs. Ce type de degrés de liberté est une étape
essentielle et cruciale dans la détermination de la matrice de contrainte, elle a été proposée
par Djafour [24].

La SFSM combinée avec la CSFSM fournit un outil puissant pour explorer la stabilité

de la section transversale des profilés formés a froids. Aussi la CSFSM tout comme la CFSM

a la possibilité¢ de décomposer la déformation en mode d’instabilité pure ou mode d’instabilité
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combiné. On s’est essentiellement intéressé au mode (GD) global et distortional pour un
début, et donc en se basant sur les exemples présentés, on peut conclure que la méthode
proposée peut identifier correctement le mode GD. Les exemples précédents démontrent
I’exactitude de ’approche utilisée pour prévoir les charges critiques des profiles formés a
froids soumises & une charge compressive.

Une seule hypothése a était faite dans ce travail (pour faciliter le travail) est que les
conditions aux limites pour le déplacement U est la méme aux extrémités i et j de la bande
chose qui n’est pas toujours vraie dans la pratique, et donc pour des travaux ultérieurs on peut
refaire le travail avec des CAL du déplacement U différents.

Un autre point doit étre approfondi est le choix de la fonction d’interpolation, nous
avons vu que le choix similaire des B3 splines pour la fonction V et la fonction U présentait
des insuffisances (§ 5-2-3), I’'idée de prendre deux fonctions d’interpolation différentes pour
les deux fonctions U et V est intéressante et doit étre étudié.

Aussi, Les études que nous proposons de faire dans I’avenir peuvent étre mentionnées

comme suit :

> Terminer le programme, en introduisant la classification des modes
d’instabilité pur : local, distortional et global.

> Dans le domaine des structures métalliques le programme marche pour des
sections simples ouvertes et fermés donc notre second objectif est d’élargir la démarche pour
les sections avec des formes plus complexes et irrégulieéres suivant la longueur.

> Et finalement utiliser le méme concept pour une autre méthode numérique, un
outil numérique plus général et plus puissant qui est la méthode des ¢léments finis qui peut
prendre en compte le caractére non lin€aire de la structure.

> Une idée importante que nous avons tirés de ce travail est que I’instabilité
distortional se produit loin des conditions aux limites et donc pour des travaux ultérieurs, au
lieu d’appliquer les équations de contrainte sur toute la bande, on peut les appliquer sur les
nceuds internes de la bande et considérer les degrés de liberté de la zone de perturbation

comme des degrés de liberté ignorés.
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Annexe 1

C.A.L

Nceeuds Internes

C.A.L
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Résumé

L’utilisation des structures métalliques ne cesse de croitre malgré leur mode de défaillance et de
déformation compliqué.

Sous une charge compressive les profilés formés a froids (P.F.F) peuvent subir plusieurs types
d’instabilité (locale(L)- distorsionnelle (D)- globale(G) ou d’autres) d’ou le recours aux méthodes numériques
pour déterminer leurs charges critiques devient indispensable.

L’estimation de la charge critique élastique correcte est indispensable pour la procédure de
dimensionnement et la conception et le design et afin de faciliter a I’ingénieur la détermination de cette charge
critique utile, Adany et Schafer [1,2,3] ont présenté une nouvelle méthode (CFSM) capable de classer les
différents modes d’instabilité en utilisant la méthode de bande finis(FSM).

Comme la FSM, la méthode des splines bandes finis (SFSM) est développé pour analyser le
comportement des plaques et les membres prismatiques, elle utilise une fonction spline cubique pour
I’interpolation longitudinal et réussit a produire des résultats plus efficaces que la méthode des éléments
finis(FEM) et la FSM et en plus, prend en compte les différents conditions aux limites.

Le but de ce travail est la proposition d’une technique de classification des modes d’instabilités des
profilés formés a froids en utilisant la méthode des splines bande finis en se basant sur les hypothéses de la
GBT (Generalized Beam Theory), pour un début le domaine couvert par I’étude est le domaine distortional-
global(GD), un mode qui présente des difficultés et un manque d’information sur la cinématique et le
mécanisme de déformation.

Abstract

The use of the metal structures is growing inspite of their complicated mode of failure and
deformation. Under a compressive load , the thin-walled members have can undergo different types of instability
(local (L) - distortional (D) - global(G) or others) from where the recourse to numerical methods to determine
their critical loads becomes essential. In order to facilitate to the engineer the determination of this useful critical
load for the design , Adany and Schafer [1,2,3] presented a new method (CFSM) able to classify the various
modes of instability by using the finite strip method (FSM).

Like the FSM, the Spline Finite Strip Method(SFSM) developed to analyze the behaviour of the plates
and the prismatic members, it uses a cubic spline function for the interpolation longitudinal and succeeds in
producing results more effective than the Finite Element Method (FEM) and the FSM . Moreover it takes into
account different boundary conditions.

The final objective of this work is the proposal of a technique that classifies the instability modes of the
thin-walled members under compressive loads by using the SFSM and while being based on the assumptions of
the GBT (Generalized Beam Theory), and one concentrated primarily (for a beginning) on the mode GD
(Distortionnal and Global) a mode which presents difficulties and a lack of information on the kinematics and
the mechanism of deformation.
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