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Introduction

La théorie qualitative des équations différentielles et des systéemes dynamiques
traitent en grandes parties les propriétés asymptotiques des solutions et des tra-
jectoires - ce qui se passe avec le systéme apres une longue période de temps. Le
type le plus simple du comportement se manifeste par des points d’équilibre, ou
de points fixes et par des orbites périodiques. Si une orbite particuliere est bien
comprise, il est naturel de se demander ensuite si un petit changement dans 1’état
initial va conduire a un comportement similaire. La théorie de la stabilité aborde
les questions suivantes : est-ce qu’une orbite a proximité reste indéfiniment a proxi-
mité d'une orbite donnée? Va-t-elle converger vers I'orbite donnée (il s’agit d’une
propriété plus forte) ? Dans le premier cas, 'orbite est dite stable et dans ce dernier
cas, asymptotiquement stable, ou attractive.

La notion de stabilité de Lyapunov (ou, plus correctement, de stabilité au sens de
Lyapunov) apparait en mathématiques et en automatique dans I’étude des systemes
dynamiques. Le champ des applications de cette notions est indéfiniment large elle
joue également un role en mécanique, dans les modeles économiques, les algorithmes
numeériques, la mécanique quantique, la physique nucléaire ,.. ., etc.

Historiquement la théorie qualitative des équations différentielles, a été initiée
par Poincaré et Birkhoff, puis c¢’est Alexandre Lyapunov qui a établi les fondations
de sujet, en effet Joseph Liouville a appliqué le principe de Lagrange aux mou-
vements d’un fluide en rotation en 1842, puis en 1855. Ses résultats ont été peu
convaincants, et le probleme a intéressé Pafnouti Tchebychev en 1882 il I’a confié
a Alexandre Lyapunov dans le cadre de sa maitrise.

Lyapunov a tout d’abord repris la méthode de Liouville, puis s’est vivement
intéressé a la démonstration de Dirichlet. Aux yeux de Lyapunov, le point essentiel

était que I’énergie totale

Vg, qd)=TI(q,q)+Ulq)

est une « fonction définie positive » en z = (q,q’) , qui reste constante tandis



que le systeme bouge. Cette énergie totale allait devenir en 1892, dans sa these de
doctorat intitulée Le probleme général de la stabilité du mouvement, ce que nous
appelons aujourd’hui une « fonction de Lyapunov ». Cette these est d’abord parue
en russe, puis traduite en francais en 1908, et en anglais pour son centenaire, en
1923. Dans ce travail, Lyapunov, influencé d’autre part par les travaux d’Edward
Routh avec son Treatise " on the Stability of a Given State of Motion " (1877), de
William Thomson (Lord Kelvin) et Peter Guthrie Tait avec leur Treatise " Natural
Philosophy " (1879), de Nikolai Iegorovitch Joukovski qui avait fait sa these sur
la stabilité du mouvement en 1882, et de Poincaré avec son mémoire de 1889 déja
mentionné, a également introduit les notions de stabilité (au sens que nous appelons
aujourd’hui « de Lyapunov ») et de stabilité asymptotique. Lyapunov a d’autre

part étudié la stabilité de l'origine pour les systemes « quasi-linéaires »
¥ = Ax + f(x),

et est parvenu a la conclusion que, lorsque la matrice A est constante, et que
0 est asymptotiquement stable pour ce systeme lorsqu’il est linéaire (f = 0), alors
il est également stable pour le systéme non linéaire lorsque || f(x)|| = o(||z||) pour
|z|]| — 0. Durant les années qui ont suivi, Lyapunov a continué d’étudier la
stabilité de ces systémes quasi-linéaires dans le cas ou la matrice constante A du
systeme linéaire a ses valeurs propres sur l'axe imaginaire. Ces travaux ont été
retrouvés dans les papiers de Lyapunov et publiés une dizaine d’années apres qu’il
se fut donné la mort en 1918.

Les progres de 1’Analyse, grace notamment aux travaux de Maurice René Fré-
chet, ont alors permis a Jo¢l Guilievitch Malkine d’affiner les définitions de Lyapu-
nov et d’introduire la notion de stabilité uniforme dans les années 1940. Konstantin
Petrovitch Persidski, dans son article " Sur la théorie de la stabilité des équations
différentielles " (1946) a établi pour le systéme quasi-linéaire ci-dessus, que si 0 est
uniformément asymptotiquement stable lorsque f = 0, 0 est encore uniformément
asymptotiquement stable lorsque f # 0 vérifie la condition indiquée.

Il n’était pas suffisant de définir clairement la stabilité uniforme, il convenait
d’étudier de plus pres la stabilité asymptotique. La notion de stabilité exponentielle
a été introduite par Malkine en 1935.

R.E. Vinograd a montré sur un exemple, en 1957, que I'attractivité d’'un point
d’équilibre n’entraine pas sa stabilité asymptotique, méme pour un systeme auto-
nome.

Nikolai Tchetaiev a énoncé en 1934 un important critere d’instabilité de I'ori-
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gine, généralisant un autre critére obtenu par Lyapunov en 1892 (le théoreme de
Tchetaiev a lui-méme été généralisé par plusieurs auteurs, dont José Luis Massera
(en) en 1956 et James A. Yorke (en) en 1968. Les livres de Malkine (Theory of
Stability of Motion, 1952), Nikolai N. Krasovskii (Stability of Motion, 1959) et
I’article de Massera déja mentionné, ont contribué a donner a ces résultats leur
forme définitive. Une addition importante est celle faite par Evgenii Alekseievitch
Barbachine et Krasvoskii en 1952 en Russie, et indépendamment par Joseph P.
LaSalle en 1960 aux Etats-Unis, du « Principe d’invariance (en) de Krasovskii-
LaSalle ». Ce Principe a tout d’abord été obtenu pour les systemes autonomes;
sa généralisation au cas des systemes non autonomes, qui est non triviale, a été
réalisée par Jack K. Hale et LaSalle en 1967.

L’approche inaugurée par Lyapunov pour les systémes définis par une équation
différentielle a été étendue au cas des systemes définis par une équation différentielle
retardée vers la fin des années 1950 et le début des années 1960 par Krasvoskii et
Boris Sergueievitch Razoumikhine ; le principe d’invariance de Krasovskii-LaSalle
a été étendu a ces systemes par Hale en 1965, et on doit a cet auteur une synthese,
plusieurs fois rééditée et a chaque fois augmentée, de ’ensemble de ces résultats.

Il est bien connu d’aprés la littérature que les A(©quations différentielles scalaire

de troisieme ordre de la forme

2" + ar2” + agd’ + agx = p (¢, x, 2’ 2",

dans lesquels aq, as et ag ne sont pas nécessairement des constantes a fait ’objet de
nombreuses études de plusieurs auteurs, pour étudier les comportements qualitatifs
de solutions de ce type des équations différentielles a savoir stabilité des solutions, I’
instabilité des solutions, le comportement asymptotique la bornitude des solutions
et 'existence de solutions périodiques.

Cependant, selon les observations des auteurs de article [95] dans la littéra-
ture. Seulement un peu de recherches ont été réalisées sur les comportements des

équations différentielles vectorielles non linéaires de troisieme ordre de la forme
X"+ A X"+ A X'+ A3X =P (t, X, X', X")

telle que X € R™, Ay, Ay et Az sont des matrices non nécessairement constantes
de R™™, et
P:Rt xR"xR" x R" — R"

Le premier article ecrit pour étudier cette classe des équations différentielles

3



vectorielles non linéaires de troisieme ordre est l'article d” Ezeilo et Tejumola en
1966 [75], ils ont établiA(©) des résultats sur la bornitude et 'existence des solutions

périodiques de 1’équation
X"+ AX"+BX'+ H(X)=P((t, X, X", X")

ou A et B sont des matrices symétriques constantes. Ces résultats étaient en
quelque sorte des généralisation des résultats trouvés dans le cas des équations dif-
férentielles scalaires non linéaires de troisieme ordre et inspiration des techniques
utilisées pour étudier le comportement qualitative des équations différentielles vec-
torielles non linéaires de deuxieme ordre.

Puis en 1967 Ezeilo [26] a étudié la bornitude et la stabilité des solutions de
I’équation précédente pour généraliser les résulats de cas scalaire.

Quelques années plus tard A. U. Afuwape en 1983 [4] a donné un résultat
concernant 'ultimate bornitude des solutions de 1’équation précédente puis il a

étudié ’équation
X"+ AX"+G(XY+H(X)=P(,X, X', X"

pour obtenir un résultat plus général sur 'ultimate bornitude de ses solutions.
Puis au début des années 90s F.W Meng [34] a donné des conditions suffisantes
pour lesquelles ’équation d’Ezeilo ait des solutions périodiques, et a obtenu des
résultats sur la bornitude et l'existence des solutions périodiques de 1'équation
précédente.
A partir de 'année 2000 beaucoup des articles ont été ecrit sur le sujet nous

citons :

En 2006 Cemil Tung et Ates Muzaffer [95] ont établi la bornitude et la stabilité
asymptotique de 1’équation
X"+ F(X, X X"Y+B#)X'+H(X)=P(t,X, X X"

Cemil Tung a été concerné dans un autre article [82] a la bornitude des

solutions de ’équation
X"+ A F( X"V +BHO)X' +Ct)H(X)=0

En 2007 Omeike, Mathew Omonigho [38] a généralisé les résultats de la bor-

nitude et 'existence des solutions périodiques sur des équations matricielles
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de la forme
X"+ AX"+ BX' + H((X)= P(t,X,X’,X”)

avec X € R™" et A, B et H(X) sont aussi des matrices R"*" et méme

P(t, X, X' X") € Rvn,

En 2008 Omeike, Mathew Omonigho [41] a raffiné les conditions pour assurer

la bornitude et la stabilité asymptotique de I’'équation
X"+ F(X, X' X"Y+Bt)X' +H(X)=P(t,X, X X"

En 2009 Cemil Tung [84] a donné des conditions qui assurent la stabilité et la

bornitude des solutions de 1’équation

X"+ 0 (X")VX"+BX' +cX =P(t).






Notations

K Fonctions de classe K .
KL Fonctions de classe KL .
Koo Fonctions de classe K .

US) point d’équilibre uniformément stable.

AS) point d’équilibre asymptotiquement stable.

G.U.A.S) point d’équilibre globalement uniformément asymptotiquement stable.
E.9) point d’équilibre exponentiellement stable.

(G.E.9) point d’équilibre globalement exponentiellement stable.

|E| cardinal de I'ensemble F.

|| X Norme d’un vecteur X de R".

R Ensemble de matrices carrées de n lignes et n colonnes.
| Al Norme d’une matrice vecteur X de R™*".

p(A) Rayon spectrale de la matrice A.

(X,Y) Produit scalaire de vecteurs X et Y de R".
In(X) Matrice Jacobienne de la fonction H(X) de variable X de R".






Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Equations différentielles ordinaires définitions

et notions de base

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base de la théorie des

équations différentielles ordinaires.

1.1.1 Définitions
Soient U un ouvert de R x R" et f: U — R" une fonction continue.

Définition 1.1. Une équation différentielle ordinaire sur U est une relation du
type
a(t) = f(t, z(t)),
que l’on note :
&= f(t,x), (1.1)

N do
ou s = g

Définition 1.2. Soit x une fonction d’une partie de R dans R".

1. La fonction x est dite solution de 1’équation (1.1) sur l'intervalle I C R si elle
est définie et continfiment dérivable sur I, si (¢,x(t)) € U pour tout t € I,

et si x satisfait la relation (1.1) sur I.

2. Soit (tg, z9) € U donné. La fonction x est dite solution du probléme & valeur
initiale associé a 1’équation (1.1) s’il existe un intervalle I contenant tq tel

que z soit solution de I’équation (1.1) sur [ et vérifie x(ty) = xo.
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Remarque 1.3. Pour (ty,z9) € U donné, un probléme a valeur initiale associé a

I’équation (1.1) est généralement exprimé sous ’écriture suivante :
= f(t,z), x(ty) =x9, tel. (1.2)

Remarque 1.4. Une solution de (1.2) est également dite solution de I’équation

(1.1) a valeur initiale z( a Iinstant t.

Définition 1.5. Pour (tg,z¢) € U donné, une solution du probleme (1.2) est dite
unique si elle coincide avec toute autre solution partout ou elles sont toutes les

deux définies.

Remarque 1.6. Si le probleme (1.2) admet une solution unique, celle ci est notée
par

x = z(t, to, xg).

Proposition 1.7. Pour tout (ty, zg) € U, le probléme (1.2) est équivalent a ’équa-

tion intégrale :

x(t) =x9 + /tj f(s,x(s))ds.

1.1.2 Existence et unicité des solutions

Nous rappelons, dans ce paragraphe, quelques résultats de base sur I'existence

et l'unicité des solutions de ’équation (1.1).

Théoréme 1.8. (Ezistence) Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R" une
fonction continue. Pour tout (ty,xo) € U, le probléme (1.2) admet au moins une

solution.

Définition 1.9. Soient U un ouvert de R x R" et f : U — R" une fonction

continue. On dit que f = f(t,x) est k-lipschitzienne en x si
V(t,21), (t,22) € U, || f(t, 1) = [, 22) [S k|| 21 — 22 ],

(k ne dépend pas de t).
f est dite localement lipschitzienne en z si V (tg,z9) € U, il existe un voisinage

V(to, zo) de (to, o) dans lequel f est k(to, zg) lipschitzienne.

Théoréme 1.10. Toute fonction de classe C* (en t et x) est localement lipschit-
zienne en x. Dans tout ensemble Q) fermé borné elle est alors lipshitzienne. (Q est

borné en x et en t!).
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Théoréme 1.11. (Unicité) Soient U un ouvert de R x R™ si f : U — R”
une fonction continue et localement lipschitzienne en x, pour tout (to,xo) € U, le

probléeme (1.2) admet une solution unique.

1.2 Stabilité cas autonome

Définition 1.12. On considere le systeme autonome

dx_

= ) (13)

de R” — R" continue. On dit que a est un point d’équilibre du systeme (1.3) si
f(a) = 0 pour tout t > 0.

1) On dit que a est un point d’équilibre uniformément stable si :

Ve >0, In(e) : ||lxog—al| <n=||z(t,z9) —al| <e, Vt>D0.

2) On dit que a est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable
si, a est uniformément stable et si en plus il existe un voisinage de a ou x(t, x¢) a
pour limite a. (c’est a dire qu’il existe p > 0: ||[zg —a|| < p = tli)rélosc(t, To) = a).
3) Un point d’équilibre qui n’est pas uniformément stable est dit instable.

Fonctions de Lyapunov :

Définition 1.13. Soit 0 l'origine de R", D voisinage de 0. Soit U une fonction a

valeurs réelles définie sur D telle que :
1. U(0) =0.
2. U(x) >0 six#0.

On dit que U est définie positive dans D.

Théoréme 1.14. [27] (Théoréme de stabilité de Lyapunov)
Soit 0 le point d’équilibre de & = f(z), f: D — R™ D un voisinage de 0 dans R"
et V : D — R une fonction continiment différentiable et définie positive.

— SV < 0,Vx € D, alors x = 0 est stable.

— SiV(z) <0 dans D — {0}, alors x = 0 est asymptotiquement stable.

Remarque 1.15. La fonction V' définie dans le théoreme ci-dessus est appelée

fonction de Lyapunov.
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1.3 Stabilité et bornitude des solutions des équa-

tions differentielles ordinaires cas général

Définition 1.16. On considere le systeme non autonome (1.1)

T = f(t,x)

tel que f : Ry x D — R" continue en ¢, localement lipschitzienne en x avec
D C R™.

On dit que 0 est un point d’équilibre du systeme (1.1) si f(¢,0) = 0 pour tout
t>0.

Définition 1.17. [27] Le point d’équilibre 0 de (1.1) est :

e stable (.5) si, pour tout € > 0, il existe d(e,tp) > 0 tel que
|lz(to)|| <0 = ||lz(t)|| <&, YVt >ty >0. (1.4)

e uniformément stable (U.S) si, pour tout ¢ > 0, il existe d(¢) > 0, indépen-
dant de t, tel que (1.4) soit satisfaite.

e instable s’il n’est pas stable.

e asymptotiquement stable (A.S) s'il est stable et il existe une constante posi-
tive ¢ = c(tp) > 0 telle que z(t) — 0 lorsque t — oo, pour tout ||z(t)|| < c.

e uniformément asymptotiquement stable (U.A.S) s’il est uniformément stable
et il existe une constante positive ¢, indépendante de t, telle que pour toute
|lz(to)|| < ¢, z(t) — 0 lorsque ¢ — oo, uniformément en t,; c’est a dire, pour
tout n > 0, il existe T'= T'(n) > 0 tel que

[zl <n, Yt =to+T(n), ¥zt <ec.

e globalement uniformément asymptotiquement stable (G.U.A.S) s’il est uni-
formément stable, d(¢) peut étre choisi pour satisfaire a la condition lim 6(¢) =
00, et, pour chaque couple de nombres positifs 1 et ¢, il existe T' = T'(n, ¢) > 0
tel que

()] <, Vt > o+ T(m,0), ¥ 2(to)l] < c.

e exponentiellement stable (E.S) s'il existe des constantes positives ¢, k, et A

12
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telles que
lz(@)] < k[l (to) | e, ¥ (| (k)| < e (1.5)

e globalement exponentiellement stable (G.E.S) si (1.5) est satisfaite quelle

que soit la condition initiale z(%).

Ces concepts de stabilité d'un point d’équilibre peuvent étre illustrés sur la fi-
gure 4.1. La position A correspond a un point d’équilibre instable, la position B &
un point d’équilibre stable et la position C a une position d’équilibre asymptoti-

quement stable.

A @

FIGURE 4.1- Stabilité de I’équilibre d’une bille

Définition 1.18. [27] Les solutions de (1.1) sont

e uniformément bornées s’il existe une constante positive ¢, indépendante de
to > 0, telle que pour tout a €]0, ¢[, il existe 5 = F(a) > 0, indépendante de
to, satisfaisant

z(to)| < a = |lz(®)[| < B, Vt = to. (1.6)

e globalement uniformément bornées si (1.6) est satisfaite pour n’importe
quelle valeur de a assez grande.

e uniformément ultimement bornées s’il existe deux constantes positives b et
¢ indépendante de to > 0, telles qu'a chaque a €]0, ¢, est associée une

constante positive "= T'(a,b) > 0 indépendante de ty satisfaisant :
|lx(to)|| < a=||z(t)|| < b, VEt>1to+T. (1.7)

e globalement uniformément ultimement bornées si (1.7) est satisfaite pour
n’importe quelle valeur de a assez grande.

Nous appellerons la constante b la borne ultime.
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1.3.1 Fonctions de classe K et de classe KL

Définition 1.19. [27] Une fonction continue « : [0, a[— R est dite de classe K si
elle est strictement croissante et «(0) = 0. Elle est dite de classe Ko, si a = 0o et

a(r) — oo lorsque r — 0.

Définition 1.20. [27] Une fonction continue S : [0,a] x [0,400[— Ry est dite
de classe ICL si, pour tout s fixé, Uapplication 3(r,s) est de classe K par rapport
a r et, pour tout r fixé, I'application [(r,s) est décroissante par rapport a s et

B(r,s) — 0 lorsque s — 0.

Lemme 1.21. [27] Soient oy et ay des fonctions de classe K sur [0,a[, ag et ay
des fonctions de classe K, et B une fonction de classe KL. Notons ['inverse de
o par o5 L. Alors,

oyt est défini sur [0, oq(a)| et appartient d la classe K.

oz’ est défini sur [0,00] et appartient d la classe K.

o1 0 aig est de classe K.

a3 0y est de classe K.

o(r,s) = a1(B(aa(r),s)) est de classe L.

Voici une reformulation des notions de stabilité utilisant les fonctions de classe
Ket CL.

Proposition 1.22. [27]
Le point d’équilibre x =0 de (1.1) est :

1. uniformément stable si et seulement s’il existe une fonction o de classe K et

une constante positive ¢ indépendante de ty telle que :
()] < a(llz(to)ll), VE > to = 0,V [lz(to) || < c.

2. globalement uniformément stable si et seulement si [’inégalité précédente est

satisfaite pour toute condition initiale ().

Proposition 1.23. [27]
Le point d’équilibre x =0 de (1.1) est :

1. uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une fonc-
tion B de classe KL et une constante positive ¢ indépendante de ty telle
que :

e @)l < B( et} ¢~ to), ¥ > to = 0¥ a(to)]] < .

14
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2. globalement uniformément asymptotiquement stable si et seulement si ['in-

égalité précédente est satisfaite pour toute condition initiale z(ty).

1.3.2 Théorie de Lyapunov

Dans ce qui suit nous donnerons quelques définitions et théoremes concernant la
stabilité au sens de Lyapunov. Les résultats que nous développerons aux chapitres
2, 3 et 4 s’appuierons sur ces concepts pour démontrer les propriétés de stabilité

asymptotique.
Définition 1.24. On considere le systeme (1.1). Soit D C R™ un voisinage de 0 et
V iRy x D — R une fonction continue et différentiable. La fonction V' est dite :
1. semi définie positive si :
a) V(t,0) =0, vVt € Ry,
b) V(t,x) >0,Vt e R, Vo € D.
2. définie positive si :
a) V(t,0) =0, Vt € R,.

b) Il existe une fonction W1 (z) définie positive (voir la définition 1.13) telle
que : Wi(x) <V (t,z),Vt e Ry, Vo € D.

3. décrescente s'il existe une fonction Ws(x) définie positive telle que : V (¢, z) <
Ws(z), Vt € Ry, Yo € D.

4. radialement non bornée si : V(t,z) — oo quand ||z|| — oo.
V(t,z) est dite définie négative (semi-définie) si —V(¢,x) est définie positive

(semi-définie).

Lemme 1.25. [27]
Soit V' D — R une fonction continue définie positive sur un domaine D C R"
qui contient [’origine. Soit B, C D avec r > 0. Alors, il existe des fonctions oy et

ay de classe IC, définies sur [0,7], telles que
ar(flz])) < V(z) < aa(]|]])

pour tout x € B,. St D = R", les fonctions oy et as seront définies sur [0, 00
et linégalité précédente aura lieu pour tout x € R"™. Par ailleurs, si V(x) est

radialement non bornée, alors a et ao peuvent étre choisies dans la classe K.
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Remarque 1.26. Soit V (¢, z) une fonction définie positive et décrescente sur D.
D’apres la définition et le lemme précedents il existe des fonctions aq et as de classe
IC telles que

ar(flz]) < V(¢ z) < as(|z])), Vo € B, C D.

Si de plus V(t,z) est radialement non bornée sur D alors les fonctions g et ao

sont de classe K.

Définition 1.27. (Fonction de Lyapunov)

On considere le systeme (1.1) :

&= f(t,x(1)).

Soit D un voisinage de 0 et V : R, x D — R une fonction continue et différentiable.
- On dit que V est une fonction de Lyapunov si elle vérifie les deux propriétés

suivantes :

i. V est définie positive.

ii. V(t,z) <0 pour tout t € Ry, x € D

_ On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte, si elle vérifie les deux

propriétés suivantes :

i. V est définie positive.

ii. V(t,x) <0 pour tout t e R, z € D — {0}
Remarque 1.28. V(¢,x) est aussi une fonction de Lyapunov (stricte) si elle est

définie négative et sa dérivée totale est semi-définie positive (définie).

Théoréme 1.29. [27]

Soit x = 0 un point d’équilibre du systeme (1.1) et D C R™ un domaine qui
contient l'origine. Soit V : Ry xD — R une fonction continument différentiable
telle que

Wi(x) < V(t,z) < Wa(x)
%‘; + aa‘;f(t, x) <0

pour toutt > 0 et x € D, ou Wi(x) et Wa(x) sont des fonctions continues définies

positives sur D. Alors x = 0 est uniformément stable.
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Théoréme 1.30. [27]

Soit x = 0 un point d’équilibre du systeme (1.1) et D C R™ un domaine qui
contient l'origine. Soit V : Ry xD — R une fonction continument différentiable
telle que

Wi(z) < V(t,z) < Wa(x)

o I ft0) < —Wi(a)
pour tout t > 0 et v € D, ou Wi(x), Wa(z) et Ws(x) sont des fonctions continues
définies positives sur D. Alors x = 0 est uniformément asymptotiquement stable.
Si D = R" et Wi(x) est radialement non bornée, alors x = 0 est globalement

uniformément asymptotiquement stable.

Théoréme 1.31. [27]
Soit x = 0 un point d’équilibre du systéeme (1.1) et D C R™ un domaine qui

contient l'origine. Soit V : Ry xD — R une fonction continument différentiable

telle que
kullz||* < V(E,2) < kof|=]|*
ov. oV
- 7 < _ a
4 O fw) < sl

pour tout t > 0 et x € D, ou ki, ko k3 et a sont des constantes positives. Alors
x = 0 est exponentiellement stable.
Si toutes les conditions sont vérifiées globalement, alors x = 0 est globalement

exponentiellement stable.

Théoréme 1.32. [104]

Soit V(t,x) une fonction définie sur Ry, ||z]| > p ot p > 0 peut étre assez

grand, telle que
(i) a(flz]) SV(tz) < ao(flz]), el et azek;

ov oV
., oV oV <0
(ii) Y + e f(t,x) <0

Alors les solutions de (1.1) sont uniformément bornées.

Théoréme 1.33. [10/]

Si en plus de la condition (i) du Théoréme 1.32;
ov. oV
ot

solutions de (1.1) sont uniformément ultimement bornées.

f(t,x)y <i=as(l|x]l), ou az est continue et strictement positive, alors les

17
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1.4 Quelques résultats sur les équations a retard

1.4.1 Introduction

Les équations a retard sont souvent plus réalistes pour décrire des phénomenes
naturels comparées a elles méme sans retard. Tout d’abord, nous allons donner les
définitions préliminaires et les criteres de stabilité.

Pour z € R", ||.|| est une norme quelconque. Pour » > 0 et H > 0, on définit
Cy :={¢ € C([-r,0], R") : ||[¢|]lc < H} avec (C,|.||c) 'espace de Banach des

fonctions continues ¢ : [—r,0] — R™ et ||.||¢ est la norme sur C' définie par

Vo eC, |ollo= Sy 1o(0)]]-

€[-r,0

Soit x : [tog—r, to+A] — R™ continue ot ty > 0 et A > 0. Pour ¢ fixé dans [tg, to+ A],

on définit la fonction :
rp=xt+6), —r<60<0.

x; € C([—r,0],R") et c’est la restriction de x a lintervalle [t — r,t] translaté a
[—T’, 0]
Considérons, a présent

T = f(t,xy), (1.8)

ou f: I xCy — R" est une application continue, localement lipschitzienne en son
second argument et telle que f(¢,0) = 0 quel que soit ¢ € R. De plus, f satisfait a

la condition :
VH, < H, 3L(H;) >0, |[¢llc < Hi=|f(t,¢)| < L(H)

Une fonction z(t) est dite solution de (1.8) si elle est définie et continue sur [ty —
1, to+ A] vérifie x(t) = @(t) sur [to—r, to], est différentiable sur [to, to+ A] et satisfait
( 1.8) sur [tg,tg + Al.

Remarque 1.34. Une application telle que f, définie sur un ensemble de fonctions,

est parfois désignée sous le nom de fonctionnelle au lieu de fonction.

1.4.2 Théoréme d’existence et d’unicité de solutions

Définition 1.35. [Yoshizawa [104] p.184] Une fonction z(y, ¢) est dite solution

du systeme (1.8) avec la condition initiale ¢ € Cy en t = tg, tg > 0, §'il existe une
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constante A > 0 telle que z (g, ¢) est une fonction de [ty — r,to + A] vers R" avec

les propriétés :
1. x(tg, p) € Cy pour to <t < ty+ A,
2. g, (to, ) = ¢,
3. x(to, ) satisfait (1.8) pour to <t < ty+ A.

x(t;tg, @) est la valeur de x(to, p) au point ¢.

Théoréme 1.36. [21] Supposons la fonction f continue. Alors pour tout ¢ €
C, Uéquation (1.8) admet au moins une solution. De plus, si la fonction f est

localement lipschitzienne par rapport a x;, alors la solution est unique.

1.4.3 Définitions et théorémes de stabilité et bornitude de

solutions

Définition 1.37. [22] Le point d’équilibre 0 de (1.8) est
e uniformément stable (U.S) si, pour tout € > 0, il existe () > 0 tel que
lelle <6 = [lz(t, to, p)ll <&, Vi =10 = 0.

e uniformément asymptotiquement stable (U.A.S) s’il est uniformément stable
et il existe une constante positive c telle que pour tout n > 0, il existe
T =T(n) > 0 de telle sorte que

lelle < c==llz(t,to, @) <n, ¥Vt =to+T(n).

e globalement uniformément asymptotiquement stable si la condition précé-

dente est vraie quelle que soit ¢ € C.

Les définitions de stabilité et bornitude peuvent étre données de la méme ma-
niere que pour les équations différentielles ordinaires, i.e, en remplacant la condition
initiale z( et la solution x(t,ty, zo) par ¢ et x(to, p), respectivement. De méme,
une fonctionnelle V'(.) & valeurs dans R, x C est dite définie positive s’il existe
une fonction scalaire w vérifiant w(f) > 0 pour > 0 et w(0) = 0, telle que
V(t,xy) > w(||x(t)]), Yz, € C, Vt € R.

Théoréme 1.38. [72] Soit V(t,x;) : [to, +0o[xCx — R, une fonctionnelle conti-

nue satisfaisant une condition locale de Lipschitz. V(t,0) = 0, et telle que :
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(1) Wolllz(@)ll) < V(t20) < Willlz(@)l)+Welllzell2) ot llzellz = (f, |l2(s)[ds)?

(i) Vs (t,z) < =Wa((|z(®)]),
ou, W; (i =0,1,2,3) sont de classe K. Alors la solution nulle de (1.8) est unifor-

mément asymptotiquement stable.

Théoréme 1.39. [72] Soit x = 0 un point d’équilibre de (1.8) et D un ouvert qui
contient 'origine. Soit V : Ry xD — R une fonction continiement différentiable

sur D telle que :
i Wi(llz@)) < V(¢ ) < Wa(llz(@)]])
ii ‘./v(l.g)(t,[ﬂt) < =Ws(lz(t)||) + M, pour M > 0,

ou, W; (i =1,2,3) sont de classe K. Alors les solutions de (1.8) sont uniformément

bornées et uniformément ultimement bornées.

Théoreme 1.40. [72] Soit V(t,x) : [to, +0o[xCx — R, une fonctionnelle conti-
nue satisfaisant une condition locale de Lipschitz avec H = oo, telle que :

(i) Wo(llz@)) < V(t,2) < Willz(@)l]) + Wa (S, Wa([lz(s)]])ds).

(ii) V(LS)(t,xt) < —Ws(||z(®)||) + M, pour M > 0,

ou, W; (i =0,1,2,3) sont de classe KC. Alors les solutions de (1.8) sont uniformé-

ment bornées et uniformément ultimement bornées.
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Stabilité et bornitude des solutions d’une classe
d’équations différentielles vectorielles du

troisieme ordre avec retard

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier le comportement asymptotique des solu-

tions des équations de la forme suivante :
(G(x®)X'(1) +AX"(1) + BX'() + H(X (- (1)) = P(1),  (21)

ou les matrices A et B sont des matrices constantes de R™", G : R" — R™*"
une fonction deux fois differentiable, symétrique et inversible, H : R” — R" une
fonction continue et differentiable telle que H(0) = 0 et P : R — R™ " et pour
tout ¢t € R on suppose 0 < r (¢) <~ ( pour une constante v > 0) et 7’ (¢t) < ¢ pour
une constante 0 < ¢ < 1.

En 1966, 1983 et 1993, respectivement, Ezeilo & Tejumola [75], Afuwape [4] et
Meng [34] ont étudié I'ultimate bornitude, et 1’existence des solutions periodiques

pour 'equation vectorielle non linéaire de la forme
X"(#t)+ AX"(t)+ BX'(t) + H(X(t)) = P(t, X (t), X'(t), X" (t)).

En 2014, Tunc,, C. et Gozen, M [102] ont obtenu des résultats sur le comportement
qualitative des solutions, stabilité, bornitude, bornitude uniforme et existence des
solutions periodiques, pour un type des équations differentielles vectorielles de la

forme suivante :

X"+ X"t)+ G(X'(t) + HX(t)) = P(t, X (), X'(t), X"(1)).
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Récemment, en 2015 Omeike [39] en définissant une fonction de Lyapunov com-
plete, a discuté des conditions pour la stabilité uniforme de la solution triviale et

I'ultimate bornitude uniforme des solutions de 1’équation
X"(t) + AX"(t) + BX'(t) + H<X = r)) —P@), (2.2)

quand P (t) = 0 et P (t) # 0, respectivement. tel que X € R", P: R — R", Aet B

sont des matrices constantes réelles , 0 < r(t) <+, 7 est une constante positive .

2.2 Stabilité

Avant d’enoncer notre théoreme principale nous allons présenter quelques hy-
potheéses qui seront utilisées avec les fonctions qui sont apparues dans I’équation (
2.1). Supposons qu’il y a des constantes positives, dq, o, dg, 64-1, 6p,
A, Ay, Ay, Ayr et Ay, telles que les matrices A, B,G™1 et J,(X) ( la matrice
jacobienne de H (X)) sont symétriques et definites positive , de plus les valeurs
propres \;(A), \i(B), \i(G™1) et N(Ju(X))(i =1,2,...,n) de A, B et Jy(X), res-

pectivement vérifient,

g_la g g 7 g g

o o o o o
NN NN A
&

IA

p(t) = / 10(5)]| ds.
Pour le cas P = 0, nous avons le resultat suivant.

Théoreme 2.1. Supposons que les hypothéses ci-dessus sont vérifiées et que les
matrices A, B,G™! et J,(X) qui commutent deuz d deuz, sous les conditions sui-

vantes :
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O
Ny

(Hp) 1l existe une constante 8 > 0 telle que < B <

1
2/,

d

6(x(s)

7 ds < +00.

w [

La solution nulle de (2.1) est uniformément asymptotiquement stable, pourvu

que

(2.3)

<miﬂ{2(55a—1) 28,7 = gy ) 0 = 6) }
v BALS;T ’Ah(sgl[ (Brag)+1-95 )

Démonstration. Dans 'espace des phases, on écrit 1’équation (2.1) sous la forme

de systeme équivalent suivant,

X' =G HX)Y
Y' =7;

Z'= —AG(X) Z - [A () + BGl} Y
— H (X) + J i Jn (X) GTH(X) Yds.

La preuve dépend de certaines propriétés fondamentales d’une fonctionnelle

contintiment différentiable, que 'on notera W = W (X,Y, Z) définie par

Wi = exp(—plou(t)m, (2.5)

ou

Vi(X,. Y0 Z)) = 2/01 (H (0X), X)do + (G, Z) + 28 (Y, H (X)) (2.6)
+(AG?YY) + B <Y BG™'Y) + B(Z,Z)

of o 00 @)

wo, po sont des constantes positives a déterminer plus tard dans la preuve. Comme

wo Lr /+s (9)) dods
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n’est pas négatif, nous avons

Vi(X,, Y, Z,) > 2/ X)do + (AG™?Y,Y) + (Y, BG"Y)
+3(Z, Z) <G 'Y, Z) +2B(Y,H (X))
> 2// (Jp (07X) X, X) d7d0+<[A—ﬁ 21] 2Y,y>.

2 2

+83 H (BG*)? Y + (BG*)‘? H (X)

—A <(BG1)‘5 H(X),(BG™)

+ 8 HZ + 55*le11/

D=

H(X)>.

En utilisant les lemmes .4, .5 et .7, et le fait que

2
>0

-_ J

i H (BG*)% Y + (BG*l)‘é H (X)

il s’ensuit que

1 r1
Vi(X, Y0 Z) > 2 /0 /0 o [I = BGB Iy (0X)| (Ju (07X) X, X) drdo

2 1
+ <[A — 45—1[1 G7?Y, Y> .

Ensuit, en vue de I'hypotheése du théoreme (2.1) et le lemme (.5) respectivement,

1
+8 HZ+ 56‘1G—1Y

il s’ensuit que

1 2
WXYiZ) = (1= 808,80 8IXIE+ 5|2+ 356y @D

1
+ <5a -5 2) 2 |V,

De maniere claire a partir des termes contenus dans (2.7), il existe une constante
k > 0 telle que

Vi(X0, Vi Ze) 2 k (IXIP + IV + 121 (2.8)

De I’hypothese (H1) du théoréeme (2.1) on a

ut) = [ 1166 ds
t d .
:/0 S G(x(9)a (X(s))|

< ool Zotxe)

24
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D’apres le Lemme (.10), nous avons

d

dSG(X(S))‘ ds < oo.

ult) < (8,0 [

Par conséquent, nous pouvons trouver une fonction continue Wi (|®(0)|) avec 0 <
Wi ([(@(0)]) < W((]|]®@]]). L’existence d'une fonction continue Wa(||®||) qui vérifie
I'inégalité W (P®) < W ((||®||)), est simplement véifie. Ainsi, sous réserve de la dis-
cussion ci-dessus, nous pouvons assurer que la condition (7)de théoreme (1.38) est
satisfaite.

Maintenant soit (X, Y, Z) = (X, Yy, Z;) une solution quelconque du systeme diffé-
rentiel (2.4). Par dérivation de la fonction Vi = Vi(Xy,Y;, Z;)) le long des trajec-

toires du systeme (2.4) et en utilisant le Lemme .6 on a

d

V(XY Z) = =2 ([GT'BG™ = BT (X) G —wor (1) 1] Y,Y) +
5V, BOWY)—2(GA — 1)6()Y, Z) — 2([5A ~ 1) G2, 7)
128 tt_r(t) ((X)GY (5),Z (1)) ds (2.9)

+2 /tt_ (I (X)GY (5),G7Y (t)) ds

—an (M=) [ (), Y ()

Puis, par (2.8), Lemmes 4 et .5, et Videntité 2[(U, V)| < ||U|* + |V|°, nous

obtenons,
26 tt_r<Jh(X)G_1Y(8),Z(t)>ds < Zﬁ/t 1Z@) |7 (X) G71Y (s)] ds
< BARS, / (120N + Y (5)]P)ds

< 8L, / 1Y (s)[|* ds
+BARS, 7||Z( )*,
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et

Q/tt_T<Jh(X)G_1Y(s),G_lY(t)>ds <2 t HG‘lYtH |7 (X

VAN
>
>
7
\

IN
>
>
>
\

+Ah5g g ||Y|| ,

d’out nous en déduisons que

d
dt
1
-2 98, — 1= 3088, | 871 2
2A2
N (5 -+3 N BAb)
k
)
+(—w0 (1 —f) —|—Ah59

88, ") [ ()Y )

1611 V2

En choisissant
540, Andy !

Wy =

1-¢ ’

nous avons

d 2 2 1

51X Yo, Zy) < =M Z]7 = M [[Y]]" + — [|6]] V4,

12 Po
ou,

My = [2(B0q — 1) — BARS, ']

et

= [2A9_25b — QBAh(Sg_l - 2&)0’)/ — Ah(sg_Q’}/}

avec pg = tels que k1 = max {ﬁAb, BEAZ + 3}

2k7

26

Y Y (s)|| ds

)G (s)|| ds

o Y () I+ 1Y (s)II7)ds

1
Vi(Xy, Y, Z) < =2 [A;Z& - ﬁAhfsg_l — woY — 2Ah5g_2’7] il

(2.10)

(2.11)
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En utilisant (2.5), (2.11), (2.15) et (H;) nous obtenons

d P 1
7W X Y Z = - o 0 V —%/J/(t)
7 (X, Yy, Zy) <dtVl 0 10| 1) e

< (=M Z)? = My |[Y|2) &0 Dol

2 2\ —LN
< =Dy (IYIP+11Z)I°) e 7,

ou Dy = max{Mj, My}. Par conséquent, il s’ensuit que %W(Xt,Yt,Zt) = 0 si
et seulement si X =Y = Z =0, 2W(®) < 0 pour, ® # 0 et 0 < W1(®(0)) <
W(P) < W2(||®||). Ainsi, toutes les conditions de Théoreme (1.38) sont satisfaites.
Cela montre que la solution nulle du systeme (2.4) est uniformément asymptoti-

quement stable. N

Exemple 2.2. Comme cas particulier considérone 1'équation
1
(G(X(t))X’(t)) +AX"(t) + BX'(t) + H(X(t - 7‘)) —P@), (212

avec P(t) = 0, Nous prenons n = 2 tel que

B z (t) _ g (z(t)) 0
X(t) = ( Y (#) ) . GX) ( 0 g22(y(1)) ) ’

2
s O,B: 80 0
0 3 0 81

gu(z(t)) = (ili(zgt(i))) +3
gn(y(t)) = (ioj%g;) o
et
_ [ Nz(1) e~ O+ 4 Mz (1)
H (X (t) = ( Ny (t) eV O 1 My (1) )
Ainsi
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avec

et

Jin(X(®) = M+ N =0 _aNg? (1) "0,
T (X(£) = M+ NV — 2Ny (¢) !0
1 _1
b soestax10? M=t L3 g6l
5(e+26 2) 10e+2 2 bHet+2 2

Une vérification triviale montre que G est une matrice non singuliére et nous avons

ou

Ainsi

et

d (s (x(t)) 0
a0 = ( 0 St )
d cos(z(t)) _ 2ax(t)sin(x(t))
o) <10(1-|—:):2(t)) 10(1+:L‘2(t))2) w0
d o —sin(y(t)  2ycos(y(t))
agm(fy( ) = ( 10(1+52(6)  10(1+ 2(t ))Q)y( )
d d

|GG )] = max

dtgu( z(t))|,

o) | = Do)

1H6¢) 1=l Gl(X(t))iG(X(t))Gl(X(t)) I

| G2 (x ) Il 56

28
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Pour ¢ € [0, +00) un calcul direct donne

Y

Rrosas < g (oo = [ {| ontat)
<
+f
1
il

p2(1)
N /@1 (t)

foomy(s))| s

COS T 2xrsin x

— ds
L+ (1+a?)

ds)
oy s
COS U _ USlnu2)du
L+u? (14 u2)

(

2)5‘3/(5)

—siny 2y cosy
T+y?2  (1492)

wg(t)
Nt
w1(t)
—sin;) B QUCOSUQ)dv
1+ (14 v?)

( )y'(s)

IN

(

L{ too|l+u?+2 +oo |1 4+ u? + 2
<f/ Wdfw/ R
A\ | (14 u?) —oo | (1+u?)

1

= (1 +2).

5(m+2)

ou wi(t) = min{z(0),z(t)}, we(t) = max{z(0),z(t)} et p1(t) = min{y(0),y(t)},
o(t) = max{y(0),y(t)}. Nous prenons r () = exp (—tQ), alors 0 < r(t) < 7,
(v>0), et r'(t) = —2texp (—t2> < € pour 0 < ¢ < 1. Evidemment, G (X), A, B
et Jj, (X)) sont des matrices diagonales, donc elles sont symétriques qui commutent
deux a deux. Ensuite, par un calcul facile, nous obtenons les valeurs propres des
matrices G, A, B et J,(X) comme suit :

sinx COS T
A (G) = oyt )\Q(G)—<1+x2)+5,

M) = 2, )\Q(A):;, M (B) =80, M (B) = 81,

M (Jr(X)) = M+ Ne™ 0 —aNg? (1) e!=70),
Xo (Ju(X)) = M+ Ne™0 O —2Ny? (1) e 00,

Il s’ensuit facilement que

1 3
So = 2 A, = 6.0, = 2. A, = 2.5.8, = 80. Ay = 816, = —. A) = =,
g Ay =6, 5,0, = 80, Ay = 81, 0y, 2= 1

Choisissons g = 14.5 et £ = %, nous avons

v < min {25.747,1.0642 x 10~} .
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Ainsi, tous les les conditions du Théoreme (2.1) sont satisfaites.

2.3 Bornitude

Pour étudier la bornitude des solutions de (2.1) pour laquel P(t) # 0, nous

devons I’écrire dans 1’espace des phases comme suit

X =G 'X)Y
Y' =7
7' = —AG(X)Z - [A(GY) + BG Y
—H (X) + [y Jn (X) GTH(X) Yds + P(t).

(2.13)

Ainsi, notre théoréme principal dans cette section est indiqué par rapport a

(2.13) comme suit :

Théoreme 2.3. Supposons que toutes les conditions du Theoreme 2.1 sont satis-
faites et
P(t) <m, (2.14)

ot m est une constante positive.
Alors, la solution nulle de (2.13) est uniformément bornée et uniformément ulti-

mement bornée, a condition que

7 < min {7717 2, 773}7 (215)

ol

A2y — BARS, !

T W Ans,? 1 1aA25,2)
2(80, — 1) A = (571 +A,)°

o = B ,
2 (8a0p — Ap) 0 — (6,1 = 64) AF

"= (Auly — Ap) Ays, !
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Démonstration. Considérons la fonction
V(Xt,Y%,Zt) - ‘/1<Xt7Y£7Zt) +‘/2(Xt7}/%72t)7 (216)

ou Vi(Xy, Yy, Z;) est définie comme dans 2.7 (en remplagant wy par w.) et Va(Xy, Y3, Z4)
est définie par
Vo(X,, Y, Z)) = 2/01 (AH (6X),AX)do + (B(AB — AyI) X, X)
+2(G7Y H (X)) + (MG, Y)
+2((AB = A ) X, Z + AGT'Y)
+(A(Z+AGTY), Z+ AGT'Y). (2.17)

Nous observons que la fonction V5 peut étre définit comme suit

Vo(X,, Y Z,) = 2/01 (AH (0X), AX) do

+{(GTHAY + H (X)), Y + A H (X))
TH (X), A, H (X))
R AT (

G
+(ARATH(AB = AW X, X)

<
<
+<

(AB—AW) X + A(Z+AGTY),
AV AB - AN X + Z + AG1Y>.

Cependant,
(H (X _2/ / (Jn (6X) Jy (07X) X, X) drdo > 0.

En utilisant les Lemmes .4 et .5, nous obtenons

Va(X0, Y0 Z) > 2// N I (roX) X, X) dodr
+ARA! HY+Ah1AH(X)H + ARATE (6405 — Ap) |1 X1

+ HA—% (AB — ApI) X + A3Z + A3G-

ARO[V + A AH (X + ArA (5.6, — An) 1X?

Vv

2
+ HA—% (AB — AWD) X + AR Z + Ai(;—lyH .
1 s’ensuit que Va(Xy, Yz, Z;) est définie positive. D’apres (2.10), (2.10), (2.11), (2.13)
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et le Lemme .6, nous avons

d

V(XY Z) < =2 (2,26, — BARS," — wy — And, 2] Y]

- [z (B0 — 1) A, — 6Ah5;17] 12)?

F B, 4 Mg —w (1-0)] t_T(t (Y (5),Y (s)) ds
<ﬁ2A2 + B0, + 3)

1611V

+[282] +5 LYY m. (2.18)

Aussi d’apres (2.13), (2.17) et le Lemme .6 nous obtenons,

CV(X Vi Z) = 2 [ ((AB— AW i (0X) X, H (X)) do
+2((Jn (X) = A T) GTY, AGT'Y)
12 [ (AGY, 0 (X)GTY ) ds (2.19)

t—r(t)

¢
2/ ((AB — ApI) X, J, (X) G7'Y) ds
+(AWY,Y) +2(0Y, H (X)) +2(A(Z + AG™'Y) P (1))
+(2(AB - A )X, P (1) +2((G' = A) Z,H (X))
Par conséquent, a partir de (2.16), (2.18) et (2.19), nous obtenons

;tV(Xt, Y;, Z) < — [2 (0ads — Ap) 0 — (Aalp — Ap) Apd, 1 (T)
— (6,1 = da) Ag] 1X|)* - QlAgQ(Sb — BARS, " —
—Apd, 2y - fAhAQ(S 2r (t )] 1Y ||?
— [2(80. — 1) At = BALS, Y — (6, = 6.)] 12]°
Hmmwa-g ][ vy e
a1V + (205 + A 121+ (5,7 +6, 18 Y]

+ (AAy — Ap) || X ]m
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ou
m = ApALS? + Db, a0y — 0, A + BARS, " + Apd,”
et
B2AZ + BA,+3  (Ap+1)+ A2
ks = + .
k1 ko
En choisissant w = a ? &) on a

d
VXY Zi) <= [ns = 2] (Bady = An) Andy ! Ix°

_ 1 _
—2[m — ] (w + Ah5g 24 §AhAc215g 2) ||Y||2
— [ — 7] BARS, " 1Z)*

+hs 10V + [2(8+ Ad) 1211+ (5,1 + 6, A2) [V

(A - Ay) ||X|r]m.

Considérons la fonction W
W(X,, Yy, Z) = V(Xy, Yy, Ze)e™ 7 Jol0)lds

W est définie positive et nous avons

d
—W(X,Y:, Z;) =
dt ( ty Ly t) (

d

1 1t
V(X Y5 Z) — — 10| V) e 5 Jollo6)lds
i (X, Y2, Z4) pH I )6 0

En prenant k3 = % et en utilisant le fait que vy vérifie (2.15), il s’ensuit qu’il existe

une constante positive D telle que

d 2
£W(Xt,Yt,Zt) < —D[IXIP+IYI*+ 1Z1°] + wD I X[ + Y] + 1 Z]]

1 1
< —3D Ix1* - D (I - w)' =) = DIV +12)7]
+wD Y[+ 1211

De I'inégalité

2 1 2 1 2
-D | X]| JrWD||XH:—§D||X|| — 5D (X = w)* = w?),
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nous obtenons

d 1 2 1 2 1.5 1 2
—W(X, Y. 2y) < —=DI|X||"—=D (|| .X]|| — —Dw*— =D |\|Z
IW(X Y Z) <~ DIXIE ~ LD (IX]| ~w)* + 3o — L D|1Z]

1 2 1 2 1 2

——D (Y| — —Dw* — =D ||Z

SD(IY]| ) + 30w~ D2

1 1
5D (1Z] - )’ + 5 D
1

2 2 2
< =5 D(IXIP+ 1Y+ 11217)
D 2 2 2\ | S 2
=D ((IX]| =) + (Y = w)* + (121 - w)°) + 5 Dw
1 3
< —3D (X1 + Y+ 121%) + 5 Dw’ pour D.w > 0.
Donc la solution nulle de (2.13) est uniformément bornée et uniformément ultime-

ment bornée. ]

Exemple 2.4. Maintenant, nous prenons comme cas particulier le systeme (2.4) (
pour P(t) #0), avec n =2 et G, A, B, H(X(t — r(t))) définies dans 'exemple 2.2.
Si nous prenons r (t) = exp (—tQ) ,alors 0 < r(t) <7, (y >0), soient

sint
1422

cosg 1
P(t):(“rt ),@:14.5 et 5:5.

Nous avons

P (1) < <2 et v<min{0.15326,8.8007 x 10~*,1.0575} .

1+¢2 —

Ainsi, toutes les conditions du Théoreme 3.2 sont satisfaites.
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Chapitre 3

Stabilité, bornitude et carré intégrabilité des
solutions pour quelques équations différentielles

vectorielles de troisiéme ordre

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier la stabilité uniforme asymptotique , la bor-
nitude et le carré intégrabilité des solutions de I’équation vecteorielle non linéaire

du troisieme ordre de la forme
QX)X )"+ W(X'(1)X"(t) + GX()X'(H) +cX(t) = P(t),  (3.1)

ou X € R", t € R et c est une constante positive, G, ¥ et Q : R" — R™*"
et les matrices G (X) et W (X) sont symétriques pour tout X € R™ et (X)) est
symétrique inversible et deux fois differentiables pour tout X € R". P : R — R”

est une fonction continue par rapport a ¢, soit

@ = () = (i (X(1), et O = CX (1) = (90 (X(0) (15 = 1,2,..m),
ol /(X (t)) et g;,;(X(t)) sont les composantes de Q(X) et G(X) respectivement.
D’autre part X(t), Y (t), Z(t), QX(¢))), G(X(t))) et ¥(X'(t))) sont, respective-
ment, notés X, Y, Z, Q, G et ¥ dans ce chapitre. Aussi, le symbole (X,Y) cor-
respondant a n’importe quel paire X et Y dans R™ représente le produit scalaire
habituel .Enjl zyi, Clest que, (X,Y) = _il ziyi, ainsi (X, X) = | X|°.

Nous allons reécrire I’équation ( 3.1) dans ’espace des phases sous forme du systéme
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équivalent suivant

X' =0 Y(X)Y,

Y' =7, (3.2)
7' = —0Q N X)Z — VY — GO HX)Y — cX + P(t),

qui résulte des calculs suivants

X = Q' X)Y,
X" = )Y +Q1(X)Z,

ou

o(t) = (Q71(X)) = — LX) (X)QH(X). (3.3)

3.2 Stabilité

Dans cette partie en se propose d’étudier I’équation (3.1). On considere le cas
P(t) = 0, le Théoréeme suivant présente des criteres asymptotiques uniformes pour

raison de simplicité on adopte la notation suivante :
o(t) =[| (X)) + G"(X) || (3.4)

Théoreme 3.1. Suite aux hypothéses de base, 2, V et G, on suppose qu’il existe

des constantes positives [ et dy telles que
) ‘< < p < !

Z 7 77
boao w1

i) fi7°0(s)ds < dp < oo.

Alors toutes les solutions de "équation (3.1) sont uniformément stables et vérifient
tlggloX(t) - tlggloY(t) - tlgglo 2(t) = 0.

Démonstration. On considere la fonction W = W (t, X, Y, Z) définie par

W =V exp(—u(t)), (3.5)

ou

u(t) = 5 [ 6(s)ds,
36
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et
1 1 -1 bO -1
Vo= S{eX,eX)+ By (Y.GQY) + 5 Z.2) + (7Y, Z)
1
FB{cX, by YV + /O o (U (e Y)Y, Q1Y )do, (3.6)

d est une constante positive qui sera déterminée plus tard. Il est claire de (3.6) que
W (t,0,0,0) = 0. Notons que wy < A\;(2) < wy, implique que w% <N h <L

wo

Alors, par la condition (i) de théoreme (3.1), et les Lemmes .4 et .5, on a

1
c/o (U Y)Y, Q0 Y)de > C“O ||Y||2
et | 812
—Bbo (Y, GQY) > 2| Y17
S 0b (V.G >_2w1 1Y |
D’ou
2
Vo> §|]X||2+B(CX,bOY>
b
+65 1 Z P +(e'Y, 2)
ﬁb cag
Ho o) 1Y I
Dongc, il est claire que :
c? 1 626
CUX I 45X, boY) = SlleX + BhoY ]2 = 22 | VP,
et
Bbo _
I Z |I* +{cQ7'Y, Z)
ﬁbO —1y(2 ¢ ~1 ~1
= Z+—Q Y| —-——Q Y QY
22 6,)0 I - 35 )
550 1y |2 c? 2
Z YI*———— Y |*.
Combinons les estimations précédentes, on obtient
b
Vol eX + Ay I 450 24 gy P+ Y P
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ou
b2 L Coo 3203 c?

A= — :
2w 2w? 2 28w?by

La condition (i) de théoréme (3.1) implique que

N R

6 Cbobo —C
07
2CU1 - 26()0

A =
26[)00.)%

——— (8 agby — ¢) > 0.
Nous pouvons donc trouver une constante ky > 0 telle que,

Vk( I XIP+1Y 1P+1217) (3.7)
De la condition (ii) de théoreme (3.1) et la fonction (3.5) on a

W2 E( | XIP+IYIP+11Z]P (3.8)

5
ot Ko = ko eXp(—EO).

Gréace au Lemmes .6, et (3.6) on a la dérivée suivante

1
jt /0 o{cU(cQY)QY, QY )do = c(WQ Y, 0Y + Q71 7).

Alors, la dérivée de V' le long du systéme (3.2) est donnée par
Vi =Vi+Va+ Vs,
ou

Vi = Behp(Q YY) —c(Y,GQ?Y),
Vy = (Q7'2,2) — Bbo(Z2,¥07'Z),

Vs = c{0Y,Z) — Bby(Z, VoY) +;5b0 (Y, GOY) +;8b0 Y,a'ay).

du condition (i) du Théoreme 3.1, Lemme .4 et Lemme .5 nous obtenons

Vi = (¥, (Bebol — GO 1Y) <~ L gy v,

Wy W1

Vo = (Z(cI = Bbyl)Q'Z) < —w—o(ﬁaobo —o) | Z|?.
Finalement grace au (3.3), Lemme 4.7 et U'inegalité; 2 || UV [|[<|| U ||> + | V ||?
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nous obtenons

o | = o' (X)) (X) 1< cjg (RUICON P (3.9)

Vs = c(0Y,2) — Bby(Z, VoY)

1 1
+58b0 (Y,GOY) + 5% (V,G'Q'Y)

1 c Bboay 1 / 1 /
< |= bob Q —Bby || G || |V
< [ (o ottt ) 12 4500 1 |

2ko 2kg
< Kié(t)V,
ou K7 = max L (c+ Bboar + Bbob ) ﬁb . Donc, on conclu que
1 ST 0a1 001 %o )

Vg S -M | Z|P =N || Y || + Kid()V. (3.10)

Il est claire de condition (7) du théoréme (3.1) que

b 1
NZQ(——ﬁ) >0 et M= —(Bapby —c) > 0.
Wo w1 wo

De relation (3.5) et (3.10) nous obtenons

Wiy = |V~ 80V | expl-nt)
< [SMIZ PN Y - a0V et

1
On prend K; — 7= 0, la derniere estimation donne

Wiy < =CU Z P+ 1Y), (3.11)

ou

C = exp(—i?) min {M, N}.

De (3.8) et (3.11), on obtient de ([72] Théorem 24.1.14 ) que la solution
( (1), Y(t), Z(t )) e (3.2) est uniformément stable. Maintenant soit

E={(X,Y,Z): Wj4(X,Y,Z)=0}={(X,0,0): X € R"}.

Le plus large ensemble invariant contenu dans E est F' = {(0,0,0)}. Du principe
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d’invariance de LaSalle ( voir , par exemple, Haddock [20] )

lim X(t) = tlggo Y(t) = tlgglo Z(t) =0.

t—00

Ce qui acheve la démonstration du Théoreme 3.1. o

3.3 Bornitude

Dans le Théoreme suivant on étudie le cas P(t) # 0 comme suit :

Théoréme 3.2. On suppose que toutes les conditions du Théoréme 3.1 sont véri-
fiées et qu’il existe des constantes positives dy et Dy telles que :

L) || P@)[[<A(®) < dy,
L) JEX(s)ds < Dy,

I3) lim || Q(X(t)) | existe.

t—o00

Alors il eziste une constante positive Dy lelle que toute solution X (t) de (3.1)
et ses derivées X'(t), et X" (t) vérifient

I X(@) 1< Ds, | X&) < Ds, | X*(#) |< Ds. (3.12)

Démonstration. Pour le cas P(t) # 0, la dérivation de (3.6) le long du systéme
(3.2) donne

Viz2)

IN

—J+ K 5(t)V + Q7YY P(t)) + (BboZ, P(t))
< T+ KOV Al Y +800 1 Z1]).

Du Lemme .10 on a

Visoy £ —J+ Ko@)V + A Y [+ [ Z 1),
ou Ky = max{c,ﬁbo} et J=M| Z|>+N | Y |?*.
wo
De l'inégalité | Y || < || Y [P +1let || Z | < | Z|? +1, nous obtenons

Visgy < —=J + K6V + A (| Y P+ 11 Z P +2). (3.13)
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De (3.5) on a

Wiy = [V = 300V expl-p(o) (3.14)

1

Puisque K — q= 0, alors
Wiay < [=J+ KO Y 1P+ 1| Z [P +2)] exp(—p(1)).
De (3.11) et ( 3.8), les estimations précédentes impliquent que
/ 2 9, Ko

Wiy < =CUY [P+ 11 Z[]7) + E)Mt) W+ K3A(), (3.15)

avec K3 = 2K,. L’intégration de (3.15) de 0 a ¢ donne
W(t)—W(0)§K3/ ds+—/w

Soit
Dy = W(0) + K3Ds. (3.16)

Alors P
2
< =
W(t) < Dy + KO/O W (s)A\(s)ds.

En utilisant I'inégalité de Gronwall, on a
Ko ft
W(t) < Dyexp (KZ /0 /\(s)ds) < Ds, (3.17)

ou D3 = Dyexp <§§D1). Ce résultat implique qu’il exist une constante D, telle

que
I X (@) 1< Day | Y(2) < Das [| Z(2) [[< Ds.
De (3.2) on a
IX'@ ] = Q7Y |
< [etirml
< D
Wo
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Comme lim || Q(X(t) ] existe, on a

12(X(®)) < o (3.18)

pour une constante positive ¢, ce qui implique de (3.9) que

I 6(t) I1< jg (3.19)
Alors
X" @) = 100y +27'Z@) |
< ey +1etze |
< (q1 +1)D

Dongc, il existe constante positive D5 telle

| X (@) |I< Ds, || X'(t) [|I< Ds, || X"(t) < Ds, (3.20)
N q1 . .
pour tout ¢ > 0, ou Ds = max {( 5 + >D4, D4}, ce qui termine la preuve du
) wo
Théoreme 3.2. ]

3.4 Carré intégrabilité

Le résultat suivant concerne le carrée intégrabilité des solutions de l’'équation
(3.1).

Théoreme 3.3. En plus des hypotheses du Théoreme 3.2, nous supposons que

CL1+bl
2

[4)6—( )>0

Alors, toutes les solutions de (3.1) ainsi que toutes leurs dérivées sont des éléments

de L*[0,+00).
Démonstration. Définissons H(t) par
t
H(t) = W(t) + 6/0 (I Z(s) II* + 1 Y(s) [I")ds. (3.21)

ot ¢ > 0 est une constante a préciser plus tard. En différenciant H(¢) et en utilisant
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(3.15) nous obtenons
H'(t) < (e = C) | Z() I+ 1| Y () ) + (Ko + K5 )A).
Si nous choisissons € — C' < 0, alors d’apres (3.17) nous obtenons
H'(t) < Ky\(t), (3.22)

ou Ky = K9Ds + Ks. En intégrant (3.22) de 0 a ¢, ¢ > 0, et en utilisant la

condition () de Théoreme 3.2 nous obtenons
t
H(t) — H(0) = /0 H'(s)ds < K.D;.
Utilisant (3.16) et le fait que H(0) = W(0) nous obtenons
H(t) < K4D1+ Dy — K3D;.

Nous pouvons conclure par (3.21) que

KyDy + Dy — K3Dq

[0 20 12 4+ 1Y () [ < 8 |

ce qui implique 'existence de deux constantes positives o1 et oo telles que
t 2 t 2
L 126) 1P ds <oset [ | Y(s)|*ds <o

D’apres (3.2) nous avons

/O | X'(s) ||>ds = / I lef(s) 2 ds
[l 1y |1 ds
z:g =P (3.23)

IA

IN

Aussi

/Ot | X (s) |7 ds = /Ot ( 1 0(s)Y (s) + Q1 Z(s) ||2 )ds
(106 124 1066s) 1127 1) 1Y () I ds
O I 8 19 ) 1 26 P s

IN
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D’apres (3.19) et (3.18) nous avons

L0612+ 1006s) 1127 1) 1Y) 1P ds

1
< L(L+ = ) [ 1Y () |7 ds
UJO w
1 Q1 1
< L (L4 oy,
- wg(wg wo)al

et

[T I+ o) 1197 1) 1 265) |12 ds
Ll a2 ds
St e P

L, 1 q
oG T )

IN

IN

Il s’ensuit que

[IX @ Pds< BB+ Do+ (—+ Loy =5,

Wy Wy wo Wo “Wo w%

Puis en multipliant (3.1) par X (), nous obtenons

(3.24)

<(Q(X)X')”,X> (X)X, X) 4+ (G(X) X, X) 4 e || X |2= (X, P(1)). (3.25)

En intégrant (3.25) de 0 & ¢ nous avons
! 2
e [ 11X (s) I ds = Ly(t) + La(t) + La(t),
ou

L) = — /Ot<(Q(X(s))X’(s))”,X(s)>ds,
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En intégrant par parties et en utilisant (3.23) et (3.24), nous obtenons

Lift) = —{QX(1), X (1) — (QX"(1), X(8)) + (2X'(£), X'(8)
—/ (QX(s), X" (s)) ds

QX()X(» (X" (6), X (1) + QX)X (1)) |
+ /O"‘; (I X7C) 1P + ) X" () |12) s
| — (X'(6), X() — (QX"(1), X(£)) + (X)), X'(1)) |
F B+ Ba),

IN

IN

D’apres (3.18) et (3.20) nous avons
= (X'(8), X (1)) — (QX"(), X (1)) +(QX'(1), X'(1))| < D3 (a1 + 2n),

pour tout ¢t > 0. Par conséquent, il existe une constante l; telle que L(t) < Iy,
avec

[, = D?,(ql + 2w1) + %(61 + (). De méme, nous avons

Lo(t) = — / (UX"(s) — GX'(5)), X(s)) ds

L0 Xl + 161X ) 1) 1 X) ] ds

LI LX) 11X () ds+ [ 16X ) X Cs) | ds
LX) P s+ (P [ X ) 1P as

v (x| ds

ap by ap + by, st 2
§B2+§51+( 5 )/OHX(S)H ds.

IA

IN

IA

VAN

Puis

t~
w
=
IN

LX) 11 PGs) | ds

¢
D5/O A(s)ds
D, Ds.

IA

IN
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De (3.26) et la condition (I;) de Théoréme 3.3 nous obtenons

a; + by
(o=

) [ X () |12 ds <

b
ou K =1 + C;lﬁg + 5161 + D1 Dj5. Cq qui acheve |a preuve du Théoreme (3.3). [
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Chapitre 4

Bornitude et stabilité des solutions pour
quelques équations différentielles vectorielles de

troisieme ordre avec retards multiples

4.1 Introduction

Récemment, Tung [94] a adapté Tung and Mohammed [98] et il a utilisé une
fonction convenable de Lyapunov pour etablir un critere qui garanti la stabilité
asymtotique de la solution de I'’equation non autonome de troisieme ordre avec

retard suivante
X" 4+ H(X’)X” + G(X’(t —7))+cX(t—1)=F(t X, X’,X”). (4.1)

Nous allons étudier I’equation vectorielle avec retards multiples suivante

HX)X"  +A®W(X)X" + B(t) z G(X'(t - 1:(1))

+C(8) X Fi(X(t = ri(t))) = 0, (4.2)
et
[HXO)X"] +AGU(X)X" + B(t) 3 Gi(X'(t = ri(t)))

+C(t) X F(X(t —ri(t)) = P(t), (4.3)

i=1
avec X e R", F,.G;,:R"—>R" HV:R" - R"”™" A BC.:R, >R""et P:
R; — R" sont des fouctions continuement differentiables avec (£;(0). = G;(0) = 0)
et H est deux fois dérivable ou 0 < r;(t) < v, 7i(t) < w;, 0 < w; % 1 pour tout i,
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(1=1,2,...,n), w; et v sont des constantes positives, nous allons determiner v au
cours de la preuve, et les primes dans (4.2) et (4.3) indiquent la differentiation par
rapport t, t € RT.

La continuité des functions H,G;, V, F;, P, A, B et C' guaranti 'existence de la so-
lution de (4.2) et (4.3). De plus, nous supposons que les fonctions H, G;, ¥ et F;
vérifient la condition de Lipschitz par rapport a leurs arguments , comme X et X',

dans ce cas, pour avoir I'unicité du solution de l'equation (4.3).

Notons que I'equation étudiée ici est plus generale que les equations étudiées dans
[83] et [98] elle generalise aussi I’equation (4.1) et celle considérée dans Remili and
Oudjedi [60].

4.2 Stabilité

Nous introduisons les notations suivantes qui seront utilisées par la suite

d d

HY(X(t) = —H ' (X(1)) [%H(X(t))}H_l(X(t))

i
o(t) = [ le(s)lds.

Dans le cas ou P(.) = 0, notre premier résultat est le Théoreme suivant.

Théoréme 4.1. En plus des hypothéses de base imposées aux fonctions A(t), B(t),
Ct), (X", Gi(X"), H(X) et F;(X), supposons que les matrices A, B,C, H, ¥V et
Jr, Ja; (les matrices jacobiennes de Fi(X) et Gi(Y) respectivement ) sont symé-
triques et définies positives, et qu’il existe des constantes positives telles que les

conditions suivantes sont verifiées :

i) 0<dg, <\ (Jg, (V) < Ag,,

i) 1< (W(Y)) < 5; 0<dn <A (H(X)) <Ay,

7:1)) O<5A§)\j(z4),’ O<50§)\](C)§)\](B)§AB,
1 —Ap

) ONBISHE) <0 ) <6 < e tn)
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(2

W Ay T 0 s

o, 1 A
Gi H

ds < +00.

vii) /0+°° HZSH(X(S))'

Alors toute solution de (4.2) est uniformément asymptotiquement stable, pourvu

que

< min {Z ¢ (v, — ﬁFi) — B35, Z (040G — )} |

i=1 Pi

ol

ApAp(Aga+v)  vAp
- z Ap + AgaAg,),
0 21— o) + 5 (Ap, +Ap-1Ag,)
BB (Bp+v) | Aphpo

2(1 — w;) 2

Pi (AF, + AH_lAGi)a

et v est une borne superieure de r;(t).

Démonstration. Dans I'espace des phases ’équation (4.2) s’ecrit

X' =Y
Y'= HY(X)Z
(4.4)
Z’Z—A(t)‘l’(Y) H(X)Z - B(t) Tt Gi(Y)
+B(t) Sy finyo) Jai (Y (s) H ( ())Z(S)ds
—C(t) i, Fi(X )+C(t>2 " i TR (X(5)) Y (s)ds.

Soient u,n; est y; des constantes positives qui seront spécifiées plus tard dans la

preuve. Par souci de briéveté, nous définissons

n 0 t n 0 t
=2 [ o VO + X [ IZ(©IPdeds = 0. (4.9

Notre outil principal dans la démonstration du Théoreme 4.1 mentionné ci-dessus
est la fonction de Lyapunov W = W (t, Xy, Y;, Z;) définie par

W(t, X, Y, Zy) = e dl*Oly (¢, X, Y, Z,) = e u120ly, (4.6)
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ou
1n 1n
Vo= U/O S < C()Fi(0X), X > do +/0 S < B()Gi(oY),Y > do
i=1 i=1
n 1
+ <CH)Y F(X)Y > +v/0 o < AT (Y)Y,Y > do (4.7)
=1

1
+ 5< H Y X)Z,Z >4+v <Y, Z > +A(t).

d’apres la definition de V' dans (4.7) et en utilisant le Lemme .8, nous observons

que la fonctionnelle ci-dessus peut étre réécrite comme suit
s X)X, X
vV = U/O /0 ;J<C(t)JFi(7'a )X, X > drdo
S B(t)J, Y)Y,Y > drd

+ /0/02-:2:10< (t)Jg,(taY)Y)Y > drdo
" 1

+ <CH) S F(X),Y > +§||H—%(X)Z +oH?(X)Y|?
i=1

+ v /O <A (m(an - ;UA_l(t)H(X)>Y, Y > do + A(t).

grace aux conditions (i)-(iv) et (vi) du Théoreme (4.1), la définition .9 et les

Lemmes (.10, .5, .7) et (4.5), nous avons

1 p1 7
Vo> v/ / S o < Ct)Jp(ro X)X, X > drdo
0705

2

o)

2 |Bhoy + 5 cBOR (0

-3

@

I

—
[\)

car

B3 ()Y + (;GC(t)B2(t)E (X)

K2

20
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puis en utilisant le Lemme .7, I'estimation ci-dessus implique que

vz [ e[t - 0B 0mex)
+SIHHXZ + HE Y + Susa(l = v A [V P

Jp (T X)X, X> drdo

0 1 1 1 1
> DX+ SIH 2 (X)Z +vHH (XY [P+ Juda(l — vy Ap)|IY |,
ou
n AF n
53221)5055( U505F 1—*) = 0.
i=1 5G i=1 v

Ainsi, nous pouvons trouver une constante positive k, assez petite telle que
2 2 2
VEXIP+IYIE+1217) - (4.8)
Il est facile de vérifier que par les conditions (7i7) et (vii) du théoréeme (4.1), nous

o0 = [ letlds < 5 || £ (x(s)

et avec la relation (4.8) on obtient

avons
ds < N < o0,

N 2 2 2
W= ke (IXI°+IYI° + 11217
Par conséquent, nous pouvons trouver une fonction continue Wi (|¢(0)|) avec

Wi([p(0)]) 20 et Wi(|p(0)]) < W(t, 9).

et une fonction continue Wa(|p(0)]) + Wi(||#[|2) qui vérifie 'inégalité
W (t, o) < Wa(lo(0)]) + Ws(ll¢ll2)-

Pour la dérivée temporelle de la fonctionnelle V (t, Xy, Y3, Z;), le long des trajectoires

du systeme (4.4), nous avons

d

dtvzv/z<c' aX)X>da+/Z<B (0Y),Y > do

+ < C'(t znjF Y > — < (A(t)\II(Y)Hl(X) - w) Z,HYX)Z >

n 1
+ Z X)Y,Y > +v/0 o< A)U(Y)Y,Y > do
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n

b <eZ.2 > —0 < BOYLGNY > Y xl—re) [ 2@l

1=1 i=1

S CCIE{ED SANCTIE R STACEEON SN LIRS

1=

+ S1+SQ+S3+S4,
Si= 3 [ V(0.0 (X(5) Y () ds
$ =3/
S = >
Sy

Par conséquent, d’pares le Lemme .4, Lemme .7 et les conditions (i) — (vi) du

théoréme (4.1) nous obtenons

d

SV < U/ Z<C’ FioX), X > do + 3 2 S <BMY.Y >

=1

1
+ < C'(t) Y F(X),Y > —Ag (6aAF — )| Z]* + 5 <272 >

> befvdg, = Ar) —vBh | IVIP= Sl —rie) [ 12

=1

n n t
S xnOIZI 4 @Y I = w0 [ 1Y@l

1=

-+ Sl—|—52+53—|—54.

Considérons maintenant le terme

Q = /Z<C’ aX)X>da+22 <BMY,Y >

i=1

+ < C'(t )ZE(X),Y>

1
- /Z<C’ FioX), X > do+3° %€ S < BOY.Y >+ <C(Y,Y >
=1

Z

HY — CH(1)F <X>\|2+;iw'(twmfm S,

52



Chapitre 4 Bornitude € Stabilité

par la condition (v) du théoréme (4.1), nous obtonons

QSU/Z<C/ 0X), X >do
< v/ / ZU<C’ VI (to X)X, X > drdo

< *25}7 <Cl( )X,X >< 0.

=1

En utilisant inégalité de Schwarz 2|(U, V)| < ||U]|> + ||V||?, nous obtenons

UABAF

S <y DIV O + o 1Y (5)]1%ds]

n ApAy_1Ap
Sy < Sy BEREE [ )| Z() |2 + Sy 1Y ()] 2dls]

n  vApAL 1Ag,
Sy < Sy PARREBG [ )|V ()12 + 0 12(5)|2ds]
ApA® _Ag

Sy < Ty == O ZON + S 12 (5)I1Pds) -

En réorganisant les termes nous avons

d n n A
d—V < — Z(SC(UéGi — AFZ) —vf3dy — Z (771‘ + UJ(AFz
t i—1 i=1 2
+AH—1AGi>>ri(t>] IY]* — [A#(MA; —v) = (Xi
i=1
ABApg-— 1
+B;¥<AE+AH1A@ﬁnuﬁme+2mMMNMF

ABAF

Ty
+3

=1

t 2
@0 —n-w)| [ Vel
ABAH 1Ag,

Ao —xalt-w)]| [ 1Z©)IPde

Si nous prenons

ApAp(Ag-1 +v)
2(1 — wi)

ABAH*1 AGi (AHA + U)

=xi >0 et ri(t) <,
21— ) X et ri(t) <~

:77i>07

23
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la derniere inégalité devient

n

d n
Vo< - Z&%w@—Aa%ﬂﬁ%—vZ@hWW
li=1 =1

— |AF (640 —v) —’Ysz} 1ZI1? + lle@® 111 2]

i=1
En utilisant (4.8), (4.6) et en prenant compte 1 = k nous obtenons :

d
dt

1 d 1
Gw = HROIEY o) V)

< etleml_ UéGi—AFZ,)—Uﬁ(SQ—’YZQi} Y|
=1

I
l—|HM3

o (048 —v) —vépi] 1Z]]. (4.9)

Par conséquent, si

n _ _ n 1
+ < min {Z be Vi, ;A,Fi) v Z 5APA )} .
=1 ? i=1 7

I'inégalité (4.9) devient

d
£W<t7 Xt7 sz Zt) S _W4(X7 Y7 Z)

ot Wy(X,Y,Z) = Ni(||[Y||* + || Z||?), pour un certain N; > 0. Il s’ensuit, par les
conditions (i) et (iv) du théoreme (4.1), que Wy(X,Y,Z) = 0 si et seulement si
X =Y = Z = 0 dans le systeme (4.4), et th(t, o) < —Wy(X,Y,Z) < 0 pour
¢ # 0. Ainsi, toutes les conditions de Théoreme 1.38 sont verfiées. Ceci montre que

toute solution de (4.2) est uniformément asymptotiquement stable, ce qui preuve
le Théoreme 4.1. ]

Exemple 4.2. Considérons le cas particulier de ’équation (4.2) ou
t t
T (t) y2 (1)

0.2 arctan y; 0
(YY) = .
O 1_|_y2 +

o4
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et pour un indice ¢ € {1,2,...,n}

F(X({t-r@®)) =

Lz (t—ry(

2021 (t —1e(t)) + %
Cao(t —1e(t)) + m%

2 + 0
JF[ (X) = 1+£ (+tm)? Y, y
0 e

—r el (t—re(1))
Go(Y (t— 1y (1)) = (591(?5 ¢ (1)) [e! +3])’

lys (t = 1 (1)) [el_yg(t—w(t)) + 3]

ou
gy () = 30+ L' VIO — 202 (1) 1 i),
g22(y2(t)) = 30+ Pl _ 2042 (t) el—yg(t),
et
H - ( it (24(2)) 0 ) At — ( G 0 )
0 hQQ({EQ(t)) ’ 0 Qf(())(s)t _i_% ’
- fft2 1
0 et+5)’ Lo, 1]
2(1+4t) 2
ou

hu(z(t) = o.og(sm( 1) )

(1 + (1))
~0.04 / cos(wa(t))
hoa(22(t)) = 9 ((1 + 23(1)) * 2)

Evidemment, H (X),¥ (Y),A,B,C et Jg, (X),Jg, (Y) sont des matrices dia-
gonales, donc elles sont symétriques et commutent deux a deux. Ensuite, par

un calcul facile, nous obtenons les valeurs propres des matrices H, V, A, B, C' et
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Jr,(X), Jg,(Y) comme suit :

sin 3
S = 0.015 <\ (H) = 0.03( ).
# = 0.015 < X\ (H)=0.03 (ETORE
0.04 / cosxo 7
H) = -1 <0.02=A
A2 (H) 9 ((1+x%)+2>_00 i
1
(SB - 53)\1(_8(75)):17“4—5, )\2(B(t)>:€_t+5§6:AB,
1 1
= < — -
oc 0.5 <\ (C(t)) 2(1—|—t)+2’
et 1
M (C(t) = —+=-<1=A¢,
2 2
1
1 < M (W = +1,
< M) =
Ao (U(Y)) = 0.2arctany; < 17; = f,
14
op, = <\ X)=l+——
Fy = l(JFe( )) +(1+|x2|)27
= 7< =
/\2 (JFZ(X)) 20 + (1 —|—€$1)2 < 3 AF[,
5Ge = (<N (JG/(Y)) = 911<yl(t)),
A (Ja, (Y)) = g2((t) <60=Ag,
9 1
= . < = — —.
dA 0.24333 < A\p (A(2)) 100(:ost+3
Un calcul simple donne
/ . 9 . / _ cost sint
A (A'(T)) —1Oosmt, Ao (A'(t)) TR
1
M(B'(t) = — Ao (B'(t) = —e!
(B0) =~ 2 (B(1) = —¢ 7,
/ _ 1 / gt
A (C'(t) = 72(14—15)2’ Ao (C'(t)) = —te " .

Il est facile de voir que’une vérification triviale montre que H est une matrice non

|

singuliére et nous avons

d B %hll(iﬁl(t)) 0
ﬁm_(d 0 4 oy ((t))

26
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ou

ihn(fﬁl(t)) = 0.03( cos(z1(t))  2a1(t) sin(z, t)))xll(t)’

dt T+ai(0)  (1+ah(t)
d ~0.04 /—sin(wy(t)) 2w cos(z2(t)) o
%hQZ(I'Q(t)) - 9 ((1—|—I2(t>) (1—|—{E%(t))2 ) 2<t)'

Ainsi, en utilisant la définition .9 et le Lemme .10, nous obtenons

d
Il = e { | S 0]

hmlax(0)| | = Do)

et

Pour ¢ € [0, +00),un calcul direct donne

t cos T 227 sin ry
62 ds < 0.03 — '(s)|d
By e s < 008 [0 Ly )] ds
0.04 - 2
n ( sin ZL; _ I9 COS 5622)1:,2(8) ds
< 003 wa(t) ( CoS u2 B 2u sin u2) Ju
wi®) 14w (1 +U2)
0.04 [e2(t)| —sinw 2v cosv
— 5~ 5)| dv
9 Ja |'1+4+w (14 v2)
0.04, p+oo |14 1%+ 2u
< (0.03+ — ———\|du
( 9 )/_oo (1+u2)2
0.04
= (0.03 + —)m,
9
ou
wi(t) = min{x1(0), ()}, wo(t) = max{z1(0),z1(t)},
et
p1(t) = min{za(0), z2(t)}, pa(t) = max{z2(0), z2()}.

En prenant v = 5 il s’ensuit que

1 50(?}5@ —AF) 20
= Nl L b= 042 . St
2)\]( ) _52 O, < Uﬁ el

o7
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1 er 1 Ay
= > — > — = (,082.
3 AF@ v 5A ’

Si nous prenons 7y (t) = exp (—EtQ) ,alors 0 < 7g(t) < yet
ry (t) = =20t exp (—&2) < wy pour 0 < w; < 1.
Ainsi, toutes les hypotheses (i) a (vii) sont satisfaites, nous pouvons conclure en

utilisant le Théoreme 4.1 que toute solution de (4.2) est uniformément asymptoti-

quement stable.

4.3 Bornitude

Dans le cas ou P(.) # 0. Nous avons le Théoreme suivant.

Théoréme 4.3. En plus des hypothéses du Théoréme 4.1, si nous supposons que

P est continue, et

1P < la(®)],

ot q € L1(0,00), L*(0,00) est I’espace de fonctions intégrables de Lebesque. ALors,

toutes les solutions de l’équation perturbée (4.3) sont bornées.

Démonstration. Nous considérons le systeme équivalent de (4.3)

X' =Y
Y' = HY(X)Z
(4.10)
Z':—A@)\If(Y) (X)Z - B(t) Sy Gi(Y)
B o Je (Y () H (X < >>z<s>ds
—C(t) Sy FAX) + CO) Sy Ji ) T, (X(9) Y (s)ds + P(2).

Gréce au (4.10) et (4.6) on a

d d
dtW(4 10) = £W(4 4)—|— < H™ (X)Z + vY, P(t) >

o8
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d
Comme %W(M) < 0 et notons que || X| <1+ || X]?, alors

d

Wiy < k(12 + 1Y Do)
< @+ 1Z12+ YD)
< B(IZI2 + 1Y I2)la(0)] + 2k la()]
< B g@®W + 2k1lg(0)),

e H

k
olt k1 = max{Apy-1,v}. soit & = max{2k;, — }, alors
ke w
W0y < kla()] + wla(t)|W.

Multipliant chaque membre de cette inégalité par e ™" Jyla(®)
t d t g
e F fo |q(s)|d5£W(4'1O) <e " fo |Q(8)|d8/{/|q(t>| L fo |Q(S)|dsﬁ|q(t)|w

nous intégrons par parties le membre gauche de cette inégalité de 0 a ¢, nous

95 nous avons

obtenons

T t t T
e I Ny ()| g [ e I I g () W () dr

t T t T
< Jy IRl g(r)ldr 4[] b O g (o)W ()

ainsi

e o sy (0, ) < 1 — e o lats)lds
ot ¢g = (X(0),Y(0), Z(0)). Comme [} |q(s)|ds < L pour tout ¢ > 0, nous avons
W(t, Xy, Yy, Zs) <W(0,¢0)e™ + [e"t — 1] pour t > 0.
Maintenant, puisque le membre droit est constant, et comme
W(t, Xy, Y1, Z;) > o0 quand [ X|? +[[Y]* + [|Z]* = oo,
il s’ensuit qu’il existe D > 0 tel que
XN <D, YOI <D, |2@)] <D vi=0,

ainsi que grace au systeme (4.10) on déduit

IX@I <O X' O <C [ X"@I <C v =0.

29



Perspective

Il reste beaucoup de questions ouvertes comme perspectives de recherche. Parmi

ces questions on peut notamment citer :

® Dans I'équation 2.1 si on suppose que la matrice G n’est pas inversible on
se propose de voir si les solutions des équations précédentes preservent leurs

comportements asymtotiques.

A (Quel est le comportement asymptotique des solutions de ’equation
/
(G(X(t))X”(t)) +AX"(t) + BX'(t) + H(X (t - r(t))) — P(t)?

® Dans le cas de ’équation 3.1 on se propose de rempalcer P(t) par P(t, X, X', X")

O Est ce qu’on peut avoir des résultats sémilaires dans le cas neutral 7 i.e 'equa-

tions

(X(t) +B8X(t— r(t)))m +AX"(t) + BX'(t) + H(X(t - r(t))> = P(t),

(X(t) +B8X(t— p(t)))m +AX"(t) + BX'(t) + H(X(t - r(t))> = P(t),
(X)X —r(1)) +AC)X" (1) + BOOX (1) +-H (X (1 -r()
(3004 BX(=p(1))) +ACOX" (1) + BOOX' (1) +-H (X (1= (1))

(GUXW)X"(0)) + AOX"(1) + BEOX(0) + H(X (1~ (1)) = P (1),



Annexe

Lemme .4. [/, 7, 75, 26, 76, 77] Soit D € R"™ ™ définie positive, pour tout

X € R", nous avons
0o | X [P< (DX, X) <Aq || X |,

ot 0q, Ay sont la plus petite et la plus grande valeur propre de D, respectivement.

Preuve. Nous rappelons que le théoréme spectral dans sa version matricielle
nous garantie que pour toute matrice symétrique réelle D, il existe une matrice
orthogonale P telle que la matrice A = PTDP soit diagonale, par suite il existe

une matrice orthogonale P et une matrice diagonale A telles que,
D= PAPT.

Notons {1, Ag, - -+ , A\, } 'ensemble des valeurs propres de D, elles sont toutes réelles

et sans perte de généralité nous pouvons poser

M <A <<y,

nous avons,
MO 0
0 A 0
A= ?
0 0 A,

Maintenant pour X = (X1, Xo, -+, X,,))T € R"onposeY = PTX = (Y1,Ys,---,Y,)T,

comme P est une matrice orthogonale (i.e PPT = I ) nous avons,

| Y |I?=|| PTX ||?= (PTX)TPTX = XTPPTX = XTPPTX =|| X ||?.
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D’autre part
(DX, X) = (PAPTX X)

= XTPAPTX
— (P"x) 4 (PTX) — (A(P"X),(P"X))

= (AY)Y) Z)\Zyl,
et nous obtenons
n n n 2
MIXP =M Y] = Z < DAY <Ay = M X1,
i—1 i=1 i=1

ce qui est bien
SallX|* < (DX, X) < Ag || X*

avec 0g = A1 ; Ag= N\, et (DX, X) = fj)\iyiz. O
i=1

Lemme .5. [/, 7, 75, 26, 76, 77] soit (Q, D) une paire de matrices n X n symé-

triques qui commutantent nous avons,

(i) les valeurs propres N\; (QD) (i = 1,2,...,n) du produit QD sont toutes reélles

et satisfont

min \; (Q) A, (D) <\ (QD) < max A\ (Q) M\, (D).

1<jk<n 1<j.k<n

(ii) les wvaleurs propres A\; (Q + D) (i =1,2,...,n) de la somme Q + D sont

toutes reélles et satisfont.

{mln/\ (Q) + min A (D)} <X (Q+ D)< {max)\ @) + maXAk(D)}.

1<j<n 1<k<n 1<5<n 1<k<n

Preuve.

Q@ et D sont deux matrices symétriques qui commutent alors tout espace propre
de @ est invariant par D et inversement. En effet si X est un vecteur propre de
() appartient a l'espace propre E) = Ker{Q — A} pour une valeur X\ de ) nous
avons,

QRX =)2X = QDX =DQX = \DX.
Ou bien DX = 0, ou bien il est vecteur propre de (). Dans les deux cas, il appartient
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a l'espace propre E).

Dans le cas ou toutes les valeurs propres de () sont distinctes deux a deux,
I’espace propre E) est de dimension 1 il sera donc engendré par un seul vecteur et
tous ses vecteurs seront proportionels I'un a I'autre, par suite il existe une constante
i1 € R telle que

DX = uX

donc si { X7, Xs...X,, } est la base orthonormée de R"™ composée de vecteurs propres
de () qui est une base de vecteurs propres communs entre () et D, on trouve une

matrice orthogonale de passage P et deux matrices diagonales )y et Dy telles que
Q= PQyP' e D=PDyP!

Dans le cas général nous supposons que la valeur propre A n’est pas simple alors
dim Ey =k # 1, soit B = {X7, X5...X}} une base de E) nous avons

k
X € Ey= DX, € Ey\= DX, =) ¢;X; pour tout ¢ € {1,2, ...k}
=1

Nous allons essayer de construire une combainaison des vecteurs qui sont propres

a la fois pour D et pour Q.
La matrice C' = (¢;5) € R¥*F est une matrice symétrique car nous avons pour
tout i,5 € {1,2,...,k}

cij = (X, DXy) = (X3, DX;) = ¢ji

k
Considérons un vecteur quelconque A = Y a,X; € F).
i=1

k k

T .
en posant U = [ay, ag,...ax]” , et en choisissant

k
pour je{1,2,...k}; D cja=ma; = CV =¥
i=1
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nous obtenons

X | X,
k X X
A = ZazXz = [al,ag, ...,ak] .2 =Vv 2
i=1 :
Xk | Xk
k k
et DA = Zulanj = Mlzanj = ,ulA
j=1 j=1
]
Xo
Donc le vecteur A = U | est un vecteur propre de D et de () (comme
Xk

combainaison linéaire de I'espace de vecteurs propres E) ) dés que le vecteur

U = [ay,as, ..., ak]T est un vecteur propre de C.

Or C' est une matrice symétrique donc il existe une base orthonormée B) =
{e1,¢€2,...,ex} de E\ et comme deux vecteurs X et Y propres de ) des valeurs

propres distinctes Ay # Ay sont orthognaux car
(A = W) (X, Y) = D X, V)= (X, W Y) = (QX,Y)—(X,QY) = 0 = (X,Y) =0

nous trouvons que l’ensemble
B= U A
AESPQ
est une base orthonormée de R™ composée de vecteurs propres de D et de Q au
méme temps.

Par suite il existe une matrice de passage P et deux matrices diagonales Qg et
Dy telles que
Q=PQyP' e D=PDP!

Nous avons donc

QD = PQuP 'PDyP!'=PQyDyP!
Q+D = PQuP '+ PDyP" =P (QP '+ DyP ") =P(Qo+ Dy) P~

(QoDy) et (Qo + Dy) sont des matrices diagonales donc les valeurs propres de QD

sont de la forme

Ai (@D) = X2; (@) M (D)
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et les valeurs propres de (@ + D) sont de la forme

Ai(Q+ D) =X (Q) + A (D).
Ces formes de valeurs propres garantissent les inégalités,

min \; (Q) A, (D) <\ (QD) < max A\ (Q) M\ (D).

1<jk<n 1<j.k<n

et

{ min A; (Q) + min A (D)} <N (Q+D)< {1max A (Q) + max Ay (D)} .

1<j<n 1<k<n <n 1<k<n
]

Lemme .6. [/, 7, 75, 26, 76, 77] Soit H(X) une fonction vectorielle continue et
differentiable telle que H(0) = 0 alors,

CZ(/; (H(aX),X}dJ) = (H (X),X').

Preuve.

Sous les hypotheses sur la matrice jacobienne Jj (X)) et la matrice H nous avons,

;ﬁ(/;(H(JX),)QdJ) = /(JJh(UX ) X' X da—l—/ "V do
O'Jh o X)X, X") da+/ (6X),X")do

o
(0Jy (0 X)X + H(0X),X')do

|
o\o\\

1 d ,

— (0H (6X)),X")do
da

1] d

_ [d (cH aX))] do, X’>

H (X),X')

—~

]

Lemme .7. Soit H(X) une fonction vectorielle continue et differentiable telle que

H(0) =0. Alors,

2 ! 2
on | X P<2 [ (H (0X), X)do < Ay | X |2
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ot 0, Ay sont la plus grande valeur propre et la plus petite valeur propre de Jy(X)

(matrice jacobienne de H ), respectivement.

Preuve.

Supposons les hypotheses sur la matrice jacobienne Jj, (X) et la matrice H, nous

avons

L HEX) = Jy (r X)X — H(X):/Oljh(TX)XdT

dr

1
— H(JX):/O oJn (o X) Xdr

donc du lemme (.4) nous avons

B lXIP < (n(o7X) X, X) < Ay | X))
— o0 | X|P <o (Jn(07X) X, X) < oA || X]?
1 1
- /0 ooy, ||X\|2d7‘§/0 o (Jn (o7X) X, X)dr
1
< [ onn|x|dr
1
— o0, | X|° < </0 oy (07TX) XdT,X> <ol |IX|
1
— /0 oo | X|? do < (H (6X), X) do
1
< /0 oA || X1 do
1 1
= S0 | X|° < (H (0X), X)do < S04 |1 X
—> 0 | X[ < 2(H (0X),X) do < Ay || X]|*

]

Lemme .8. Soit H (X) une fonction continue et differentiable sur R™ telle que
H(0) = 0. Alors

1. ({C()H(X),X) = [(Ct) (e X)X, X)do

2. JHC (t) H(o X)X, X)do = [y fy o(C (t) Ju(o7 X)X, X)dodr

3. (H(X),H(X)) =2y Jo o {(J(cX) Iy (10X) X, X) dodr.
ot on a supposé Uezistence de Jy(X) la matrice jacobienne de H.
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Démonstration. 1. On a

HX) = /01 Tu(oX)Xdo —> (C () H(X),X) = (C (1) /01 (o X)X do, X)

— (C()HX).X) = [ L (@) n(0 X)X, X)do
2. De la méme facon on a

H(cX) = /1 oJnp(oTX)Xdr

= / H(0X)X, X)do /01</01 oC (t) Jy(orX) X dr, X )do
= [(CWHEX)X X)do = [ [ o(C(t) ulorX)X, X)dodr
3. On a
S H (0X) H (X)) = 2{H (0X) i (7X) X)
= 2(Jp(cX)H (cX),X)
donc
(HX).H (X)) = [H (X)) = /1 jf, (H(0X). H (0X))d

Définition .9. Le rayon spectrale p (4) d’une matrice A est défini par
p(A) =max{A\/ A est une valeur propre de A}.

Lemme .10. Pour toute matrice A € R™™™, nous avons ||A|| = \/p (AT A) de plus

si A est symétrique alors
[All = p(A).

Preuve.

Pour une matrice réelle quelconque A la matrice AT A est éelle et symétrique

car

(ATA)" = AT (A7) = ATA
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nous appligons le lemme (.4)
Sa | X|I° < (ATAX, X) < A, ||IX]°

ol J, est la plus petite valeur propre de AT A et A, est la plus grande valeur propre

de AT A, nous avons

(ATAX,X) = (ATAX) X = XTA" (A7) X
= XTATAX = (AX)T AX = (AX, AX)
= [lAX|?

et pour X # 0

2
5a | X117 < (AX, AX) < A, | X|?> = da ”lT‘;(””

<A, =p(ATA).

Nous obtenons

X _ 7 JAX]| i ) ;
xSV = {||X|| /X ER {0}} IA]l < /o (ATA)

Considérons & présent un vecteur propre X, de la matrice A7 A associé a la valeur

propre la plus grande A, = p (ATA) , NOUS avons,
IAX|* = (AX,, AX,) = (ATAX,, Xo) = (DuXa, Xa) = Ao || Xl
ce qui implique

2
I AXG|
2
1 Xall

=N, =p(ATA)

nous avons donc

o AN (IAX] .
P =T S p{HXH/X <R {0}}§V”(AA>

[ P B
sup {2 L/ € B 0} = 141 = /o (A7),

Mainetnant dans le cas ou A est une matrice symétrique il existe une matrice

orthogonale de passage P et une matrice diagonale Aj telles que
A= PAP ' = A> =D = PAP'PA P! = PAZP!
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et la plus grande valeur propre de AT A = A? est bien le carré de la plus grande

valeur propre de A donc,

1Al = o (ATA) = /p(42) = (p(A))" = p(A)

]

Lemme .11. [72]( Gronwall) Soient k un nombre réel positif et f,g deux fonctions

continues sur l'intervalle |a,b], a valeurs positives telles que

t

ft) <k +/ f(s)g(s)ds pour tout, t € [a,b]

a

alors ,

f(t) < ke/a 9(s)ds pour tout, t € [a,bl.

Nous allons noter toutes les normes équivalentes d’un vecteur par || X|| pour tout

X € R"™ et toutes les normes équivalentes d’une matrice par ||A||pour A € R"*".
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RESUME

Dans le cadre de |'éude qualitative des équations différentielles ordinaires nous
allons établir des notions telles que la stabilité, la bornitude, I'ulitimate
bornitude et le carré intégrabilité pour la solution nulle ou bien toute les
solutions de certaines équations différentielles vectorielles non linéaires de
troisieme ordre ; par donner des conditions suffisantes en utilisant I'approche de
lafonction de Lyapunov- Krasovski.

Motsclés:

Fonction de Lyapunov- Krasovski; Stabilité; Bornitude; Ulitimate bornitude; Carré
intégrabilité; Equations différentielles vectorielles non linéaires de troisiéme ordre;
Stabilité asymptotique; Stabilité exponentielle; Stabilité asymptotique uniforme;
Dérivation le long des trgjectoires d’ un systeme.
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