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INTRODUCTION GENERALE

La digestion anaérobie a été découverte, il y’a plus de trois siecles, ou ils a été constaté
pour la premieére fois qu'un gaz inflammable pouvait se dégager d’une matiere organique
par décomposition. C’est lors d’un congres international de nomenclature chimique en 1892
que ce gaz fut nommé méthane.

La réduction de modele est un outil intéressant dans de nombreux contexte. Réduire
la complexité du modele serait tres pratique pour facilité ’étude du processus. La ré-
duction de modele des systémes linéaires est un sujet de recherche ou les méthodes sont
bien connues et disponibles. Cependant dans la pratique, on est souvent confronté a des
systemes non linéaires et la réduction de modele pour cette classe est un probleme de
recherche ouvert. Notre travail consiste en 1'utilisation de deux méthodes de réduction sur
le modele No.1 de la digestion anaérobie, une méthode de réduction linéaire et une autre
non linéaire.

Le présent travail est composé de trois chapitres :

— Dans le premier chapitre, nous présenterons le modele No.1 de la digestion anaérobie,
en exposant les différents processus existant en digestion anaérobie, ainsi que la
formulation des équations différentielles et algébriques. De la nous avons constaté la
complexité du modele ADMI.

— Le second chapitre sera consacré en premier lieu a un état de I’art sur les méthodes de
réduction existant dans la littérature. Dans la seconde partie, nous utiliserons 1'une
des méthodes de réduction appelée la troncature équilibrée linéaire.Cette méthode
sera détaillée et appliquée au modele ADMI.

— Dans le dernier chapitre, nous aborderons une méthode de réduction non linéaire.
Cette méthode nous l'utiliserons sur le modele ADM1, puis nous comparerons entre
le modele original et le modele réduit obtenu.

Enfin ce mémoire sera achevé par des conclusions.



Chapitre 1

LE MODELE No.l DE DIGESTION
ANAEROBIE(ADM])

1.1 Introduction

La digestion anaérobie est un procédé de traitement biologique des eaux usées, des
boues et des déchets organiques. Ce processus est réalisé par des bactéries et a lieu en ab-
sence d’oxygene, contrairement a la digestion aérobie qui est assimilée en présence d’oxy-
geéne; beaucoup de scientifiques, d’ingénieurs et d’entreprises sont engagés dans divers
aspects de cette technologie. En raison de I'importance de la digestion anaérobie comme
processus de traitement, différents modeles dynamiques ont été développés, ces derniers
sont plus ou moins complexes selon le nombres de processus biochimiques et physico-
chimiques mis en jeu. Le principe est décrit comme la conversion de la matiere organique
en biomasse puis en biogaz, composé essentiellement de méthane et de gaz carbonique. Elle
comporte quatre métabolismes différents : ’Hydrolyse des particules, Acidogénese, Acéto-
génese et la Méthanogénese. Parmi ces modeles, le modele ADM1 ( Anaerobic Digestion
Model N 1) a été développé par un groupe de chercheurs de ’association internationale
de I'eau (IWA) en 2002 [13], dans le but de produire une plateforme commune pour la mo-
délisation et la simulation des différentes équations différentielles et algébriques décrivant
les différentes étapes composant le processus de la digestion anaérobie dans un réacteur
biologique. Le modele ADM1 comprend 26 variables dynamiques, 19 processus cinétiques
biochimiques, 3 processus cinétiques de transfert de masse liquide-gaz, 8 variables algé-
briques et 86 parametres.
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1.2 Processus de conversion dans la digestion anaé-
robie

les processus de conversion représentés par le modele ADM1 peuvent étre de deux

types :

— Les processus biochimiques : processus catalysés par des enzymes intra ou extracellu-
laires. La désintégration des composites (et de la biomasse décédée) puis 1'hydrolyse
enzymatique conduisant a des monomeres solubles, sont des processus extracellu-
laires. La digestion de ces composés solubles par la biomasse est intracellulaire et
conduit a la croissance et le déces de celle-ci.

— Les processus physico-chimiques : processus non biologiques tels que la dissociation
ionique et les transferts gaz-liquides. L’expression de ces processus est importante
dans le modele car ils permettent d’intégrer entre autres les inhibitions et les débits
de gaz.

Ainsi, le modele ADM1 prend en compte a la fois les processus biochimiques liés aux
groupes biologiques différents mais aussi I’évolution physico-chimique des composés en
solution.

1.2.1 Structure des processus biochimiques

Le modele ADMI1 inclut trois principales étapes intracellulaires (acidogénese, acéto-
génese et méthanogénese) et les étapes extracellulaires de désintégration et d’hydrolyse
montrées sur la figure (1.1).
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FIGURE 1.1 — Processus Biochimique dans le modele ADM1(Bastone et al. 2002)

— La Désintégration et I’Hydrolyse
La Désintégration et I'Hydrolyse sont des processus biologiques extracellulaires. Elles
permettent, la solubilisation des molécules complexes en leurs monomeres utilisables en
biomasse. La dépolymérisation de ces macro-molécules conduit a la formation de sucres
simples (MS), d’acide aminés(AA) et d’acides gras a longues chaines (LCFA).

— Acidogénese

L’Acidogénese est la seconde étape du processus de conversion de la matiere organique,
elle transforme les produits de 1’étape d’Hydrolyse en acide gras volatils (AGV).

— Acétogénese

L’ Acétogénese est I'étape biochimique de formation d’acétate du COs et du Hy depuis les
produits d’hydrolyse et de 1’Acidogénese.

— Méthanogénese

La méthanogénese est la derniere étape du processus de conversion anaérobie, et consiste
a transformer l'acétate, I’hydrogene et le dioxyde de carbone en méthane CHy.
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1.2.2 Les Processus Physico-Chimiques

Les processus physico-chimiques sont inclus dans la digestion anaérobie, le systéme
physico-chimique peut étre définit comme un processus non biologique qui se déroule dans
les réacteurs anaérobies et donc ils sont intégrés dans le modele. Ces processus décrivent
principalement les phénomenes physiques et les réactions chimiques, comme le transfert
de gaz, la précipitation, les réactions acido-basiques.

— Les réactions acido-basiques
Puisque l'inhibition de PH est incorporée dans le modele, le comportement du PH doit

étre vérifié. La détermination du PH dans le modeéle se fait par la résolution de I’équation
de I’équilibre des charges.

ZSC+ = ESA+ (11)

> S.+ représente I'ensemble des cations, et Y S+ = 0 représente I’ensemble des anions.
Le bilan de charge mis en oeuvre par IWA est le suivant :

SA67 SP’I‘7 SBu* SVa,7 —
(1.2)

De I’équation (1.2), on peut calculer la concentration des ions H* comme suit :
S+ =2+ IV + K, (1.3)

S S S S

AVeC . 0 — Sc’at+ + SNHZ - SHCO; — 227 - 1P{27 - 1367107 — ;/0(187 — SAnf
Snuy = Sie = SNy
Sco, = Sie = Spco;
Enfin le PH peut étre calculé comme suit :
PH = —log(Sg+) (1.4)

— Les transferts liquide-gaz
La phase gazeuse en contact avec la phase liquide va atteindre un état stable. Lorsque
la phase liquide est relativement diluée, la loi d’Henry peut étre utilisée pour décrire la
relation d’équilibre :

KHpgaz,i,ss - Sliq,i,ss =0 (15>
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~ Dgaz,iss €t la pression de la phase gazeuse a 1’état d’équilibre du composant i.
— Slig,iss est la concentration de la phase liquide a I'état d’équilibre pour le composant
i.
— Ky est le coefficient de la loi d’Henry.
Il possible de déterminer le taux de transfert massique spécifique d'un gaz i a partir de la
relation :

Pri = kra (Sliq,iKHpgaz,i) (1-6)

I’ensemble du taux de transfert des composés gazeux est présenté dans la matrice de
transfert liquide-gaz sur la figure (A.1).

1.2.3 Les expressions des processus

Les étapes extracellulaires sont identifiées comme des cinétiques du premier ordre. les
étapes intracellulaires sont décrites selon trois expressions : croissance, déces et consom-
mation. L’ensemble des processus est alors exprimé sous forme de matrice appelée matrice

de Petersen (figure(A.3) et (A.4)).

La matrice de Peterson est la structure la plus largement répandue, elle est assez flexible
pour élaborer les modeles chimiques et biologiques. Une ligne représente un processus qui
est listé dans la colonne a gauche de la matrice, I'indice j est associé a chaque processus
qui varie de 1 a 19, par contre une colonne correspond a un composant qui est listé du
coté supérieur du tableau par leurs symboles et du coté inférieur par leurs nom et unité.
Les expressions cinétiques pour chaque processus sont marquées dans la colonne a droite
de la matrice notée p;. Les coefficients stochiométriques v;; font ressortir le rapport de
masse entre le composant dans les processus, le signe — c’est la consommation et le signe
+ c’est la production, parfois les parametres stoechiométriques sont représentés par le taux
de conversion de chaque substrat en biomasse Y.

Il y’a 19 processus biochimiques dans le modele ADM]1, les quatre premiers processus
sont la désintégration et 'hydrolyse, la cinétique adoptée dans cette étape et la cinétique
du 1°" ordre exprimée comme suit :

pPi = ]C]XZ
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Avec :

— p; : taux de consommation du substrat i, g COD/(m3.jr).

— k; : parameétre cinétique du composé particulier i,j .

— X, : composé particulier i, kg DCO/m?

le parametre kges est utilisé pour la désintégration, par contre les parametres kpyq—ch,
knhyd—prs knyd—i; sont utilisés pour I'hydrolyse des carbohydrates (ch), des protéines (pr), et

les lipides (li),respectivement.

Apres la désintégration et I’hydrolyse viennent trois autres étapes : 'acidogénese, 1'acé-
togénese et la méthanogénese des processus b a 12 qui représentent les processus de consom-
mation du substrat. Sept especes sont impliquées dans les trois étapes, a savoir les especes
utilisées dans la dégradation des sucres, des acides aminés, des AGLC, du valérate, du bu-
tyrate, du propionate, d’acétate ainsi que de I’hydrogene. La cinétique pour la description
du taux de consommation du substrat est de la forme :

_ S T .
pj = K Ks.,+5 Xili—j

Avec :

— p; : le taux de réaction du processus j, kg DCO/(m? j).

— K, @ le taux spécifique maximale de consommation du processus j, j '
~ Kg : consontration de demi saturation du processus j, kg DCO/m?

— S; : composant soluble utilisé (c-a-d Substrat), kg DCO/m?

— X; : composant particulaire (c-a-d Biomasse), kg DCO/m?

— I;_; : fonction d’inhibiteur i au processus j, kg DCO/m?

L’étape indispensable du processus biochimique est la disparition de la biomasse des sept
derniéres especes, du processus 13 a 19. Elle est décrite comme des cinétiques du 1¢"
ordre, d’ou l'utilisation de la méme formule donnée dans le processus de désintégration
et d’hydrolyse. Sept constantes kge.; représentent les taux de désintégration des especes
différentes.

Ainsi, le modele comporte 24 variables dynamiques et 19 processus biochimiques. Il ont
été implémentés dans la matrice de Petersen. Les processus 1 a 4 sont la désintégration
et I’hydrolyse, les processus 5 a 12 sont les processus de consommation du substrat et les
septs derniers processus de 13 a 19 sont la disparition de la biomasse des sept especes.
Cette matrice necessite 'utilisation de 55 parametres parmi lesquels des constantes de
demi-saturation (Kg), des taux de consommation (k,,) et des constantes d’inhibition (K;).
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1.2.4 Les Inhibitions

Différentes inhibitions sont prises en compte dans le modele afin de considérer I'in-
fluence du PH, de I'hydrogene, de I'ammoniac et d’une insuffisance en azote inorganique.
Celles-ci sont reportées dans la figure (A.G).

1.3 Méthodologie de la mise en équation du modele
ADMI1

1.3.1 Variables d’états dynamiques

Le modeéle ADM1 se compose d’'un systeme DAE (d’équations algébro-différentielles),
de 35 équations différentielles et d’une équation algébrique. Vingt neuf variables d’états
sont en fait des concentrations dans la phase liquide et la phase gazeuse qui sont listés
dans les tableaux (1.1) et (1.2). Les six autres variables représentent des concentrations
ionisées et sont listés dans le tableau (1.3).

TABLE 1.1 — Composés dans la phase liquide du modele ADM1

i | Composés Déscription i | Composés Déscription

1 Ssu Monosaccharides 2 Saa Acides aminés

3 Sta Acides gras longue chaines 4 S Valérate

5 Shu Butyrate 6 Spro Propionate

7 Sac Acétate 8 Sha Hydrogene

9 Secha Méthane 10 Sic Carbone inorganique

11 Sin Azote inorganique 12 S; Solubles Inertes

13 X, Composite 14 X Glucides

15 Xpr Protéine 16 X lipides

17 X Sucre dégradé 18 X Acides aminés dégradés
19 Xtaq Acides gras longue chaines dégradés || 20 X Valérate et propionate dégradés
21 Xpro propionate dégradés 22 Xae Acides acétiques particuliers
23 Xaa Hydrogene 24 X; particulaire Inertes

25 Seat cations 26 San Anions

Rappor - gfafaf'f.com {1}
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TABLE 1.2 — Composés dans la phase gaseuse du modele ADM1

i | Composés Déscription
33| Sgco, dioxyde de carbone
34 Sgcn, Méthane
35 Squ, Hydrogene

TABLE 1.3 — Composés des concentrations ionisées dans le modele ADM1

i | Composés | Déscription
27 Sva- Valérate
28 Spu- Butyrate
29 Spro- Propianate
30 Sy Acétate
31 Suco, Bicarbonate
32 SN, amoniaque

1.3.2 Mise en équation du modele ADM1

Ce paragraphe décrit la mise en équation du modele ADM1. Le digesteur anaérobie est
considéré comme un réacteur completement agité a un seul étage (CSTR), ainsi le modele
utilisé est basé sur ce type de réacteur représenté par la figure (1.2).

> qsa
E‘gﬂs 1- Pmsl
(ras Phase ) Efgns.! P
q\ pgaT v ERs 5’;:15.3- Pess
Liguid FPhase Vig
gl.n —> Sigl ——» g‘_’_“
= Biochemicaland ~ Stg2 ]
55 . & S.
i Physico-chemical - Va2
' Conversion processes
: <
XiIL;: Tig. 34 Xl;q.li

FIGURE 1.2 — Schéma typique d’un digesteur anaérobie du type CSTR
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Selon I'équation du bilan de matiere, 1’état de chaque composant dans la phase liquide
peut étre exprimé par I’équation suivante

dScllZz“,wv = %(Si,in —8;) + Zjlil PiVij 1=1...12
dXiigi . Qin (X o X) + 219 o 19 924 (1.7)
dt = Vi i,in i j=1 P5Vi,j 1= .

p; est le taux de réaction du processus j et v; ; est le coefficient stoechiométrique du

composant i impliqué dans le processus j, qui sont regroupés dans la matrice de Petersen
(voir figure (A.4) et figure (A.3)).
Dans le modele ADM1, I’équilibre du carbone est considéré pour toutes les réactions
biologiques pour empécher des pertes dues aux différences dans les parametres de fraction
du modele. Ceci est réalisé en définissant la teneur en carbone C; dans tous les composants
du modele afin de satisfaire le bilan massique du cabone pour chaque réaction par le
biais du carbone inorganique S;.. En conséquence, la stoechiométrie de S;. est définie par
I'équation (1.8) pour toutes les réactions.

v j =1...19 V10,5 = — E}i{z% Cﬂ)i,j (18)

Avec C; est la teneur en carbone du composant i.
De méme, en définissant la teneur en azote N; de tous les composants du modele, I’équation
(1.9) est appliquée pour réaliser I’équilibre de 1’azote.

V: j =1...19 V11,5 = —leizzﬁo Nﬂ)i’j (19)

les bilans massiques du carbone et d’azote sont importants pour modéliser le systeme.
Le carbone et I'azote inorganique sont sources de la concentration en bicarbonate et en
ammonium respectivement (voir Annexe (A)).

L’expression mathématique pour les différents gaz en phase gazeuse est donnée comme
suit :

Booss — Qo g 4 pr il i=33,34,35 (1.10)

ol Vyqs est le volume total du gaz dans le réacteur et pr; est la vitesse de transfert des
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gaz appropriés aux composantes Syas.cha;, Sgas,Har Ogas,cos AVEC

Pyasihs = Sgashy * Toel (1.11)
Pgas,CHs = Sgas,CH, * “ogr (1.12)
Pgas,COs = Sgas,cO, ¥ R Top (1.13)
Dgas = Pgas,hy T Pgas,CHs + Pgas,COs (1.14)
Qgas = kp * (Pgas — Patm) * ;2= (1.15)

ot k, est le coefficient du flux de sortie, pu, est la pression atmosphérique. @) gq. est la
sortie du débit du Biogaz. py,. est la pression du biogaz donnée par la somme des pressions
partielles de I’hydrogene, le méthane, le dioxyde de carbone et eau, ainsi

Pgaz = Sgaz—Hg%é)p + Sgaz—CH4 Rg:fp + Sgaz—C’OQRTop + PH0 (116)

R étant la constante des gaz parfaits.

les équations différentielles de ’anion et le cation sont simplement définies par I'effet
de dilution du réacteur, car ils sont non réactifs, ce qui donne I'équation (1.17)

=Qn(S,, —S) i=2526 (1.17)

Tandis que les dynamiques de ’acide dissocié et de 'ammoniac libre sont donnés par

S0 — _pai i=27.....32 (1.18)

ot pa,; sont les taux cinétique acide-base, ils sont suggérés dans [17] (2002), (voir la
figure (A.2))
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1.4 Le point d’équilibre du modele ADMI1

Le point d’équilibre du modele ADMI1 correspond a 1’état d’équilibre du digesteur
anacrobie. Sur le papier de [13] les résultats des simulations de I’état d’équilibre du modele
ADMI1 ont été présenté. voir sur la figure (A.5).

1.5 Conclusion

Le modele No.1 de digestion anaérobie (ADM1) a été présenté dans ce chapitre. Ce
modele est tres intéressant en ce qui concerne la précision des simulations si le réglage
des parametres s’avere possible pour le type de substrat qu’on veut utiliser. Cependant
sa complexité est un gros handicap pour faire de I'optimisation ou synthétiser des lois de
commande basées sur le modele. De plus il est difficile a implémenter numériquement.De
la nous avons envisagé ’approche des méthodes de réduction que nous aborderons dans le
second chapitre.



Chapitre 2

Réduction du modele ADMI1 par la
troncature équilibrée linéaire

2.1 Introduction

Les techniques de réduction des modeles dynamiques permettent 1’obtention de mo-

deles de dimensions réduites, ce qui simplifie 'analyse et la commande des systémes d’ori-
gine. Dans le cas des systemes linéaires, les résultats sont bien établis et d’usage courant
par contre, pour les systémes non linéaires, divers méthodes ont été mises au point cha-
cune avec ses avantages et inconvénients et font toutes usage de méthodes numériques
sophistiquées.
Notre projet consiste a utiliser une méthode de réduction afin de réduire le modele No.1
de digestion anaérobie. Deux méthodes ont déja été appliquées sur ADM1, il s’agit d’une
méthode présentée dans le papier [14] appelée la méthode d’homotopie, ¢’est un moyen
qui permet d’associer les valeurs propres et les variables d’états du systeme dynamique. Le
principe réside dans le choix d'un systéeme dynamique simplifié et dont les états peuvent
étre reliés aux valeurs propres du systéme linéarisé tangent correspondant. Alors cette
méthode a permis de réduire le modele ADM1 a onze équations différentielles. La seconde
méthode utilisée pour la réduction du modele ADM1 est présentée dans [3], une technique
d’analyse en composante principale (PCA) a été étendue et appliquée pour simplifier le
modele ADM1. La méthode montre que les principales caractéristiques du modele pour-
raient étre obtenues avec un minimum de deux réactions. Le modele réduit a reproduit la
dynamique du processus de fagon tres précise.
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2.2 Etat de ’'art sur les Méthodes de Réduction

2.2.1 Réduction par troncature equilibrée linéaire

Moore (1981)[10] a introduit la réalisation équilibrée dans le but de I'utiliser comme
un outil de réduction de modele. L’idée est que les valeurs singulieres du grammien de
commandabilité correspondent a la quantité d’énergie qui doit étre mise dans le systeme
afin de déplacer les états correspondants. Pour le grammien d’observabilité, ses valeurs
singulieres se rapportent a 1’énergie qui est générée par les états correspondants.

Si un systeme linéaire est sous forme équilibrée, les valeurs singulieres de Hankel four-
nissent une mesure de I'importance des états, parce que I'état avec les plus grandes valeurs
singulieres influence le plus le comportement entrée-sortie. Ceci est directement lié a la ré-
duction de modele, ainsi les états qui contribuent tres peu au comportement entrée-sortie
peuvent étre supprimés.

2.2.2 Réduction par troncature équilibrée non linéaire

La troncature équilibrée des systemes non linéaires stables a été introduite par Scherpen
(1994) [15], 'énergie d’entrée passée et I'énergie de sortie future sont définies comme
des fonctions de commandabilité et d’observabilité, et jouent un role dominant dans la
troncature équilibrée non linéaire. Leurs caractéristiques sont étudiées et imposées afin de
transformer le systeme non linéaire en forme équilibrée. Les fonctions des valeurs singulieres
de Hankel sont définies et jouent un réle similaire aux valeurs singulieres de Hankel dans
le cas linéaire, nous pouvons décider si oui ou non une composante d’état influe sur le
systeme d’une maniere forte ou faible. Cette analyse aboutit a un outil de réduction de
modele. Cependant, le calcul de ces fonctions d’énergie est coliteux en calcul et le résultat
est rarement une solution explicite. Pour ces raisons, il est tres difficile d’appliquer cette
méthode a des problemes a grande échelle.

Dans le papier de Lall S, Marsden JE, Glavaski S (1999) [9] une nouvelle méthode de
réduction des modeles des systemes non linéaires est introduite appelée la décomposition
de Karhunen-Loeve de 'espace d’état. L’idée centrale est d’utiliser les données obtenues
pour identifier les dynamiques les plus pertinentes du point de vue entrée-sortie.

Hahn J et Edgar TF (2000) [5], présentent une approche pour la réduction de modele
non linéaire, basée sur la réalisation équilibrée des grammiens empiriques de commanda-
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bilité et d’observabilité et la projection de Galerkin. La premiere étape consiste a trouver
une réalisation équilibrée des grammiens empiriques d’observabilité et de commandabilité
afin de déterminer les états qui ont le plus contribué au comportement entrées- sorties, la
seconde étape consiste a effectuer une projection de Galerkin sur les états correspondant
aux plus grandes valeurs singulieres de la réalisation équilibrée. La projection de Galerkin
est basée sur I'idée que la dynamique d’un systeme peut étre remplacée par la dynamique
basée sur un sous espace du systéme original. Cette méthode a ’avantage de nécessiter
que de simples calcules matricielles pour la réduction des modeles non linéaires.

Dans le papier de Lall S, J Marsden, et S Glavaski (2002)[8] une nouvelle méthode
de réduction pour les systemes de commande non linéaires est présentée. Cette méthode
évite certaines difficultés rencontrées dans le calcul des fonctions énergétiques présentées
par Sherpen [15], cette méthode consiste & construire une réalisation approximativement
équilibrée, qui nécessite seulement des calculs matriciels standards. L’approche présentée
ici utilise en premier des données de simulation ou expérimentation et identifie les états du
systeme qui ne sont pas affectés par les actionneurs, et qui affectent le plus les capteurs.
Ensuite il s’agit de construire une réalisation équilibrée empirique pour les systemes non
linéaires, qui coincide avec la réalisation équilibrée pour les systémes linéaire. Enfin une
projection de Galerkin est appliquée a la réalisation équilibrée pour construire un modele
non linéaire de faible dimension.

Dans 'article de Fujimoto K et D Tsubakino (2006) [4], un algorithme de calcul de
la réalisation équilibrée et la troncature basée sur le développement en série de Taylor
est proposé, ou deux ensembles d’équations aux dérivées partielles sont a résoudre. Le
premier est un ensemble d’équation Hamilton-Jacobi-Bellman et une équation de Lyapunov
pour obtenir les fonctions d’observabilité et de commandabilité. L’autre est une équation
algébrique non linéaire par rapport aux fonctions de commandabilité et d’observabilité
pour obtenir une transformation de coordonnées qui convertit le systeme non linéaire en
réalisation équilibrée.

Krener, A. J. (2008) [7] a présenté une méthode plus intrinseque de la réduction de
modele non linéaire. Il a introduit la forme normale pour les fonctions de commandabilité
et d’observabilité et a montré qu'un systeme non linéaire peut toujours étre ramené a
cette forme par des changements locaux. Les parametres de cette forme normale indiquent
I'importance relative des coordonnées de ’espace d’état du systeme. Ensuite il a proposé
une nouvelle interprétation de la troncature équilibrée linéaire qui peut étre étendue a un
systeme non linéaire.

Bouvrie J, Hamzi B (2011) [6], ont introduit une nouvelle approche de réduction de
modele non linéaire, en s’appuyant sur les progres récents dans l'apprentissage automa-
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tique et la réduction de dimensionnalité statistique. La méthode repose sur I'hypothese
que le systéeme non linéaire se comporte linéairement lorsqu’il est plongé dans un feature
space de dimension élevée, ou la troncature équilibrée peut étre effectuée. Cela conduit a
une application non linéaire dans un espace de Hilbert a noyaux reproduisants qui permet
de générer un systeme dynamique de faible dimension, pour donner un systeme dynamique
réduit qui garde les caractéristiques entrée-sortie essentielles du modele original.

2.3 Troncature équilibrée d’un systeme linéaire

Soit le systeéme linéaire suivant :

(2.1)

A

2(t) = F(Z(0),u(t). ()
X = h

ou Ae R™ B € R™ et C' € R

Définition 1. [10] : Les fonctions de commandabilité et d’observabilité d’'un systeme
linéaire sont définies respectivement comme :

S e N
wela(—o0, 0) 7 (2.2)
x(foo):O,I(O) =Xy
et
Lo(zo) = 5 Jo° [ly(@)[]2dt , z(0) =z, , u(t) =0 ,0<t < o0 (2.3)

La valeur de la fonction de ¢ommandabilité a z( est la quantité minimum d’énergie

d’entrée nécessaire pour atteindre ’état xq a partir de I’état zéro, et la valeur de la fonction
d’observabilité est la quantité d’énergie de sortie générée par 'état xg.

Théoréme 2.3.1. [15] : Soit le systeme (?7). Alors L.(zo) = saf W, 'z, et Lo(z) =
saiWoxo, ou W, = [5° e BBTeA dt est le grammien de commandabilité et W,

I A CTCeMdt est le grammien d’observabilité. De plus, W, et W, sont symétriques,

définis positifs et sont les uniques solutions des équations de Lyapunov.

AW, + W, AT = —BB”

AW, + W,A = —CTC (24)

Théoréme 2.3.2. [10] : Les valeurs propres de W.W, sont invariantes, c’est a dire, elles
ne dépendent pas du choix des coordonnées de 'espace d’états. Il existe une représentation
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d’espace d’états ou :

o1 ... 0
E::Wc:WOZ Lol (2.5)
0 On
Avec 01 > 09 > --- > 0, > 0 sont les racines carrées des valeurs propres de W,.W,. Par
ailleurs les ols,i = 1,...,n sont les valeurs singulieres de Hankel.

Deux autres représentations peuvent étre obtenues a partir de 1’équation (2.5) par chan-
gement de coordonnées : x = X71/2% et x = R'/27.

Le systeme dont les Gramiens vérifient ’égalité ci-dessus est appelé réalisation équili-
brée et la transformation x = T'Z est nous avons :

W, = TW.TT

(2.6)
W, = (T-HY"W, 1!
Ou T représente la matrice de transformation avec x = T'z. De cette fagon nous avons la
réalisation équilibrée de notre systeme :

z(t) = TAT'#(t) + TBu(t)
. (2.7)

y(t) = CTi(t)
Théoréme 2.3.3. [15] : Borne d’erreur
Supposons que les valeurs singulietres de Hankel verifient :

01> ...0 > 0Ofg1 > ... > 0p

G est obtenu par troncature & 'ordre k d’une réalisation équilibrée alors :

G — Glloo < 2(0ps1 + ... +0n) (2.8)

Nous enlevons les composantes de xj1,...,2, qui correspondent aux petites valeurs sin-
gulieres de Hankel o41,...,0,, (petites par rapport au reste des valeurs singulieres). Le
systeme d’ordre réduit constitue une bonne approximation du systeme original.
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2.4 Réduction du modele ADMI1

2.4.1 La linéarisation du modele ADM1

Le modele ADM1 est un systeme non linéaire qui s’écrit de la forme :

t = f(z,u)
{ PE— (29)

Avec : f(x,u) correspond a I’ensemble des équations (1.7), (1.10), (1.17) et (1.18), u = Qin
et h(x) = Quas équivalent a I'équation (1.15).

Il a été linéarisé autour d’un point d’équilibre (A.5) et rendu sous la forme (?7).
Avec :

_ of _ of __ Oh
A=Gl ~ B=5| ,C=%5
T=Teq,U=Ueq T=Teq,U=Ueq

T=Teq

ott A€ R¥*35 B € R¥*! et C' € R,

Etant donnée la complexité du modele ADM1, Poutil Maplel3 a été nécessaire pour
calculer les matrices A, B et C.

2.4.2 Réalisation équilibré du modele linéaire de ADM1

Nous avont utilisé M AT LAB pour les grammiens transformées W, et W, de 'équation
(2.6) et la matrice de transformation linéaire T € R3**3°. Nous avons obtenu une réalisa-
tion équilibrée de notre systeme qui s’écrit de la forme (2.7).

2.4.3 Troncature équilibrée du modele ADMI1

Pour la réduction de modele, les états qui ne contribuent pas énormément dans le
comportement entrées-sorties peuvent étre enlevées, c’est a dire les valeurs singulieres de
Hankel les moins dominantes sont négligeables.
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Nous avons visionné les valeurs singulieres de Hankel illustrées par la figure(2.1). Les états
les moins commandables et peu observables sont représentés par zéro ou sont proches de

zéro.

les “aleurs Singuliéres de Hankel
0.08 T T

0.05F

0.04 |

=
=
o

“aleurs Singuliéres (gi)

=
=
3

0.01F

5 10 15 20 25 30 35 40
Mombres d'états du modéle ADM1

FIGURE 2.1 — Les valeurs singuliere de Hankel

Sur la figure (2.1), on remarque qu’a partir de I'ordre 5 les valeurs singulieres sont
presque nulles. Nous allons calculer la borne d’erreurs (2.8) pour avoir la meilleure ap-
proximation du modele réduit.

TABLE 2.1 — Borne de l'erreur

Ordre de modéle réduit | [|G(s) — G(8)red oo | 227 i1 O
1

6 20786e — 07 1.7739e — 07
) 1.649¢ — 06 1.91564e — 06
4 4.3022e-05 4.3289e-05
3 1.590e — 04 2.0200e — 04

Le tableau (2.1) désigne la borne d’erreur pour différents ordres, a l'ordre 3 nous
constatons qu’il y a une perte d’information importante. Cependant il semblerait que
I'ordre 4 représente le choix raisonnable conduisant a un systeme réduit. Alors au final
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nous avons un systeéme réduit d’ordre 4 suivant :

i, = A.x+ Bou
Yr = Crx

Avec :

—2.629.1072 5.855.1072 —1.9638.1072 1.816.1072
—5.855.1072 —2.440.107'  1.6431.107' —1.722.107!

A, =
1.963.1072  1.642.10~' —3.2731.10~' 7.153.10°!
1.816.1072  1.722.10~' —7.1530.10~" —2.015
—5.169.102
| —5.141.72
"1 1.909.1072
1.788.1072

Cr:[—5.169.10‘2 5.141.1072 —1.909.102 1.7886.10—2]

La figure(2.2) représente le tracé de Bode entre le systéme original et le systeme réduit,
comme on peut le voir les deux systemes se comportent de maniére tres similaire.

Bode Diagram

Magnitude [dB)

20 1 1 1 1
360

T
aystéme originale35)

270l ayatéme rédut(4) H

Phaze (deq)
=
o
T

w
[=]
T

o
T

1 1 |
10° 10 100 10* 10°
Frequency (racis)

FIGURE 2.2 — Tracé de Bode du systeme original avec le systeme réduit

Nous pouvons aussi représenter les réponses impulsionnelle et indicielle pour comparer
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les deux systémes. Ainsi sur la figure (2.3), en comparant les deux systémes nous pouvons
voir que le modele réduit represente une bonne approximation du modele original

w 10‘3 Impulze Response
3 T T T T T T T T T
systeme originale35)
2h aystéme réduit(4)
=
= 1 .
g
D N
- 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 &0 an 100 120 140 160 180 200
Time (seconds)
Step Response
0 L [ L] I ! ! !
o 005 F —
=
=
[=%
£ 0 4
_DDS 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 an 100 120 140 160

Time (seconds)

FIGURE 2.3 — Réponses impulsionnelle et indicielle du systeme original et réduit

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé un état de ’art sur les méthodes de réduction. nous
avons présenté et appliqué une de ces méthodes sur le modele ADMI1 appelé troncature
équilibrée linéaire, cette méthode nous a permis de réduire le nombre d’états du systeme
original d’ordre 35 a 'ordre 4. L’utilisation de cette approche a assuré une approximation
du systeme initial par un systeme de dimension réduite tout en préservant les propriétés

entrées-sorties.



Chapitre 3

Méthode de réduction non linéaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons procéder a la réduction du modele ADM1 par I’approche
proposée en [6]. L’approche consiste tout d’abord & supposer que le systéme non linéaire
se comporte linéairement lorsqu’il est plongé dans un feature space de dimension élevé,
apres nous réalisons une troncature équilibrée équivalente aux techniques linéaires dans le
feature space pour enfin construire un modele non linéaire d’ordre réduit.

3.2 Troncature équilibrée des systéemes non linéaires

Nous considérons un systeme non linéaire de la forme :

(3t

Avec : x € R", u € R™, f(0,0) = 0, h(0) =0 et x(0) = x¢. Le linéarisé du systeme (3.1)
autour de l'origine est commandable, et & = f(x,u) est asymptotiquement stable.

Nous présentons dans 'annexe B quelques rappels mathématiques utiles pour la compré-
hension de la suite de ce chapitre.
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3.2.1 Grammiens Empiriques dans RKHS

- LE GRAMMIEN EMPIRIQUE DE COMMANDABILITE

Nous estimons le grammien de commandabilité en excitant chaque coordonnée de ’entrée
avec des impulsions tout en placant xo = 0. Soit u’(t) = d(t)e; le i®™¢ signal d’excitation,
et soit x'(t) la réponse correspondante du systéme.
Nous formons la matrice X (t) = [z!(t)...2™(t)] € R™™, de sorte que X (t) soit considérée
comme une matrice de données.
Alors W, € R™" est donnée par :

W, =L [ X)X (t)dt (3.2)

T m

Nous pouvons approximer cette intégrale en échantillonnant la matrice de données X ()
dans un intervalle fini [0, 7], cela conduit au grammien empirique de commandabilité :

A

W, = L3N0 X (&)X (¢:)" (3.3)
- LE GRAMMIEN EMPIRIQUE D’OBSERVABILITE

le grammien empirique d’observabilité est estimé en fixant u(t) = 0, nous mettons
T, = e; pour i = l...n, nous mesurons les réponses du systéme correspondant y'(t). Les
réponses sont assemblées dans une matrice Y (t) = [y'(¢)...y"(t)] € RP*™.
Le grammien d’observabilité W, € R™" est défini par :

W, =21 [>Y#)YT(t)dt (3.4)

TP

De méme en échantillonnant la matrice de fonction Y'(¢) sur un intervalle [0,77], nous
obtenons le grammien empirique d’observabilité.

W, = L XX, V()Y (t) (3.5)

ot Y (t;) = YT (t), la matrice Y(t;) € R™ peut étre considérée comme une matrice de

données avec les observations :

di(t:) = (yi(ts) ...y} (t:))" € R"j=1...p,i=1...N. (3.6)

De sorte que d;(t;) correspond a la réponse a l'instant (¢;) de la sortie de coordonnée j,



Chapitre 3. Méthode de réduction non linéaire 24

pour chacune des conditions initiales xg = e, , k = 1...n.

3.2.2 Analyse par composantes principales a noyaux (Kernel
PCA)

Kernel PCA [1], [16] est une extension du PCA (voir Annexe B) aux distributions non
linéaires, au lieu de faire directement le PCA, les points de données d’origine sont plongés
dans un feature space de dimension élevée défini par un feature map : & : R* — F.
PCA dans feature space conduit a un algorithme appelé Kernel PCA. Compte tenu de
I’ensemble des données = := {xZ}ZN:1 € R", I'ojectif est de trouver les vecteurs propres v et
les valeurs propres A de la matrice de covariance C dans le feature space, ot :

C, = L3N, B(x) © B(x) (37)

Avec @(z) @ ®(x) = (P(z),.)P(x) désigne le produit tensoriel entre deux vecteurs en H.
Nous supposons que les données sont centrées dans le feature space afin que >.7*; ®(z;) = 0.
les principaux sous espaces sont calculés par diagonalisation de C,, mais comme cela est
montré dans [1], on peut former la matrice (K);; = K(x;,z;), ¢ = 1...N et résoudre le
probleme des valeurs propres :

Ko = NXa (3.8)

Sic

Il existe des coefficients «; . .. o, de sorte que :

v; = SN, 0 ®(x) (3.10)

Les valeurs propres «; de K sont alors normalisées, de sorte que les vecteurs propres v; de
C, ont une norme unité dans le feature space.

Nous devons trier les vecteurs propres selon les amplitudes des valeurs propres cor-
respondantes dans l'ordre décroissant et former la matrice V, = [v1...1,] , 1 < g < n,
Les premiéres composantes principales q du vecteur z = ®(Z) dans le feature space sont
données par V.
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par similitude nous formons la matrice :
A=l ... a 1 < g <min(n,N) (3.11)

les composantes principales dans feature space peuvent étre calculées dans ’espace d’ori-
gine avec les noyaux en utilisant

Tl(x) = ATk(z) (3.12)

ou k(z) = (K(z,21),...,K(z,zn))T"

3.2.3 Réduction d’ordre de modéele

On consideére le systéme non linéaire de 1’équation (3.1). D’apres [6], 'approche propo-
sée commence par la construction d’estimation empirique du grammien de commandabilité
et d’observabilité dans le feature space. Notons d’abord que le grammien empirique de com-
mandabilité peut étre considéré comme covariance d’un ensemble d’échantillons de N.m
vecteurs mis a ’échelle par T.

We =150 X(t)XT(t) = Lo N Sy 2 ()27 (t)T (3.13)

Et le grammien empirique d’observabilité peut étre considéré de méme, comme covariance
d’un ensemble d’échantillons de N.p vecteurs.

Wo = o S X5 ds(t:)ds ()" (3.14)

On peut donc considérer trois quantités d’'intérét :

— Le noyau de commandabilité K, € RN™Nm

(Ke)w = k(zy, 2,) = (@(x,), ®(2,)) p (3.15)

pour u, v=1.Nm
— Le noyau d’observabilité K, € RNP*Np
(KO)MV = k(d,uu dl/) = <(I)(du)7 q)(du»F (316)

pour i, v =1..Np
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— Le noyau de Hankel K, . € RNpxNm

(Koe) = Fdy, x,) = (@(dy), ®(2,)) p (3.17)

pour y=1..Npet v=1..Nm.

les racines carrées fles valeurs propres non nulles de la matrice K,.K!, sont les valeurs

o,c

simgntieres empiriques de Hankel du systeme plongé dans le feature space, pour cela K,
est appelé noyau de Hankel par analogie avec le cas linéaire.

En PCA et KPCA les données sont centrées, alors dans notre cas cette question doit étre
considérée avec une certaine prudence. Nous avons deux ensembles distincts de données :

— Les échantillons d’observabilité : soit ¥ la matrice dont les colonnes sont les échan-
tillons d’observabilité plongée dans le feature space

— Les échantillons de commandabilité : soit ® la matrice construite a partir de la
matrice de fonction X(t)

Alors nous avons :

K,=¥'0 K, =0'd e K, =0T (3.18)

En supposons 1,4, 15 la longueur des N, M vecteurs qui représentent respectivement N
échantillons de données d’observabilité et M échantillons de données de commandabilité.
Nous pouvons définir les versions centrées sur les matrices ® et U dans le feature space :

d=o—plL V=0 — 17 (3.19)

Puisque nous ne pouvons pas calculer . et p, explicitement a partir des données , nous
pouvons calculer f(o,c = UPT, en remplacant . := N~ 1®1y et p, := M~1W1,,, et nous
obtenons :

f(o,c = (- Ncl}\F/I)TOII - /14017]\})

(3.20)
= Koo— xKoodn1h — 11T Koo + o 1l Ko In1g


https://www.rapport-gratuit.com/

Chapitre 3. Méthode de réduction non linéaire 27

Nous aurons aussi besoin de la version centrée d’observabilité empirique en feature map.

ko(z) := UTD(z) = (K(,dy),. .., K(z,dy))" (3.21)

La version centrée d’observabilité empirique en feature map suit le méme raisonnement
du noyau de Hankel.

Fo(w) = (P — pol i) (P(x) — 1))
(3.22)
= ko(z) — 2 Koely — L1101, Ko(2) + T 1n 15 Ko el

Pour la suite nous considérons que les notations K, . et K,(z) sont les versions centrées.

Avec les quantités définies ci-dessus, on peut co-diagonaliser les grammiens empiriques
(Réalisation équilibrée) et réduire la dimension des variables d’états (Troncature) dans
le feature space ou nous avons supposé que le systeme se comporte de facon linéaire,
I'ordre du modele peut étre réduit en éliminant les petites valeurs singulieres de Hankel
{Eii}?:qﬂ'

La troncature équilibrée dans le feature space est définie d’apres [6] de la fagon suivante :

Théoréme 3.2.1. [6] La troncature équilibrée dans le feature space peut étre effectuée
par 'application de la réduction de I'espace d’état II : R™ — R? qui est donnée par :

(z) = T, ko(), r e R" (3.23)

ou Ty = V¥,V si K, KL, = VE2VT, et k,(x) I'application empirique d’observabiilité.

Nous pouvons démontrer I’équation(3.23) de la fagon suivante :
Soit X = ®®7 le grammien de commandabilité dans le feature space équivalent a 1’équation
(3.13), et soit Y = WUT le grammien d’observabilité dans le feature space équivalent a
I'équation (3.14).
Avec : ® la matrice dont les colonnes sont {®(27(z;))}, i = 1..N , j = 1l..m, et ¥ la
matrice dont les colonnes sont {®(d;(¢;))}, i = 1...N, j = 1...p. Par définition nous savons
que : K(x,y) = (®(x), ®(y))r, nous avons aussi que K, = UTU et K, = ¢TP.

Nous réalisons maintenant la réalisation équilibrée (X,Y) dans le feature space RKHS.
En premier on prend les SVD de X'/2 telle que :

UsvVT = X112y (3.24)
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maintenant nous allons calculer (USVT)(ULVT)T = (X1/20)(XY2W)T et nous avons :

UX?UT = X2y x1/? (3.25)

Enfin nous calculons (USVH)T(USVT) = (X1V/20)T(X1/20)

vVt = K, K7, (3.26)

La transformation linéaire de 1’équation (3.25) est M = X'/2UT X /2 sachant que X est
symétrique donc X/2 T'est aussi. Pour les équations (3.24) et (3.26) on peut voir que
Ur =5 vTer X2,

Alors :
M = 21/2 UTX_1/2
21/2 E_l VT\IJTXI/QX_I/Q (327)
M = YoV2yTgr

Notons que les racines carrées des valeurs propres non nulles de Koch()T,C sont les valeurs
singulieres de Hankel du systeme représenté dans le feature space. On peut former la
matrice V,, en prenant les meilleurs vecteurs propres de KO,CKZC a partir de I’équation
(3.26).

M,®(z) = S;V2VIVT®(2) = B2V k() (3.28)

3.3 Systeme dynamique réduit

Compte tenu de la réduction non linéaire II : R"™ — R? nous devons maintenant
construire un systéme dynamique sur un espace d’état réduit qui garde les caractéristiques
entrée-sortie essentielles du modele original.

On pose z, = II(x) et nous avons :

& = (@) f@,0) e (3.29)

ou II' fait référence a I'inverse de II, et Jp est le jacobien de II. L’approche consiste &
approximer la dynamique f et la sortie h de RKHS définit dans 'espace d’état réduit. Il
faut aussi approximer Jy(IIf(x,)) avec la méthode des moindres carrés.

Rapport-gratuit.com ﬁ/}
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3.3.1 Représentation de la dynamique dans RKHS

Nous approximons f : R™ — R™ par une composition d'un ensemble de n régressions
(une pour chaque coordonnée), f; : R¥*™ — R™ dans RKHS avec la réduction II.

Soit z = Il(z;) € R?, u; € R™ de sorte que z; = (Z, u;). Nous allons chercher la
fonction f; € H qui minimise :

S (Filz) = filws,up)* + Nl filli (3.30)

Ou A; > 0 est un parametre de régularisation. f; qui minimise (voir le theoreme B.0.1),
I'équation (3.30) est :

filz) = ¥ CIKY (2, %) i=1...n (3.31)

La preuve de cette minimisation se trouve dans [2]. K/ définit le RKHS H;. Ici le C’]’:
comprend un ensemble de coefficients calculés en utilisant ’algorithme des moindres carrés
régularisés, cette méthode est cité dans [12]. Pour simplifier la notation, nous allons définir
plus précisément ’application vectorielle empirique dans le feature space :

K (#,u) == KT ((Z,u), ) i=1...1 (3.32)

Dans cette notation :

fi(U(z),u) = CTES (#,u)) di=1...1 (3.33)

3.3.2 Approximation de la jacobienne J(II'(x,))

Pour approximer la jacobienne Ji(II'(z,.)), nous devons calculer le développement de
Taylor d’ordre faible de II et obtenir I'approximation

I(z) =(a) + Jn(z)(z — «) (3.34)

Et ensuite inverser a ’aide de la pseudo-inverse et obtenir :

A

(2,) = (Ju(@)! (e, — (@) +a (3.35)

Nous pouvons calculer Jyj(z) sans aucune difficulté, puisque les noyaux les plus couram-
ment utilisés sont différentiables.
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Jn =G5 =T = had) 25 (3:36)
Le calcul M%x) est montré ci-dessous pour le cas d’'un noyau polynomial de degré d.
Kd(x7y> = (1+ <xay>)d
— (14 Ty (3.37)
8Kd($,y) — K T
B A(Kg-1(z,y))y (3.38)

= d(Ka(w,)7 "
Nous savons que Kq(z,y) = ((z), ®(y))n et z, = (x) = M] ().

Si IT était inversible alors nous aurions :

v =" (z,) = Ko(x,y) = (2(I7()), D(y))3 = (L o T7)(2), D(y)) 2

Cependant IT n’est pas injective, alors il est raisonnable de définir (® o IT"1)(z,) comme
la solustion d’'un probleme d’optimisation :

min [|z|3
(3.39)
Subj.to |Myz — xp||ge =0

ot M, : H — R¥ est défini dans 1'équation (3.28). La solution z de (3.39) est la pseudo
inverse de Moore Penrose z* = ngT.on insert cette solution sur le noyau dans le feature
map :

KM (z,),y) =

)
. (M, M)A, D(y)) (340)

T, Z_l/Q‘GT\I/T\I/‘/qZ_T/ZHQy))
wr, (T4 KTy ™' (y)

/\/\/&\/\/\/\

Au final nous avons la dérivée du noyau polynomial de degré d : Kq(z,y) = (1+ (x,y))?

6Kd (SC7y)

4 = d(x,, (TTK,T,) I(y)) T y" (3.41)

x=IIf(x,)
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3.3.3 Sortie du systéme réduit

Pour calculer la sortie du systeme réduit, nous allons procéder de la méme maniere
présentée dans I'approximation de f(II(z),u). Etant donné un ensemble d’echantillons
{I1(z;), yj}l._l, chaque coordonées de la fonction (h)?_; est donnée sous la forme :

]_

hi((z)) = 4 b KM ((2), I(z;)) i=1...n (3.42)

3.3.4 Systéeme Dynamique Réduit

Etant donnée l'estimation de f(II(z),u) de f(z,u) dans RKHS H; et J(IIf(x,)) vue
ci dessus, Nous pouvons obtenir :

& = (Ja(2)f(Il(2),u)

=Tt (z,)
= (Jﬂ(x))‘x:nf(xr) Cka (JCT, u) (3.43)

= TV J(IT'(2,))CTRS (2, w)

Nous obtenons un systeme dynamique réduit :

; (3.44)

{ iy = TEJ(T ()CTH (2, 0)
g = hix)

ou C est la matrice avec les vecteurs lignes ¢; et Ji la jacobienne d’observabilité empirique
en feature map définie dans 'équation (3.21)

3.4 Réduction du modele ADMI1 par la méthode non
linéaire

Dans cette section, nous avons voulu utiliser la méthode de réduction présentée ci-
dessus pour réduire le modele ADMI.
Le modele ADM1 est un systeme non linéaire de la forme (3.1)
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Il admet un point d’équilibre présenté dans le tableau(A.5). Cette méthode de réduction
est appliquée sous certaines conditions que nous devons vérifier En premier nous devons

avoir f(0,0) =0, h(0) =0

le point d’équilibre du modele ADM1 n’est pas a l'origine, alors nous avons fait le
changement de coordonnées

N

= T — Teq

(3.45)

~g}

= U Ugg

Avec z, et u., représentant 1'état d’équilibre du modele. Nous allons remplacer le x dans
toutes les équations du modele ADM1 par  + z,, et remplacer u par @ + u.,. Ce change-
ment de coordonnées vérifie la condition f(0,0) = 0.

La sortie du modele y = h(z) = Qgq. (équation (1.15)) ne vérifie pas h(0) = 0, nous
avons h(0) = a (a est une constante non nulle). Alors nous avons défini une nouvelle sortie
h(zx) = h(zx) — a.

Le modele ADM1 s’écrit alors de la forme suivante

{ =0 = f(T+ Teqy U+ Uey) (3.46)

y=h(z)=hz)—a

Etant donnée la complexité pt la rigidité du modeéle ADMI, la simulation d’un tel

systeme est difficile et demande un support informatique puissant. Nous n’avons pas pu
réaliser cette méthode de réduction sur le modele ADMI1, a cause de sa complexité, des
problemes numériques restent a régler nous espérons effectuer cette réduction dans ’avenir.

3.5 Exemples de réduction de systémes non linéaires

N’ayant pas réussi a appliquer la méthode présentée sur le modele ADMI1, nous nous
proposons de vérifier son applicabilité sur des exemples plus simples.
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3.5.1 Exemple 1

On considere le systéme non linéaire de dimention 3 a une seule entrée et une seule

sortie.
jfl = —21’1 + ZE%Z’Q —Uu
ijg = —T9 — 21’3 + 61’1.%‘% <3 47)
:i:3:—2x1—x1—3x3—|—u '
Yy = =21 + X9

Le systeme (3.47) admet un point d’équilibre a l'origine. La linéarisation de ce systéme

-2 0 0 -1
nous donne A=|0o =—1 -2 B =

-2 -1 -3 1

C=(-21 0

(A, B) est commandable, (A,C) est observable et A est stable. Nous avons aussi f(0,0) =0
et y="h(0)=0.

La réduction du modele (3.47) a été effectuée ci-dessous :

800 échantillons espacés de maniére égale dans un intervalle de temps [0, 1000s] ont
été echantillonnés pour trouver Le noyau de Hankel K, ., calculé a partir d'un noyau
polynomial de degrés 3, K(z,y) = (1 + (z,y))>.

Ainsi la réduction Il a été définie en prenant les meilleures valeurs singulieres de Hankel.
Si nous prenons les six premieres valeurs singulieres de Hankel dans le feature space pour
les systemes (3.47).

[ 1.9480
2.332.102
2.334.1077
—3.698.10717
1.1109.10°17

| —3.950.107%
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De 1a nous avons pris les états qui influencent le plus sur le comportement entrées-
sorties. Nous avons réduit le systeme (3.47) a un état.

Etant donné la variable d’état réduite x, = II(x) nous allons construire un systéme
dynamique réduit de la forme (3.44). Nous devons estimer la dynamique f;(Il(z),u) et la
sortie 7.

Pour estimer la dynamique f;(II(z), ), nous avons choisi la commande sous forme
d’une onde carré de 10H z, u = square(2.7.10.t) et 1000 echantillons dans un intervalle de
0,5s]. Le k7(#,u)) est calculé en prenant un noyau polynomial de degrés 3. L’ensemble
des coefficients C; sont estimés en utilisant ’algorithme des moindres carré régularisé RLS
11

la sortic § = hy(II(z)) est estimé de la méme manitre qu'on a estimé f;(I1(z),v). la
commande a été choisie de la forme d’une onde carré de 10Hz, u = 2square(2m10t) et

700 echantillons dans un intervalle de [0,5s]. Pour calculer K"(II(z),II(z;)) nous avons
ll=—y|l*
pris cette fois-ci un noyau gaussien K(z,y) = e~ -+ pour montrer que la méthode ne

repose pas sur le type du noyau. Nous avons aussi utilisé 'algorithme des moindres carré
régularisé RLS, pour estimer b’.

En final nous pouvons simuler le systeme dynamique réduit, nous avons pris 300 échan-
tillons sur un intervalle de [0, 2s] avec la commande u(t) = 0.25(sin(273t) + square(2wht —
7/2)). Cette commande est simulée en haut des figures (3.1).

La simulation de la sortie §(t) du systéeme dynamique réduit est similaire a la sortie
y(t) du systéme original comme nous pouvons le voir sur la figure (3.1).



Chapitre 3. Méthode de réduction non linéaire 35

connande
1
B
=
o]
:
|
0.5 1 1.5 2
Time (g)
Heponees du eysteme Oripinal et Reduit
0.1 r
—_ Systérme original
= 0.05 — — = Systéme Réduit
E
- a
=
LK
e -0.05
[u}
7]
0.1 1 1 1 1
a 05 1 1.5 2
Ternpe (8)

FIGURE 3.1 — Réponses du systeme Original (3D) et Réduit

3.5.2 Exemple 2

Nous allons prendre un systeme non linéaire d’ordre 4 avec une seule entrée et une
seule sortie.

Zi?l = —25(]1 —$3—ZE4+JI%[E2—U
.I.'Q = —2LU1 — X9 + 51’11‘%
T3 =1 — Ty — Xy (3.48)
iy = =21 — 209 — 3 —4a4 + 23 +u
Y= —T1 + T3

Le systeme (3.48) admet un point d’équilibre a l'origine. La linéarisation de ce systéme
nous donne

-2 0 -1 -1 -1
A -2 -1 0 O B_ 0
1 -1 0 -1 0
-2 -3 -1 -4 1
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(A, B) est commandable, (A,C) est observable et A est stable. Nous avons aussi
f(0,0) =0et y="h(0)=0.

La réduction du modele (3.48) a été effectuer comme la réduction du syseme (3.47).

les six premieres valeurs singulieres de Hankel dans le feature space pour le systéme

(3.48).

[ 25.029
1.0188
4.7676.102
1.9220.103
7.2873.1074

| 1.4900.107°

les deux premieres valeurs singulieres sont les plus infuents. Ainsi nous avons réduit le
systéme (3.48) a deux états.

La simulation de la sortie §(t) du systéeme dynamique réduit est similaire a la sortie
y(t) du systéme original comme montrer sur la figure (3.2).

cormarnde

cormmande ©(t)

0.4 1 1.5 2
Time (E)
Heponges du eysteme Original et Heduit
0.0ar
= Systéme ariginal
= = = = Systame Réduit
]
=
L
b
il
w2
_DDS 1 | | |
a 045 1 1.4 2
Ternaps (8)

FIGURE 3.2 — Réponses du systeme Original (4D) et Réduit
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3.5.3 Exemple 3

Nous considérons un systeme non linéaire d’ordre 5 avec une seule entrée et une seule

sortie.
¢1:—2x1+x2—x4—x5+3x%x2+u
Zt2:—2$1—133—$5
B3 = —) — X9 — 203 — Ty — T2 —u (3.49)
By =x — To — 223 + 315 — TF — u '
i5 = =21 — 3wy — w3 — 4dxy — T5 + 2223+ u

Y =1x1 — 223+ T5

La linéarisation du modele (3.49) est réalisée autour du point d’équilibre

-2 1 0 -1 -1 -1
-2 0 -1 0 -1 0
A=|1 -1 -2 -1 0 B=10
-1 -1 -2 0 3 -1
-2 -3 -1 -4 -1 1

C:(10—2001)

Le systeme (3.49) est stables, (A, B) sont commandables et (A, C) sont Observables.
Nous avons aussi f(0,0) =0et y =h(0) =0 .

Ainsi la réduction IT a été définie en prenant les meilleures valeurs singulieres de Hankel.
Si nous prenons les six premieres valeurs singulieres de Hankel dans le feature space pour
le systeme (3.49).
[ 62.463
4.744
1.0729
3.0104.1071
5.4815.1072
I 1.36700.10~4 |

Nous avons réduit le systéme (3.49) a deux états, en prennant les états qui influence le
plus sur le comportement entrée-sortie.

la figure (3.3) affiche la simulation de la sortie §(¢) du systéme dynamique réduit avec
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la sortie y(t) du systéme original, nous remarquons que comme les sytémes précedent les
trajectoire sont trés similaires.

cormrnande
e
<
g
:
1
0s 1 1.5 2
Tirme (8)
Reponees du syeterne COriginal et Reduit
0.04 -
= Systéme original
= 002 — — — Systéme Réduit
5 -
— (U] SEUTTE NN - N JOUS. DUNORY . OUUSURRRUN [ JNURTRDRT JRUN SONDY SR
= H
[+
g 0.0
Ja}
7]
0.04 L L 1 )
a 0s& 1 15 2

Termpe (8)

FIGURE 3.3 — Réponses du systeme Original (5D) et Réduit

3.6 Conclusion

Ce chapitre était consacré a la présentation d'une nouvelle approche de réduction de
modele pour les systémes non linéaires. L’objectif était d’appliquer cette méthode sur le
modele ADM1, puisque nous avons été confrontés a des problémes numériques, la réduction
n’a pas pu étre réalisée sur le modele ADM1. Alors nous avons pris trois systemes non
linéaires sur lesquels nous avons appliqué la réduction. Le résultat était tres satisfaisant et
nous avons vu que le comportement entrée-sortie essentiel du systeme original est préservé.



Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons présenté le modele No.1 de la digestion anaérobie et constaté
que ce modele regroupe plusieurs variables et beaucoup de parametres qui restent difficiles
a mesurer. Notre objectif était d’appliquer des méthodes de réduction pour simplifier et
réduire la complexité du modele ADMI.

Deux méthodes ont été présentées et appliquées sur le modele ADMI :

La premiere méthode proposée sur le modele ADMI est la troncature équilibrée linéaire,
pour appliquer cette approche, nous avons linéarisé le modele ADM1 autour du point
d’équilibre. Ensuite nous avons effectuée la réalisation équilibrée et d’apres les valeurs
singulieres de Hankel, la troncature est réalisée en supprimant les états qui ne contribuent
pas énormément au comportement entrée-sortie. Cette méthode nous a permis de réduire le
modele ADM1 & quatre variables d’état, tout en préservant ses caractéristiques essentielles.

La seconde méthode de réduction présentée est une nouvellee approche de réduction
pour les systemes non linéaires. Cette approche consiste a supposer que le systéme non li-
néaire se comporte linéairement lorsqu’il est plongé dans un feature space, ou la troncature
équilibrée peut étre effectuée, cela conduit a une application non linéaire dans un espace
de Hilbert a noyaux reproduisants. Nous allons approximer la dynamique et la sortie du
systeme réduit sur cet espace, pour donner un systéme dynamique de dimension plus faible
qui garde les caractéristiques entrée-sortie essentielles du modele original. Cependant cette
méthode n’a pas pu étre appliquer au modele ADM1 en raison des problémes numériques.
Afin de vérifier 'applicabilité de la méthode, nous avons alors pris trois systémes non
linéaires et nous avons appliqué la réduction, Les résultats sont tres satisfaisants et les
propriétés entrée-sortie ont été maintenues.



Annexe A

Compléments de modélisation

Stoechiométrie de S;. et S,

V10,j = Sy skpk + s13(p13 + pra + pis + pis + pir + pis + pio)

ou :
§1 = —Cpge + fsi,a:ccch + fpr,xccpr + fli,:r:ccli + fo,chazl
Sg = —Cg¢p + Osu

S3 = _Cpr + Caa
S4 = _Clz ( ffa lz) su T ffa lsza

Sy = O —+ (1 — YSU)(fbu’SUObu + fpro,sucpm + fac,suCaC> + stucbac

Sg = _Caa + (1 — Yaa)(fw,aaCm + fbu,aacbu =+ fpro,aaCPTO + f“C:““Cac> + Y(meac
S7 = _Cfa (1 — YfCL)O.?Cac + YfaCbac

sg = —Cha + (1 = Y4)0.54C,,0 + (1 — Yc4)0.31C . + YesChae

s9 = —Chy + (1 = Y4)0.8C + YesCpac

510 = —Chpro + (1 = Ypro)0.57C,. + Y;roClhac
s11 = —Cac+ (1 = Yac)Con, + YacCpac

s19 = (1 = Y Hy)Com, + Yir,Chac
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V11,5 = _}/suNbacpES + (Naa - YaaNbac)p6 + YfaNbac,O7 + }/;4Nbacp8 + YfaNbacp9

19
+ Y;)ToNbacplo + }/achacpl]- + YhQNbacp12 + (Nbac — Nzc) Z Pi

+ (Na:c - fac],;rcNI - st,achI - fpr,chaa)pl-

1=

13

TABLE B.1: Liquid phase yield coefficients (Vij) and rate equation (PJ) for liquid -gas reactions.

Component —> | i

8

9

10

- Rate

j Process |, Sh2 Scha Sic
T8 H2 Transfer -1 kia(16.KH,H2 PgasH2-Slig,H2)
T9 CHa Transfer -1 kLa(64.KH,ch4 PgasCH4-Slig,CH4)
T10 Coz Transfer -1 kiLa(KH,c02Pgasc02-Slig,c02)

FIGURE A.1 — Taux de transfert des composés gazeux(Batstone et al(2002))

TABLE 3.1: Rate cefficients (vij) and kinetic rate equations (pj ) for acid- base reaction in a DE implementation of the ADM1.
Component  —> | i da | 4b | 5a | 5b| 6a| 6b | 7a| 7b |10a[10b|114/11b) Ratep (kgCODm™ ™)
j Process ¥ | Shva | Sva- | Shbu| Sbu-|Shprd Spro Shac| Sac- | Sco2phco3bnha{Snh3 ’

A4 |valerate Acid-Base 1 -1 kA / Bva (Sva— _SH+ —Ka vaShva)
AL |Butyrate Acid-Base 1 -1 kA / Bbu (Sbu— .SH+ — Ka buShbu)
AG Propionate Acid-Base 1 -1 kA [ Bpro(Spro- .SH+ - Ka,proShpro)
A7 |Acetate Acid-Base 1 -1 kA / Bac[Sac- .SH+ - Ka,acShac)
A10 |Inorganic Carbon Acid-Base 1 -1 kA / Bco2(Shco3- .SH+ - Ka,co25c02)
A11 |Inorganic Nitrogene Acid-Base 1 (-1 kA / Bco2(SNH3- .SH+ - Ka,INSN4+)

Utilisons le valerate par exemple, le taux du processus Ay est :

on remplace Sjy, par (Sye —

FIGURE A.2 — Réaction acide-base(Batstone et al(2002))

KA,BU&(SUQ* SH+ - Ka,vaSh,va)

Sya-) €t on aura :

KA,Bva(Sva* (SHﬁL + Ka,va) - Ka,vaSva)
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TABLE 3.2: Biochimical rate coefficients (Vi,Jand kinetic rate equations (Pj) for particulate component (i=13-24, j1-19)

C t i 10 11 12
- omponen [ 1 z 3 4 > e ! g 2 Rate kg cod m-3.d-1)
i Process Ssu Sas Sfa Sva Sbu Spro Sac Sha Scha Sic SIN Si
1 |Desintegration feic keiz. Xc
2 |Hydrolysis carbohydrates 1 kivyd ch Kich
3 | Hydrolysis of Proteins 1 khydpr Kpr
4 |Hydrolysis of Lipids 1-Frasi Frasi Khye si Mo
5 |Uptake of Sugar 1 (1Y) Fou e | (L¥eu) Forose | (1-¥ou) Facon| (1-¥s) Frzse ~om e | -V, b,
_ i ) 5. .
& |Uptake of Aminos Acids 1 (1-Vas) fuaas| [1-¥as)fouwas | (1-Vas)foress | (1-¥sa) Facas| (1-Yaa) frzas Mn AL e
F o 5
7 |Uptake of LCFA 4 (1-v=).07 | (1-5).0.3 UL
& |Uptake of Valerate -1 (1-¥ct).0.54 | (1-¥ca).0.31] (1-Yc2).0.15
9 |Uptake of Butyrate -1 [1-Yes) 0.8 | (1-Yes).02
i k See x 1
10 |Uptake of Propionate -1 {1-Ypro).0.57 (1-Ypro).0.43 ~~E,+5__
5 N
11 |Uptake of Acetate -1 {1-Yac) L hm; X
12 |Uptake of Hydrogen 1 {1-¥nz) haaﬂ..r...” Kpad
13 |Decay of Xsu kaes,zu. Xzu
14 |Decay of Xaa kctec, a3 Xaz
15 |Decay of Xta kdec, 52 M
16 |Decay of Xca kdecxcz. Xea
17 |Decay of Xpro ksecoro Xpro
18 |Decay of Xac Kdee Yae. Mac
19 |Decay of Xhz kdec . Kh2
] - = Inhibition factors(3,7) :
E & o z 8 11=1e I
5 = = |E= &= = @ = 8 = oo | = = =| B |
= b= e 22 2 = W g me | S £l 8 £ |12 =len lmsiminz.
g E |G £ = — = = E = £ = E e E WmE|S E " 2 E ph [IH,5m
; T | e — - T : o F S 3 T | e 5 u _ T|E %
so|38 2 | =5 |22 [E8  |¥s |ES  |E2|52 |E 8|S
R =] EMDMMC = o = o = 9 SO ..MC ® O - =]
= . = e = =
2|22 |588les24e2 4 s ¥ £ e2|e¥ |[eE8g2

FIGURE A.3 — Processus et taux des composés solubles(Batstone et al(2002))
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TABLE 3.2 Biochimical rate coefficients (Vi,Jand kinetic rate equations (Pj) for particulate component (i=13-24, j1-19)

Component i 1 i
. p _ i 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 Rate kg cod m )
j Process Ke Ken ¥pr X5 Hsu 0 ¥fa ¥ed | Mpro Kac Xn2 Xl
1 [Desintegration -1 | forne | foroe | fiac F e kedis Xe
2 |Hydrolysis carbohydrates -1 Koy, ch. Meh
3 [Hydrolysis of Proteins -1 ket g N
4 Hydrolysis of Lipids -1 kg i M
5 |Uptake of Sugar ¥eu b
6 |Uptake of Aminos Acids ¥z K. L|>..,.M X
7 |Uptake of LCFA ‘iz
8 |Uptake of Valerate ¥ea
9 |Uptake of Butyrate Yea
10 |Uptake of Propionate Yaro
11 |Uptake of Acetate Yac 5
12 |Uptake of Hydrogen Yh2 A m..",.. —¥a
13 [Decay of ¥ 1 -1 Kezee, Meu Mau
14 |Decay of ¥za 1 -1 Ksec, ¥oe Xaz
15 |Decay of ¥= 1 -1 keac ra Xia
16 |Decay of X2 1 -1 kcec o2 Kot
17 |Decay of Xoro 1 -1 [
18 [Decay of ¥sc 1 -1 kee e Xae
19 |Decay of ¥nz 1 -1 keancre Mnz
- o] t Inhibition factors(3,7) :
a ] E a

- T e = = o 7|2 i £ E = |li=le

felgEl Bl E| pl3z|lRElsaolfu|EE[2e|2E|Ls,

B o ol 2o [a] e I I T ] c 2l 8 a Y=o

a o CR= nm.. O|lw.0|2 R 2 E1=] ..m | . .m [=] m“ B | B © |Lslonlimimlunzna

£ o uwls ulm o [ £ = < | om ._W. [= T E [} = = o] L8]

o 2 F = 2o w FPEPL ®zS| 2 F s x5

2| E|laZ|TJE|lso|lan| 2 E>alab|lgd (I =

FIGURE A4 — Processus et taux des composés particulaires(Batstone et al(2002))
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i | Composés Déscription i | Composés Déscription
1 Seu 0.011954829 13 X. 0.3086976637
2 Saa 0.005314740 14 X 0.0279472404
3 Sta 0.0986214009 15 X 0.1025741061
4 Sva 0.011625006 16 Xi 0.0294830497
5) Stu 0.0132507296 17 Xa 0.4201659824
6 Spro 0.015783666 18 Xoa 11791717989
7 Sac 0.197629716 8 Sha 0.0000002359
19 Xta 0.2430353447 9 Seha 0.0550887764
20 Xy 0.4319211056 21 Xpro 0.1373059089
10 Sic 0.1526778706 22 Xoe 0.7605626583
11 Sin 0.1302298158 23 X 0.3170229533
12 S; 0.3286976637 24 X; 25.6173953274
25 Seat 0.040 26 San 0.020
27 Sva~ 0.0115962470726 | 28 Shu~ 0.0132208262485
20| Spro~ 0.0157427831916 | 30 Sac~ 0.1972411554365
31| Sheo3 0.1427774793921 || 32 Snhy 0.0040909284584
33 Sghs 0.0000102410356 || 34 Sgchy 1.6256072099814
35 Sgcoq 0.0141505346784
FI1GURE A.5 — Point d’équilibre
Description Forme d'inhdbition Pour le tawy de processus

£

lepH

Inhibition empirique par

Iy =exp —?-[

Iy =1, sile pH = pH

| pH-pH,
\pHy - pHy ) J
sile pH < pH et

fl Tous les processus de
| consonnnation de substrat
Hi=5-12

Inhibition de
Crols5ance due

insuffisance en  azote

la L
i | dawim = e
1+ Ky e f Sy aw

Tous les processus de
eonsoinanen de substat
Ti=3-12

I'ammoniaque

ingrganique

Inhibition no- ~ 1 Processus acidogéne
compétitive par 'Ha LT Sirn K Ti=T-10

Inhibition nop- | o 1 Processus  consonumarion
COmpetitive par | T4 g K s dacétate, j=11

FIGURE A.6 — Inhibition
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Annexe B

Outils mathématiques

Analyse par composantes principales(PCA)

L’idée centrale de I'analyse par composantes principales est de réduire la dimensionna-
lité d’un ensemble de données composé d’un grand nombre de variables, tout en conservant
autant que possible la variation présente entre eux.

— Principe

Pour n individus observés sur p variables quantitatives. L’ACP permet d’explorer les liai-
sons entre les variables et la ressemblance entre les individus. L’objectif est de chercher
une représentation des n individus, dans un sous espace Fj, de RP de dimension k. Autre-
ment dit on cherche a définir k nouvelles variables de combinaison linéaire des p variables
initiales qui ferons perdre le moins d’information possible. Ces variables seront appelées
"Composantes principales”

— Les données

L’analyse en composantes principales s’applique a un tableau de n lignes et p colonnes,
que 'on stocke sous la forme d’une matrice X de taille n * p.

Chaque ligne (z}...27) de X représente les valeurs prises par l'individu i sur les p
variables. Chaque colonne (z7 ..

7...2)) de X représente les valeurs de la variable j pour les

n individus.

— Méthode
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On cherche des combinaisons linéaires des variables appelées composantes principales.
Tout d’abord, il faut noter que le centrage des variables d’'un tableau doit étre considéré
en ACP (on retranche a chaque observation la moyenne de la variable correspondante). En
effet il est plus commode de travailler avec des données centrées, les expressions manipulées
sont plus simples a écrire.

Considérons un ensemble d’observation x; € R",i = 1...m centrée }.7*, z; = 0. ACP
trouve les axes principaux en diagonalisant la matrice de covariance :

C=2L1sm zial (B.1)

m J J

C est définie positive et peut étre diagonalisée avec des valeurs propres non negatives
A > 0. pour cela on résout le probleme suivant :

A =Cv (B.2)

S’il existe un A\, >> A,y alors les composantes principales correspondantes aux plus
grandes valeurs propres sont {vy, ...vx }

Espace de Hilbert

Définition 2. : soit H un espace vectoriel réel ou complexe, ont appelle produit scalaire
sur H notée (z,y) des vecteurs x,y € H s'il vérifie :

1. la linéarité par rapport a une variable

2. La symétrie
(x,y) = (y,z) si espace est réel

(r,y) = (y,x) si 'espace est complexe
3. pour tout x € H, on a : (x,z) >0 et (x,z) = 0 si et seulement xz =0

Définition 3. : Si I'espace H est muni d'un produit scalaire, on dit que c¢’est un espace
préhilbertien

Propriété 1. : Puisque (z,z) > 0 on peut poser ||z|| = \/(x,z), cette expression définit
une norme sur H appelée norme Hilbertienne

Définition 4. : Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet, pour sa norme
Hilbertienne
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Voici quelques exemples d’espaces de Hilbert :

— Un espace Euclidien R" de dimension finie muni d’un produit scalaire est un espace
de Hilbert.

— un espace Hermitien C" de dimension finie muni d’un produit Hermitien est un
espace de Hilbert.

— L’espace L*(X) muni d'un produit scalaire (f,g) = [y f(z)g(z)dz est un espace de
Hilbert.

Espace de Hilbert a noyaux reproduisant

Définition 5. : Soit H un espace de Hilbert sur un ensemble X'. Notons (f, g) le produit
scalaire dans H et soit : || f|| = (f, f)'/? la norme dans H, pour f et g € H. H est appelée
un espace de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS) s’il existe un K : X x X — R de sorte
que

1. K a la propriété de reproduction c-a-d : Vf € H, f(x) = (f(.), K(.,x)).
2. K(.,z) € H pour tout z € X

K est appelé un noyau reproduisant de H. Hg(X) sera notée RKHS H avec le noyau
reproduisant K.

Définition 6. : (Mercer Kernel map) Une fonction K : X x X — R est appelé noyau
Mercer si elle est continue, symétrique et définie positive.
Propriété 2. : Si K est un noyau reproduisant d’'un espace de Hilbert H, alors

1. K(x,y) est unique.

2. Va,y € X, K(x,y) = K(y,x) (Symétrie).

3. Yoy i K (i, 25) > 0 pour o € R et 7, € & (noyau défini positif).

4. (K(x,.), K(y,.))n = K(z,y).

5. les noyaux suivants définis dans un domaine compact X € R", sont des noyaux

Mercer : -
K(x,y) = (1+2%y)?, d € N (polynomiale), K (x,y) = e~ -+ , 0 > 0 (Gaussien)

Théoréme B.0.1. : Soit K(x, y) un noyau définit positive dans un domaine compact ou
divers X. Alors il existe un espace de Hilbert F et une fonction ® : X — F de sorte que

K(z,y) = (®(z),®(y)) pouwr z,yeX
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® est appelée un feature map et F un feature space

Théoréme B.0.2. [2] Supposons que nous avons un ensemble X non vide, un noyau
k défini positif dans X x X, les echantillons (z1,41)...(Tm,ym) € X X R, une fonc-
tion réelle stictement monotone croissante g dans [0, oo], une fonction de cotit arbitraire
c: (X x R*)™ — RU oo, et une classe de fonctions :

F={f eR¥f() = X2, Bk(.2), B € R,z € X, | fI| < o0}
Ici ||.|| est la norme dans RK HS X} associée a k. Alors pour f € F

c(wr, g1, f(@1) - s Yoy f (@) + g([LF])

Admet une représentation de la forme

fO) =28 k()

Avec une moyenne square loss, la forme originale de :

C(xlvylv f(xl) -+« Tmy Ym, f(xm)) = % anl(yl - f(xl))Q

Et
gUlFID = Al A>-0

Rapport- gratuit.com @
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