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INTRODUCTION GENERALE

La digestion anaérobie a été découverte, il y’a plus de trois siècles, où ils a été constaté
pour la première fois qu’un gaz inflammable pouvait se dégager d’une matière organique
par décomposition. C’est lors d’un congrès international de nomenclature chimique en 1892
que ce gaz fut nommé méthane.

La réduction de modèle est un outil intéressant dans de nombreux contexte. Réduire
la complexité du modèle serait très pratique pour facilité l’étude du processus. La ré-
duction de modèle des systèmes linéaires est un sujet de recherche ou les méthodes sont
bien connues et disponibles. Cependant dans la pratique, on est souvent confronté à des
systèmes non linéaires et la réduction de modèle pour cette classe est un problème de
recherche ouvert. Notre travail consiste en l’utilisation de deux méthodes de réduction sur
le modèle No.1 de la digestion anaérobie, une méthode de réduction linéaire et une autre
non linéaire.

Le présent travail est composé de trois chapitres :

– Dans le premier chapitre, nous présenterons le modèle No.1 de la digestion anaérobie,
en exposant les différents processus existant en digestion anaérobie, ainsi que la
formulation des équations différentielles et algébriques. De là nous avons constaté la
complexité du modèle ADM1.

– Le second chapitre sera consacré en premier lieu à un état de l’art sur les méthodes de
réduction existant dans la littérature. Dans la seconde partie, nous utiliserons l’une
des méthodes de réduction appelée la troncature équilibrée linéaire.Cette méthode
sera détaillée et appliquée au modèle ADM1.

– Dans le dernier chapitre, nous aborderons une méthode de réduction non linéaire.
Cette méthode nous l’utiliserons sur le modèle ADM1, puis nous comparerons entre
le modèle original et le modèle réduit obtenu.

Enfin ce mémoire sera achevé par des conclusions.



Chapitre 1

LE MODELE No.1 DE DIGESTION
ANAEROBIE(ADM1)

1.1 Introduction

La digestion anaérobie est un procédé de traitement biologique des eaux usées, des
boues et des déchets organiques. Ce processus est réalisé par des bactéries et a lieu en ab-
sence d’oxygène, contrairement à la digestion aérobie qui est assimilée en présence d’oxy-
gène ; beaucoup de scientifiques, d’ingénieurs et d’entreprises sont engagés dans divers
aspects de cette technologie. En raison de l’importance de la digestion anaérobie comme
processus de traitement, différents modèles dynamiques ont été développés, ces derniers
sont plus ou moins complexes selon le nombres de processus biochimiques et physico-
chimiques mis en jeu. Le principe est décrit comme la conversion de la matière organique
en biomasse puis en biogaz, composé essentiellement de méthane et de gaz carbonique. Elle
comporte quatre métabolismes différents : l’Hydrolyse des particules, Acidogénèse, Acéto-
génèse et la Méthanogénèse. Parmi ces modèles, le modèle ADM1 ( Anaerobic Digestion
Model N 1 ) a été développé par un groupe de chercheurs de l’association internationale
de l’eau (IWA) en 2002 [13], dans le but de produire une plateforme commune pour la mo-
délisation et la simulation des différentes équations différentielles et algébriques décrivant
les différentes étapes composant le processus de la digestion anaérobie dans un réacteur
biologique. Le modèle ADM1 comprend 26 variables dynamiques, 19 processus cinétiques
biochimiques, 3 processus cinétiques de transfert de masse liquide-gaz, 8 variables algé-
briques et 86 paramètres.
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1.2 Processus de conversion dans la digestion anaé-
robie

les processus de conversion représentés par le modèle ADM1 peuvent être de deux
types :

– Les processus biochimiques : processus catalysés par des enzymes intra ou extracellu-
laires. La désintégration des composites (et de la biomasse décédée) puis l’hydrolyse
enzymatique conduisant à des monomères solubles, sont des processus extracellu-
laires. La digestion de ces composés solubles par la biomasse est intracellulaire et
conduit à la croissance et le décès de celle-ci.

– Les processus physico-chimiques : processus non biologiques tels que la dissociation
ionique et les transferts gaz-liquides. L’expression de ces processus est importante
dans le modèle car ils permettent d’intégrer entre autres les inhibitions et les débits
de gaz.

Ainsi, le modèle ADM1 prend en compte à la fois les processus biochimiques liés aux
groupes biologiques différents mais aussi l’évolution physico-chimique des composés en
solution.

1.2.1 Structure des processus biochimiques

Le modèle ADM1 inclut trois principales étapes intracellulaires (acidogénèse, acéto-
génèse et méthanogénèse) et les étapes extracellulaires de désintégration et d’hydrolyse
montrées sur la figure (1.1).
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Figure 1.1 – Processus Biochimique dans le modèle ADM1(Bastone et al. 2002)

– La Désintégration et l’Hydrolyse

La Désintégration et l’Hydrolyse sont des processus biologiques extracellulaires. Elles
permettent, la solubilisation des molécules complexes en leurs monomères utilisables en
biomasse. La dépolymérisation de ces macro-molécules conduit à la formation de sucres
simples (MS), d’acide aminés(AA) et d’acides gras à longues chaînes (LCFA).

– Acidogénèse

L’Acidogénèse est la seconde étape du processus de conversion de la matière organique,
elle transforme les produits de l’étape d’Hydrolyse en acide gras volatils (AGV).

– Acétogénèse

L’Acétogénèse est l’étape biochimique de formation d’acétate du CO2 et du H2 depuis les
produits d’hydrolyse et de l’Acidogénèse.

– Méthanogénèse

La méthanogénèse est la dernière étape du processus de conversion anaérobie, et consiste
à transformer l’acétate, l’hydrogène et le dioxyde de carbone en méthane CH4.
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1.2.2 Les Processus Physico-Chimiques

Les processus physico-chimiques sont inclus dans la digestion anaérobie, le système
physico-chimique peut être définit comme un processus non biologique qui se déroule dans
les réacteurs anaérobies et donc ils sont intégrés dans le modèle. Ces processus décrivent
principalement les phénomènes physiques et les réactions chimiques, comme le transfert
de gaz, la précipitation, les réactions acido-basiques.

– Les réactions acido-basiques

Puisque l’inhibition de PH est incorporée dans le modèle, le comportement du PH doit
être vérifié. La détermination du PH dans le modèle se fait par la résolution de l’équation
de l’équilibre des charges.

∑
Sc+ = ∑

SA+ (1.1)

∑
Sc+ représente l’ensemble des cations, et ∑SA+ = 0 représente l’ensemble des anions.

Le bilan de charge mis en oeuvre par IWA est le suivant :

SCat+ + SNH+
4

+ SH+ − SHCO−3 −
SAc−

64 −
SPr−
112 −

SBu−
160 −

SV a−
208 − SOH− − SAn− = 0

(1.2)

De l’équation (1.2), on peut calculer la concentration des ions H+ comme suit :

SH+ = − θ
2 + 1

2
√
θ2 +Kw (1.3)

Avec : θ = SCat+ + SNH+
4
− SHCO−3 −

SAc−
64 −

SPr−
112 −

SBu−
160 −

SV a−
208 − SAn−

SNH+
4

= Sic − SNH3

SCO2 = Sic − SHCO−3
Enfin le PH peut être calculé comme suit :

PH = −log(SH+) (1.4)

– Les transferts liquide-gaz
La phase gazeuse en contact avec la phase liquide va atteindre un état stable. Lorsque
la phase liquide est relativement diluée, la loi d’Henry peut être utilisée pour décrire la
relation d’équilibre :

KHpgaz,i,ss − Sliq,i,ss = 0 (1.5)
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– pgaz,i,ss est la pression de la phase gazeuse à l’état d’équilibre du composant i.
– Sliq,i,ss est la concentration de la phase liquide à l’état d’équilibre pour le composant
i.

– KH est le coefficient de la loi d’Henry.
Il possible de déterminer le taux de transfert massique spécifique d’un gaz i à partir de la
relation :

ρT,i = kLa(Sliq,iKHpgaz,i) (1.6)

l’ensemble du taux de transfert des composés gazeux est présenté dans la matrice de
transfert liquide-gaz sur la figure (A.1).

1.2.3 Les expressions des processus

Les étapes extracellulaires sont identifiées comme des cinétiques du premier ordre. les
étapes intracellulaires sont décrites selon trois expressions : croissance, décès et consom-
mation. L’ensemble des processus est alors exprimé sous forme de matrice appelée matrice
de Petersen (figure(A.3) et (A.4)).

La matrice de Peterson est la structure la plus largement répandue, elle est assez flexible
pour élaborer les modèles chimiques et biologiques. Une ligne représente un processus qui
est listé dans la colonne à gauche de la matrice, l’indice j est associé à chaque processus
qui varie de 1 à 19, par contre une colonne correspond à un composant qui est listé du
côté supérieur du tableau par leurs symboles et du côté inférieur par leurs nom et unité.
Les expressions cinétiques pour chaque processus sont marquées dans la colonne à droite
de la matrice notée ρj. Les coefficients stochiométriques vij font ressortir le rapport de
masse entre le composant dans les processus, le signe − c’est la consommation et le signe
+ c’est la production, parfois les paramètres stoechiométriques sont représentés par le taux
de conversion de chaque substrat en biomasse Y.

Il y’a 19 processus biochimiques dans le modèle ADM1, les quatre premiers processus
sont la désintégration et l’hydrolyse, la cinétique adoptée dans cette étape et la cinétique
du 1er ordre exprimée comme suit :

ρj = kjXi.
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Avec :

– ρi : taux de consommation du substrat i, g COD/(m3.jr).
– kj : paramètre cinétique du composé particulier i,j−1.
– Xi : composé particulier i, kg DCO/m3

le paramètre kdes est utilisé pour la désintégration, par contre les paramètres khyd−ch,
khyd−pr, khyd−li sont utilisés pour l’hydrolyse des carbohydrates (ch), des protéines (pr), et
les lipides (li),respectivement.

Après la désintégration et l’hydrolyse viennent trois autres étapes : l’acidogénèse, l’acé-
togénèse et la méthanogénèse des processus 5 à 12 qui représentent les processus de consom-
mation du substrat. Sept espèces sont impliquées dans les trois étapes, à savoir les espèces
utilisées dans la dégradation des sucres, des acides aminés, des AGLC, du valérate, du bu-
tyrate, du propionate, d’acétate ainsi que de l’hydrogène. La cinétique pour la description
du taux de consommation du substrat est de la forme :

ρj = Km,j
Si

KS,j+SiXiIi−j

Avec :

– ρj : le taux de réaction du processus j, kg DCO/(m3.j).
– Km,j : le taux spécifique maximale de consommation du processus j, j−1.
– KS,j : consontration de demi saturation du processus j, kg DCO/m3

– Si : composant soluble utilisé (c-à-d Substrat), kg DCO/m3

– Xi : composant particulaire (c-à-d Biomasse), kg DCO/m3

– Ii−j : fonction d’inhibiteur i au processus j, kg DCO/m3

L’étape indispensable du processus biochimique est la disparition de la biomasse des sept
dernières espèces, du processus 13 à 19. Elle est décrite comme des cinétiques du 1er
ordre, d’où l’utilisation de la même formule donnée dans le processus de désintégration
et d’hydrolyse. Sept constantes kdec,i représentent les taux de désintégration des espèces
différentes.

Ainsi, le modèle comporte 24 variables dynamiques et 19 processus biochimiques. Il ont
été implémentés dans la matrice de Petersen. Les processus 1 à 4 sont la désintégration
et l’hydrolyse, les processus 5 à 12 sont les processus de consommation du substrat et les
septs derniers processus de 13 à 19 sont la disparition de la biomasse des sept espèces.
Cette matrice necessite l’utilisation de 55 paramètres parmi lesquels des constantes de
demi-saturation (KS), des taux de consommation (km) et des constantes d’inhibition (KI).
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1.2.4 Les Inhibitions

Différentes inhibitions sont prises en compte dans le modèle afin de considérer l’in-
fluence du PH, de l’hydrogène, de l’ammoniac et d’une insuffisance en azote inorganique.
Celles-ci sont reportées dans la figure (A.6).

1.3 Méthodologie de la mise en équation du modèle
ADM1

1.3.1 Variables d’états dynamiques

Le modèle ADM1 se compose d’un système DAE (d’équations algébro-différentielles),
de 35 équations différentielles et d’une équation algébrique. Vingt neuf variables d’états
sont en fait des concentrations dans la phase liquide et la phase gazeuse qui sont listés
dans les tableaux (1.1) et (1.2). Les six autres variables représentent des concentrations
ionisées et sont listés dans le tableau (1.3).

Table 1.1 – Composés dans la phase liquide du modèle ADM1

i Composés Déscription i Composés Déscription
1 Ssu Monosaccharides 2 Saa Acides aminés
3 Sfa Acides gras longue chaines 4 Sva Valérate
5 Sbu Butyrate 6 Spro Propionate
7 Sac Acétate 8 Sh2 Hydrogène
9 Sch4 Méthane 10 Sic Carbone inorganique
11 Sin Azote inorganique 12 Si Solubles Inertes
13 Xc Composite 14 Xch Glucides
15 Xpr Protéine 16 Xli lipides
17 Xsu Sucre dégradé 18 Xaa Acides aminés dégradés
19 Xfa Acides gras longue chaines dégradés 20 Xc4 Valérate et propionate dégradés
21 Xpro propionate dégradés 22 Xac Acides acétiques particuliers
23 Xaa Hydrogène 24 Xi particulaire Inertes
25 Scat cations 26 San Anions
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Table 1.2 – Composés dans la phase gaseuse du modèle ADM1

i Composés Déscription
33 SgCO2 dioxyde de carbone
34 SgCH4 Méthane
35 SgH2 Hydrogène

Table 1.3 – Composés des concentrations ionisées dans le modèle ADM1

i Composés Déscription
27 Sva− Valérate
28 Sbu− Butyrate
29 Spro− Propianate
30 Sac− Acétate
31 SHCO3 Bicarbonate
32 SNH3 amoniaque

1.3.2 Mise en équation du modèle ADM1

Ce paragraphe décrit la mise en équation du modèle ADM1. Le digesteur anaérobie est
considéré comme un réacteur complètement agité à un seul étage (CSTR), ainsi le modèle
utilisé est basé sur ce type de réacteur représenté par la figure (1.2).

Figure 1.2 – Schéma typique d’un digesteur anaérobie du type CSTR
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Selon l’équation du bilan de matière, l’état de chaque composant dans la phase liquide
peut être exprimé par l’équation suivante

dSliq,i
dt

= Qin
V l

(Si,in − Si) +∑19
j=1 ρjvi,j i = 1 . . . 12

dXliq,i
dt

= Qin
V l

(Xi,in −Xi) +∑19
j=1 ρjvi,j i = 12 . . . 24

(1.7)

ρj est le taux de réaction du processus j et vi,j est le coefficient stoechiométrique du
composant i impliqué dans le processus j, qui sont regroupés dans la matrice de Petersen
(voir figure (A.4) et figure (A.3)).
Dans le modèle ADM1, l’équilibre du carbone est considéré pour toutes les réactions
biologiques pour empêcher des pertes dues aux différences dans les paramètres de fraction
du modèle. Ceci est réalisé en définissant la teneur en carbone Ci dans tous les composants
du modèle afin de satisfaire le bilan massique du cabone pour chaque réaction par le
biais du carbone inorganique Sic. En conséquence, la stoechiométrie de Sic est définie par
l’équation (1.8) pour toutes les réactions.

∀ : j = 1 . . . 19 v10,j = −∑11−24
i=1−9Civi,j (1.8)

Avec Ci est la teneur en carbone du composant i.
De même, en définissant la teneur en azoteNi de tous les composants du modèle, l’équation
(1.9) est appliquée pour réaliser l’équilibre de l’azote.

∀ : j = 1...19 v11,j = −∑12−24
i=1−10Nivi,j (1.9)

les bilans massiques du carbone et d’azote sont importants pour modéliser le système.
Le carbone et l’azote inorganique sont sources de la concentration en bicarbonate et en
ammonium respectivement (voir Annexe (A)).

L’expression mathématique pour les différents gaz en phase gazeuse est donnée comme
suit :

dSgas,i
dt

= −Qgas
Vg
Si + ρT,i

Vl
Vg

i=33,34,35 (1.10)

où Vgas est le volume total du gaz dans le réacteur et ρT,i est la vitesse de transfert des
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gaz appropriés aux composantes Sgas,Ch4, Sgas,H2 , Sgas,co2 Avec :

pgas,h2 = Sgas,h2 ∗ R∗Top16 (1.11)

pgas,CH4 = Sgas,CH4 ∗ R∗Top64 (1.12)

pgas,CO2 = Sgas,CO2 ∗R ∗ Top (1.13)

pgas = pgas,h2 + pgas,CH4 + pgas,CO2 (1.14)

Qgas = kp ∗ (pgas − patm) ∗ pgas
patm

(1.15)

où kp est le coefficient du flux de sortie, patm est la pression atmosphérique. Qgaz est la
sortie du débit du Biogaz. pgaz est la pression du biogaz donnée par la somme des pressions
partielles de l’hydrogène, le méthane, le dioxyde de carbone et eau, ainsi

pgaz = Sgaz−H2
RTop

16 + Sgaz−CH4
RTop

64 + Sgaz−CO2RTop+ pH2O (1.16)

R étant la constante des gaz parfaits.

les équations différentielles de l’anion et le cation sont simplement définies par l’effet
de dilution du réacteur, car ils sont non réactifs, ce qui donne l’équation (1.17)

dSliq,i
dt

= Qin
Vl

(Si,in − Si) i = 25, 26 (1.17)

Tandis que les dynamiques de l’acide dissocié et de l’ammoniac libre sont donnés par

dSi
dt

= −ρA,i , i = 27 . . . ...32 (1.18)

où ρA,i sont les taux cinétique acide-base, ils sont suggérés dans [17] (2002), (voir la
figure (A.2))
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1.4 Le point d’équilibre du modèle ADM1

Le point d’équilibre du modèle ADM1 correspond à l’état d’équilibre du digesteur
anaèrobie. Sur le papier de [13] les résultats des simulations de l’état d’équilibre du modèle
ADM1 ont été présenté. voir sur la figure (A.5).

1.5 Conclusion

Le modèle No.1 de digestion anaérobie (ADM1) a été présenté dans ce chapitre. Ce
modèle est très intéressant en ce qui concerne la précision des simulations si le réglage
des paramètres s’avère possible pour le type de substrat qu’on veut utiliser. Cependant
sa complexité est un gros handicap pour faire de l’optimisation ou synthétiser des lois de
commande basées sur le modèle. De plus il est difficile à implémenter numériquement.De
là nous avons envisagé l’approche des méthodes de réduction que nous aborderons dans le
second chapitre.



Chapitre 2

Réduction du modèle ADM1 par la
troncature équilibrée linéaire

2.1 Introduction

Les techniques de réduction des modèles dynamiques permettent l’obtention de mo-
dèles de dimensions réduites, ce qui simplifie l’analyse et la commande des systèmes d’ori-
gine. Dans le cas des systèmes linéaires, les résultats sont bien établis et d’usage courant
par contre, pour les systèmes non linéaires, divers méthodes ont été mises au point cha-
cune avec ses avantages et inconvénients et font toutes usage de méthodes numériques
sophistiquées.
Notre projet consiste à utiliser une méthode de réduction afin de réduire le modèle No.1
de digestion anaérobie. Deux méthodes ont déjà été appliquées sur ADM1, il s’agit d’une
méthode présentée dans le papier [14] appelée la méthode d’homotopie, c’est un moyen
qui permet d’associer les valeurs propres et les variables d’états du système dynamique. Le
principe réside dans le choix d’un système dynamique simplifié et dont les états peuvent
être reliés aux valeurs propres du système linéarisé tangent correspondant. Alors cette
méthode a permis de réduire le modèle ADM1 à onze équations différentielles. La seconde
méthode utilisée pour la réduction du modèle ADM1 est présentée dans [3], une technique
d’analyse en composante principale (PCA) a été étendue et appliquée pour simplifier le
modèle ADM1. La méthode montre que les principales caractéristiques du modèle pour-
raient être obtenues avec un minimum de deux réactions. Le modèle réduit a reproduit la
dynamique du processus de façon très précise.
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2.2 Etat de l’art sur les Méthodes de Réduction

2.2.1 Réduction par troncature equilibrée linéaire

Moore (1981)[10] a introduit la réalisation équilibrée dans le but de l’utiliser comme
un outil de réduction de modèle. L’idée est que les valeurs singulières du grammien de
commandabilité correspondent à la quantité d’énergie qui doit être mise dans le système
afin de déplacer les états correspondants. Pour le grammien d’observabilité, ses valeurs
singulières se rapportent à l’énergie qui est générée par les états correspondants.

Si un système linéaire est sous forme équilibrée, les valeurs singulières de Hankel four-
nissent une mesure de l’importance des états, parce que l’état avec les plus grandes valeurs
singulières influence le plus le comportement entrée-sortie. Ceci est directement lié à la ré-
duction de modèle, ainsi les états qui contribuent très peu au comportement entrée-sortie
peuvent être supprimés.

2.2.2 Réduction par troncature équilibrée non linéaire

La troncature équilibrée des systèmes non linéaires stables a été introduite par Scherpen
(1994) [15], l’énergie d’entrée passée et l’énergie de sortie future sont définies comme
des fonctions de commandabilité et d’observabilité, et jouent un rôle dominant dans la
troncature équilibrée non linéaire. Leurs caractéristiques sont étudiées et imposées afin de
transformer le système non linéaire en forme équilibrée. Les fonctions des valeurs singulières
de Hankel sont définies et jouent un rôle similaire aux valeurs singulières de Hankel dans
le cas linéaire, nous pouvons décider si oui ou non une composante d’état influe sur le
système d’une manière forte ou faible. Cette analyse aboutit à un outil de réduction de
modèle. Cependant, le calcul de ces fonctions d’énergie est coûteux en calcul et le résultat
est rarement une solution explicite. Pour ces raisons, il est très difficile d’appliquer cette
méthode à des problèmes à grande échelle.

Dans le papier de Lall S, Marsden JE, Glavaski S (1999) [9] une nouvelle méthode de
réduction des modèles des systèmes non linéaires est introduite appelée la décomposition
de Karhunen-Loève de l’espace d’état. L’idée centrale est d’utiliser les données obtenues
pour identifier les dynamiques les plus pertinentes du point de vue entrée-sortie.

Hahn J et Edgar TF (2000) [5], présentent une approche pour la réduction de modèle
non linéaire, basée sur la réalisation équilibrée des grammiens empiriques de commanda-
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bilité et d’observabilité et la projection de Galerkin. La première étape consiste à trouver
une réalisation équilibrée des grammiens empiriques d’observabilité et de commandabilité
afin de déterminer les états qui ont le plus contribué au comportement entrées- sorties, la
seconde étape consiste à effectuer une projection de Galerkin sur les états correspondant
aux plus grandes valeurs singulières de la réalisation équilibrée. La projection de Galerkin
est basée sur l’idée que la dynamique d’un système peut être remplacée par la dynamique
basée sur un sous espace du système original. Cette méthode a l’avantage de nécessiter
que de simples calcules matricielles pour la réduction des modèles non linéaires.

Dans le papier de Lall S, J Marsden, et S Glavaski (2002)[8] une nouvelle méthode
de réduction pour les systèmes de commande non linéaires est présentée. Cette méthode
évite certaines difficultés rencontrées dans le calcul des fonctions énergétiques présentées
par Sherpen [15], cette méthode consiste à construire une réalisation approximativement
équilibrée, qui nécessite seulement des calculs matriciels standards. L’approche présentée
ici utilise en premier des données de simulation ou expérimentation et identifie les états du
système qui ne sont pas affectés par les actionneurs, et qui affectent le plus les capteurs.
Ensuite il s’agit de construire une réalisation équilibrée empirique pour les systèmes non
linéaires, qui coïncide avec la réalisation équilibrée pour les systèmes linéaire. Enfin une
projection de Galerkin est appliquée à la réalisation équilibrée pour construire un modèle
non linéaire de faible dimension.

Dans l’article de Fujimoto K et D Tsubakino (2006) [4], un algorithme de calcul de
la réalisation équilibrée et la troncature basée sur le développement en série de Taylor
est proposé, où deux ensembles d’équations aux dérivées partielles sont à résoudre. Le
premier est un ensemble d’équation Hamilton-Jacobi-Bellman et une équation de Lyapunov
pour obtenir les fonctions d’observabilité et de commandabilité. L’autre est une équation
algébrique non linéaire par rapport aux fonctions de commandabilité et d’observabilité
pour obtenir une transformation de coordonnées qui convertit le système non linéaire en
réalisation équilibrée.

Krener, A. J. (2008) [7] a présenté une méthode plus intrinsèque de la réduction de
modèle non linéaire. Il a introduit la forme normale pour les fonctions de commandabilité
et d’observabilité et a montré qu’un système non linéaire peut toujours être ramené à
cette forme par des changements locaux. Les paramètres de cette forme normale indiquent
l’importance relative des coordonnées de l’espace d’état du système. Ensuite il a proposé
une nouvelle interprétation de la troncature équilibrée linéaire qui peut être étendue à un
système non linéaire.

Bouvrie J, Hamzi B (2011) [6], ont introduit une nouvelle approche de réduction de
modèle non linéaire, en s’appuyant sur les progrès récents dans l’apprentissage automa-
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tique et la réduction de dimensionnalité statistique. La méthode repose sur l’hypothèse
que le système non linéaire se comporte linéairement lorsqu’il est plongé dans un feature
space de dimension élevée, où la troncature équilibrée peut être effectuée. Cela conduit à
une application non linéaire dans un espace de Hilbert à noyaux reproduisants qui permet
de générer un système dynamique de faible dimension, pour donner un système dynamique
réduit qui garde les caractéristiques entrée-sortie essentielles du modèle original.

2.3 Troncature équilibrée d’un système linéaire

Soit le système linéaire suivant :

Ż(t) = f̂(Z(t), u(t), y(t))
X̂ = ĥ(Z(t), u(t), y(t))

(2.1)

où A∈ Rn∗n ,B ∈ Rn∗p et C ∈ Rp∗n

Définition 1. [10] : Les fonctions de commandabilité et d’observabilité d’un système
linéaire sont définies respectivement comme :

Lc(x0) = min
u∈L2(−∞, 0)

x(−∞)=0,x(0) = x0

1
2
∫ 0
−∞ ‖u(t)‖2dt

(2.2)

et
L0(x0) = 1

2
∫∞

0 ‖y(t)‖2dt , x(0) = xo , u(t) ≡ 0 ,0 ≤ t ≺ ∞ (2.3)

La valeur de la fonction de commandabilité à x0 est la quantité minimum d’énergie
d’entrée nécessaire pour atteindre l’état x0 à partir de l’état zéro, et la valeur de la fonction
d’observabilité est la quantité d’énergie de sortie générée par l’état x0.

Théorème 2.3.1. [15] : Soit le système (??). Alors Lc(x0) = 1
2x

T
0W

−1
c x0, et Lo(x0) =

1
2x

T
0Wox0, où Wc =

∫∞
0 eAtBBT eAT tdt est le grammien de commandabilité et Wo =∫∞

0 eAT tCTCeAtdt est le grammien d’observabilité. De plus, Wc et Wo sont symétriques,
définis positifs et sont les uniques solutions des équations de Lyapunov.

AWc +WcA
T = −BBT

ATWo +WoA = −CTC
(2.4)

Théorème 2.3.2. [10] : Les valeurs propres de WcWo sont invariantes, c’est à dire, elles
ne dépendent pas du choix des coordonnées de l’espace d’états. Il existe une représentation

https://www.rapport-gratuit.com/
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d’espace d’états où :

Σ := W̃c = W̃o =


σ1 . . . 0
... . . . ...
0 · · · σn

 (2.5)

Avec σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn � 0 sont les racines carrées des valeurs propres de WcWo. Par
ailleurs les σ′is,i = 1, . . . , n sont les valeurs singulières de Hankel.
Deux autres représentations peuvent être obtenues à partir de l’équation (2.5) par chan-
gement de coordonnées : x = Σ−1/2x̃ et x = Σ1/2x̃.

Le système dont les Gramiens vérifient l’égalité ci-dessus est appelé réalisation équili-
brée et la transformation x = T x̃ est nous avons :

W̃c = TWcT
T

W̃o = (T−1)TWoT
−1

(2.6)

Où T représente la matrice de transformation avec x = T x̃. De cette façon nous avons la
réalisation équilibrée de notre système :{ ˙̃x(t) = TAT−1x̃(t) + TBu(t)

y(t) = CT−1x̃(t) (2.7)

Théorème 2.3.3. [15] : Borne d’erreur
Supposons que les valeurs singuliètres de Hankel verifient :

σ1 > . . . σk > σk+1 > . . . > σn

G̃ est obtenu par troncature à l’ordre k d’une réalisation équilibrée alors :

‖G− G̃‖∞ ≤ 2(σk+1 + . . .+ σn) (2.8)

Nous enlevons les composantes de xk+1,. . .,xn qui correspondent aux petites valeurs sin-
gulières de Hankel σk+1,. . .,σn (petites par rapport au reste des valeurs singulières). Le
système d’ordre réduit constitue une bonne approximation du système original.
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2.4 Réduction du modèle ADM1

2.4.1 La linéarisation du modèle ADM1

Le modèle ADM1 est un système non linéaire qui s’écrit de la forme :{
ẋ = f(x, u)
y = h(x) (2.9)

Avec : f(x, u) correspond a l’ensemble des équations (1.7), (1.10), (1.17) et (1.18), u = Qin

et h(x) = Qgas équivalent a l’équation (1.15).

Il a été linéarisé autour d’un point d’équilibre (A.5) et rendu sous la forme (??).
Avec :

A = ∂f
∂x

∣∣∣
x=xeq ,u=ueq

, B = ∂f
∂u

∣∣∣
x=xeq ,u=ueq

, C = ∂h
∂x

∣∣∣
x=xeq

.

où A∈ R35∗35, B ∈ R35∗1 et C ∈ R1∗35.

Étant donnée la complexité du modèle ADM1, l’outil Maple13 a été nécessaire pour
calculer les matrices A, B et C.

2.4.2 Réalisation équilibré du modèle linéaire de ADM1

Nous avont utiliséMATLAB pour les grammiens transformées W̃c et W̃o de l’équation
(2.6) et la matrice de transformation linéaire T ∈ R35∗35. Nous avons obtenu une réalisa-
tion équilibrée de notre système qui s’écrit de la forme (2.7).

2.4.3 Troncature équilibrée du modèle ADM1

Pour la réduction de modèle, les états qui ne contribuent pas énormément dans le
comportement entrées-sorties peuvent être enlevées, c’est à dire les valeurs singulières de
Hankel les moins dominantes sont négligeables.
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Nous avons visionné les valeurs singulières de Hankel illustrées par la figure(2.1). Les états
les moins commandables et peu observables sont représentés par zéro ou sont proches de
zéro.

Figure 2.1 – Les valeurs singulière de Hankel

Sur la figure (2.1), on remarque qu’à partir de l’ordre 5 les valeurs singulières sont
presque nulles. Nous allons calculer la borne d’erreurs (2.8) pour avoir la meilleure ap-
proximation du modèle réduit.

Table 2.1 – Borne de l’erreur

Ordre de modéle réduit ‖G(s)−G(s)red ‖∞ 2∑n
i=k+1 σi

6 1.20786e− 07 1.7739e− 07
5 1.649e− 06 1.91564e− 06
4 4.3022e-05 4.3289e-05
3 1.590e− 04 2.0200e− 04

Le tableau (2.1) désigne la borne d’erreur pour différents ordres, à l’ordre 3 nous
constatons qu’il y a une perte d’information importante. Cependant il semblerait que
l’ordre 4 représente le choix raisonnable conduisant à un système réduit. Alors au final
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nous avons un système réduit d’ordre 4 suivant :{
ẋr = Arx+Bru

yr = Crx

Avec :

Ar =


−2.629.10−2 5.855.10−2 −1.9638.10−2 1.816.10−2

−5.855.10−2 −2.440.10−1 1.6431.10−1 −1.722.10−1

1.963.10−2 1.642.10−1 −3.2731.10−1 7.153.10−1

1.816.10−2 1.722.10−1 −7.1530.10−1 −2.015



Br =


−5.169.10−2

−5.141.−2

1.909.10−2

1.788.10−2



Cr =
[
−5.169.10−2 5.141.10−2 −1.909.10−2 1.7886.10−2

]

La figure(2.2) représente le tracé de Bode entre le système original et le système réduit,
comme on peut le voir les deux systèmes se comportent de manière très similaire.

Figure 2.2 – Tracé de Bode du système original avec le système réduit

Nous pouvons aussi représenter les réponses impulsionnelle et indicielle pour comparer
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les deux systèmes. Ainsi sur la figure (2.3), en comparant les deux systèmes nous pouvons
voir que le modèle réduit reprèsente une bonne approximation du modèle original

Figure 2.3 – Réponses impulsionnelle et indicielle du système original et réduit

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé un état de l’art sur les méthodes de réduction. nous
avons présenté et appliqué une de ces méthodes sur le modèle ADM1 appelé troncature
équilibrée linéaire, cette méthode nous a permis de réduire le nombre d’états du système
original d’ordre 35 à l’ordre 4. L’utilisation de cette approche a assuré une approximation
du système initial par un système de dimension réduite tout en préservant les propriétés
entrées-sorties.



Chapitre 3

Méthode de réduction non linéaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons procéder à la réduction du modèle ADM1 par l’approche
proposée en [6]. L’approche consiste tout d’abord à supposer que le système non linéaire
se comporte linéairement lorsqu’il est plongé dans un feature space de dimension élevé,
après nous réalisons une troncature équilibrée équivalente aux techniques linéaires dans le
feature space pour enfin construire un modèle non linéaire d’ordre réduit.

3.2 Troncature équilibrée des systèmes non linéaires

Nous considérons un système non linéaire de la forme :{
ẋ = f(x, u)
y = h(x) (3.1)

Avec : x ∈ Rn, u ∈ Rm, f(0,0) = 0, h(0) =0 et x(0) = x0. Le linéarisé du système (3.1)
autour de l’origine est commandable, et ẋ = f(x, u) est asymptotiquement stable.
Nous présentons dans l’annexe B quelques rappels mathématiques utiles pour la compré-
hension de la suite de ce chapitre.
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3.2.1 Grammiens Empiriques dans RKHS

– LE GRAMMIEN EMPIRIQUE DE COMMANDABILITE

Nous estimons le grammien de commandabilité en excitant chaque coordonnée de l’entrée
avec des impulsions tout en plaçant x0 = 0. Soit ui(t) = δ(t)ei le ième signal d’excitation,
et soit xi(t) la réponse correspondante du système.
Nous formons la matrice X(t) = [x1(t)...xm(t)] ∈ Rn∗m, de sorte que X(t) soit considérée
comme une matrice de données.
Alors Wc ∈ Rn∗n est donnée par :

Wc = 1
m

∫∞
0 X(t)XT (t)dt (3.2)

Nous pouvons approximer cette intégrale en échantillonnant la matrice de données X(t)
dans un intervalle fini [0, T ], cela conduit au grammien empirique de commandabilité :

Ŵc = T
mN

∑N
i=1X(ti)X(ti)T (3.3)

– LE GRAMMIEN EMPIRIQUE D’OBSERVABILITE

le grammien empirique d’observabilité est estimé en fixant u(t) = 0, nous mettons
xo = ei pour i = 1...n, nous mesurons les réponses du système correspondant yi(t). Les
réponses sont assemblées dans une matrice Y (t) = [y1(t)...yn(t)] ∈ Rp∗n.
Le grammien d’observabilité Wo ∈ Rn∗n est défini par :

Wo = 1
p

∫∞
0 Y (t)Y T (t)dt (3.4)

De même en échantillonnant la matrice de fonction Y (t) sur un intervalle [0, T ], nous
obtenons le grammien empirique d’observabilité.

Ŵo = T
pN

∑N
i=1 Ỹ (ti)Ỹ T (ti) (3.5)

où Ỹ (ti) = Y T (t), la matrice Ỹ (ti) ∈ Rn∗p peut être considérée comme une matrice de
données avec les observations :

dj(ti) = (y1
1(ti) . . . ynj (ti))T ∈ Rnj = 1 . . . p , i = 1 . . . N. (3.6)

De sorte que dj(ti) correspond à la réponse à l’instant (ti) de la sortie de coordonnée j,
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pour chacune des conditions initiales x0 = ek , k = 1...n.

3.2.2 Analyse par composantes principales à noyaux (Kernel
PCA)

Kernel PCA [1], [16] est une extension du PCA (voir Annexe B) aux distributions non
linéaires, au lieu de faire directement le PCA, les points de données d’origine sont plongés
dans un feature space de dimension élevée défini par un feature map : Φ : Rn → F .
PCA dans feature space conduit à un algorithme appelé Kernel PCA. Compte tenu de
l’ensemble des données x := {xi}Ni=1 ∈ Rn, l’ojectif est de trouver les vecteurs propres v et
les valeurs propres λ de la matrice de covariance C dans le feature space, où :

Cx = 1
n

∑N
i=1 Φ(x)⊗ Φ(x) (3.7)

Avec Φ(x) ⊗ Φ(x) = 〈Φ(x), .〉Φ(x) désigne le produit tensoriel entre deux vecteurs en H.
Nous supposons que les données sont centrées dans le feature space afin que∑m

i=1 Φ(xi) = 0.
les principaux sous espaces sont calculés par diagonalisation de Cx, mais comme cela est
montré dans [1], on peut former la matrice (K)i,j = K(xi, xj), i = 1 . . . N et résoudre le
problème des valeurs propres :

Kα = Nλα (3.8)

Si :
Cxvi = λvi (3.9)

Il existe des coefficients αi . . . αm de sorte que :

vi = ∑N
i=1 αiΦ(xi) (3.10)

Les valeurs propres αi de K sont alors normalisées, de sorte que les vecteurs propres vi de
Cx ont une norme unité dans le feature space.

Nous devons trier les vecteurs propres selon les amplitudes des valeurs propres cor-
respondantes dans l’ordre décroissant et former la matrice Vq = [v1 . . . vq] , 1 ≤ q ≤ n,
Les premières composantes principales q du vecteur x = Φ(x̃) dans le feature space sont
données par V T

q x.
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par similitude nous formons la matrice :

Aq = [α1 . . . αq] 1 ≤ q ≤ min(n,N) (3.11)

les composantes principales dans feature space peuvent être calculées dans l’espace d’ori-
gine avec les noyaux en utilisant

Π(x) = ATq k(x) (3.12)

où k(x) = (K(x, x1), . . . , K(x, xN))T

3.2.3 Réduction d’ordre de modèle

On considère le système non linéaire de l’équation (3.1). D’après [6], l’approche propo-
sée commence par la construction d’estimation empirique du grammien de commandabilité
et d’observabilité dans le feature space. Notons d’abord que le grammien empirique de com-
mandabilité peut être considéré comme covariance d’un ensemble d’échantillons de N.m
vecteurs mis a l’échelle par T.

Ŵc = T
mN

∑N
i=1X(ti)XT (ti) = T

mN

∑N
i=1

∑m
j=1 x

j(ti)xj(ti)T (3.13)

Et le grammien empirique d’observabilité peut être considéré de même, comme covariance
d’un ensemble d’échantillons de N.p vecteurs.

Ŵo = T
pN

∑N
i=1

∑p
j=1 dj(ti)dj(ti)T (3.14)

On peut donc considérer trois quantités d’intérêt :

– Le noyau de commandabilité Kc ∈ RNm∗Nm

(Kc)µν = k(xµ, xν) = 〈Φ(xµ),Φ(xν)〉F (3.15)

pour µ, ν = 1...Nm
– Le noyau d’observabilité Ko ∈ RNp∗Np

(Ko)µν = k(dµ, dν) = 〈Φ(dµ),Φ(dν)〉F (3.16)

pour µ, ν = 1...Np
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– Le noyau de Hankel Ko,c ∈ RNp∗Nm

(Ko,c)µν = k(dµ, xν) = 〈Φ(dµ),Φ(xν)〉F (3.17)

pour µ = 1...Np et ν = 1...Nm.

les racines carrées des valeurs propres non nulles de la matrice Ko,cK
T
o,c sont les valeurs

singulières empiriques de Hankel du système plongé dans le feature space, pour cela Ko,c

est appelé noyau de Hankel par analogie avec le cas linéaire.

En PCA et KPCA les données sont centrées, alors dans notre cas cette question doit être
considérée avec une certaine prudence. Nous avons deux ensembles distincts de données :

– Les échantillons d’observabilité : soit Ψ la matrice dont les colonnes sont les échan-
tillons d’observabilité plongée dans le feature space

– Les échantillons de commandabilité : soit Φ la matrice construite à partir de la
matrice de fonction X(t)

Alors nous avons :

Ko = ΨTΨ , Kc = ΦTΦ et Ko,c = ΨTΦ (3.18)

En supposons 1M , 1N la longueur des N, M vecteurs qui représentent respectivement N
échantillons de données d’observabilité et M échantillons de données de commandabilité.
Nous pouvons définir les versions centrées sur les matrices Φ et Ψ dans le feature space :

Φ̃ = Φ− µc1TN , Ψ̃ = Ψ− µo1TM (3.19)

Puisque nous ne pouvons pas calculer µc et µo explicitement à partir des données , nous
pouvons calculer K̃o,c = Ψ̃Φ̃T , en remplaçant µc := N−1Φ1N et µo := M−1Ψ1M , et nous
obtenons :

K̃o,c = (Φ− µc1TM)T (Ψ− µo1TN)

= Ko,c − 1
N
Ko,c1N1TN − 1

M
1M1TMKo,c + 1

MN
1M1TMKo,c1N1TN

(3.20)

https://www.rapport-gratuit.com/
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Nous aurons aussi besoin de la version centrée d’observabilité empirique en feature map.

ko(x) := ΨTΦ(x) = (K(x, d1), . . . , K(x, dM))T (3.21)

La version centrée d’observabilité empirique en feature map suit le même raisonnement
du noyau de Hankel.

k̃o(x) = (Φ− µo1TM)(Φ(x)− µc1TM)

= ko(x)− 1
N
Ko,c1N − 1

M
1M1TMKo(x) + 1

MN
1M1TMKo,c1N

(3.22)

Pour la suite nous considérons que les notations Ko,c et Ko(x) sont les versions centrées.

Avec les quantités définies ci-dessus, on peut co-diagonaliser les grammiens empiriques
(Réalisation équilibrée) et réduire la dimension des variables d’états (Troncature) dans
le feature space où nous avons supposé que le système se comporte de façon linéaire,
l’ordre du modèle peut être réduit en éliminant les petites valeurs singulières de Hankel
{Σii}ni=q+1.
La troncature équilibrée dans le feature space est définie d’après [6] de la façon suivante :

Théorème 3.2.1. [6] La troncature équilibrée dans le feature space peut être effectuée
par l’application de la réduction de l’espace d’état Π : Rn → Rq qui est donnée par :

Π(x) = T Tq ko(x), x ∈ Rn (3.23)

où Tq = VqΣ−1/2
q si Ko,cK

T
o,c = V Σ2V T , et ko(x) l’application empirique d’observabiilité.

Nous pouvons démontrer l’équation(3.23) de la façon suivante :
SoitX = ΦΦT le grammien de commandabilité dans le feature space équivalent à l’équation
(3.13), et soit Y = ΨΨT le grammien d’observabilité dans le feature space équivalent à
l’équation (3.14).
Avec : Φ la matrice dont les colonnes sont {Φ(xj(xi))}, i = 1...N , j = 1...m, et Ψ la
matrice dont les colonnes sont {Φ(dj(ti))}, i = 1...N , j = 1...p. Par définition nous savons
que : K(x, y) = 〈Φ(x),Φ(y)〉F , nous avons aussi que Ko = ΨTΨ et Kc = ΦTΦ.

Nous réalisons maintenant la réalisation équilibrée (X,Y) dans le feature space RKHS.
En premier on prend les SVD de X1/2 telle que :

UΣV T = X1/2Ψ (3.24)
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maintenant nous allons calculer (UΣV T )(UΣV T )T = (X1/2Ψ)(X1/2Ψ)T et nous avons :

UΣ2UT = X1/2Y X1/2 (3.25)

Enfin nous calculons (UΣV T )T (UΣV T ) = (X1/2Ψ)T (X1/2Ψ)

V Σ2V T = Ko,cK
T
o,c (3.26)

La transformation linéaire de l’équation (3.25) est M = Σ1/2UTX−1/2 sachant que X est
symétrique donc X1/2 l’est aussi. Pour les équations (3.24) et (3.26) on peut voir que
UT = Σ−1V TΨTX1/2.

Alors :
M = ∑1/2 UTX−1/2

= ∑1/2∑−1 V TΨTX1/2X−1/2

M = ∑−1/2 V TΨT

(3.27)

Notons que les racines carrées des valeurs propres non nulles de Ko,cK
T
o,c sont les valeurs

singulières de Hankel du système représenté dans le feature space. On peut former la
matrice Vq en prenant les meilleurs vecteurs propres de Ko,cK

T
o,c à partir de l’équation

(3.26).
MqΦ(x) = Σ−1/2

q V T
q ΨTΦ(x) = Σ−1/2

q V T
q ko(x) (3.28)

3.3 Système dynamique réduit

Compte tenu de la réduction non linéaire Π : Rn → Rq, nous devons maintenant
construire un système dynamique sur un espace d’état réduit qui garde les caractéristiques
entrée-sortie essentielles du modèle original.
On pose xr = Π(x) et nous avons :

ẋr = (JΠ(x)f(x, u))|x=Π†(xr) (3.29)

où Π† fait référence à l’inverse de Π, et JΠ est le jacobien de Π. L’approche consiste à
approximer la dynamique f et la sortie h de RKHS définit dans l’espace d’état réduit. Il
faut aussi approximer JΠ(Π†(xr)) avec la méthode des moindres carrés.
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3.3.1 Représentation de la dynamique dans RKHS

Nous approximons f : Rn∗m → Rn par une composition d’un ensemble de n régressions
(une pour chaque coordonnée), f̃i : Rq∗m → Rn dans RKHS avec la réduction Π.

Soit x̃ = Π(xj) ∈ Rq, uj ∈ Rm de sorte que zj = (x̃, uj). Nous allons chercher la
fonction f̃i ∈ H qui minimise :

∑l
j=1(f̃i(zj)− fi(xj, uj))2 + λi‖f̃i‖2

H (3.30)

Où λi > 0 est un paramètre de régularisation. fi qui minimise (voir le theorème B.0.1),
l’équation (3.30) est :

f̃i(z) = Σl
j=1C

i
jK

f (z, zj) i = 1 . . . n (3.31)

La preuve de cette minimisation se trouve dans [2]. Kf définit le RKHS Hf . Ici le Ci
j

comprend un ensemble de coefficients calculés en utilisant l’algorithme des moindres carrés
régularisés, cette méthode est cité dans [12]. Pour simplifier la notation, nous allons définir
plus précisément l’application vectorielle empirique dans le feature space :

kf (x̃, u) := Kf ((x̃, u), zi) i = 1 . . . l (3.32)

Dans cette notation :

f̃i(Π(x), u) = CT
i k

f (x̃, u)) i = 1 . . . l (3.33)

3.3.2 Approximation de la jacobienne JΠ(Π†(xr))

Pour approximer la jacobienne JΠ(Π†(xr)), nous devons calculer le développement de
Taylor d’ordre faible de Π et obtenir l’approximation

Π(x) = Π(α) + JΠ(x)(x− α) (3.34)

Et ensuite inverser à l’aide de la pseudo-inverse et obtenir :

Π̂(xr) = (JΠ(α))†(xr − Π(α)) + α (3.35)

Nous pouvons calculer JΠ(x) sans aucune difficulté, puisque les noyaux les plus couram-
ment utilisés sont différentiables.
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JΠ = ∂Π
∂x

= T Tq (I − 1
M

1M1TM)∂Ko(x)
∂x

(3.36)

Le calcul ∂Ko(x)
∂x

est montré ci-dessous pour le cas d’un noyau polynomial de degré d.

Kd(x, y) = (1 + 〈x, y〉)d
= (1 + xTy)d (3.37)

∂Kd(x,y)
∂x

= d(Kd−1(x, y))yT

= d(Kd(x, y)) d−1
d yT

(3.38)

Nous savons que Kd(x, y) = 〈Φ(x),Φ(y)〉H et xr = Π(x) = MT
q Φ(x).

Si Π était inversible alors nous aurions :

x = Π−1(xr)⇒ Kd(x, y) = 〈Φ(Π−1(xr)),Φ(y)〉H = 〈(Φ ◦ Π−1)(xr),Φ(y)〉H

Cependant Π n’est pas injective, alors il est raisonnable de définir (Φ ◦ Π−1)(xr) comme
la solustion d’un problème d’optimisation :

min
z∈H
‖z‖H

Subj.to ‖Mqz − xr‖Rk = 0
(3.39)

où Mq : H → Rk est défini dans l’équation (3.28). La solution z de (3.39) est la pseudo
inverse de Moore Penrose z∗ = M †

qxr.on insert cette solution sur le noyau dans le feature
map :

K(Π†(xr), y) = 〈(Φ ◦ Π†)(xr),Φ(y)〉H
= 〈M †

qxr,Φ(y)〉H
= 〈xr, (MT

q )†Φ(y)〉
= 〈xr, (MqM

T
q )−1MqΦ(y)〉

= 〈xr,Σ−1/2V T
q ΨTΨVqΣ−T/2Π(y)〉

= 〈xr, (T Tq KoTq)−1Π(y)〉

(3.40)

Au final nous avons la dérivée du noyau polynomial de degré d : Kd(x, y) = (1 + 〈x, y〉)d :

∂Kd(x,y)
∂x

∣∣∣
x=Π†(xr)

= d〈xr, (T Tq KoTq)−1Π(y)〉 d−1
d yT (3.41)
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3.3.3 Sortie du système réduit

Pour calculer la sortie du système réduit, nous allons procéder de la même manière
présentée dans l’approximation de f̃(Π(x), u). Etant donné un ensemble d’echantillons
{Π(xj), yj}lj=1, chaque coordonées de la fonction (ĥ)pi=1 est donnée sous la forme :

ĥi(Π(x)) = Σl
j=1b

i
jK

h(Π(x),Π(xj)) i = 1 . . . n (3.42)

3.3.4 Système Dynamique Réduit

Etant donnée l’estimation de f̃(Π(x), u) de f(x, u) dans RKHS Hf et J(Π†(xr)) vue
ci dessus, Nous pouvons obtenir :

ẋr = (Jπ(x)f̃(Π(x), u))
∣∣∣
x=Π†(xr)

.

= (Jπ(x))|x=Π†(xr) C
Tkf (xr, u)

= T Tq Jk(Π†(xr))CTkf (xr, u)

(3.43)

Nous obtenons un système dynamique réduit :

{
ẋr = T Tq Jk(Π†(xr))CTkf (xr, u)
ŷ = ĥ(xr)

(3.44)

où C est la matrice avec les vecteurs lignes ci et Jk la jacobienne d’observabilité empirique
en feature map définie dans l’équation (3.21)

3.4 Réduction du modèle ADM1 par la méthode non
linéaire

Dans cette section, nous avons voulu utiliser la méthode de réduction présentée ci-
dessus pour réduire le modèle ADM1.
Le modèle ADM1 est un système non linéaire de la forme (3.1)
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Il admet un point d’équilibre présenté dans le tableau(A.5). Cette méthode de réduction
est appliquée sous certaines conditions que nous devons vérifier En premier nous devons
avoir f(0, 0) = 0, h(0) = 0

le point d’équilibre du modèle ADM1 n’est pas à l’origine, alors nous avons fait le
changement de coordonnées

x̃ = x− xeq
ũ = u− ueq

(3.45)

Avec xeq et ueq représentant l’état d’équilibre du modèle. Nous allons remplacer le x dans
toutes les équations du modèle ADM1 par x̃+ xeq et remplacer u par ũ+ ueq. Ce change-
ment de coordonnées vérifie la condition f(0, 0) = 0.

La sortie du modèle y = h(x) = Qgaz (équation (1.15)) ne vérifie pas h(0) = 0, nous
avons h(0) = a (a est une constante non nulle). Alors nous avons défini une nouvelle sortie
h̃(x) = h(x)− a.

Le modèle ADM1 s’écrit alors de la forme suivante{ ˙̃x = ẋ = f(x̃+ xeq, ũ+ ueq)
y = h̃(x) = h(x)− a (3.46)

Étant donnée la complexité et la rigidité du modèle ADM1, la simulation d’un tel
système est difficile et demande un support informatique puissant. Nous n’avons pas pu
réaliser cette méthode de réduction sur le modèle ADM1, à cause de sa complexité, des
problèmes numériques restent à régler nous espérons effectuer cette réduction dans l’avenir.

3.5 Exemples de réduction de systèmes non linéaires

N’ayant pas réussi à appliquer la méthode présentée sur le modèle ADM1, nous nous
proposons de vérifier son applicabilité sur des exemples plus simples.

https://www.rapport-gratuit.com/


Chapitre 3. Méthode de réduction non linéaire 33

3.5.1 Exemple 1

On considère le système non linéaire de dimention 3 à une seule entrée et une seule
sortie.

ẋ1 = −2x1 + x2
1x2 − u

ẋ2 = −x2 − 2x3 + 6x1x
2
2

ẋ3 = −2x1 − x1 − 3x3 + u

y = −2x1 + x2

(3.47)

Le système (3.47) admet un point d’équilibre à l’origine. La linéarisation de ce système

nous donne A =


−2 0 0
0 −1 −2
−2 −1 −3

 B =


−1
0
1


C =

(
−2 1 0

)

(A, B) est commandable, (A,C) est observable et A est stable. Nous avons aussi f(0, 0) = 0
et y = h(0) = 0 .
.

La réduction du modèle (3.47) a été effectuée ci-dessous :

800 échantillons espacés de manière égale dans un intervalle de temps [0, 1000s] ont
été echantillonnés pour trouver Le noyau de Hankel Ko,c, calculé à partir d’un noyau
polynomial de degrés 3, K(x, y) = (1 + 〈x, y〉)3.

Ainsi la réduction Π a été définie en prenant les meilleures valeurs singulières de Hankel.
Si nous prenons les six premières valeurs singulières de Hankel dans le feature space pour
les systèmes (3.47).

H3 =



1.9480
2.332.10−2

2.334.10−7

−3.698.10−17

1.1109.10−17

−3.950.10−18


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De là nous avons pris les états qui influencent le plus sur le comportement entrées-
sorties. Nous avons réduit le système (3.47) à un état.

Etant donné la variable d’état réduite xr = Π(x) nous allons construire un système
dynamique réduit de la forme (3.44). Nous devons estimer la dynamique f̃i(Π(x), u) et la
sortie ŷ.

Pour estimer la dynamique f̃i(Π(x), u), nous avons choisi la commande sous forme
d’une onde carré de 10Hz, u = square(2.π.10.t) et 1000 echantillons dans un intervalle de
[0, 5s]. Le kf (x̃, u)) est calculé en prenant un noyau polynomial de degrés 3. L’ensemble
des coefficients Ci sont estimés en utilisant l’algorithme des moindres carré régularisé RLS
[11]

la sortie ŷ = ĥi(Π(x)) est estimé de la même manière qu’on a estimé f̃i(Π(x), u). la
commande a été choisie de la forme d’une onde carré de 10Hz, u = 2square(2π10t) et
700 echantillons dans un intervalle de [0, 5s]. Pour calculer Kh(Π(x),Π(xj)) nous avons
pris cette fois-ci un noyau gaussien K(x, y) = e−

‖x−y‖2

σ2 pour montrer que la méthode ne
repose pas sur le type du noyau. Nous avons aussi utilisé l’algorithme des moindres carré
régularisé RLS, pour estimer bij.

En final nous pouvons simuler le système dynamique réduit, nous avons pris 300 échan-
tillons sur un intervalle de [0, 2s] avec la commande u(t) = 0.25(sin(2π3t)+square(2π5t−
π/2)). Cette commande est simulée en haut des figures (3.1).

La simulation de la sortie ŷ(t) du système dynamique réduit est similaire à la sortie
y(t) du système original comme nous pouvons le voir sur la figure (3.1).
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Figure 3.1 – Réponses du système Original (3D) et Réduit

3.5.2 Exemple 2

Nous allons prendre un système non linéaire d’ordre 4 avec une seule entrée et une
seule sortie.

ẋ1 = −2x1 − x3 − x4 + x2
1x2 − u

ẋ2 = −2x1 − x2 + 5x1x
2
2

ẋ3 = x1 − x2 − x4

ẋ4 = −2x1 − 2x2 − x3 − 4x4 + x3
4 + u

y = −x1 + x3

(3.48)

Le système (3.48) admet un point d’équilibre à l’origine. La linéarisation de ce système
nous donne

A =


−2 0 −1 −1
−2 −1 0 0
1 −1 0 −1
−2 −3 −1 −4

 B =


−1
0
0
1


C =

(
−1 0 1 0

)
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(A, B) est commandable, (A,C) est observable et A est stable. Nous avons aussi
f(0, 0) = 0 et y = h(0) = 0 .

La réduction du modèle (3.48) a été effectuer comme la réduction du sysème (3.47).

les six premières valeurs singulières de Hankel dans le feature space pour le système
(3.48).

H4 =



25.029
1.0188
4.7676.10−2

1.9220.10−3

7.2873.10−4

1.4900.10−6


.

les deux premières valeurs singulières sont les plus infuents. Ainsi nous avons réduit le
système (3.48) à deux états.

La simulation de la sortie ŷ(t) du système dynamique réduit est similaire à la sortie
y(t) du système original comme montrer sur la figure (3.2).

Figure 3.2 – Réponses du système Original (4D) et Réduit
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3.5.3 Exemple 3

Nous considérons un système non linéaire d’ordre 5 avec une seule entrée et une seule
sortie.

ẋ1 = −2x1 + x2 − x4 − x5 + 3x2
1x2 + u

ẋ2 = −2x1 − x3 − x5

ẋ3 = −x1 − x2 − 2x3 − x4 − x3
5 − u

ẋ4 = x1 − x2 − 2x3 + 3x5 − x4
4 − u

ẋ5 = −2x1 − 3x2 − x3 − 4x4 − x5 + x2
3x

3
4 + u

y = x1 − 2x3 + x5

(3.49)

La linéarisation du modèle (3.49) est réalisée autour du point d’équilibre

A =



−2 1 0 −1 −1
−2 0 −1 0 −1
1 −1 −2 −1 0
−1 −1 −2 0 3
−2 −3 −1 −4 −1

 B =



−1
0
0
−1
1



C =
(
1 0 −2 0 0 1

)

Le système (3.49) est stables, (A, B) sont commandables et (A, C) sont Observables.
Nous avons aussi f(0, 0) = 0 et y = h(0) = 0 .

Ainsi la réduction Π a été définie en prenant les meilleures valeurs singulières de Hankel.
Si nous prenons les six premières valeurs singulières de Hankel dans le feature space pour
le système (3.49).

H5 =



62.463
4.744
1.0729
3.0104.10−1

5.4815.10−2

1.36700.10−4


Nous avons réduit le système (3.49) à deux états, en prennant les états qui influence le
plus sur le comportement entrée-sortie.

la figure (3.3) affiche la simulation de la sortie ŷ(t) du système dynamique réduit avec
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la sortie y(t) du système original, nous remarquons que comme les sytèmes précedent les
trajectoire sont trés similaires.

Figure 3.3 – Réponses du système Original (5D) et Réduit

3.6 Conclusion

Ce chapitre était consacré à la présentation d’une nouvelle approche de réduction de
modèle pour les systèmes non linéaires. L’objectif était d’appliquer cette méthode sur le
modèle ADM1, puisque nous avons été confrontés à des problèmes numériques, la réduction
n’a pas pu être réalisée sur le modèle ADM1. Alors nous avons pris trois systèmes non
linéaires sur lesquels nous avons appliqué la réduction. Le résultat était très satisfaisant et
nous avons vu que le comportement entrée-sortie essentiel du système original est préservé.



Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons présenté le modèle No.1 de la digestion anaérobie et constaté
que ce modèle regroupe plusieurs variables et beaucoup de paramètres qui restent difficiles
à mesurer. Notre objectif était d’appliquer des méthodes de réduction pour simplifier et
réduire la complexité du modèle ADM1.

Deux méthodes ont été présentées et appliquées sur le modèle ADM1 :

La première méthode proposée sur le modèle ADM1 est la troncature équilibrée linéaire,
pour appliquer cette approche, nous avons linéarisé le modèle ADM1 autour du point
d’équilibre. Ensuite nous avons effectuée la réalisation équilibrée et d’après les valeurs
singulières de Hankel, la troncature est réalisée en supprimant les états qui ne contribuent
pas énormément au comportement entrée-sortie. Cette méthode nous a permis de réduire le
modèle ADM1 à quatre variables d’état, tout en préservant ses caractéristiques essentielles.

La seconde méthode de réduction présentée est une nouvellee approche de réduction
pour les systèmes non linéaires. Cette approche consiste à supposer que le système non li-
néaire se comporte linéairement lorsqu’il est plongé dans un feature space, où la troncature
équilibrée peut être effectuée, cela conduit à une application non linéaire dans un espace
de Hilbert a noyaux reproduisants. Nous allons approximer la dynamique et la sortie du
système réduit sur cet espace, pour donner un système dynamique de dimension plus faible
qui garde les caractéristiques entrée-sortie essentielles du modèle original. Cependant cette
méthode n’a pas pu être appliquer au modèle ADM1 en raison des problèmes numériques.
Afin de vérifier l’applicabilité de la méthode, nous avons alors pris trois systèmes non
linéaires et nous avons appliqué la réduction, Les résultats sont très satisfaisants et les
propriétés entrée-sortie ont été maintenues.



Annexe A

Compléments de modélisation

Stoechiométrie de Sic et Sin

v10,j = ∑12
k=1 skρk + s13(ρ13 + ρ14 + ρ15 + ρ16 + ρ17 + ρ18 + ρ19)

où :
s1 = −Cxc + fsi,xcCch + fpr,xcCpr + fli,xcCli + fxI,xcCxI
s2 = −Cch + Csu
s3 = −Cpr + Caa
s4 = −Cli + (1− ffa,li)Csu + ffa,liCfa
s5 = −Csu + (1− Y su)(fbu,suCbu + fpro,suCpro + fac,suCac) + YsuCbac
s6 = −Caa + (1− Y aa)(fva,aaCva + fbu,aaCbu + fpro,aaCpro + fac,aaCac) + YaaCbac
s7 = −Cfa + (1− Y fa)0.7Cac + YfaCbac
s8 = −Cva + (1− Y c4)0.54Cpro + (1− Y c4)0.31Cac + Yc4Cbac
s9 = −Cbu + (1− Y c4)0.8Cac + Yc4Cbac
s10 = −Cpro + (1− Y pro)0.57Cac + YproCbac
s11 = −Cac + (1− Y ac)CCH4 + YacCbac
s12 = (1− Y H2)CCH4 + YH2Cbac
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v11,j = −YsuNbacρ5 + (Naa − YaaNbac)ρ6 + YfaNbacρ7 + Yc4Nbacρ8 + YfaNbacρ9

+ YproNbacρ10 + YacNbacρ11 + Yh2Nbacρ12 + (Nbac −Nxc)
19∑
i=13

ρi

+ (Nxc − fxI,xcNI − fsI,xcNI − fpr,xcNaa)ρ1.

Figure A.1 – Taux de transfert des composés gazeux(Batstone et al(2002))

Figure A.2 – Réaction acide-base(Batstone et al(2002))

Utilisons le valerate par exemple, le taux du processus A4 est :

KA,Bva(Sva−SH+ −Ka,vaSh,va)

on remplace Shva par (Sva − Sva−) et on aura :

KA,Bva(Sva−(SH+ +Ka,va)−Ka,vaSva)
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Figure A.3 – Processus et taux des composés solubles(Batstone et al(2002))
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Figure A.4 – Processus et taux des composés particulaires(Batstone et al(2002))
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Figure A.5 – Point d’équilibre

Figure A.6 – Inhibition



Annexe B

Outils mathématiques

Analyse par composantes principales(PCA)

L’idée centrale de l’analyse par composantes principales est de réduire la dimensionna-
lité d’un ensemble de données composé d’un grand nombre de variables, tout en conservant
autant que possible la variation présente entre eux.

– Principe

Pour n individus observés sur p variables quantitatives. L’ACP permet d’explorer les liai-
sons entre les variables et la ressemblance entre les individus. L’objectif est de chercher
une représentation des n individus, dans un sous espace Fk de Rp de dimension k. Autre-
ment dit on cherche à définir k nouvelles variables de combinaison linéaire des p variables
initiales qui ferons perdre le moins d’information possible. Ces variables seront appelées
"Composantes principales"

– Les données

L’analyse en composantes principales s’applique à un tableau de n lignes et p colonnes,
que l’on stocke sous la forme d’une matrice X de taille n ∗ p.

Chaque ligne (x1
i . . . x

p
i ) de X représente les valeurs prises par l’individu i sur les p

variables. Chaque colonne (xji . . . xjn) de X représente les valeurs de la variable j pour les
n individus.

– Méthode
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On cherche des combinaisons linéaires des variables appelées composantes principales.
Tout d’abord, il faut noter que le centrage des variables d’un tableau doit être considéré
en ACP (on retranche à chaque observation la moyenne de la variable correspondante). En
effet il est plus commode de travailler avec des données centrées, les expressions manipulées
sont plus simples à écrire.

Considérons un ensemble d’observation xi ∈ Rn, i = 1...m centrée ∑m
i=1 xi = 0. ACP

trouve les axes principaux en diagonalisant la matrice de covariance :

C = 1
m

∑m
j=1 xjx

T
j (B.1)

C est définie positive et peut être diagonalisée avec des valeurs propres non negatives
λ ≥ 0. pour cela on résout le problème suivant :

λv = Cv (B.2)

S’il existe un λk >> λk+1 alors les composantes principales correspondantes aux plus
grandes valeurs propres sont {v1, ...vk}

Espace de Hilbert

Définition 2. : soit H un espace vectoriel réel ou complexe, ont appelle produit scalaire
sur H notée 〈x, y〉 des vecteurs x, y ∈ H s’il vérifie :

1. la linéarité par rapport à une variable
2. La symétrie

〈x, y〉 = 〈y, x〉 si l’espace est réel
〈x, y〉 = 〈y, x〉 si l’espace est complexe

3. pour tout x ∈ H, on a : 〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0 si et seulement x = 0

Définition 3. : Si l’espace H est muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un espace
préhilbertien

Propriété 1. : Puisque 〈x, x〉 ≥ 0 on peut poser ‖x‖ =
√
〈x, x〉, cette expression définit

une norme sur H appelée norme Hilbertienne

Définition 4. : Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet, pour sa norme
Hilbertienne
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Voici quelques exemples d’espaces de Hilbert :

– Un espace Euclidien Rn de dimension finie muni d’un produit scalaire est un espace
de Hilbert.

– un espace Hermitien Cn de dimension finie muni d’un produit Hermitien est un
espace de Hilbert.

– L’espace L2(X) muni d’un produit scalaire 〈f, g〉 =
∫
X f(x)g(x)dx est un espace de

Hilbert.

Espace de Hilbert à noyaux reproduisant

Définition 5. : Soit H un espace de Hilbert sur un ensemble X . Notons 〈f, g〉 le produit
scalaire dans H et soit : ‖f‖ = 〈f, f〉1/2 la norme dans H, pour f et g ∈ H. H est appelée
un espace de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS) s’il existe un K : X ×X → R de sorte
que

1. K a la propriété de reproduction c-à-d : ∀f ∈ H, f(x) = 〈f(.), K(., x)〉.
2. K(., x) ∈ H pour tout x ∈ X

K est appelé un noyau reproduisant de H. HK(X) sera notée RKHS H avec le noyau
reproduisant K.

Définition 6. : (Mercer Kernel map) Une fonction K : X × X → R est appelé noyau
Mercer si elle est continue, symétrique et définie positive.

Propriété 2. : Si K est un noyau reproduisant d’un espace de Hilbert H, alors
1. K(x,y) est unique.
2. ∀x, y ∈ X , K(x, y) = K(y, x) (Symétrie).
3. ∑m

i,j=1 αiαjK(xi, xj) ≥ 0 pour αi ∈ R et xi ∈ X (noyau défini positif).
4. 〈K(x, .), K(y, .)〉H = K(x, y).
5. les noyaux suivants définis dans un domaine compact X ∈ Rn, sont des noyaux

Mercer :
K(x, y) = (1 + xTy)d, d ∈ N (polynomiale), K(x, y) = e−

‖x−y‖2

σ2 , σ > 0 (Gaussien)

Théorème B.0.1. : Soit K(x, y) un noyau définit positive dans un domaine compact ou
divers X. Alors il existe un espace de Hilbert F et une fonction Φ : X → F de sorte que

K(x, y) = 〈Φ(x),Φ(y)〉 pour x, y ∈ X
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Φ est appelée un feature map et F un feature space

Théorème B.0.2. [2] Supposons que nous avons un ensemble X non vide, un noyau
k défini positif dans X × X , les echantillons (x1, y1) . . . (xm, ym) ∈ X × R, une fonc-
tion réelle stictement monotone croissante g dans [0,∞], une fonction de coût arbitraire
c : (X × R2)m → R ∪∞, et une classe de fonctions :

F =
{
f ∈ RX |f(.) = ∑∞

i=1 βik(., zi), βi ∈ R, zi ∈ X , ‖f‖ ≺ ∞
}

Ici ‖.‖ est la norme dans RKHS Xk associée à k. Alors pour f ∈ F

c(x1, y1, f(x1) . . . xm, ym, f(xm)) + g(‖f‖)

Admet une représentation de la forme

f(.) = ∑m
i=1 αik(., xi)

Avec une moyenne square loss, la forme originale de :

c(x1, y1, f(x1) . . . xm, ym, f(xm)) = 1
m

∑m
i=1(yi − f(xi))2

Et
g(‖f‖) = λ‖f‖ λ � 0
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