Données numériques de Hodge et convolution
intermédiaire
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Dans cette section, nous étudierons le comportement des données numériques de Hodge d’un D-module
holonome régulier par 'opération de convolution intermédiaire. Le plan de ce chapitre 6 sera le suivant :

1.

6.1

Dans un premier temps, nous raisonnerons localement au voisinage d’un point singulier et définirons
les données numériques locales de Hodge.

Dans un deuxiéme temps, nous définirons les données numériques de Hodge sur la droite affine, qui
seront les invariants qui nous intéresserons par la suite.

Dans un troisieme temps, nous étudierons le comportement des données numériques de Hodge par
convolution intermédiaire additive par un module de Kummer. Comme dans le chapitre 4 sans
filtration de Hodge, de nombreux résultats ont été obtenus dans cette direction par Dettweiler
et Sabbah [DS13, §3.1]. Seul le comportement des données numériques locales de Hodge cycles
proches a l'infini n’a pas été explicité par Dettweiler et Sabbah, dans la mesure ou ces derniers font
I’hypothése d’'une monodromie scalaire a 'infini, leur objectif étant d’appliquer I’algorithme de Katz
qui fait cette hypothése. Nous détaillerons ce résultat dans le théoreme 6.3.1, en reprenant ’approche
et les idées de la preuve du théoreme 4.2.5. Nous compléterons ensuite les résultats de Dettweiler-
Sabbah en donnant également des formules pour les invariants locaux h? et globaux P sans faire
I’hypothese de monodromie scalaire & 'infini, qui découlent du théoréme 6.3.1 et généralisent le
théoréme 3.1.2 de [DS13].

Dans un quatrieme et dernier temps, nous expliciterons le comportement des données numériques
de Hodge par convolution intermédiaire multiplicative par un module de Kummer. Pour cela, nous
utiliserons la encore la formule obtenue a la proposition 2.8.1, ce qui nous permettra de transposer
certains des résultats additifs au cadre multiplicatif.

Données numériques locales de Hodge au voisinage d’un point singulier

Soient A un petit disque centré en 0 de coordonnée ¢, (V, F*V, V) une variation de structure de Hodge
polarisable sur A* et j : A* < A l’inclusion. On note V' ~°° Iextension méromorphe de Deligne : il s’agit
du Oaft~!-module libre formé des sections locales de 5.V dont les coefficients dans une base (ou de
maniére équivalente dans toute base) de sections horizontales multivaluées sont & croissance modérée sur
tout secteur angulaire borné.

On sait, grace a un résultat dt & Borel (voir le lemme 4.5 de [Sch73]), que les valeurs propres du résidu
de V sont réelles. Pour a € R, on note alors V' (resp. V>%) le O a-module libre sur lequel le résidu de V
a ses valeurs propres dans [a,a + 1] (resp. ]a,a + 1]), que 'on munit de la filtration FPV* = j,FPV NV *
(vesp. FPV =% = j,FPV NV >%).

On note M l’extension minimale de V~>°, elle correspond au sous-Oa-module de V~°° qui est Vp,-
engendré par V>~1 d’apres la proposition 2.2.6. Le Da-module M vérifie DRM = j,V, ou V = VV est
le systeme local des sections horizontales pour V, et est muni de la filtration

FPM =) "V Frihy>-1,
k>0

On rappelle que les cycles proches a l'origine 1, (M) sont définis pour A = e~2i"® et a €] — 1,0] par
PYa(M) = V*/V>% et sont munis de 'endomorphisme nilpotent N = —2im(t9; — a). On les munit de la
filtration FPyby (M) = FPV/FPV>, qui vérifie NEPyy (M) C FP~ Ly (M).
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On sait d’apres [Sch73] que
rg FPV = Z rg FPpy (M)
Aest

dont on déduit, en notant h?(V) = rg gri.V, I'égalité suivante :

WP(V) =Y hPa(M).

AesSt

La filtration de monodromie induite par N nous permet de définir les espaces Py (M) de vecteurs
primitifs, qui sont munis d’une structure de Hodge polarisable d’apres [Sch73]. On définit alors les données
numériques locales de Hodge cycles proches par

Vﬁ,f(M) = hp(le)\(M)) = dimgr%Pg¢A(M).

En posant de maniére similaire v§ (M) = hPy5 (M), on a

4
(M) = 0> vy (M)

£>0 k=0
On pose également

VP(M) - Z VS(M) ) Vf,prim(M) = Z Vf,Z(M) et Vf,coprim(M) - Z Vi;E(M)
A >0 >0

Les cycles évanescents a l'origine ¢ (M) sont quant a eux définis par
PxA(M) = ¢x(M) pour A # 1
¢1(M)=V=H/vT
et sont munis dans le second cas, ainsi que ses parties primitives, des filtrations

FPipMnv-t

FoD = memprnvs—t

et FPPyip1(M) = N(FPPpi1¢1(M)).

De manieére similaire aux cycles proches, on définit les données numériques locales de Hodge cycles
évanescents par ph (M) := h?(Pypr(M)) = dim grh. Pyp (M), ce qui donne

(M) = v5 (M) pour A # 1
= Vf,e+1(M)-

On pose alors

¢
HE (M) = WPoa (M) = D k(M)
£>0 k=0
ainsi que

lu’p(M) = ZNI;\(M) ’ ul))\,prim(M) = ZMZ))\,Z(M) et lu’i,coprim(M) = ZIU’ZA):ZX(M)
A £>0 £>0
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Définition 6.1.1 Les données numériques locales de Hodge de M sont :
(i) les invariants locaux h?(V') (p € Z)
(ii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents i ,(M) (A € C*, L €N, p € Z).

Remarque. On obtient les 7 ,(M) avec la formule

p _ 11 oy (M) sifd>1
V1,£( ) - {hp(v) ,MP(M) p+1 (M) sif=0.

- :ul,coprim

6.2 Données numériques de Hodge sur la droite affine

Soient & = {z1, ..., z,.} un ensemble fini de points de A, x,,; = co € P, (V, F*V, V) une variation de
structure de Hodge complexe polarisable sur Al \ « et M le Dyi-module extension minimale en chacun
des points de x.

On consideére les fibrés holomorphes grh. VY qui sont de rang h*(V). En plus des données numériques
locales de Hodge, on définit 'invariant global suivant :

Définition 6.2.1 On définit les données numériques globales de Hodge de M par

6P (M) = deg grh. V°.

Définition 6.2.2 Les données numériques de Hodge de M sont :

(i) les invariants locaux h?(M) (p € Z)

(i) les données numériques locales de Hodge cycles proches v%, , ,(M) (A € C*, L €N, p € Z)

(iii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents . , (M) (i € {1,....,7}, A € C*, L €
N, peZ)

(iv) les données numériques globales de Hodge 67?(M) (p € Z).

Comme précédemment, on souhaite également définir les données numériques de Hodge dans le cas ou
Pon travaille sur G,,. Dans ce cas, on considére x = {x1,...,2,} un ensemble de points de G,,, xg = 0,
(V, F*V,V) une variation de structure de Hodge complexe polarisable sur G,, \ et M le D¢, -module
extension minimale en chacun des points de x.

Définition 6.2.3 Les données numériques de Hodge de M dans ce cas sont :

i) les invariants locaux h?(M) (p € Z)

ii) les données numériques locales de Hodge cycles proches v , ,(M), v5, , (M) (A€ C*, L €N, p € Z)
(iii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents th (M) (i€ {1,...,r}, A e C*, L€
N, peZ)

(iv) les données numériques globales de Hodge 6P (M) (p € Z).
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6.3 Comportement des données v, , par convolution intermédiaire additive

On souhaite maintenant expliciter le comportement des données numériques locales de Hodge cycles
proches a l'infini par convolution intermédiaire additive. Ce comportement n’est pas explicité par Dett-
weiler et Sabbah dans [DS13], dans la mesure ot ces derniers font I’hypotheése d’une monodromie scalaire
a 'infini, leur objectif étant d’appliquer 'algorithme de Katz qui fait cette hypothese. Les principaux ar-
guments de la preuve seront la dégénerescence de la suite sprectrale de Hodge et 'utilisation du théoréme
de Riemann-Roch.

Soient * = {x1,...,2,} un ensemble de points de A', V un C-systéme local sur U = A! \ z induit
par une variation de structure de Hodge complexe polarisable (V, F*V,V) sur U et M le Dygi-module
extension minimale en les points de . On fixe v €10, 1[ et A\g = exp(—2imyy) et on suppose que M € C.
Nous reprenons ’approche et les idées de la preuve du théoreme 4.2.5 avec I'ajout ici de la filtration de
Hodge, et allons démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 6.3.1 On note v € [0, 1], A = exp(—2imy) et M™™ le Dpi-module extension minimale de M
a Uinfini. On a les données suivantes pour MCy, (M) :

V(M) sty €]0,1— 0]
Vi gt (M) siy €]l —m,1]
Vo 2, (MCi, (M) = Ve ot (M) sia=1
’/go_,11,z71(M) siA= X, £>1
AP HY(P', DRM™™)  si A= Xg, £=0.

On reprend dans la preuve de ce théoréme les notations et conventions de la sous-section 4.2.

Remarque préliminaire. Sans que cela ne soit utile dans la preuve mais néanmoins intéressant pour
fixer les idées, nous allons expliciter la filtration FPT dans le cas générique A & {1, \o}. En premier lieu,
détaillons 'expression de la filtration sur Mo,. Au Clz]-module filtré de départ (M, FPM), on associe
naturellement le Cl2’, z'~1]-module filtré (M, ﬁpMoo). Le probléme est que ce dernier terme n’est pas
nécessairement C[x]-cohérent mais seulement C[z’, 2'~1]-cohérent.

Pour remédier a cela, on utilise le fait que
My = 0kV>" My
E>0
et que sur V> "1 M, la filtration est définie par FPV> "1 M., = FPM, NV>"1M.. On a alors

FPM. = Z ok, Frrky>—1ng .
E>0

Notons par ailleurs qu’en définissant la filtration F?M,, de la sorte, on a pour tout § > —1 Iidentité
FPMo NVP My, = FPMy N VP My, ce qui permet de faire de nombreux raisonnements indifféremment
avec FP ou FP.
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On est maintenant en mesure de définir les filtrations sur (M), et (M) par
FP(My)y = (Moo)y NFPMy, et FP(My)* = (Mo) N FP M.

On a alors FP(My)* = <@ z/k(Moo)'y> N FP Mo
keZ

@ (x’k(Moo)v) NF" M
kEZ

= P (M), 0 FPM)
k€EZ

= @ *FP (M),

keZ

autrement dit FP(Mo.)* = (FP(Muo)~)[2’,2'~1]. On reprend dans la suite les notations de 4.2.1.

(i) Commencons par raisonner dans la carte (us,v2). On sait que

du dv du
Ny, =et My ® <C[U2,U21702,U21a (ug = 1) 7, d + 70 (—2 - 242
U9 V2 Ug — 1
et on en déduit la filtration de Hodge sur le produit tensoriel
d d
FPNy, =) FPH(et M) @ F (C[U2,U21702,”217 (u2 =1)7'],d + 70 (_ug -2
2 U2

q>0

Le terme de droite est donné par la filtration par 'ordre du poéle, a savoir
F9(%) = (ugva(uz — 1))~V Clug, vy),

ce qui donne
FPNy, =Y (ugva(ug — 1))~V FPH (et ML),
q=>0

Maintenant, on sait que

_ _ du du
<NAO>7=<e+Moo>W®(@[uz,u21,<u2—1> ,d 41 (—2+ 2 ))

Ug ’LL271

ce dont on déduit que

FP(Nxg)y = FPNx, N (N )y = Z(l’l(xl - 1))7(q+1)Fp+qMOO N (Moo )y [1,/,1,/—17(

q=0

ce qui donne finalement

FP(Nyg)y = (2 (&' = 1)@V FPHa(ar, )Mo,
q>0

On en conclut que, pour A # 1, les cycles proches 1, AN, sont munis de la filtration

Fp(wvg,)\NAo) = Z(xl(x/ — 1))*(Q+1)Fp+q(Moo))\)\0.

q=0
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(ii) Il n’y a aucun raisonnement a faire dans la carte (u1,v;) au voisinage de I'axe u; = 0 privé du point
(u1,v1) = (0,0), puisque T = 0 pour A # Ag.

(iii) Raisonnons enfin au voisinage du point (u1,v1) = (0,0). On a précédemment explicité dans le lemme
4.2.4 la décomposition de T' = 1)y, , ANy, , Mmais en ajoutant la filtration de Hodge, il n’y a aucune raison
a priori pour que FPT soit isomorphe & @gFPTg. Néanmoins, on a montré dans le cas A # Ao quun
seul terme apparaissait dans la décomposition. En reprenant le raisonnement fait dans ce cas, on a alors
FPT = FP(M,)Mo.

Toutes ces considérations permettent d’expliciter FPT dans le cas générique A & {1, \g}, en ce sens il s’agit
d’un raffinement de la partie (i) du lemme 4.2.4. Néanmoins, comme précisé au début de la remarque, nous
n’utiliserons pas cette expression explicite dans la preuve qui va suivre. Les raisons sont les suivantes :
d’une part 'explicitation de FPT dans les cas A = 1 et surtout A = Ao est loin d’étre aisée, et d’autre
part nous raisonnons sur des données numériques qui sont des dimensions et il n’est pas indispensable
d’expliciter complétement les objets a cette fin.

Preuve du théoréme 6.3.1. Nous allons traiter chacun des cas séparément. On reprend dans toute la
suite les notations de la sous-section 4.2 et en particulier les notations introduites en 4.2.1.

(i) Cas A & {1,\}. Nous commengons par traiter la situation sans filtration de monodromie, et allons
faire un raisonnement global. Comme T est irréductible, on sait que

vE, \(MCy, (M) = dim grigpee A (MCy, (M)) = dim gry, H' (P!, DRT) = —x(gr, H* (P!, DRT)).

Par dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham en F4, on a

X(gr H® (P!, DRT)) = x(H*(P', g7, DRT)).

On sait maintenant d’aprés la proposition 3.10 (iib) de [Sab08] que I'inclusion du complexe filtré
F*VODRT = {0 — F*V'T 5 QL @ F*~'V~'T - 0}
dans le complexe
F*DRT = {0 — F*T 5 QL, @ F*~'T — 0}
est un quasi-isomorphisme, ce qui donne

x(H*(P', gth.DRT)) = x(H*(P*, gt} V°DRT)).

Par O-linéarité de la différentielle, on obtient que

X(H* (P!, g VODRT)) = x(H* (P!, erVOT)) — x(H* (P, Ok @ gy V1)),

Il résulte maintenant du théoréme de Riemann-Roch que
X(H*(P', gr}, DRT)) = deg(grhVOT) + h?(T) — deg(Qp: ® gl ' V'T) — hP~(T)
= deg(grpVOT) + hP(T) — deg(gry 'V —'T) + h*~H(T)
= 0P(T) + hP(T) — deg(grhy "V =IT) + h?~Y(T).

98



En outre, on a
deg(gr ' VIT) = 6P~ H(T) + dim grh ' (VLT/VOT)
= 0P H(T) + Z dim gr%_l(gr%/T)

a€[-1,0[
= 0PN D)+ DD R HT) + Dk (T)
reT pF£l rex

en notant © = {0, 1,00} ensemble des singularités de T'.

Au final, on obtient que

zex \ p#l

() V5 MGy, (M) = 67~HT) = 67(T) — h?(T) — hP~H(T) + 3 (Z v (T) + M§71(T)> :

Comme A)\g # 1 par hypothese, on a dim gri, H! (P!, DR((Moo)*?)) = 0. En faisant maintenant le méme
raisonnement que précédemment avec (Mo, )”‘0 au lieu de T, on obtient

(%) FPH((Moo)0) = 0P ((Moo) ) — v 5, (M) = 0.
On sait grace au lemme 4.2.4 que

!
T:(Moo)’\AO@)((C[m’,x’_l,(x’—l) ]d+70< d;; + :ix ))

-1

On peut alors appliquer la proposition 2.3.2 de [DS13] :

5(T) = 0P (Moo)™) =2 3y (M) 4 3 2 o (M) 4 3 0t (Ma)™)

a€lvo,1] a€ll—7o,1[

=0 car a#0

Comme

Vh g (M) siy €]0,1 — ol
S Vs (M) = § o020
a€[yo,1[ 0 5176]1_7071[7

on en déduit que
6P ((Moo)™0) siy€]0,1— [

(T = AN .
0P ((Moo) ) = v, 33, (M) siy €11 =0, 1[.

En outre, en utilisant la formule 2.2.13 de [DS13], on obtient

5 ) 3 (A (™) o)

TET pFl p#l
= 12 (Moo)0) + 17 (M) )
1
= 2’/50 Ao (M).
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La formule 2.2.14 de [DS13] donne quant & elle

Z/‘Lg,l ZZ ILLDO )\g,€+1 )/\AD)—F/‘LI )\07é+1((M00)/\A0) = 0'

TEL £>0 k=0

=0 -0

On est maintenant en mesure d’appliquer la formule (x).

(i) Pour v €]0,1 — o[, on a :

V0 (MO, (M) = 6771 ((Mso) ) = 07((Moo)™0)) = 12y, (M) =020 3y (M) + 20773 (M)

=0 d’aprés (xx)
— ,p-1
=Vl Mo (M).

(ii) Pour v €]1 —vo,1[, on a :

V2 \(MCy, (M) = (6? (M )*“)—v;,iM(M))—(6P<<Moo>”0>—v£o,M(,<M>)—vé’o,MgM)

- i i)\O(M) +2Voo o (M)
= P (Moo) ™)) = 07((Mo) ™)
= ch;o,)\/\o(M)'

Ainsi, en reprenant les deux derniers points, on a

p—1 ) -
V2, \(MCy, (M) = VD g (M) siy €10,1—
go)\)\o(M) Siwe]l_%,l[_

Ajoutons maintenant la filtration de monodromie. On a démontré dans la preuve du théoréme 4.2.5 que

Voo rt(MCy, (M)) = dim Ppipoe x(MC), (M)) = dim H' (P*, DR(P,T)).

On fixe maintenant ¢ > 0 et on ajoute la filtration de Hodge au complexe PpK*®. Comme la connexion
envoie le filtré d’ordre p dans celui d’ordre p—1, on a H’ (gr%.PrK*®) = 0 pour j # 0 et p € Z similairement
au lemme 4.2.7. Comme précédemment, on applique le résultat de suite spectrale obtenu au lemme 4.2.6,
ce qui donne

Vb 7 e(MCy, (M)) = dim H® (g1}, P,K*) = dim grly, H' (P', DR(P,T)).

Comme DR(P,T) est bien ici de la forme 3.V, on peut lui appliquer le méme raisonnement que celui
qu’on a fait pour T, et obtenir un analogue de (%) pour P,T :

V2 o (MCx, (M) = 67" (PT) — 67(PT) — hP(PT) — i~ (PT) + > | Y- v M(PT) + i, (PT)
rex \ p#l
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Maintenant, comme on a d’une part

da’ da’
P,T = PZ(MOO))\AO ® (C[;p/’xll, (g;/ _ ]_)*1]’d+’)/0 <; + " f 1)) )

et une identité semblable & (xx) avec Py(M,)*° d’autre part, on peut exactement reproduire le calcul
précédent et on obtient finalement

p—1 .
1% M S1 c 0’ 1—
ugo,,\,e(MCAO(M)) = oo, (M) sty €] Yol

Ve a0 (M) sty €]1 =0, 1].

(ii) Cas A = 1. La différence avec le cas précédent est locale : on a ici une extension minimale en 0. On a
montré dans la preuve du théoreme 4.2.5 que P,T est localement autour de 0 donné par le carquois

0
(PeH)[2'] == (PG)[0x],
ot H = (Mu), et G=N(H).
On peut donc écrire que P,T est localement donné par la somme directe de P}T défini par le carquois

(PH)] == 0

et de P?T défini par le carquois

0 == (PG

On obtient en fait une décomposition globale en somme directe P,T = P/T & P7T, ot P;T est donné
par le méme terme que dans le cas A € {1, Ao}, et P?T est supporté en 0 et donné par (P,G)[0,].

On a alors
Vgo,l,z(MC/\o (M)) = dim gr%Hl(]}Dl7 DR(P;T @ PEQT))
= dimgr}, H' (B, DR(P/T)) + dimgr}, H' (P!, DR(PT)),

ce qui donne deux dimensions a calculer.

La premiére dimension s’obtient en raisonnant de maniére similaire au cas précédent car DR(P}T') est de
la forme 5,V. D’une part, comme

S0V s (PUMoo)™) = 02 (M),
a€[yo,1]

on a alors
P (P}T) = 67 (Py(Mo)™).
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D’autre part, on a

-1
SN RIT) = 3 [ (PM) ) 402 (P )
TET p#l n#l =0 car p#l
= 7 (Pe(Moo)™)
-1
= c1>)o,/\o,f(]\4)7

ainsi que

I AGEES S MEMMJFWM'V”+%xMH“WM@V” =0.
vew >0 k=0

=0
En rassemblant le tout, on obtient finalement

dim gr H' (P*, DR(P/T)) = 6"~ (Pe(Mo)*)) =67 (Pe(Moc) ) =1, 5, o(M) —VEC 3\ ((M)+0805 (M)

= "7 (Pu(Moe) ™)) = 6P (Po(Moe) ™)) = V2, (M)
=0.

Cherchons maintenant a déterminer dim gri. H!(P!, DR(P?T)). On sait que P?T est supporté en 0 et
donné par (P;G)[0,]. La filtration de Hodge est ici donnée par

FP((PG)[0n]) = > 0k - FPHITR(P,G).

k>0

On a alors H'(P*, DR(P?T)) qui est donné par le conoyau de

(PG)[0,] =5 (PG) (0]

qui s’identifie & P,G muni de la filtration
FPH'(P', DR(P?T)) = FF(P,G).

Finalement, on a
dim gr?, H' (P!, DR(P?T)) = dim gt (P G)
= dim gr (Pry1 H)

Vgo,)\o,lJrl (M).

En sommant les deux dimensions, on obtient

Vi1 o(MCx (M) = 0+ vE 5 i1 (M) =VE, 5, i1 (M).
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(iii) Si A = Ao, on reprend la suite exacte

0—Ty—>T—1T, — 0.

D’apres la proposition 5.1.3, les morphismes de cette suite exacte sont strictement compatibles a la
filtration de Hodge. Il en résulte qu’on a une suite exacte

0 — grh Ty — grh T — grh. Th — 0,

ce qui donne

' (MCy,(M)) = dim grh. H*(PL, DR(Ty)) + dim grh. H*(PL, DR(T?)).

00, X0 exc?

Le cas du terme de gauche se traite comme dans le cas v €]1 — 7o, 1] de la partie (i), ce qui donne
dim grl, H' (PL,., DR(T)) = &, ;(M). Concernant le terme de droite, on a

exc’

dim grh, H'(PL, DR(T1)) = dim gt H'(P', DRM) = h* H*(A', DR(M)).
On a le lemme suivant :

Lemme 6.3.2 WP H'(A!,DR(M)) = h? H' (P!, DRM™n) + 71 (M).

00,1,prim

Preuve. D’apres le lemme 2.2.8 et la remarque 2.3.5 de [DS13], on a une suite exacte

0— M2 5 M —N—0,

strictement compatible a la filtration de Hodge, ou N est supporté a l'infini, ainsi qu'une suite exacte

0 — grh H' (P, DRM™") — gr?. H' (A, DR(M)) — grh H'(DRN) — 0,
avec )
hPHY(A', DR(M)) = h? H*(P', DRM™") 4 21 (M).

00,1,prim

En sommant, on obtient finalement

(0) V7

P (MO (M) = 2, (M) + kP HY (AL, DR(M)) = v, | (M) +hPH* (P', DRM™) 0271 (M),

oo,1 0o,1,prim

D’autre part, comme on l’a vu dans la preuve du lemme 4.2.7, on est dans la situation d’un carquois
d’extension minimale
TO CZ T
N
avec PyT ~ Py_1T; pour £ > 1. Comme N est strictement compatible a la filtration de Hodge, avec un

décalage F'* — F*~1, on a également pour £ > 1
gri PT ~ gr%_ng,lTo
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et par suite

MC), (M)) = dim gr? H' (P ., DR(P,T)) = dim gr’ ' H' (P ., DR(P;_1Ty)).

exc? exc)

ooA Z(

On peut alors maintenant refaire exactement le raisonnement effectué dans le cas (i), a savoir
dim gty H' (Peyo, DR(PT)) = v, 1 (M),
ce qui donne finalement pour £ > 1 I'expression

VL, 5.0 (MO (M) = VECT 4 (M),

o0 Ao,

Il reste a traiter le cas £ = 0. Comme on a

(MO, (M) =7 _ (M, (M +ZZW (MO, (M)

ooA

on obtient, en utilisant la formule (), que

4
V5 (M) + WPH (B DRM™™) + V0] iy (M) = 07 - (MCo, (M) + 33 vl 3k (M),

00,1
£>1 k=0
Or
¢ ¢
1+k Lok +¢
> Vit = DD vheay (M) + 3 Vi (M
£>1 k=0 £0 k=0 £>0
1
= go 1( ) + Vgo,l,coprim(M)7
il en résulte donc que
-1
V§O7TO7O(MC>\0 (M)) thl (Pl DRMmm) + Voo 1 prlm(M) - I/go,l,coprim(M) + I/go,l(M) - Vgo,l (M)
En outre, un calcul général montre immédiatement que
—1 —1
Vgo,l,coprim(M) - Vgo,l,prim(M) = Vgo,l(M) - Vgo,l (M)7
et par conséquent v — (MCj,(M)) = h?H'(P*, DRM™™), ce qui termine la démonstration du théoréme
N0
6.3.1. 0

Remarque. Si’on somme sur p € Z les identités du théoréme précédent, on retrouve bien les expressions
de la partie (2) du théoréme 4.2.5.

Pour completement terminer I’étude du comportement des données numériques de Hodge par convolu-
tion additive, il reste a expliciter le comportement des données locales h? et des données globales 6P. Cela
revient & généraliser les points (1) et (3) du théoréme 3.1.2 de [DS13] sans ’hypothése de monodromie
scalaire & l'infini. C’est 'objet des deux propositions suivantes.
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Proposition 6.3.3 Les invariants locaux h? (MCy,(M)) sont donnés par :

WP(MCx, (M) = > V2 (M) + > V25 (M) +hPH (AL, DR(M)) — o205 o (M),
Y€[0,70( YE[v0,1]

Preuve. On sait que h?(MCy,(M)) = >\ cg1 Vo A (MCy,(M)), il suffit donc de sommer les expressions
obtenues au théoréme 6.3.1. En utilisant directement 1'identité (o) dans le cas A = g, on obtient

WP(MCy (M) = Y vE L (M) + Y vl (M ZZVWWH

v€10,1—70] Y€ 1—90,1] >0 k=0

20 M =VZ 5 coprim (M)

+ 1 (M) + h"H' (AT, DR(M)).

On en déduit que

WP(MCy, (M) = Y W23 (M)+ Y vl (M) + WP H (A, DR(M)) — V2, 5, coprim (M)

Y€ 70,1] Y€[0,70]
= P=1pg P (M) + hPH (A", DR(M)) — 2} M
Z Z/oo’)\( ) + Z Voo,)\( ) + ( ) ( )) Vooﬁ)\g,prim( )

Y€[v0,1[ Y€E[0,70[

O

Remarque. D’'une part, si 'on somme sur p € Z, on retrouve bien en utilisant le lemme 6.3.2 la troisieme
formule de la proposition 1.3.5 de [DS13]. D’autre part, si ’'on ajoute 'hypothése de Dettweiler et Sabbah
de monodromie scalaire & U'infini égale & AoId, on a v, ,(M) = 0 sauf si A = Ao et £ = 0. Ainsi

D Va4 >0 V() = vy (M) = Vg i (M) = B (M),
Y€[0,70( Y€[vo,1[
et donc h?(MCy,(M)) = h?H' (A, DR(M)), ce qui permet de retrouver le point (1) du théoréme 3.1.2
de [DS13].
Proposition 6.3.4 Les invariants globaux 6P (MCy,(M)) sont donnés par :

T

67 (MCy, (M) = 8" (M) + ) V5, Hip a1 ( Z Ko, A(M)

Y€[vo,1[ =1 €10,1=0]

Preuve. On note 7 = §7 — 6?1, D’apres lidentité (2.3.5%) de [DS13], on a

WH' (A, DR(M)) = —y"(M) = hP(M) + Y [ D @b (M) + b (M)
i=1 \ p#£l
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On déduit donc de la proposition 6.3.3 (écrite avec coprim plutdt que prim) que

(1) RP(MCy, (M) + hP(M) = —P(M) + Y vE (M) + > VI (M) = V2, . coprim (M)
~v€[0,70] Y€ ]70,1]

+Z Zux.“p, +/14§“1(M)

i=1 \p#l

Drapres la proposition 3.1.1 de [DS13], on a h? (MC5=(MCy,(M))) = hP=1(M), donc en écrivant la méme
formule que ci-dessus avec MCK(M ) puis en appliquant en MC,, (M), cela donne

hP(MCy, (M) + hP~H (M) = —P(MCy, (M) + > V2 ((MCx (M) + > 25 (MCy, (M)

Y€[0,1—=70] YE1=0,1]
- V:O o coprim(MC)‘o + Z Z ﬂ“ MC)\O )) + Mgi,l(MC)\o (M))
o i=1 \ p£l
D’apres le théoreme 6.3.1, on a
Z AMCy, (M Z Vo, )\Ao ) + 5 1 (MCy, (M) + VOO, U(MC)\U( )

76[071—70] v€]0,1—70]

= D v AM) + w8 s (MCx (M) + 17 —(MCi, (M)
Y€ 0,1[
et

ST U AMMCy (M) = DT RN (M),
~v€10,70

76117’70’1[ [

De méme, on a

P MGy, () —

00,Ap,coprim

(MCy, (M) = (Z Ve (MG, (M) ugofi(M(MwM»)



ainsi que

¢
Vi 1(MCy, (M) =y vETT ,(MC, (M)
k=0
¢

_ u?gw (M) — 1" (M.

00,A\p,coprim

Enfin, en appliquant le point (2) du théoréme 3.1.2 de [DS13], on a

S [ Suioien,an) e, 00 | =3 (X won s Y sion

i=1 \ p#l i=1 \7v€]0,1-70] Y€ [1-70,1]

Finalement, en regroupant le tout, cela donne

B (MCx, (M) = =7 (MCy (M) = VE, 5, coprim (M) + 2, 5, (M) = VI3 (M)
Y[ X o wzens X wnon
i=1 \y€]0,1—70[ Y€ [1—=70,1]
En combinant maintenant cette derniére égalité avec 'identité (1), on obtient
VP (MC (M) = P (M) + hP(M) = > vl (M) = > w2 (M) + 02, (M) =2} (M)

~v€[0,70] ¥€ In0,1]

—Z (o, (M) = 2 3 (M) + > (uE (M) — 3 (M)

S ]0’17"/0[

ce qui donne finalement que la quantité v?(MCy,(M)) est égale a

T

P+ Y B AM) = VB N(M) = Y | (i, (M) = i (M) + D (b (M) — 3 (M)

v€[0,1[ i=1 v€10,1—70]

En sommant maintenant ces égalités pour p’ < p, on en déduit que

r

67 (MCi (M)) = 67(M) + - vE (M) =D | ub (M) + Y b (M) |,

Y€ [vo0,1[ i=1 v€10,1—70]

ce qui termine la preuve de la proposition. |

107



Remarque. Si 'on ajoute ’hypothese de Dettweiler et Sabbah de monodromie scalaire a I'infini égale a
Aold, on a vl (M) =0 sauf si A = Ao et £ = 0. Ainsi

> v (M) = (M) = hP(M)

OO,)\O

et donc
s

SP(MCy, (M) = 67(M) + hP(M) = > | pb (M) + > pb (M) ],
i=1 v€]0,1—70]

ce qui permet de retrouver le point (3) du théoréme 3.1.2 de [DS13].

6.4 Comportement des données numériques de Hodge par convolution intermédiaire mul-
tiplicative

Soient @ = {z1, ...,z } un ensemble de points de G,,, zo = 0, V un systéme local sur U = G, \x induit
par une variation de structure de Hodge complexe polarisable (V, F*V,V) sur U et M le D¢, -module

m

extension minimale en les points de 2. On note M™™® le Dp1-module extension minimale de M en 0 et &
Iinfini.

Soient o €]0,1[ et A\g = exp(—2i7m7p). On suppose dans cette sous-section que M € C\ = (catégorie in-
troduite & la définition 2.8.2), et on va chercher & exprimer les données numériques de Hodge de MC) (M)
en fonction de celles de M. Il s’agit donc de donner un analogue du théoreme 4.3.1 avec filtration de Hodge.

La proposition suivante donne le comportement des données numériques locales de Hodge cycles éva-
nescents par convolution intermédiaire multiplicative :

Proposition 6.4.1 Soit A = e~ 2™ avec y €]0,1]. Pour tout i € {1,...,n}, on a :
e e (M) 517 €107

P /
K, g(MCA (M)) = - .
. ’ uzi&/Amz(M) SLYy 6}7071]'

Preuve. Avec j : G,, — A! Iinclusion, la formule obtenue & la proposition 2.8.1 donne
MC), (M) = j5(MCy, (ji+ (M & L57)))-

Pour i € {1,...,n}, on a x; # 0 et
1y 2 e MCY (M) = il 5 (MC, (G54 (M ® £57))).

On a vu lors de la preuve de la proposition 2.8.3 que si M € C’;\O, alors ji4 (M ® LE) € C. De plus,
Ihypothése de monodromie scalaire & 'infini faite dans le théoréme 3.1.2 de [DS13] ne sert que pour les
parties (1) et (3) du théoréme, nous permettant bien d’appliquer (2) sans cette hypothese.
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On a alors

Iy, a/noe(M ® Lx5) sty €]0,70]

P /
/‘zi,x,e(MC,\ (M)) = — .
’ qu,,}\/Ao,Z(M ®Lx) sivy €, 1]

Comme le systeme local L5~ n’a pas de monodromie autour de ;, on a Mii,A/AO,E(M@wE) = ”ii,A/Aol(M)’
ce qui termine la preuve de la proposition.

Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (1) du théoréme 4.3.1.

Les deux propositions suivantes donnent le comportement des données numériques locales de Hodge
cycles proches a l'infini par convolution intermédiaire multiplicative.

Proposition 6.4.2 Soit A = e 2™ avec v € [0,1[. On a les données suivantes :

V(M) siye]0,1—
b ) 8176]177071[
V&717£+1(M) sidA=1

P (M) siA=Mg, £>1.

Preuve. En utilisant la proposition 2.8.1 et le théoréme 6.3.1, on a

VoM ®L5s)  siy€]0,1 -
Vgo,A,\o,e(M(@Lx) siy €]l —,1[
VoM@ Lsm) sid=1

Vil (M@Ly)  sid=2X, £>1.

Vo (MCy, (M) =

Le systeme local LE a pour monodromie A\g autour de 'infini, ainsi en appliquant l'identité 2.2.13 de
[DS13], on a

—1
Vgo,x,e(M)

v (M) siy €]l —m,1]
Vi (M) sid=1

-1 . _—
V:o,,\*o,eq(M) sid= X, £2>1,

siy €10,1 — o]

Voo (MCY, (M) =

ce qui conclut la preuve de la proposition. O

Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (2) du théoréme 4.3.1.
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Proposition 6.4.3
VP (MCh, (M) = WPH' (B, DRM™™) — RPN (M) + WP (M) + 72 o (M) + 87 (M)

00,0,

) =V (M) D (M) — g (M) + Y (M) = R (M),

00,Ap,prim
Y€ [v0,1] YE[1=70,1[

Preuve. En utilisant la proposition 2.8.1 et le théoréme 6.3.1, on a

(MC),(M)) = h»H"(P*,DR*™(M ® L+ )mm)

Yoo X0,0

Rappelons la formule (x) démontrée pendant la preuve du théoréme 6.3.1 (ou de maniére équivalente
lidentité (2.3.3%) de [DS13]) :

WP H (P DRM™™) = 6771 (M) — 6P (M) + P~ (M) = BP(M) = V201 i (M) = V8 1 i (M)

00,1,prim 0,1,prim
pP— P
+§ : E :V uﬂ +Mwi71(M> ’
i=1 \ p#l

et appliquons-la avec (M ® Lx)min :
hPH'(P', DR™ (M ® L32)™") = 6P~ H(M ® L57) — 6°(M @ L52) + P~ H(M ® L5) — WP (M © L)

—1 min
_Vgo,l,prim(M ® L)\ ) VO 1 prlm M & L + Z Z Vp 1 M ® 'C’ ) + :uft,,l((M ® LE) ) )
i=1 \p#l

D’apres la proposition 2.3.2 de [DS13], on a

F(M®Ls)=0"(M)—hP(M)+ > v (M)+ > VL (M)

00, A
YE[v0,1[ YE[1=0,1[

En utilisant les identités 2.2.12 et 2.2.13 de [DS13], on a alors

hPH' (P!, DR™ (M ® L50)™™) = 6771 (M) = 6P(M) — " = (M) =850 (M)

00, A0,prim 0,A0,prim

+ > WM = (M) + Y (B (M) — +Z S VR (M) + k(M) |

YE[v0,1[ YE[1—70,1[ i=1 \p#l
ce dont on déduit finalement que
h’le(Pla DRan(M ® Lx)min) = thl (]Pﬂ’ DRMmin) - hpil(M) + hp(M) + I/oo 1 prlm(M) + V(I)),I,lprim(M)

ViD=V o (M) + D (M) =g (M) + Y (VB A(M) = v, (M),

oo /\(),pl‘lm
Y€E[v0,1[ e[l —0,1[
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Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (3) du théoréme 4.3.1.

La proposition suivante donne le comportement des invariants locaux hP par convolution intermédiaire
multiplicative.

Proposition 6.4.4 Les invariants locauz h?(MC) (M)) sont donnés par :

hP(MCh, (M) = hP(M)+ WP H (B, DRM™™) 7L o (M) w5t (M) 3 (5 (M) — v, (M),

)

YE[v0,1[

Preuve. On peut sommer de maniere similaire & la proposition 6.3.3 :

¢ ¢
-1 k 14k
hP(MC}, (M) = Z Veor (M) + Z + ZZV&H@H ZZ Zo,\:,e (M)
~¥€10,1—o] ~E]1—70,1[ £>0 k=0 £>1 k=0
vl (M)—v o1, coprim (M) Qo,/\ (M)JFVOO 3g.coprim M)
+ Voo 5.0 (MC')\O(M)),
et se rappeler que pour tout A € St ona vf | oo (M) =vE75 (M) + vE (M) = w25 (M), d'ott
1 1 -1
PG, (M) = 30 A+ ST v (T (M) (M) (MCY, (M),
Y€E[0,1=70[ YE[L=70,1[
11 suffit alors d’injecter la formule de la proposition 6.4.3 pour conclure. ]

Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (4) du théoréme 4.3.1.

La proposition suivante donne le comportement des données numériques locales de Hodge cycles proches
en 0 par convolution intermédiaire multiplicative.

Proposition 6.4.5 Soit A = ¢ 2"™ avec vy € [0,1[. On a les données suivantes :

Vore(M) si vy €10, 7]
Vo/\e(M) siy €lv,1]
Vg,,\,z(MClAO(M)) = VO,/\O,EH(M) sid= Mg
Vo (M) siA=1, £>1
hPH'(PY, DRM™®)  siA=1, £=0.
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Preuve. On note M extension minimale de M sur A en 0. En appliquant D'identité 2.2.14 de [DS13],
on obtient :

p“g))\/)\io’e( ) Si)\#l’)\io

M
/Jg,A,e(jH(M ® Lm)) = Mg,,\,e((M ® Lx)min({o})) = “5,1/,\7,“1(]\;[) sid=1
M

V(Z)),l,e( ) SiA:TOv

d’ou
Vo ang.e (M) siA#1

» .
to e Ui+ (M @ L37)) = .
0,A.¢ Ao ug’)\075+1(M) si\A=1.

En utilisant maintenant le deuxiéme point du théoréme 3.1.2 de [DS13], on obtient :

1o Ji+(M @ L— si vy €10,
ug,\Z(MCAO(jH(M@@LE))) _ 2)\1/)\0 e( T+( Ao)) ] ]
b H0,2/ 0, (UM ® L57))  siy €y, L[ U {0}

11 résulte alors de la formule de la proposition 2.8.1 que :

Vo ae(M) siy €]0,7
p—1 ;
v M) sivy€lv,l
v A,Z(Mcl)\o( ) = : o,,\}z( ) ' ¥ € 70, 1
Vo rg.er1(M) st A=A
Ve (M) sid=1,¢>1
On déduit la quantité v, o(MC) (M)) par sommation, & savoir
¢
k
Vg71,0(MC/>\0(M)) = hp(MC/Ao(M)) - Z ng/\(M) - Z Vo ,\ ZZ gt\o o1 (M
Y€10,70( Y€ Iv0,1] £20 k=0
_ Z Z Ltk V6,50 M) =G 5 coprim (M)
Vo101 (
£>1 k=0

UgII(M)JrV(I;,l,COprim(M)

= hp<MCI)\0 (M)) - Z Vg,)\(M) - Z Vg;\l (M) + Vg,)\o,coprim(M) - Vg,Lcoprim(M)
7€10,70] Y€ Iv0,1]

= WP(MC), (M) = > v (M) = > v M) + 0850 i (M) = V87 i (M),
Y€[0,70] YE[v0,1[

11 suffit alors d’injecter la formule de la proposition 6.4.4 pour conclure. (|

Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (5) du théoréme 4.3.1.
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Pour terminer I’étude du comportement des données numériques de Hodge par convolution intermé-
diaire multiplicative, il reste a expliciter le comportement des données numériques globales de Hodge.
e . . . ! ’ .
Proposition 6.4.6 Les invariants globauz 67 (MC, (M)) sont donnés par :
T

67 (MCh, (M) = 6P (M) + Y (v 5 (M) =5 (M) + 15 prien (M) =D [ 15,1 Z MI“

Y€M0,1[ 1=1 €10,1—vo(

Preuve. On utilise encore la formule de la proposition 2.8.1. D’apres la proposition 6.3.4, on a

T

P (MC), (M) = P (M@ Ly + Y vE (ML) => | ph, (M ® Ly) Z P (M ® Lxo)
v€[0,1[ 1=0 €10,1—o

On va expliciter chacun des termes. En appliquant la formule de la proposition 2.3.2 de [DS13], on obtient :

(M@ Ly) =07 (M) —hP(M)+ Y vh (M) + Y vl (M),

YE[v0,1[ YE[1—v0,1[

De plus, d’apres l'identité 2.2.13 de [DS13], on a

S Metn) = S n= Y L),

v€M0,1[ YE€[0,1[ Y€[0,1—0

De méme, on a

pE (M@ L)+ Y (ML) = b (M ® L) = VB peim (M @ L) + Y vh3H(M)
v€]0,1—70] Y€ ]70,1]

= Z V(ZJ))\l(M) g)\i prlm(M)'

YE[v0,1[
Il en résulte que
6p(MC/>\0 (M>) = 6p(M) + Z (Vg,)\<M) - VO A (M)) +VO )\0 prlm Z /’(’x“ ) + Z Mg:i\(M) )
YE[Mo,1[ i=1 7€10,1=70[
ce qui termine la preuve de la proposition. O
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