Discussion sur le choix de la transformation

Comme cela a été signalé précedemment, le choix du domaine E et de la transfdrroatiane
influence sur la qualité de la solution numérigue. Concernant le choix du domaine E, on prend en
pratiqgue le domaine E défini par (2.7) qui correspond a la réalisation moyenne du domaine D.
L’explication de ce choix est le suivant : Si on considére une transformation dibgtestie est
équivalente a une déformation de maillage ou les nceuds du maillage du domaine E se déplacer
en gardant la méme connectivité. Le maillage sur D issue de la transformatiest conforme.

Le choix le plus adéquat pour le domaine E est celui qui conduit a une déformation minimale sur
D du maillage. Le choix de E comme la réalisation moyenne (géométrie nominale) du domaine
intial D semble intuitivement une bonne solution. Pour essayer d'évoluer en vue de limiter
I'impact de I'erreur numeérique sur la solution obtenue par la méthode de transformation, nous
allons dans la suite montrer les limitations introduites par l'utilisation d’'une transformation
discréte et proposer un estimateur d’ergepriori.

2.2.1. Transformation continue ou transformation discréte

Dans cette partie, I'exemple présenté dans la partie 2.1.3.1 est repris pour comparer les
transformations continue et discrete. Le domaine E présenté sur la Figure 50 est utilisé comme
domaine de référence. Le probléme initial était un domaine D avec une perméabilité constante. Le
probleme est résolu dans le domaine de référence ou la perméabilité n’est plus uniforme. Puis, |
solution est ramenée sur le domaine initial par (2.54). Rappelons que le champ solution doit étre
uniforme sur tout le domaine D (2.52).

En utilisant la transformation continu® ™ (2.57) (transformation 1), on obtient le champ
magneétique présenté sur la Figure 54.
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Figure 54. Champ magnétique obtenu en appliquatralasformation 1

On peut constater gu'il existe des erreurs numésduonportantes localisées autour de la diagonale
OA. Ce phénomeéne peut étre expliqué de la facoraste. La matrice jacobienne de¢* prend
deux valeurs selon la position du point considérdsde domaine E (Figure 55) avec :

-1 r 1 0 H
Ml(P){_1 J si POE (2.58)
et
... o5 028
MZ(P)=[O 0_5} si POE, (2.59)

En conséquence, la perméabilité du domaine E obtpau (2.53) présente une discontinuité sur
les éléments traversés par le segment OA’ (Fighye 5

M‘l,ul\/ll_[Z 1};;/2_M;;M2_{ 1 —05}

M= (2.60)

detM,) |1 1 “detM,) |-05 125

Cette discontinuité est équivalente a une utilisatl’'un maillage non conforme au niveau des
interfaces des matériaux. Comme cela a été aboadé th partie 1.4.1.3, l'utilisation d’'un
maillage non conforme au niveau des interfaces eltien a une erreur numérique importante. En
effet, on voit sur la Figure 54 que le champ magnétobtenu dans le domaine D présente une
erreur localisée autour du segment OA (correspddd’aans le domaine E).
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Figure 55. Elément coupé par OA’

Ensuite, la méme transformation (2.57) est utilid&sr contre, le domaine E est divisé en deux
sous domaines jEet E par OA’ (transformation 2). On obtient alors leolpléme suivant a
résoudre :

Figure 56. Division du domaine E

Les perméabilitég’; etu’, prennent la forme (2.60). En conséquence, il stexpas d’éléments
traversés par OA’ et la perméabilité est alorsioolt dans chaque élément. Cette fois, on obtient
un champ qui est bien uniforme sur D :

Figure 57. Champ magnétique obtenu en appliquatralasformation 2
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Une autre possibilité de choix de la transformatpmur éviter une discontinuité de la matrice
jacobienne est représentée sur la Figure 58 (remation 3):

P D(x)

Q.

Figure 58. Description de la transformation 3

Le domaine E (respectivement D) est considéré cortiemsemble des segments;@ (
respectivement QQ’,) avec:

=q =a =¢C =0
{qul % . {4% % avec c0[ 0, g (2.61)

Xig =6 Xpg =atc’ | Xg=2¢ Xg =0

L'utilisation de cette transformation, qui condaitune matrice jacobienne continue sur E, nous
donne encore un champ pratiquement uniforme présemtia Figure 59.

Figure 59. Champ magnétique obtenu en appliquatralasformation 3
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7.06e-006 0.0319 0.0637
I |

Figure 60. Ecart entre le champ exact et le chaifmermu en appliquant la transformation 3

Sur la Figure 60, nous avons représenté la dift&resntre le champ calculé en utilisant la
transformation 3 et le champ exact. On constatenméms |'apparition d'un écart. La
transformation 3 conduit donc a un champ de moomé qualité que le champ obtenu par la
transformation 2 ou une transformation discret#.g1).

Ce phénomeéne peut étre expliqué par le fait quealaice jacobienne de la transformation 3 n’est
pas constante dans chaque élément ce qui est Ipotasla transformation discréte et la
transformation 2. En conséquence, la méthode derauame utilisée pour calculer les coefficients
de la matrice de raideur (2.46) introduit des egewmériques dans le cas de la transformation 3.
Avec l'utilisation d’'une transformation continuearts un probléme 2D, il existe toujours une
facon de diviser de maniére efficace le domainéiéten plusieurs sous domaines pour éviter
toute discontinuité de la matrice jacobienne sagcle élément. Par contre, pour un probleme 3D
ce n'est pas toujours évident. Dans le cas oudbl@me de discontinuité de la matrice jacobienne
ne peut pas étre résolu, une transformation descpetut étre utilisée. Rappelons qu’avec
I'utilisation de la transformation discréte, la meé jacobienne est constante dans chaque élément
du maillage.

Cependant, avec la transformation discréte, dagsdede grandes déformations de la géométrie
du domaine aléatoire réel, certains éléments peuvea retourner », ce qui conduit a une matrice
jacobienne dont le déterminant est négatif. Lasfiamation n’est alors plus bijective et le
probleme défini dans le domaine de référence ptéseme perméabilité tensorielle n’étant plus
définie positive. Ce probleme est alors mal pos&nSegarde ce phénomeéne du point de vue de
la déformation de maillage, il est équivalent as d&léments qui se chevauchent. Pour illustrer
ce phénomene, on considere I'exemple suivant :
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Q'Z('lil) Q11(111)

. Domaine D(x)i
Domaine E(X)w’

0(0,0) 0(0,0)

Figure 61. Définition du domaine initial D et durdaine de référence E

On s’intéresse a un probleme magnétique défini t®maine D de perméabilité constante
On s'intéresse d’abord & une transformation cometifitiqui permet de ramener ce probléme & un
probleme défini sur le domaine E de perméabilitdFigure 61). La relation entrg’et p est
donnée par (2.53) aveM la matrice jacobienne de la transformatidn Concernant la
transformationT 2, elle est déterminée de la facon suivante (Fig@je

— OP
OP= y0Q aveC)(zo—Q, (2.62)

Domaine D(x

Q’Z('lll) Q’ Q’l(lil)

Domaine E(X

T-l

Figure 62. Transformation du domaine E en domaine D

On considére maintenant un maillage du domainecEemté dans les Figure 63 et Figure 64. On
s'intéresse aux éléments triangulaireg®RP’s, OPP’; et OP1P’; du maillage du domaine E
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Figure 63. Eléments du domaine E

Domaine E(X Domaine D(x

Figure 64. Déformation du maillage

L’application numérique nous donne les valeurs elengabilités u’'; et ', sur ces éléments du

, [25 a5] , [ 25 -0
“=los a5’ *2|-a5 o5 (2.63)

On peut constater que; etp’, sont définies positives. Le probleme défini sudéenaine E est

domaine EFigure 65):

alors bien posé.

Ensuite, on s’intéresse a la transformation disciigfs basée sur la transformatioh. La
détermination de la matrice jacobienneTdg est réalisée dans chaque élément du maillage en
fonction de la nouvelle position des nceuds deriélét (2.50). L'application numérique nous
donne les valeurs de perméabiligég ' » etu’ s (Figure 65) de la forme suivante :
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Figure 65. Eléments du domaine E

, [25 a5 , [25 -0§ , [-05 O
#4705 a5 "|-05 o057 o - (2.64)
On peut constater que la perméabilité tensorigfe’est plus définie positive, ce qui conduit a un
probléme défini sur E mal posé.

Si on considere la transformation discrétg comme une déformation de maillage, on obtient la
nouvelle position des points &ec i=1, 2, 3 (Figure 64) qui vérifient:

OR _ OF
' 0Q 04

On peut constater que I'elémentP%P’; et son image #,P; n'ont pas la méme orientation, ce
qui constitue une explication visuelle du probleséerit précédemment.

Pour assurer alors de bonne condition d’applicatienla méthode transformation discrete, la
matrice jacobienne de la transformation doit torgoavoir un déterminant positif dans chaque
élément. Dans le cas ou on considére une transfiomdiscréte comme équivalente a une
déformation du maillage, tous les éléments doiaats conserver la méme orientation, aprés
application de la transformation.

Dans cette partie, une comparaison entre une tnanafion continue et une transformation
discrete a été faite. On peut constater que Katiion d’'une transformation continue nous oblige a
diviser les domaines E et D d’'une fagon efficacearpéviter toute discontinuité de la matrice
jacobienne de transformation dans les éléments dillage sur E. D'un autre coté, pour la
transformation discrete, une grande déformationadgéométrie de D peut donner lieu a un
probleme mal posé puisque la perméabilité peut @dre définie-positive sur le domaine de
référence E. Dans un probléme avec des incertifpoldéées par la géométrie, ou la variation de la
géomeétrie est faible, la méthode de transformatisaorete semble la plus adaptée. Dans le reste
de ce mémoire de thése, nous nous focaliseronsiglement sur la méthode de transformation
discréte en prenant soin lors des applications éléfier que le déterminant de la matrice
jacobienne de la transformation est toujours dositi

(2.65)
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Dans la suite, nous allons proposer un estimat&rredirsa priori permettant d’estimer une
borne de I'écart entre la solution exacte et latsmh numérique dans le cas ou est employée une
méthode de transformation discréte. Cet estimateurait nous permettre d’extraire des criteres
pour choisir la transformation qui semble la miaadaptée.

2.2.2 Estimation d’erreur a priori

Dans cette partie, on va étudier l'influence déotane de la transformation ou plus concrétement
la forme de la matrice jacobienne sur I'erreur nugue. On donnera une estimation d’erraur
priori qui pourra constituer un critere de choix de tfmmsations. L’analyse qui suit est basée sur
les travaux de |.Tsukerman sur l'influence de larfe des éléments sur I'erreur numérique dans la
méthode des éléments finis [62]. On présente dthbbardémarche qui nous conduit a une
expression de I'erreun priori. Puis, un exemple de magnétostatique sera traité ipustrer les
résultats obtenus. Dans cette étude, on supposdagomtrice jacobienne est constante dans
chaque élément ce qui correspond aux cas de lafdaramation discréte. Néanmoins, certains
résultats obtenus peuvent étre étendus au casdsformations continues.

2.2.2.1. Etudes théoriques

On s’intéresse au probleme de magnétostatique @e®dncertitudes portées par la géométrie,
défini dans la partie 1.4.1.1 et 1.4.1.2. Pour @&mm domaine de référence E, il existe une infinité
de transformations. Par conséquent, on obtientéréifits problémes, correspondant aux
différentes perméabilités équivalentes, définislsudomaine E (Figure 66). Dans le cas continu,
tous ces problémes donnent la méme solution quespond a la solution exacte lorsqu’on la
raméne au domaine initial (1.134). Cependant, i0osy utilise une méthode numérique, ceci
n'est plus vrai. Pour un méme maillage du domaineedtix transformations conduisent a deux
résultats différents. Ceci est di a des erreurséngoes differentes que I'on souhaite bien
entendu minimiser.

\
.

T2

Figure 66. Différentes transformations du domainerDE
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Dans la suite, on va analyser I'influence du chaexla transformation sur I'erreur numeérique de
ces solutions dans le cas des deux formulations levpartie 1.2.1.3). On traitera en détail le cas
de la formulation en potentiel scalaire pour unbfgme 2D pour plus de simplicité. Puis, des
expressions de I'errear priori seront données dans le cas de deux formulatiamsymoprobléme
3D.

Considérons une transformatiofX, & qui transforme D en E, de matrice jacobieMiX, &).

On obtient alors un probleme défini sur E avec paeméabilité modifiée/(X,§) donnée par
(1.135). On note le potentiel scalaite, (X,§) la solution exacte du probléme défini sur le

domaine E. Par conséqueny (x &) = Q (X(x¢§),§) est la solution exacte du probléme initial sur

le domaine D (voir la partie 1.4.2.3). Le maillagé” du domaine déterministe E possede
nceuds, etz éléments. On rappelle I'espace fonctionnel :

W, =spar{ v, / i= 1 n} (2.66)
avecwg; la fonction de forme associée au naeu@n introduit I'espace fonctionnel :

Wy ={f/ fOW, f=0 surl,, et f=y, sul .} (2.67)

On cherche & borner la distance erg(X,£) et la solutionQ(X, ) obtenue par la méthode des

éléments finis en utilisant la méthode de GalerKiette distance représente I'erreur numérique et
est donnée par :

er,,(&) = [ grad (Q(X,€) = Q (X&) (X&) Wrad, (A X&) - Q,( X)) TOdX  (2.68)

On peut constater que I'erreur est la méme suofeathe D du fait de la relation entreet.’
(1.135):

e, (&)= [ grad (Q(x ) - Q (X)) M%&) Grad (A x£)-Q (x))Odb  (2.69)

D($)

avec Q(x, &) = Q(X(x¢),&) . On noteQ * (X, &) la fonction linéaire telle que:

Q*(X.8) =Y. 04O W,(X) (2.70)

ou Q. (&) sont les valeurs de la solution exacte aux noeu@s peut constater que * (X, &)
appartient an, . La solution « éléments finis » minimise la distam@u sens de la norme d’énergie

a la solution exacte parmi les fonctions apparteady . Par conséquent, on obtient :

er,(&) < [grad (Q* (X,) = Q (X &) (X &) [grad (Q* (X&) -Q ( X&) TdX  (2.71)

Si on notes , i=1 : nz les éléments du maillagels, on obtient alors :
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N
e, (&) < " [grad (Q* (X.8) - Q (X O (X&) Brad (Q*(XE)-Q [ XETAX  (2.72)

i=lg
On s’intéresse a 'erreur sur un élémentéfinie de la fagon suivante:

er($) = Igradx (Q*(X,§) = QX)) (&) [rad . (Q* (X §) ~Q (X)) TdX  (2.73)
§

On peut constater, puisque nous avons supposé tiacengacobienne constante sur chaque
élément, que la transformation prend la forme su&/aur I'élément;e

X =T(x &) =M (§) Ix+ ¢($) (2.74)

avec g(¢) une constante &¥1(&) la matrice jacobienne de la transformation suet&nent. Dans
un probléeme de deux dimensions, la matrigg(&) M (§) posseéde deux valeurs propres

O < Amin (f) = Amax(f) .
On noteX, le centre du cercle de raybyg circonscrit a I'élémeng,.

h, = max,, (| X = X,[) =] X = X (2.75)

avecX; le point le plus éloigné d& danse et |v|| signifie la longueur du vecteur Commes, est
un triangle, alors le poiX; se situe sur un des sommets de I'élémaefigure 68).

On note également (&) =T '(X,,&) et d.(&§)=T7"(e,&) les images respectives de ete par la
transformationr *. Alors, d (&) est inscrit dans un cercle de cendgeet de rayorhy (Figure 67-
Figure 68).

hy(&) = max .y (|X(&) = %(&)]) = (&) — %(&)) (2.76)

avec x (§) est le point le plus éloigné dg dansd. Commed; est également un triangle, le point
x(€) se situe sur un des sommetsdieet on peut choisir le poirX; parmi les sommets de
I'élémente tel que le point (&) soit 'image deX; (Figure 68).

E. Bz 1'2(X,4) A x=THX, 9
# 1(X,€) ’
E (X6
Domaine de référence E Domaine initial DE)

Figure 67. Transformation T
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x=THX, & d. p
Xo _— Xo

1

Elément ; du domaine

X1

Elément  du domaine |

Figure 68. Eléments et d

On noteQ, (X, ), un développement de Taylor au premier ordr&@geX,, &) autour du poinkp -
Qr(x1£)=Qex(xolf)+gradXQex( xO'f)mX_ >§)) (277)
Alors, en utilisant (2.74) et (1.1309, (X,§) peut s’écrire dans le domaine initialdp(

Q,(%¢) =Q, (X(x¢).¢) =Q,,(%.€) +grad, Q (%,¢) [ x= %) (2.78)

Supposons que,_(x §) ait une forme « assez réguliere », c'est-a-digé {6

OxO d (&)
1Q,,(x &) —Q,(x &) < G(&) TH(E) (2.79)

lorad,Q,,(x &) - grad Q (x &) < C,(&) (&)

avec |u| la valeur absolue de la grandeur scalairet C1(¢) et Cy(&) les coefficients qui ne

dépendent que de la solution exacte du problemialidéfini sur D et ne dépendent en aucun cas
de la transformatio. Ces coefficients sont indépendants de la majeacebienneM. On a
alors :

OXOe, x=T( X¢):
Qo (X, ) = Q (X&) =|Qx )~ Q (%) < G(&) TF(&) (3 (2.80)
lorad,Q.,(x &)~ grad Q (x &) < C,(&) (&) (b)

En appliquant I'inégalité triangulaire, on obtient
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Jjgradx(a*(x,f)—fzex(x,f» (&) @rad (Q* (X&) - Q o X.£) X<
G

J [grad, (Q,(X.€) - Q,(X.6) /(&) Brad ,(Q ( X.&) - Q. X&) X + (2.81)
Q

\/Igfadx(Q *(X,8) - Q. (X)) [/ (&) grad, (Q* (X, §) - Q,( X.§)) UdX
§

On analyse maintenant chaque terme de la partiégedde (2.81). Pour le premier terme, en
utilisant (2.79), on peut écrire :

[arad, (Q,(X,€) = Qu(X,€) [ (£) @rad  (Q ( X,€) = Q ( X &) (dX=
8

[ arad, (@, (x &) = Qu(x &) [ @rad (Q (&) = Q ( x£)) Clxs (2.82)

d;

<C AV = v, (6) 0 = [—ILD
< C,(8) vV, () (£) = G(&) DV, (6 0 = G(&) det(M(9) (&)

avecC,(&) = C,(&) L etV, (£), V, les volumes des élémenisete respectivement. Concernant le

deuxiéme terme de la partie droite de (2.81), art penstater que la fonction linéaite (X, ¢§)
(2.77) peut s’écrire dans I'élémestsous la forme suivante :

0,(X,8)= Y 0() s (X (2.83)
On note :
GRAD =[grad, wy,(X) grad, w,,(X) grad, w{ X)] (2.84)

On en déduit alors:

[arad, (Q*(X,&) = Q,(X,8) (£) [rad, (Q* (X, &) - Q,( X&) [dX
Q

= [ue* (@) -0,@)orAD ML ME) GrAD o *(£) -0, (£) X
: de(M (9))

: ¢ g Ama(€)
< | u{O*(&)-06,(£)) GRAD' -2/ [GRAD [{O©* () - ©,(£)) (X
< qI/J [(©*(£)-6.(£) detM (&) {e*($)-0,(£) (2.85)

: ¢ 2 Ama(€)
=ul{©*(§)-0© GRAD' —m=>*_[GRAD [{©*(§)-© V.
HUO*($)-6.(4)) detM (&) e*($)-0,() I, ()

2 V, (§)

<ulleo*(é)-06 A, A 8

ol ©*(£)-0,(§) =[QL(E)-QL(&) QL& -QXE) QUE-QY&)] est le vecteur contenant la
différence deQ,,(X,é) et Q,(X,§) aux 3 sommets du triangk Le termelimax €St la valeur

propre maximale d&RAD' [GRAD .
En utilisant (2.80)(a), on obtient :
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|@* (&) -0, <3cH &) mi (&) (2.86)
En remplagant (2.86) dans (2.85), on obtient :

Igfadx(Q *(X,8) - Q. (X)) K/ (&) grad, (Q* (X, §) = Q,( X.§)) UdX

C (A LA S
< o) TN () D, (A ) B

Avec C,(§) =3C?(&) . A partir de (2.73), (2.79), (2.81), (2.82) et3@), on obtient:

er <({G($) D]j(f)*'\/c(f) A, (6) Oy, O (E))° E’m 059

= C3 + C4 D"max D/]Jmax O ZD -
(JC(E) (&) + /(&) A (8) ) =@

L’étape finale consiste a représentgil) en fonction deh.. Cette étape est réalisée de la facon
suivante :

e =% = X[ =[T(x O -T(x &)

= (T(% &) =T (%, €)' AT (%, &) ~T (%, €))

= (%(&) = %(&))' IM'(&) M (&) L{X(&) — X(&))
2 A (O)]%(E) = X O = A, E)E(E)

(2.89)

Rappelons quel . (&) est la valeur propre minimale de la matrigg(&) M (&). En utilisant

min

(2.89) et (2.88), on obtient 'encadrement finavaaut:

er(£) < (G(&) T (&) + C(&) TN, (£) Dy, TF()° B

co+ |2 AT Ve
S C3 + [ 4 1max
( (f) Amin(f) (E) D‘L) Amln(f) max(‘or)/]min({) rf

\/Amax(f)ﬁm.n(f)
(2.90)

A partir de (2.90), on peut constater que pour direr la borne supérieure de I'erreur numérique,
il faut augmenterA (&) et diminuer (). Sachant qu'on a la contrainte suivante pour ces

min max

valeurs propres :

1 1
Vo($) = dX = I S SR
b(¢) idet(M(X,f)) L/Amax(x,g)/]mm(x,g) 21 n (m, © Vi (2.91)

avec ":nax(f)’ A‘mm(f) les deux valeurs propres d&' ™ dans I'élémeng et Vg, Vb les volumes

des domaines E et D.
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D’une facon similaire, dans le cas 3D ou la matNceM est de dimensiolx 3, on peut obtenir
un estimateur d’erreur suivant :

V
er{<1/ £) +C(,'D’lmaxfDJIJmaXD(,r
@)= (G R+ G Hrad) Hre wmaxwmm..(f)ﬁmm(f) .92
v .
<(JC,(@ + Ml [ am  my e 1

Amin (f) Amln (‘)r)\/Amax (()r)Amll (‘)r)Amln (E)

ou 0<A (&) <A (&) <A (&) les valeurs propres d@' (&) (). On a la contrainte suivante

min

sur les valeurs propres :

Vo) = [t o) L

—dX = vV
 det(M (X, ) Z N GIRGIRGE (2.93)

On peut obtenir en effectuant des développememitagies une borne supérieure de I'erreur dans
le cas de formulation en potentiel vecteur :

er($) = IfOtx (A* (X&) = AUX O U Dot , (A* (X&) = A X)) TdX (2.94)
§

avecA, (x &) = A (X(x¢),§) le potentiel vecteur exact du probleme défini daromaine E avec

une permeéabilité modifiég et A* I'interpolation deA¢, aux arétes. La formulation obtenue prend
la forme suivante (voir 'annexe 4 pour plus dead§t

of (= (JC@ + [ =) (GO, )

V,
/]mln (f)\//]max (f)/]mll (f)/]mm (f)

Of (2.95)

Avec A __ la valeur propre maximale de la matrR®T .ROT avec :

1max

ROT:[rOtX\Nlil(X) rot x\%z( X) rot xV\!i3( )Q rot X V\{z{ >9 rot X W& th X Vﬁ_’g )X] (2.96)
Dans la suite, une application numérique pousiikr les résultats ci-dessus sera présenteée.

2.2.2.2. Exemple d’application

Dans cette partie, on va illustrer les résultatemis sur I'estimation d’erreur présentées dans la
partie 2.2.2.1 sur un exemple de magnétostatigégepté sur la Figure 69:
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Figure 69. Systeme étudié

On impose une force magnétomotrige2 entre les deux faces oppos€esl, et Bh =0 sur le
reste de la frontiére. Les incertitudes sur la g&tam sont portées par les variables aléatoiyet ¢
C2. On prendB=6.5, C=4, b=b,=3.235, 1= 1=1000 etuz=1. Les variables aléatoires et ¢
varient dans l'intervalle [2.05, 2.5]. On se prepode comparer les deux transformations
présentées sur les Figure 70 et Figure 71:

A
) ! T W a1 ' ? D STy
C 11 P P “,-32 1 ! D31
: Eq T i 4 5
v b 1 1 5 A
P o 1
w ) 4 ¢ G / 1 4
34 y L2 1 U2 Do !
g H b2 5 I, Uz Dr34 r ¢ | C
| M3 1
v Dis !
........ e o \4
le le
«------ > €------ > “«------ > €------ >
b, b, b; b,

Domaine de référence E Domaine initial D

Figure 70. Transformation 1
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| ' C, |
€ - »| Y <e % : e ¢ Ie o : C2
v ........ > < ........ 1
-« - -0 > - > Y
by b, 4--=--=-=- > «------ >
bl b2
Domaine de référence Domaine initial

Figure 71. Transformation 2

On prend @=C,=2.1 pour la transformation, et C1=C’,=2 pour la transformatioii;. On peut
constater que la transformatidn correspond a une « dilatation-compression » dgueEhaous-
domaine. Par contre, la transformatibnprésente une déformation de type « cisaillemeyuur
transformer les sous-domaineg En Dy; et B3 en Dys. Cette transformation génére une matrice
M'™M avec un grand ratipentre la valeur propre maximum et la valeur propigimum comme
on peut constater sur la Figure 72. Sur cette déigon trace I'évolution du logarithme de ce ratio
au point Ag/2,C/2) (voir la Figure 70, la Figure 71) en fonctioa ke cotangente de I'angdequi
correspond a la valeur de +c,— C)/ | pour les deux transformations.

log(r) 5

) e e T R e e

B Transformation 2
Ac Transformation 1

. W cotansg)

Figure 72. Rapport r S Amin @U point A

Sur la Figure 73, on trace =log(1/ A.,,) au point A qui intervient dans I'expression derkeir

numerique pour les deux formulations (2.90), (2.85)fonction de cotad). On peut constater
aussi que ce ratio est plus important dans le eak dransformation 1 que dans le cas de la

transformation 2.
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Figure 73. Rapporta=log(1/ Anir) au point A

Maintenant, on trace sur la Figure 74 la répartitiol rapport r mad Amin dans le cas;6c,=2.2.
On constate que pour la transformation 1, il exigie zone (MNPQ) ou ce ratio présente des
valeurs tres élevées.

Transformation 2

Figure 74. Répartition du rapport r #a/ Amin dans le cas;ec,=2.2

Finalement, il est possible d’évaluer I'erreur nuiopge a posteriorigf,) en utilisant les résultats
obtenus par les deux formulations en appliquanthéréme de I'hypercercle qui permet de
calculer la distance de la solution numérique alesolution exacte sans la connaitre. Cet
estimateur d’erreur s’écrit [18] :

erp = I(H ;d - lu’_lB ad)lu'(H 'ad - ,U'_]B ad) =
E

[} [} 1 ] [} [} [} -1 [} ] (2'97)
=[(Hyy ~HLIEH  "H' )+ [B' B B 7B )
E E
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ou H.,B’, sont le champ et l'induction magnétiques exactsHéf,B’, sont le champ et

ex?

I'induction magnétiques admissibles du problémeindélans le domaine de référence. Ces
champsH,,B’,, sont obtenus en utilisant la formulation en pog&tmsicalaire et la formulation en

potentiel vecteur :

H', =grad,Q

(2.98)

log(ery) 5

cotand)

Figure 75. Erreur numérique en fonction de cotn(

Sur la Figure 75, on a traceé I'évolution du lodame de l'erreur a posteriogir, déterminé par
(2.97) en fonction de cota¥)( On constate que I'évolution des courbes de®gatie valeurs
propres deV'M, liées & I'estimateur a priori, et celle de I'estbeur a posteriori sont cohérentes.
Ceci montre que l'approchea priori permet d’évaluer linfluence des parameétres de la
transformation en particulier les valeurs propreMdM sur I'erreur numérique.

De plus, la comparaison des erreurs introduites Igartransformations montrent clairement
lintérét de limiter le ratio entre les valeurs pres deM'M, ce qui revient & privilégier plutdt les
transformations de type « compression » que «lesa@nt ».

Dans les parties 2.1 et 2.2, des techniques dentiétgion de la transformation utilisée dans la
méthode de transformation pour résoudre un probl@meincertitudes portées par la géométrie
ont été discutées. Concernant I'exploitation desiltats, nous nous sommes jusqu’a présent
focalisés principalement sur le calcul des gramglglobales. Dans ce cas, une approche utilisant
un chaos polynomial est bien adaptée pour I'appnakbn. Cependant, comme cela a été abordé
dans la partie 1.4.1.3, pour certaines grandeucalds, une approximation par un chaos
polynomial peut ne pas étre la plus pertinente. gbénoméne peut s’expliquer par une
discontinuité qui apparait au niveau stochastiquadjrandeur locale qui ne peut pas étre prise en
compte par un chaos polynomial classique. Rappeajolesce dernier est continu et infiniment
dérivable. Une possibilité pour résoudre ce proklé@mnsiste a enrichir la base polynomiale [9,
29, 30] par des fonctions qui permettent de preedreompte la discontinuité stochastique (voir
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annexe 5). Dans la partie suivante, on va montrer’qgtilisation de la méthode de transformation
permet de prendre en compte naturellement cetterdisuite.

2.3. Etude des grandeurs locales

Dans cette partie, on va montrer d’abord que lehod de transformation est efficace pour traiter
les discontinuités des grandeurs locales dans oblgme aux incertitudes portées par la
géométrie. Puis, un exemple analytiqgue et un exemplmérique sont présentés pour
lillustration.

2.3.1. Discussion sur la discontinuité stochastique

On a vu dans I'exemple 2 de la partie 1.4.1.3 duslisation d'un chaos polynomial pour
approcher le champ magnétique dans le cas oudesiindes sont portées par la géométrie peut
ne plus étre pertinente. Ce phénoméne est exppguda discontinuité stochastique du champ
magnétique. Par exemple, le champ magnétique epoimt fixe du domaine D, qui peut se situer
dans des sous-domaines de perméabilités differemtdenction des réalisations possibles de la
géomeétrie, possede cette discontinuité.

Comme on I'a vu dans la partie 1.4.2.3, la méthaeléransformation consiste a transformer un
probléeme aux incertitudes géométriques en un pnablaux des incertitudes portées par la loi de
comportement, défini sur un domaine de référendermhniste. Dans ce dernier probleme, les
points fixes du domaine de référence se situenbvtosi dans un méme sous domaine. Il n’existe
alors pas de discontinuités au niveau stochastipse grandeurs locales aux points fixes du
domaine de référence. Par conséquent, dans le derdai référence, le champ magnétique par
exemple peut s'écrire sous la forme :

H(X,E) =H (X6 = S HI (X)W, (8 (2.99)

Puis, la solution sur le domaine D s’écrit :
H”(x,&) =M (X(%&),&) B " (X(%£).€) (2.100)

On peut constater que pour un point X, donné,M(X,&) etH'"(X,&) sont continus en fonction

de¢. Par contre, avec ufr & donnéM (X,§) etH'”(X,&) peuvent étre discontinus en fonction de
X. Les points de discontinuid&=Xy" sont ceux qui se situent sur les interfaces esggematériaux.
Par conséquent, pour un poxsx, donné, la discontinuité de®(x,,&) en fonction de& peut étre

prise en compte pavl (X (x,,¢€),&) et H'"(X(x,,£),€). Dans la suite, on va illustrer cet aspect avec

I'exemple analytique présenté dans la partie 134.1.
2.3.2. Exemple analytique

Revenons a I'exemple de magnétostatique 1D derteedad.1.3 :
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D1 A(x0) Dauo
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9(e)

Xa

A4

Figure 76. Systéeme étudié

On s’intéresse a la composante suivant I’'axdu champ magnétique au point A (Figure 76) qui
prend analytiquement la forme suivante :

yO/"l
H (%, &)= avec g € <X %
|_
1,9(6) + (1= 9($)) (2.101)
H, (%, &) = Yol avec g € )> %

H9(&) + 141 = 9(4)

Concernant la méthode de transformation, on peuaémer le probleme défini sur la Figure 76 a
un probleme défini sur un domaine déterministetéisant la transformation suivante :

D; 1 D, w2 E "1(X, !
1 X=X(%.&) 1 1 1(Xé) E, 20X
€---=-= ->:<— > l
“““““““ e A
9() - 9(¢) 2 12
Domaine initial Domaine de référence

Figure 77. Transformation utilisée dans le cas 1D

I

xG—— avecx<sg§€)

2

= 2 e (2.102)
x3 + avec x>g¢)

20-9(¢) 20-9K)

Cette transformation admet une matrice jacobiermmue devient un scalaire dans ce cas 1D)
suivante :

| IEl(X)+|—IE2(X) (2.103)

M(X,&)=——
(X:4) 29(<) 2(0-9)

aveclg(X),i=1, 2, la fonction indicatrice qui est égale a hslee domaine ket zéro ailleurs. La

perméabilité dans le domaine de référence prefatri@e suivante :
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,U’(X,f)z,ull|E1(X)+,U'2|E2(X)=,Ul|:-|—|E1(X)+,Uz 2 IEz(X) (2104)

I g I
29(¢) (-9€))

Le probleme défini dans le domaine E admet la smiwnalytique suivante :

H’(X,qt): zyog(ﬁr):uz IEl(X)+ Zyo(l_g(f))lul IEZ(X)

(19(O) + (1 - (&) (59(&) + 110 - 9(8) (2.105)

On peut constater que la solution (2.105) est naetien fonction d& pour unX donné. Par
conséquent, elle peut étre approchée par un chagsomial sous la forme (2.99). La solution
dans le domaine initial D est obtenue par (2.100) peut constater aussi que, pour une réalisation
& donnée, le champ magnétique (2.105) est discortinionction deX du fait de la présence des
fonctions indicatricesgh(X) et k2(X). Comme X est une fonction eret¢ le champ magnétique
dans le domaine initial (2.100) peut étre discangn fonction d€ pour unx donné.

Sur la Figure 78, on trace I'évolution du champ n&igue au point A obtenu par la méthode
d’enrichissement développée dans [9, 29, 30] (animexe 5) et celui obtenu par la méthode de
transformation en utilisant (2.99) avec P=8 en carapt avec la solution exacte.

1.8 ‘ .
Ha | Solution exacte = =
| < y . .
1.6f--—-----—+ jm - — - Méthode d’enrichissement == =
| , .
14k o] o Méthode de transformation =a«ss
. |
e e - e S e
12l e EEREEEEEEEE
o] SN S ]
| |
Y| R U S R
| ' -
0.6 77777777777 \7777777777\7 7777777777 T T T T T T T T T
| | |
Y . b .
| | |
L L L
084 0.45 0.5 0.55 0.6
a(9)

Figure 78. Champ magnétique au point A

Cet exemple montre que la méthode de transformatonble bien adaptée pour calculer des
grandeurs locales.

2.3.3. Exemple numérique

On reprend le probleme de magnétostatique, dafinlessdomaine 0), presenté dans la partie
2.1.2.3 (Figure 43). Par contre, on fixg, Yo, R (voir la partie 2.1.2.3). Les incertitudes
géomeétriques sont modélisées par les variabletoakEmauniformes indépendantes (r,, r2) qui
sont les rayons de deux dents en face du disqueCBs variables aléatoires uniformes sont
définies dans lintervalle [a ; b]. On peut aloepmrésenter le vecteur aléatoireen fonction du
vecteur aléatoir€ = (&, &) avecé, & deux variables aléatoires uniformes indépendaraes d
l'intervalle [-1,1].
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L'objectif est de comparer la composarttig(¢) suivant 'axe Ox du champ magnétique
respectivement aux points;,Q, Qs obtenue par différentes méthodes. On approcheodidl
variable aléatoirdH,,(¢) par un chaos polynomial classique (2.99) ensatilt la méthode de
transformation (méthode 1). Pour comparer les t@subbtenus par la méthode de transformation,
la variableH,,(&) est approchée ensuite par un chaos polynomialtiétsant une méthode de
remaillage (Figure 21) (méthode 2). Concernant éthade 2, le chaos polynomial utilisé est soit
classique ou soit enrichi (voir annexe 5) dépendana position du point étudié.

Le point Q est fixé mais peut étre localisé dans le sous dwria, ou dans ) dépendant de la
valeur def;. Le point Q est fixé mais il est localisé toujours dansdour toutes les valeurs de
et&,. Le point Q est localisé sur la surface de la deninfiais reste toujours a l'intérieur de celle-
ci. Ce point se déplace en fonction de la valeun,de

Tableau 7. Composante du champ magnétique suiVarégOx, obtenue par les méthodes 1 et 2

Point Q Point Point Q
Méthode 1 Méthode 2 Méthode 1 Méthode P2 Méthode 1 éthbte 2
Valeur moyenne 1.45 1.47 34x30| 34x10° 3.12 3.14
Ecart-type 1.49 1.50 213xt0| 2.17x10 0.20 0.20
M1:Y =0 M2y = Yo
| |
D; 1 D2 p2
D4 pa Qs
> o
—
] Q2

X2

X1

0(0,0)

Figure 79. Probleme magnétostatique
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