Codes detecteurs et correcteurs d'erreurs de transmission
I') Généralités

I.1) Schéma fonctionnel

Pour étre acheminée, toute information doit étre mise sous la forme d'une suite structurée de
symboles. La signification de ces symboles est une affaire de pure convention et est définie par une
loi de correspondance.

Adaptation au canal de
l transmission l

Source de | Controleur de | MOD DEM | | Controleur de | Collecteur
données communication T communication de données
Introduit les caractéres de Canal de
service (dialogue) et les transmission

¢léments de protection
contre les erreurs

La protection contre les erreurs de transmission est réalisée grace a un "surcodage" de chaque
symbole de l'information a transmettre. A la réception, le contréleur de communication peut, suivant
les performances de ce "surcodage", détecter et corriger la majorit¢ des erreurs dues aux
imperfections du canal de transmission.

L'objet de ce document est I'étude de ce "surcodage" qu'on appellera simplement codage par
la suite.

Les techniques de controle des erreurs sont :
e ARQ : Automatic Repeat Request. Nécessite un canal de retour.

e Stop & Wait ARQ : le transmetteur envoie un symbole et attend un acquittement positif
(ACK) ou négatif (NAK) du récepteur. Dans le premier cas, le transmetteur poursuit la
transmission, et dans le second cas, il réémet le méme symbole jusqu'a recevoir un ACK.

e Continous ARQ : 'algorithme est identique mais le transmetteur n'attend pas ce qui permet de
gagner du temps. Les controleurs de communication sont, par contre, plus complexes.

e FEC : Forward Error Control. La détection et la correction des erreurs sont réalisées a la
réception en utilisant les éléments de protection introduits a I'émission. Cette technique de
protection est utilisée s'il n'y a pas de canal de retour.

I.2) Les erreurs de transmission

Les imperfections du canal de transmission entrainent des perturbations aléatoires :
e disparition de bit
e adjonction de bit
e inversion de bit
Les deux premicres sont facilement détectables mais non corrigibles.
La troisiéme n'est détectable et corrigible que grace aux codes de protection, objets de ce document.
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[.2.1 ) Distribution des erreurs

Les altérations peuvent &tre classées en 2 types :
e indépendance totale des erreurs : le canal de transmission est qualifi¢ de "Voie Binaire
Symétrique" ou Binary Symetric Channel (BSC)
e crreurs groupées ou "paquets d'erreurs" : une suite de bits plus ou moins longue est
altéree.

Les quelques rares calculs statistiques proposés dans ce document ne traiteront que de la voie binaire
symétrique.

[.2.1 ) Voie binaire symétrique

q : probabilit¢ de recevoir le méme ¢état

Etat du Etat que celui transmis.
bit dubit  p : probabilité de recevoir un état opposé
transmis recu a celui transmis.

p=1-q
q=1-p

La voie binaire est dite "symétrique" car les probabilités de recevoir le méme état ou un état
opposé ne dépendent pas de 1'état des bits.

La probabilité p caractérise le bruit sur la voie de transmission.

Si on transmet un bloc de n bits, la probabilité de le recevoir avec "d" erreurs est :
Pd — pd ° qn—d

Sans erreur :
Pc=q"=(1-p)’

Au moins une erreur :
Pe=1-Pc=1-(1-p)"=1-(l-nep)=nep

1.3 ) Notions de codes redondants

k bits | Codage de protection | p bits
contre les erreurs de
transmission

Séquence de
symboles protégés

Séquence de
symboles

Chaque symbole de l'information a transmettre est codé sur k bits. Le codage de protection
ajoute des ¢éléments a chaque symbole pour permettre la détection et/ou la correction, a la réception,
des erreurs de transmission.

Les symboles protégés sont nommés blocs et ont une longueur de n bits.
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Deux types de codes sont utilisés :
e codes en bloc : la loi de codage est combinatoire
e codes convolutionnels : la loi de codage est séquentielle. Ce type de code ne sera
pas traité¢ dans ce document.

Pour un code en bloc :
e nombre de symboles maximums possible : 2k
e nombre de symboles protégés (blocs) en sortie du codeur : 2k (loi combinatoire)
e nombre de blocs possibles : 2"

C" : ensemble des 2"
blocs possibles

Cu" : ensemble des 2
blocs du code

Exemple : code de protection RDS :
e k=16 = I'ensemble des blocs du code comporte 65536 éléments
e n=26= l'ensemble C" comporte 67108864 éléments
On constate la grande redondance du code : I'ensemble Cu" est 1024 fois plus petit que C"

Cette redondance permet au récepteur de détecter, voire corriger, les erreurs de transmission.

n bits "Décodage" = k bits
détection/correction

des erreurs de transm.

Séquence de
symboles corrigés

Séquence de symboles
protégés regus (blocs)

| _ Erreur(s)
"~ détectées

1.4) Formats des blocs des codes de protection

Pour faciliter, a la réception, l'extraction des symboles dans les blocs recus, la plupart des
codes de protection placent dans chaque bloc le symbole associé non modifié. Deux formats sont
utilisés :

e format systématique : bloc | | | sur n bits
Info utile (symbole) Info de controle
sur k bits sur (n - k) bits

o format non systématique : les bits d'info utile et de contrdle ne sont pas groupés.

Le format systématique est généralement préféré car plus simple a traiter.

Si on veut protéger l'information transmise contre le piratage, les codes correcteurs d'erreur
peuvent étre congus de facon a cripter l'information utile. Mais ceci entraine généralement une

dégradation des performances en détection et correction d'erreur. On préfére ajouter la fonction de
criptage en amont du codeur de protection contre les erreurs de transmission.
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I.5 Exemples de codes protecteurs

1.5.1 ) Contréle 2 sur 3
Le méme symbole est transmis trois fois de suite. Un bloc du code est donc constitué de trois
groupes de k bits et a une longueur de 3ek bits. A la réception, les cas suivants peuvent de présenter :
e les 3 groupes du bloc regu sont identiques = il est fort probable que le symbole recu est
celui qui a été transmis.
e 2 groupes sont identiques, le 3° est différent = il est probable que le symbole transmis
soit celui associ€ aux 2 groupes identiques.
e les 3 groupes sont différents : les erreurs sont détectées mais la correction est impossible.

Ainsi, suivant le nombre d'erreurs, le code est autocorrecteur (une seule erreur) ou
simplement autovérificateur (plus d'une erreur).

1.5.2) Contréle de parité

Schéma
Symbole a
transmettre . k+1( lk+1 k+1 k - Symbole
k T L > recu
L Générateur J Canal L_' Générateur | Comp. |~ » Erreur
de parité 1 k de parité " 1 détectée

Les générateurs de parité de I'émetteur et du récepteur sont identiques. Le bit de parité calculé
a I'émission est ajouté au symbole pour constituer le bloc du code transmis. Le bit de parité calculé a
la réception est comparé au bit de parité inclus dans le bloc regu. Si les 2 états sont identiques, il est
probable, mais pas sir, qu'il n'y a pas d'erreur de transmission. Dans le cas contraire, il y a au moins
une erreur.

1.6) Codes détecteurs d'erreurs

Par convention, I'émetteur n'envoie que des blocs appartenant au code. Les éventuelles
erreurs de transmission font que le récepteur peut recevoir un bloc différent de celui émis. Dans ce
cas :

e sile bloc n'appartient pas a l'ensemble Cu” du code = détection d'au moins 1 erreur

e i le bloc appartient au code, il est fort probable qu'il n'y a pas d'erreur de transmission.

Cette probabilité est d'autant plus forte que le sous-ensemble Cu" est petit devant C".

En effet, si on transmet le bloc A (donc appartenant a Cu"), qu'il y a des erreurs de
transmission et que I'on recoit le bloc R, il est fort probable que R soit extérieur au sous-
ensemble Cu" a cause de sa taille par rapport a C".

C" : ensemble des 2"
blocs possibles

Cu" : ensemble des 2
blocs du code
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1.7) Codes détecteurs et correcteurs d'erreurs

L'émetteur transmet le bloc A, mais le récepteur regoit le bloc A' a cause d'erreurs de
transmission. A un autre moment, 1'émetteur envoie Al et le récepteur regoit Al'.

» la correction des erreurs est possible si A' ne peut étre obtenu qu'a partir du bloc du code
A. L'implication est alors bidirectionnelle et le récepteur peut décider que le bloc transmis
est A, alors qu'il aregu A'.
Cette implication bidirectionnelle n'est possible que si le nombre d'erreurs est limité. En
effet, avec beaucoup d'erreurs, le bloc peut se transformer en bloc A1' a la réception, et le
récepteur décidera que c'est Al qui a été transmis, ce qui est faux. La correction est mise
en défaut.

» la détection des erreurs reste possible tant que le nombre d'erreurs ne transforme pas le
bloc transmis en un autre bloc du code (on transmet A et on recoit Al, le récepteur ne
peut pas détecter 1'erreur).

C" : ensemble des 2"
blocs possibles

Cu" : ensemble des 2¥
blocs du code

1.8 ) Notion de voisinage - Poids et distance de Hamming

1.8.1 ) Vecteur d'erreur

Si A est le bloc émis et R le bloc recu, le vecteur d'erreur E est :
E=A®R
L'opérateur @ signifie "Ou exclusif bit a bit"

Le vecteur d'erreur E comporte autant de bits que les blocs A et R. Les positions des bits de E
a "1" indiquent les positions des bits en erreur dans R.

La fonction du décodeur a la réception est de calculer la valeur la plus probable de E en

fonction de R pour en déduire le bloc corrigé : Reorrig¢ =R @ E.
Cette opération inverse 1'état des bits en erreur et réalise ainsi la correction du bloc recu.

Exemple : I'émetteur transmet A =(0,1,0,1,1,1,0,0, 1,0, 0)
le récepteur recoit R =(0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0)
il calcule alors E=(0,0,0,0,1,0,0,0,0, 1, 0) s'il est capable de corriger 2
erreurs
et en déduit Rcorrige =(0, 1,0, 1,1, 1,0, 0, 1, 0, 0) par inversion des bits
identifiés par E
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1.8.2 ) Poids de Hamming
Le poids de Hamming d'un bloc du code est le nombre d'états '"1" dans ce bloc.

1.8.3 ) Distance de Hamming

La distance de Hamming entre 2 blocs du code est le nombre de bits différents entre ces 2
blocs.

La distance de Hamming minimum (notée dmin) est la plus petite distance de Hamming de
toutes les paires de blocs du code possibles.

1.8.4 ) Notion de voisinage

La notion de voisinage définit les régles élémentaires de détection et de correction des erreurs
de transmission.

@ Bloc appartenant au code

@® Bloc hors sous-ensemble de codage Cu"

Le bloc A appartient au sous-ensemble de codage Cu". Le voisinage de ce bloc est constitué
des blocs de l'ensemble C" ayant une distance de Hamming par rapport a A inférieure ou égale a d.

1.8.5 ) Principe de la correction

Soient A et B deux blocs appartenant au sous-ensemble de codage Cu". On peut définir un
voisinage pour chacun de ces blocs :

>= dmin

Voisinage du bloc A Voisinage du bloc B
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Les voisinages représentés ci-dessus sont définis a la distance de Hamming minimum dmin.
Lorsqu'ils se croisent, il existe des blocs communs aux 2 voisinages. La correction est impossible. En
effet, si le récepteur recoit le bloc C', il est incapable de décider quel est le bloc transmis, A ou B, car
C' appartient aux 2 voisinages.

Par contre, si les voisinages des blocs A et B sont distincts, comme représentés ci-dessous, la
correction devient possible.

Voisinage du bloc A Voisinage du bloc B

Les voisinages représentés ci-dessus sont définis par la distance de Hamming tmin. Pour que
ces voisinages soient distincts et donc permettre la correction des erreurs, la distance tmin doit étre
telle que :

2 o tmin < dmin

Si cette inégalité est respectée, le récepteur sera capable de :
e corriger tmin erreurs simultanées,
e détecter (dmin - 1) erreurs simultanées.

1.9 Exemple

Les symboles a transmettre ont une longueur k = 1 bit. Les blocs du code de protection
associés ont une longueur n de 4 bits et sont (0,0,0,0) pour le symbole "0" et (1,1,1,1) pour le
symbole "1".

La distance de Hamming minimum vaut donc dmin = 4. On en déduit tmin = 1. Ce codage est
donc capable de :

e corriger 1 erreur
e détecter 3 erreurs
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Zone de détection
des erreurs sans

correction
)
0011
oooﬂi 0101 5’0111
0010 4 1001 171011
0000 0100 ; 0110 <L "> 1101 1111
IOOOJ’ 1(1)(1)8 =\1110
Voisinage du bloc Voisinage du bloc
(0,0,0,0) (1,1,1,1)
Zone de détection et Zone de détection et
de correction vers le de correction vers le
bloc (0,0,0,0) bloc (1,1,1,1)

1.10 ) Capacités de la détection et de la correction des erreurs

Notation : le code de protection (n, k) produit des blocs de n bits a partir de symboles de k bits en
ajoutant (n-k) bits de contrdle.

1.10.1 ) Capacité de détection

La fonction de détection est mise en défaut si, au cours de la transmission, un bloc du code se

transforme en un autre bloc du code.
La probabilité que cela se produit est : PD = pi™™" o g"4™i" & pimin

En effet, dmin représente le nombre minimum de bits différents entre 2 blocs du code. Donc
si dmin bits sont altérés au cours de la transmission, le bloc recu peut faire partie du code.

Exemple : code de Hamming (7,4). Il est caractérisé par dmin = 3 et tmin = 1.
Si le canal de transmission est caractérisé par p = 10 (1 bit sur 100 inversé) :
=PD=10"

La probabilité de mettre la détection d'erreur en défaut est de 1 bit sur 1 million.

1.10.1 ) Capacité de correction

La fonction de correction est mise en défaut si le nombre d'erreurs au cours de la transmission
est supérieur a tmin.

La probabilité que cela se produit est : PC = p™"*! o g™t & pmintd
Exemple : code de Hamming (7,4). Il est caractérisé par dmin = 3 et tmin = 1.
Si le canal de transmission est caractérisé par p = 107 (1 bit sur 100 inversé) :

= Pc=10"
La probabilité de mettre la correction d'erreur en défaut est de 1 bit sur 10000.
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IT ) Codes linéaires

I1.1 ) Généralités
Notations :
e Code linéaire (n, k)

e k =nombre de bits de chaque symbole
e 1= longueur des blocs du code
e le codeur ajoute donc (n-k) bits de controle (ou redondants)
e V =k/n: vitesse du code
Schéma :
Canal
k Codeur n ( n k Inverseurs k
M——> Matrice G [7 A. ) R commandés [7> Mc
n
Décodeur | n-k Décodeur
Matrice H S combinatoire
I1.2) Définitions

Le code est dit "linéaire (n, k)" si la somme modulo 2 bit a bit (opérateur @) de deux blocs du
code donne un autre bloc du code.

Note : le bloc (0,0,0,0, ... ,0) fait partie de tous les codes linéaires car il est le résultat de la somme
d'un bloc du code avec lui-méme.

Les codes linéaires utilisent le format systématique.
I1.3 ) Codeur

La matrice de codage G défini entierement le codeur linéaire (n, k) largeur = n, hauteur =k :

Sous-matrice diagonale (k) \ Sous-matrice de parité P (n-k, k)
1 0 ... 0 0 priakl Pkink2 .- Pk-1,1 Pk-1,0
0 1 0 0 Pk2nkl Pk2nk2 e Pk-2.1 Pk-2,0
0 0 0 Pr3nkl DPk3nk2 ... Pk-3,1 Pk-3,0
G= e e 0 0 ... ...
0 0 0 0 DpPonk1  P2ake e P21 P20
0 0 1 0 DPinkl  Pinke P11 P10
0 0 0 1 ponk1  Ponk2 e Po,1 Po,o

On y reconnait :
e une sous-matrice diagonale de dimension k
e une sous-matrice de parité (coef. p;;) de hauteur k et de largeur (n-k)

Le bloc A est obtenu en calculant le produit scalaire (ET logique et @) :
A=Me¢ G
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En notant :
e M= (mk_l, myp, ... , My, n’l()),
e A=(an1, ano, ..., ay, o).
On en déduit :
ap-1 = Mk-|
an-2 = Mg

dpk+1 T Mg

an-k =my

Ank-l = M1 ®Pk-1,n-k-1 @ my20Pk-2 k-1 D ... Omiepipkr D moeponi-i
Ank-2 = Mk.1®Pk-1,nk-2 @ my_2®Pk-2.n-k-2 D ... Omepipk2 D mpeponk-2
aj = Mi-1®Pk-1,1 @ myo®pia,1 D ... ®mep @ moepo |

ao = M- ®Pk-1,0 @ my_r0pk-2,0 D ... Dmjep @® moepo o

On constate donc que :
e les k premiers bits du bloc A représentent la copie du symbole M (a,.; a a,.x)
e les (n-k) derniers bits du bloc A sont les bits de controle (a,k.; a ag)

C'est bien un format systématique.

Exemple : matrice génératrice du code linéaire de Hamming (7,4) :

1 00 0110
01 0 01 01
G(7 4H =
’ 0 01 0 011
0 001 1 1 1

Soit M = (m3, mp, m;, my) le symbole a encoder
On en déduit :

dg — M3
as = My
a4 = 1My
as = My

a=m3; ® mp; ® mg
a;=m3; ® m; ® mg
ao=m2®m1®mo

SiM=(1,0,1,1)=>A=(1,0,1,1,0,1,0)
I1.4 ) Décodeur

Il n'y a pas de décodage du symbole a proprement parlé puisqu'il se trouve non modifié¢ dans
le bloc regu. La fonction du décodeur est de détecter et éventuellement identifier les bits altérés au
cours de la transmission.

Pour ce faire, on calcule le syndrome S, résultat du produit scalaire entre le bloc recu (R) et
la transformée de la matrice de vérification H (hauteur = n - k, largeur =n) :

S=R e H'
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Sous-matrice de parité p' (k, n-k) \ Sous-matrice diagonale (n-k)
Pk-Ink-1 Pk-2,nk-1 Pinkl  Ponk1 1 o .. 0 0
Pk-1nk2 Pk-2.nk-2 Pink2 Ponk2 O 1 .. 0 0
H =
Pk-1,1 Pk-2,1 P11 Po.1 0 0o .. 1
Pk10  Pk20 e P1o Po,o o o .. 0 1

La sous-matrice de parité P de la matrice H est la transposée de la sous-matrice P de la
matrice G, de telle fagon que : GeH'= [0] 1 n-k

En notant :

e R=(ryy,...,1],T1), les n bits du bloc recu et

e S=(Shkl, .-+ SI, S0), les (n-k) bits du syndrome,
On en déduit :

Snk-l = (Tn-1®Pk-1nk- 1D ... @ Ikt 19P1nk-1 D Tnk®Ponk-1) D okl
S| =(p1opk-1,1 D ... Drpgeropir D roxepo,r) D1
S0 = (In-19Pk-10 D@ ... D1pgri®pio D@ rnk®Poyo) @ 1o

S'il n'y a aucune erreur au cours de la transmission, les blocs émis (A) et recu (R ) sont identiques,
SOIt In.j = Ape] =Mkl 5 «-v 5 nktl = Ikl = My, Tnek = @nk = Mo , Tnkel = ankel 5 -+ , 1 = a1, o= ap €t on
en déduit :
(Tn-19Pk-1 k-1 D ... @ I 19P 10kt D Tnk®Po,nak-1)
= My 1®Pk-1 nk-1 ... D miepy k.1 © Mo®Po k-1 = Ank-1 = ko1

(Tn-19Pk-1,1 D ... D r19p; 1 D 190p0,1) = (My-10Pk-1,1 D ... D myep;; @ mepepp) =a; =1y
(Tn-19Pk-1,0D ... D 119p; oD 10#P00) = (My-10Pk-1,0 D ... D Mep; D Mmyepo) =ap=r1o

Ce qui donne le syndrome suivant : S = (Syx.1, ... », S1, S0) = (0,0, 0,0, ..., 0, 0)

Conclusion : si tous les bits du syndrome S sont a zéro, on peut en déduire qu'il est trés fortement
probable qu'il n'y a pas d'erreur de transmission.

En fait, chaque bit s; du syndrome S est le résultat de la comparaison entre :
e e bit de parité a; calculé a 1'émission sur certains bits de 1'information utile, et regu
sous l'indentificateur r;. L'indice i correspond a une des colonnes de la sous-matrice
diagonale de H, soit i compris entre (n-k-1) et 0.
e le bit de parité calculé a la réception sur les mémes bits d'information utile regus.
S'il n'y a aucune erreur, les 2 bits de parité ont le méme état et s; = "0". Dans le cas contraire,
si="1", ce qui signifie qu'il y a une altération sur 1'un des bits contrdlés.
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Exemple : La matrice de décodage (ou de vérification) H du code de Hamming (7,4) est

1 101 1 00
H;,=(1 011010
0111001
L'émetteur transmet le bloc A=(1,0,1,1,0, 1, 0)
Le récepteur recoit le bloc R =(1,0,1,1,0,1,0), donc sans erreur.

Le produit scalaire S =R & H' donne :
$2=|(1e1 ® 160 @ 01 @ 1e1) ® 16| @ 01 ® 000 =0
Calcul de parité sur Bit de parité entre ms3, mp, m; et my calculé
ms, mp, m; et my regus = 0 a I'émission et regu sans erreur
Si=(1e1 @000 D 11 @ 101) D 000 ® le1 ® 000 =0
sSo=(0e]1 @ 160 @ lo]1 D 101) D 000 D@ Q01 @ 160=0

Si maintenant le récepteur regoit R = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 0) le bit r4 étant inversé, le produit
scalaire S =R & H donne :

$2=(1e1 @ 160 @ 000 D 10]1) D 160 D Oe1 @ 000 =0

S =(1el @00 D 100 D 101) D 000 D 1e1 ® 000 =1

so0=(001 @ 160 D 100 D 101) D 000 D 001 @ 100 =1
Soit Sjo (équivalent décimal de S) = 3. Cette valeur permettra au décodeur d'identifier la
position 4 pour corriger r4 (c'est & dire inverser son état).
On peut remarquer que les états de s,, s; et sp correspondent a la colonne d'indice 4 de la
matrice H. Ce n'est pas un hasard !

I1.5 ) Décodage des codes linéaires

11 s'agit d'étudier la manicere d'utiliser le syndrome S pour évaluer la valeur la plus probable du
vecteur d'erreur E.

Rappels : A =(ap.1, an2, ... , a1, a) est le bloc émis,

R = (ry.1, Tn2, ... , I, Ip) est le bloc regu,

E = (en.1, €n-2, -.. , €1, €0) est le vecteur d'erreur.
Par définition : E=A®R
On en déduit : R=A®E

Lesyndromeest: S=ReH =(A®E)¢H =(A¢H)DE ¢ H)

Or, par définition : A & H' =0 car A est un bloc du code et le produit scalaire avec la matrice de
vérification est toujours nul.

On en déduit : S=E ¢ H'

Le syndrome est le résultat du produit scalaire du bloc regu R avec H', mais c'est aussi, comme le

montre la relation ci-dessus, le résultat du produit scalaire du vecteur E avec la transposée de la
matrice de vérification.
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En utilisant le contenu de la matrice H, on obtient :

Sn-k-1 = €n-19Pk-1nk-1 @ ... D €nk+19P1 k-1 D €nk®Pon-k-1 D Enkei
S| =€n1®Pk-11 D ... Denkriopii D enk®po. D e
So =en1ok-10 D ... Denxr1®pio D enk®poo @ e

On constate que les états des bits du syndrome sont chacun une combinaison linéaire des bits
d'erreur.

En conséquence, le syndrome contient une information sur les positions (les indices) des bits
altérés.

Si on se contente d'une capacité de correction d'une seule erreur (un seul des bits de E est a "1"), un
simple décodeur combinatoire permet d'identifier la position en erreur, et donc de déterminer la
valeur du vecteur d'erreur E.

Schéma du détecteur/correcteur d'erreur

Registre de réception du bloc R
In-1 I Io
Calcul du syndrome S
Matrice H (logique combinatoire)
Sn-k-1 S1 So
Calcul du vecteur d'erreur
Décodeur combinatoire a
€n-1 Cnk+1 Cn-k
I'n-1 I'nk+1 I'nk b S=a®b
mcCg.-1 mc, mcy S
\— —~ /
Symbole corrigé
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Le contenu de la matrice H peut maintenant étre complétement défini :

Matrice de parité Matrice diagonale
[k e (n-k)] [(n-k) e (n-k)]
N N
r — N o~ A
+ 1 1
T 9 9 il
& = = & = 2 = — o
g 8 8 g8 8 8 8 8 8
S © 9 S 8 " T S 5
8 £ & g & & &8 g &
0 0 O I 1:1 0 0 O
0 0 O 1 1:0 1 0 O
10 O
1
H= . . . .
0O 0 O 1
0 1 1 1 . .
1 0 1 1 .. . . 1 0
11 0 0 1.0 0 0 0 1|
on v O @\l — Q (@\] —
o oo E g [
s = = T oA s 2
N 951 N N [@\ Il I N N
nonon st aa N0
o ? ? TN ol
& E q;; - ol # ﬁ
tonon Ty E ¥
- s 20 E 2
E & & o a4 N i
G s 55 = °
o = o é E & &
S % 33
PRI

Si on admet qu'il y a qu'une seule erreur dans le bloc recu, le syndrome obtenu correspond a
la colonne d'indice du bit altéré de la matrice H. Pour permettre 1'identification de cet indice a partir
de S, il suffit de choisir les états de la matrice de parité de maniére a ce que les valeurs de S; soient
uniques. Les valeurs en puissance entiéres de 2 sont réservées par la matrice diagonale, les autres
valeurs peuvent étre choisies de maniere quelconque.

11.6 ) Codes de Hamming corrigeant une erreur

Dans ce cas, le vecteur d'erreur obtenu apres décodage aura au maximum une composante
non nulle.

Puisque le syndrome S de (n-k) positions (nombre de bits redondants) doit permettre
d'indiquer, soit l'absence d'erreur, soit la position altérée dans le bloc recu, la valeur (n-k) de bits de
controle doit respecter 1'inégalité :

2"K_1>n
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On en déduit le tableau suivant :

d'information utile

Nombres de positions de n-k 4 5 6 7 8
contrdle
Nombre maximum de = 15 | 31 | 63 | 127|255
positions dans le bloc 2"
Nombre maximum de bits k 11 | 26 | 57 | 120

I1.7 ) Exercice

Etude du code linéaire de Hamming (15,11)

1. Le code est capable de corriger une erreur. Quelle est sa capacité de détection d'erreur ?

En déduire sa distance de Hamming minimum.

2. Proposer le contenu de la matrice de vérification H. En déduire le contenu de la matrice

génératrice G.

3. Proposer le schéma logique du codeur (entrée M sur 11 bits, sortie A sur 15 bits).

4. Proposer le schéma logique du décodeur (entrée R sur 15 bits, sortie corrigée sur 11 bits)
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IIT ) Codes cycliques
I11.1 ) Définitions

Un code linéaire est dit cyclique si une transposition circulaire a droite ou a gauche d'un bloc
du code donne un autre bloc du code.

Ainsi si AQ = (ao, a1, ... , as.1) est un bloc du code
alors AW = (an.1, a0, a1, ... , a42) est aussi un bloc du code.

Les codes cycliques sont intéressants sur plusieurs points :
e l'encodage a I'émission et le calcul du vecteur d'erreur a la réception sont
facilement réalisables sous les formes logicielle ou matérielle,
e ils sont capables de corriger les paquets d'erreurs. Un paquet d'erreurs de longueur
L est une succession de L bits, corrects ou faux, le premier et le dernier étant
toujours erronés.

I11.2 ) Représentations

Le symbole M a protéger est représenté sous une forme polynomiale :
M(X) = my 10X ' + ... + myeX' + myeX’

Le polynome associé au bloc du code A = (ay, aj, ... , an.1) s'écrit :
AX) = a5 10X" + ...+ ageX! + ageX’

A(X) est un bloc polynomial.

Notes : I'opérateur + est en fait I'opérateur @. Il n'a pas été utilisé¢ pour améliorer la lisibilité.
I'opérateur o est le ET logique.

I11.3 ) Polyn6me générateur

Les codes cycliques (n,k) sont entierement définis par un polynome générateur G(X) ayant la
forme générale suivante :

G(X) = Xn-k + gn-k-1.><n-k-1 +..+ g10X1 +1

G(X) doit posséder les propriétés suivantes :
e non nul ce qui justifie le dernier terme (go= 1),
e de degré (n-k), ce qui justifie le premier terme (g,x= 1),
e facteur de (X" + 1),
e premier.

Note : Les méthodes d'élaboration des polyndomes générateurs sortent du domaine d'étude de ce
document.

I11.4 ) Définition de I'encodage

Chaque bloc du code est un multiple polynomial de G(X) : A(X) = f(X) o G(X)

CREMMEL Marcel - 12/11/21 Page 16



Codes detecteurs et correcteurs d'erreurs de transmission

I11.4.1 ) Encodage simple

Dans ce cas : f(X) = M(X)
Le bloc polynomial A(X) associé au symbole M est le résultat du produit polynomial de
M(X) par G(X) :

AX) = M(X) ® G(X)

Exemple : si on respecte cette définition mathématique, on peut calculer tous les blocs du
code cyclique (7,4) défini par le polyndome générateur G(X)=X> + X' +1 :

Symboles Blocs du code

ms3 myp m my g as a4 as a ai ao
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1

Exemples de calculs :
M(X)=0 = AX)=M(X) e G(X)=0
M(X)=X*+X = AX)=M(X) o GX) =X+ X2+ X+ X2+ X3+ X
AX) =X+ X*+X*+ X's0it A=(0,1,1,1,0, 1, 0)

De ce tableau, on déduit dmin = 3 car, hormis le premier bloc, il y au moins 3 positions a 1
dans les autres blocs. Le code est donc capable de corriger 1 erreur et d'en détecter 2.

Cette méthode de codage n'est pas utilisée car le format obtenu n'est pas systématique
(symboles non apparents dans les blocs du code).

I11.4.2 ) Encodage des codes cycliques

Le polynéme f(X) est ¢laboré pour obtenir des blocs au format systématique.

Le symbole a encoder est M = (my.y, ... , mj, my).
Le symbole polynomial correspondant est : M(X) = my_ X" + ... + m;eX' + myeX’
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On multiple M(X) par X"*: X"* ¢ M(X) = mi.;o X" + ... + m;eX"*" + moeX"*
C'est un polyndome de degré inférieur ou égal a (n-1).
Si maintenant on divise X"* o M(X) par G(X), on obtient :
(1) X" e M(X) = Q(X) ® GX) + p(X)
avec : Q(X) : quotient de la division. Degré < n-1-(n-k) = k-1
p(X) :reste de la division.  Degré < (n-k-1)

Comme le degré de G(X) est (n-k), le degré de p(X) est nécessairement inférieur ou égal a
(n-k-1). En effet, le reste d'une division est toujours de degré inférieur au diviseur.

Soit : p(X) = pn_k_10Xn'k'1 +...+ ploX1 + po
Le + de la relation (1) ci-dessus signifie en fait @ (ou exclusif sur les bits de méme poids).
Cette égalité peut alors s'écrire :

2) X" e M(X) + p(X) = Q(X) » G(X)

Cette relation indique que " X™* o M(X) + p(X) " est un multiple de G(X) et est de degré
inférieur ou égal a (n-1).

Ainsi " X"* e M(X) + p(X) " est le bloc polynomial A(X) associé au symbole M(X).
En développant " X"* e M(X) + p(X) ", on obtient :

X"* e M(X) + p(X) = my o X+ L+ meX KT 4 mpex™k + pn_k_loXn'k'1 + ...+ ploX1 + po

qui correspond au bloc du code : A = (|mk_1 y oo, , MY, [Pnkel » -« 5 Pl s po‘)
k bits du symbole (n-k) bits de controle
On reconnait un format systématique. Les (n-k) bits de controle sont les coefficients de p(X)

5

En résumé, le codage consiste en 3 étapes :
e Multiplier le symbole M(X) par X"*. On obtient ainsi les k premiers bits du bloc
du code A,
e (Calculer le reste p(X) de la division de X"* o M(X) par G(X). On obtient ainsi les
(n - k) bits de contrdle,
e Concaténer X"* o M(X) et p(X) pour obtenir les n bits du bloc du code A associé
au symbole.

Exemple

Soit un code cyclique (7,4) défini par G(X) =X + X' + 1

Le symbole a encoder s'écrit : M(X) = m;eXC + myeX? + mjeX! + mpe X’

Les blocs du code sont obtenus en calculant le reste p(X) de la division de X*eM(X) par G(X)
AX) =X e M(X) + p(X)

Le tableau ci-dessous donne tous les blocs du code :
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Symboles X"* ¢ M(X) Reste Blocs du code

m; | mp | my | My X eM(X) p(X) a | as |as | a3z |ax | a; | a
ololo]o 0 0 ololojo|lo]o]|oO
olo|lo]1 xX? X' +x° ololof[1]o[1]1
olo|1]0 x* X*+ X! olo|1[o|1]1]0
olo|1]1 X'+ X xX*+ X’ olof|1[1]1]o0]1
o100 X’ X*+X'+xP {o|lt1lofo|1]|1]1
ol1]o0]1 X+ X X olt1{ofl1]1]o]oO
ol1]11]o0 X+ X* X° olt1|l1]o]lo]o]1
o1 ]1]1 X+ X+ X X! of1|l1]l1]lo]1]oO
1{oflo]o0 X° X2 +1 trjfololo|l1]o0]1
1{o]o0|1 X+ X’ 1{0]0]1
1{o|1]0 X0+ x* 1{of[11]0
1o 11 X+ X'+ X° 1lof1]1
1{1][01]0 X0+ X’ 1{1]07]0
1101 X+ X +X° 1{1]0]1
1Ll 1]11]o0 X0+ X0+ X 1|1 |1]0
1111 [xX+x+x+X L1 [1]1

I11.5 ) Décodage des codes cycliques
Soient A = (ag, aj, ..., an.1) le bloc du code émis
et R=(rg, 11, ... ,101) lebloc regu.
Ils sont associés aux polynomes :
AX) = apoX" "+ ... +aeX! +ageX’
R(X) =rp 10X + ...+ rjeX' + rpeX’

Comme dans les codes linéaires, on défini un vecteur d'erreur :
E= (en_1, €n-2, ... 5 €1, eo)
tel que E=A ® R

qui est associé au polyndme E(X) = e,.joX"' + ... + ej0X' + egoX’

On en déduit : E(X) = AX) + R(X)
En divisant R(X) par G(X) on obtient :
R(X) = Q'(X)e G(X) + 5(X)
S(X) est le polyndme associ¢ au syndrome S de degré strictement inférieur a celui de G(X).
Q'(X) est le quotient de la division de degré < n-1-(n-k) = k-1
Soit E(X) = A(X) + Q'(X)e G(X) + S(X)

Or A(X) est, par définition, un bloc polynomial généré avec G(X), soit :
A(X)=Q(X) e G(X) (voir relation (2) ci-dessus)

Et E(X) = [Q(X) + Q'(X)]  G(X) + S(X)
On constate, avec cette derniere relation, que le syndrome S(X) est le reste de la division du
polynéme d'erreur E(X) avec G(X), mais aussi (et c'est comme cela qu'il est calculé), le reste de la

division du polynome associé au bloc recu, R(X), avec G(X).
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Cette propriété permet de définir le type d'erreur pouvant étre détectée :

Exemple

Pas d'erreur : R(X) = A(X) = E(X) =0
Le reste de la division de E(X) par G(X) est nul = S(X) =0
S(X) = 0 est caractéristique d'une transmission sans erreur
Une seule erreur : E(X) = X'avec 0 < i<n-1. .
S(X) est nécessairement = 0 (sauf si G(X) = 1 ou G(X) = X/, ce qui ne peut étre le cas car
ces polyndmes ne sont par facteurs de (X" + 1)).
Paquet d'erreurs de longueur L. Un paquet d'erreurs de longueur L est une succession de L
bits, corrects ou faux, le premier et le dernier étant toujours erronés.
Le degré de E(X) est nécessairement supérieur ou égal a (L-1). Ce polynome peut donc se
mettre sous la forme :

E(X)=X' ¢ B(X)
B(X), de degré (L-1) est appelé modéle d'erreur :

BX)=X""+beX"?+ ...+ beX'+ X’
Or, tout polyndme générateur de degré supérieur a (L-1) ne peut diviser le modele
d'erreur. On choisira donc un polyndme générateur G(X) de degré (n-k) tel que (n-k) > L
pour détecter des paquets d'erreurs de longueur inférieure ou égale a L.

Soit un code cyclique (7,4) défini par G(X) =X + X' + 1
La distance minimum de Hamming (dmin) vaut 3. Le code est donc capable de détecter 2 erreurs et
de corriger 1 erreur.

S'il y a une seule erreur, le vecteur d'erreur sera de la forme : E(X) = X, avec 0<i<6
Avec cette hypothese, on peut calculer les syndromes obtenus pour chacune des erreurs possibles :

Erreur 4 l'indice | Polynéme E(X) associé | Reste S(X) de EG)/(X° + X' + 1)
0 X! 1
1 X! X!
2 X? X?
3 X3 X' +1
4 x* X*+ X!
5 X° X2+ X +1
6 X° X+ 1

En rappelant que S(X) = s,0X> + s;X' + so, on peut réaliser un décodeur qui donne la
position en erreur, donc qui élabore le vecteur d'erreur E :

s2 | s1 | so | Sip | Indice de l'erreur | Bit du symbole correspondant
0)101(O0 0 Pas d'erreur -

001 1 0 Bit de contrdle
0110 2 1 Bit de contrdle
11010 4 2 Bit de contrdle
01711 3 3 my

1 |111]0 6 4 my

1|11 7 5 my

110711 5 6 m3
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Si la position pointée correspond a un des bits du symbole transmis, il suffira de l'inverser
pour corriger l'erreur (voir schéma page 13).

I11.6 ) Analogie avec les codes linéaires

Un code cyclique est un cas particulier de code linéaire. Les codes cycliques peuvent
également étre définis par leurs matrices de codage G et de vérification H.

En reprenant le code cyclique (7,4) de l'exemple ci-dessus, on déduit la matrice de
vérification H en utilisant la méthode décrite pages 13 et 14 :

1110100
H74H=/0 1 1101 0

110100
S S5 76 3 4 21

On reconnait la forme générale (sous-matrices de parité et diagonale). On en déduit :

Giray =

(e R
oS o = O
S = O O
- o O O
O = =
_ = = O
—_— O = =

I11.7 ) Corrections d'erreurs multiples

Les méthodes de décodage décrites jusqu'ici ne permettent de corriger qu'une seule erreur
dans chaque bloc recu.

Pour augmenter cette capacité il faut augmenter la proportion de bits de contrdle. Le nombre
de combinaisons du syndrome est : 2" Pour que la correction soit possible, chacun de ces
syndromes ne doit étre obtenu qu'a partir d'un vecteur d'erreur unique. Dans ce cas, 1'implication peut
étre inversée : le récepteur peut évaluer le vecteur d'erreur a partir du syndrome.

e Pour corriger 1 erreur, il faut respecter : 2% 1>n (voir codes de Hamming page 14)
e Pour corriger 1 ou 2 erreurs en positions quelconques, il faut respecter :
PR n+(n-1)+(n-2)+...+(n-n+1)+(n-n) = n+nen - (1+2+3+ ... + n) = ne(n+1)/2
e Pour corriger 1 erreur isolée ou 2 erreurs groupées, il faut respecter :
2" 1>n+n-1=2n-1
e Pour corriger 1 a 3 erreurs en positions quelconques, il faut respecter :
2"K_1>ne(n+1)2+nenen+...
e Pour corriger 1 a 3 erreurs groupées, il faut respecter :
2% 1>n+@m-1)+@-2)=3n-3

Conclusion : la correction des erreurs isolées conduit rapidement & un nombre de bits de controle
excessif.

CREMMEL Marcel - 12/11/21 Page 21



Codes detecteurs et correcteurs d'erreurs de transmission

Exemples :
e pourn=16:
e correction d'l erreurisolée  =2"*-1>16 = n-k>5etk<11
e correction de 2 erreurs isolées = 2"*-1 > 136 > n-k > 8 et k< 8
Il y a déja plus de bits de controle que de bits utiles !
e pour n =26 (code RDS par exemple)
e correction d'l erreurisolée = 2"%-1>26 = n-k>5etk<21
e correction de 2 erreurs isolées = 2"*-1>351 = n-k>9 etk <17
e paquet d'erreurs de longueur <5 = 2"K 11 > 26+25+24+23+22 = 120 soit n-k > 7
Attention, les conditions établies ci-dessus sont nécessaires mais pas suffisantes.

I11.8 ) Longueur du code

La quantité 2"*- 1 est la longueur du code.

La plupart des codes cycliques n'exploitent pas toute la longueur du code pour corriger les erreurs car
cela conduirait a des circuits trés complexes. On les qualifie de codes cycliques abrégés.

I11.9 ) Réalisation des codeurs et décodeurs

Les codeurs et les décodeurs sont généralement réalisés par des structures matérielles pour
soulager le processeur de communication. Mais dans certains cas, on pourra préférer une structure
logicielle.

Les structures matérielles sont trés fréquemment basées sur des circuits séquentiels car :

e les blocs sont toujours transmis au format série,
e laréalisation est simple et facile a implanter dans des PLD.

I11.9.1 ) Codage séquentiel

Principe général :

Ms % As

b | SEL

Elaboration des
bits de controle 1

Hs
Horloge

Les k bits du symbole M sont transmis en série sur Ms en synchronisme avec I'horloge. Le
premier bit est toujours le poids le plus fort du symbole, a savoir m.;.
e Premicre étape :
L'inverseur SEL est en position "a" pour transmettre les bits d'information utile sur le canal.
Pendant ce temps, le diviseur €élabore les (n-k) bits de contrdle a partir des k bits du symbole
injectés au format série synchrone.
e Deuxi¢me étape :
Apres k impulsions d'horloge, le commutateur est placé en position "b".
Le codeur fourni alors les bits de controle sur les (n-k) impulsions d'horloge suivantes.
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Le chronogramme du signal As est donc le suivant :

|mk-1| ‘ mo |pn-k-1| ‘ Po ‘
t—

Elaboration des bits de controle :

La structure proposée réalise la division de polynome définie au chapitre 111.4.2 :
X" e M(X)
G(X)
Le reste p(X) de cette division donne les états des (n-k) bits de controle.

Schéma du codeur

Registre n-k-1 e —————— Registre 1 Registre 0

b i i

@ = ou exclusif @ = multiplication binaire par g;

Principe :
Rappels : Polynéme associé au reste :  p(X) = ppk-10X ! + ... + preX' + py
Polynome générateur : G(X) = X"  + g oX" M+ +geX' +1

Enposant: p'(X)= pn_k_ZOXn'k'z +...+ ploX1 + po
G'(X) = goic1oX"™ + L+ geX' +1

ondéduit:  G(X)=G'(X)+X"* ou X"* =G(X) + G'(X)
P(X) = p'(X) + Pt eX™™!

En multipliant par X les 2 expressions de cette dernic¢re égalité, on obtient :
Xep(X) = Xep'(X) + pric1oX™
Xeop(X) = Xeop'(X) + prs-19[G(X) + G'(X)]
Xop(X) = Pk-19G(X) + Xop'(X) + ppk-10G'(X) (1)

On constate que le degré de [ Xep'(X) + pnk-19G'(X)] est toujours < n-k-1
= Le reste de la division de Xep(X) par G(X) est
Xep'(X) + ppk-10G'(X) ()

Soient P(X) un polynome de degré < (n-1) et p(X) le reste de la division de P(X) par G(X) :
P(X) = Q(X) ¢G(X) + p(X) 3)
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Supposons qu'a l'instant considéré, les registres du diviseur contiennent le reste p(X). A I'impulsion
d'horloge suivante, on introduit un nouveau bit m; du symbole M(X). Le polyndome associé¢ au
nouveau dividende est :

P1(X) = P(X)eX + m; eX"* (4)

Note : la pondération (n-k) de m; est due au niveau d'injection de Ms.

On cherche maintenant a exprimer le nouveau reste p;(X) de la division de P(X) par G(X) en
fonction du précédent p(X) pour justifier la structure utilisée.

D'apres la relation (3) : XeP(X) = XeQ(X) ¢G(X) + Xep(X) (%)

et, d'apres (1) : XoP(X) = XeQ(X) oG(X) + ppk-19G(X) + Xep'(X) + ppk-19G'(X)

soit XoP(X)+ m; X" = G(X)o[XoQ(X)+Puic11+Xp'(X)+Puic1 G (X)+ m; X"
Or X" = G(X) + G'(X) (voir ci-dessus)

On en déduit : XeP(X)+ m; X" = G(X)o[XeQ(X)+pni.i+ mi]+Xep'(X)+G'(X)e(ppk.1+ m;)

Le degré de [Xep'(X) + G'(X)e(pnk-1 + m;)] est toujours inférieur a (n-k-1), c'est donc bien le reste de
XeP(X)+ m; oX"*

Conclusion :
Si p(X) est le reste de la division de P(X) par G(X), alors le reste p;(X) de la division de
Pi(X) = XeP(X) + m; oX"* par G(X) est :
p1(X) = Xop'(X) + G'(X)®(Pric1 + i)
Ce traitement est réalis¢ par le circuit proposé. En effet, supposons que les registres
contiennent les états de p(X) a un instant donné. Les entrées "datas" des registres valent alors :

Di(X) = IX-p|'i<X>| +|(Ms +| pi/n-k-ol-lG'(lX)\

Chainage des Porte ® G(X) avec
registres bit MSB a "0"

A T'impulsion d'horloge suivante : pis(X) = Di(X)

On constate que pi+1(X) = p1(X) =  le circuit proposé réalise bien une division séquentielle
polynomiale par G(X).

Fonctionnement :
e les registres sont initialement a "0"
e e signal Cesta "1" pendant les k premieres impulsions d'horloge pour rendre le diviseur
opérationnel.
- Avant la 1° impulsion d'horloge :

P()(X) =0
po(X) = reste de Po(X) /G(X) =0
As = Mk-l
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- Apres la 1° impulsion d'horloge et avant la 2° :
P1(X) = XoPy(X) + My 10X" = M_jeX"*
P1(X) = Xep'y(X) + G'(X)e(0 + My.1) = G'(X)eMy.; = reste de P;(X)/G(X)
As = Mk_z
- Apres la 2° impulsion d'horloge et avant la 3° :
Py(X) = XoP(X) + Mypo X" = My o X" ! + M o X™*
P2(X) = Xep'|(X) + G'(X)®( p1nk1 T Mko) =reste de Po(X)/G(X)
As = Mk_3

- Apres la (k-1)° impulsion d'horloge et avant la derniére :
Pk-l(X) _ Mk_l .Xn—k+k-2 + Mk-2 .Xn—k+k-3 + .+ Ml.Xn—k
Pk-1(X) =reste de Py.1(X)
As = M()
- Apres la k° impulsion d'horloge :
Pu(X) =My oX KT LM LeXm 2 1 4 M eXTR 4 Moex™K
= My 10X"" + M 0X"> + ... + Mo X" + MpeX™™
= M(X)eX"*
pk(X) = reste de Px(X)/G(X) soit reste de M(X)OXn'k/G(X)
As=0

Ainsi, aprés la kK™ impulsion d'horloge, les registres contiennent le reste de :
X" o (Xk'1 em,  +X"7em_, +..+X em, + mo)
G(X)
c'est a dire les (n - k) bits de contréle : py.x-1 2 po.
e Je signal C est a "0" pendant les (n-k) impulsions suivantes. Le diviseur n'est plus
opérationnel et les registres constituent un simple registre a décalage.
Ces (n-k) impulsions d'horloge vident le registre a décalage en commengant par py.k.1 et
jusqu'a pg ce qui correspond au fonctionnement désiré.

Exemple : soit le code cyclique (7,4) défini par le polyndme générateur G(X) =X + X + 1

C
Ms
X 1
Registre 2 |4 Registre 1 Registre 0
Hs I I
»ps
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Avec le schéma de principe général, on obtient les blocs du code suivants :

Symboles Blocs du code
ms | mp | My | Mo [ A as aq a3 O=P2 | &1=P1 [ a=Po
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

I11.9.2 ) Décodage séquentiel simple

Comme cela a déja été vu précédemment et a plusieurs reprises, la premicre étape du
décodage consiste a élaborer le syndrome. Dans les codes cycliques, le syndrome S(X) est le reste de
la division polynomiale du bloc recu R(X) avec G(X). Le chapitre II1.5 (page 18) démontre cette
affirmation.

Ce calcul peut étre aisément réalisé avec une structure trés proche de celle utilisée dans le
codeur. En effet, on réalise ici aussi une division par G(X).

Pour compléter le décodage, cette opération de division doit €tre associée a une fonction
d'élaboration du vecteur d'erreur a partir du syndrome pour corriger les erreurs identifiées. Cette
fonction peut devenir trés complexe si les capacités de correction du code sont ¢levées.

On s'intéresse, dans un premier temps, aux décodeurs ayant une capacité de correction de 1
erreur seulement. Le chapitre suivant sera consacré a la correction des paquets d'erreurs.

Pour ne pas alourdir la notation, 1'étude est faite sur un exemple, a savoir le décodage du code
cyclique (7,4) défini par G(X) =X> + X + 1.
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Schéma complet

@<« Registre 2 [«@— Registre | Registre 0 |

___________________________________________

Registre de réception

Rs : bloc regu au
format série (bit
MSB d'abord)

Hs : horloge bits

I I I3 T4 I's

__________________________________________________________________

La partie supérieure du schéma représente le diviseur séquentiel par G(X) et la partie

inférieure, le registre de réception et le circuit de correction.

A noter que chaque bit r; du bloc est ici injecté a I'entrée du registre d'indice "0" du syndrome.

Il n'y a donc pas de multiplication par X" comme c'était le cas dans le codeur séquentiel.

Fonctionnement :

"i"

On suppose qu'une simple erreur apparait en position dans le bloc recu R. Le vecteur

d'erreur correspondant a donc toutes ses positions a "0", sauf la position "i" qui est a "1". Ce vecteur
est associé au polynome :

E(X)=X avec0< i<n-1

Premiére étape : C=1 et SEL en position "a"
Les "n" (7 dans I'exemple) bits du bloc recu sont fournis sur Rs au format série en synchronisme
avec l'horloge.
Le décodeur calcule le syndrome S(X) en divisant le bloc recu R(X) par G(X). Cette opération est
réalisée par le diviseur séquentiel dans lequel on injecte sous forme série les n bits du bloc R au
rythme de I'horloge.
A la fin de cette étape :

- Le registre de réception contient les 7 bits du bloc recu. Un de ceux-ci est faux.

- Les registres du diviseur contiennent les bits du syndrome.
L'é¢tat du syndrome obtenu permet d'identifier la position "i" en erreur. Un banal décodeur
combinatoire associé a des inverseurs commandés pourrait étre utilisé pour corriger 1'état du bit
altéré (voir page 13). En fait la structure séquentielle mise en ceuvre pour calculer le syndrome
permet de réaliser un circuit de correction encore plus simple.
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Deuxiéme étape : C=1 et SEL en position "b"

Le diviseur séquentiel est toujours opérationnel.

On applique n impulsions d'horloge supplémentaires au diviseur séquentiel, I'entrée Rs étant
maintenue a "0".

A la premicre impulsion on peut considérer que le bloc regu est décalé a gauche et a maintenant
(n+1) bits, soit 8 pour l'exemple, et que l'erreur est en position (i +1). Le nouveau syndrome
obtenu est donc le reste de la division de E(X) = X! par G(X). 1l indique alors la position (i +1).

On continue d'activer le circuit de division jusqu'a ce que le syndrome indique la derniere
position du bloc, soit (n-1), c'est a dire 6 dans notre exemple. Le nombre d'impulsions d'horloge
supplémentaire est de (n-1-1). Ce nombre peut varier entre 0 (position 6 en erreur) et 6 (position 0
en erreur).

On utilise un décodeur combinatoire pour détecter le syndrome correspondant a une erreur en
derniére position. Pour le code cyclique de notre exemple, le signal P passe a "1" si le syndrome
prend la valeur 5, donc quand l'erreur est en position 6.

Pour chacune de ces impulsions d'horloge supplémentaire, le registre de réception du circuit de
correction est bouclé sur lui-méme via une porte "ou exclusif" de correction commandée par P.
Ainsi, si l'erreur est en position "i" :

e Pesta"0" pendant les (n-1-i-1) premieres impulsions d'horloge supplémentaire et passe a
"1" a l'i'mpulsion suivante. Le bit 1; est alors dans la dernieére position droite du registre de
réception.

e e bit ri est inversé, c'est a dire corrigé, avant d'étre réinjecté dans le registre de réception.

Les (i +1) impulsions d'horloge restantes (sur n) replacent les bits du registre de réception a leurs
places, le bit r; étant corrigé.

Remarque : 1'économie de circuits autorisé par cette méthode de décodage devient nettement plus
¢vidente quand la longueur des blocs est plus grande que l'exemple utilisé. Par contre, cette
économie est faite au détriment de la vitesse, car il faut doubler les impulsions d'horloge pour réaliser
la correction. Un circuit combinatoire réaliserait cette fonction beaucoup plus rapidement.

I11.9.3 ) Décodage séquentiel des paquets d'erreurs (application au code RDS)

Certains codes cycliques sont treés performants pour corriger les paquets d'erreurs.

Le support de I'étude qui suit est le code cyclique utilisé pour protéger les données

numériques transmises dans le systeme RDS. 11 est capable de :

- détecter toutes les erreurs binaires simples et doubles dans un bloc de 26 bits,
- détecter toute salve d'erreurs de longueur inférieure a 10 bits,

- détecter 99,8% des salves d'erreurs de longueur inférieure a 11 bits,

- détecter 99,9% des salves d'erreurs de longueur supérieure,

- corriger des paquets d'erreurs de longueur inférieure ou égale a 5 bits.

Le code de protection RDS est basé sur le code cyclique (341,331) défini par le polynome

générateur suivant :

GX)=X"+xX*+X"+X*+X*+X*+1

Un bloc du code d'origine est donc constitué de 331 bits d'information utile et de 10 bits de

controle.
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Le code réellement utilisé est le code cyclique (341,331) abrégé a 26 bits dans le but de
réduire la complexité des codeurs et décodeurs.

L'étude qui suit traite les décodages des codes cycliques d'origine et abrégé. Le codage ne
pose pas de probléme particulier, on peut, par exemple, utiliser la structure du diviseur séquentiel vu

au chapitre I11.9.1 (page 22).

[11.9.3.1 ) Outils théoriques

Rappels de notation :
R(X) : polyndme associ¢ au bloc regu R de degré < n-1,
E(X) : polynome associé¢ au vecteur d'erreur de degré < n-1,
G(X) : polynome générateur de degré n-k,
S(X) : polynome associé au syndrome de degré < n-k-1.

La deuxiéme étape élabore la valeur la plus probable du vecteur d'erreur E(X) pour
finalement corriger le bloc recu en calculant : Re(X) = R(X) + E(X).
L'étude qui suit montre comment est utilis¢ le diviseur séquentiel pour réaliser cette fonction.

Principe d'élaboration du vecteur d'erreur
La fonction du décodeur est d'élaborer la valeur la plus probable du vecteur d'erreur E(X).

Premiére étape :

La premiére étape du décodage consiste toujours a €élaborer le syndrome S(X) en calculant le
reste de la division polynomiale de R(X) par G(X). On utilisera pour cela la structure classique d'un
diviseur séquentiel (le codeur utilise d'ailleurs la méme):

R(X) = Q(X)eG(X) + S(X)
Cette premicre opération nécessite donc 341 (n) impulsions d'horloge.

Le syndrome est aussi le reste de la division de E(X) par G(X) (voir page 19) :
E(X) = Qe(X)*G(X) + S(X)

Imaginons un vecteur d'erreur E*(X) tel que :
E (X) =S(X)

Ce vecteur d'erreur a les particularités suivantes :
- le degré est <n-k-1 =9 (le nombre d'erreurs est < 10)
- les k=331 bits de poids forts sont a "0"

On en déduit que :
- le syndrome de E (X) est S(X) , a cause du degré de E (X),
- et que E(X) et E (X) ont le méme syndrome.

Si le poids de Hamming de E *(X) est inférieur ou égal a la capacité de correction "t" du code,
alors :
- le poids de Hamming de son syndrome S(X) est aussi <t (car S(X) = E*(X))
- E(X) = E (X) car il ne peut exister deux vecteurs d'erreur différents ayant le méme
syndrome (voisinages distincts).
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On en déduit une méthode de correction désignée sous le nom "error trapping" décrite ci-apres.
Deuxiéme étape :

Le diviseur séquentiel par G(X) est toujours opérationnel dans cette 2° étape. L'entrée "datas"
est simplement maintenue a "0".

Un nouveau syndrome est donc calculé a chaque impulsion d'horloge. A la i"™ impulsion,
Si(X) est le reste de la division de X'eR(X) par G(X) :
X'oR(X) = Q; ¢G(X) + Si(X)

Une fonction évalue le poids de Hamming de chaque syndrome S;i(X). Si ce poids est
inférieur ou égal a la capacité de correction t du code, la correction est possible et est réalisée de la
maniere suivante :

- Alai™ impulsion : Si(X) :syndrome de Ri(X) = X'eR(X)

- syndrome de Ei(X) = X'eE(X)
Ri(X) : R(X) avec i transpositions circulaires a gauche
Ei(X) : E(X) avec i transpositions circulaires a gauche
- Sile poids de Hamming de S;(X) est < t, alors, d'apres la régle ci-dessus (en italiques) :
Ei (X) = E'(X) = Si(X) = X'eE(X) = Si(X)
— X"eX'eE(X) = X™eS;(X)
Or X"eE(X) = E(X) car cette opération consiste en une rotation a gauche de n bits sur
un mot de n bits.
Soit finalement : E(X) = X" oS; (X) , le vecteur d'erreur est élaboré.

Pour corriger le bloc recu il suffit de réaliser : Re(X) = R(X) + E(X)

Cas particulier des paquets d'erreurs

Dans le cas de la correction de paquets d'erreurs de longueur inférieure ou égale a L, E(X)
peut &tre mise sous la forme (on suppose que L ne dépasse pas la capacité "t" de correction du code) :

E(X) = X'eB(X) avec B(X) =bp X" + ... + bjeX'+ bpeX" lemodéle d'erreur
Supposons qu'a la i™ impulsion d'horloge, le bit altéré by; se trouve & la position (n-k-1) de
Ei(X), soit :
E'i(X) = X"*"eB(X) de degré < n-k-1 (degré d'un syndrome)
Dans ce cas, le syndrome S;(X) de E*i(X) est égal a Xn'k'LOB(X) et a nécessairement un poids

de Hamming inférieur ou égal a L (donc a "t"). On peut alors appliquer la méthode de correction
décrite ci-dessus :

Si(X) = E'{(X) = X" eB(X) = Ei(X)
» Le syndrome est donc égal au modele d'erreur décalé de (n-k-L) positions a gauche,

» 1l en résulte que les (n-k-L) premiéres positions (de poids faible) du syndrome sont toutes
é HOH'
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Cette dernicre caractéristique permet d'élaborer un circuit de correction relativement simple :

- a chaque impulsion d'horloge dans la 2° étape, on détecte si les (n-k-L) bits de
poids faible du syndrome S;(X) sont a "0". Cette fonction est facilement réalisée
par une porte OU de (n-k-L) entrées.

- sic'est le cas, le modele d'erreur B(X) est contenu dans les L bits de poids fort du
syndrome Si(X). '

- on calcule alors E(X) = X""eS;(X).

- on corrige le bloc regu en réalisant Rc(X) = R(X) + E(X)

I11.9.3.2 ) Décodage du code cyclique (341,331) du systeme RDS

Le circuit séquentiel proposé utilise les résultats de 1'étude théorique ci-dessus.

Le code cyclique (341,331) a les caractéristiques suivantes :
- longueur des blocs : n = 341
- nombre de bits utiles : k =331
- nombre de bits de contrdle : n-k = 10
- capacité de correction : un paquet d'erreurs de longueur < 5 (soit t = 5)
- polynéme générateur : G(X) =X"+ X + X'+ X"+ X'+ X° + 1

Schéma du décodeur

C
&
B x* X X x4 X3 X!
o os 7 6|5 4 3 2110
Rs —
A
> 1 v
1
|
&
"0"
az b
SEL2
P
-- - a
340f339) 1110 os| | 04—./’_b
Registre de réception SELI

\ 4

Note : I'horloge Hs n'a pas été représentée pour la clarté du schéma.

On reconnait la structure d'un diviseur séquentiel déja vue au chapitre I111.9.1
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Fonctionnement :

Premiére étape : C="1" et SEL1 et SEL2 en position "a".

Les 341 bits du bloc R(X) sont fournis sur Rs au format série synchrone, en commengant par les
poids forts.

A la fin de cette étape :
- les 10 registres du diviseur contiennent le syndrome S(X) de R(X),
- le registre de réception contient les 341 bits de R(X).

Imaginons que le bloc recu soit entaché d'un paquet d'erreurs de longueur inférieure ou égale a 5

nn

en position "j". Le vecteur d'erreur associé est alors :

E(X) = X'eB(X) avec B(X) =broX"" + ... + bjeX'+ bpeX" le modéle d'erreur
B(X) = bseX* + b3eX’ + byeX? + bjeX' + byeX’

Le syndrome S(X) associé est tel que :
X'eB(X) = Qe(X)*G(X) + S(X)
Deuxieéme étape : SELI1 en position "b". L'entrée Rs est maintenue a "0".

L'inverseur SEL2 passe en position "b" et le signal C reste a 1'état "1" jusqu'a la détection de la
salve d'erreurs. Le diviseur est donc toujours opérationnel.

Le registre de réception est bouclé sur lui-méme avec un circuit de correction entre les positions
9et 10.

On continue d'appliquer des impulsions d'horloge jusqu'a ce que les 5 bits de poids faible du
syndrome soient a "0". Soit "i", le nombre d'impulsions supplémentaires pour obtenir ce résultat.

Les registres du diviseur contiennent alors le syndrome S;(X) de Ey(X) = X' oE(X),
et le registre de réception : Ry(X) = X' eR(X) par transpositions circulaires.

D'apres 1'étude théorique, les 5 registres de poids fort du syndrome contiennent le modéle d'erreur
B(X), soit :

Si(X) = X" eB(X) = X e( bye X" + b3eX> + breX? + bjeX' + bpeX”)

Si(X) = bseX’ + bzeX®+ beX’ + bjeX’ + byeX’
On constate bien que les 5 bits de poids faible de Si(X) sont a "0" (indices 4 a 0).

Au méme moment : Ei(X) = Si(X), ce qui signifie que la salve d'erreur se trouve entre les indices
9 et 5 de Ry(X).

A partir de ce moment, le signal logique C passe a "0" pour transformer le diviseur séquentiel en
un registre a décalage a gauche non bouclé.

Durant les 5 impulsions d'horloge suivantes, le signal P prendra les états successifs des bits by a
by du modéle d'erreur pour corriger les bits d'indice 9 a 5 de Ry(X) = X' eR(X).
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On termine le traitement en appliquant le reliquat d'impulsions d'horloge (sur n) avec SEL2

non

en position "a", pour que le bloc regu et corrigé se retrouve en ordre dans le registre de réception.

I111.9.3.3 ) Décodage du code abrégé (26,16) du systéme RDS

Le code de protection utilisé par le systtme RDS est issu du code cyclique (341,331) décrit
ci-dessus. Il utilise le méme polyndme générateur :

e longueur des symboles : k = 16 bits,

e longueur des blocs du code : n = 26 bits,

e nombre des bits de contrdle : n - k=10,

e polynéme générateur : G(X) =X+ X + X + X°+ X'+ X’ + 1

Notes sur le codeur :

La structure du codeur reste identique. En effet, on peut imaginer que l'on utilise le code
cyclique (341,331) et que les 16 bits du symbole sont placés dans les 16 positions de poids faible des
331 bits d'information utile du code d'origine; les 315 bits de poids fort étant tous a zéro.

Ainsi, le diviseur séquentiel déduit du schéma général de la page 33 donnera les mémes 10
bits de controle :

- si on injecte les 331 bits du symbole du code cyclique (341,331) avec 331 impulsions

d'horloge. Les 315 premicres impulsions ne changent pas le contenu initial du registre car
elles correspondent a des bits de données a "0".
- sioninjecte les 16 bits du symbole du code abrégé avec 16 impulsions d'horloge.
On préférera évidemment la deuxiéme méthode !

Décodeur :

On pourrait utiliser la structure classique du diviseur séquentiel pour calculer le syndrome du
bloc R(X) de 26 bits recu.

Par contre, le circuit de correction propos¢ au chapitre 111.9.3.2 ne fonctionne plus car il
exploite les propriétés cycliques du code d'origine. Et le code abrégé n'est plus cyclique.

Le probléme peut étre contourné en remarquant que seule la correction des 16 bits
d'information utile est intéressante.

On peut imaginer de placer les 16 bits du bloc recu R(X) dans un bloc virtuel de 341 bits
comme s'il faisait partie du code d'origine :

LoJLoJL... JLodLrsdlreadl ... JLrpodlro L es L ... JL oy JL 1o
Indice 340 339 26 25 24 10 9 8 1 0

<« 16 bits d'info utile = « 10 bits de contréle —

En utilisant le circuit de correction du chapitre 111.9.3.2, les dix premieres impulsions
d'horloge de la phase de correction servent a identifier et corriger une salve d'erreurs dans les 10 bits
de contrdle, ce qui est inutile.

A cause de la permutation circulaire sur 341 bits, il faudrait appliquer 315 impulsions
d'horloge pour que le bit rys se trouve en position 0. Du point de vue de la détection et de la
correction des erreurs, ces impulsions sont inutiles car les positions traitées sont toutes a zéro.

La détection et la correction d'une salve d'erreurs sur les 16 bits d'information utile
s'effectuera sur les 16 derniéres impulsions d'horloge. Mais auparavant, il a fallut appliquer 325
impulsions inefficaces mais nécessaires !
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Un pré-traitement adéquat sur le bloc recu permet de détecter et corriger la salve d'erreur sur
l'information utile sans appliquer les 325 impulsions d'horloge préliminaires : il suffit de réaliser une
permutation circulaire de 325 positions sur le bloc de 341 bits, soit I'opération polynomiale :

RX)eX ¥ =R(X)eX**® avecN=34letk=16

Malheureusement ce traitement nécessite une structure matérielle assez complexe, surtout si
on choisit un traitement combinatoire pour diminuer le temps de calcul.

Nous allons montrer qu'une astuce permet de contourner le probléme avec peu de moyens
matériels :

En divisant X par G(X), on obtient :
XM= QuX)*G(X) + P(X)
Avec Qn(X) : quotient de degré < N-k-n+k = N-n
P(X) :reste de degré <n-k-1
Soit  P(X)=X"*+ Qn(X)eG(X)

En divisant le produit R(X)eP(X) par G(X) on obtient :
R(X)*P(X) = Qrp(X)*G(X) + Srp(X)
Avec R(X)eP(X) : dividende de degré < n-1+n-k-1 = 2n-k-2
Qrp(X) : quotient de degré < 2n-k-2-n+k = n-2
Srp(X) : reste de degré < n-k-1

En remplagant P(X) par son expression :
XM oR(X) + R(X)eQu(X)#G(X) = Qrr(X)*G(X) + Srp(X)
soit X" eR(X) = G(X)o[ R(X)*Qn(X) + Qrr(X)] + Srr(X)
Avec  X"FeR(X) de degré < N+n-k-1
R(X)eQn(X) + Qrp(X) : quotient de degré < n-1+N-n = N-1
Srp(X) : reste de degré < n-k-1

Conclusions :
o le reste Sgrp(X) de la division de R(X) oP(X) par G(X) est égal
au reste de la division de X* eR(X) par G(X)
o Sre(X) est le syndrome de X" eR(X)

On en déduit la méthode de calcul du syndrome dans le code abrégé :
e On ¢labore le produit polynomial R(X)eP(X)
P(X) est le reste de la division polynomiale de XNk (= X*®) par G(X), soit :
PX) =X +X3+X'+X3+X'+1
e On calcule ensuite le reste de la division de ce produit par G(X) :
c'est le syndrome de XNk oR(X).

En fait, les opérations de multiplication et de division polynomiales sont réalisées
simultanément comme le montre le schéma ci-dessous :

CREMMEL Marcel - 12/11/21 Page 34



Codes detecteurs et correcteurs d'erreurs de transmission

Schéma du décodeur du code cyclique abrégé RDS

7 G'(X)
B X® X’ X3 3 50
9 8 3 1
Rs X X P(X) X X
y
>1
4
||
&
"O”
al b
SEL2
P
- ‘_.’.37
slafis] [2]1]o :
Registre de réception SELI

|

Fonctionnement :

Premiére étape : chargement du registre de réception et calcul du syndrome pendant les 26
premicres impulsions d'horloge.

Les registres du diviseurs sont initialement a "0".

Les inverseurs SEL1 et SEL2 sont en position "a" et le signal C esta "1".

Les 26 bits du bloc recu (125 a o) sont injectés sur Rs au rythme de 1'horloge.

Les 16 bits d'information utile se trouvent dans le registre de réception aprés la 16™ impulsion
d'horloge. Le registre de réception est alors bloqué pour les 10 impulsions restantes de cette
premiére étape (cette fonction n'est pas représentée sur le schéma).

Rappels :
On note S(X) le polyndme associ¢ au contenu des 10 registres du diviseur (partie supérieure du
schéma).
Soit N(X) le dividende de la division tel que : N(X) = Q(X)eG(X) + S(X)
e GX)=GX)+X"*=GX)+X"=x*+X"+X°+ X'+ x> +X°
e Le reste de la division de XeS(X) par G(X) est : XoS'(X) + s90G'(X)
Avec S'(X) = S30X8+S70X7+S60X6+Ss'X5+S40X4+S30X3+520X2+Sl0X1+SOOXO

Le tableau ci-dessous donne les contenus successifs de S(X) a chaque impulsion d'horloge. On en
déduit, a chaque étape, le dividende N(X) correspondant.

CREMMEL Marcel - 12/11/21 Page 35




Codes detecteurs et correcteurs d'erreurs de transmission

Impuls. Syndrome S;(X) Dividende N;(X)
d'horloge
Etat |So(X)=0 No(X)=0
initial
1 S1(X) = XeS'o(X) s ¢G'(X)t1258P(X) | Ni(X) = r258P(X)
= 125°P(X)

2 So(X) = X'S'1(X)+S910G'(X)+I‘24°P(X) No(X) = XN (X)+1240P(X)
= 5o XeP(X)+140P(X)

3 S3(X) = Xe8'2(X)+so’0G'(X)t1230P(X) | N3(X) = XeNo(X)+1230P(X)
= ry50 X oP(X) 1,40 X oP(X)+1230P(X)

25 S15(X) = XeS'24(X)+so e G'(X)+110P(X) | Nas(X) = XeNay(X)+r0P(X)

= rys0 X2 eP(X)+... 410X oP(X)+r;0P(X)
26 | S6(X) = XeS'55(X)ts0" 0 G'(X)HroeP(X) | Nag(X) = XeN,s5(X)+roeP(X)

= ry50 X eP(X)+... 410X oP(X)+roeP(X)
= P(X)O(r250X25 +...+ rle +10)
= P(X)eR(X)

Conclusion :
A la 26°™ impulsion d'horloge, le syndrome de R(X)eP(X), donc de X* eR(X) se trouve
dans les 10 registres du diviseur. COFD.

e Deuxieme étape : correction du bloc regu.
Le principe de fonctionnement est identique a celui déja décrit pour le code cyclique non abrégé
(page 32). Les différences sont :

la taille du registre de réception (16 bits a la place de 341),

quand une salve d'erreurs est détectée, celle-ci se trouve dans les 5 bits de poids fort du

registre de réception. En effet, grace a la transposition circulaire XN

le bit rp5 se trouve

en position 9 dans le bloc virtuel de 341 bits (25+325-341=9) au début de la phase de
correction. Or, d'apres 1'étude théorique, quand les 5 bits de poids faible du syndrome sont
a "0", la salve d'erreurs de longueur inférieure ou égale a 5 se trouve entre les indices 9 et
5 du bloc virtuel de 341 bits (voir page 32). La correction agit donc sur les bits
d'information utile des le début de cette 2° étape.

le nombre d'impulsions d'horloge nécessaire (16 maximum a la place de 341).
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Registre n-k-1 e —————— Registre 1 Registre 0

o i i

» pS
@ = ou exclusif @ = multiplication binaire par g;
C
Ms
X 1
Registre 2 ¢ Registre | Registre 0
Hs I I
> ps
Symboles Blocs du code
m3 | mp | My | My | 3 | as a4 | a3 | =P | &1=P1 | A=Po
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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@®—<«| Registre 2 |«@—- Registre 1 Registre 0 |

___________________________________________

Registre de réception

I I3 Ty TI5

__________________________________________________________________

Si le poids de Hamming de E"(X) est inférieur ou égal @ la capacité de correction t du code,
alors :
- le poids de Hamming de son syndrome S(X) est aussi <t (car S(X) = E'(X)
- EX)=FE *(X) car il ne peut exister deux vecteurs d'erreur différents ayant le méme
syndrome (voisinages distincts).
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&
B x* X’ X x4 X3 X?
i / 6|5 4 3 2170
Rs —»
A y
N I
[
[
&
"O”
a b
SEL2
P
N o P
sof339] 1] 10 o [s] [1]o :
Registre de réception SELI
“Tes G'X)
o 9 8 7 6| s p 3 TS -
9 ) 1
Rs X P(X) X X |
>1 !L
4
||
&
”0"
az b
SEL2
P
- 4_.’.217
151141 13 o 21110 -
Registre de réception SELI

|
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