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MOUVEMENT D'UN SATELLITE

On propose d'étudier le mouvement d'un satellite autour d'un astre, connaissant sa position et sa vitesse initiales.
Conventions
= M désigne la masse de l'astre et m celle du satellite, considérée comme négligeable devant M
= L'origine O du repére est le centre de 'astre qu'on considére comme immobile
= Larelation fondamentale de la dynamique s'écrit 7 = m? ——GmM /P ou 7 est la force a laquelle le satellite est
soumis, 7 son accélération et s le vecteur polaire 07;1 , M(?) étant la position du satellite a I'instant ¢.
On suppose que GM = 1 (quitte a changer les unités de longueurs et de temps). Avec ces nouvelles unités, on donc
— —
P

1
S =-m>3

Pour visualiser la trajectoire sous Maple, on utilise les commandes phaseportrait, DEplot ou bien odeplot.

, . = 1—
, c'est a dire y =-3r

Commencer par charger les packages plots et DEtools (> with (Detools):with(plots): ).

Syntaxe de DEplot et de phaseportrait

> DEplot ({egn_diff } , {x(®), y(?), ... } ,t=a .. b, [[cond. init. en ty] , [cond. init. en t|], ... ], scene =S, options);
Si scene = [expl,exp2], on demande le tracé de exp2 en fonction de expl. Il y a plusieurs possibilités pour S : [£,x(7)]
, [Ly(0)], [x(£) , ()] ... Pour S = [£,x(¢)] ou S = [£,)(£)], rajouter I'option arrows = none.
On peut préciser le pas utilisé pour construire la courbe avec stepsize; on peut aussi préciser la couleur avec
linecolor :

Exemple

> phaseportrait({diff(x(t),t) - 4*y(t) = sin(t),diff(y(t),t) + x(t) = cos(t)} , {x(1),y(t)}, t=0..10,[[x(0)=1,y(0)=0]],
scene=[x(t),y(t)] , stepsize=0.01 , linecolor=blue);

Syntaxe de odeplot
On résout d'abord 1'équation différentielle de fagon numérique avec I'option numeric puis on utilise odeplot pour le
tracé.
> odeplot (solution d'une ED retournée par dsolve avec le type numeric , [variables] , a..b , options);
Les options sont celles de plot ; numpoints précise le nombre de points utilisé pour le tracé.
Exemple
> soln:=dsolve({diff(x(t),t) - 4*y(t) = sin(t),diff(y(t),t) + x(t) = cos(t), x(0)=1,y(0)=0}, {x(t),y(t)} ,type=numeric);
> odeplot (soln,[x(t),y(t)] , 0..10 , numpoints=100, color = COLOR(HUE,0.8));

Ecrire les équations différentielles satisfaites par les coordonnées x (¢) et y (¢)
Tracer la trajectoire du satellite pour 7 € [0,10] avec les conditions initiales M(0) = (2,0), V', = (= 0.2, 0.4) puis avec les
conditions initiales M(0) = (2,0), Vo=(—0.5,1)

Ecrire une procédure orbitel ayant pour parameétres la liste des conditions initiales et la durée 7 d'observation.

A l'aide de display, superposer plusieurs trajectoires correspondant a des conditions initiales différentes.

On rajoute maintenant un frottement di a I'atmospheére : le satellite est donc soumis a une forme supplémentaire — k?
On prendra k = 0.05.

Ecrire une procédure orbite2 qui trace la trajectoire du satellite.

Compléter la procédure pour tracer également la courbe de la distance entre le satellite et la terre en fonction du temps

(pour récupérer 1'abscisse et I'ordonnée du satellite, on peut rajouter dans dsolve 1'option output= listprocedure :

> soln:=dsolve({...} ,{x(t),y(t)},type=numeric, output = listprocedure);
> X:=t->subs(soln, x(t)) ; Y:=t->subs(soln, y(t)); # X et Y sont les fonctions coordonnées du satellite en fonction du

temps.
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4) On suppose maintenant le satellite soumis a l'attraction de deux astres (sans frottement) : un astre principal 4, et un
astre secondaire 4, de masses M, et M,. On suppose GM,, = 1 et GM, = 0.5. L'origine du repére est choisie au centre de
A,. On suppose que 4 a pour coordonnées (1,0) et que 4, et 4; sont immobiles.
Ecrire les équations différentielles du mouvement en coordonnées cartésiennes.
Ecrire une procédure orbite3 ayant pour paramétres les conditions initiales, la durée d'observation et qui retourne le
tracé de la trajectoire.
Compléter la procédure pour qu'elle affiche aussi la variation de 'abscisse (ou de l'ordonnée) du satellite en fonction du
temps.
Superposer plusieurs trajectoires pour des conditions initiales trés proches et comparer les trajectoires. Superposer aussi

les courbes décrivant x(z).

5) On revient a la situation du début. Ecrire une procédure qui prend en paramétres les conditions initiales et qui calcule
l'excentricité de la trajectoire, le grand axe, I'angle polaire de l'axe principal ainsi que les coordonnées du centre. On

utilisera les formules suivantes :

— —
On écrit I'équation polaire sous la forme 7(8) = avece>0etp>0; OM=r(0) ug

Y
1 +ecos (6 — @)

— — i — —
On note : ¥ le vecteur vitesse et & l'angle entre OM et le vecteur vitesse; on a donc V' = vy(cos Ol ug + sin O vy ) =
d —
dr (rue ).
vo= || v Ol Vltesse initiale , o= rayon polalre initial

o l'angle entre OM (0) et le vecteur vitesse V (0)
On prouve qu'a £ = 0, le systéme suivant est vérifié :

ecos (B)— @) = ‘}%—l

P

esin(8 - ¢) = rotan o

p = (vorosin o)’

( En notant C le moment cinétique qui est constant, C = m v rosin o,

— dod B C epsin(@—@Q)  —  —y - o v

V= s ) = rz (de w tr) = (1+ecos (6- @) +rve) = vo(cos 0Lug +sin 0ty )
2

pP= kc_m avec k= GmM=m , d'ott p = (vorysin o)’ ... )

En posant z, = E -1+ —L,onadonc e=|zol et Bp— @ =arg (zo)
rotan o

— —
Pour le calcul de vy, ryet o on peut former les affixes de OM(0) et V(O) et utiliser les commandes abs et argument.

Pour le calcul du demi-grand axe de la conique, on utilise 2a = | 7
—e

Pour les coordonnées du centre de la conique : milieu des points d'affixe Tere e et TL ¢'®*™ ou bien point
—e

d'affixe €ce'® ol ¢ = eq est la distance focale et € = 1 pour une hyperbole et € = — 1 pour une conique.
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