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I - Loi de composition interne et Loi de composition externe 
 

I -1 Loi de composition interne (L.C.I.) 

 

I -1-1 Définition 

 

 Définition : 

Soit E  un ensemble. On appelle loi de composition interne de E  toute application 

définie de 
2E  vers E , qui a tout élément ),( ba  de 

2E  associe un élément c  de E , 

appelé composé de a  par b . On note bac ∗= . 

 

 Exemples : 

 

1) Dans { }1,0=E , on définit l’application ∗  par : babba +=∗  

 

� ∗  n’est pas une L.C.I. : E∉=∗ 2,211  

� On peut représenter la loi "∗ " par le tableau suivant : 

 

 

     E∉=∗ 2,211  

 

 

 

2) Dans { }1,0=E , on définit l’application Τ  par : abba −=Τ 1  

 

� Τ  est une L.C.I. de E  : E∈=Τ=Τ=Τ 1,1011000  et E∈=Τ 0,011  

� On peut représenter la loi " Τ " par le tableau suivant : 

 

 

   ExTyEyx ∈∈∀ ,,  

 

 

 

3) Dans IR , l’addition et la multiplication sont des L.C.I.   

 

4) Soit E  un ensemble. Dans )(EP , l’intersection ∩  et la réunion ∪  sont des L.C.I. 

  

∗  0 1 

0 0 1 

1 0 2 

Τ  0 1 

0 1 1 

1 1 0 

http://www.fsjes-agadir.info
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I -1-2 Propriétés 

 

a) Associativité, Commutativité, Distributivité 

 

i) Définitions 

 

• La L.C.I. ∗  est dite associative si )()(:),,( 3 cbacbaEcba ∗∗=∗∗∈∀  

 

• La L.C.I. ∗  est dite commutative si abbaEba ∗=∗∈∀ :),( 2
 

 

• La L.C.I. ∗  est dite distributive par rapport à Τ  si :  





∗Τ∗=Τ∗
∗Τ∗=∗Τ

∈∀
)()()(

)()()(
:),,( 3

cabacba

cbcacba
Ecba  

 

• Si La L.C.I. ∗  commutative, elle est distributive par rapport à Τ  si 

)()()(:),,( 3 cbcacbaEcba ∗Τ∗=∗Τ∈∀  ou )()()(:),,( 3 cabacbaEcba ∗Τ∗=Τ∗∈∀  

 

ii) Exemples 

 

1) Dans { }1,0=E , la L.C.I. Τ  définie par abba −=Τ 1  : 

o Τ est commutative : 10110 =Τ=Τ  

o Τ n’est pas associative : )1)(10(0)0(1)00( =ΤΤ≠=ΤΤ  

 

2) Dans IR  :  

o L’addition et la multiplication sont des L.C.I. associatives et commutatives. 

o La multiplication est distributive par rapport à  l’addition. 

 

3) Soit E  un ensemble. Dans )(EP  : 

o l’intersection ∩  et la réunion ∪  sont des L.C.I. associatives et commutatives. 

o Chacune des deux lois est distributive par rapport à  l’autre 

 

b) Eléments remarquables 

 

i) Elément  neutre 

 

o Un élément  e  de E  est dit élément neutre pour la loi ∗  ssi : aaeeaEa =∗=∗∈∀ :  

o L’élément neutre, lorsqu’il existe, est unique. En effet, supposons 1e  et 2e  deux 

éléments neutres pour la L.C.I . ∗ , alors : 





=∗=∗
=∗=∗

)neutreélément (

)neutreélément (

122112

211221

eeeeee

eeeeee
D’où : 21 ee =  

  

http://www.fsjes-agadir.info
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  Exemples : 

• 0 est l’élément neutre pour l'addition dans IR   ( nnn =+=+ 00 ) 

• 1  est l’élément neutre pour la multiplication dans IR  ( nnn =×=× 11 ) 

• φ  est l’élément neutre pour la réunion dans )(EP  ( AAA =∪=∪ φφ ) 

• E   est l’élément neutre pour l'intersection dans )(EP  ( AEAAE =∩=∩ ) 

 

ii)  Elément symétrisable 

 

On considère un ensemble E  muni d’une L.C.I. ∗  qui admet un élément neutre e . On 

appelle symétrique d'un élément a  de E , lorsqu'il existe, un élément 'a  de E  tel que :

eaaaa =∗=∗ '' .  

 

• Lorsque cet élément 'a  est unique, l 'élément a  est dit symétrisable. 

• Si la L.C.I. est associative, alors le symétrique de a , lorsqu’il existe, est unique.  

• 'a  est le symétrique de a  ssi a  est le symétrique de 'a . 

• Le symétrique du composé de a  par b  est égal au composé du symétrique de b  par 

celui de a  : '')'( TabaTb = . 

 

  Exemples : 

• Le symétrique d'un élément a  pour  +  dans IR  est a−  (l'opposé de a ). 

• Le symétrique d'un élément a  non nul pour  ×  dans IR  est a/1  (l'inverse de a
). 

• Le symétrique d'une fonction bijective f  pour o  est 
1−f  (réciproque de f ). 

 

I-2 Loi de composition externe 

 

 Définition : 

Soit E  un ensemble. Une loi de composition externe (L.C.E.) est une application de 

EIR ×  vers E . On note 
x

E

x

EIR

.),(

:.

αα a

→×
  

 

Exemple : 

Dans 
2IR , la multiplication externe définie de 

2IRIR ×  vers 
2IR  (

2IRE = ) par : 

),(),.(.:,),( 2121
2

21 xxxxXIRIRxxX ααααα ==∈∀∈=∀ , est une L.C.E. 

  

http://www.fsjes-agadir.info
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I I - Structure d’espace vectoriel réel 
 

I I -1 Définition 

 

 Définition : 

� On dit qu’un ensemble E  muni d’une L.C.I. " ++++ " et d’une L.C.E. " ." est un espace 

vectoriel réel, et note par ,.),( +E ,  ssi : 

 • " ++++ " est associative et commutative. 

 • " ++++ " admet un élément neutre E0 . 

 • Tout élément de E  est symétrisable pour " ++++ " :  

ExxExEx 0)(/)(, =−+∈−∃∈∀  

  • La L.C.E. " ." vérifie : )),(,),(( 22 IREyx ∈∀∈∀ βα  

   - xx ).()..( αββα =  

   - xx =.1  

  - ).().().( yxyx ααα +=+  

  - ).().().( xxx βαβα +=+  

  

� E  est dit l’ensemble des vecteurs et IR  l’ensemble des scalaires. 

 

Notation : 

• Quand il n'y a pas de confusion,  

o on notera l’espace vectoriel réel ,.),( +E  simplement par E . 

o on omettra le signe "." : on remplacera l'écriture x.α  par xα . 

o Pour yx,  dans E , on notera " )( yx −+ " par " yx − ". 

 

 Exemples : 

 

1) ,.),( +nIR  est un e.v.r., où les lois  " ++++ " et "." sont définies dans 
nIR  par : 

 





=
++=+

∈∀∈=∀=∀

),,(),,.(

),,(),,(),,(

:,,)),,(()),,,((

11

1111

11

nn

nnnn

n
nn

xxxx

yxyxyyxx

aonIRIRyyyxxx

ααα

α

LL

LLL

LL

 

 

2) ,.)),(( +IRIF  est un e.v.r., où les lois " ++++ " et "." sont définies dans )(IRIF  par : 

 





∈∀=
∈∀+=+

∈∀∈∀

IRxxfxf

IRxxgxfxgf

aonIRIRFgf

)())(.(

)()())((

:,),(,

αα

α
 

  

http://www.fsjes-agadir.info
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I I -2 Propriétés 

 

 Si ,.),( +E  un espace vectoriel réel, alors EyxIR ∈∀∈∀ ,,,βα , on a :  

1) EE 00. =α   

2) EIR x 0.0 =   

3) EE xoux 000. ==⇒= αα  

4) ).().( xx αα −=−   

5) ).().().( xxx βαβα −=−   

6) ).().().( yxyx ααα −=−   

 

I I I - Sous espaces vectoriels 
 

I I I -1 Définition et propriétés 

 

I I I -1-1 Définition 
 

 Définition : 

Un sous ensemble F  d’un espace vectoriel E  est dit sous espace vectoriel (s.e.v.) de E  

ssi : 

1) φ≠F   

2) F  est stable pour " + " : ),( FyxFyx ∈+∈∀  

3) F  est stable pour "." : ).),(( FxFIRx ∈×∈∀ αα  

ssi : 

1) φ≠F   

2) FyxIRFyx ∈+∈∀∈∀ ..),(,),( 22 βαβα  

 

 Exemples : 

 

1) ,.)),(( +IRP (l’ensemble des polynômes de degré n≤ ) est un s.e.v. de ,.)),(( +IRF . 

2) { } ,.),0( +×IR  et { } ,.),0( +× IR  sont des s.e.v. de ,.),( 2 +IR . 

 

I I I -1-2 Propriétés : 
 

Si E  est un espace vectoriel, alors : 

1) Tout sous espace vectoriel de  E  est un espace vectoriel. 

2) L’intersection de n  sous espaces vectoriels de E  est un espace vectoriel. 

3) { } ,.),0( +E  est un sous espace vectoriel de E . 

4) E0  appartient à tous les sous espaces vectoriels de E . 

  

http://www.fsjes-agadir.info
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I I I -2 Intersection de sous espaces vectoriels 

 

 Théorème : 

 L'intersection de deux sous espaces vectoriels d'un espace vectoriel réel E  est un sous 

espace vectoriel de E . 

 

 Remarque : 

  La réunion de deux sous espaces vectoriels n'est en général pas un sous espace vectoriel. 

 

 Théorème : 

 L'intersection de plusieurs sous espaces vectoriels d'un espace vectoriel réel E  est un 

sous espace vectoriel de E . 

 

I I I -3 Somme de sous espaces vectoriels 

 

 Définition : 

Soit E  un espace vectoriel et soient 1E  et 2E  deux sous espaces vectoriels de E . 

 

• La somme des sous espaces vectoriels 1E  et 2E , notée par 21 EE + , est égale à : 

  { }21212121 /),(/ xxxEExxExEE +=×∈∃∈=+  

• La somme directe des sous espaces vectoriels 1E  et 2E , notée par 21 EE ⊕ , est égale 

à :  { }21212121 /),(!/ xxxEExxExEE +=×∈∃∈=⊕  

• Si 21 EEE ⊕= , alors les sous espaces vectoriels 1E  et 2E  sont dits sous espaces 

supplémentaires de E . 

 

 Théorème : 

 Si 1E  et 2E  sont deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E  alors 21 EE +  et 

21 EE ⊕  sont aussi des sous espaces vectoriels de E . 

 

 Théorème : 

 Si 1E  et 2E  sont deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E , alors les 

propositions suivantes sont équivalentes : 

 1) 21 EEE ⊕=  

 2) 21 EEE +=  et { }EEE 021 =∩   

 3) 21 EEE +=  et )0(0 2121 EE xxxx ==⇒=+  

  

http://www.fsjes-agadir.info
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 Exemple : 

 

� )(IRFE =  : 21 EEE ⊕= , avec 

o { }IRxxfxfEfE ∈∀−=∈= )()(/1  (ensemble des fonctions paires) 

o { }IRxxfxfEfE ∈∀−−=∈= )()(/2  (ensemble des fonctions impaires) 

 

Pour montrer que 21 EEE ⊕= , il suffit de vérifier que 21 EEE +=  et { }EEE 021 =∩ .  

En effet : 

1) 21 EEE +=  : 

• Soit Ef ∈ .  On pose 









−−=

−+=

))()((
2

1
)(

))()((
2
1

)(

2

1

xfxfxf

xfxfxf
 

 

• On a :   













+=

∈⇒−=−−=−

∈⇒=+−=−

)()()(

)())()((
2
1

)(

)())()((
2
1

)(

21

2222

1111

xfxfxfet

Efxfxfxfxf

Efxfxfxfxf

 

 

• Donc :  212121 /),( fffEEffEf +=×∈∃∈∀  

 

• D’où :  21 EEE +=  

 

2) { }EEE 021 =∩  : 

• Si 210 EEf ∩∈ , alors : 




∈∈∀−−=
∈∈∀−=

)()()(

)()()(

2000

1000

EfIRxxfxf

EfIRxxfxf
 

 

• Donc : EOf =0 , ( )IRxxf ∈∀= 0)(0  

 

• D’où : { }EEE 021 =∩  

  

http://www.fsjes-agadir.info
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IV- Combinaison linéaire - système générateur 
 

IV-1 Combinaison linéaire 

 

 Définition : 

Dans un espace vectoriel E , on appelle une combinaison linéaire de n  vecteurs 

nuu ,,1 L , tout vecteur u  de E  qui peut s’écrire sous la forme : 

∑
=

=++=
n

i
iinn uuuu

1
11 ααα L , avec 

n
n IR∈),,( 1 αα L  

 

 Théorème : 

 L’ensemble des combinaisons linéaires de n  vecteurs d’un espace vectoriel E  est un 

sous espace vectoriel de E . 

 

IV-2 Système générateur 

 

 Définition : 

� Dans un espace vectoriel E , on dit qu’un système de n  vecteurs { }nuu ,,1 L  est un 

système générateur de E  (ou que les vecteurs nuu ,,1 L  sont des vecteurs 

générateurs de E ) si tout vecteur u  de E  peut s’écrire comme une combinaison 

linéaire des vecteurs nuu ,,1 L  :

 ∑
=

=++=∈∃∈∀
n

i
iinnn uuuuIREu

1
111 /),,()( ααααα LL  

� Le système { }nuu ,,1 L  s’appelle aussi partie ou famille génératrice de E . 

� On dit aussi que le système { }nuu ,,1 L  engendre E  ou que E  est engendré par le 

système { }nuu ,,1 L . 

� On note >=< nuuE ,,1 L  ou { }nuuVectE ,,1 L=  

 

 Remarque : 

 

� Le sous espace vectoriel des combinaisons linéaires des vecteurs nuu ,,1 L  est engendré par 

les vecteurs nuu ,,1 L  : >=<






 ∈∈= ∑

=
nii

n

i
iin uuEuIRuE ,,,, 1

1

Lαα  

 

Exemple : 

 

� { } >=<× 21,0 uuIR , avec )0,1(1 =u  et )0,1(2 −=u  : 

   { } )0,()0,1.()0,1.()0,/(,,0)0,( βαβαβα −=−+=∈∃×∈∀ xIRIRx  

  il suffit de prendre par exemple x=α  et 0=β  

  

http://www.fsjes-agadir.info
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V- Système libre - système lié 
 

 Définition : 

� On dit que n  vecteurs nuu ,,1 L  d’un espace vectoriel E  sont linéairement 

indépendants (ou que le système { }nuu ,,1 L  est un système libre) si :   

    00 111 ===⇒=++ nEnnuu αααα LL  

� On dit que n  vecteurs nuu ,,1 L  d’un espace vectoriel E  sont linéairement 

dépendants (ou que le système { }nuu ,,1 L  est un système lié) s’ils ne sont pas 

linéairement indépendants : Ennn uu 0/)0,,0(),,( 111 =++≠∃ αααα LLL  

 

 Exemples : 

� Les vecteurs )1,0,1(1 =u , )1,1,1(2 −=u  et )0,1,0(3 =u  de 
3IR sont linéairement 

indépendants. 

� Les vecteurs )1,0,1(1 =u , )1,1,1(2 −=u  et )2,1,0(3 =u  de 
3IR sont linéairement dépendants. 

 

 Théorème : 

� Un système de vecteurs est lié ssi un des vecteurs du système est combinaison 

linéaire des autres vecteurs du système. 

� Si un des vecteurs d’un système est combinaison linéaire des autres vecteurs du 

système alors tout vecteur de ce système est combinaison linéaire des autres vecteurs 

du système. 
 

Propriétés : 

1) Le vecteur  E0  n’appartient à aucun système libre de E . 

2) EuEu 0/ ≠∈∀ , le système { }u  est libre. 

3) Tout système de vecteurs extrait d’un système libre est libre. 

4) Tout système de vecteurs contenant un système lié est lié. 

 

VI-  Ordre et rang d’un système de vecteurs 
 

 Définition : 

� L’ordre d’un système est le nombre de vecteurs du système. 

� Le rang d’un système est égal au plus grand nombre de vecteurs linéairement 

indépendants que l’on peut extraire de ce système. 

  

http://www.fsjes-agadir.info
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 Exemples : { })1,0(),1,1(),1,2(1 −=S  

� L’ordre de 1S  est égal à 3. 

� Le rang de 1S  est égal à 2 car : 

o Les vecteurs )1,0()1,1(),1,2( −et  sont linéairement dépendants ))1,0()1,1.(2)1,2(( −+= , 

ce qui implique que 3)( 1 <Srang . 

o Les vecteurs )1,1()1,2( et sont linéairement indépendants, ce qui implique que 

2)( 1 =Srang . 

 

Propriétés : 

1) Un système de vecteurs est libre ssi son rang est égal à son ordre. 

2) Dans un système lié de rang r , les vecteurs libres extraits en nombre r  sont dits 

vecteurs principaux, les autres sont dits non principaux et sont combinaison linéaire 

des premiers. 

3) Le rang d’un système de vecteurs est égal à la dimension de l’espace engendré par ces 

vecteurs.  

 

VII - Base d’un espace vectoriel 
 

 Définition : 

Une base d’un espace vectoriel E  c’est tout système libre de vecteurs générateurs de E . 

 

 Exemples : 

1) { })1,0(),0,1(  est une base de 
2IR  

2) { })1,1(),1,0(),0,1  n’est pas une base de 
2IR . 

3) { })1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(  est une base de 
3IR : on l'appelle la base canonique de 

3IR . 

4) En général, { })1,0,,0(,),0,,1,,0(,),0,0,1( LLLLLL  est la base canonique de 
nIR . 

 

 Théorème : 

 Un système de vecteurs { }nuu ,,1 L  est une base de E  ssi tout vecteur de E  s’écrit de 

manière unique comme combinaison linéaire des vecteurs nuu ,,1 L  : 

∑
=

=++=∈∃∈∀
n

i
iinnn uuuuIREu

1
111 /),,!()( ααααα LL  

 

 

VII I - Espace vectoriel de dimension fini 
 

 Définition : 

� Un espace vectoriel réel est dit de dimension finie s’il admet une base constituée d’un 

nombre fini n  de vecteurs. 

� Ce nombre n  s’appelle la dimension de l’espace. On note nE =dim . 
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Exemple : 

� nIR  est un espace vectoriel réel de dimension n . 

 

Propriétés : 

Si E  est un espace vectoriel réel de dimension n , alors : 

1) Toutes les bases de E  ont le même ordre égal à n . 

2) L’ordre de tout système générateur de E  est supérieur à n . 

3) L’ordre de tout système libre de E  est inférieur à n . 

4) Si l’ordre d’un système libre ou générateur de E  est égal à n , alors ce système est une 

base de E . 

 

 

5) Si F  est un sous espace vectoriel de E , alors F  est un espace vectoriel réel de 

dimension fini m , avec nm ≤ . Si de plus nm = , alors EF ≡ . 

6) Si 1E  et 2E  sont deux sous espaces vectoriels de E , alors : 

• )dim(dimdim)dim( 212121 EEEEEE ∩−+=+  

• 2121 dimdim)dim( EEEE +=⊕  

 

Théorème : 

Soit E  un espace vectoriel réel de dimension fini.  

� Si 1E  et 2E  sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires de E , 21 EEE ⊕= , 

alors 21 dimdimdim EEE += . 

� Si { }puuB ,,11 L=  et { }qvvB ,,12 L=  sont deux bases respectives de 1E  et 2E , alors  

{ }qp vvuuB ,,,,, 11 LL=  est une base de E .  

 

Théorème : 

Soit E  un espace vectoriel réel de dimension fini. Soient 1E  et 2E   deux sous espaces 

vectoriels de E , de bases respectives { }puuB ,,11 L=  et { }qvvB ,,12 L= . 

Si { }qp vvuuB ,,,,, 11 LL=  est une base de E  alors 21 EEE ⊕= .  

 

http://www.fsjes-agadir.info


