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CHAPITRE 5

SYSTEMES DU PREMIER ORDRE

1. Equation différentielle — Fonction de transfert.

On gppelle systéme du premier ordre, un systeme régi par une équation différentiele du type :
ay .-
t. ot +y=K.x

t est appel ée congtante de temps du systeme. t est homogene a un temps.
|K egt le gain statique du systeme (gain en régime permanent).

En appliquant latransformeée de Laplace a cette équation, on obtient :
tpY(p)- ty(0" )+ Y(p)= KX(p)

Lorsgue les conditionsinitides sont nulles: (tp+1)Y(p) = K (p)

Lafonction detransfert du systéme est dors H (p) = @ =

X(p) l+tp

Cette fonction de transfert possede un péle smple: -1/t.

Example: Thermomeétre

G —»

Soit un thermométre a mercure placé dans une ambiance a la température . S I'gppareil est précis, au
bout d'un temps assez long, il indiquera une température ¢, = .. C'est le régime permanent pour lequel le
mercure est & latempérature ambiante.

S g vaie rapidement, g ed rdiéa ¢ par une équation différentiele traduisant le fait que, d'une part,
pendant un temps dt, la quantité de chdeur dQ échangée avec le mercure est proportionnelle ala différence
G - g € que dautre pat, la vitesse avec lagudle seffectue la dilatation du mercure dg/dt est
proportionnelle ala quantité de chaeur échangée:

dQ=k (g, -q)dt e %=y I

at dt
: 1 dq
t: —+0. =
|<1.k2 d.t % qe
avec: t = L
kK,
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2. Réponse impulsionnelle.
Laréponse impulsionnelle du systéme est donnée par : h(t) = LP[H(p)]
1e K U K -t u(t)

soit: h(t) =LP-
&tp+ 1u t

On congtate d'aprés cette expression que le systéme est stable s t>0.

Y

K/t

t

3. Réponseindicielle.
Cette réponse est obtenue pour x(t):u(t), soit X(p):ll p. On peut ici calculer son expresson
littérale:

)= LP [H(p) pl=LP et =t et ) (wl)=0pour £<0)

dott: wt)= K 1- & Juft)

A

K = u(t)

/ w(o)

0

v

t t
Lapenteal'origineest égdea K/t.
Le temps de réponse & 5% et apeu préségd a3t.
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Remarque :
Sur cette derniére courbe, la dénomination de congtante de temps pour t prend toute sasgnification: plust

est petit, plus vite le systéme atteint son régime statique.

4. Réponse a une rampe.
Cette réponse est obtenue pour x(t) = at.ult)

K 1 a
OnaX(p) = a/lp? et : Y(p)_t_'p+1/t ?
dou: ylt)=X2¢> g%m+_-1£h()

Démondration de ce dernier calcul suivant une méthode (parmi plusieurs):

Méthode des fractions rationnélles;

S Y(p) se présente sous la forme M (p)/ N(p), dont le dénominateur est de degré égal ou supérieur a
celui du numérateur, ce ui est le casidi, on peut décomposer Y (p) en fractions rationnelles :
L
(p-p)" (p-py) P- P P-P, PP
oll p; est un pdle multiple de Y (p) de multiplicité n, p, ps des poles simplesde Y(p).

Les différents coefficients de la décomposition se caculent suivant lesreations.

\p p) Y(p)\
As= ‘;:; (p- p)

Dansnotrecas, ona: Y(p)= A11+'°12+ A
p p+l/t
avec:
K.a

= =Ka
As p(t.p+1)

‘d Ka| :| Kat| =-Kat

dpt.p+1l , [it.p+17|
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K.a |
A= =K.at
2.pft.p+D)+t.p| .,
Findement: Y(p)= Ka Kat " K.at

p’ p p+1/t
Cequi donne: y(t) = K.at-K.at + K.a t.e"

On retrouve I'expression dé§ja présentée.

5. Régime harmonique.

Latransmittance isochrone du systémeest: H( jw) =———
1+ j.wit

Les différentes représentations sont dors:

5.1 Représentation de Bode.

W, 0

20.Log(K)

pente -6dB/octave=-20dB/décade

1 & » wiw; (log)

=[]

0 » Wiw, (log)

-90°

L e systéme possede une fréguence de coupure pour W = 1/t.
En effet, le maximum loca egt ic | H(0)|. La pulsation de coupure est définie pour :
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Ces adire:

dou:

it :

donc:

et:

H(w),, - [F(0),, =- 208

2 (jw)| 0
20.10g U ):=20|o 88—9
EHO) 3 eV2 g
0)
H{jw, ) =
[HTiw. NA
__K___K
1+(w, 1)’ 2
1+ (Wet)2 = 2
wt=1

Pour cette fréquence, le déphasage et : Arg[H(jV\é)] =- ArcTan[vxét] =- %

5.2 Représentation dans le plan de Nyquist.

A Im[H i

K/2

W;O

we® ¥

-K/2

" (v

wt =1

5.3 Représentation de Black.
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6. Relation temps-fréguence.

La dynamique d un systeme du premier ordre est entierement décrite par sa constante de temps t. Cette
dynamique peut également s exprimer dans le domaine des fréquences.
On appelle f., fréquence de coupure, la fréquence pour laguelle le gain (module de la fonction de transfert)
du systéme, en régime harmonique, est aténué de 3dB par rapport au maximum du module de la fonction
de transfert.
On appdlle t, le temps de montée du systeme. t,,, représente le temps mis par la sortie du systéme pour
passer de 10% a 90% de la vaeur finale atteinte en régime permanent pour une entrée de type échelon.
La réponse indicidle o un systéme du premier ordre Sexprime: w(t) = K(1- & ).u(t), u(t) &ant un
échelon unitaire (voir 83). Donc les temps to et tgy correspondant respectivement a 10% et 90% de la
vaeur finde en régime permanent (K) s obtiennent Smplement:

Y(to) OLK=K(1- &%) e yt,)=09K=K(1- e™" )

D'ou:
t, =too - o =t.In(9)» 2,2
Or:
(oW 1
° 2p 2pt
Donc:
In(9) In(9)
= =>|t.f.= » 0,35
2pf ., p

Cette relation est d’ gpplication pratique trés utile.

Exemples

- Un oscilloscope (considéré comme un systeme du premier ordre) possede une bande passante a 3dB
f=100Mhz, son temps de montée propre est donc : t,=3,5 hanosecondes.
Un enregistreur graphique dont le temps de montée t,, et éga a 0,2 secondes possede une fréquence
de coupure f=1,8Hz ; il ne peut donc pas ére utilise pour enregisrer sans erreur des sSignaux
snusoi daux de fréquence supérieure a 2Hz environ.

On retiendra gu’ un systéme a large bande passante est un systéme rapide.
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