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ANNEXE 1

NOTIONS SUR LA DISTRIBUTION DE DIRAC

1 Introduction.

Les mathématiques « classiques » andysent les relations entre des fonctions continues et dérivables et
se révelent un outil commode pour traiter les systémes régis par des équations différentielles, acondition
que I’ excitation soit une fonction continue et dérivable.

Exemple: réponse d’un circuit RLC aune excitation e(t) snusoi dde.

Dans cartains cas, en physique, | excitation e(t) est de trés courte durée du point de vue de I’ observateur -
flash d'un gpparell photo par exemple. L’ excitation e(t) est nulle avant le déclenchement du flash, tres
intense pendant un ingtant trés bref, puis nulle ensuite. On est dors obligé de renoncer aune expression de
I"excitetion e(t) en raison des énormes discontinuités ou des variations non analysables. Les excitations e(t)
ne sont en effet ni dérivables, ni méme continues par morceaux. Ce ne sont pas des fonctions mais des
digributions.

Dans de nombreux domaines de la physique, on peut trouver des phénomenes intenses et brefs plus
proches de fonctions que de distributions pour | observateur.

ECLAIR - FOUDRE : phénomeéne optique, acoustique, éectrique.
CHOC:: phénomeéne mécanique (voir 85, chapitre 2).
IMPULSION RADAR: tres bréves et tres intenses : ondes éectromagnétiques.

Cest le mathématicien francais Laurent Schwartz qui ala demande des physiciens a éaboré en 1947 la
« Théorie des distributions », outil indispensable pour anayser mathématiquement de fagon rigoureuse
de tels phénomeénes.

Cette théorie, certes tres éégante, ne sera pas abordée dans ce cours. Elle est en régle générade étudiée en
second cycle universitaire. Nous nous contenterons ici de fagon plus empirique de considérer certaines
distributions comme des passages a la limite de fonctions continues et dérivables. Nous
procéderons aing pour |’ échelon unité et ses dérivées.

2 Echelon unité, distribution de Dirac.

2.1 Echelon unité u(t). a0
A

ilpourt3 O
u(t) =1

O pourt<O !
0
On peut encore considérer u(t) comme une fonction, mais ele n'ext ni continue ni dérivable. Sa dérivée
n'est donc pas une fonction: ¢’ est une didribution nommée DISTRIBUTION DE DIRAC ou encore

IMPUL SION DE DIRAC notée dt).
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2.2 Distribution de Dirac.

_1¥pourt=0

dlt) _%Opourtl 0

Pour mieux comprendre cette distribution d(t), consdérons |’ échelon u(t) commelalimitequand t,, ® O
delafonction y(t) représentée ci-dessous et indéfiniment dérivable. La didribution dt) seradorslalimite
quand t,, ® O deladérivéey (t) dey(t).

u(t) = lim| y(t)
RV -
. y(t) A u(t)
1
_/ t >
-tn O +tm 0
14 YO AiregéachuréeA:l L ‘i ) d(t) = lim y ()]
d m
A= _g?f.dt =y(+¥)- y(- ¥) =1
J !
'tm 0 +tm g 0

|
dt) digtribution de Dirac ne peut étre représentée 0
graphiquement. On la schématise par le symbole

Attention: le 1 marqué sur la fleche pleine représente |’aire A de cette impulsion (et non la hauteur de
I'impulson).

n

VRS

d

<

Eneffa: A=

T

dt = y(+¥) - y(-¥) =1- 0=1

o

t

-¥

La digtribution de Dirac est donc la limite d’une impulsion rendue de plus en plus étroite, son
areresant égdeal.

Remarque: I'impulson de Dirac peut &re conddérée comme la limite d’'une multitude de fonctions
« bosses » quelque soit la forme exacte de la bosse (ou impulsion). 11 suffit pour cea

1. quelabosse soit toujours positive,

2. quet, ® O,

3. quel’are Areste égdeal.
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Exemples de fonctions tendant vers d(t):

RECTANGLE RECTANGLE

le i v(t) :é pourt T [0,€] 1/2e O v(t) = 2_1e pourt T [-e,+e]

v(t) =opourti [0,€ Wt) =0 pourt | [ e,+e]
== »lld(t) = elééno[x(t)] T St al) :é%no[v(t)]
0
w(t)

e FRIANGLE |

d(t) = el%no[w(t)]
e | te g
0

2.3 Aspect physique du passage ala limite pour obtenir une impulsion de Dirac.
Consdérer I'impulson dt) comme lalimite d une fonction n'arien d artificiel mais correspond au contraire
ala dricte rédité physique. En effet u(t) et dt) ne sont que des idédisations mathématiques de la rédité
physique des phénomenes. Dans larédité, un échelon ou une impulsion (de tension, de pression, de force,
d intengité lumineuse) possede toujours un temps de montée t,, non nul. Un systeme physique met toujours
un certain temps pour passer d’un éat vers un autre. Cependant, le point important aretenir est le suivant:

Un dgnd physque y(t) correspondant au passage d'un éat (1) vers un éat (2) pourra ére
considéré comme un échdon chague fois que son temps de montée t,,, sera négligeable devant les
autres temps mis en jeu dansle circuit. I en est de méme pour une impulsion.

2.4 Unités - dimensions.
En généd, une impulson physque v(t) assmilable aune impulson de Dirac introduit un coefficient A td
que: v({) = A. dt)

(volts) (voltssec)  (seo)™
1 A représente I’ aire de I’ impulsion en Volts* Secondes
par exempleici A=40.10"
2V A L’impulson de Dirac d(t) a donc la dimension de I'inverse d' un temps, en
A effet d(t) = du 4 snsdimension
«—> ot — temps
20ns
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2.5 Exemple mécanique d’'impulsion de Dirac: choc élastique de 2 boules (pendule

bifilaire).

Consdérons le pendule hifilaire congtitué de deux tiges rigides portant 2 boules

pétanque.

. Juste avant le contact : le ressort n'est soumis aaucune contrainte, sa

2R
<>
de
a) Un ressort et fixé sur une des boules au point d’impact.
Initidlement, on donne des € ongations angulaires opposées aux deux pendules,
et on leslibére sansvitesseinitide.
1
® @
<>

2R 2R 2.

tenson est donc nulle. Soit 'V, la vitesse de la boule A juste avant son

. - Yo Y 1
contact avec le ressort. Son énergie cinétique ace moment et E.mv,z.

Pour des raisons de symétrie, la boule B a une vitesse opposée -V, ¢ la
méme énergie cinétique.

Pendant la durée du contact : I'énergie cinétique totde initide mV,> se
convertit en énergie potentielle du ressort. Au point de compression
maximde, | énergie cinéique e nulle & la compresson maximade X, du

1
ressort est donc telle que Ekxf1 =mV/. Puis, le ressort se détend

restituant intégralement les énergies cinétiques avec des vitesses initides Ve
(aprésle contact) opposaes aux vitessesinitiales respectives. Vi =-V,.

3. Aprésle contact : les boules remontent ala hauteur initide en raison de la conversion de |’ énergie.
4. Relation fondamentale de la dynamique appliquée ala boule A :

r av
F—mT

it ; F.dt =maV

t
ar

1

r r
OF.dt =m(V; - V;)
t

Choisissonst; juste avant le contact et t; juste apres le contact.

t2r

\

.
dou: OF.dt =2.mV,

4

5. Interprétation géométrique : choisssons|’ingant de compresson maximae comme I ingant t=0,
larelation encadrée ci-dessous Sgnifie que I’ aire vaut 2.m. V.

ta

ty

OF-dt =2.mV;

6. Mettons un ressort plus raide : laforce est plusintense, la durée du contect plus faible, mais|’aire

et laméme car Ve e

la méme (conservation de I'énergie), la fonction F(t) se rapproche alors

d une impulson de Dirac A.dt) comme le montre lafigure AL1.1.
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Figure Al.1.

En pratique, il suffit que ladurée de I'impulsion (&gde at,-t;) soit petite devant la période du pendule
(qui dépend de V,) pour que I’ on puisse assimiler cette impulsion aune impulsion de Dirac.

1. Equation différentielle régissant le mouvement du pendule selon x :
L’ énergie maximale du systéme est : mV_Z.

1
Cette énergie est la somme de I’ énergie potentielle du ressort > k.x? et de I" énergie cinétique du

pendule MVvZ. On adonc I équation: MV = %.k.x2 +mv? =%.k.x2 + m%gz

g
En régime permanent, la solution (particuliére) de cette équation S écrit: X(t) = Xp-COSM.
Laforce appliquée au ressort aura donc pour expression: F(t) =- k.x(t) =- F,.Coswt avec
F(t)<0. On retrouve donc bien en vaeur absolue le graphe de |a page précédente déduit de fagon
semi-quditative.

3. Propriétés de I'impulsion de Dirac.

3.1 Multiplication de d(t) par une fonction continue.
dt) éant nulle partout ailleurs gu' al’ origine, il en est de méme du produit f(t).d(t).
f(t)

Onadonc: | f(0).dt) =f(0).dt) | (@) 1
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3.2 Intégration du produit de d(t) par une fonction continue.

Multiplions les deux membr&sdel équation (1) par dt et mtegronsde -¥ at+¥:

+(§f().d()dt 0f()d()dt=f(o).cu().dt=f(o)
- ¥ 1% 2_143
wone | Of(.d(.ct= £(0)

3.3 Changement d’origine: distribution d(t-to).

Il suffit d effectuer b changement d origine des temps t'=t-to pour se ramener au cas précédent (81,
chapitre 3).
dt')=0st'1 0 Jdt-to) = 0pourt! t,
dt')=1st'=0 |dt-to) =1 pour t=ty

4. Distribution « peighe de Dirac ».

On appelle « peigne de Dirac » ou « train d impulsions » une succession périodique d' impulsions de Dirac.
On note;

LLr(t) = dt) + dt-T) + dt-2T) + ... + dt-kT) +..+ dt+T) + dt+2T) +...+dt+KT) +...

LU (1)

n=g ¥
LLkt)= ad(t- nT) 1
n=- ¥
oneem 1 ‘ __________________ ‘ ‘ ‘ | ‘ ‘ ___________________ ‘ __________________
Jt

Ce type de Sgnd et principaement utilisé en échantillonnage (cette fonction sera éudiée dans le module
M8). Echantillonner une fonction f(t) consiste sSmplement apréever savaeur aintervales réguliers. Il suffit
donc, d’'un point de vue mathémeatique, de lamultiplier par un « peigne de Dirac ».

Dans le cours « Analyse des systémes linéaires », la digtribution « peigne de Dirac » va servir aintroduire la
notion fondamental e de convol ution sans avoir recours ala théorie des distributions.
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