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| : Généralités

1- Historique

Les nombrescomplexestels que nousles utilisons aujourd'hui,datentdu XIX °™ siécle.lls étaient
cependantonnuset utilisésdepuisplusieurssieclessousle nom de nombresmaginairetermequi
estrestédansl'expressiorfpartieimaginaire”).lls sontapparudorsquel'on a essayéle résoudrdes
équationgiu 3*™ degré.Le premiera avoir résoludeséquationsiu 3°™ degrédu type X* + px = q (
p > 0, q > 0) sembleétre ScipioneDel Ferro(1465— 1526), professeua l'universitéde Bologne.ll
ne publia passa découvertemais la transmita son éléve Antonio Maria Fior. En 1531, Tartaglia
(1500- 1557),soit a la lumiere d'uneindiscrétion,soit par sapropreinvention,apprit égalemeng
résoudrdes équationsdu 3°"° degré.Croyanta uneimposture Fior lancaun défi public a Tartaglia.
A la fin du tempsimparti, Tartaglia avait résolu toutesles équationsde Fior, alors que celui—ci
n‘avaitrésoluqu'uneseuleéquationde Tartaglia.La supérioritéde Tartagliaprovientdu fait quece
derniersavaitrésoudrdes équationsdu type x> + pxX = g, choseque Fior ne savaitpasfaire. En
1539, Tartagliaacceptade dévoiler son secreta Cardan(1501 — 1576) qui le publia peu apreés,
malgre la colere de Tartaglia. Un éleve de Cardan,Ludovico Ferrari (1522 — 1565), parvint a
résoudreles équationsdu 4°™ degré. Signalonsgu'on ne peut résoudren'importe quelle équation
algébriqueparradicaux.C'estimpossiblepour la plupartdeséquationglu 5™ degré par exemplex®
+x-a=0,ave@=3,4,5,7,8,9, 10, 11 ...

Voici comment procede Cardan. Considérant l'identité :
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(a+b)*=3aba+b) +a’+b°
Cardan explique en 1545 comment résoudre les équations du type :
X’ =px+(

en posanab =g eta’ + b®> = g. Ayant trouvéa etb, une solution est donnée alors parb.

Exemple 1 RésoudreC = 18 + 35.

Dab=6 Ha3b3=63=216

oa’+b°=35 ~ pa’+b’=35
Donca’ et b® sontracinesde I'équationX® — 35X + 216 = 0, a savoir8 et27.Donca=2 etb = 3.
Une solution de I'équation initiale est donc 5. Les autres solutions sont trouvées en factorisant :

x®— 18— 35 = k—5)¢¢ + 5x + 7) etc...

(Les équationsdu seconddegreé a discriminant négatif sont considéréesomme n'ayantpas de
solution a I'époque).

Exemple 2 Résoudrec = 15« + 4

Dab=5 Ha3+b3=4

oa’h’=5"=125 T pa’+b’=4
Donc a® et b’ sontracinesde I'équationX® — 4X + 125 = 0. Cetteéquationadmetun discriminant
négatif.Elle estdoncréputéene pasavoir de solution. Est—cea dire que I'équationinitiale n‘admet
pas non plus de solution ? Si. Toute équationdu troisieme degré admetau moins une solution
(pourquoi?). Ici, 4 estracineévidente.Bombelli (1526—1573)eut l'idée de penserque les parties
"impossibles” ou imaginaires devaient s'éliminer pour redonner la racine réelle. Il écrivit donc :

=2 +-121 =2+ 14/-1 0 a=~/2+1H/-1
b*=2 121 =2-14/-1 0 b=~/2- 1K1
et 4 =1/2 + 11 +1/2 - 111

De fait, on peut vérifier que :
(2 +4-1)*=8+13/-1-6 /-1 =2 + 11/-1
de sorte que la solution de Cardanvaut également(2 + \/—_1) + (2 - \/—_1), ce qui donne
effectivement 4. Les solutions sont, en notation moderne :
a=2+ietbh=2-i 0 atb=4
a = (2+)j etb = (24)j? 0 atbh=-2 /3
a = (2+)j% etb = (2)j 0 atb=—-2 +/3

ouj= exp@) est racine cubique de 1. Les trois racines trouvées sont bien racines de :

X — 15— 4 = k—4)(¢ + 4x + 1)
Bombelli fut donc le premiera introduire une notation proche de notre notation moderne.Mais
['utilisation des nombres imaginaires a mis plusieurs siécles avant de s'imposer.
Girard (1595-1632) déclare :
De quelleutilité sontcessolutionsimpossibles? Je réponds: pour trois chosesPour
la certitude desregles générales,pour leur utilité, et parce qu'il n'y a pas d'autres
solutions.
Mais ses vues avancées a I'époque n'ont guere eu d'influence.

il s'agit des nombres complexes
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Il faut attendrele XIXéme siéclepour que les nombresmaginairessoientuniversellementadoptés.
La représentation géométrique des nombres complexes par les points du plan joue ndhegtansl
cette acceptation,le support géomeétrique apportant une caution aux yeux de nombreux
mathématiciens de I'époque.

En 1798, Wesselqui estarpenteurjntroduit un axeimaginaireperpendiculaire I'axeréel. Il

notee poury/—1, et interpréte les vecteurs du plan comme des nombres complexes.
Argand, quanta lui, interpreteen 1806 les nombresnégatifs comme ayant une direction

opposéauxnombregpositifs. A cetteépoquepn noteencorea : b ;. ¢ d pourdésignele fait que
la grandeura esta la grandeurb ce que la grandeurc esta la grandeurd. Argandnote doncque
1:1::-1:-1letquel:-1: -1:1,asavoir,1estalceque-lesta—1,etlesta-1ceque-1
est a 11l sedemandalorsquellequantitéx vérifieral : x :: x: =1, asavoir,1 estax cequex esta
—1. 1l alidéede seplacerdansle planet de voir quela quantitéx estcelle qui estorthogonalea la
droite définissantl et—1. x joue évidemmentci le role du complexez i. | proposed'abandonnele
qualificatif d'imaginaire, et de qualifierdequantités médianes
Mais les mémoires de cdsuxauteursesterontonfidentiels.Celui de Wesselfigurantdans

les Mémoiresde I'Académiedes Sciencedu Danemark passera&omplétemeninapercu.et ne sera
traduit en francaisqu'en1897. Celui d'Argandauraplus de chance puisqu'il fera I'objet d'articles
dansles Annalesde Gergonneen 1813-14.Les complexesprendrontdéfinitivementleur statut
moderne grace a linfluence de Gauss,dont le renom dépassede loin celui des précédents
personnagedeéjaen 1799, Gaussutilise implicitementle plan complexedanssathese.En 1811, il
ecrit :

De mémegu'onpeutsereprésentete domaineentier de toutesles quantitésréellesau

moyend'uneligne droite indéfinie,de méme,on peut sefigurer le domaineentier de

toutesles quantités Jes quantitésréelleset imaginairesau moyend'un plan indéfini ou

tout point, déterminé par son abscisse a et son ordonjr@présentgour ainsi dire la

guantité a+ bi.
Eten 1831:

Si le point de vue que I'on avait de ce sujet était jusqu'a présentmauvais,et donc

enveloppéde mystereet d'obscurité, c'est largementen raison d'une terminologie

inadaptée qui aurait due éttldameée Si, au lieu d'unité positive,négativeetimaginaire

— ou pire encoreimpossible—I'on avait nommé+1, —1 et\/—_l , disons,unité directe,

inverse et latérale, on aurait a peine vu paraitre une telle obscurité.
ou encore :

Aussi longtempsque les quantitésimaginaires étaient baséessur la fiction, elles

n'étaient pas pleinementacceptéesen mathématiquesinais plutét regardéescomme

guelquechosequel'on devaittolérer ; ellesétaientloin d'avoir acquisle mémestatut

gue les quantitésréelles.ll n'y a plus aucunejustification a une telle discrimination,

maintenantquela métaphysiquelesnombresmaginairesa étépleinemengclairée,et

gu'il a été montré qu'ils avaient une signification aussi réelle que les nombres négatifs
C'esta partir de cette époqueque Gaussemploiele terme "complexe”en lieu et place du terme
"imaginaire”.C'estégalemenaiu coursdu XIXeme sieclequeles nombrescomplexessommencené
étre largement utilisés en physique.

2— Définition
L'ensemblaedlescomplexesC estenbijectionavecR? Sesélémentssontnotész = a+ib, poura etb

réels.a estla partie réelle, b la partie imaginaire.i est un symbole n‘ayantd'autre but que de
distinguerpartie réelle Rgz) = a de sapartieimaginairelm(z) = b. Les reglesde calculssontles
régles usuelles de la somme et du produit, avec laiféglel. La notationi estduea Euler(1707—
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1783).Cesreglesdonnenta C unestructureappeléecorps commeR ou Q. Dansun corps,il y a

deux opérations, somme et produit, et tout €lément nan=nal+ ib possede un inverse :
;1= a—ib
a>+h?

comme on le vérifie facilement.

Depuis Gauss(1777 — 1855), on a adoptéune représentatiomgéomeétriquedes complexes.Si on
muni le plan d'un repére orthonormé, alors le comptexatib peut se représenter :

— par le vecteur de composantad), vecteur dit d'affixe z.

— par le point de coordonnéesh), point dit d'affixe z.

3— Conjugaison
On définit une application dé€ dansC par :
z=atib - Z=ab, conjugué de.
Cette applicationest une conjugaisonet correspondgéomeétriquemend une symétrieorthogonale

par rapporta I'axe desabscissed! s'agitd'uneinvolution (sacomposéeavecelle—-mémesstégalea
l'identité).

On vérifie facilement que I'on a les régles de calcul suivantes :

7+Z=7%7 77=72 -z==2 1z=1&
_2+7 _z-2
R4?2) == Im(2) =
4— Module et inégalité triangulaire
Le moduledez =a + ib est|z| = \/a2+b2 . Il s'interprétegéométriguementomme la norme

euclidienne du vecteur d'affixe z ou comme la distance du point d'affikerigine. De méméz —al
estla distancedu point d'affixe z au point d'affixe a. Ainsi, R étantun réel strictementpositif, { z,
|z—a| < R} estle disque(dit ouvert)de centrea derayonR. L'ensembl€ z, |z—a| < R} s'appelle
disque fermé de centeede rayon R.

On vérifie facilement les regles de calculs suivantes :

77| =|4z 4=z 77 =|42 1_ 7z
4 =I4 4= L
4=0-2=0  |Re?)|<|4 |Im@2) <|7

SeuIeI'inégaIitétriangulaire‘|z| —|z'|‘ <|z+2| <|4 +|2| estnonévidente Elle découlede la méme

propriété dans le plan euclidien. On peut aussi la démontrer directement de la facon suivante :
z+2|<|4 +[7]

= z+Zf=(4+[2)7

= A +zZ+zz+[f <|F + 347 +|2?
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- zZ+72<24?7|
On reconnait dans le membre de gauche le double de la partie r@dlle de

-~ REzZ)<|74Z| ce qui est vrai caRgz 7) < ‘z?‘

Quant a la premiére inégalité, elle découle de la deuxieme de la fagon suivante :
|4 =|z+z-2|<[z+2]+|7]

0 |4-lzl<]z+7]

De méme en intervertissant les rolez é¢z.

5— Argument
a) Définition:
L'argumentd'uncomplexenonnul z estunemesurede I'angle(i,v) ou v estle vecteurd'affixe z dans
la base orthonormégj). Onle notearg(@). Il estdéfini a 2t pres.La valeurparticuliereappartenant
a l'intervalle ]+, est appelé argument principal. On notera par exemple :

arg() =9 [2m]

Si¢ est 'argument de alors :

z=|4(cogp +isind)

On vérifie aisément que :

arg(2) = arg(1g) = — argp)
arg(z) = arg@) + arge)

Alors que I'addition d'un vecteurZ s'interprétegéomeétriquemenpar une translationde vecteurle
vecteur d'affixez, le produit pae s'interpréte comme la composée de :

[ une homothétie de centre O de rapfm]rt
[0 une rotation de centre O d'angle &)g(
On parle de similitude (directe) de centre O, de rapgpet d'angle argy).

Ainsi, le produit par est une rotation dg Le produit paj = €™ est une rotation d%;J

b) Forme trigonometrique
En vertu des formules (a connaitre) :

cos@ + ¢) = cos@)cosh) — sin@)sin(d)

sin® + ¢) = sin@)cos) + cosP)sin(d)
ona:

(cosP +¢) +isin® + ¢)) = (cosP) +isin(@)) x (cosp) +isin@))
de sortequela fonctionf : 6 - cos@) + isin(®) vérifie la propriétéf(8 + ¢) = f(0) x f($). Il s'agit
d'unerelationfonctionnellecomparablé cellede I'exponentielleet il estconvenude noterf() = €°,
de sorte que :

z=|24€* (forme trigonométrique d'un nombre complexe)
avec
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d® x gt = @)

Il estintéressantle remarqueiqu'onutilise pourdésigneia fonctionf lessymboles eti, et pasune
notationA®, avec\ défini autrementalors qu'a priori, n'importequelle exponentiellede 8 pouvait
faire I'affaire. Pourquoi ? Parmi les multiples raisons possibles, on a :

f(0) = cos@) +isin(®)
0 f'(0) = —sin@) +icosP) =if(0)
CommedansR, la dérivéepar rapporta 0 de la fonction € est a€®, il est naturel de poser
f(8) = €°, étendant ainsi la régle de dérivation d'une exponentielle au easiou

c) Exponentielle complexe
Plus généralement, pomr x + iy complexe, on pose : '
e = €[cosfy) +isin(y)] = € x &
Il en résulte que la résolution de= a conduit a :
sia= 0 alors, il n'y a pas de solution

sinon,z= x+ Iy avecx = In|a| ety = arg@) + i, soit z= In|a| +iarg@) + 2k

On vérifiera que™” = & €. On peut également vérifier que la dérivée dee™ aveca complexeest
ae". En effet sh=x+1iy, alors :

e = €*[costy) + isin(ty)]
dont Ia derlvee par rapport ast

XéX[COS(ty)+ISln(ty)]+ e”[-ysin(ty) +iycosty)] = (x +iy) € [costy) + isin(ty)]
= aé"

d) Formule d'Euler
Voici quelques formules :

™= —1 (formule d'Euler)
em=1
& =i
0 = 02 (102 | J6/2) = o6l 0
1+€°= e (e™ +e")=2¢ cos2
0 — 02 (B2 _ o2 012 o 9
1-€°= €% (e -€") =-2e 2

On notera que les deux dernieres formules sont équivalentes a:
cod = 2co§9 —-1= Cogﬂ _ snf 6_1 —tarf(6/2) _1—t*
S l+tarf(e2) 1+t

sing =2 smQ cos9 =2 tan©/2) 2l

27772 1+tarf(6/2) 1+t
en posant = tang). On a aussi :
2tan@/2) _ 2t
1-tarf(6/2) 1-t°
Cestrois formulessontfacilesa mémoriser.cod) estune fonction paire définie sur R, et la seule
facon de combiner les expressionsl2+t® et 1 —t* enunefractionrationnellepairedéfiniesur R et

2
de prendre le quotiel%:—'f[z.

tard =




De méme,sinB estunefonctionimpairedéfiniesur R, et la seulefagconde combinerles expressions

2t, 1 +t% et 1 % en une fraction rationnelle impaire définie Buiet de prendre le quotie?%z.

. _24 9
Enfin la tangente est le quotient de sin par cos. On aéﬁﬁﬁll%tﬂ.

Quandb varie de #® amexclus, [coH), sin@)] décrit le cercle privé dpoint(-1,0).t = tang) varie

2
de —o a +oo. [Hz, %ﬂ est donc un paramétragesous forme de fractions rationnellesde
polynémes du cercle unité privé du point (—1,0).
e) Groupes

NotonsU l'ensemble{z | |z| =1} ={z | 06 O R, z=€%. Cetensembleposseéddes propriétés
suivantes :
[0 WU est stable pour le produit (ce qui signifielI U etz O U O zz O U pour tousz etZ)
0 Ce produit est associdti{ce qui signifie quez@)z' = 2(ZZ") pour tousz, Z, Z' de U
[0 1, neutre du produit (ce qui signifie que=1z1 =z pour toutz deld), appartient &1

[ si zappartient &1, son invers% aussi.

On dit que U, x) est un groupe. Le produit étant commutatif (ce qui signifiezduezz pour tousz
etZ delU), le groupeestdit commutatif(ou abélien).ll existepar ailleursuneanalogiede structure
entre R,+) et (U,x) par l'intermédiaire de I'applicatidrsuivante :
(R,+) - (U, x)
8 - €°=1(0)
On a en effef(6 + 0") =1(0) = f(0")
On dit quef est un morphisme de groupe.

Voici des exemples de groupes :

(R,+) (C+)

(R*,) (C*,%)
Le fait qu'en outre le produit soit distributif par rapport a la somme (cggyuiie quez(Z + Z*) =zZ
+ z2' etdemémepour (Z + Z')z pourtousz, Z et z") fait que (R,+,x) ou (C,+,x) sontdescorps.
(Z.,+,x) n'estpasun corpscar les entiersnon nuls distinctsde £ 1 n'ont pasd'inversedansZ. Par
contre (Q,+,x) est aussi un corps.

Il : Utilisation des complexes

1- Formule de Moivre : (Moivre 1667 — 1754)
Cette formule s'énonce :
(coP +isind)" = cos(B) + isin(nd)
Elle découlede la propriété (€%)" = €™ qui se montre aisémentpar récurrence Elle permetde
calculer cog(0) et siniB) en fonction en fonction de dbst sirb.

2 Un exemple de produit non associatif est le produit vectoriel des vecteurs dans I'espace de dimension 3.
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Exemple Calculer co%), sin@, COS%T), sin%T). Posond® :7—ST. Onasin(®) =0. Or:

sin(®) = Im(coP +i.si)> = 5x co$0 x sind — 10x cos$O x sir' + sirrd
= 5(1-siff)* x sind — 10(1—siRB) x Sin'd + sirTo
= 5si — 20siri0 + 16sir0
O 16sirf6 — 20sif0 + 5= 0

On trouve sifg =10 ’—ig/ﬁ _5 18\/5

La méme formule s'applique pddi= 2—“. Donc :

5
gﬁbva==§%§5

sm%mw3==§{§E

0 sin@us) = ZJZS

sy =

On en déduit :

cos(u5) = 622\/5 - \/§4+1
cos(2vu5) :354L_1

2— Linéarisation
La linéarisationestle problemenversedu précedentOn sedonneun produitde puissancesle co$
et sind et I'on souhaiteexprimer cette expressionen fonction d'unefonction linéaire (du premier

degré)de cosfB) et sin(nB). Ce problemese posepar exemplelorsquel'on chercheune primitive
d'une telle fonction. Il suffit dans la plupart des cas d'utiliser :

ée + e—ie ) ée _ e—ie
sinB = -
2 2
On peut également utiliser les formules de trigonométrie.

coP =

EXEMPLEL: o
codo = 2%+ e"9)4 _e"+46°+6+46?°+ ™ _ cos(®) + 4cos(B) + 3
V2 16 8
1+ 2cos(B) +1+cos(®)

2

ou  cogo = (cod0) = (1 + ccz)s(ZB))z _1+ 2cos(22 +c0os(20) _

_cos(®) + 4cos(B) + 3
8

4




EXEMPLEZ2 :
Sin39 y Cosze _ ,eie _e—i9)3 y (e|e + e—ie)z _ (e|e _ —|e)(ez|e —ZIG) ( —|e)( 4i0 —2+¢@ 449)
Y2 2 —32 —37

- 2%+ 26 + &% — e _ 2sirb + sin(F) —sin(H)
-32 16

3— Reéduction deaco® + bsind
a etb sont deux réels non tous deux nuls. On factorise/gah* . On obtient :

b )
\/a2+b2 aﬁa cod + smﬂﬁ
a +b \/a2 +b°

Les coefficientsde cod et sinB ont la sommede leur carréségala 1. Il existeun réel ® tel qu'ils
valent respectivement par exemple®ad —sirb. On obtient alors la forme réduite :

\/a2+b2 cosp+d)
Si 0 estdela forme ut, cettetransformatiormontrequ’'unecombinaisorinéairede coset de sin de
méme pulsatiomw et de méme phase est une sinusoide toujours de pulsatians déphasée.

4— Racines d'un complexe

a) racine carrée, méthode algébrique
Soit Z = X +iY. On cherche = x + iy tel que Z =2
On obtient :

ip=x EY X 0

2xy y = by (I.I.).

H Bx+y? =A[XZ+Y? (iii)
(i) et (iii) permettentetrouverx’ ety?, etdoncx ety ausigneprés; i) permetde lever'ambiguité
sur les signes.

Nous menonsci-dessoude calcul complet, mais dansla pratique,il est plus simple de refaire les
calculs plutbt que de tenter de retenir les formules finales :

szzyx +Y + X
Dyz @
|:lsg(xy) sg(Y)

%«/l[:zEjEii_-+|sg(ny/l[:EEEEi___D

Exemple Z g IE
Dé_fzg E}(:;[zzﬂs EX‘ 3[22—323
b3 TR BB 5. e
+P =1 2 2

Application aux équations du second degre



L'équationaZ + bz + ¢ = 0 aveca, b et c complexeserésoutavecdesformulesanalogues: celles
deR, en calculant le discriminant. En effet :

_ by, b*-4ac_
azz+bz+c—a(z+2a) = =—a(z+

by A
2a 4da
-b+d
2a
positif, la notation\/_z estdénuéale senspuisqu'iln'y a pasde complexegositifs et on éviteradonc

Si on poseA = &, on obtient bien commeracine . (On noteraque, si \/;< désigneun réel

d'écrire\/Z). Iy atoujoursdeuxracines(éventuelIemenﬂ:onfondues)Leursommevaut—g etleur
. C
roduit=.
P a

Exemple (1H)Z — (54)z+6+4=0
5+i+9d

Le discriminantvaut 16 — 30i = & avecd = 5 — 3i. Les racinessont 20+1) soit, apres

simplification, 2 — Bet 1+1.

b) racinen®™: méthode trigonométrique
Si z =|z|.€°, on cherche =|2.€* tel quez' = Z.

On obtient donc :
E Z =«n/ Z

End) = @ [2m] doncd =

On a donz= \n/|Z| exp% @)

%Jr%ﬁkDZoukD {0,...,n-1}

Exemple dans I'exemple du a), on a Z%°. Doncz= +€™?

On en déduit que :
_A2+[3 _\4+Af3 _4[3+1
cos(vl2) = > = 72 = NF
: =3[3—1
sin(/12) 2\/2

Dansle casd'uneracinecarréez d'uncomplexeZ, on remarquequearg(@) = ﬂgzi;) moduloTt (i.e. a

un multiple entierde 1t prés). Il enrésulteque z estsur la bissectricede I'axe réel et de la droite
portéepar Z, et doncque z estnécessairemermolinéairea Z + |Z| On peutdoncencoreprocéder

comme suit, en posant A(Z + |Z|). On obtient :
Z =7 =N(Z*+2227| +|z) =\(Z* + 24Z| + zz)
O 1=N(Z + 42| +2) = 22(Re(2) +2))
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z +|Z

\[2(Re(2)+|Z])

Le calcul est valable pour Z non réel négatif. On s'attacheral'ailleurs a vérifier que I'expression

Z+|Z [
Z| XA+ YEHiY est identique @ +i sg(Y)\/@
\/2(Re(Z)+ 2]) V2AX +XT+Y?)

trouvée plus haut.

] zZ=+=

c) racines*™de l'unité: ‘
PourZ = 1, on obtientz = €™, Cesnombresformentlesn racinesn®™* del'unité. Cesracinessont
situés atsommeid'un polygonerégulierde n c6tés.Posondl, = { €™, k O Z}. On pourravérifier
que :

— (U, x) est un groupe, sous—groupe HE &)

— L'application Z - U,

Kk _, gk

est un morphisme du groupé, ) dans (., x). U, est un sous—groupe #.

Ces racines sont solutionszle- 1 = 0. On a donc :

7'-1 =[;|1 (z— €M™
=0

Onaparaileurs’— 1= 1)@ +272+ ... +z+ 1)
Donc :
n-1 )
1+z+..+27 = L'| (z— ™)
=1
On considérera par exemple les cas particutier2,n=3,n=4:
n=2:1et-1 sontracines el = 0. —1 est racine del = 0
n=3: 1, etj’sont racines d&—1 = 0.j etj® sont racines de 1+ Z = 0
n=4:1,, -1 et +sontracines dé-1 = 0.i, -1, 4+ sontracinesde 12+ Z+72 =0

5- Interprétation géometrique
Nous avons déja vu que :
Z - azest une similitude de centre O, de rapb]irtd'angle argf)

z — z+ b est une translation de vectdur
Il enrésultequez —» az+ b = Z estla composéal'unesimilitude et d'unetranslation.Sia # 1, il

s'agitd'unesimilitude maisdontle centreestdifférentde O. Il suffit pour celade chercheile point w
invariant par la transformation :
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w=aw+b < w=i
l1-a
etdeconstatequeZ —w=az+b _%a = az—%il = a(z—w). Il s'agitd'unesimilitude de centre

wde rapportal, d'angle arg).
z - Z est la symétrie orthogonale par rapport a l'axe réel.

Considéronsnaintenantz — % On obtientl'imaged'un complexeen prenant'opposéde I'argument

(doncenfaisantunesymétriepar rapporta I'axeréel), puis en prenant'inversedu module(doncun
faisant ce qu'on appelle une inversion).

Interprétonsmaintenanie module et I'argumentde ;%E Considérondes points A, B et Z d'affixe

respectifsa, b etz On a:
ZA _|za

Z8 =75 rapport des longueurs des cotés du triangle issus de Z

argg) = arg@-a) — argg—b) = angle(G,AZ) — angle(®,BZ) = angleBZ,AZ)
= angle(BZA)

Certaines propriétés géométriques s'interpretent sous forme complexes. Par exemple :
A, B et Z sont alignés si et seulemeﬁ OR

AZ etBZ sont orthogonaux si et seulemeﬁ iR (imaginaire pur)
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