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| : Géométrie du plan

1- Repérage dans le plan

Les éléments du plan ou de I'espace sont considérés dampieecommedespoints.Pourrepérer
un point M du plan, deux procédésexistent, les coordonnée<artésiennest les coordonnées
polaires.

a) Repére cartésien du plan

Pour définir un repére cartésien du plan, on se donne un point O appeléeadniogvecteursi, )
noncolinéairesPourtout pointM du plan,le vecteurOM sedécomposel’'unefaconuniquesousla
forme :

OM =xi +Yj
x ety s'appellentomposantedu vecteurOM ou coordonnéeslu point M. En généralla base(i, j)
est orthonormale directe auquel cas, on dit que le repere est orthonormal direct.

Un changemende repereconsistesimultanémené changerd'origineet de vecteursde base.Soit Q
la nouvelleorigine,de coordonnéega, b) dansl'ancienrepére et (I, J) la nouvellebase donnéepar
les composantes deetJ dans l'ancienne basej :
| =ai +pj
J=Vi +9
Le probléme est de déterminer dans le nouveau reeteJ) lescoordonnéegX, Y) d'unpointM
dont on connait les coordonnégy) dans I'ancien repere (Qj). Il suffit d'écrire que :
QM =OM -0Q
o X1 +YJ = (x-a)i + (y-b)j
= X(ai +Bj) +Y(yi +9) = (x-a)i + (y-b)j
%ux +VyY =x-a
opX +dY =y-b
ce qui amene a résoudre un systeme.

<~

Si (i, j) estorthonormédirect et si (I, J) s'obtientpar une rotation d'angle® par rapporta (i, j),
alors:

| = cos@)i + sin@)j

= —sin@)i + cosP)j

Le systeme obtenu sera donc :

%cos@)x —sin@)Y =xa

gsin@)X + cosP)Y =y-b
Pourobtenir X, il suffit de multiplier la premiéereligne par cos@) et la deuxiemeligne par sin(0).
Pour obtenir Y, il suffit de multiplier la premiére ligne par -8)rdt la deuxiéme par cd(
- %X = cosP)(x—a) + sin@®)(y-b)
oY =-sin@)(x-a) + cosP)(y-bh)

b) Coordonnées polaires
Considéronsun repéereorthonormaldirect (O, i, j) du plan. Ce reperepermetune identification du
plan P au plan complexeé.
M de coordonnéex(y) P o z=x+iy 0 C
Les coordonnées polaires de M correspondent a la forme trigonométrique du caplexeoir :
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r=[4= oM || =+

0 = argf) = angle(, OM)

On adonc:

BXx =rcos@)

gy=rsin(©)
Le repére polaire correspondant est donné pau,(@,ou :

u = cos@)i + sin@)j u est de norme 1, colinéaire et de méme sen©ilie

= —sin@)i + cosP)j v est de norme 1, directement orthogonal a
M
]
N e

o |
u estaussiparfoisnotée, etv estnotée,. u a pour affixe dansle plan complexee®, et v a pour

affixe ie'® (oui est le complexe de module 1 et d'argun%:rzit ne pas confondre avec le veciell.

c) Droites et cercles en polaires

Unedroite passanparl'origine fait un angleconstantaveci. Sonéquationpolaireestdonc6 = Cte.
Considéronsnaintenanune droite ne passanpar O. Si elle estparallelea I'axe Oy et passepar le
point (Xo,0) a évidemmenpour équationx = xX,. En coordonnéegolaire,on obtientrco® = x,. Si
I'on fait tourner cette droite d'un angleautourde O, I'équationdevient: rcos@—¢) = %,. L'équation

généraled'unedroite sousforme polaireestdoncrcos@-¢) =dour = CL ¢ estla valeurde

0s0-9)

I'angled rendant minimal, la distance de la droite a I'origine étnt

1
cos@) + sin@®)

Il s'agit d'une droite. En effat,=

EXEMPLE:r =
1

T
A\[2 cosp -2



1K/2

v

Considéronsnaintenantun cerclepassanpar O, dont le diamétre[OA], de longueurd, estinclus
dans l'axe des abscisses

M étant un point quelconque du cercle et le triangle OAM étant rectangle en M, on a :
r = OM =dco¥

Il suffit que© décrive lintervalle [lzT, g] pour que le cercle soit décrit en entier.

Si la figure précédente est tournée d'un afgkdors I'équation devient :

r =dcos@—b)

oud est la longueur du diamétre, detangle que fait ce diamétre avec I'axe des abscisses.

EXEMPLE: r = 3sirB

Il s'agit d'un cercle. En effat,= 3cos@ —%[)
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2— Produit scalaire

[0 Le produit scalaire sera étudié de maniere plus approfondiedansle chapitre de Géométrie
Euclidienne qu'on trouvera dans le fichier ESPEUCL.PDF.II est noté u.v ou <u,v>. On se
contentera ici d'en rappeler la définition géométrique :

<u, v>=||lu ]| |[v]| cosg, v), ou cosq, V) désigne le cosinus de I'angle entretv.
Siu ouv est nul, I'angle est non défini, mais dans ce aasy><= 0.

Du fait que angle(, v) = — angley, u) et que cos est une fonction paire, on a :
<u, V> = <, u>
On dit que le produit scalaire est symétrique.

[0 On peutinterpréterce produitselonla droite engendré@aru commele produitde la normede u
par la normedu projetéde v sur cettedroite, ou symétriquemenselonla droite engendrégar v,
comme le produit de la norme d@ar la norme du projeté desur cette droite.

[0 Donnons I'expression du produit scalairaude v en fonctionde leurscomposantedansunebase
(i, ) orthonormalePosonau = ai + bj etv =ci + dj. Le vecteurdirectemenbrthogonala u estw =

—bi + aj. PosondJ = m etW = #” (U, W) forme une baseorthonorméelirecte.On a alors,
comme on le vérifie facilement :

ac+bd, . ,..,ad-bc,,. _., _ac+bd ad—bc

= ai +bj) + —bi +4a)) = U+ W

R A A N o Ry

La basel(, W) étant orthonormée directe, on a aussi :
v=|lv]| (co® U + siW)

ou 0 estl'angle(U, v). U étantcolinéaireet de mémesensqueu, ce n'estautrequel'angle(u, v). Il

en résulte qu%bls| = ||v || cosq, v), ce qui donne finalement :
a +

ac+bd=[[u ]| |lv]| cosq, V)
Ainsi :
<u, v>=ac+ bd
[0 Sous cette forme, il est facile de vérifier que, pour tout veataurv, V' et tout scalair@, on a :
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%<)\u, V> = A<u, v>

o<u +Uu',v>=<u, v> +<U', v
On dit que le produit scalaire est linéaire par rapport au premier vecteur.
De méme :

B<u, Av> = A<u, v>

o<u, V+V>=<u, v>+<u, v>
On dit que le produit scalaire est linéaire par rapport au deuxieme vecteur.
Le produit scalaire est bilinéaire.

[J Si on se place dais, avec les complexas=a + ib etv =c +id, alors on vérifiera que :
ac + bd = Re{lv)
Ainsi Re{lv) peut s'interpréter comme le produit scalaire des deux vecteurs diedfixe

3— Déterminant

[0 Avec les mémes notations que précédemment :
_ac+ bd + ad bc aj _ac+ bd +.ad— bc
T ——= (@ + b)) + =—= (-hbi + \/_2_2 \/52+_2
V= ||v || (co® U +simW)
on voit apparaitre une autre quantité, la composante ¥&larsavoir :
ad—bc=||u|] ||v]| sing, v)
Cette quantité s'appelle déterminant des vecteety (dans une base orthonormée directe) :
Det(u, v) =ad—bc=||u || ||V || sin(, V)
La valeurabsoluedu déterminanestl'aire du parallélogrammeonstruitselonu et v. En effet, si u

sert de base du dit parallélogramme, alorg| ||§5in(u, v)| est la longueur de sa hauteur.

[ L'expressiorDet(u, v) = ad — bc permetde vérifier que Det estbilinéaire,maisle fait quele sinus
soit une fonction impaire conduit a :

Det(v, u) = — Det(, V)
Le déterminant est dit antisymétrique ou alterné.

[J Si on se place dais, avec les complexas=a + ib etv =c +id, alors on vérifiera que :
ad —bc = Im(uv)

Ainsi Im(uv) peut s'interpréter comme le déterminant des deux vecteurs diafixe
Les déterminantssont étudiés en dimension quelconquedans le chapitre Déterminantsqu'on
trouvera dans le fichier DETERMIN.PDF.



4— Droites

[0 Le déterminant permet de caractériser deux vecteurs colinéaires. En effet :
u etv sont colinéaires

o angle(s, v) =0 ourtouu=0ouv=0

o sinu,v) =0ouu=00uv=0

o Det(u,v) =0

De méme,trois points A, B et C sont alignéssi et seulementsi les vecteursAB et AC sont
colinéaires, donc si et seulement si B&(AC) = 0.

[J Les droites interviennent également dans le contexte suivant. Bmiteumon nul donné(le plus
souvent normeé ou unitaire, i.e. de norme 1), et A donné, considérons la fonction :

M - <u, AM> =f(M)
Lesparties{M, f(M) =k} ouk estuneconstantedlonnées'appellentignesde niveauxde la fonction
f. Dansle casprésent)es lignesde niveauxde cettefonction sontles droitesorthogonalesa u. Il
suffit pour cela d'écrirdM = xu + yv avecv orthogonal ai pour obtenif(M) = Cte = x = Cte.

Il enestdemémedela fonctionM - Det(u, AM), maison obtientcettefois lesdroitesparallelesa
la directionu. On a en effet :

Det(u, AM) = Det(, xu + yv) = xDet(u, u) + yDet(u, v) =yDet(u, v) puisque Det{, u) = 0.
Donc Det(l, AM) = Cte = y = Cte

O Il existe essentiellementeux méthodesalgébriquespour caractériserune droite, I'équation
cartésienneet la représentationparamétrique.On se donne un repére (O, i, j) (en général
orthonormaldirect). La droite (D) peutétre donnéepar deux points A et B, ou un point A et un
vecteurdirecteuru, ou par un point et un vecteurnormal(i.e. orthogonala la droite) n. Si la droite
est donnée par deux points A et B, un vecteur directeur=sB.

La représentation paramétrique de (D) est :
M O (D) = OA, AM =Au ce qu'on note aussi M = Axu
On obtient alors directement :
BX=Xa +Aa
0
Oy =Ya +Ab
oua etb sont les composantes dgx ety les coordonnées de Mt etya les coordonnées de A.

L'élimination deA conduit a I'équation cartésienne de (D). Mais il est plus simple d'écrire que :
M O (D) = Detu, AM) =0« a(y—ya) —b(X—Xxa) =0
= —bx+ay=cavecc =—bx, +aya

Si la droite est donnée par A et un vecteur nomwahi + bj, alors :
M O(D) = <AM,n>=0< a(X—Xa) +bly—ya) =0
= ax+by+c=0avew = —(@xa + bya)

Si I'on choisitun vecteurunitairen, on peutécriren = cos@)i + sin(@)j. L'équationestde la forme

suivante dite normale :
xcos@) +ysin®) +c=0
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L'intérét de cetteexpressiorestquela distanced'un point M quelconquede coordonnéegx,y) a la
droite vau‘xcos@) +ysin@) + c|. En effet, la distancede M ala droite vaut| <AM ,n>| commeon le

voit en décomposa®tM dans la basai( n). En particulier|c| est la distance de O a la droite.

Dans le cas plus général d'une équatiolaflemeax + by + ¢ = 0, la distancede M ala droite vaut

|ax+by+c| ax+bv+c 1
———— puisque(D) a pouré uation—L:O, aveccettefois le vecteur—— (ai +
ety PuisauelD) apourequatom et Nrard

bj) unitaire comme précédemment.

5— Cercles

[0 Dans un repére orthonormé, I'équation du cercle de de(drd) et de rayon R est :
(xa)°+ (b’ =R
de la forme :
X +y +cx+dy+e=0
Inversement, cette équation est un cercle (ou éventuellement I'ensemble vide).
X +y +cx+dy+e=0

Cy2 do_c+d
o (x+2) +(y+2) ==

e

% —e (si la quantité sous kadicalest

positive ou nulle, sinon aucun point ne veérifie I'équation).

Son centre a pour coordonnéesg(—g) et son rayo

[0 Géométriquement, il est évident qu'une droite coupeetrieen deuxpointsdistincts,ou bienest
tangenteau cercle,ou bien ne le coupepas. Cela peut se vérifier par le calcul en prenant,pour
simplifier le centredu cerclecommeorigine du repéreet I'axe desabscisseparallélea la droite. Les
points communs vérifient alors :

0x% + y2 =R

0

gy =d
Iy adeuxsolutionsdistinctessi|d| < R? unesolutionuniquesid = R ou si d = —R, pasde solution

si|d| > R.

Le cas de l'intersectiatie deuxcerclesseraménammédiatemenau précédentpuisquela différence
deséquationgde deux cerclesdonnentl'équationd'unedroite (ou une constante)Les deux cercles
peuventdoncavoir uneintersectiorvide, ou bien étre confondus(casou la constanteestnulle), ou

bien se couper en deux points, ou bien étre tangents en un méme point.

[0 A et B étant deux points distincts, intéressons-nous lI'ensembledes points M tels que
<MA ,MB> = Cte.NotonsQ le milieu de[A,B], desortequeAM = AQ + QM et BM = BQ + QM.
Faisons le produit scalaire. On obtient :
<AQ,BQ> + QM? = Cte
1

D'ol QM? = Cte + RouR = EAB' Il s'agitdoncde cerclesde centreQ. Dansle casou la constante

est nulle, on obtie®M = R. Il s'agit alors du cercle de diamétre [A,B].
La suite du paragraphe est réservée aux MPSI
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[0 A et B étantdeuxpointsdistincts,la ligne de niveauMA = kMB, aveck nonnul. Sik =1, il s'agit
évidemmentle la médiatricede [AB]. Pourk différentde 1, cetterelationéquivauta MA? = KMB?
ou encore a :
<MA —kMB , MA + kMB> =0
Notons G le barycentre de (A,1) et (K)}et G le barycentre de (A,1) et (B, de sorte que :
MA —kMB = (1- kMG, et MA +kMB = (1+kMG;
On obtient alors : MG;, MG,> = 0. Il s'agit donc du cercle de diamétre,{&].

Quandk tendvers0, G; et G, tendentversA. Quandk augmentele cercles'élargitpour donnerla
médiatricede [AB] lorsquek = 1, puis, quandk tend verslinfini, G, et G, tendentversB. Voici
guelques lignes de niveaux :

EXERCICE:
Considéronsune famille de points A; affectés de coefficients A; et considéronsla fonction
M - Y AMAZ Quelles sont les lignes de niveaux de cette fonction ?

Supposonsl'abordquela sommedescoefficientsestnon nulle, de sortequ'il existeun barycentreG
aux (A, A). Onaalors :

MA; = MG + GA
0 MA®> = MG® + 2<MG, GA> + GA®
O Y AMAZ =3 A MG? + 2<MG, T AiGA> + 5 A GA?
or ¥ A\iGA estnul par définition du barycentreet S A; GA® estune constanteUne ligne de niveau
de la fonction M= ¥ AMA? vérifie doncy A\, MG = Cte. Il s'agit donc de cercles de centre G.

Dansle casou Y A; = 0, et en prenantcettefois G quelconquepn obtient2<MG, U> = Cte, ou
U =3 A GA ne dépend pas de G. Il s'agit donc de droites paralléles, orthogobales a

[0 SoientA et B deuxpoints,et a un angledonné.On s'intéressaux lignesde niveauxde la forme
angleMA, MB) =a.

Considérons au préalable un triangle ABC inscrit dans un cercle.
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La sommedesanglesdu triangle étantégala 1, on endéduitqued + ¢ + Y = g L'angleau centre

AOB qui vautrt— 20 est donc le double de I'angle inscrit ACB qui vaut g :g—e.

Si un point M appartient a un cercle de centtel@ueangleMA, MB) = a, alorsangleQA, OB) =
20.

A A

20]0

et 2o vautz—n. Dansla figure de droite, on prendragardequeles

3 3
41t

anglessontorientésde MA versMB. Ainsi angleMA, MB) est-il égala—%n (ou 3 en comptant

l'angle dansle senstrigonométriquede MA versMB en passanpar I'extérieurdu cercle),de sorte

que 2a (a 2rmt pres)vaut — an ou 8n ou Z—T[. Les anglesau centresont bien égauxdansles deux

3 3 3
figures, mais l'angle inscrt' est égal & + Tt

Dansla figure de gauchep vaut

-10-



La notion d'angledéfini a 1t pres est parfaitementadaptéaux droites. En effet, 'angle de deux
vecteursnonnuls(U,V) estl'anglede la rotationqui transformeiﬁ enﬁ. La mesurede cetangle
est définie & & prés. Les angles vérifient la relation de Chasles :
(UV) + (VW) = (UW)
Celle—cirésulteeneffet dela loi de compositiondesrotations.On a aussi(U,-U) = tmod 21t Il en
estde mémepour les demi-droites Une demi—droitevectorielle(D) estengendrégar un vecteurU
de telle facon que :
(D) ={AU A >0}

Il en estde mémed'unedemi—droiteaffine qu'on peutdéfinir comme{A + AU | A > 0}. On peut
donc définir 'anglele deuxdemi—droitescommeétantl'anglede leur deuxvecteursggénérateurCet

angle est défini ar2pres.

Par contre,une droite vectorielleou affine possédeales vecteursdirecteurspouvantprendredeux
directions.ll n'existeen effetaucunmoyende privilégier un vecteurdirecteurd'unedroite plutét que
son opposé. Soit deux droites de vecteurs directedrset+ V. On peut choisir commanglede ces
deux droites les angles V), (-U,V), (U,-V) ou ((U,-V).Orona:

“uv)=Uu+UVv)=U\V) +1

(U,—V) = (U,V) + (\/1_\/) = (U,V) T

(-U,~Vv)=U\V)
N'ayant aucun moyen canoniguede choisir une orientation particuliére pour les droites, nous
choisirons donc n'importe lequel desangles maiscelui—cine seradéfini qu'aun multiple de 1t prés

aulieu de 2rt. Ci-dessousangle((D),(D") = % ou-— %ﬂ au choix. De méme,angle((D"),(D)) = —%
31
ou~

(D)

/ (D)

Il en résulte que, pour tout M appartenantwu cercle de centre O passantpar A et B tel que
angleQA, OB) = 2a, alorsangle((MA), (MB)) = a, ou l'angle considéréest un anglede droites,
défini a t pres.(Entouterigueur,il faut considéreiM différentde A et B. En effet, pour cespoints,
MA ouMB est nul, et la droite (MA) ou (MB) n'est pas défini).

Si on choisitdesanglesde vecteursangleMA, MB) = a n'estvérifié quepour M appartenané un
seuldesdeuxarcsde cerclesd'extrémitésA et B. Enfin, aucunpoint n'appartenanpasau cerclene
peut vérifierunetelle relationpuisque si M estextérieurau cercle,l'angle(MA, MB) seraplus petit,
et s'il est intérieur au cercle, I'angle sera plus grand.

Ainsi, la lignede niveauangle((MA),(MB)) = a estle cerclepassanparA etB, decentreO tel qua
angleQA, OB) = 2a, privé des points A et B.
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Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

Il : Géométrie de I'espace

1- Repérage dans I'espace
Pour repérerun point M de l'espace trois procédésexistent,les coordonnée<artésiennesles
coordonnées cylindriques et les coordonnées sphériques.

a) Repére cartésien du plan

Pourdéfinir un reperecartésierdu plan,on sedonneun point O appeléorigine et vecteurs(i, j, k)
non coplanairesPourtout point M de I'espaceje vecteurOM se décomposeal'une fagcon unique
sous la forme :

OM =xi +yj +Z
X, Yy et z s'appellentomposantesiu vecteurOM ou coordonnéesiu point M. En général,la base
(i, j, k) est orthonormale directe auquel cas, on dit que le repére est orthonormal direct.

Un changementle reperes'opérecommedansle plan. On se donneune nouvelle orginie Q, de
coordonnéesy( b, c) dans I'ancien repére, @henouvellebase(l, J, K), parlescomposantedel, J
etK dans I'ancienne basej( k) :
| =ai +af +a"k
J=pBi +Bj+p"k
K=vi +yj +y'k
Le problemeestde déterminerdansle nouveaurepére(Q, 1, J, K) les coordonnéegX, Y, Z) d'un
point M dont on connait les coordonnéeg)(dans I'ancien repere (0Q)). Il suffit d'écrire que :
QM =OM -0Q
o Xl +YJ + ZK = (x-a)i + (y-b)] + (zC)k
= X(ai +afj+a"k) + Y(Bi +Bj +Bk) + Z(yi +VYj +Y'k) = (x-a)i + (-h)j + )k
EC(X+[3Y +yZ=x-a L,
- Oa'X +B'Y +yZ=y-b L,
Ha"X +B"Y +y'Z=y-b L
et il suffit ® de résoudrele systemeHeureusementsi les repéressont orthonormésijl suffit de
calculeral; + bL, + yL; pour obtenir X puisque,dansce cas,a’® + a” + o"% = 1, alors que
aB +a'B' +a"B" =0 et de méme avegy ety

b) Coordonnées cylindiques
Considéronaun repéereorthonormaldirect (O, i, j, k) de I'espace.Les coordonnéesylindriques
s'obtiennenen prenantles coordonnéegpolairesdansle plan (O, i, j). Elles sont particulierement
adaptéegpour repererun point d'un cylindre, d'ou leur nom. Les relationsentre les coordonnées
cylindriques ¢, 6, 2) et les coordonnées cartésienney,(2) sont :

Hx =rcosP)

Uy=rsin(©)

z=z
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c) Coordonnées sphérigues

Considérongsin repéereorthonormaldirect (O, i, j, K) del'espaceLes coordonnéespéhriquesie M
s'obtiennent eprenantes coordonnéepolairesdansle plan (O, OM, k). Si M appartient l'axe (O,
k), cescoordonnéesie sontpasbien définies.Plus précisémentsoit u le vecteurdu plan (O, 1, j)
contenu dans le plgi®, OM, k), tel queOM ait unecomposantgositiveselonu. On pose¢ l'angle
entrei etu et l'on prendles coordonnéegpolairesde M dansle plan (O, k, u), k servantd'origine
pour les angles.

Lesrelationsentreles coordonnéesgylindriques(r, ¢, 6) et les coordonnéegartésiennes, vy, 2)
sont :

BXx= rsin(@)cos)

Oy=rsin@)sin(®)
Hz =rcosg)
Cescoordonnéesont particulierementdaptéegpour repérerun point d'unesphére.® s'appellela

colatitude. (Sur Terreh est la longitude %—6 la latitude).

2— Produit scalaire

[0 Le produit scalaire est défini comme dans le plan :
<u,v> = |[lu | [Iv || cosg, V)
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ou cos(, v) désignele cosinusde l'angle entreu et v. Mais il n'existeaucunmoyen canonique
d'orienterun plan dansl'espacec'esta dire de définir un senstrigonomeétriquedansce plan (il
faudraitpour celadire ou estle "dessus'et le "dessous'du plan). De sortequele signede l'angle
resteraindéterminé et que les anglesne serontpasorientés.La relationde Chaslesn'estdonc pas
respectéeCelane posepasde problemespécifiquepour le produit scalaire puisqueseulle cosinus
de l'angleintervientet quele cosinusestpair. Le signeattribuéa la mesurede I'anglen'adonc pas
d'importanceSi u ou v estnul, I'angleestnon défini, maisdansce cas,<u, v> = 0. Commedansle
plan, le produit scalaire est symétrique

[0 Donnond'expressiordu produitscalairede u et v dansunebase(i, j, k) orthonormaleSoit (I, J)
une base orthonormale du plan contena@tv, écrivons que :

u=Xl+YJ
v=XI+YJ
| =ai +af +a"k
J=pi +pj +p"k
On notera que |||| =\/o® + o + a"? en appliquant deux fois le théoréme de Pythagore :
all
N
I
O a’ R
o}
M

On a en effet OM s/a? + a? puis || || =\/OM? + a"? =~/a? + a”? + o"2,

Ainsi, a® + a” + a"? = 1 en supposant unitaire. De méme,p® + B + p"? = 1 en supposant]
unitaire.

Enfin, en appliquantune derniérefois le théoremede Pythagoresur le triangle rectangledont les
deux cotés de 'angle droit sdnétJ, on a :

4

=3 (F=111F+ 113 IF
SOIt . (a —B)Z + (a' —Bl)z + (C(" —_ B")Z = az + a'z + a" + BZ + BIZ + an
ce qui apres simplification donogd +a'B' +a"f" =0
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Exprimons maintenant etv dans la basa,(j, k) :

u=X(i +aj+a'k) + Y(Bi +Bj +B"k)

v=X'(ai +a +a"k) + Y'(Bi + B +B"k)
O u=xi+yj+zZkavecx=aX +pBY,y=a'X+pYetz=a"X + p"Y

v=Xi+yj+zZkavecx =aX +BY,y =aX +pBY etz =a"X"+ "Y'
Onsaitdéjaque<u, v> = XX' + YY" (expressiordu produit scalairedansun plan). On vérifie alors
que cette quantité est identiquea xX + yy + zZ en utilisant le fait que o® + a” + o"* = 1,
B?+p%+p"* = 1etenfimpP +a'f +a"p" =0.

Ainsi, <u, v> =xX +yy + z2, permettant de vérifier que le produit est bilinéaire.

[0 La distancede deuxpointsA et B de coordonnéesespectivegx, vy, 2) et (X, y, Z) dansunrepéere
orthonormé, est donnée pahAR || =1/<AB, AB>. On obtient donc :

AB =\(x—X)"+ (y~y)" + (z-2)°

3— Produit vectoriel

[0 Le produit vectoriel de deux vecteurscolinéairesestnul. Le produit vectoriel de deux vecteurs
non colinéaires est défini comme suit :

u Ov estle vecteurdenormel| u || ||V || sin(u, V), orthogonalau plan(u, v) ettel quela base

(u, v, u Ov) soit directe :
Vv Vv
u

Commedit dansle paragraphg@récédentle signedel'angle(u, v) dansl'espaceestindéterminé On
choisira donc une valeur de I'angle entre 1, ele facon que son sinus soit positif.

[|u Ov || correspondca ceIIede|Det(u, v)| dansle plan(u, v). Il enrésulteque||u OV || S'interprete

commel‘aire du parallélogrammeonstruitselonles vecteursu etv, et queu et v sontcolinéairessi
et seulement si [Jv = 0.

[0 Reprenondes notationsutiliséesdansle paragrapheur le produit scalaire Si (i, j, k) forme une
base orthonormale directe, etlsiJ) forme une base orthonormale du plan contenatt, on a :
u=Xl+YJ
v=XI1+YJ
| =ai +af +a"k
J=pBi +Bj+p"k
O u=xi+yj+zZkavecx=aX +pBY,y=a'X+pYetz=a"X + B"Y
v=Xi+yj+zZkavecx =aX +BY,y =aX +pBY etz =a"X"+ "Y'
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Z-zy

Nousallonsveérifier queu v a pour composantedansla base(i, |, k) le triplet %X -XZ E
y —yX
w ce derniervecteur.Si u etv sontcolinéaireson a parexemplev = Au pour un certainscalaireA,
de sortequeXx = AX, Y = Ay, Z = Az On vérifie facilementque w estnul. Nous supposeronslonc
maintenanti etv non colinéaires.
» w est bien orthogonalaet av. En effet :
<W, U> =X(yZ —zy) +y(zX —x2) + z(xy —yX) = 0 et de méme poums v>

o |w]|= |XY' —YX'| =||lu|[]]v||sin(u, v), valeurabsoluedu déterminanteu et v calculédansla

base [, J). En effet :
lwIf = (yZ —2y)* + @2X —x2)* + (xy —yX)*

et (yZ-zy)’ + (X —x2)* + (xy —yX)* = (XY' — YX')?
comme pourront le vérifier les courageux en utilisant le faitduea” + a"? = g% + B2 + p"* = 1 et
queaf +a'B +a"p" =0.
* Labasey, v, w) est directe.
Supposonpar exemplexy — yxX > 0 (si cettequantitéest négative échangetes deuxvecteurs.Si
elle nulle, raisonnerde fagon analogueselonune autre composanteon nulle). Cette quantitén'est
autre,dansle plan(i, j), quele déterminantlesvecteursxi + yj etXi + yj, projectionsdeu etv sur
le plan(i, j). Nousnoteronscesdeuxprojectionsiu et INv. Le fait que ce déterminansoit supposé
positif signifie que,dansle planorientépar (i, j), le sinusdel'angle(Mu, MNMv) estpositif, et doncque
l'angle (Mu, Mv) estcomprisentre0 et 1. (Mu, Mv) forme doncunebasedirectede ce plan. (Mu,
v, k) forme une base directe de I'espace.

Posons

Mv
Mu

u (respectivement) s'obienta partir de Mu (respectivemenklv) en ajoutant(ou retranchantune
composanteelonk. Cetteopérationne modifie pasle fait que (u, v, k) resteunebasedirecte(bien
gue non orthonormale).

!

Le vecteuru [0 v, orthogonala u et v et formant avec ces deux vecteursune basedirecte, sera
disposé de facon a avoir une composante positive kel@est donc biew.
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Les composantedu produit vectoriel %X -XZ
y —yX H

s'obtiennenen calculantdesdéterminant® x 2 a

partir descomposante% Eet % E en commencanpar les deuxcomposantedu bas EBZ/ 32./ E puis

. . . . .0zZz
en continuant, toujours en descendant, comme si les composantes se refermaient cycl@*exrr%nt :
et enfinéX X E
yy

Une étudeplus approfondiede 'orientationde I'espacedesbasedlirecteset indirectes... setrouve
dans le chapitr®éterminantsqu’'on trouvera dans le fichier DETERMIN.PDF.

zZ-zy H
0 Les composante%x —XZ
y -yx [
Concrétement, cela signifie qu'elle se comporte comme un produitedioon de produit vectoriel.
Il en est de méme du produit scalaire).
EXEMPLE:
u+3)ONV-V)=uO(V-V)+ 3 O(-V) (linéarité par rapport au premier vecteur)
»Ov—ulVv+3u Ov-—3rdyv (linéarité par rapport au second vecteur)

permettente vérifier quel'application(u, v) - u OV estbilinéaire.

[0 Cescomposantepermettentde vérifier égalemenfguev O u = — u O v. On dit que le produit
vectoriel est antisymétrique.

En résume :
PROPRIETES DU PRODUIT VECTORIEL :
i) uldv=0 = u etvsont colinéaires
i) udv#0 = uetvsont non colinéaires
iii) Le produit vectoriel est une application bilinéaire antisymétrique
iv) u v est orthogonal & et av, et si(u, v) engendre un plan, alofsl, v, u [Jv) est directe.
V)(uOv) Ow=—<v,W> U+ <u, w> Vv
uld(vOw) =<u,w>v-—<u,v>Ww
(double produit vectorigl
vi) [fuOv|f+<u,v>*= |[ulf|lvIf

Pourle pointv), il suffit de choisirunebaseorthonorméalirecte,adaptéeau probleme.On choisitl|
unitaire tel que :

u=Jlull
On choisit] tel que :

v=||v|[(coD I + sirB J)
On pose alor& =1 0J. On a alors :

udv=[lu]l[|]v]lsin® K
Pourw quelconque|l suffit alors de faire le calcul en utilisant I'expressiondes composantesiu
produitvectoriel.Un dessindansle casparticulierou lestrois vecteurssontcoplanairespermetde
retrouver rapidement la formule :

-17 -



Dansla figure précédente(u [Jv) [0 w appartientau plan(u, v), a unecomposant@égativeselonu
et positive selon. Donc :

(udv) Ow=—=2+??%
?? et ??7? sont les produits scalaires des autres vecteurs, a savoiy\w? et2?? = g, w>.

En ce qui concernevi), on noteraque |[u Ov || = |[u |||V |l sin@®) ou 6 = angle(, v). Or
<u,v>=||u|| ||v||cos@). D'ou le résultat.

4— Division vectorielle

Il s'agitde résoudrel'équationa [1 x = b dansE, espacede dimension3. Soit S I'ensemblede
solutions.
Ha=0

sib=0, alorsS=E

sib# 0, alors S #£1.

Haz0

si<a, b># 0 alors S 1.

si<a, b> = 0, alorsx estla sommed'unesolutionparticulierex, et de la solutiongénéralede
I'équation homogena [1x = 0. L'équationhomogeneadmetpour solutionAa. On peutprendrepour

Xo le vecteur”L b Oa. En effet, le vecteurb [ a estun bon candidatpour pointer dansune

alf
direction,qui, multipliée vectoriellemenpar a, redonneb. Il suffit justed'ajusterconvenablemerga
norme de facon quex || |[a|| = ||b || et donc de s'arranger pour que || :H%H

/0

X:LbDaH\a

llalf

Ainsi :
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EXEMPLE: ConsidéronsineparticuleM de massem, possédantinechargeélectriqueq, pénétrant
dans un champ magnétigoenstaniet uniformeB avecunevitesseV, orthogonalea B. La particule
est repérée par le vectedDM =r. O sera choisi swn axeperpendiculairé B etaV, et passanpar

M a l'instantinitial. Un choix plus précisserafait plus bas.Pourle moment,O estun point choisi

arbitrairement de cet axe.

Mo Vo

Il estremarquableuetout autrechoix d'unebaseestparfaitemeninutile, la résolutionpouvantétre
menée vectoriellement jusqu'au bout.

La particule est soumise a la force de LoréntzqV 0B = m%—\t/.
i) Cetteforce estdoncorthogonalea B de sorteque<%—\t/, B> = 0 etdoncque<V, B> estconstant.
Etantnul a l'instantinitial, le produit scalaireestidentiquementul et<V, B> =0 = <%, B>. Donc

<r, B> estconstant,et étantnul a l'instantinitial par choix de O, il estidentiquementnul. Cela
signifie que M reste dans le plan passant par O est orthogBnabzatrajectoire est plane.

ii) La force F estégalemenbrthogonalea V, de sorteque <d—V, V>=0= %% <V, V>=

2
dt V5

NI
=3}

donc la vitesse scalaire V est constante, égale a VvV

iii) On peut également écrire que :

v co=m® _ 9 qp-d
ma—qVDB—O—mdt thDB—dt(mV gr OB)
U mV —qgr OB =L vecteur constant au cours du tempa\s —qr, 1B

C'estla que nousaffinons notre choix de O, et que nousdéfinissonsen particulierla distancer, a
laguelle il se situe de MEn effet, en changeant le choix de O le long de I'axe, on cleawngleurde
ro et donc le vecteur. Nous choisissons O de facon dusoit nul. Il suffit pour cela que :

gro B =mV,
O ro = B—Eénzﬁ obtenu par division vectorielleg est de modulggvgo =T

iv) Une fois ce choix fait, I'équation trouvée en iii) devient :

mVvV—-gr B =0

U g B =mv
_BOmv R L . .
r= OB obtenu par la méme division vectorielle que précédemment.
N N da__1d _1d »
r estorthogonaleaVV desorteque<r, V>=0=<r, —>==—<r, r>=Z= —r“, Doncr estconstant,
dt  2dt 2 dt

égal arg :rg_\éo’ ce qui signifie que la trajectoire est circulaire, de régéﬁ, de centre O.

-19-



www.Mcours.com

Site N°1 des Cours et Exercices Email: contact@mcours.com

5— Déterminant ou produit mixte
[0 Soit trois vecteursu, v et w. On appelledéterminantdes trois vecteursou produit mixte la
guantité :
Det(u, v, w) = <u Ov, w>
Cette quantité est linéaire par rapport a chacun des vecteurs. On dit qu'elle est trilinéaire. Ainsi :
Detu +u', v, w) = <Au +u’) Ov, w>
=xu Ov +u' Ov, w> en utilisant la linéarité du produit vectoriel
=A<u Ov, w> + <u' dv, w> en utilisant la linéarité du produit scalaire

xDet(u, v, w) + Det’, v, w)

et de méme pour les autres vecteurs.

[0 Dans une base orthonormée direatescu = xi +yj + Zk, v=Xi +yj + Zk etw = X"i +Vy"] + Z'k,
I'expression du produit scalaire et du produit vectoriel sous forme de leurs composantes donne :
Det(u, v, w) = (yZ —zy)X" + (zX —x2)y" + (xy —yX)Z'
XyZ' + Xy'z+ X'yZ —zyX"' —Xy'Z —yxXZ'
HX X X'

ce qu'on note Hy Y ¥' = Le déterminants'obtienten sommantle produit de trois diagonales
227

descendantest en retranchantie produit de trois diagonalesmontantesOn remarqueque, Si on
permutedeuxvecteurs)e déterminanthangede signe.En dimension3 commeen dimension2, le
déterminant est antisymétrique ou alterné.

La valeurabsoluedu produit mixte s'interprétecommele volumedu parallélépipedeonstruitsur u,
v etw. En effet, la norme de (v est I'aire du parallélogramme servant de bade pebduitscalaire
de ce vecteur pav permet de projetew suru (v et d'obtenir la hautelrdu parallelogramme.

NN

N/

u

Il en résulte que, v etw sont coplanaires si et seulement si le volume de ce parallélogrammaé est
c'est a dire si et seulement si Detf, w) = 0.

6— Droites et plans

a) Plans

Le casle plus simple est celui d'un plan donnépar un point A de coordonnéegxa, ya, Za) et un
vecteurn normal(i.e. orthogonal)au plan, de composantesa, b, ¢). Dansce cas,un point M de
coordonnéesx, y, 2) appartientau plan si et seulemensi <AM, n> = 0, ce qui donnedirectement
une équation du plan :

(X=Xa)a+ (y—ya)b+ (z—2z)c=0
ou encore :

ax+by+cz+d=0aved = —(@xa + bys +cz)

On remarqueque les coefficients(a, b, ¢) de l'équationsontles composantesu vecteurnormaln.
La constantel est ajustée de facon a ce que A vérifie I'équation.
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On se donnemaintenanttrois points non alignés,ou de maniéreéquivalenteun point A et deux
vecteurdJ etV non colinéaires. Alors :
MO (P) = Oa, OB, AM =aU + V.

En utilisantdescoordonnéespn obtientunereprésentatioparamétriqualu plan sousla formed'un
systemede trois équationsaux deux inconnuesa et (3. Cette représentatiorest cependanieu
pratique,car pour savoirsi un point appartienta (P), on estcontraintde résoudreun systemeOn
peut donc résoudrele systemeune fois pour toute dansle casgénéral.En éliminanta et B, on
obtientune conditionsurx, y et z, coordonnéesle M pour qu'il y ait une solution. Cette condition
est une équation du plan.

EXEMPLE : On se donneA(1, 1, 1), B(2, 3, 4) et C(2, 0, 1). Nous prendronsU = AB de
composantes (1, 2, 3) ¥ét=AC = (1, —1, 0). MX,y,z) appartient au plan si et seulement si :

gx:1+a+[3
Oa, OpOy=1+2a—B
Hz=1+3a

< DG!DBD = _E_g
EB X7373
X+y—-z-1=0
o X+y—-z-1=0

Une facon plus rapide de trouver I'équation du plan consiste également a poser :
detAM,U,V) =0

puisquecetteconditionsignifie que (AM, U, V) sontcoplanaireset doncqueM appartientau plan

affine passant par A de direction le plan vectoriel engendrd pav.

111
EXEMPLE: /y-12-1-=0+« 3(-1)-3¢1) +31)=0- x+y—-z—-1=0
=13 OH

Quantau planvectorieldirectiondu plan affine (i.e. le planvectorielconstituédesvecteurgoignant
deux points quelconquedu plan affine (P)), son équationest obtenueen supprimantles termes
constants x+y—-z=0.
En effet, si ax + by + cz+ d = 0 estl'équationd'un plan affine (P), alors tout vecteurdu plan
vectoriel direction peut s'écriresousla forme MN avecM et N points de (P). Il suffit d'écrire
I'équationde (P) pour cesdeux points, puis de retranchermembrea membrepour voir que MN
vérifie la méme relation sans terme constant :

0 +byw +czy+d=0

Do+ by cotd=0 D 800 =%u) + b —Yir) +C(zn—2) = O

Unetroisiememéthodeconsistea déterminemun vecteurnormala (P). Il suffit pour celade calculer
1 3 1
0,BYA 838 A4

U OV, cequidonne: H H H— H— H— H Onretrouvedoncl'équationx + y —z =0 pour
0 3 1

le planvectoriel.Pouravoir I'équationdu plan affine, il suffit alorsd'ajusterda constantgoour queA
vérifie I'équation du plan affine, soitry —z = 1.
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b) Droites

O Il existeessentiellemendeux méthodesalgébriquegpour caractériseiune droite, le systemede
deuxéquationartésiennest la représentatioparamétrigueOn sedonneun repere(O, i, j, k) (en
général orthonormal direct). La droite (D) peut étre donnédeaatpointsA et B, ou un point A et
un vecteurdirecteuru. Si la droite estdonnéepar deux points A et B, un vecteurdirecteurest
u=AB.

La représentation paramétrique de (D) est, comme dans le plan :
M O (D) = OA, AM =Au ce qu'on note aussi M = Axu
On obtient alors directement :
EX=Xa + Aa
Oy=ya +Ab
Hz=2z +Ac
oua, b etc sont les composantes dgx, y etzles coordonnéede M et xa, ya €t za lescoordonnées
de A.

L'éliminationde A conduita un systemede deux équationscorresponca deux planss'intersectant
selon la droite (D).

EXEMPLE:
Soit A de coordonnéegl, 1, —1) et u le vecteurde composantegl, 2, —3). Une représentation
paramétrique de la droite (D) passant par A et de vecteur directstr.

gx=1+A
Oy=1+2A
Hz=-1-2\
L'élimination deA conduit a (par exemple) :
BA =x-1 BA =x-1

Oy=1+2x-1) - O2x-y-1=0

Hz=-1-3(x-1) H3x+z-2=0
Un pointM de coordonnéesx, y, z) appartient (D) si et seulemensi il existeA tel quele systeme
précédensoit vérifié. Puisquda premiereéquation\ = x — 1 sebornea donnerla valeurde A gu'il
. o . .O02x-y-1=0
convientde prendre M appartieni (D) si et seulemensi st +7.2=0"
deux équations de deux plans affines d'intersection (D).

Les deuxéquationssont

On noteraque,si deuxpointsB et C de coordonnéesespectivegXs, Vs, Zs) €t (Xc, Y, Zc) Vérifient
ces deux équations, alors le vectB@ra pour composantes= Xc —Xs, Y =Yc —VYs €tZ=2c — Z3. Or

DZXB—yB—1=O
Ij3xB+zB—2=0 02(xc —%g) = (¥s —¥c) =0

2% —yc—1=0 O H3(xe —x0) + (zs—20) =0 &N retranchantmembre a membre les
Uaxe +z.-2=0
équations
02x—-y=0
. H3X +z=0

Autrementdit, les équationsvérifiéespar les vecteursde la droite vectorielledirectionde la droite
affine (D) s'obtiennent a partir des équations de (D) en supprimant les constantes.
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On peuttestersonrésultatfinal de la fagonsuivante D'abord,A appartientaux deuxplanspuisque
02x-y-1=0

(1, 1, 1) vérifie les deux équationst

D3x+z—2=0 - ENsuiteu est bien vecteur directeur de

_ . _ o 02x—y=0
I'intersection de ces deux plans puisque (1, 2, —3) vérifie le SY%@mﬁz =0

i , . i . Dax+by+cz=d

Inversementsi on se donneune droite par un systemede deux equatlonsa ax+by+cz=d
deuxéquationsne doiventpasétre cellesde deux plansparalléles Les équationssansconstantene
doiventdoncpasreprésentela mémedirectionvectorielle.Pourcela,il fautetil suffit quecesdeux
. . Dax+by+cz=0
equatlonsa ax + by +cz=0
de trouver un vecteur directeur de la droite. Il suffit de prendre :

g

En effet, le vecteurde composantega, b, ¢) est orthogonalau premier plan, et le vecteurde
composante&, b', ¢) estorthogonalau deuxiemel e produitvectorielde cesdeuxvecteursgtant
orthogonala chacund'eux, appartienta chacundes deux plansvectoriels.ll appartientdonc a la
droite vectorielle direction de la droite affine cherchée.

ces

ne soientpasproportionnellesll estpar ailleurs extrémementapide

c) Distance d'un point a un plan
Soit (P) un plan contenant A et de vecteur orthogon@®) a donc pour équatio\i#, n> = 0.

Soit H le projeté d'un point M quelconque sur P. OMH <n> = 0 etHM = An. Cela suffit adéfinir
H de maniére unique.

On en déduit queAM, n> = <AH + HM, n> =\ ||n |f et donc :

. <AM, n>

) HM =—————n

) In1F

. |<AM, n>

i)d=HM=— 1
[In]|

ou d désignda distancede M a (P). On retrouveune expressioranaloguea celle vue en dimension

| o ax+by+cz+d
2. Si ax + by + cz+ d = 0 est I'équation de (P), alors HM = puisque

\/a2+b2+c2

ax+ by + cz+d= 0 n'est autre que I'expression dé n> avecn de composantes,(b, c).

d) Distance d'un point a une droite

-23-



Soit (D) une droite passantpar A de vecteurdirecteuru. Soit H le projeté sur (D) d'un point
guelconque M. On a alosH =Au et <HM, u> = 0, ce qui détermine H.

M

A

On en déduit qu&M Ou = (AH + HM) Ou =HM [Ou
O [[AM Ou || = [HM Ou || = [[HM [[ [Ju ||

donc
d:MH:”AM On ||
[In ||

oud est la distance de M a la droite (D)

e) perpendiculaire commune

Soit (D) et (D') deuxdroitesnon parallélesde vecteursdirecteursrespectifsu et u', passanparles
point respectifsA et A'. On chercheune perpendiculaircommunegA) a (D) et (D"). Cettedroite a
nécessairement pour vecteur directelru’ qui est orthogonal aux deux droites.

(Q) est l'intersection du plan (P) passantAat contenanu etu O u', etdu plan(P') passanpar A’
et contenanti etu Ju'.

Soit H et H' les intersectiongrespectivesde (A) avec (D) et (D). On vérifiera, en décomposant
AA'=AH +HH' +H'A' que :
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|<AA',u Du'>|
d=HH'=
|lu Cur|

oud est la distance entre les deux droites.

EXEMPLE: A (1, 3,-2) U 10 . 3,1, 1) u'%ﬂ
H-a 0

: °n BLE

u O u' de composantes-1— (P) contientles vecteur et et admetdonc pour vecteur
1t 1 HaH

Ona:

normalleur produitvectoriel%% Une équationde (P) est2x + y + z = 3. En procédantde méme

pour (P"), on trouve + 2y —z = 4. Les équations dA) sont donc :
%Zx +y+z=3
mX+2y—z=4

On vérifiera également que la distance entre les deux droiﬁg.est

7— Sphéres
Dans un repére orthonormé, I'équation de la sphére de €datre, c) et de rayon R est :
(x8)* + (y-b)* + (z¢)° =R
de la forme :
X +y +Z+dx+ey+fz+g=0
Pour retrouver le centre et le rayon, on procede comme pour une équation de cercle dans le plan.

L'intersection d'une sphére est d'une drddenedeuxpointsdistincts,ou un point double(casdela
droite tangentea la sphere)ou lI'ensemblevide, correspondanaux différents casde I'équationdu
second degré. En effet, si la droite est mise sous forme paramétrique de pavaimeeesectionde
la sphére et de la droite conduit & une équation du second degré en

L'intersectiond'unesphéreet d'un plan donneun cercle,ou un point ou I'ensemblevide. Considérer
par exemple un repére pour lequel I'équation du plan=e6t

Commele casde deuxcerclesdansle plan, celui de l'intersectionde deuxsphéreserameneau cas
précédent: la différence des équationsde deux spheresdonnentl'équation d'un plan (ou une
constante)Les deuxspheregpeuventdoncavoir uneintersectionvide, ou bien étre confondus(cas
ou la constante est nulle), ou bien se couper en un cercle, ou bien étre tangents en un méme point.

Il : Arcs paramétrés

1- Généralités
Un arc paramétréest défini par une fonction F d'un intervalle | de R dansun espaceaffine de

dimension2 ou 3. En général,la fonction considéréeest de classeC* aveck = 2 (fonction k fois
continmentdérivable).L'interprétationphysiqueest la suivante: t élémentde | désignele temps.
F(t) représentda position d'un point mobile M(t). Une origine O étantchoisie,F(t) = OM(t). La
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vitessevectorielleV du point mobile estdonnéepar F '(t) et sonaccélératiorvectoriellea parF “(t).
(Lesdérivéespeuventsecalculercomposant@ar composante)en coordonnéesartésiennesi F =
Xi +Vj, alors :

V =Xi +V]j

a=x"l+y"j

EXEMPLE:

La cycloide (cf Annexe) est parametrée par :
Ox = R(t —sint)
oy = R(1-cog)

Soientf et g deuxfonctionsa valeursvectoriellesdérivables.On pourraveérifier (par exempleen
raisonnantur I'expressiondu produit scalaireou du déterminanten fonction descomposantesles
vecteurs) que :

Aol o, g
it il Hee
d

d . | dg
It Det(f, g) = Det%, g) + Detf, dt)

Autrementdit, produit scalaireet déterminantse dériventcommedes produits (ce qui est normal
puisqueleur expressiorfait intervenirdessommesle produitsde composantede f et g). Enfin, en
un point otf ne s'annule pas :

d d 1 df g _ &
a T =g V== Cae ™+ 0w = g

2— Etude locale

la configurationde I'arc au voisinagede M(t;) dépenddesdérivéessuccessivede F, et desrelations
deliaisonsentrecesdérivéesNoussupposon§ aumoinsC'. Considéronsa droite (M(to)M(t)). Si
cette droite admetune position limite lorsquet tend verst,, alors cette position limite serapar
définition la tangente a I'arc en ty)( Deux cas sont possibles :

lim 1 M(t)M(to) = F '(to) existe et est non nulle.
t—>t0 t_tO

Le point M(ty) est dit régulier. Alors la tangenteest la droite passantpar M(to) et de vecteur
directeurF'(to). Cette situation est la plus générale.Elle correspondd‘ailleurs au cas usuel des
représentationgraphiqueslesfonctionsréelles.Soit g unetelle fonction, dérivable.Songrapheest
représent@arl'ensembledespointsM(x) de coordonnéegx, g(x)). La tangenteau grapheen M(Xo)
est la droite de vecteur directeur (1xg) Ce vecteur n'est jamais nul.

lim 1 M(t)M(to) = F '(to) existe et est nulle.

toto o
Le point M(tp) estdit stationnaireOn verracommenttraiter ce casdansle chapitreDéveloppements
limitésdu fichier DLTAYLOR.PDF.

3— Asymptotes
Il 'y a brancheinfinie lorsquet tend versty, si lim || OM(t)|| = +e. Deux cas sont faciles a

—
déterminer.
0 Six(t) - a, ety(t) - o alors la droitex = a est asymptote.
O Six(t) - o, ety(t) - b alors la droitey = b est asymptote.
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Seulle casou x et y tendentsimultanémenterslinfini poseprobleme.(D'autrecaspathologiques
éventuels, tels que limite infinie poxet pas de limite pow, ne sont pas considérés).

O Si ii((% - 0, alorsil y a brancheparaboliquedansla direction Ox. (Il ne peuty avoir

asymptote cay — ).

0 Si ii((% - oo, alorsil y a brancheparaboliquedansla direction Oy. (Il ne peuty avoir

asymptote cax — ).

O Si% - a, alors il y a directiomsymptotiquadansla directiony = ax. On ne peutencore
savoir s'il y a asymptote. On distingue deux sous:=—cas
Siy(t) —ax(t) - o, alors il y a branche parabolique dans la diregtisrax.

vi

0 X

0 X

La différenceentreles deux figures, c'estque, dansla premiere(brancheparabolique)ja courbe
bleue s'éloigneindéfinimentmais de plus en plus lentementde la droite noire correspondanéa la
directionasymptotiquealors que dansla secondgasymptote)ja courbebleues'éloignea distance
finie de la droite noire.

4— Plan d'étude d'un arc paramétré
[0 Déterminer I'ensemble de définition detM(
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[0 Réduirel'étude a un ensembleplus petit en tenantcompte des périodicités,symeétries... Les
propriétés les plus courantes sont :

i) 1l existeT tel quex(t+T) = x(t) ety(t+T) = y(t). Il suffit defaire I'étudesurunintervallede
longueur T.

i) Si, pour toutt, x(t) = x(-t) ety(t) = y(-t), alors il suffit de faire I'étude potipositif ou nul.

i) Sipourtoutt, x(t) = x(—t) ety(t) = —y(-t), alorsil suffit de faire I'étudepourt positif ou
nul, et d'effectuer une symétrie par rapport a lI'axexdes

iv) Sipourtoutt, x(t) = —x(-t) ety(t) = y(-t), alorsil suffit de faire I'étudepourt positif ou
nul, et d'effectuer une symétrie par rapport a l'axe/des

V) Si pourtoutt, x(t) = —x(—t) et y(t) = —y(-t), alorsil suffit de faire I'étudepourt positif ou
nul, et d'effectuer une symétrie par rapport a l'origine.

vi) Si pour toutt, X(t) = y(-t) ety(t) = x(-t), alors il suffit de faire I'étude poupositif ou nul,
et d'effectuer une symétrie par rapport a la premiére bissectrice.
etc ...

[0 Etudier simultanément les variationsxdety, leurs limites. Tracer un tableau de variation.

[0 Etudier les branchesinfinies, les points stationnaires.Déterminer d'éventuelspoints
multiples (points pour lesquels il exigtett' tels que M{) = M(t)).

5— Courbes en polaire

OnaOM =re, our =r(8), ou bienr =r(t) et 8 = 6(t). On note g le vecteurnormédirectement
orthogonala . g estla dérivéede e parrapporta l'anglepolaire8. La dérivéede OM par rapport
au parametré est :

doM _ re +rey
do
En effet,on a e = cos@)i + sin(®)j d'OL‘ng—Zr = —sin@)i + cosP)] = & ou g estle vecteurunitaire

directement orthogonale. De méme(,(jjl—eee =-e.

En général, on connaitet® en fonction du tempis ainsi que leur dérivée. D'ou :
dr do

== e +r=
VER® T ®

_ P dey drdo , oo

Il ne peuty avoir de point stationnairequ'enO, si r' s'annule.Si la courbepassepar l'origine, le
vecteurdirecteurde la tangenteestdonnépar e.. En effet, celarésultedirectementde la relation
OM =re qui implique ques est un vecteudirecteurde la cordejoignantO a M, etdonca la limite,
est un vecteur directeur de la tangente.
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Le plan détude dune courbe polaire € r(0) pour faire simple) comporte les éléments suivants :
[0 Déterminer I'ensemble de définition i{8).

[0 Réduirel'étude a un ensembleplus petit en tenantcompte des périodicités,symétries... Les
propriétés les plus courantes sont :

i) Il existeT tel quer(6+T) = r(0). Il suffit de faire I'étudesur un intervallede longueurT,
puis une rotation d'angld’, k I Z.

ii) Si, pourtout 6, r(8) = r(-0), alorsil suffit de faire I'étudepour 6 positif ou nul, puis une
symétrie par rapport 20

i) Si pourtout 6, r(6) = —+(-0), alorsil suffit de faire I'étude pour 6 positif ou nul, et
d'effectuer une symétrie par rapport a I'axeydes

iv) Si pour tout 6, r(6) = r(1=0), alorsil suffit de faire I'étude pour 6 positif ou nul, et
d'effectuer une symétrie par rapport a I'axeydes

etc ...

O Etudier les variations deen fonction dé, ses limites. Tracer un tableau de variation.

L'étude des branchesnfinies n'estpas au programmea ce niveau. Pour tracer les tangentesaux

pointsremarquablespn noteraqueI'égalitéd(o?—e'vI =r'e + reg permetdetrouverlangled entree et

la tangente. On a en effet :

tanp =

r
n

et sir' = 0, alors l'angle valg modTt (i.e. >

a un multiple entier da pres).

IV : Coniques

1- Foyer, directrice, excentricité

Soit F un point du plan, (D) une droite ne contenantpas F et e un réel strictementpositif. On
s'intéress@{M | e x d(M,(D)) = MF}, oud(M,(D)) estla distancede M a (D), autrementit MH si
H estle projetéorthogonalde M sur (D). F s'appellele foyer, D la directriceet e I'excentricité.ll

s'agit donc de déterminer les lignes de niveaux de la fonctign%. Il s'agit de coniques.

On choisit F comme origine du repére, de facon que D ait pour éguatiem (h > 0). Alors :
ex d(M,(D)) = MF < e|x+h| =+/}C+y?
o e(x+h)??> =X +y°
= (1Y +y — x2hx—eh* =0

a)cae=1:
L'équation se limite a :
Y —h? = 2hx

= Y= aert= ()
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h

Le point Q de coordonnéeg— O) estle milieu de [FK], ou K estle projetéde F surD. Si on

choisit Q commenouvelle origine du repére,on a X = x + g et Y = y. I'équationse réduit a

Y2 = 2hX. Il s'agitd'uneparaboled'axeorthogonala D, dontle sommetQ. h s'appelleparamétrale
la parabole.

NIENG

b) case< 1:

Ecrivons I'équation sous la formze
(1—62)[X— ezh]2+y2_ezh -0
[x

- é’; 1

(1—e2) 1-€

SoitQ le point de coordonnée%z, 0). Posons :

_eh _ _
a—Ez—l avecp =eh
eh
\J1-€
distance B = c——_ez \/ >
e’h

En choisissanQ commenouvelle origine du repéere,donnantX = x — 17 et Y =y, on obtient

b=

I'équation suivante :
X Y?_
+-—=1
a b
Il s'agitd'uneellipse.a estle demi-grandaxe,b le demi-petitaxe,Q le centre,p le parametreg = g

I'excentricité.
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La figure étantsymétriquepar rapporta Q, on définit un deuxiemesommetF', symétriquede F.
L'ellipse s'obtienta partir d'un cercle par une affinité : il s'agit d'une application affectuantune
variation d'échellesur une seule coordonnéesConsidéronde cercle d'équationx® + y* = a* et

X2 Y2

considérondaffinité (x, y) - (X, Y) = (X, —Y) L'image vérifie quuatlona i = 1. C'estune

ellipse.

Une autre fagon d'obtenir une ellipse est de projeter orthogonalemenun cercle sur un plan.
Considéronslansl'espacenunidu repéreorthonorm&O, i, j, k) le cerclex’ + y* = R? contenudans
le planz = 0 et projetons-leorthogonalemergur le planz = tan@)x. Cherchong'abordlimaged'un
point M de coordonnéegx, y, 2) de I'espacepar cette projection. le vecteurn de composantes
(sin(®), 0, —cosP)) est normal au plan de projection. Le point H projeté de M est tel que
HM =<OM, n>n. Si , Yy, Z) sont les coordonnées de H, on a donc :

Hx —X = (xsin(®) —zcosP))sin(®)

Uy-y =0

Hz-27 = — (xsin(®) — zcosP))cosP)

X =X — (xsin(®) —zcosP))sin(®)
soit: Oy =y

Hz =z + (xsin(®) — zcos@))cosP)

BX = x —xsir’(6) = xcos(6)
Pour M élémentdu cercle,on a z = 0, donc sonimage H vérifie Ly =y

Hz = xsin@)cosg)
Considéronge repere(O, cos@)i + sin()k, j) = (O, I, J) baseorthonorméedu plan de projection.

Ona:
2

OH = xcog(0)i +yj + xsin@)cos@)k = xcosP)l +yJ = XI + YJ avec—o— §(9) +Y? =R,
Il s'agit d'une ellipse de demi-axes Rt R.
Cc)case>1:
Par le méme caIcuI que precedemment :
e2h2
(1—62)[X y2
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x -2
- _'ez % 1
a#) e-1
SoitQ le point de coordonnée%z, 0). Posons :

a= 52—1 gpiavecp eh

b=
\/52—1
_ e’h
distance R = c = 1 \/a2+b2

eh

En choisissanfQ commenouvelle origine du repere,donnantX = x — 17 et Y =y, on obtient
I'équation suivante :

X2 _Y:_y

a b

Il s'agit d'une hyperbola est le demi axe& le centrep le parametreg :g I'excentricite.

La figure étantsymétriqueparrapporta Q, on définit un deuxiemesommetr', symétriquede F. Les
2 2
droitesY =+ = b X (autrementit Xz \l:: = 0) sontasymptotes la courbe.Pourun point (X, Y) de

I'nyperbole avec X a et Y > 0, par exemple, écrivons que :

/Xz
Y=b 52'—1
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O Y—-=X=b( Z 1-9)= qui tend vers 0 quand X tend vers.+

_1+£

2— Equation polaire
La définition par foyer et directrice permetde déterminer'équationpolaire de la conique,le pdle
étant le foyer F, I'axe étant cette fois orienté de F vers D.

exd(M,D) = MF = e|rcose—h| =r

= r=¢efrcod-h) ou r=-ercod-h)
e o, p=_—¢eh
1 —ecod >7 1 +ecod

On obtientdeux équationddifférentes,maisil s'agiten fait de la mémecourbe.On remarqueran
effet que :

r1(6+1) = —ry(0)
de sorte que le point,( 6+1) et (,,0) coincident.

@rl:

p = ehest le paramétre de la conique. L'équation usuelle est :

r=— B
1+ ecod
Dansle casgénéral D fait un anglequelconquevecl'axe desanglespolaires,et I'équationgénérale
est:
r=— b
1 + ecosP—6y)

EXERCICE: tracer les coniques d'équation polaire
2
= 2 + cosp + 21v/3)
_ 3
"~ 1-co¥
r= 4
1 + 2sin@-1v3)

r

3— Propriété des coniques bifocales

Soient F et Fdeuxpointsdistincts,et a un réel positif. Soit (E) I'ellipse de foyersF et F' et de demi—
axefocal a (si 2a > FF') et (H) I'hyperbolede foyersF et F' et de demi—axefocal a (si 2a < FF').
Alors :

a) |MO(E) = MF+MF =2a|
En effet, soit M tel que MF + MF' = 2a. Prenonscommereperele repérenaturela l'ellipse de fagcon
qgue I'on ait :
F(c, 0) F'(-c, 0) M(X, y)
On aalors:
MF? = (x—C)° + y*
MF? = (x+¢)* + y?
O MF? — MF? = — &£x = (MF + MF")(MF — MF")
or MF + MF' = &
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0 MF-MF=-2X
a
D'ou:
@MF a—— @MF2 (a- CX) = (x=<)? +y?
BMF' —a+% BMF‘2 @+ ) (x+C)? +y°
- x2(1—52)+y2:a—c
XZ — 2 _ A2 2
o az+§—1 aveb =a"-c
o M O (E)
Réciproguement, si M appartient a (E), on peut remonter la démonstration jusqu'a :

@MF2 (a-2) = (0 +y’
DMF'Z (a+29 = () +y

Il suffit alors d'observer que :

MO (E)O %j =|ex <|x| <|a| pour conclure que :
@MF a——

=g+ X
DMF a+-

0 MF+MF=2

b) M O (H) - |MF —MF| = 2a

Dans le méme repere que précédemment, on a, par exempiepour
MF? = (x—€)° + y°
MF? = (x+¢)* +y?

O MF? — MF? = — &£x = (MF + MF")(MF — MF")

orMF-MF' =-2

0 MF+ MR =2

D'ou :
CX 2 _ (0 CX2 2
@MF ——a+= @MF (a- ) = (%0’ +y

DMF‘=a+% BMF‘2 @+ ) (x+c)* +y
2
- x2(1_§2)+y2:32_c2
XZ — 2 _ 2 2
o Ef‘b‘l aveb” =c° —-a
- MOMH)
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Réciproguement, si M appartient a (H), on peut remonter la démonstration jusqu'a :
FMP* = @-2) = (0’ +¥’
i a
@MF‘2 =(a+ C—;()z = (x+0)* + Y

Il suffit alors d'observer que :

MOHDO C_;‘ =|ex >|x| 2|a| pour conclure que, dans le cas 0 :
FMF = —a+=

a MF-MF =-2
Le casx < 0 s'obtient par symétrie.

4— Tangentes
[0 Soit uneellipsed'équatior§ + § =1 etunpoint M, de coordonnées$xo, Yo) appartenana cette

ellipse. Cherchons une équation de la tangente a I'ellipse en ce point M
Sixo = = a, My estun sommetde I'ellipse et I'équationde la tangenteestx = + a. Sinon,on peut
exprimerlocalement'équationde I'ellipse sousla forme y commefonction de x. Nous supposerons

par exemplgip > 0. On a alorg = b /1 —5235 . La pente de la tangente e Whut :
dy_ bx 1 b’Xg

dx & 1_)(0: ayo
&

de sorte que I'équation de la tangente est :

b*Xo

—_ = — X —XO
Y—Yo 5272 ( 2 )
- XX . YYo — X0, Yo

ST

XXo + 0 — 1
@ Db
Onvoit quel'équationde la tangentes'obtienta partir de I'équationinitiale de I'ellipse enfixant dans
chacun des carréd ouy” I'une des variables a la valeur de la coordonnée du peint M

=4

On vérifiera de méme que I'équation de la tangente a I'hypébeé =1 au point M est :
XX _Y¥o _
it

En ce qui concerneune paraboley? = 2hx, la tangenteau sommeta pour équationx = 0. Sinonon
peutprocédercommeprécédemmensiy, > 0 parexempleona: y =+/2hx donc%ﬁ =4 /& donc

I'équation de la tangente est :

[y h vy =N
y=Yo= 2XO(X Xo) m(x Xo) yo(x Xo)
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= YYo—Yo =hx—hx
o VYo = hx + hxg
On voit qu'ona aussiun "dédoublementdesvariablesJe y* de 'équationinitiale étantremplacépar

VYo et le X parx + Xo.

[ Sil'équationestdonnéeen polairer = _p_ le vecteurdirecteurde la tangentesn un point

0s@)’
repéré par son angg estro'e + roey avecr __p_ etr _M@)L
p p @B Oer 069 0 1+ eCOS@()) o (1 A ecosﬁo))

[0 Le paragraphequi suit utilise la notion de gradient,vuedansle chapitre Fonctionsde Plusieurs
Variables, qu'on trouvera dans le fichier FFLSRVAR.PDF

Dansle casdesconiquesbifocalesde foyer F ou F', la tangenteen un point M a la coniqueest
bissectrice des droites (MF) et (MF").

Prenondle casdesellipses.Les ellipsesde foyer F et F' sont les lignes de niveaude la fonction
MF + MF'. Le gradientde cettefonction estorthogonalea la tangenteen M a la ligne de niveau.Or

I\/IlF x FM, vecteurunitaireallantde F versM. Le gradientestdoncsommede

deuxvecteursunitairesportéspar les droites(MF) et (MF'"). C'estun vecteurdirecteurde l'une des
bissectrices.

le gradientde MF est——

On proceéde de méme pour I'hyperbdles hyperbolesie foyer F et F' sontleslignesde niveaude la
fonction MF — MF'.
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En ce qui concerndes parabolesla tangenteen un point M a la paraboleestbissectricedesdroites
(MF) et (MH), (MH) étantla droite passanpar M et parallelea I'axe. Ce résultatpeut—étreobtenu
en considéranta parabolecommeun caslimite d'ellipse,lorsquel'un desfoyersestrejetéa l'infini.

On peut également considérer les paraboldsyd F commeleslignesde niveaude la fonction MF
— MH, H étantla projectionorthogonalede M parallelement I'axe de la parabole,sur la droite
passant par F.
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5— Equation cartésienne
Soit (O, i, j) unrepéreorthonormédu plan. Les courbesalgébriquedes plus simplesquel'on trouve
apres les droites, sont les courbes de degré 2, a savoir :

o’ + By’ +yxy +3x + ey +{ =0
avecd, [3, y nontousnuls. Nous allons montrerqu'il s'agitde coniques.Notre premieretacheest
d'obtenir, par translation et rotation, une équation réduite beaucoup plus simple.

[0 Parchangementle repére,on peutseramenera uneéquationou y = 0. En effet, choisissonsin
nouveaurepére se déduisantde I'ancien par une rotation d'angle 8. Soit X' et y' les nouvelles
coordonnées des points. On a :

B H=Hne) coser /B
D'oux = cos@)x — sin@)y'

y =sin@)x + cos@)y
L'équation devient :

a(cos@)X — sin@)y)? + B(sin@)X + cosP)y)? + y(cos@)X — sin@)y)(sin@)x' + cosP)y’) + ... =0

Le terme erxy' vaut :
—201cosP)sin®) + 2BcosP)sin(@®) + y(cos(B) — sirf(B)) = (B—a)sin(M) + ycos(D)
Siy est non nul, il suffit, pour annuler le coefficientdg de choisi® tel que :

cotan(®) = 0(_;[3_)

Notons que le terme edf vaut alors :

0co2(8) + BSiE(6) + ysin@O)cose) = a 1+ ch(ZB) +p 1 —ch(ZB) + ySinéZB)

-0 +B, (a=Bcos(B) +ysin(@) _a +B , SN) (g _ pyootan(s) +1)

_a +p _ sin(X) ((0( —B)’
2 2 y

+Y)
. 2 .
et que celui ey vaut, par un calcul analogue :

i 2
asiré(8) + Bco(8) —ysin@®)cosp) =2 ; B _Sln§29) (@ ; B’ .y
Nous allonsvoir ci-aprésque I'on obtient une ellipse lorsque ces deux coefficientssont de méme

signe,une hyperboles'ils sontde signecontraire et une parabolesi 'un desdeuxestnul. La nature

de la coniquedépenddonc du signedu produit de cesdeux coefficients.Ce produit, au facteur%f

prés, vaut :

:sitae) (@B sz @apypo— 1 (=B
(o + B = sifO)(EEL 4y = (@ + B - e s €ESEL )

- ;B)Z tY)' = @+B) - @By -y = 4B -y

1

=(a+pB) _1"‘(0—[3)2/\/2(

Ainsi, si le discriminantdu trindme ax® + yxy + By* eststrictementpositif, on a une hyperbole; s'il
est nul, on a une parabole, s'il est négatif, on a une ellipse.
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Nous supposeronslansia suite qu'on a choisi 8 comme précédemmentet qu'on a rebaptiséles
coefficients de facon a obtenir une équation de la forme :

axX + By’ +yx+dy+e=0

OSia=0etB£0:
Quitte a diviser pa, on peut se ramener a une équation du type :
Y +yx+dy+e=0
Donc :
—siy# 0, il s'agit d'ungparabolgd'axe paralléle 40
—siy = 0, il s'agit d'un cas dégénéré(deux droites parallelesa Ox, ou deux droites
confondues paralleles &@u [1)

OSiaz0etp=0:
Ce cas se traite comme précédemment.
Ainsi, (sauf cas dégénéré), si le coefficienkdeu dey” est nul, on a une parabole.

OSiaz0etp£0:
On peut supprimer les termesetdy de la facon suivante :

02
ax + L) + By +=)?+ Cte = 0
(x+>) Bl ZB)
Par un nouveau changement de repere, on arrive donc a une équation: du type
aX?+pY?+y=0
—siy =0, alorsla courbeseréduita un pointsi a et 3 sontde mémesigne,et a deuxdroites
sécantes g1 et[3 sont de signe contraire (cas dégéenéré)
—siy £ 0, quitte a changeies signes,on peutsupposen > 0, et quitte a diviser par|y|, on

peutsupposey = = 1. D'ou trois équationdinales possiblesilonnantun ensemblenon vide, suivant
les signes da etf3:

2 2
éz +%7 =1 (cas ol les coefficients dé ety sont de méme signe)
2 2
éz —%7 =1 |hyperbole (cas ol les coefficients o€ ety sont de signe contraire)

2 2
éf —%7 = -1 |hyperbol¢ (idem)

Remarquel : le terme coniqueprovient du fait que l'une des premieresdéfinitions des coniques
consistait en l'intersection d'un cone et d'un plan. En effet :
Z =x* + Y est 'équation d'un céne (on a pris un angle de 45° au sommet pour simplifier)
cos@)y + sin(@)z = h estl'équationd'un plan de vecteurnormal (0, cos@), sin@®)) = K, 6

appartenant a [(—g]. Soitl =i etJ de composantes (0, S)(—cos@)) une base de plan.
Posonx= X,y =sin@)Y + cos@)Z etz=-cos@)Y + sin(@)Z. Les équations deviennent :
plan: Z =h
cone : co¥0) Y? + sirf(8) Z* — 2cosP)sin(®) Z =
2 Xsirf(0) Y? + cod(8) Z* + 2sin@)cosP)YZ
L'intersection a donc pour équation :

-39-



www.Mcours.corm

Site N°1 des Cours et Exercices Email: contact@mcours.com

Z=h
X? - cos(B)Y? + 2sin(B)Y = Cte

ce qui donne une ellipse&i] ]ELZT
une parabolees:i:%

une hyperboletsi] [0, E[

On remarquera que la parabole occupe une position intermédiaire entre l'ellipse et I'hyperbole.

Remarque2 : on donnele nom d’hyperbolea la courbed'équationxy = 1 car, par changementle
variable :

X=X+Y

y=X-Y
on se rameéne a°% Y? =1,

Annexe | : la cycloide

On considéreun cercletangenta I'axe desx, qui roule sansglissersur cet axe.On appelle@ l'angle
dontla roue a tournéet on chercheles coordonnéesle M qui était initialementen O. La courbe
décrite par M s'appelle cycloide.

On dispose de deux repéres : (@) considéré comme fixe, et (@', v) considéré comme mobile.
Y

Initialement,O'M = Ru = —Rj, puisu = —sirBi — co9j, v = —co$i + sinfj. En effet, 6 estl'angle
entreu et—. Parailleurs,la conditionde roulementsansglissemens'exprimepar le fait que OO’ est
égal a R+ R6i. En effet, le centreinstantanéle rotationdu cercleestle point de contactl du cercle
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avecl'axe desabscissed.a vitessedu point O' estdoncégalea — 6k 110" = Réi ou 6 désignela
dérivée de par rapport au temps, donc l'abscisse de O'@AIRSi :
OM =00’ + O'M = Rj + Ri + R(-sirbi — cosj)
%x = RO —RsiM
gy =R—-Rco®

Annexe Il : Trajectoire des planétes

Keplera concuquelesplanetese déplacaiensur desellipsesde foyer le Soleil. Cettepropriétén‘a
etéexpliqguéequeparlathéoriede la gravitationde Newtonet saloi enFlz. La démonstratiomepose

usuellemensur les formulesditesde Binet. Nous allons cependanadopterune autredémarcheen

cherchanplus généralementa trajectoired'uneparticulesoumisea une accélératiorcentraleen %
r

et montrerque la déterminationexplicite de cettetrajectoirene peut se faire que dansdeux cas:

=-leta = 2. L'astronomiea doncdisposéd'unechanceinouiede tomberprécisémensur l'un de
ces deux cas !! Une autre méthode est encore donnée dans I'annexe Il

Soit donc une particuleM de massem soumisea une force de la forme F = — ﬁa &, oU & estle
r

vecteur unitaire dirigé du pb6le O vers la particule. Cette force dérive de I'énergie potentielle

1
E, = - —
p G—l ra—l
Lo=mOM [0V parrapporta O estconstant.OM étantperpendiculairéa Lo, M estdansle plan
passant par O orthogoral o. Dansce plan,on repereM parsescoordonnéegolaires(r,0), I'angle

gue l'on choisit nulle a linfini. La force étant centrale,le moment cinétique

B étantmesuréa partir d'un axearbitraire.La vitessede la particulevautV = e + rf es. L'énergie

cinétiguede la particulevaut alors E; = % (i* + r?0%). Le momentcinétiquea un module valant

L =m0 qui est constant. L'énergie mécaniquelE laparticule,sommede I'énergiecinétiqueet de
I'éergiepotentielle,estelle aussiconstanteOn disposedonc desdeuxrelations,les valeursde L et
En dépendant des conditions initiales :

L =mr
1 K
a—1r*t

En =7 (2 + 1) -

La premiérerelaion donnef = m% Par ailleurs, r et 8 sont fonctionsde t, mais on peut aussi

considérer commefonction de 8 (saufdansle casd'unetrajectoirerectiligne dirigée selonO, cas
trivial que nous excluons). On a:
c_dr _drdo_de/dt 1 L
dt ~de dt ~de/dr &' mr

On peut reporter les valeurs @eti dans I'expression de I'énergie mécanique, ce qui donne :
E :m (i L2 + L2 ) _ 1 K
m g2ntr*  mr?  g—1r"t
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__ L2 L> 1 K
mre? ' 2mP a1 o
On peut tire®' de cette derniere relation :

g2 = L 1 _ 1
amr' L7 1 K 2@MEy 2, 20K a4y
" 2mP " o1 L? (0-1)L°
o e=1 1 -d9
r \/szer+ 2K 3o, O
L? (a—1)L2

(on choisitle casou 0 estfonction croissantader, le casou 6 estdécroissantsetraitantde facon
comparable)d est une fonction dedont on connait la dérivée. Il suffit donc d'intégrer.

6= l 1 dr
r \/ZmEm 24 2mK  sa 4

L (0—1)L2

Dans cette intégrale apparaitune racine de la forme \/ar® + br®® + c. Or on sait calculer cette
intégralesi, en faisantun changementle variables,on peut se débarrassede cette racine et se
ramenera unefractionrationnelle.Dansle chapitreINTEGRAL.PDF,on montreque c'estpossible

silaracineestdela formexlai2 + bx + c. Parconséquent;intégraleestcalculablesi a = 2. (Elle est

également calculable gi= -1 car alors/ar2 +br* + ¢ est de la forme voulue avee r et% = % d?x

. Le casn = —1 correspond a une force de rappel proportionnelle a I'élongatias desessortpar
exemple, et conduit aux solutions bien connues des oscillateurs harmoniques).

Nous supposerons désormais que 2.6 devient :

6= 1 ar=[ 3 1 r
2mE,, 2+ 2mK 1 r 2mE, +2mK 1
AT AL Z L P

Posonsu :%. On obtient :
1
0=- du
%3 2ME, , 2mKu 2 %3 2mEm rr12K2
Lz T2 T U——z‘)
mK
U=z

O 0 — 06, = arccos

" [2mEy K
Lz

_mK + 2mE,, K

O u= 3 —Lz—"'Tt—COS@—eO)
[ r= 1
M2+~ [2052 + T cosp - B)
L L L
2mEn  nTK
—7z t—7
. . . . . . L L L
On reconnaitl'équationd’'une conique en polaire. L'excentricité vaut | 2| (la valeur
mK/L

absolue intervenant si K < 0). On adonc :
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» Si I'énergie mécaniqueE,, est strictementpositive,on a e > 1. Il s'agit d'une hyperbole.La
particuleira jusqu'al'infini ou vient de l'infini avecune vitesselimite strictementpositive.Ce cas
se produit toujours si K 0 (cas répulsif) puisque.B E, > 0, maispeutaussiseproduiredansle
cas attractif avec des vitesses suffisamment grande.

» Sil'énergiemécaniqueE,, estnulle,on ae = 1. Il s'agitd'uneparabole.La particuleira jusqu'a
I'infini ou vient de l'infini avec une vitesse tendant vers 0.

» Si I'énergiemécaniqueE,, estnégative,on a e < 1. Il s'agitd'uneellipse.La particule ne peut
s'éloigner a l'infini.

Dans le caslu cercle,r estconstantégalz‘al‘—2 e=0,doncE, = —m; = —ﬁ. Ainsi, 2r = K .On
' mK’ ’ 2L 2r ’ Em

pourra veérifier que, dans le cas de l'ellipse, on a %sﬁagal a la longueura2du grand axe.

m|

Annexe Il : Trajectoire des planetes (bis)
Nous donnonsci-dessousune méthode permettantde montrer que la trajectoire d'une planéte

soumisea uneaccélératiorcentraleen;lz estuneconique et utilisantabondammenproduit scalaire,

produit vectoriel et double produit vectoriel.

SoituneplaneteM de massem, subissantineforceF = —% u, ou C estuneconstanter = OM, O

étantun point représentarie Soleil considérécommefixe dansun référentielgaliléen,u le vecteur

unitairede O vers M. On noterar le vecteurOM etV = % la vitessede la planéte.Les vecteurs
suivants sont constants :

o=mrdV=mmutdVv
C
H=V-=(cUu
5 ( )

o est le moment cinétiquil s'appelle vecteur de Hamilton. On a :
do dr dv dv
= —_ + = + —_
it mdtDV mdet mV Vv rDmdt
=r OF = 0 puisquéd- etr sont colinéaires.
Donc o est constant.En particulier, r resteorthogonalau vecteurfixe o, donc la trajectoireest
contenue dans le plan passant par O orthogomaNaus supposerons dans la saiteonnul, carle

caso nul correspond au cas ou la trajectoire est rectiligne. En effet, daas,ceesteconstamment
colinéairea Vv ; or V = aeu) _ dr 4 ¢ QU ostcolingairea r si et seulementsi 3 est lui-méme

dt ot at at
colinéairea u. Mais la dérivationde la relation<u, u> = 1 implique danstouslescasque<?j—ltj, u> =
du . td_u N IR ;
0, donca est orthogonah u. Parconséquen Gt ne peutétrecolinéairea u ques'il estnul, etdonc

Siu est constant.
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Le calcul ded— est plus compliqué. Compte tenu de la constanee:de

dt
dH_dv C
dt dt o2 (D
du _V _1dr _y_ drr_V 1d(®)r _V _1d@)r
Tt dt(r) rRd Tt r 2dr 1 2dr
_V _ldr,r>)r _V da_r _V_ r
T2 o Py Yw ey TVr
=V_q, w4
r r
dH _dv C v u
[ o dt—OZGD(r—<u,V>r)
dv C
E_FGD(V <, V> u)
%\t/ mC( uOV) O(V =<, V>u)

En appliquant la formule du double produit vectoriel, on a :
uOV)OV==Vu+<u, V>V
et uOV)Qu=-<u,V>u-V

O ddT %\t/ mC( VU + <u, V>V + <u, V>* u—<u, V>V)
dV mC(v2 <, V>A)u —d—V+mC||uDV||2u
dV mC02 olv+ U
T Y mrP

doncH est constant. On notera gdeest orthogonal &

On en déduit une conséquenceantéressantesur 'hodographedu mouvement,c'est-a-dire par
I'ensembledécrit par le vecteurV au coursdu mouvementu décrit un cercledansle plan de la

trajectoire,et o étantconstantjl enestde mémede o [ u. < (0 [Ju) parcourtdoncun cerclede

rayon% etil enestdemémedeV = H +? (o Ou), obtenupartranslationdu cercleprécédenpar

le vecteuH.

Montrons maintenant que la trajectoire de la planéte est une conique. On pose :

e= H Eo, vecteur constant puisqttteto le sont
On noterae la norme du vectew Il s'agira de I'excentricitéde la conique.
1 C
e==(V-=(olUu)Uo
c (V-5 (00w

—%(VDG—§(0DU) o)

:%(Vﬂo—g(ozu—qx u> o)
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maisu est orthogonal @ donc <, u>=0
O e :% (VOo—-Cu)

:%VD(r OV) - u

:%(Vzr—q,V>V)—u

O <r,e>:%(v2 2o, V> —r

=IOV IF-r

_mao’_,
Ccn?
_0° _,

mC
Si on noted I'angle entre le vecteur variablet le vecteur constaet on obtient :

recod :% —r

1+ecod 1+ecod mC
On reconnait I'équation polaire d'une conique d'excentecité

O

REMARQUE: au périhélie,point de la trajectoirele plus prochedu Soleil, notonsr, la distanceau
Solell, V, la vitessede la planete Etantun extremumde la trajectoire,la vitesseestorthogonaleau

rayon-vecteur, de sorte qae= mr,V,. Encepoint, o [ e estcolinéaireaVV doncH =V, —%. Ona

Ho %_4:‘mrovoz

C C C
totalede la planete(sommede I'énergiecinétiqueet de I'énergiepotentiellede gravitation),qui est
constante et dont la valeur, calculée au périhélie vaut :
1 > C
En=smVo" —=
m 2 0 lo
On constate que :

donce =

- 1‘ Cetteexpressioresta rapprocherde I'énergiemécanique

2

e En=00 % =20 e=1.0Onauneparabole(la planetepeutaller jusqu'alinfini, savitesse
tendant vers 0).
2

e En>00 % > 2[] e> 1. On a unéyperbole(la planétepeutaller jusqu'alinfini, savitesse

tendant vers une valeur strictement positive).

2
e E,<00 miVe® _

C 200 e<1.0On aune ellipse. (la planéte ne peut aller jusqu'a l'infini).
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