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| : Fonctions exponentielles

1- Exponentielles et logarithmes

[ In(x) est la primitive de}( définie sur ]0, o[ et s'annulant er = 1. Autrement dit :

In(x):%jx%dt

Sa dérivé% étant strictement positive, stdoncstrictementcroissantelLa dérivéede In(ax) valant

aix = % In(ax) estégalaIn(x) + Cte.La valeurde Cte estobtenueen prenantx = 1, ce qui donnela
relation célébre :

In(ax) = In(x) + In(@)
Cetterelation,transformanproduitensommea permis,depuisle XVIleme et jusqu'al'introduction
des calculatricesa bas prix vers 1980 a accélérernotablementles possibilités de calcul des
mathématiciensAinsi Laplace s'émerveille-t-il "des logarithmes, admirable instrument, qui, en
réduisanta quelquesheuresle travail de plusieurs mois, double si I'on peut dire la vie des
astronomeset leur épargneles erreurset les dégodtsinséparablesieslongs calculs'. En prenant

a :%, on obtient :

1
In<) =—1In
) =-In&
Etant strictementcroissante,ou bien lim In(x) = + ou bien lim In(X) = | limite finie.
X — +o0 X —» +00

Comme pourn entier,In(2") = nin(2) (récurrencdacile) et que cettequantitétendvers 4o quandn
tend vers 4, la seule conclusion possible est :
lim In(X) = +o
X — +o00

En donc, en considéra%t



lim In(x) = —o

—

In réalise donc une bijection de |®efrsur J-o, +eo[. Sa réciproque est I'exponentielle :
t=Inx) « x=¢€
Le nombree est tel que 1 = Iej soit%] e% dt = 1.evaut environ 2,71828...

1
Les limites relatives a In se traduisent pour I'exponentielle de la fagon suivante :

lim €=+
X—>+00

lim €=0
X —» —00

La regle de dérivation d'une fonction réciproque (cf le chapitre Dérivation dans le fichier
DERIVEE.PDF) conduit a :

(€) =€
On a égalemerd™ = & €’ puisqu'en prenant les logarithmes des deux membres, on obtient :
In(e€”) =x+y
alors que :

In(ee) =InE) +InEe) =x+y

0 Pourtout a strictementpositif et b, on poseraa® = €"@. Cettedéfinition estcompatibleavecle
calcul des puissances depuisque, poun entier, on a :
gh@n = n@+In@+...+ & gyecn exposant Ire)

—dn@ , dn@ , @

=axax..xa

=a"
OnaalorsIn(@) = b In(a), et égalemen(e’)’ = & obtenuen prenanta = € etb = y dansla formule
donnan&®. On a enfin, poua > 0 et différent de 1 :

x=a = x=" = In(x) = In@)t = tz%

a' estl'exponentiellede t en basea et% estle logarithmede x en basea. Le logarithmele plus

utilisé en dehors dimgarithmeen basee (dit népérienkstle logarithmedécimal,pourlequela = 10,
et que I'on note souvent lpgvoire méme log.

Siu est une fonction strictement positiveyete fonction quelconque, on a:
u(X)v(x) — ev(x) In(u(x))

La deuxieme forme peut servir a dériver la fonction ou a en calculer les limites.

O Un certain nombre de limites usuelles doivent étre connues :
@ lim %)—Q = 0 et plus généralementlim In(x) 0 pour toua >0

X — +00 X - 400 X
(i) lim xIn(x) = 0 et plus généralemetim x’In(x) = 0
X -0 X -
(i) lim €. +oo et plus généralementlim € _ +oo pour touta > 0
X - oo X X o o0 X'
(i) lim xe& =0 et plus généralementim X% =0 =0 pour toua> 0
X —» —00 X —» —00
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Montrons(i). Soit f(x) = %)—Q f admetpour dérivéef '(x) = L-)i?_(& qui estnégativepour x > €,
doncf est décroissante strictement positive suffo[. Elle admet donc une limilepositive ounulle
en 4o, Cette limite est aussi celle @(}%ﬂ avecy = X, soit :

im G |
X — +o00
0 im 2% _|
X — +o00
0 im 2xNX 1,
X - oo X X
O] 2x1x0=|
O 1=0

Toutes les autres limites s'en déduisent. En remplagzar<’, on obtient :

0= fim NG _ im ﬂ?(a’—qm lim %;—on

X » +0 X' X 5 4o X — +00

(i) En changeant dans ()en 1k avecx tendant vers 0, on obtient :
0= lim A& _ im (9 0 lim () =0
X —

X - 0 1K X
En remplacant parx®, on obtient IimO Xn(x) =0
X -
(i) Enchangeantlans(i) x par €', on obtient lim g =0ou lim % = +o0, En élevanta la
X — +00 X —» +00
puissancea, on obtient lim % =+c0 0 lim aea_xa = 400 en divisant par a® et enfin, en
X - oo X - oo
remplacantx parx, on obtient bien lim € _ +o0,
X > +00 Xa
(iv) Remplacex par x dans (jii).
2— Fonctions trigonométriques hyperboliques
a) shg) et chf) :
On pose :
_eg-¢g* _eg+e”
shg) == ch) ==——
(sinus hyperbolique) (cosinus hyperbolique)

On vérifie facilement que :
€ = sh§) + ch)
sh est impair.
ch est pair et strictement positif.
(sh et ch sont respectivement la partie paire et impaire de I'exponentielle)
sh' = ch donc sh est strictement croissante, et du signe de

ch' = sh donc ch est décroissant sur,B} et croissant sur [Oed].

sh) Cch®) D% au voisinage decs.
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(La notation [ est définie dansle chapitre Limites et Continuité qu'on trouveradansle fichier
LIMITES.PDF.f [Og au voisinage d®, signifie que lim 19 1)
X - X 9

shx) Ox au voisinage de O (car sh'0 = 1).
ch(x) 01 au voisinage de 0.

ch(x) — 1 DE car on veérifiera que cR(— 1 =2 SF(E)

Il existe des formules de trigopnométries hyperboliques, en particulier :
ché(t) — sh(t) = 1
On consulterasur ce point I'annexe,donnantune comparaisondes formules de trigonométries

Ox =
circulaire et hyperbolique. Le paramétr%);a= 228 permet de décrire laranched'absciss@ositive

de I'hyperbole¢ —y* = 1.

sh

b) th(x) :
_shk) _e—e*_e*-1 ,
th(x) ch  &+e’ &+l (tangente hyperbolique)
Ona:

th est impaire.

th'(x) :Wlw =1 — tlf(x) > 0 donc th est strictement croissante.

lim th(x)=1et lim thx =-1

X — +00 X —» —00

th(x) Ox au voisinage de 0 (car th'(0) = 1).
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3— Réciproques des fonctions hyperboliques
a) argshX) :
sh estcontinuestrictemenmonotonede R surR.. Cettefonctionadmetdoncuneréciproquenotée

argshk) (pour argument du sinus hyperbolique), gu'on peut calculer explicitement :

&y
y=argshg) - x=sty=E=¢

D'ou :
e -2e/x-1=0
0 eyzxm/?ﬂ

La seule racine positive est \/?+1 .Onadonc:

y = argsh§) = In(x + \/?+1)

On vérifiera que sa dérivée veﬁ%.
+

b) argchx) :
ch est continue strictementmonotonede [0,+o[ sur [1,+oo[. Cette fonction admet donc une
réciproque, notée argot)(

Y
y = argchg) - x=cw=ey;e ety>0

D'ou :
e —2ex+1=0

a & =x+}-1
Les deuxracinessont positives,mais la seuleracinesupérieureou égalea 1 estx + \/?—1 .Ona
donc :

y = argchk) = In(x + \/?—1)
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En fait, il peut étre parfois utile d'étendrecette fonction a lintervalle ]-c,-1] en considérant

In |x +\/§2—1|, dont on verifiera en exercice qu'elle est impaire.

Sa dérivée vauil—

=1
c) argthk) :

th est continue strictementmonotonede R sur ]-1,1[. Elle admetdonc une réciproguenotée
argth§) :
y = argthk) = x=thy

D'ou :
-1 _
Y+1 =X
y _ X+l
O e T
_ _1 Xt
0 y = argth§) = > n 1

X+1

Il est parfois utile d'étendre cette fonctioRa- {—1,1} en considérar% In Tx

Sa dérivée va%ixz
Il : Fonctions circulaires

1- fonctions trigonométriques

J'ose espérer que personne d'entre vous n'igegpge sontlesfonctionssinus,cosinuset tangentd
Savez-vousu moinslestracersansla calculatrice? Non ? Eh bien au travail. Prenezunefeuille et
tracez les trois fonctions. Eksassote !

Ah oui ! un bon conseil égalementApprenezles formulestrigonométriquessituéesen fin de ce
chapitre©.

2— Réciproque des fonctions trigonomeétriques
a) arcsin:

sin: [— g g] - [-1,1] estcontinuestrictementmonotone.Elle admetdonc une réciproquenotée

arcsin. On a donc :
0 = arcsink) - 60 [- g %‘] etx = sin@)

(On fera un rapprochement dans la formulation avec I'équivalence :
y=1\X = y=0 etx=y)
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Voici un tableau de valeurs :

X -1 _@ _Q 1 0 1 Q @ 1 sind
2 2 2 2 2 2
arcsing| m | _m | _m | _m 0 i i i i 0
2 3 4 6 6 4 3 2

arcsin est strictement croissante, impaire :
arcsin(x) = — arcsinx)
O x O [-1,1], sin(arcsinf)) = x
06 0 [-12,172], arcsin(sing)) =6
MAIS cette derniere relation est fauss@ appartient a un autre intervalle.

EXEMPLE: arcsin[sin(3v4)] = arcsin%g) :g

(On fera un rapprochement dans la formultation des relations précédentes avec :
OxORY, (%) =x

OyORAY =y
MAIS poury quelconque danR., \/y? =|y|

cos(arcsing) =/ 1%
car cos est positif sur Ig 7—5], et dans ce cas, c@(=\/1-sirf(8)

1

14

savoir comment dériver la réciproque d'une fonction.

La dérivéed'arcsink) est

(voir le chapitreDérivation dansle fichier DERIVEE.PDF)pour

v_

arcsinus

sinus




b) arccos
cos: [0, ] - [-1, 1] estcontinuestrictementmonotone.Elle admetdonc une réciproquenotée
arccos. On a donc :

0 = arccos{) - 6 [0, ] etx=codH

Voici un tableau de valeurs :

X -1 | A3 42| _1 0 1 \[2 \/3 1 cos
2 2 2 2 2 2
arccosk) T 5mn 3mn 2n it T It It 0 0
6 4 3 2 3 4 6

arccos est strictement décroissante :
arccos(%) = 1m— arccosf)
En effet,0 = arccos(®) = —x = cos@) et0 I [0, 11
= X=—c0sP) = cosfr0) ett=0 I [0, 17
= TH0 = arccosX)
O x0O[-1, 1], cos(arccog]) =X
(06 00, m, arccos(co®) =06
MAIS cette derniére relation est fauss® appartient a un autre intervalle.

EXEMPLE: arccos[cos(%[)] = arccos%?) :E

sin(arcco()) = \ll—i2
car sin est positif sur [fl], et dans ce cas, sB)(=1/1-co$()

arcsink) + arccosx) :%[
_ : Tl TC Oy —
En effet,0 = arcsink) - 6 [ [— > E] et sin@) = x
= _ t_
= X= cosg 0) et2 0 00,

- %[—9 = arccosX)

1

14

La dérivée de arccog(est
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arccasinus

cosinus

C) arctan:

tan : ]—g, %[[ - R est continue strictement monotone. Eltimetdoncuneréciproquenotéearctan.
On adonc:
0 =arctanf) - 00 ]- 7—21 %[[ etx=tan@)

Voici un tableau de valeurs :

X —0 - \/§ -1 1 0 1 \/é +00 tard

arctank)

=
olg %dl—‘

_It _It _It _It
2 3 4 6

I |
NI

w4

arctan est strictement croissante, impaire :
arctan(x) = — arctarX)
O xOR, tan(arctan()) = x

06 0]-w2,1v2[, arctan(tarff)) =0
MAIS cette derniere relation est fauss@ appartient a un autre intervalle.

Exemple arctan[tan(8/4)] = arctan(-1) = %

cos(arctary)) =

1
\/1+§2




1

\[1+tarf(6)

car cos est positif sur [g %[], et dans ce cas, c83(=

X

\1+¢8

sin(arctany)) =

arctank) + arctan%) :gsgn&) ousgnk) =1 six>0

= A<sD
Lesdeuxmembrestantdesfonctionsimpairesde x, il suffit dele montrerpourx > 0. Dansce cas,
ona:

0= arctan&) - %= tan@) et [ ]O,%[[
-1 _ _ m_ T
X_tan(B) tang B)et2 GD]O,E[[
- %[—9=arctam©

La dérivée d'arctar) estl—ixz.

tan

arctan
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Annexe : trigonométrie

COSQ() _ éx _;e—ix
sin(x) = & ;ie_ix
an =S

cos(X) + sirf(x) = 1
cos@+b) = cosfh) cosp) — sin@) sin(o)
cos@—h) = cosh) cosp) + sin@) sin()

cos(X) = cog(X) — sirf(x)

cog(x) = 1+ cos(%) c;) S(X
sin@+b) = sin@) cosp) + cosh) sin()
sin@-b) = sin@) cosp) — cosf) sin()

sin(2) = 2 sink) cos)

sirf(x) =195
tan@) + tanp)

1 —-tan@) tan()
tan@) —tanp)

tan@+b) =

tan@—b) =77 tan@) tan()
tan() = 12—t;n )

cos@) cosp) =% [cos@ + b) + cos@—b)]
sin(@) sino) = —% [cos@ + b) — cos&— b)]
sin(@) cosb) =% [sin@ + b) + sin@—b)]
cosp) + cosf) = 2 cosloT+q cosli%l
cosp) — cos@) = — 2 siin*q sin2=4

2
sin() + sin@) = 2 siin+q cosp%q
pourt = tang)

N |
sin(x) =1+ 0
_1-t
COSQ() —m
_
tan(x) —Ez

mwzégﬁ
she =€ 5

_shi9)
the9 = 5

FORMULES

\ ch(x) — sH(x) = 1 \
ch(@a+b) = ch@) chi) + sh@) shp)
ch(ab) = ch@) ch(bo) — shé) shb)
ch(2X) = cH(x) + sH(X)
ch(x) = 1+ch() c2h X
shia+b) = sh@) ch() + ch@) sho)
shia—b) = sh&) chp) — ch@) sh)
sh() = 2 shg) ch(¥)
sh(X) _ch(29 -1 22( -1

_ _th(@) +th(b)
th@+b) =15 @ th()

- _th(@) —th(b)
th@-b) =T @ th)

th(2x) = 2th(x)

1+ (%)
ch@) ch) =% [ch@+ b) + ch@— b)]

sh@) shi) =% [ch@+ b) — ch@—b)]

sh@) chp) =% [sh@+ b) + sh@—b)]
ch(p) + ch@) = 2 chpT+q ch%q
ch(p) - ch@) = 2 shloT+q sh%q

sh() + shg) = 2 shloT+q ch%q

pourt = th(g)

_ 2
sh) =12

_1+¢
Ch(X) —Ez

2t
th(X) = m
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DERIVEES
cos'K) = —sing) ch'®) = sh§)
sin'(x) = cosk) sh'k) = ch§)
tan'®) =@1® = 1+ tak(¥) th'(%) =E21(7) = 1 — taf(x)
PARAMETRAGES
paramétrage de I'eIIip%g + )ézz =1 paramétrage de I'hyperb(%fg— )ézz =1
x=acosf) y=Dbsinf) x=acht) y=bsht)

EQUIVALENTS au voisinage de 0

sin(x) ~ X
cosk) ~ 1
tanx) ~ x

1 —cosK) D§

DEVELOPPEMENTS

n k+1
sint) =2, (2Xk2+1)!

k=0

+ 0(™?)

n X2k e
2, @i oK™

cosk) =

shx) ~ x
ch) ~ 1
th(x) ~ X

ch) — 1 D§

LIMITES au voisinage de 0

X2k+1

oy oK)

she =S

k=0

d X2k n+1:
chx) = kZO Z0 + 0™
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