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On se limite a desfonctionsde deux variablesdansle souci de simplifier les notations,mais les
notionsde continuitéet ou de dérivationpartielleintroduitesdansce chapitres'appliquentde méme
aux fonctions de trois variables ou plus.

| : Limites et continuité

1- Fonctions a valeurs réelles

Dans ce chapitre, on considére des fonctions définies sur une partiRA alealeurs réelles :
fra= X, %) - (X, %)

Unetelle fonction peutdonnerlieu & unereprésentatiographiquedansR? par la représentationle

la surfacez = f(Xy, Xo).

EXEMPLEL1 : diverses représentations de la fonctiernx,® + x,°
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Les fonctionsf de R? dansR peuventégalementansle plan se représentetes lignes de niveaux
f(x1, X) = Cte. L'utilisation deslignes de niveaudansdivers domainesest trés frequente.Citons,
entre autres :

isobares : lignes de méme pression
isobathes : lignes de méme profondeur
isoclines : lignes de méme inclinaison magnétique

isogones : lignede méme déclinaison magnétique

isohyeétes : lignes de méme précipitation moyenne
isohypses : ligne de méme altitude

isothermes : lignes de méme température
2— Limites et continuité

Lesdéfinitionsde limites et continuitésontsemblables cellesdesfonctionsde R dansR. La seule

différenceestqu'onremplacea valeurabsoluepar normeeuclidiennesur R Ainsi, par exemple f
tend vers la limite (vectoriellé)quand (le vecteug tend vers (le vecteua) si :
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Oe >0,0u0>0,04a, |la—a || <a O |f(a) -] <e

Il convient de noter qu'il ne suffitasde vérifier la continuitéedesdeuxapplicationgartiellesdéfinies
ainsi: pourx; donnéx, — f(xi, X2) et pourx, donné,l'applicationx; — f(x1, X2). La continuitéfait
intervenir les deux variables simultanément.

Pratiquement, comment montre-t-on qlimﬂo f(a) = 0 ? S'il existe unnctiong de R dansR telle
a—
que Iimo g(r) = 0 etd X O R? [f(a)| < g(llall) , alorslimo f(a) = 0. En effet :
a—

—

Oe>0,0a>0,|lal|<a0 g(lal])<e O |f(a)| <e

X1X2

EXEMPLEL : (X1, %) = X Sionnoter = \/xlz + X2, 0N a|f(x1, x2)| < r. La fonction admet

donc une limite nulle en (0,0). (On agtr) =r)

EXEMPLE2 : f(xy, X2) = X—2X1+—2Xz pour ki, x2) # (0, 0). Onnotequef(x;, 0) = 0 et quef(x, X) = 1 de

sorte que, pow :%, il n'existe aucuh permettant de vérifier :

Oa>0,0a ||a]|<a O |f(a) —I| <%

puisqu'on doit avoir en méme tenps-|| <% et|1-1| <%.
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La fonction n'admetpasde limite en (0, 0). Cependantles deuxapplicationspartiellesx; — f(x;, 0)
etx, =f(0, x,) sont continues puisgu'elles sont identiquement nulles.

Les théoremegrelatifs aux opérationssur les limites restentvalables,ces opérationsse limitant
essentiellemerd la sommedesfonctionsou au produit d'unefonction vectorielle par une fonction
scalaire.Les démonstrationsontidentiquesau casdesfonctionsde R dansR, a la conditionde
remplaced | par|| || . Ainsi, la sommede deux fonctions vectoriellescontinuesest continue,le

produit d'une fonction vectorielle continue par une fonction scalaire continue est continue. La
composée de deux fonctions vectorielles continues est continue.

3—- Fonctions a valeurs vectorielles
Considérons cette fois une fonctibd'une partie A dR? a valeurs danR?:
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1(X1, X2)

(X1, X2) - f(Xq, %) = Eiz(xl,XQ)

Il estéquivalentde dire quef admetunelimite ou quechacunale sescomposante§ et f, enadmet
une. Sif admet une limité = a; Equandatend versa, alors les inégalités :

[fi() 1] < llf(@) - L I
montre que chaque composaft@dmet pour limité, quanda tend versa.

Réciproquement, si chaque composdnaemet pour limité, quanda tend versa,, alors la formule

[1f(@ —1 Il =\/(f(a) —11)° + (f(8) ~12)°

montre qud admet pour limité. Il en est de méme pour la continuité.

Cetteconstatatiorestimportante car elle signifie que, pour étudierune fonction de R? dansR?, il
suffit d'étudier deux fonctions d&* dansR..

11l : Dérivation

1- Dérivées partielles
Lesfonctionsqui suiventsontsupposéedéfiniessurun ouvertU de R? ; U estouvertsi, pour tout

point X, de U, il existeunrayonr strictemenipositif tel quele disquede centreX, et derayonr est
inclus dansU. Celasignifie qu'on peut se déplacerd'unepetite longueurdanstoutesles directions
autour de Xtout en restant dans U.

EXEMPLE:

{(X1, X2), X1 > 0,% > 0} est un ouvert

{(x1, X2), X1 = 0, X, > 0} n'estpasun ouvert.Les pointsvérifiant X, = 0 mettenten défautla
définition de I'ouvert puisque tout déplacement xers 0 fait sortir de I'ensemble.

O Soitf unefonction définied'un ouvertde R? dansR, et soita = (x;, X;) un point de cetouvert.
On appelle dérivées partiellesfden X les dérivées des applications partielles :

X — f(x, X2) dont la dérivée exr; est notée Ei(a) ou%(a)
1

X — f(x1, X) dont la dérivée er, est notée Ei(a) ou%(a)
2

On dérive donc f par rapport & la i°™ composanteen considérant'autre composantecomme
constante. Si chaque dérivée partielle est continue, on ditsgtiele classe'C

EXEMPLE:

f(Xl, X2) = 2)(13X22 O ﬂ(X;]_, X2) = 6)(12X22 etﬂ(xl, X2) = 4X13X2
aXl aXZ

[0 Cesdeux dérivéespartiellessont deux cas particuliersd'une définition plus générale celle de
dérivéesuivantun vecteur.Soita un élémentde I'ouvertU surlequelestdéfini f et soit h un vecteur
deR? Considéronga fonction¢ : t O R - f(a + th). U étantouvert,cettefonction estdéfinie sur
unintervalleouvertcontenan®. Si cettefonctionestdérivableent = 0, on dit quef admetena une
dérivée selon le vectetir On note cette dérivée,ifa).
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Dans le cas oh :%% Dinf(a) n'est autre quei{a) et dans le cas dﬂ:%% Dinf(a) est Df(a).

L'intérétdesdérivéegpartiellesestqu'ellespermettenun développemenimité de f au voisinagede
chaque point. Ainsi, avec I'exemple ci—-dessus :
f(X1+h1, X2+h2) = 2(X1+h1)3(X2+h2)2 = 2(X13 + 3)(12h1 + 3X1h12 + h]_3)(X22 + 2)(2h2 + h22)
= 2°%" + 6 "Xy + 4% %oz + 0(]| 6, ha)|[)

F(x0, o) + hy aa—;l(xl, %) + hy aa—jz(xl, %) + ollw, h)Il)

partie linéaire em(h,) de la variation de f

PROPOSITION :
Soitf declasseC' surunouvertU de R? Alors, pour tout vecteura de U, et tout vecteurh tel que

a +h appartiennea U, ona:
of of
f(a+h) =f(a) + hy—(a) + h,—(a@) + o(|| h
(aceh) =1(a) + hu 7 (8) +he () + o(lIn )

Cette expression s'appelle développement limiféad@rdre 1.
En outre, f admet une dérivée selon tout vecteur h et :
Dh = thl + h2D2

Démonstratiorhors programme, mais est-elle si difficile ?
On applique deux fois le théoréme des accroissementdinis pour les fonctions respectives

X1 — f(Xl, X2+h2), etx, - f(Xl, X2) .
f(X1+h1, X2+h2) —f(Xl, X2) = f(X1+h1, X2+h2) —f(Xl, X2+h2) + f(Xl, X2+h2) —f(Xl, X2)

:hl ﬂ(X;]_"'e]_h]_, X2+h2) + h2 ﬂ(X;]_, X2+62h2) avec 61 <letO< 62 <1
6X1 aXZ

= (200,20 + 0(L)] + (s, ) + (L]

ou o(1) désignedesfonctionsde (hy, h;) qui tendentversO lorsque(hy, hy) tendvers (0, 0). On
trouve bien |'expression annonceée.

Si on pose ensuit(t) = f(a + th), on a, en remplacahtparth dans le développement limité tie
of of
t) =f(a) + t(hy —(a) + h, —(a)) + o(t
O0) =f@) + 3 () + e (@) + o()

de sorte qué est dérivable eh= 0 de dérivée (@) = h, %(a) + h, %(a) = h, Dsf(a) + h, Dof(a)
1 2

La fonction(hy, hy) - hy %(xl, X2) + hy %(xl, X2) estuneapplicationlinéaireappeléeifférentielle
1 2

def aupoint(x;, o) et notéedf. Parailleurs,lesdeuxapplicationghy, h,) - h; et (h;, hy) - h, sont
notées respectivement,cet dv,, de sorte que :
of of
df = — dx; + — dx
6X1 ' 6X2 2

En physique,on note souventde la méme facon les fonctions et les valeurs qu'elles prennent
(E(x1, X2) estmoinsla fonction qui a (x;, X;) associeune énergieE(x;, X)) que cette énergieelle-
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méme).Alors que le mathématicienconsideredx; commela fonction qui a (h;, hy) associeh;,
variationde x;, dx; estconsidéréar le physiciencommela variationde x; elle-mémeDe mémele
mathématicierconsideredf commel‘applicationqui, a une variationde position (hy, h,), associda
partie linéaire de la variationde f, alors que le physicienconsidéredf commecette variation elle-
méme, d'autantplus que (h;, h,) peuventétre choisis suffisammentpetits pour rendre I'erreur
o(]|ty, hy)||) indécelable par les instruments de mesure.

EXEMPLE:
f(xe, %) = x. 2 en (1,2)0 O i Z =2 et = xx 2= 0
(1 2) 1 ( ) axl 2K1 axz 1 X X1
df = 2dx;

ainsi, 1,02°°=1,04019... alors que le calcul au premier ordre donne 46,@ = 1,04.

en (2,2), on afd= 4 & + 4In(2) k.
ainsi, 1,98°' = 3,94727... alors que le calcul au premier ordre donne :
4 —4x0,02 + 4In(2)x 0,01 = 3,9477...

2— Gradient

Pour une fonction C', la fonction df : h = (h;, hy) — hy Dif(a) + h, D.f(a) = Duf(a) s'appelle
égalementpplicationlinéairetangentqde mémeque pour unefonctionf de R dansR, la quantité

hf'(x) estuneapplicationlinéaireenh, et intervientdansl'équationde la tangentea la courbe).On
peutvoir la quantitéh, D;f(a) + h, D.f(a) commele produit scalairedu vecteurh par le vecteurde

composante%gg E Cederniervecteurs'appellde gradientdef ena, notégradf(a) ou [Jf(a) (en
physique). Ainsi, [X(a) = <h, gradf(a)>

Onremarquerajue, pour un déplacemenh = (hy, h,) de longueurdonnée Ja variation (au premier
ordredef) df estmaximalelorsque(hy, h,) estcolinéairea grad(f), nulle si elle estorthogonalea
grad(f). Cela s'interpretegéomeétriquemenpar le fait que les lignes de niveaux f(x;, X;) sont
orthogonalesu gradient.La directiondu gradientindiquela directionsuivantlaquellef variele plus
vite, la normedu gradientmesurantintensitéde cettevariation.Parexemple si f estl'altitudeenun
point (X1, X2), grad(f) estle vecteurorientédansla direction de la ligne de plus grandepente,de
normeégalea la pentelocale.Au contraire,si on sedéplaceorthogonalemendu gradient,f ne varie
pas. On suit une ligne de niveau.

Cette interprétation est utilisée :
[0 en mécanique: f = —grad(E) ou E est I'énergie potentielle.f indique dans quel sens
I'énergie potentielle décroit le plus vitest la force dérivant de I'énergie potentielle E.

Par exemple: la théorie Newtoniennede la gravitation considéreque la Terre est soumisea une
force centraledirigéeversle Soleil de la formef = % u ou u estun vecteurnormédirigé du Soleil

vers la Terre, (C <0) et:x/?+57+? . Soit E :%. Ona:

JE__C or_ Cx
o0x " ox T~

de méme pour les autres dérivées. D'sugrad(E).
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Autre exemple,au voisinaged'un point a la surfacede la Terre,si E = mgz alorsf = -mgk. E est
I'énergie potentielle de pesanteur.

Dansle casde la Terre dansson ensemblejl estdéfini en chaquepoint un champg de pesanteur
dérivant d'un potentiel. La surface de niveau, perpendiculaire pdimiti ce champg de pesanteur,
et correspondanau niveaumoyenO de la mer, est appelégéoide On peut I'approximerpar un
ellipsoide,dontle géoidepeutcependantlifférer en certainslieux par plusieurscentainesie metres
d'altitude. L'International Association of Geodesya défini le Geodetic Reference System
IAG GRS1980 en convenant des longueurs des demi-axes de l'ellipsoide, a savoir :

a=6 378 13Ma I'équateur

b =6 356 752,3141fn aux pbles
Ces longueurs different de modéles d'ellipsoides précédemment définis, par eetungéHayford
en 1909 pour lequel :

a=6 378 388n

b=6 356 911,9464n
et celui de Clarke en 1880, pour lequel :

a=6 378 249,2n

b=6 356 515,0n
Le systemagéodésiqudérancaisNTF (NouvelleTriangulationFrancaisg utilisait encorerécemment
I'ellipsoide de Clarke, mais le décret n°2000-1276 du 26 décembre 2000 définit un nouvealeréseau,
RGF93 (RéseauGeéographiqueFrancais de 1993), basé sur l'ellipsoide IAG GRS1980. Cet
ellipsoideesten effet utilisé au niveaumondialparle WGS84(World GeodesicSystende 1984)sur
lequelestbaséle positionnemenGPS.Quanta I'Europe,elle utilise encorel'ellipsoidede Hayford
pour sabasede données€D50 (EuropeDatumde 1950) avantde s'alignerelle aussisur le nouvel
ellipsoidedansle cadrede 'lETRS89 (Europe Terrestrial ReferenceSystemde 1989). L'utilisation
d'un mémeellipsoideau niveau francais,européenou mondial est une nécessitéafin d'éviter les
différences de positionnement  selon les systemes  utilisés. L'IGN
(http://www.ign.fr/fr/Pl/activites/geodesie/coordonnees.htmidonne I'exemple suivant du
positionnement d'un méme point :

NTF Ellipsoide de Clarke 7°44°14.0" 48°36°00.0"

ED50 Ellipsoide de Hayford 7°44°16.4" 48°36°03.0"

WGS84 Ellipsoide IAG GRS 1980 7°44°12.2" 48°35759.9"
Le décalage peut atteindre plusieurs centaines de métres.

[0 en électricité E = —grad(V) ouV estle potentielélectrique E indiqguedansqueldirection
le potentiel décroitle plus vite. E estle champélectrique.Cet exempleest trés ressemblantwu
précéedentcar uneparticulede chargeq placéedansun champélectriqueE estsoumisea uneforce
gE, qui dérive donc de I'énergie potentiaj\é.

Dansun conducteuen équilibre,celui—cisetrouvea un potentiel constantLe champestnul
a l'intérieur du conducteur, et le champ extérieur est orthogonal a la surface.

L'intérétdu potentielestque saconnaissancsuffit pour connaitrele champde vecteurset queles
calculs éventuelssur des quantités scalairesest plus facile que les calculs sur des quantités
vectorielles.

Donnonsun dernierexemple: on considérda Terrecommeun fluide en équilibre hydrostatiquede

masse volumique constante (hypotheses trés réductrices !'). Dans ce cas :
grad P =ug
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ou P estla pression,u la massevolume et g l'accélérationde la pesanteurau point considére.
L'accélératiorde la pesanteumdiquedansguel sensaugmentda pressionElle estorthogonaleaux
lignesisobareset la variation de pressionest d'autantplus importanteque p est grand. Ainsi, au
voisinage de la surface terrestre, on a, en fonction de la profandeur

dp_ pHg O P = R + gz (avecz orienté vers le bas)

dz
Plusgénéralemensi R estle rayonde la Terre (considéréecommesphériqueici), x la distancedu

point considéréau centre et go I'accélérationa la surfacede la Terre,on a g = X En effet,

R
I'accélératiorgravitionnellevaut a la surfaceg, = GRM (avecG constanteuniversellede gravitation,

M massede la Terre),soit%T[R3u x gz ou encoreA'—n]':l_,’G—R alorsqu'ala distancex, onag = @];’G_x
d'ou :

ﬁ)_ _Hgox -p_ X2 R

ax~ T R - - RTHIpRTHIn
Au centre de la Terre¢k=0 et P = P+ ugog.

Application numérique : R = 6370 km, M = 6*1@g, G = 6,67 10' N.n".kg?

P vaut envirorL74 10° Pa.(La valeurtrouvéedansce modéleextrémemensimplifié estenfait deux
fois plus petite que la valeur actuellemenestiméedansdes modelesplus élaborésmais I'ordre de
grandeur est bon).

Sionposex = R -z onobtient: Py + pgo(z — %) Soit uneerreurpar rapporta P, + pgz égalea

v4
- HQ%-

3— Dérivées de fonctions composées

a) Considérons d'abord le cas suivant :
R - R* . R
t - a(t) - f(a(t) =g(t)
On supposeajuef estC', demémequea. On noteraa, et a, lesdeuxcomposantede a. Alors g est
Clet:
. of . of .
t) =—(a(t)) ai'(t) + —(a(t)) a:'(t

g() =5, (@) a'®) +(a(t) &)

ce qu'on peut écrire également sous la forme :
Dg = D1f x Da; + sz x Da,

En effet :
g(t+h) = f(au(t+h), a(t+h))
=flay(t)+hay'(t)+o(h), ax(t)+ha'(t)+o(h)]
-

\_\/—/
H H
=f(x, + Hi, Xo + Hy) en posank; = a;(t) etx, = ay(t)

of of
=f(x, +H—+H—+ , H
(X1, %) + Hi o o(|I(H. Hll)

=0() + a0 & + 20 5] + o)
-8-



car || (H, Hz) || =hO(1) o1 O(1) est borné. Donc o([{(HH.)|]) = of)
On obtient bien le résultat annoncé.

On retrouveainsila formule donnantla dérivéeselonun vecteuren fonction desdérivéespartielles.
Il suffit pour celade considéreta fonctioncomposé¢ O R - a +th 0 R* — f(a+ th) O R avec

ici h = (hy, hy). a;" et a,’ valentrespectivement, et h, doncla dérivéeparrapportat ent = 0 dela

- , Y} - caon =h A a) + p, 2F
fonction composée est\ifa) = a;'(t) aXl(a(O)) +a)'(t) aXZ(a(O)) hy aXl(a) +h, aXz(a.)

b) Considérons ensuite le cas :
R*., R*> _R
X 5 Y=0X) - f(Y)=fo d(X) =g(X)
g(xa, X2) = fly1(xe, X2), Ya(Xa, X2)]
Sif et sont C, alors il en est de méme geet :
D19(X) = Daf(¢(X)) x D191(X) + DA(9(X)) x Da¢p2(X)
de méme :
D2g(X) = Daf(¢(X)) x D29 1(X) + DA(9(X)) x D2¢p1(X)
En effet, D1g estla dérivéede l'applicationpartielle en x;, et I'on appliquele résultatdu a) sur la
fonction partielle; — g(xi, X2)

Les notationsutiliséesen physiquesont peut-étreplus faciles pour comprendreet mémoriserles

formules :
_ B _ M
X = @2@ Y—%ZE_» z
0Z _0Z oy, , 9Z 0y,
0Xy ayl 00Xy ayz 0X1
0Z _0Z oy, , 9Z 0y,
0% ayl 0% ayz 0Xo
EXEMPLE:
(r,8) - (xy) - f(xy)=9(r, 6)
X=rcod
y =rsin
99 _0f g, g
or 0x €0 ay S
l—gz—ﬂsinﬁ + o cod

rog  ox ay

Ce systeme permet d'en déduire inversement que :
of - 09 cod _199 Sind

ox or r oo
of _0g.. . 1dg
—= o += 9
ay oo roe°

On obtient I'expression du gradient en polaire :
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g 109
df="¢g +=—2¢y
gra r'oo

Onremarqueraue,en physiqueesfonctionsf et g sontnotéesde la mémefacon,la différencedes
variablesétantpréciséegarI'utilisation d'unitésdifférentes(ex, métreset meétrespour (X, y) ; méetres
et radianspour (r, 8)). Ceci apparaitégalementdansla situation suivante: une quantité— par
exempléel'énergieinterned'ungaz— peuts'exprimercommefonction de diversewariables (T,P)ou

(T,V). Dansle premiercas, IesphyS|C|enssontobI|gesdenoter( ) et( ) lesdérivéegartielles

de U parrapporta T respectivemenlorsqueles variablessont (T,P) et (T,V). Le problemene se
posepasen Mathématiquecar le mathématicierauraitnoté de maniéredifférenteles fonctionnelles

U =1(T,P) et U =g(T,V). Il écrirait alors simplemelﬁ% oug_% sans ambiguité.

4— Extremum

f admetun maximum (respectivemenminimum) local en a, S'il existe un voisinagede a, tel que,
pourtout a de cevoisinageon ait f(a) inférieur (respectivemergupérieur)a f(ay). Si f estde classe
C', il n'est pas difficile de voir que les dérivées premiéresrsdi@senay, carlesfonctionspartielles
admettent un extremuau mémepoint. La réciproqueestfausse(elle I'estdéjapourlesfonctionsde
R dansR) comme le prouve le contre—exemple suivant :

f(X1, X2) =X° —X2° en (0, 0)

5— Dérivées successives

Les dérivéespartiellespremiéressont de nouvellesfonctionsde R? dansR.. On peut évidemment

itérer le procéderet définir des dérivéespartiellessecondeset parler de fonctions de classeC?,
lorsque ces dérivéessont continues, et plus généralemente fonctions de classesC* pour des
fonctions dont lek premiéres dérivées partielles existent et sont continues.

0’

Pourdeuxvariablesx; et x,, on note —; 3 5 OU D, (respectlvemen?f2 ou D,?) la dérivéeseconde
X X

1 2

obtenueen dérivantdeux fois de suite par rapporta x; (respectivemenk,), 662(; ou DD/ f la
X10X2

o'f ou D,D;f la dérivée

dérivéesecondebtenueendérivantd'abordparrapporta x, puisax;, et——
X26X1
secondeobtenueen dérivantd'abordparrapporta x; puisa x,. Cesdeuxdernieresiérivéespeuvent

étre différentes. Cependant, la plupart du temps, elles sont égales.

THEOREME DE SCHWARZ :
Soit f de classe ‘Gur un ouvert d®R". Alors D,Df = D;D.f

Cette propriété est d'usage courant en physiqgue. Une démonstration est donnée en annexe I.
Plusgénéralemenpour unefonction de classeC®, I'ordre de dérivationdesk permiéresiérivéesest
sans importance.

6— Tangente a une ligne de niveau
0 Soit f unefonction de classeC' définie dansun ouvertde R?. La relationf(x;, X)) = 0 meten

relationx; et x;. X, peutparfois étre considérécommefonction de x;, ou inversementx; peutétre
considéré comme fonction ag

-10-



EXEMPLE 1:
f(Xl, X2) = X12 + X22 -1=0
Pourx, > 0, cette équation donmg=+/1 — X2 .
Pourx, < 0, cette équation donmg= —/1 — %
Mais au voisinage de = 0, on ne peut définir de fonctiepdex;.

EXEMPLE 2:
f(Xl, X2) = (X12+X22)2 — (X12—X22) =0
En polaire, on obtient :
r? = cos(®)
Cettefonction ne permetpasde définir x, en fonction de x;, pasplus que x; en fonction de x, au
voisinage de (0, 0).

Dansl'exemplel, la raisonenestqu'en(l, 0), la tangentea la ligne de niveauest parallélea Ox,, la
raison dans I'exemple 2, est qu'il n'y a pas qusentetangenteen (0,0) maisdeux.Si on sesouvient
gue le gradient est orthogonal aux lignes de niveaux, on voit que la tangegtg/g@raineligne de

niveauf(xy, Xo) = 0 est(X; — Xo) %(xo, Yo) + (X — yo)%(xo, Yo) = 0, a conditionquel'une desdeux
1 2
dérivéegpartiellessoientnon nulles. Ainsi, si %(xo, Yo) estnonnul, il s'agitde la droite de pente—
2

of

axl(x"’ Yo)

of '

axz(x"’ Yo)

2 2
EXEMPLE: I'eIIipse%lz +XBZZ — 1 = 0 admet pour tangente & Yo) la droite d'équation :
(x1m0) 23 + (o) 3 = 0

équation qu'on peut encore éc@éi:é‘2 + Xé 9_1=0.

[0 L'équationde la tangentea une courbede niveaupeutseretrouverpar le raisonnemensuivant.
Supposongju'auvoisinagede (Xo, Yo), la relation f(x;, x;) = 0 permettede définir localementx,
commefonction de x;, Soit X, = ®(x;). On a doncidentiquement(x;, ®(x;)) = 0 sur un intervalle
centré en. Cette relation permet de donner la valeubdg;) en fonction des dérivégmrtiellesde
f. On dérive par rapportxa la fonction composée :

%~ B B Hog - 00 %) =0, @(x0)

Cette fonction composée étant identiquement nulle, il en est de méme de sa dérivée.
of of
0 =—(X1, X2) + P'(Xy) —— (X1, X
350 )+ @T00) -, %)

-11-



%(xl, X2) %(Xm Yo)
Donc :®d'(x;) = ——~——— et en particulier pout; = X (etX, = Yo) : P'(Xg) = ———
ﬂ(xl, X2) ﬂ(xo, Yo)
aXZ aXZ
(On remarquerajue @' s'annulea ou % s'annule)Le physiciennoterapludt cetterelation sousla
1
forme suivante, en utilisamtety au lieu de; etx; :
of
—op dy-_ox
f(x,y) =00 dx " of
ay

[0 Dans le cas de trois variables, on supposera de méme que tangésicasou la relationf(x, Xz,
x3) = 0 permettede définir localemenix; commefonctionde x; et x, au voisinaged'un point (Xo, Yo,
Zo), SOitXs = D (X4, X2)

On a donc identiquemef{ix;, Xo, (X1, X2)) = 0. Lesdérivéeddef s'obtiennenendérivantla relation
précédente par rapporixgaoux, :

of
0 :ﬂ +ﬂa£ ] a;q) = _%
OX1 OXzOx1 Ox1  Of
0%3
of
0 :ﬂ +ﬂa£ ] a;q) = _%
OX, OX3OX, 0%  Of
0X3
relation que les physiciens noteront sous la forme suivante, en utiligagttz au lieu dex;, X, etxs :
of of
_ 0z, _ OX z, _ oy
fxy,2 =00 €8, =t %)X_ 5
0z 0z
Si la relation permet de défirir= DX, y), y = ©y(X, 2) etx = D,(y, 2), on aura :
of of  of
0D, 0P, 0P, _ ayx_gx_a_x: B
oy 0z 0x of of of
ox o0y o0z
relation que les physiciens noteront plutot sous la forme :

X OYy 9zy _ _
(ayz(az)x(an_ 1

On définit par exempleles coefficientscalorimétriquessuivants,en thermodynamiqueu la pression
P, la température T et le volume V d'un gaz sont reliés par une ré(@tiéh V) = 0 :

=T a_'||:'))v coefficient calorimétrique de dilatation

h=-T %)P coefficient calorimétrique de compression

-12-
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DI(ﬁ)T_T(gT)v(aP)T T%)P h

Il : Intégrales doubles

1- Exemples
SoitR =[a, b] x [c, d] unrectangledu plan et f une fonction continuesur R, a valeursréelles.On
définit -
f(xy) dxdy = éj (%] f(xy) dy) ox
R a c

On admettrde théorémade Fubini qui énoncequele réle desdeuxvariablesestsymétriquec'est-a-
dire que I'on peut aussi écrire :

ﬁgjﬁ f(xy) dxdly = éj d(gj "f(xy) ) dy

a

EXEMPLEL :
Pour R =0, 2k [0, 1] :
ﬁ] ><2+ydxdy=%]2(FI]1x2+ydy)dx:%f%%dx:%u:%l
R 0 0 0
ou ﬁ[jﬁ x2+ydxdy:§]l($2x2+ydx)dyzgjlgwdy:%”:l?l
R 0

0 0

On étend aussi cette définition au cas ou le domaine d'intégration D est de la forme :
D={(xy) asxs E, ¢(U>J<2X)S y < W(x)}
flx,y) ccly = éj q]g flxy) ) o
HE]{]D a ) o
La méthode générale de calculﬁhjg f(x,y) dxdy consiste donc :

D
a intégrer d'abord par rapport a une varighar exemple, les bornes dépendant de
puis a intégrer par rapport a l'autre variable.

On admettrague, pour les fonctionscontinues,on peutintervertir I'ordre d'intégration.uUn énoncé
rigoureux de cette propriété (théoremede Fubini) et a fortiori sa démonstrationnhécessiteune
définition généralgprécisede la forme desdomainessurlesquelson integre,définition qui dépassée

cadre de ce cours. (L'intervertion peut étre fausse pour certaines fonctions sur certains domaines).

EXEMPLE2 :
ﬁj X%y dxdy ot D est I'ensembleXfy) | x= 0,y = 0, x+y < 1}
D

0 0

1 1-x 1
_ I ' = S|
_ﬁ[] %] X2y dy dX—%j —(—Lz d=
0

ou bien
- 13 -



1,0 1y 1 3

0 0

EXEMPLES :
Calculons maintenant l'aire d'une ellipse :

dxdy ou D = {(x,y) |§ +§S 1}

2— Propriétés
Nous admettrons que :

&F f(x,y) dxdy = ﬁj f(x,y) dxdy + ﬁj f(x,y) dxdy si D et D' sont disjoints
DOD D D'

f=00 ﬁj f(x,y) dxdy =0
D
f<gO f(x,y) dxdy < H1 g(x,y) dxdy
D D
ﬁj (af + bg)(x,y) dxdy = a HEJE f(x,y) dxdy + b HE]{] g(xy) dxdy
D D D

3— Changement de variables

Les formules sont données sans démonstration :
[0 Coordonnées polaires

%x: r cod
gy =r sind
alors :

ﬁj f(x,y) dxdy = J&F f(rco®,rcoY) r drdd
ouA ={(r,0) | (rcod, rsinB) I D}

Cecis'interpretephysiquemenen considérant drdd@ commeun élémentde surfaceélémentairegn
lieu et place de>diy.

EXEMPLEL :
Aire du disque de rayon R :

-14-
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dxdyzﬁﬁ r drdd = TiR?
D J A

EXEMPLE2 :
Calcul de :

ﬁ[] exp(—x/2) dx=1= 2#] exp(—x/2) dx

—o0 0

Cetteintégraleintervienten calcul des probabilités(loi normalede Gauss).On ne connaitpasde

primitives de exp(—x°/2) sousforme de fonctionssimples.On peutnéanmoingalculerl'intégralede
a

facon exacte. Posoqi_s exp(—x/2) dx = F(@)

0
On considerde carré C(a) de coté a dont une diagonaleadmetcommeextrémitésles points O et

A(a, a) etle quartde cercleD(a) de centreO derayona, dansle quartdeplanx= 0ety > 0.0Ona
D(a) 0 C(a) O D(a/2), donc :

[Hj exp[—(C+y?)/2] dxdy < [Hj exp[—(C+y?)/2] dxdy < &]I] exp[—6G+y?)/2] dxdy
D(a) C@

_I D@V 2)
Or:
ﬁhﬁ exp[-6C+y)/2] ddy = F@)’
C(a)
et
[Hj exp[—(¢+y?)/2] dxdy = &F exp(—r4/2)r drd@ ouA ={(r,0) |0Osr<aet0<0< 1_21}
D(a) A
%E[— exp(-r/2)] Z = %[ (1 — exp(a%/2)]
Donc :

T (1 - exp(a12)] < Fla)’ < 7 (1 - exp(@)]

Quanda tend vers l'infini, on obtient iim F(@) = n

a—>oo 2
Or | n'est autre que le double de cette limite. Dong/Pa

O Cas affine :
%x:au+bv+c
my=du+ev+g

alorsﬁ[j]{] f(x,y) dxdyzﬁﬁ f(autbwv+c,dutevtg) |ae-db] dudv
D A
ouA = {(uyv) | &y) U D}

4— Autres exemples d'intégrales multiples

On donnera comme exemples :

[ l'aire de la sphére:

Un point de la sphére de rayon R admet pour coordonnées :
X = Rco®cosd
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y = RsirBcosp O<O <2t JU2<$ <102

z=Rsinp
Un élémentde surfaceélémentairalS s'obtienten faisantvarier 8 d'unangledd et ¢ d'unangledd.
Ona:

dS = Rcogp dodd
Cherchons la surface latérale de la sphére pogrd < ¢;.

¢1
Donc S :ﬁ] R°cosp dodd = ZTERZJ& cogh dp = 2rR(sindo — Sin1)
D oo

L'aire dela sphéres'obtienten prenantp, = — = LY $, = =, ce qui donne4niR?. Mais le résultatplus

2 2
généralqui précedeestremarquablegar la surfacedu tronc de sphereestégalea la surfacelatérale
du cylindre de méme rayon et de méme hauteur.

[ le volume de la sphéere
C'est une intégrale triple :

= dxdydz
v

De méme,on peutvoir une pommede terre découpéeen cubescommela sommedespetits cubes
dxdydz Pourcalculeruneintégraletriple, on proceded'unemaniéreanalogueaux intégralesdoubles

a) Méthode &

R2x2y2
= &IE & dz dxdy ol C = {ky) | X*+Y* < R%}
. Fees
= HE]{] 2\/R2—§2—F dxdy
C
(On a découpé la pomme de terre en frites.)

:ﬁj 2+/R’=* rdrd® en passant en polaire.

C
R

= ) R rdr—4n§ LRy )3’2§ 4R
0

b) Méthode 2

V= & " dxdydz ol C@) = {(xy) | *+y* < RP— 7}
J R J'C@

:%] n(R*-7) dz

-R
(On a découpé la pomme de terre en rondelles.)

_H(2F€'——)——
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c) Méthode 3
4

R
V:%] 4’ dr ==
0

3 TIR® (On a découpé, innovation culinafe la pommedeterreensphéres

concentriques)

On pourra de méme montrer que le volume de Ielllpso'l'de d'équation :
XZ é tz=1

vautértabc

3

O le volume du cone
Soit un céne de hauteur H et de surface de base quelconque, d'aire S.

= dxdydz
v
H

:%] s(2 dz
0
ou sg) est égale a l'aire de la surface se trouvant a la hautear homothétie, B(= Sﬁz;_ donc :
SH _1
V= 3 3.HS

Annexe | : Théoreme de Schwarz
Danscetteannexe,on démontrele théorémede Schwarz.Soit f une fonction de classeC? sur un

2 2
ouvert deR? Nous voulons montrer qL-(%eaL 0T Nous considérons la fonction suivante :
XlaXZ aXZaXJ_

A(hl, h2) = f(X1+h1, X2+h2) f(X1+h1, X2) f(Xl, X2+h2) + f(Xl, X2)
i) Considéronsb,(t) = f(t, xo+hy) —f(t, x.). Onadonc,enappliqguanie théoremedesaccroissements
finisad; :
A(hl, h2) = cDj_(Xj_"‘hl) — q)l(Xl) = hlq)l'(X1+eh1) avec0<6<1
O Afhy, ) = by ﬂ(xl+ehl, Xothy) —ﬂ(xl+ehl, %)]

:hlhz (X1+6h1, X2+9 h2) avec0<09'<1

0 26 X1
en appliquant le théoreme descroissementfinis surla fonctionx, — %(xﬁehl, X2). Onendéduit
1

2 2
Ahwhe) o 0% (o o O

im est continue.
(hy,hy) - (0,0) hih; axzaxl 0X%20%;

que

i) On peutégalementonsidérerd,(t) = f(x;+hy, t) — f(x,, t). Parun raisonnemenénaloguea celui
qui précede, on a:
A(hl, h2) = ¢2(X2+h2) — q)z(Xz) = hzq)z'(Xz'F[hz) avec 0 <1
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] aa—)];(x1+h1, Xo+Thy) —a"—)‘;(xl, Xo+Thy)]

of
0 Xla X2

=h,h; (X1 +T'hy, X+thy) avec 0 ' < 1

2

Donc ,
(huh)—(0,0) hihe ~ 9xdx,

On en déduit donc I'égalité des deux dérivées partielles secondes

2 2
Voici un contre—exempledansle casd'unefonction non C2 Soit f(xy, X,) = 22251 =2 ) an dehors

X1 X0
de (0,0) ef(0,0) = 0

N
N\
A
W
:

i

y
j
)
0
e
i

S “yﬂfﬁ“‘%
SSSSS KK

TSR
’0"',"’[ SO

«
\
\

)
i

7
I
0

Qi

A\

7

295
L
X
Y

I~

2 2 2, 3
ﬂ(Xl, Xo) = XZ(le _Xg ) + 4)2(1 X22
0Xq X "X (X1“+%2°)

> en dehors de (0,0)

%(0,0) =0, dérivee en 0 de la fonction- f(xi, 0) = 0
1

0 ﬂ(O, Xp) = =X pour toutx,

6x12
0 a)zgxl(o, 0)=-1
De méme :
D) =X A,

of
—0,0)=0
a0

of
O —(Xq, 0) =x; pour toutx
aXZ( 1 ) 1P 1

o%f
0 Xla X2

0,0)=1
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2 2
On remarque donc q%e_z(;xl(o' 0)# a)?lafxz

(0,0)

Annexe II: Applications et formules diverses

1- Centre d'inertie
[0 la masse d'une courbehomogene de densité 1 est donnée par :

M = %] d avec d :\/x'2 +y? si X(t),y(t)) est un paramétrage fe
Ce n'est autre que la longueur de la courbe.

Le centre de gravité de cette courbe est donnée par !

_1
xG—M.%j xd

-1
yG—M.%j yd

_1
ZG—M.%] zd

[0 La masse d'une plague homogene de densité surfacique 1 est donnée par :

M= dxdy

La masse d'une plaque de densité surfadiog)g est donnée par :

M= ﬁj f(x,y) dxdy

Le centre de gravité d'une plague homogéne de densité 1 est donné par :

_1
xG—M ﬁj X dxdy

=1
Yo =pp [l Y dxdy

Le centre de gravité d'une plague de deriéity) est donné par :
%=k ﬁhﬁ x(xy) dxdly

1
Yo =1y [FJE y f(xy) dxdy

[0 En dimension 3, on aura de méme, pour un solide de dengits f(

M = &ﬁj f(x,y,2) dxdydz

|
XG = % &ﬁj x f(x,y,2) dxdydz
|
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Yo = &HEJE y f(xy.2) chyciz
"]

Zc = 1 &ﬂj z f(xy,2) dxdydz
"]

EXEMPLE 1:
Centre de gravité d'un demi—cercle homogeérg)(x*+y* = R, y = 0}
La masse estR. Xs est nul par symétrie.

M.yG:%jydlzgj R sird R = 2R [ yG:%R
0

EXEMPLE 2:
Centre de gravité d'un demi—disque homogérg)(>x*+y* < R? y = 0}

La masse e%nRZ. X est évidemment nul par symétrie. Calculgfs

M.ye = HE]{] y dxdy

[H] r sind rdrdd en passant en polaire
2R
3

Yo s ?x

THEOREME DE GULDIN

i) Soitl" unecourbecoplanairea I'axe Oz.L'aire dela surfaceengendrégar I' entournantd'un

angle® autourde Oz estégalea LOD, produit de la longueurL dela courbe,par la longueuréD
parcourue par le centre d'inertie. (D est la distance du centre d'inertie a l'axe)
i) SoitS unesurfacecoplanairea I'axe Oz. Le volumedu solideengendrépar S entournantd'un

angle 8 autour de Oz est égalea ABD, produit de l'aire A de la surface,par la longueur 6D
parcourue par le centre d'inertie.

Démonstration
i) Soit G le centred'inertiede ", seprojetanten O surOz Soit M un pointdel, seprojetantenH
sur Cz. L'aire de la surface est égal a :

%] HM.6 di :6%3 HM.dl =6 OG%] d =6DL

i) Soit M un point de S. Le volume engendré est égal a :

[H] HMBdSZBﬁ[j]{] HM dSZBOGﬁ[j]{] ds = 6DA

EXEMPLE 1:
Considéronsun demi—cerclede rayon R. Soit d la distancedu centred'inertie au diametre.On

engendre une sphere en faisant tourner le demi—cercie @n2 donc :

AR = TR.2rd O d—ZT?
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EXEMPLE 2:
Considéronaun demi—disquede rayon R. Soit d la distancedu centre d'inertie au diametre.On

engendre une boule en faisant tourner le demi—disqua. d@2a donc :

3 2
IR TR om0 d=28
3n

3 2
2— Moment d'inertie
0 d'un point M de mass® par rapport & un point O situé a une distanocar’

0 d'un point M de massg® par rapport & un axe situé a une distanaar’. Exemple. Si laxestOz
et si M a pour composantey(,2), alors le moment est(>x*+y?)

O d'un point M de massa par rapport ain plansituéa unedistancer : mr’. Exemple.Si le planest
Oyzet si M a pour composantey(,z), alors le moment esty.

En conséquencde momentparrapporta O estégalala sommedesmomentspar rapportauxtrois
plansOxy, Oxz et Oyz Le momentpar rapporta Oz estégala la sommedesmomentspar rapport
aux deux plans &z et Oyz

Cesrésultatss'appliqguea descourbes,desplaguesou a dessolidesen calculantune intégralesur
tous les points du solide. Par exemple, le moment d'inertie d'un solide par rapport & #ake O

J&]I%Evyzﬂuzz dxdlydz

Les remarquegjui ont précédéévitent souventde calculerdesintégrales.Ainsi, le momentd'un
cercle de centre O dans le plary@e massen de rayorr par rapport a son axez@st :
IOz = er = IOxz + IOyz

Par symétrie,d; = loy, :%mrz, moment du cercle par rapport a I'un de ses diametres.

On dispose également du
THEOREME DE HUYGENS
Le momentd'inertie d'un solide de masseM par rapport a un axeD estégal au momentd'inertie

par rapport a I'axe A parallele a D et passantpar le centrede gravité G du solide,augmentédu
moment d'inertie par rapport a D de G affecté de la masse M.

Démonstration
| = &ﬁj R?dm ou R est la distance dea D
v
Notons M un point quelconque du solide, H sa projection sur D, K sa projectitn@uora :
HM =HK + KM
avecHM = R, HK vecteurconstantau ou u estun vecteurunitaire porté par une perpendiculaire

commune a D ek, a distance de D A. Posons = KM
0 R*=a%+r% + 2HK.KM
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O |:[£ﬁE]E a’ +r> + 2HK.KM dm
J v

0 | = a’ dm+ r? dm + 2HK.KM dm
Iy v JHv
0 | =a’M + r’ dm+ 2HK. KM dm
v v

N

moment par  nul par défomn
rapport A du centre d'inertie

EXEMPLES

2
[J Barreau de longueur L dont I'axe est orthogonal et passe par Ie:%l%t—re

En effet, Soitl(L) le momentd'inertiepar rapporta un axe orthogonalau barreaumaispassanpar
une extrémité, et | le moment d'inertie cherché. On a :

_ . ML?
(L) =1+ 7
mais | = 2I(L/2) en considérons le barreau comme formé de deux demi—barreau et I(L)3 ear

les moments sont proportionnels a la masse et aux carrés des longueurs.
2
o =M

3
_ML?
12

0 I

[0 AnneaucirculairecomprisentrelesrayonsR; et R, dont['axe estorthogonala I'anneauet passe

2 2
par le (:entre:MRlz;R22

On découpe I'anneau en cercles concentriques.

Ry
| = HE r2 2rr dr :%[(Rz“ ~RY :g.(RZZ—Rf)(R22+R12)
Ry

_MR +RY)
2

RZ
En patrticulier, pour un disque de rayon R, on prend R et R =0 et I'on obtien!lwz—

2
[0 Boule de rayon R dont I'axe passe par le ce&%&.

On découpe la sphere en empilement de disques

R
_L 1l 2 oo 1 4R 2R, _8mR°
|_%3_R2n(R 2 dz=1m(or AR 4 2K BT
_2MR?
5

[0 sphere de rayon R dont I'axe passe par le centre.
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Une boulederayonR estvue commela réunionde spheresoncentriquesl'épaisseudr et de masse
ATr?pdr sip estla masse/olumlque Si I(R) dr estle momentd'inertied'unetelle spherealorscelui

dela sphérede rayonr vautl(r) = = I(R) dr carle momentd'inertieestproportionnelau carrédes

R
dimensiong(ici le rayon) et a la masse elle-mémeproportionnelleau carré du rayon. Le moment

d'intertie de la boule est :
4

2 x =TR°u x R? .
3 [P R dr = 1R x B0 IR) = 8 1 Ry o = 2R« 4R o
5 R 5 3 5
0

2
avec 41R°n dr masse M de la sphére de rayon R. Ainsi, le moment d'inertie de la spli%gest

[ Feuille rectangulaira x b dont I'axe est paralléle au citéet passe par le centrgl—

On le considere comme somme de barreaux.

2, h2
[ Feuille rectangulaira x b dont I'axe est orthogonal et passe par le ceM@lg—bz

Si la feuille estcontenuedansle planxy, ona: I, = I, + I, = I + |, et 'on appliquele résultat
précédent.

2 2
[0 Anneau circulaire compris entre les rayon®eRR, I'axe étant dlametrallv:liRldf—Rzz

On opérecommedansle casprécédentLe casdu disquederayonR s'obtienten prenantR; = R et

Rz =0

O Parallelepipedeectanglea x b x ¢ dont I'axe est paralleéleau c6té ¢, passantpar le centre:
2

M On le considere comme somme de feuilles

12
[0 Cylindre plein de rayonR de longueurL dontl'axe estparallelea la génératricepassanpar le
centre % On le considere comme empilement de disques

[ Cylindre plein derayonR delongueurL dontl'axe estorthogonala la génératricepassanparle
R, L°

centre: M( 2) I, = Iy, + ly, conduit directement au résultat.
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