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| : Produit scalaire
Début de partie réservée aux MPSI, PCSI, PTSI avec option mathématiques

1- Définition
DEFINITION
Un espace vectoriel Bur R estdit euclidiens'il estmunid'un produit scalaire,a savoiruneforme
bilinéaire symétrique < > définie positive, ce qui signifie :

i) Pourtouty deE, I'applicationde E dans R qui a x associe<x, y> estlinéaire. Pour tout
X, l'application de E dan® qui a y associex, y> est linéaire.

i) OxOE,0O0y0E,<x y>=<y, x>

i) OXOE,<x,x>=0< x=0

iv) OxOE, <x,x>=0

On note aussi le produit scalakg s'il n'y a pas ambiguité avec un autre produit.
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EXEMPLE:
siE :CO([a,b]t)), E peut étre muni du produit scalaire suivant :

4, g> :%3 f(Og(t) dt dt

On associe au produit scalaire une norme dite euclidienne :

Il =V<x oo =ApE o
Cettenormepermetde définir unedistanceentredeuxvecteursx ety (considérésci plutdét comme
des points lorsque E est vu comme espace affine), a savey ||.

On peut retrouver le produit scalaire a partir de la norme. En effet :
1 1
X y> =5 (lIx+y IF = 11X IE=1ly IF) =7 lx+y IF = lIx=yIf)
On peutinterpréter'égalité<x, y> = %, (Ix+y|E—-]Ix-y|P) endisantquele produitscalairede

deuxvecteursx ety estégalau quartde la différencedescarrésdeslongueursdesdeuxdiagonales
du parallélogramme construit selwety.

X

Dans la figure ci-dessusx<y> = 5 alors que § +y |F — ||[x =Y |F = (3/5)* - & = 20.

On a aussi l'identité du parallélogramme :

Ix+ylf+lIx=ylF=21x|F+2]ly|f
qui énonceque la somme des carrés des longueursdes diagonales(x + y et x — y) dun
parallélogramméde cotésx et y) estégalea la sommedescarrésdeslongueursdesquatrecotes.
Dansla figure précédentele parallélogrammestconstruitselondeuxvecteurs x de normeb5, ety

de norme\/ﬁ. La grandediagonaleestportéeparle vecteurx + y eta pour Iongueur3\/§ alorsque
la petite diagonale est portée pafy et a pour longueur 5.

On a bien (8/5) + 5 = 2x 25 + 2x~[10? = 70.

2— Inégalité de Cauchy-Schwarz

PROPOSITION :
Soit E un espace euclidien muni d'un produit scalaire><Alors :

) OxOE,Oy0E,|<x, y>| < |Ix][Hy]l
i) OxOE,OYyOE,|[|x+y|[<[|x[+ [yl

Démonstration
i) Si xou y est nul, 'inégalité est évidente. Dans le cas contraire, on considere I'application suivante

R - R
t o <xtHy, xHy> = <X, X> + 2<X, y>t + t<y, y>
2.



Le trinbmedu seconddegréent estpositif ou nul pourtoutt. Il nepeutdoncpossédedeuxracines
distinctes, donc son discriminant est négatif ou nul. Donc :

<X, y>° < <X, X><y, y>
0 |<xy>|<lixIHiyll
Cette inégalité est connuesousle nom d'inégalitéde Cauchy—SchwarzElle permetde définir le

X[y Il

i) En élevant au carré, on obtient une inégalité équivalente :
<y, x> < ([Ix 11+ [y IY
= e 2>+ y> < [P+ Ly IF+ 20y 1]+ Dy IF

= < ys|ixdllyll T :
ce qui découle du i). Cette inégalité est connue sous le nom d'inégalité triangulaire

cosinus de deux vecteurs comme étant é

3— Bases orthonormées

DEFINITIONS :

i) Un vecteur x est dit unitaire ou normé si || x 1.

il) Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si <x, y> = 0.

iii) Une base (g...,) est dite orthogonale si les vecteurs de base sont deux a deux
orthogonaux.

iv) Une base (g...,§) est dite orthonormale ou orthonormée si elle est orthogonale et si
tous ses vecteurs sont normés.

On peutremarquergue si un systémede vecteursnon nuls est constituéde vecteursdeux a deux
orthogonaux, alors, ce systeme est libre car :

n n
>oaie=000j,<y aie,6>=00 0j,a6°=00 Oj,a=0
=1 =1
Pour que ce soit une base, il suffit que le nombre de ces vecteurs soit €égal a la dimension de I'espace.

n

L'intérét d'une base orthonormée est que le produit scalaire s'y exprime treés simplexent. &
=1

n
ety => ye, alors :
1=1

<X, y> =;myi et [x]|=

alors que dans une base quelconque, on a:
n
<X y> = Zl xyi<e, >
E
ou encore, si I'on note M la matrice symétrique de terme gerergb<
<X, y> ='XMY
ou X et\t( sontles vecteurscolonnescomposantede x ety. Dansle casdu produit scalaireusuel,
<X, y> = XY.
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THEOREME DE PYTHAGORE
Soit V4, ...,V une famille de vecteurs orthogonaux. Alors :

IVi+ o VY, E = (IVLIE+ (V2 |+ + IV, IF

Il suffit de développete carréde gaucheTousles doublesproduitsde deuxvecteursdistinctssont
nuls puisque les vecteurs sont orthogonaux.

Il estfacile de construireunebaseorthonormeéei partir d'unebaseorthogonalell suffit pourcelade

diviser chaque vectear sanormepour seramener desvecteursunitaires.Nousallonsdécrireun

procédépermettantle construireunebaseorthogonalea partir de n'importequellebase Ce procédé
est appelé procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt :

O Prendreg; = e
[0 Par récurrence, pour construigg écrire

€k = & T Ok1€k1 t+ ... TU1E
On trouve la valeur de; en écrivant g, &> = 0. On obtient :

0 = <g, &> +0j<g;, &> d'ouq;.
Pour simplifier les calculs, on peut au besoin prendreun multiple non nul de &. On voit par
récurrencegue g estcombinaisonlinéaire de (ey, ..., &), la composantesuivante, étantl. Il en
résulte qu'aucun degn'est nul, et qu'ils constituent une base de E.

EXEMPLE1 : DansR*, on se donne le sous—espace vectoriel d'équations :
Hx+y+z+t:0
oX—-y+z=0

Il s'agit d'un sous—espace vectoriel de dimension 2. Une base est donnée par :

€& &
On prenck; = e;. On cherche; = e, + ag,, aveca tel que :
<€1,6,> =0 <g,6> +0<e,e>=0

= =_5
= 5+@=0-a=-¢

D'ou :
0t -3 [0
[ 2 0
[Jo 1 []
(12 -3 [0

Il suffit ensuite de normer chaque vecteur.

EXEMPLE2 : DansR*, on sedonnel'hyperpland'équatior2x + 3y — z — 2t = 0. Trouverunebase
orthogonale de cet hyperplan. Une base de I'hyperplan est :
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I]:[F
|D]o 2%

Mo o 1L
€66

On prend :

€1=6

€ = & + (g, aveca tel que 0 = §,,&> = <g,&:> +0g;”

3
= -3+ —
0 3+1& 0 a= 13
Pour éviter les dénominateurs, nous prendrons Eptdétl 3, + 3,
4
[l [0

Ainsi : &, _%G%
0

€3 =63 +ag; + B, aveca et tels que :
M0 = <es€1> = <en.81> + ag® = -3+ 13
mO0 = <£3,82> = <@;,e> + Be” =4+ 728P

@a 13
Sl 1
il 182 13.14
Nous prendrons plut@g = 182 + 42, —¢,

€1 & &
[0, ¢ 7500
|]:UO 26 —Zﬁ
Mo o 18
Pour obtenir une base orthonormale,il suffit de diviser chaque vecteur par sa norme, soit

respectivemeny/13, 2/182, 787 .

EXEMPLES : DansR?, on considérde produit scalairexx + % (xy+yX) + yy. La basecanonique
(er,&) n'est pas orthonormée. On obtient une base orthogonale en posant :

€1=6€

=6+ Ae
avecA veérifiant <€3,6,> =0« 1 += )\ =0= A =-2.

Il suffit ensuite de normer les vecteurs.

A chaquey on peut associer la forme linéaiyeléfinie par :

o KEy o
Inversement, i est une forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie, alors ilyexiste
unique tel qué = f,. Ce qu'on énonce ainsi

PROPQOSITION :



Soitf uneformelinéaire d'un espaceeuclidiende dimensionfinie. Alors il existeun uniquey tel
que :[0x, f(x) =<x, y>

Démonstration

En effet, soit§) une base orthonormée de E. Il suffit de pregdré) f(e) e. On a bien alors :
=1

f(x) = > f(x &) = > x f(e) = <x, y>. Quant a l'unicité, il suffit de remarquer que :
=1 =1
[Ox <xy>=<x,z2] 0 y=2z

Cet isomorphisme n'existe pas en dimension infinie. Soit en effet E I'esifi;&]i; muni du
produit scalaire :

1
<fg>= %1 f(a() o
0
L'applicationE - R, qui af associd(0) ne peutétredéfiniea partir du produitscalaire En effet, si

on prendf, définit parf,(x) = 1 — nx sur[O, %] et 0 ailleurs,alorsil faudraitg telle que,pourtout n,

1/

1= %] (1 —nt)g(t) dt. Or l'intégrale est majorée pg'];\Max {| g(t)| , t 0]0,1]}, quantité quitendvers
0

0 quandn tend verso.

4— Sous—espaces orthogonaux

DEFINITION :

Deux sous—espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel euclidien sont dits orthogonaux si :
OxOF OyOG,<x,y>=0

Si on esten dimensionfinie, il suffit de veérifier que les vecteursd'unebasede F sontorthogonaux
auxvecteursd'unebasede G. Parailleurs,F et G sontensommedirecte.En effet, soit x élémentde
FnG.Ona.:

OyOF0OzOG,<,z2=0
Or xOFetxOG
donc <x,x>=0

DEFINITION :
SoitF un sous—espaceectorield'un espacevectoriel E euclidiende dimensionfinie n. On appelle
orthogonal de F I'ensemble des vecteurs y de E tels que :

Ox OF,<x,y>=0
Pour appartenir a I'orthogonal deilisuffit de vérifier I'orthogonalité avec une base de F.

Il estfacile de montrerque I'orthogonalde F, noté F~ ou F° est un sous—espaceectoriel de E,
orthogonal a F. Nous allons montrer que ces deux sous—espaces vectoriels sont supplémentaires.
i) Nous savons déja que F eétgont en somme directe.
i) Nous allons maintenant montrer que dimF + dirsFlimE.
Soit (e, .., &) une base orthonormée de F. Considérons I'application :
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E - R
X,61>
X, 6> i
® x- [] L]
[kxe>[]
® estune applicationlinéaire. Son noyau est F*. Sonimage est RP. En effet, un antécédente

n

(ay,...0p) estx= ZO(i g. D'aprés le théoreme du rang, on a :
1=1

dimE = dim Ker® + dim Im®
O dimE = dimF' + dimF

La méthode précédente permet d'ailleurs de définiaF un systéme deéquations.

Autres propriétés : si F est inclus dans G, alotessinclus dansEEn effet :

xO0G 0 OyOG,<xy>=00 OyOF, < y>=00 xOF
Enfin, (F)” = F. En effet, cesdeuxespace®nt mémedimensionet on vérifie facilementque F est
inclus dans (B".

Cettepropriétéestfausseendimensioninfinie ce qu'onpeutmontrerde la faconsuivante: on prend
E = C°%([0,1]) et F le sous—espaceectorieldesfonctionspolynomialesOn définit le produitscalaire

<f,g> = %] lDf(t)g(t) at

a

On peutmontrerquela seulefonction orthogonalea tousles polyndmesestla fonction nulle. Ainsi,
F'={0}, et (F)"=E#F

Remarque : si A est une partie quelconque de E, on peut défiparA
yOA” « OxOA, <x, y>=0.
A" est alors un sous—espace vectoriel de E. On a seulenie(dA"

5— projections et symétries orthogonales

Du fait que I'orthogonal'unsous—espaceectorielF estun supplémentairee F, on peutdéfinir une
projection orthogonalesur F (parallélementa F”) et une symétrie orthogonalepar rapporta F
(parallélement &'B.

Dansle casd'unhyperplanH, orthogonala unedroite D, cesfonctionss'exprimentres simplement.
Soitu un vecteur unitaire orthogonal a H (vecteur directeur de la droite D).

Projection sur D: p(x) = <x, u>u
Projection sur H: g(X) =x—<x, u>u

En effet, on peut écrire :
X=[X—=<X u>u] + <x,u>u=qX + pK)

=Y, oD



v est élément de H. Il suffit de prouver quest orthogonal & :
<V, U> =<, U>— <X, u><u,u>=0

Symétrie par rapport a Dsp(X) = 2<x, u> U — X = p(X) —q(x)

Symétrie par rapport a Hs;(X) = x— 2<x, u>u =q(X) — p(X) = —o(X)
On utilise la décomposition deprécédemment mise en évidence.

Les cas précédents permettent de traiter tous les cas de symétries et de projectionssgacsie
dimension 3.

Dansle casgénérald'uneprojectionorthogonalesur F ou d'unesymétrieorthogonalepar rapporta
F, si (g) estunebaseorthonorméale E dontlesp premiersvecteursforme unebasede F (et donc
lesn—p restantauinebasede F-), la matricede la projectionp et de la symétries sontrespectivement

5 oH et o

On peut aussi écrire que, puisoue ) <x, 6> € et que €, ...,&) forme une base de F :
=1

p
p() => <x, e>e
1=1

La quantité [k —p(X) || s'appelle distance d& F.
Fin de la partie réservéeaux MPSI, PCSI, PTSI avec option mathématiquesketoura la partie
commune MPSI, PCSI, PTSI.

Il : Automorphismes orthogonaux
Dans toute la suite du chapitre, en PCSI et PTSI, on se placera en dimension 2 ou 3.

1- Groupe orthogonal

Soit E un espacevectoriel euclidiende dimensionfinie. On s'intéresseaux endomorphismes qui
préserve la norme, c'est—a—dire tels que :

| COxOE, M= IIxIl | |
De tels endomorphismesontqualifiésd'orthogonauyou d'isométriesvectorielles.lls disposentes
propriétés suivantes :

PROPRIETES:

i) Un opérateur orthogonagst bijectif.

i) Un opérateur orthogonal conserve le produit scalaire.

iii) L'ensembledes opérateursorthogonauxforme un groupe avec la compositiondes
applications appelé groupe orthogonal O(E).

iv) Un opérateur orthogonal admet pour déterminaiau 1.

v) L'ensemblelesopérateursorthogonauxde déterminantl formeun sous—groupele O(E),
appelé groupe spécial orthogonal SO(E).

vi) Si F est un sous—espace vectoriel stable par un opérateur orthogonal UF aéstRusSi
stable par u.

vii) u ed un opérateurorthogonalsi et seulemensi il changeunebaseorthonorméeznune
base orthonormée.
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Démonstration
i) E étant de dimension finie, il suffit de montrer qu'un tel opérateur est injectif. Or :
ux) =00 [JuX) |[=00 ||x|]|[=00 x=0

i) Cette propriété résulte de la relation :
1
X y> =5 [Ix+yIF = lIxIF= Iy If]

0 <u(¥,u(y)> =%[IIU(X)+U(Y) IF = 1lux) IF = {lu(y) If]
0 <u(¥,u(y)> =%[IIU(X+V)II2— X 1F = 1y IF]

0 <u®,uw)> =3 Hix+yIF- IxIE- Ny 1A =<xy>

En particulier, un opérateur orthogonal conserve les angles.
i) La vérification est aisée.

iv) Si (e) est une base orthonormée dans laquelle u posséde une matrice M, alors on a, en notons X
et Y les vecteurs composantes des vecteaty :
<x, y> ='XY
<u(x), u(y)> = (MX)MY= X'MMY
ainsi :
OX, 0V, XY = X'MMY
0 ‘MM = Id
O det(MM) = 1 = det{M)det(M) = det(M¥ = det())?

v) SO(E) est le noyau du morphisme de groupe :
O(E) - {-1.1}
u - det)
Les élémentsde SO(E) sont appeléegotationsou isométrie directe. Les autresisométriessont
qualifiées d'indirectes.

vi) xOF « OyOF, < y>=0.
Or u(F) estinclus dansF et u estbijective, doncu(F) = F (il y a égalitédesdimensions)On peut
donc écrire :

xOF <« OyOF, <, u(y)>=0 (*

Comme par ailleurs,xy> = <u(x), u(y)>, on a:
xOF'0OOyOF, <« y>=0
OO0y [l F,€a(x),uly)>=0
< u(x) O F" d'aprés (¥

vii) Un opérateurorthogonaltransformeune baseorthonorméeen une baseorthonormée Cela

découle directement de ii).
Inversement,supposonsqu’un opérateuru transformeune base orthonormée(g) en une base
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n
orthonorméeg). Six= > xe ,on a:
=1

lu(x) || = ||i=§lmu(a) 1= 1136 11=

Doncu est un opérateur orthonormé.
La matrice de u dansune baseorthonorméevérifie donc les propriétéssuivantes: les vecteurs
colonnes sont de norme 1, les colonnes sont deux a deux orthogonales.

EXEMPLE : Les symétriesorthogonalessont des opérateursorthogonaux.Cela est évident en
utilisant la définition : Soit s symétrie orthogonale par rapporta F. On a:

E=FOF - E

X=y+2z 98X =y-z
et [IxIF=1lyIf+ llzIF = [Is() |
On peutégalementitiliser la propriétévii. Si (e) estunebaseorthonorméeale E dontlesp premiers
vecteurs forme une base de F (et doneH@sestants une base de)Ha matrice de la symétriest

0 . , . . . -
%é’ . %qw est la matrice d'un opérateurorthogonal.Son déterminantvaut (1) et donc s
n-p

appartienta SO(E)si et seulemensi n—p estpair. Ainsi, certainessymeétriegpeuventégalementétre
classégparmilesrotations.C'estle casen dimension3 pour les symétriespar rapporta une droite,
qui peuventétre égalementonsidéréesommedesdemi-toursautourde cettedroite. Ce type de
symétries ou de rotation est appelé demi—tour ou retournement.

Soit H un hyperplaet s, la symétrieorthogonalgparrapporta H. Alors sy s'appelleuneréflexion et
son déterminant vaut —1.

2— Groupe orthogonal en dimension 2

En dimension 2, dans une base orthonormée, la matrice d'un opérateur orthogonal est d%me

aveca’+c® = b?+d” = 1, actbd=0. Il existedonc 6 et ® tels quea = cod, ¢ = sinb, b = sind,
d = cogb, avec sing+®) =00 6 = - [211] ou B = =D [2T1].

—sirg . . .
Dans le premier cas, la matrlce% @de déterminant 1. C'est la rotationdranglef.

S|n6 cosﬁ

. Ok ¥) . . o
Dans le second cas, la matrlceﬁatne —co £@de déterminantl. C'estla symétrieSy, parrapport

a la droite faisant un angB#2 avec le premier vecteur de base.
On vérifiera aisément que,R Ry = Re.o et que (SO(E)) est isomorphe aR/21tZ,+).

Les isométriessont produit de réflexions. En effet, en dimension2, une isométrie est soit une

el : . , . . (oK ¥)
réflexion, soit une rotation. Soit la rotation d'angle® de matrice J cosﬁ@ PrenonspourV le
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premiervecteurde base.s, estla symétrietransformantv en le premiervecteurcolonne.ll s'agit

. [odh sind i 0
donc de la symetn%bSine oD E La composée des deux dor%e_la
D ﬁbos@ —sird @_ Bbose Sin 0 E

ONC Hsing co® M~ Hsin® —co® D -1

3— Groupe orthogonal en dimension 3

Soit u un endomorphismerthogonalen dimension3. Nousraisonneronsur la dimensiondu sous—
espace des vecteurs invariantsypar
O Si dim(Inv@)) = 3, alorsu = Id.

O Si dim(Inv(u)) = 2, alors u est la réflexion par rapport au plan Inv(u). En effet, la droite
orthogonalea Inv(u) estglobalemeninvarianteet sonvecteurdirecteur,n‘appartenanpasa Inv(u),
est nécessairement transformé en son oppos€ par

O Si dim(Inv@)) = 1, alors le sous—espace orthogonal aune$t un plan stable par lLa restriction
deu a ce planestuneisométriede ce plan, n'admettanaucunvecteurinvariant.ll s'agitdoncd'une
rotation,dontl'axe estla droite Inv(u). u estla composéale deuxréflexions.La matricede u dans
[cod —sib 0
une base orthonormée adaptée%'ne cod O% Sia est un vecteur directeur unitaire ldxeet si
oo 0 10
x estdansle planorthogonala Inv(u), alorsa [ x estlui aussidansce plan, estorthogonala x, de
méme norme, et la basg k&, a [1x) est directe. L'image pardex est alors :
u(x) = cos@)x + sin@) a [0 x
Pour un vecteurx quelconqueja composantede x appartenanti I'axe (a savoir <x, a>a) est
invariante par u, alors que la composantede x appartenantu plan (a savoir x — <x, a>a) est
transformé selon la formule précédente. On a donc, dans le cas général :
u(x) = <, a>a + cosp)(x — <, a>a) + sin@) a 0 (x — <, a>a)
= cos)x + (1 — cos))<x, a>a + sin@) a I x

O Si dim(Inv(u)) = 0, remarquonsd'abordque u + Id possedeun noyaunon nul. En effet, le

polyndme detf —Al) est de degré 3, donc admet au mainsracineréelle,maisil ne peutadmettre
la racine 1 puisqu'il n'y a pae vecteurdnvariants,et I'on saitqueles seulesacinesréellespossibles
sont de valeur absolue égale a 1, compte tenu de la conservation des noum8sip&un vecteur
de ce noyau.Soit H le plan orthogonala V. sy o u laissealors V invariant. ll s'agitdonc d'une
rotation autour de la droite engendrégoar V puisquecelle—ci est invariante.ll ne peut s'agir de

I'identité car sinon, on auraitu = s4 qui admetun plan invariant. Ainsi, u estla composéed'une
rotation autour d'un axe et de la symétnithogonalgyarrapportau planorthogonala cetaxe,cette
compositionétantd'ailleurscommutative La matricede u dansune baseorthonorméeadaptéeest

(o —sid 0 [J

Hsine co® 05
oo 0 -10
Un cas particulier est= —Id. Ce type d'opérateur est parfois appelé anti—rotation.
dimension du valeur du déterminant nature de l'isométrie
sous—espace invariant
3 1 Id
2 -1 réflexions,
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1 1 rotationr (y compris les
retournementsp)

0 -1 anti—rotationr o sy

4— Matrices orthogonales

On appelle matrice orthogonalela matrice M d'un automorphismeorthogonalu dansune base
orthonormée. Les propriétés de telles matrices sont analoguesa celles des applications
correspondantes, en particulier :

PROPRIETES:

i) Une matrice orthogonale est inversible.

i) Une matrice orthogonla vérifie'M.M = |

iii) L'ensembledes matrices orthogonalesn x n forme un groupe avec le produit des
matrices appelé groupe orthogonal O(n).

iv) Une matrice orthogonale admet pour déterminant 1 ou —1.

v) L'ensemblalesmatricesorthogonalesde déterminantl forme un sous—groupele O(n),
appelé groupe spécial orthogonal SO(n).

Vi) —

vii) Une matrice est orthogonale si et seulementsi ses colonnesforment une base
orthonormée deR".

La propriétéii) a été montréedansle paragraphel). Elle résulte du fait que dans une base
orthonormée, le produit scalaire s'exprime de la fagon suivante :

<x, y> ='XY

<u(x), u(y)> = (MX)MY= X'MMY
La propriétévii signifie égalementjue les matricesde passageal'unebaseorthonorméea une base
orthonormée sont orthogonales.

5— Orientation en dimension 2

Soit E un espacevectorieleuclidiende dimension2, munied'unebaseorthonorméadirecte(i, j). On
appelleproduit mixte de deuxvecteursu et v dansla base(i, j) la quantitédetu,v) = det(M) ou M
est la matrice des composantesie u et v dansla basedonnée.On rappelle qu'une condition
nécessairet suffisantepourqueu et v formentun systemdié estquedet(u,v) = 0. Le produit mixte
s'interpréete géométriguement comme l'aire du parallélogramme définepar

Rappelondes poins suivants,développégiansle chapitrerelatif aux déterminantsNous avonsvu
gue, si on choisit une nouvelle baseorthonormée avec une matrice de passageP, le nouveau
déterminant est égal gwoduitde det(P)parl'anciendéterminantAinsi, le déterminantiépendiela
baseorthonorméechoisie.Mais la matricede passagentrebasesorthonorméegstorthogonale gt
de déterminantt 1. De plus, si les basesont mémeorientation,le déterminantest positif est vaut
doncl. Autrementdit, le déterminanhe dépendpasde la baseorthonorméedirectedanslaquelleil
est calculé. Le produit mixte ne dépend donc pas de la base directe choisie.

Si u est un opérateurorthogonal,on a det@(i),u(j)) = detu).det(,j). Il résultede cela que les
rotations (élément de SO(E)) conservent l'orientation des bases.

6— Orientation en dimension 3

a) Soit E un espacevectoriel euclidien de dimension3, munie d'une base orthonorméedirecte
(i, j, k). On appelle produit mixte de trois vecteursu, v et w dansla base(i, j, k) la quantité
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det(u,v,w) = det(M) ou M estla matrice descomposantesle u, v et w dansla basedonnée.Le
produitmixte s'interprétegéomeétriquemerctommele volumedu parallélépipedeéfini paru, v et w.
Les développementsur I'orientationen dimension2 s'appliquentnot a mot en dimension3. Il en
résulte que le produit mixte ne dépend pas de la base directe choisie.

b) Considéronsinerotationendimension3 d'axela droite engendrégark, i etj étantunebasedu
plan,de faconque(i, j, k) soit directe.(i, j) définit uneorientationdu plan. Cetteorientationdéfini
un anglede rotation 0. Si I'on changele signede k, alorsune nouvellebasedirecteest(j, i, k), de
sortequel'orientationdu plan estmodifiée,ainsiquel'anglede la rotation,qui devient—8. Ce choix
estarbitraire,on ne peutparlerde l'anglede la rotationquesi le planou I'axe orthogonalau plan a
éte orienté. Seul le cosinus de I'angle ne dépend pas de I'orientation.

On peut procéder comme suit pour déterminer I'angle et I'axe d'une rotation
[J On détermine la droite invariante.
<r(a), a>

. Si on choisit0
lla|

[0 On choisitun vecteura orthogonala cettedroite. On calculecos@) =

entre 0O efr, il suffit alors d'orienter I'axe au moyen du vecialir(a).

01
EXEMPLE: Dansunebaseorthonorméalirecte,on donnela matriced'uneisométrie% 0 0H Les
10

vecteursinvariantsforme une droite engendréepar (1,1,1). 1l s'agitdoncd'unerotation. Soit a de
composante$-1,0,1),orthogonala I'axe de rotation. Sonimagevautr(a) = (1,—1,0).L'angleentre

les deux vecteurs vaff (le cosinus vaut %) en orientant I'axe dans $ensdu vecteurK (1,1,1).Si

I'on avait pris urk opposé, on aurait défini I'angle comme éta%’i[.—

Il : Applications affines

1- Définition
Une applicationaffine f est une applicationd'un espaceaffine dansun autre et qui préservela

structure de ces espaces. Cela signifie en particulier que le parallésprepriétésarycentriques,
... devront étre conservés.

SoitU unvecteurégala AB eta CD. La conditionsurle parallélismesetraduitparle fait que,(AB)
et (CD) étantparalleles(respectivemenfAC) et (BD)), il doit en étre de mémede leursimages.
Ainsi le parallélogrammeéBCD doit étretransforméen un parallélogrammd(A)f(B)f(C)f(D). Cela
signifie entre autre que les vectef(®)f(B) etf(C)f(D) sont égaux. Ces vecteursdépendentionc
guede U et nond'uncouplede pointsreprésentante vecteur.Nousles noteronsdonc ®(U). Nous
avons donc :

f(A)f(B) = ®(AB)
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D f(A)

D( f(B)
Y £(C)

A ¢ f(D)

Par ailleurs :
f(A)f(C) = d(AC)
=P(AB + BC) d'une part
=f(A)f(B) +f(B)f(C)
=P(AB) + ®(BC) d'autre part
ce qui permet de conclure que :
PU +V) =d(U) + (V)

La condition de conservatiordu barycentresignifie que, si G est barycentrede (A,A) et (B,1-\),
alorsf(G) est barycentre d&(Q),A) et (B),1-A). Nous avons donc :

GB=AAB O f(G)(B) =Af(A)f(B) O ®(GB) =AP(AB)
a ®(AAB) = AD(AB).

Il résulte des propriétés précédentes @uest linéaire. Nous posons danc

DEFINITION :
f est une application affine de E dans F s'il existe une application linéaire de E dans F telle que :

OMOA,OnOA,f(Mf(N) = d(MN).
Dans la plupart des cas, nous prendrons E = F.

Conséquences :
i) La connaissancdef ne nécessitguela connaissancde imaged'un point donnéparf et limage
d'une base de E pdr. La définition donnée est équivalente a :

f(N) =f(M) + ®(MN)
Si on notex le point M etb le vecteuMN, la relation précédente s'écrit :

f(x + b) =f(x) + P(b)
Autrementdit, I''mage d'untranslatéde x par un vecteurb s'obtienten tranlatantl'image de x par
®(b).

ii) Sil'on sedonne,parexempleendimension2, unrepere(O, i, j), alorstoute applicationaffine est
de la forme analytique suivante :
Ex‘ —ax+by+c
gy =ax+by+c
1
partie image
linéaire de O
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Plus généralementsi on se donneune origine O permettand'identifier le point N avecle vecteur
ON, alors f(N) = f(O) + ®(ON), autrementdit, une applicationaffine peut étre vue commela
composéal'uneapplicationlinéaire @ avecunetranslationde vecteurOf(O). Si on notex = N ou
ON etb =f(O), on af(a) = d(a) + b.

PROPOSITION :
La composéd, o f; dedeuxapplicationsaffinesf; etf,, associéesuxapplicationslinéaires®; et
®, est une application affine associée a I'application linédise @;.

Démonstration
Posons M' #,(M), M" = f,(M"), et de méme pour N. On a alors :

M'N" =f(M)f2(N") = P(M'N") = P,(f1(M)f1(N)) = P[P1(MN)]
:q)z 0 q)l(MN)

2— Exemples
i) L'application identiqué = Id est une application affine associée a I'application vectofieidd.

i) Inversementsi @ = Id, quellessontles applicationsaffinesf qui lui sontassociée® Si ® = Id,
alorsona:
f(M)f(N) = MN
a Mf(M) = Nf(N)
ou encore, avec d'autres notations :
f(N) =f(M) =n—-M
a f(N) = N=f(M) — M
Celasignifie qu'il existeun vecteurU tel que,pour tout M, Mf(M) = U ou encoref(M) = M + U.
Ainsi f est la translation de vecteur

Une application affine est associée a I'application linéaire Id si et seulement si c'est une translation

i) Soit @ =Ald. Le cas\ =1 est traité enii). 9 =0, alorson a :
OM, ON,f(M)f(N) =0
0 O M, ON, f(M) = f(N) etf est constante. Nous supposerons déesonnaig.

Supposond # 1 et< # 0. ® est une homothétie vectorielle de rappordlors, on a :
f(M)f(N) =A.MN  (*)
On seposela questionde savoirsi f estune homothétieaffine. Cherchongdoncles pointsfixes N,
tels que N (N), s'il en existe. Prenons une origine arbitraire M = O et écrivons :
f(O)N =A.ON
o N —f(O) =A(N - O)
_ 1 A
o N = Y f(O) Y 0]

Il existedonc un point fixe que nous noteronsQ. Si nousremplaconsM par Q dans(*), nous
obtenons :

Qf(N) =A QN
ou bienf(N) =Q + A QN
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f estunehomothétieaffine de centreQ et derapportA. Q estle seulpoint fixe. L'identité peutétre
assimiléea unehomothétiede centrequelconquede rapportl. Tousles points sontinvariantsdans
ce cas.

L'ensemble des homothéties vectorielles de rapport nomnaolde la compositiondesapplications,
forme un groupeisomorphea (R*,x). L'ensembledesapplicationsaffines qui leur sont associées,
muni de la composition des applications, forme dmngsiun groupe.Cetensembleestconstituédes
homothétiesle centrequelconquegde rapportnon nul (y comprislidentité), et destranslationsCe
groupes'appellegroupedes homothéties—translationsa naturede la composéede deux de ces
applications se trouvent en regardant la composée des applications linéaires associées.

translation_deU o translation_deV = translation_deJ+V

translationo homothétie_de_rappoi = homothétie_de_rappoi

homothétie_de_rappod_o homothétie_de_rappoft = homothétie_de rappodf si
a#£1

homothétie_de_rappor o homothétie_de_rapport dLE translation

On peutchercherdessous—groupedu groupedeshomothéties—translatiores cherchantdessous—
groupes du groupe des homothéties vectorielles, ou méiRé&,gmr isomorphisme :
R* {homothéties {homothéties—translation}
vectorielles}

{1} {1d} {translation}

{1} {xId} {symétries centrales
translations}
etc...

EXEMPLE: théoréme de Ménélaus
Soituntriangle ABC, et trois pointsdistinctsde A, B et C : P sur(AB), Q sur(BC) et R sur (AC).
Alors P, Q et R sont alignés si et seulement si :

b b .,
B Oc RA

On considére homothétie de centre P : B A

Y, —_ Q:GCB

w — R:AC
h = u o v o w estdonc une homothétie—translatiorCommeA estinvariant par h, il s'agitd'une
homothétie Sonrapportestle membrede gauchede la relationdemandéeSi les pointsP, Q et R
sont alignés, la droite (PQR) est globalement invarianth par elle I'est individuellement payv et
w, puisqu'ellecontientle centrede chacunede ceshomothétiesOr A, centrede h n'étantpassur
cette droite, la seule possibilité pour qu'elle soit invariante est gud. Son rapport est donc égal
1.

3— Conservation du barycentre

PROPOSITION :
Soitf uneapplication affine. Si G estle barycentredes (A, A)ini, alors f(G) estle barycentredes
(F(A) Aica.
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Démonstration

Notons® l'application linéaire associéd.20n peut supposer qjeA; = 1. On a
>AN.GA=0

a (Y Ai.GA) =d(0)=0

a > Mif(G)f(A) =0

0 f(G) est barycentre defA),\)

Cette propriété se traduit donc de la fagon suivante :
G= z ANA; O f(G) = z )\,f(A,)

Il : Isométries affines

1- Définition

Les isométriesontlesapplicationsaffinesassociéeauxisométriesvectorielles Une isométrieaffine
associéa uneisométrievectorielledirecte,élémentde SO(E), s'appelledéplacementUne isométrie
affine associéex uneisomeétrievectorielleindirecte s'appelleantidéplacementes translationssont
les exemples les plus simples d'isométries affines directes.

Commela composéal'isométriesvectoriellesestuneisométrievectorielle,la composéal'isométrie
affine est une isométrie affine.

La composéed'une isométrie et d'une homothéties'appelleune similitude, directe ou indirecte,
suivant que l'isométrie est directe ou indirecte.

Nousutiliseronsparfoisle résultatsuivant.Soit O un point arbitraire,¢ uneapplicationlinéaire,f et
fo deuxapplicationsaffinesassociéea ¢, tellesque O soit invariantpar f,. Alors f estla composée
d'une translation de vecteOf(O) et def,. En effet :

f(M) = (O) +¢(OM) =1f(O) +fo(O)fo(M) =f(O) +fo(M) —fo(O) =f(O) +fo(M) - O
a f(M) = fo(M) + Of(O) (i.e.fo(M)f(M) = Of(O))

On peut aussi voir ce résultat sous la forme suivare o f laisse O invariant.
De mémef o tio)o laissef(O) invariant.

Dansla figure ci-dessousf, estla rotationaffine de centreO d'angleg qui transformee pointM en

le point M'. @ estla rotationvectoriellequi transformele vecteurOM en le vecteurOM '. On voit
doncquela seuledifférenceentref, et ® résideuniquementlansle fait de savoirsi on considerdes
objetsquel'on traite commedespoints ou commedesvecteursQuanta f, c'estla composéale f,
par une translation.
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2— Isométries du plan

Voici des exemples d'isométries du plan :

O les translations

[ lesrotationsde centreQ, d'anglef. A tout M, on associeN tel que QN soit I'imagede QM parla

rotation vectorielle d'angle.

[ lessymétriesorthogonalegpar rapporta unedroite affine (parallelement unedroite orthogonale

a cettedroite). Cessymétriess'appellentwussiréflexionsaffines.Si on sedonnedeuxpointsdistincts

A et B du plan, il existeune et une seuleréflexion affine échangean# et B, c'estla réflexion par

rapport a la médiatrice de [AB].

[J Les composées d'une telle réflexion avec une translation parallélement a son axe (symétrie glissée).

Lesdéplacementsontlesisométriesaffinesassociées unerotation. Soit r unerotationvectorielle
d'angle®, et soit f, la rotation affine d'angle® de centreun point arbitraire noté O. f, est ainsi
associéar. Soitf un déplacemenassocié r. Quelleestla naturedef ? f estla composéale f, et
delatranslationde vecteurU = Of(O). Si noussupposonsgjuef, n‘estpasliidentité (rotationd'angle
nul), alorsnousallonsprouverquef estunerotationaffine. Pourcela,nouscherchondes points Q
invariants. lls vérifient :

Q =f(Q) =f(0O) +r(0Q)
a f(0O)Q =r(Of(0)+f(0)Q)
a (1d—=)(f(0)Q) = r(Of(0))
Si r n'estpaslidentité, I'applicationld— estinjective (commeon peutle vérifier en cherchantson
noyau), donc bijective et il existe donc un unique vedleut 'imagepar ld— estr(Of(O)). Il existe
donc un unique point fix@. On a alors :

Qf(M) =f(Q)f(M) =r(QM)

ce qui prouve quéest bien une rotation de cenfee

On en déduit que les déplacements sont :
[0 les translations.
[ les rotations.

Toute isométrieest composéede réflexions. En effet, soit O un point fixé du plan affine. Toute
isométrief estla composéed’'uneisométriefy laissantO invariant et d'unetranslation.En ce qui

concerndy, sa décomposition comme produitrééexionsaffine laissantinvariantO estcomparable
a la décomposition de l'isométrie vectoriglessociée en produit déflexions,commenousl'avons
vu dansle 11-2). 1l suffit doncde montrergu'unetranslationestengendrégar desréflexions.C'est
effectivementle cas. Deux réflexions par rapporta D et D' droites parallelestelles que D' se
déduisent de D par une translation de veateorthogonal a D sont telles que :

S 0 Sy = tau.
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Il suffit, pour montrercela, de voir que I'applicationlinéaire associéea la composéeest l'identite,
pour conclure que la composée est une translation et de chercher lI'image d'un point particulier.

3— Isométries de I'espace

On rappelle que les isométries vectorielles de I'espace sont :

[ les réflexions (symétries orthogonales par rapport a un plan)

[J les rotations autour d'une droite (et en particulier I'identité et les demi—tours)
[ les anti-rotations, composée d'une rotation et d'une réflexion.

Commedansle plan, si O estun point donnéde I'espacenouspouvonsconsidéreitoute isométrie
comme la composéed'une isométrie laissantinvariant O, associéea une isométrie vectorielle
précédemment décrite, et d'une translation.

Considéronga composéd d'unerotationd'anglenon nul autourd'unedroite D, et d'unetranslation
de vecteut, non nul. Deux cas patrticuliers sont a étudier :

[0 U estorthogonala D. Dansce cas,tout planorthogonala D estglobalemeninvariant, et
d'apréd'étudedesisométriesdansle plan,la composéestunerotation.Si Q estun point invariant
dans un plamalorsla droite parallelea D et passanparQ estinvariantedansl'espaceEn effet, si M
est un point de cette droite, on a :

Qf(M) =f(Q)f(M) =r(QM) = QM our est la rotation vectorielle associée.
[0 U est parallele a D. Alors il n'y a aucun point invariant. On obtient un vissage.

Dans le cas général, tout vecteur pouvant se décomposeren la somme de deux vecteurs
correspondants aux cas décrits précédemment, on vadib guseplacementtoute applicationaffine
associéa unerotation)estun vissage(et éventuellementinetranslationsi I'anglede la rotationest

nulle, et unerotationsi le vecteurde translationestnul). L'axe du vissageest caractériséar le fait

d'étre stable(ou globalementinvariante)par f. Si le vecteurde translationest nul et si I'angle de
rotation vautrt, on aun demi-tour.ll s'agitégalemente la symétrieorthogonaleparrapporta l'axe.

On remarque que la rotation et la translation de vecteur parallele a I'axe de la rotation commutent.

Les déplacementsle I'espacesont donc constituésdes vissagesavec comme cas particuliers,les
rotations et les translations.

4— Similitudes

Une similitude est la composéed'une isométrie et d'une homothétiede rapport non nul. Les
similitudes sont caractériséepar le fait qu'ellesmultiplient les distancesdansun rapportdonné,
appelérapportde la similitude. Si ce rapportvaut 1, il s'agitd'uneisométre Une similitude conserve
les angles. La similitude est dite directe (respectivementindirecte) si l'isométrie est directe
(respectivement indirecte).

Dansle casdu plan, les similitudes directespeuventétre étudiéesau moyen des complexes.On
dispose des transformations suivantes :

)z - €% rotation de centre O d'angde

iyz-rz,rOR homothétiede centreO derapportr, sir # 0, ou applicationconstante
nulle sir = 0.

i) z- z+b, b0 C translation de vectelr
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La compositionde i) et ii) donneles transformationsz - az similitude directe de centreO, de
rapportr :|a| et d'angléd = arg@), sir # 0, ou application constante nulle st O.

Les applicationsprécédentesont de la forme f : z - azth, avec a non nul. Etudions ces
applications. Possédent—elles des points invariants ?
aztb=z- z1-a)=b

Sia=1, alors sb = 0, tous les points sont invarianfss I1d.
db # 0, aucun point n'est invariant est la translation de vecteur

Sia# 1, il y a un point invariant uniqus :%. On a alors:

f(2d —nn=az+b-z=az—az =a(z—2)
Sia# 0, f estla similitudede centrez, de rapport| a|, d'anglearg(@). En particulier,siarg@) = 0 ou

T, alorson disposed'unehomothétiede centrez,. Sia estdemodulel, on a unerotationde centre
2.

a=1 aldR* |a| =1 autresa
b=0 Identité autre
autresb translation homothétie |rotation similitude

Etudions maintenant la composée de telles applications. Nigtdfagpplication définie par :
fan(2) =az+b

et soit G = {, | a # 0}, muni de la compositiodesapplicationsConsidéronggalemenG' = {(a,b)
| a# 0}.
On peut munir G' d'uneloi de facon que G et G' soit isomorphesau moyende l'isomorphisme
suivant :

G -G

fap - (ab)
On afyp 0 feg (2) =fap(cz+d) =acz+ad + b =facann(2)
Posons donaa(b) * (c,d) = (ac,ad+b). On réalise ainsi un isomorphisme entreoj@t (G'x).

* estinterneet il enestdoncde mémede o. La composéale deux similitudesdirectesest
une similitude directe.

o est associative, doncaussi

Id est le neutre de, donc (1,0) est le neutre de

Le symétrique dea(b) est é,—g) ce qui définit I'inverse de la similitudg,f

On disposedonc de deux groupesisomorphes Ces deux groupessont égalementisomorphesau
groupe des matrices suivantes, muni du produit :

b
iR
Le groupe(G'x) permetégalementde voir facilementque la composéede deux similitudes de

rapporta et%1 est une translation.
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Cesgroupesadmettentommesous—groupde groupedeshomothéties—translationsbtenuegpour
aréel.

La structurede groupe permetde montrerque lI'on a obtenutoutes les similitudes directes.Une
similitude directe quelconque est en effetdenposéel’'unetranslation(z — z + b) ou d'unerotation
quelconque(z —» a(z—2z) +z avec a de module 1) et d'une homothétiede rapport non nul
(z - r(z—z) + z avecr réel). La composée de ces fonctions est bien de la forme étudiée.

PROPOSITION :
Soit[A,B] et[A',B'] deuxsegmentslistinctsde longueurnon nulle. Il existeunesimilitude directe
et une seule transformant A en A' et B en B'.

Démonstration
On cherche en effetetb tels que :
HZA' =alp + b
0Zg =aZg +Db
Ce systeme admet comme solution unique :
_ZIn—1Zp _Znaly —Zplp
a= A etb= A

aveca non nul.

Cettesimilitude a évidemmentpour rapport% et pour angle (AB,A'B'), mais commenttrouver

géométriguemergon centre? Nous nousintéresseronsl'abordau casle plus général,ou (AB) et
(A'B") se coupent en un point I, distinct de A, B, A', B'.

A

Considérons les cerclésA'l) et (BB'J) qui secoupentenun autrepoint J. Nousallonsmontrerque
le centre de la similitude est J.

Ona(A,lIA") = (B, IB") = (AB, A'B') modulort
Or le centreQ de la similitude vérifie également :

(QA, QA") = (QB, QB') = (AB, A'B') modulott =angle de la similitude
Donc Q appartientau cercle(AA'l) etaucercle(BB'l). Il s'agitdoncdel ou deJ. Supposongjuel
soit le point recherché. Posons :

IB =AIA
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En appliquantla similitude, on endéduitque IB' = AlA', doncBB' = AAA' et les droites(BB') et
(AA") sontparalleles.Celasignifie que B' et A' sontrespectivemenkes imagesde B et A par une
homothétiede centrel. Il enestde mémedescercles(lAA") et (IBB'). Cesdeuxcerclessontdonc
tangents en |, et | = J. On en conclut donc, que, si | et J sont didiress égal a J.

Dans le cas ou | est égal a A, par exemple, on a toujours :
(QB, QB') = (AB, A'B') = (IB, IB") modulort

A
B
A
J

dontQ appartient au cercle (IBB') et :
(QA, QA") = (AB, A'B') = (IB, IA") moduloTt
doncQ appartientau cerclepassanpar| et A' ettangenten| a (IB). Une similitude de centrel ne
peut changer A en A", donc le centre cherché est en J, autre point d'intersection des deux cercles.

Annexe 1 : isométries laissant invariant le tétraédre régulier

Une isométrielaissantinvariantle tétraedrerégulier permuteles quatresommetsinversementsoit
une permutation des quatre sommets, trouver une isorhétnieespondant a cette permutation.

On dénombre 24 isométries, dont 12 directes.
[ Si les quatre points sont invariarfts; Id.
[0 Si un seulpoint estinvariant,les trois autressont permutésll s'agitd'unerotation dont

I'axe passepar la hauteurcontenante point invariantet d'angle+ g Il existe8 telles permutations.

Notonsr, la rotation laissant A invariant, d'an@e

[0 Si deux points A et B sontinvariants,les deux autresC et D étantpermutésf estla
symétrieorthogonalepar rapportau plan passanpar A et B et le milieu de [C,D]. Il y a 6 telles
permutations. Notonsg cette reflexion.

[0 Si A et B sontpermutésentreeux, de mémequeC et D, il s'agitdu demi—tourd'axela

droite passant par le milieu de [A,B] et de [C,D]. Il y a 3 telles permutations. Nbo&sce demi—
tour.
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O 1l reste6 permutationscirculaires,par exempleA - B - C - D - A. On peutles
considéreicommela composéeal’'unerotation par rapporta la hauteurpassanpar A, qui permute
B -~ C - D - B, etdelaréflexion parrapportau plan passanpar C, D et le milieu de [A,B]. I
s'agitdoncd'unanti—déplacementl existeun point invariantG, centredu tétraedregui appartient
l'axedela rotationet au plande réflexion. Il s'agitdoncd'uneréflexion ou d'uneanti—rotation.l ne
peuts'agird'uneréflexioncarf o f # Id. Il s'agitdoncd'uneantirotation.Puisquef o f o f o f = Id,
langle de I'anti—rotationest%[. On remarqueque l'isométrie permutecirculairementles milieux de
[A,B], [B,C], [C,D], et [D,A]. Mais cesquatrepointssontcoplanairest le plan les contenaniest
globalement invariant. Il s'agit donc du plan de I'anti—rotation. N@gas cet anti—rotation.

Ayant trouveé 24 isométries,cela prouve que le groupe des isométriesdu tétraedreest bien
isomorphe au groupe des permutations de {A,B,C,D}
On s'entrainera a effectuer quelques comparaisons, par exemple :

Groupe des isométries Groupe des permutations
FAOfg=rp " (BCD)(CAD) = (ABC)

I'an O SaB = Sap (BCD)(CD) = (BC)

I'a O Ssc = AapcD (BCD)(AD) = (ABCD)

Sag 0 Oacep = Aapec (CD)(AC)(BD) = (ADBC)
isométries directes permutations paires
isométries indirectes permutations impaires
déterminant signature

Annexe 2 : isométries laissant invariant le cube
Il existe 48 isométriedkn effet, si 'on sedonneun sommetA et trois vecteurd, j etk portésparles

cotésdu carrésjl y a huitimagespossiblegpourA, 3 pouri, 2 pourj. Le cubeimagepeutalorsétre
reconstituéde maniereunigue.Parmicesisomeétries 24 sontdirecteset 24 sontindirectes.En effet,
Si 55 estla symétrieparrapportau centredu cube,l'applicationf - S o f réaliseunebijectionentre
les isométries directes et les isométries indirectes.
Il suffit donc de trouver les 24 rotations. On a :

O l'identité

[J 6 rotations d‘anglg, d'axe passant par les centres de deux faces opposées.

[0 3 demi—tours d'axe passant par les centres de deux faces opposées.

[0 6 demi—tours d'axe passant par les milieux de deux arétes opposees.
[ 8 rotation d'angle %nd'axe les diagonales du cube.

Les antidéplacements sont :
[ la symétrie gpar rapport au centre O du cube.

[J 6 anti—rotation d'anglg par rapport au plan médiateur de quatre cotés paralléles du cube.
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[ 3 réflexions par rapport au plan médiateur de quatre c6tés paralléles du cube.

[ 6 réflexions par rapport au plan contenant deux c6tés opposeés.

08 anti—rotationsd'angleg, d'axe les diagonales,par rapport au plan orthogonala la

diagonale, passant par O. Ce plan coupe les c6tés du cube selon un hexagone.

Annexe 3 : le cercle des neufs points d'Euler

Soit un cerclecirconscrita un triangle ABC. NotonsM, N, P les milieux descotésrespectivement
opposés a A, B, C. On appelle cercle d'Euler le cercle passant par Msadit, ®le centredu cercle
initial, H I'orthocentrede ABC, G soncentrede gravité,Q le centredu cercled'Euler.NotonsA', B'

et C' les piedsdeshauteursdu triangle ABC. Soientenfin a, 3 ety les milieux de [A,H], [B,H] et
[C,H]. Nous allons montrer que :

les quatre points O, G, HQ sont alignés.
Q est le milieu de [O,H]
A', B', C' ainsi que, [3 ety appartiennent tous au cercle d'Euler

Soit en effet B I'hnomothétie de centre G de rappeé. he transformdes objetsde la faconsuivante

A - M
B - N
C - P
Cercle circonscrit ABC - Cercle d'Euler MNP
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Rayon du cercle circonscrit - Rayon du cercle d'Euler
Orthocentre H de ABC - Orthocentre O de MNP
O centre du cercle circonscrit - Q centre du cercle d'Euler

Il résulte des propriétés de 'homothétie (de centre G, de r%)p[pre :

[O,H].

[0 Le rayon du cercle d'Euler est égal a la moitié du rayon du cercle circonscrit.
00, G, H sont alignés &0 = —% GH.
0 De mémeGQ = —% GO

[0 En retranchant membre a membre les deux égalités précédentes, on obtient :

0oQ = —% HO = % OH, ce qui signifie quele centreQ du cercled'Eulerestau milieu de

[0 LespointsM, N, P, A', B', C' appartiennenau cercled'Euler.En effet, si I'on considerda

projectionorthogonalesur (BC), H seprojetteenA’, O enM et Q milieu de [O,H] enle milieu de

[MAT,

ce qui signifie que est sur la médiatrice de [M,A’], et donc qu@M= QA'.

En considérant maintenant homothétie de centre H de rapp%qrbn a:

O

A - a
B - B
c - y
@) - Q

Rayon du cercle circonscrit - Rayon du cercle d'Euler
Cercle circonscrit de centre O- Cercle d'Euler de centfe

Il en résulte que :

[0 Les pointsx, 3, y appartiennent au cercle d'Euler
[0 Lessymétriqguegie I'orthocentrepar rapportaux cétésdu triangle appartiennenau cercle

circonscrit.En effet, limagede cessymétriquegpar hy n'estautrequeA’, B' et C' qui appartiennent
au cercled'Euler.Les symétriquesantécédentsle cespoints par hy, appartiennentionc au cercle
circonscrit.
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