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| : Vocabulaire

On rassembleci-dessoudaun certain nombrede notions, introduites en cours d'année.Une étude
exhaustiveet directe de I'ensembledu chapitreserait particulieremenindigeste.ll vaut mieux se

référer a tel ou tel paragraphe le moment venu.

1- Régles usuelles et notations

i) A, B et C étant les parties d'un ensemble E, on note :
A 0B ={x|x0OA oux[B} (réunion de A et B)
AnB={x|xOAetx[OB} (intersection de A et B)

CA = {x|x 0O A} (complémentaire de A)

On prouvera en exercices les régles usuelles suivantes :
AOBNC)=(AOB)n (AOC)
An(BOC)=(AnB)O(ANnC)

CAnB)=CAOCB
CAoB)=CAnCB
AOB- CBO CA

Cesregless'appliquent une réunionou uneintersectionquelconquefinie ou non. Si | désigneun

ensemble quelconque d'indices, on pose :
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xO A - O, xOA;  Kestdans l'un des Alsignifie "il existe")
xOn A = 0Oi,xOA;  (estdans tous les Al signifie "quel que soit")

EXEMPLE:
1.0
S E =101,

1 .4 1 .
. [1 — 1] = {1}, alors que n, [1 — 1[=0

i) On appelle difféerence de A et B la partie notée A — B (ou A \ B) définie par
{xOE|xOAetxOB}.OnaA-B=An CB.

i) Toutesles partiesde E, depuisl'ensemblevide [ jusqu'ak lui-méme,forment un ensemble

appeléeensemblalespartiesde E et notéesHE). Si E posseda éléments®E) enpossede”. En

effet, pour définir une partie A de E, il suffit de choisir si chaque élément de E appartientao,non
ce qui fait 2 choix possiblegdeuxchoix possiblesparélément il estdansA ouil n'estpasdansA).
Le nombre d'éléments d'un ensemble s'appelle son cardinal. On a donc :

Card ®E) = F2®

iv) Etantdonnédeuxensemble& et F, on noteE x F I'ensemblalescouples(x, y), ou x estélément
de E ety élémentde F. Par exemple,l'ensembledes couplesde réelsestnoté R x R, ou R?,
L'ensembledesn—upletsou n-listes(xi, X, ..., X,) d'élémentsle E estnotéE". L'ensembledessuites
(%)ior d'éléments de E, indicées par un ensemble | fini ou non, est'noté E

2- Logique
Une propositionmathématiqueP est une phrasepouvantprendreles valeursvrai ou faux Par
exemple, dans les entiers :

P :0On, Om, m=n®est vrai

Q :0n, Om, n =n? est faux

Etantdonnéune proposition,le travail du mathématicierconsistea déterminersi elle estvraie ou
fausse. S'il arrive a démontrer qu'elle est vraie, cette proposition est un théoréme.

On est amené a regrouper diverses propositions de la fagon suivante :

a) la_conjonction : "P et Q" est une proposition qui seravraie si et seulementsi les deux
propositions P et Q sont simultanément vraies.

b) la dijonction : "P ou Q" est une proposition qui est vraie si et seulement si au moins ueides
propositionsP ou Q estvraie. Les deuxpeuventétrevraies.le "ou™ a un sensinclusif. (Il existeun
"ou" exclusif, mais qui n'est pas utilisé de facon usuelle).

c) I'équivalence : "P = Q" estvraie si et seulementsi P et Q sont simultanémentvraies ou
simultanément fausses, autrement dit, si P et Q ont méme valeurs de vérité. Par exemple :
Xx=¢ < x>0 ety=In(X)
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L'équivalencepeut s'appliquera despropositionsfaussesPar exemple,si on veut montrerqu'une
propositionP estfausseon peutcherchemne propositionQ équivalentea P et montrerque Q est
fausse.

d) I'implication logique : "P O Q" estvraie si et seulemensi P estfausseou Q estvraie. Cette
notion est la plus difficile a maitriser, contrairementa ce qu'on peut penserau premier abord.
Prenonsun exemplepour illustrer ce fait. Considéronsun circuit électriqueen série constituéd'un
générateur de courant, d'un interrupteur et d'une lampe.

interrupteur

/.

)

lampe

C> générateur

L'interrupteur peut étre ouvert ou fermé ; la lampe peut étre allumée ou éteinte.

Soit P la proposition : la lampe est allumée.

Soit Q la proposition : l'interrupteur est ferme.
Quelle est la relation d'implication logique entreP et Q ? A-ton PO Q? Q O P ? A-t-on
I'équivalenceP? = Q ? Précisongju’'onnerecherchgasunerelationcausaletelle quele concoitle
physicien. Nous cherchons une relation logique permettant de faire une déduction.

Il'y a trois situations possibles :

© —~ @

interrupteur ouvert interrupteur ferme interrupteur fermeé
lampe éteinte lampe allumée lampe éteinte
situations les plus courantes situation inhabituelle

mais pas impossible :
lampe grillée, voltage trop faible, ...
Une seule situation est impossible :



interrupteur ouvert
lampe allumée.

La seule implicatiomogiqueest la suivante :
PO Q:silalampe est allumée, alors l'interrupteur est ferme.

L'implication Q [0 P (si l'interrupteurestfermé,alorsla lampeestallumée)corresponctertesa une
explicationcausalede I'allumagede la lampe,maisn'estpossibleque dansun mondeidéal et parfait
ou les lampes ne tombent jamais en panne, et ne constitue en rien une conséquence logique.

On réfléchira au fait que toutes les phrases qui suivent ont la méme signification :

PO Q lampe alluméél interrupteur fermeé
non QO non P (contraposée) interrupteur ouverft] lampe éteinte
si P alors Q si la lampe est allumée, alors on en

déduit que l'interrupteur est fermé.

P est suffisant pour Q il suffit que la lampe soit allumée pour
il suffit P pour avoir Q conclure que l'interrupteur est ferme.
P seulement si Q la lampe est allumée seulement si

I'interrupteur est fermé.

Q est nécessaire pour P il faut que l'interrupteur soit fermé

il faut Q pour avoir P pour que la lampe soit allumée.

non P ou Q la lampe est éteinte, ou l'interrupteur
est fermé

Il résultede celaque l'implication estveérifiee dansles trois cassuivants(correspondané nostrois
dessins) :

P est vrai et Q est vrai

P est faux et Q est vrai

P est faux et Q est faux
Ainsi, si P estfaux, Q estquelconqueet il n'y a rien a montrer.La seulechosea montrerestdonc
bien que si P est vrai, alors Q est vrai.

L'implication est fausse dans le seul cas suivant :
P est vrai et Q est faux
Il ne peut y avoir d'implication, puisque I'hypothése est vérifiee, mais pas la conclusion.

-4-



www.Mcours.com

Site N°1 des Cours et Exercices Email: contact@mcours.com

Laréciproquedel'implicationP [0 Q estQ [0 P. Elle peutétrevraie ou faussejndépendammerde
la valeurde véritéede P [0 Q. Dansnotre exemple Ja réciproqueestfausse.Toutesles phrasequi
suiventsontéquivalentesa Q [0 P. Elles sontdoncfaussesle contre-exempletantdonnépar le
troisieme dessin :

QO P interrupteur fermél lampe allumée
non PO non Q (contraposée) lampe éteintél interrupteur ouvert
si Q alors P si l'interrupteur est fermé, alors la

lampe est allumée.

Q est suffisant pour P il suffit que l'interrupteur soit fermeé
il suffit Q pour avoir P pour conclure que la lampe est allumée.
Q seulement si P I'interrupteur est fermé seulement si

la lampe est allumée.

P est nécessaire pour Q il faut que la lampe soit allumée pour

il faut P pour avoir Q conclure que l'interrupteur est ferme.

non Q ou P I'interrupteur est ouvert, ou la lampe
est allumée

Enfin, dire que P1 Q et QO P, c'est dire que B Q.

e) la négation
La négationd'unepropositionP estnotée"non P". La négationd'unepropositionP vraie serafausse

et la négation d'une proposition P fausse sera vraie.

La négationde "P et Q" est"non P ou non Q". En effet, dire que"P et Q" estfausse,c'estdire
gu'une au moins des deux propositions est fausse.

La négationde "P ou Q" est"non P et non Q". En effet, nier le fait qu'au moins une des deux
propositions est vraie, c'est dire qu'elles sont toutes deux fausses.

La négationde"P 0 Q" est"P etnonQ". En effet, nousavonsvu que"P [0 Q" estsynonymede
"non P ou Q". La négationestdonchbien"P et non Q". Dire que l'implication estfaussec'estdire
gu'on a I'nypothése P, mais pas la conclusion Q.

La négation de "R- Q" est "(P et non Q) ou (Q et non P)".

La négationde"[] x, P(X)" est"0x, nonP(x)". En effet, dire qu'il estfaux que P soit vraie pourtout
X, c'est dire que P est faux pour au moing.un

La négationde "I x, P(X)" est"] x, non P(X)". En effet, dire gu'il n'existeaucunx vérifiant P, c'est
dire que tous les vérifient la négation de P.



Il résulte des deux dernierscas que, pour prendrela négationd'une proposition enchainantes
quantificateurd] et [J il suffit de lire la propositionde gauchea droite, de changerdes [0 en [] de

changer le§lenl] puis de prendre la négation de ce qui reste.
Exemple : la négation de :

Ox, Oe>0,00> 0,Dy,|y—x| <d0 |f(x) —f(y)| <g
est:
Ox, Oe>0,06> 0,0y, |y—x| <6et|f(x) —f(y)| >€

(La premierepropositionsi mystérieuseexprimela continuité d'unefonction f entout point x. La
deuxiéme exprime la non-continuité fden un poink)

On notera enfin que :

OxOA, PK) est une abréviation poutl:x, x 0 A 0 P)
et a donc pour négation :

[0x, x 0 A et non PX), ce qu'on abrege efilx 0 A, non PK)
De méme, la négation déx [1 A, P(X) estl] x I A, non PX).

On utiliseraau besoindesparenthesepour lever toute ambiguité Parexemple dansles entiers,les
deux propositions suivantes ont des sens différents. La premiére est vraie, la seconde est fausse.
On, [(Om, mnpair)d n pair]
On, [Om (mnpaird npair)]
En effet, dans la premiére propositiorétantdonné,on supposejuemn estpair pourtout entierm,
enparticulierpourm = 1. Doncn estpair. Dansla deuxiémeproposition,n étantdonné,on suppose
gue c'estl'implication mn pair 0 n pair qui estvraie pour tout m. Or cetteimplication estfausse
pourm= 2 etn = 3 par exemplen = 3 ne vérifie donc pas la condition demandée.

3- Introduction a la démonstration

Lorsqu'unmathématicienaprésdes heures,des jours, voire des annéesde labeur, pensequ'une
propriétéestvraie, il fait uneconjecture Pourétre certainque cette propriétésoit vraie et pour la
faire valider par I'ensemble de la communauté mathématiqueou scientifique, il faut une
démonstration. La démonstration n'est donc pas la tdche essentielle du trenathématicienmais
sonachéevementDansunemoindremesure pn demandda mémechosea I'étudiantscientifique.Ce
dernier, apprenti mathématicien,a parfois du mal a mettre en forme une démonstration.Ce
paragraphe peut lui donner quelques procédés méthodiques.

La démarchedémonstrativereposesur une liste de connaissanceappeléea évoluer. Cette liste
comprendouslesaxiomeset théoremegonnusdu démonstrateumnais peutégalemenévoluerpar
ajoutde propriétésau coursde la démonstrationLe démonstratiordoit démontrerune proposition,
c'esta dire une phrasemathématiquejue le démonstrateupenseétre vraie. Nous avonsvu dansle
paragrapherécédengu'unepropositionpeutétre construitea partir de propriétéselémentairegn
utilisant itérativement conjonction (et), disjonction (ou), implication (1), et négation (non).
L'équivalencq =) quanta elle, n'estquela conjonctionde deuximplications(CJ et[J). A cela,on
ajoute les quantificateurs existentig) et universel ().

Il convientd'abordde clairementséparerce qu'on sait vrai (liste des connaissancedjypotheses
diverses)de la conclusiona laquelle on veut arriver. Par ailleurs, il convient de savoir qu'une
démonstratiome consistepasforcémenta partir de I'hypothéese puis par une suite de déductions
logiques,a arriver a la conclusion.On peutbien sar partir de I'hypothesepour en déduirediverses
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propriétésen espérantgue l'une d'ellesfinira par étre la conclusioncherchéemais on peut aussi
partir de la conclusionpour trouver des propriétésa partir desquelleda conclusionse déduit, en

espérantainsi remonterjusqu'auxhypothesesOn peut égalementopérer simultanémentes deux

démarchegusqu'atomber sur une propriétéfaisantle lien entre les deux. Ci-dessouspP est une

propriétépouvantservir de jonction entreune progressiorvenantde I'nypothéseet une progression
venant de la conclusion :

R>
0
E)D I:)lllj I:)llllj 0 Q11|:| Ql
0 0
hypothéskl P, 0 ... etc... 0.PO ... .0 Qe 0 QO
0
RO Ps
Sens dans lequel s'opere la recherche Sens dans lequel s'opere la recherche
de nouvelles propriétés qui se déduisent de nouvelles propriétés d'ou découle
de I'hypothese la conclusion

Il convientégalementle distinguerce qu'il faut faire pour montrer une conjecturede ce qu'il faut
faire pour utiliser une propriétédéja prouveéeet faisantdonc partie de la liste desconnaissances.
Certainesndicationsdonnéesci-dessougaraitronttriviales. D'autresle sontbeaucoupmoins. Par
ailleurs, les approchesproposéese sont pas uniqueset d'autrespeuventétre envisagéegpar
exemplepour l'implication, prendrela contraposée)Nous notonspar A, B, C... despropriétésa
prouver, et par P, Q, R... des propriétésdéja prouvees,et faisant donc partie de la liste des
connaissancefl.a classificationci-dessousest inspiréede C. Raffalli et R. David, Université de
Savoie,qui ont développéun logiciel de validation de démonstratiorappeléPhoX. cf Quadrature
n°45, printemps 2002).

POUR MONTRER...
() ...une conjonction A et B, montrer A et montrer B.

(i) ...une disjonction A ou B, montrer A ou montrer B.
(iii) ...une implication ALl B, ajouter A a sa liste de connaissances et montrer B.

(iv) ...une négationnon(A), ajouter A a sa liste de connaissancet montrer qu'on a alors une
contradiction (principe du raisonnement par l'absurde).

(V) ... (X A(X), exhiber un élémentbien choisi et montrer A,
(vi) ... Ox A(X), montrer A(), u étant un symbole non encore utilisé.

POUR UTILISER...
(a) ...une conjonction P et Q, ajouter P a la liste des connaissances et ajouter Q.



(b) ...unedisjonctionP ou Q, utiliser P ou Q pour montrerR enmontrantP 0 RetQ [0 R
(disjonction des cas).

(c) ...une implication P1 Q, ajouter Q a la liste des connaissances a condition que P y soit déja.
(d) ...une négation non(P), conclure a une absurdité si P fait déja partie de la liste des connaissances.

(e) ... (X P(x), ajouterP(u) a la liste desconnaissances, étantun symbolenon déja utilisé et sur
lequel nous n‘avons aucune possibilité de choix.

(f) ... Ox P(x), ajouter PY) a la liste des connaissanceétant un objet de notre choix.
On pourra vérifier queoutesles démonstrations mathématiques utilisent ces principes.

EXEMPLEL :
Montrer que O n O N, [n*impaird nimpair]
D'aprés(vi), nousallonsmontrerquen® impair 0 n impair, n étantun nombrequelconqueD'aprés
(iii), nous allons supposer quéest impair et montrer queest impair.
Liste des connaissances ou hypoth&gesst impair
Conclusion a prouverrn est impair, ou encore nangpair)

D'apres (iv), nous allons (raisonnement par I'absurde) supppsaéret arriver a une contradiction.
Liste des connaissances ou hypothéségst impairn pair
Conclusion a prouver : une contradiction

z nAa

npaird Op O N, n= 2p (définition de la propriété "étre pair”).
Liste des connaissances ou hypothéséest impairJp O N, n= 2p

Conclusion a prouver : une contradiction
Onan = 2p (utilisationimplicite de (e)) doncn® = 4p* qui estpair et nonimpair. On a bien obtenu
une contradiction. CQFD.

On noteraque la démonstratiorutilise le fait que n est pair. La plupart des étudiantspartentde
n = 2p+1, démarche vouée a I'échec.

EXEMPLE2 :

Toutesuiteréellecroissantanajoréeconvergg(il convientde lire cetexempleaprésavoir acquisles
connaissancesur les réels et la notion de borne supérieurecf le chapitre Suitesdansle fichier
SUITES.PDF)Bien entendudansle chapitreSuites nousallonsplusvite au but, maison pourrase
rendrecomptequela démonstratiorestbaséesur uneapplicationdesprincipes(i) a (vi) et (a) a (f),
ce que nousdéveloppongi-dessousie facon outrageusemerdétaillée.Insistonssur le fait quele
mathématicieme développgamaisexplicitementdanssesmoindresdétailsune telle démarcheCe
développemena seulementpour but de mettre a jour les utilisations souventimplicites des dits
principes.

Il s'agit de montrer que :

O (un), [ (un) est croissante eti) est majoréél (u,) converge |
D'apres (vi), on a :

Liste des connaissancesi;)(est croissante eti{) est majorée
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Conclusion a montrer uf) converge

On traduit chaque propriété (croissance, majoration, convergence) :
Liste des connasances [N U, < Up. €tCM Onu, < M
Conclusion a montrerd e > 0CN On= N, | —e<u, <l +¢

Nous avonsun théoremed'existencede la borne supérieure(cf le chapitre Suitesdansle fichier
SUITES.PDF)qui dit : (M Onu, £ M O Sup{u, n O N} existe.L'applicationde la regle (c)
donne donc, en abrégeant la liste des connaissances (ce que nous ferons plusieurs fois pour alléger)
Liste des connaissanceSin u, < Un+1 et Supu, existe
Conclusion a montrerld e > 0N On= N, | —e <u,<I| +¢

Nous allons prendre= Sup {U,, n O N} (application de laegle(v)). C'estévidemmente travail du

mathématicierde faire le bonchoix del etil n'y a hélasaucuneméthodeautomatiquepour cela®).
On peutsimplementire qu'onchercheun réelparticulierl et quele seuldonton ait connaissance
part les termes de la suite, c'est la borne sup. D'ou l'idée de grensugpu,.

Liste des connaissancesn u, < un.; etl = Supu,

Conclusion a montrerlle > 0N On= N, | —e <u, <l +¢

D'apreda régle(vi), nousprenonse > 0 quelconqueNousremplagconggalement = Supu, parla
définition de la borne supérieure :
Liste des connaissanceSin u, < Unsg
Onu, <1
Oa > 00nl—a < un
Conclusion a montrerCN [Dn> N, | —e <u, <l +¢

Nous appliquonsla regle (f) enprenanta = € (le € qui intervientdansla conclusion).La aussi,le
choix dua...®
Liste des connaissanceSn U, < Un+g
Onu, <1
[nl— <um
Conclusion a montrerCN [On= N, | —e <u, <| +¢

Nous appliquons la régle (v) en prenant khfle mde la liste des connaissancés).
Liste des connaissanceSn U, < Un+p
Onu, <1
nl— <um
Conclusion a montrerlin=m, | —e <u, <l +¢

Nousprenonsn = m en applicationde la regle (vi), et plutdét que n dontle symboleestdéja utilisé
dans la liste des connaissances, nous prenons un entier quelcamue
Liste des connaissanceSin un < Unsg
Onu, <1
nl—€ < um
p=m
Conclusion a montrel:—g <u, <l +¢
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Dans la deuxieme propriété de la liste des connaissances, nous choisissons (negfe (f))
Liste des connaissanceSin u, < Unsq
Up < |
nl—€ <um
p=m
Conclusion a montrel:—g <u, <l +¢

Nous appliquons la regle (e) a la troisieme propriété de la liste des connaissances.
Liste des connaissancesin, Un < Uns1
Up < |
|—€ < Un
p=m
Conclusion a montrel:—g <u, <l +¢

Enfin, dansla premierepropriétéde la liste des connaissancesjous choisissongregle (f) itérée
plusieurs foishn=mn=m+1, ..n=p-1,n=p.
Liste des connaissanCe$ < Um1 < ... < Up1 < Up
Up < |
|—€ < Un
p=m
Conclusion a montrel:—g <u, <l +¢

Ce gu'on peut encore écrire :
Liste des connaissances=€ <Un<Umi1<...S<Up 1S U <|
Conclusion a montrel:—g <u, <l +¢

Ou encore plus brievement :
Liste des connaissances=¢ < u, <|
Conclusion a montrel:—g <u, <l +¢

La conclusion a montrer est bien vraie puisiggé + €.

On aura remarqué que le choix de tel ou tel élémpat le démonstrateur se manifeste :
ou bien dans la liste des connaissances sur une propriété dixtpeo
ou bien dans la conclusion a montrer sur une propriété dulkypéx)

A l'inverse, le démonstrateur n'a aucune liberté de choix sur I'élément partiqulientervient :
dans la liste des connaissances sous la fakiréx)
dans la conclusion a montrer sous la fofixeA(x)

La compréhension de ce mécanisme est essentielle pour mener a bien des démoostratitesst
pour savoir sur quels éléments on peut faire un choix.

4— Fonctions, injections, surjections

a) Fonction:
Une fonction f (ou application)d'un ensembleE dansun ensembleF établit une relation entreles
éléments de E et ceube F. Tout élémenix de E estassociéa un uniqueélémentde F, notéf(x). f(x)

estlimagedex parf. Siy estdansF et s'il existex dansk tel quey = f(x), x estun antécédentle y
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parf. Certainséléments/ de F peuventn'étrelimaged'aucunrélémentde E, et certainséléments de
F peuvent étre I'image de plusieurs éléments de E, d'ou les définitions d'injectisnrgate@ndans
la suite du paraghraphe.

La partieG deE x F égalea{(x, y), y = f(x)} s'appellegraphedef. On note F(E, F) (ou parfoisE")
I'ensemble des applications de E dans F.

Si on disposed'uneapplicationf de E dansF et d'uneapplicationg de F dansH, on peutdéfinir la
composeég o f de E dans H par g f)(X) = g(f(x)).

L'application identiqueelest I'application de E dans E définie p#x)l = X.

Si A estinclusdansE, la restrictiondef a A estl'applicationf|s de A dansF définie par f|a(x) = f(X).
La seule différence entfeet f|s estl'ensemblale définition desapplications f estdéfiniesurE alors
quef|a est définie sur A.

Inversement, si E est inclus dans H et s'il existeaypéicationg de H dansF telle queg|e = f, on dit
gueg est un prolongement deé H.

b) Injection:

Une fonctionf d'un ensemble E dans un ensemble F esinjiitetive (one to one en anglais) si :
OxOE,OXOE,x£x 0 f(x) £ f(X)

ou encore (ce qui est plus couramment utilisé) :
OxOE,OXOE,f(x)=f(x)0 x=x

Sif est injective, I'équatiof{x) =y a au plus une solution, quel que soit

Sif etg sont injectives, alorgo f lI'est. En effet :
(9o f)(x) = (@of)X)

O (9(f(x)) = g(f(x)) (définition deg o f)
O f(x) =f(X) (injectivité deg)
O X=X (injectivité def)

c) Surjection:
Une fonction est ditsurjective(onto) si :

OyOF OxOE,y=1(x)
Sif est surjective, I'équatidiix) =y a au moins une solution, quel que soit

Sif etg sont surjectives, aloggo f I'est. En effet :

Oz Oy, z=9g(y) (surjectivité deg)
O Oz Oy, Ox, z=g(y) ety =f(X) (surjectivité dd)
O Oz Ox, z=g(f(X)
O Oz 0Ox,z=(go f)(X (définition deg o f)

d) bijection:

f surjective et injective est ditgjective
Sif est bijective, I'équatiof{x) =y a exactement une solutianquel que soiy. On peutalorsdéfinir
la fonction réciproque dé’ par I'équivalence :

y=f() = x=f7(y).
-11-



On aalorsf(f(y)) = f(x) = y cequ'onécrit encoref o ' = Idr et f(f(x)) = f(y) = x ce qui s'écrit
flof=Ide

Sif etg sont bijectives, alorgo f l'estet g of)™ =f* 0o g*. En effet :
z=(gofX

z=9(f(x)

9@ =f(¥

fH(g7(2) =x

x=("og")(@

S'il existe une applicatiomde F dansk telle quef o g = Idr etg o f = Idg, alorsf et g sontbijectives
et réciproqued'unede l'autre.En effet, la seulesolutionx possiblea I'équationy = f(x) estx = g(y).
C'est bien une solution puisqi{g(y)) =y. Il n'y en a pas d'autre puisque :

y=1f(x) O g(y) =9(f(¥)) =x
On noteraquel'on a besoindesdeuxrelationsf o g = Idr et g o f = Idg pour prouverl'existenceet
l'unicité. La premiéererelationf o g = Ide montre I'existencede la solution et prouve que f est
surjective. La seconde relatigro f = Id= montre l'unicité de la solution et prouve duest injective.

I I N A

EXEMPLEL1 : L'applicatiorx — sinf) est :
injective si 'ensemble de départ esg[l;]

surjective si 'ensemble d'arrivée est [-1,1]

EXEMPLE2 :
Pourn entier naturel,notons[[1, n ]| I'ensembledesentiersde 1 a n. Alors il existeune bijection
entre[1,n] et[[1,p] si et seulement si=p.

EXEMPLES : il n'existeaucunebijectionentreE et HE), queE soit fini ou non. C'estclair si E est

fini avec n éléments,puisque E et E) n'ont pas le méme nombre d'éléments(n et 2"
respectivement), plus délicat a montrer si E est infini. Pour cela, nous allons rqaetrgrellesque

soient les fonctionde E dans#E) etg de H{E) danskE, onaf o g # Ideg). Il estparcontretouta
fait possibled'avoirg o f = Ide. Il suffit pour celade prendref(x) = {x} etg(A) = un élémentdonné
de A pour A non vide.

Pour montrer que :

(1)fo g# ldeg
nousallons modifier cette propositionjusqu'aobtenir une affirmation manifestementraie dont (1)
découle La difficulté essentielleestde bien comprendregu'unélémentde E a pourimageparf une
partie de E, et qu'unepartie de E a pourimagepar g un élémentde E. On peutdéjaécrireque (1)
équivaut a :

(2)OADOE,fog(A) #A
On écritensuitele fait quelesdeuxpartiesA etf o g(A) sontdifférentesa savoirl'appartenanca la

premiere partie ne saurait étre équivalente a I'appartenance a l'autre partie :
BYUAOE,Ox,non xOA = xOfog(A)]
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(On aurait pu écrire aussi qu'il existexudans la premierpartieet pasdansla secondea moinsque
X soit dansla secondest pasdansla premiérece qui eststrictementidentiquea la formulation ci-
dessus).

Commenttrouverce x a partir de A ? Nousne connaissonsju'unseul élémentde E enliaison avec
A, c'estx = g(A). Pour que (3) soit vérifié, il suffit donc d'avoir :
(4)OAOE, nonp(A) OA = g(A) Ofo g(A)]

La précédente proposition sera elle-méme vérifiée si :
B)OAOE,Ox,nonkOA < xOf (X)]
Il suffit en effet d'appliquer (5) axuparticulier égal &(A) pour retrouver (4).

On peut aussi écrire (5) sous la forme équivalente :

(6)DAOE,Ox [xOA < xOf (X)]
Cette derniere proposition est vraie si I'on choisit précisemerfbd x [1 f(x)}. Onaalorsla chaine
de déduction suivante :

B)vrai= (5)0 40O 3) = (2) = (2).

Une variante ainsi que des conséquences de cet exemple sont présentées en annexe.
e) image directe d'une partie

Soit A une partie de E.'imagede A par fest I'ensemble notéA) défini par :
f(A)={yOF |OxOA,y=1f(x)}

Autrement dit :
yOf(A) = OxOA,y=1(X)
f(A) est 'ensemble des images des éléments de A.

EXEMPLE: sif est la fonction sinus, alofe[O,%n]) =[0,1]

f) image réciprogue
Soit B une partie de FE'image réciproquele B par fest I'ensemble nofé'(B) défini par :
f(B) = {x O E |f(x) O B}

Autrement dit :
xOfYB) - f(x) OB
f(B) est I'ensemble des antécédents des éléments de B.

EXEMPLE: sif est la fonction sinus;*([0,1]) = ,Ez [2nTT, 2nTT + 11

On prendragardequecettepartieestdéfiniemémesi f n'estpasbijective, quef({y}) estl'ensemble
(éventuellementide ou constituéde plus d'un élément)des antécédentsle y, et que la notation
f(y), elle, n'est tolérée quefsést bijective ; on désigne ainsi I'antécédent unique de

EXEMPLE:

Toujours aved = sin,f*({0}) = { nr, n 0 Z} = 1tZ.
f(0) n'existe pas.

EXERCICES
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i) Compareif(A n B) etf(A) n f(B)
On prouve queld A, OB, f(A n B) O f(A) n f(B)

On pourra chercher a quelle condition on a :
OA, 0B, f(A n B) =f(A) n f(B)
On trouvera qu'une condition nécessaire et suffisanfergsttive.

i) Comparerf(A O B) etf(A) O f(B)
Il'y a égalité

iii) Comparerf(CA) et Cf(A)
En général, ils sont différents. On prouve que :
finjective = O A, f(CA) O Cf(A)

f surjective~ 0O A, Cf(A) O f(CA)

iv) Procéder de méme pour les images réciproques.
Il'y a toujours égalité.

v) Comparer B et(f *(B)).
On a toujours(f(B)) O B
Une condition nécessaire et suffisante pour que :
OB, f(f(B) =B
est qud soit surjective

vi) Comparer A ef (f(A)).
On a toujours AJ f(f(A)).
Une condition nécessaire et suffisante pour que :
OA, A=f(f(A)
est qud soit injective

vii) Soitf: E - F
g:F- G
h:G- H
Montrer que g o f surjectif0 g surjectif
go finjectif O finjectif
go fetho ghbijectifsO f, g eth bijectifs

viii) Donnons un exemple d'applicatibet g telles qud et g soient non bijectives, mais @ib f I'est.
N - N

finon+l
g:0- 0
n - n=1 pournnon nul.

iX) La notation choisie pour désignerlimage et l'image réciproqued'une partie n'est pas trés
heureuseDanscetteexercice on préferelesnoterde la fagonsuivante Soitf : E - F unefonction.
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A chaquepartie A de E, on associesonimagedirecteD(A) = {f(x), x [0 A}. On définit ainsi une
application D de&RE) dansHF).
Montrons quéd est injective si et seulement si D est injective :

SOLUTION(pour une fois '©)
Soitf injective, et A et B tels que D(A) = D(B). Saielément de A. Alors :
f(x) O D(A) O f(x) O D(B) O Oy O B, f(x) =f(y)
Parinjectivité def, on endéduitquex =y etx [0 B. DoncA O B. DemémeB [ A. Ainsi A =B et
D est injective.
Réciproquement, soit D injectivexeety tels quef(x) =f(y) =z Alors :
D{x}) ={Z =D({y}) O {x} ={y}parinjectivité de D1 x=y
etf est injective.

Montrons qud est surjective si et seulement si D est surjective :
Soitf surjective, et B1 F. Soit A = 0 E, f(x) (I B}. Alors D(A) = B et D est surjective.

Réciproquementsoit D surjective,ety [0 F. Soit A tel que D(A) = {y}. Soit x élémentde A.
Alors f(x) =y, etf est surjective.

NotonsmaintenantR(B) = {x O E, f(x) O B} l'imageréciproqued'une partie B de F. On définit
également ainsi une application @) dansHF).

Montrons que R est injective si et seulemeifiesit surjective.
Supposons$ surjective. On a donc D(E) = F. Soit A et B deux parties de F telles que R(A) = R(B).
O DI[R(A)] = DIR(B)] or D[R(A)] = {y =f(x) [x O R(A)} ={y A n D(E)} = A n D(E)
0 A n D(E)=Bn D(E)
U AnF=BnF
O A = B donc R est injective.
Réciproquemen{parl'absurde)si f n'estpassurjective,il existey qui ne possedgasd'antécédent.
Soit A={y} et B =[1. Alors A% B et pourtant, R(A) = R(B) £ donc R n'est pas injective.

De méme, montrons que R est surjective si et seulemieestsnjective.
Supposons$ injective. Soit A une partie de E. Alors, montrons que
A = R(B) avec B = D(A). En effet :
xOR(B) = f(x) OB
= f(x) O D(A)
= OX OA, f(x) =f(x)
or f est injective, donc = X avecx dans A donx [ A

Réciproguemensupposon® surjective.Soitx ety telsquez = f(x) = f(y). Il existedeuxensembles
XetY telsque{x} = R(X) et {y} = R(Y), dapresla surjectivité de R. Celaimplique que
X ={f(x} = {f(y)} = Y ={Z. Donc {x} = R(X) = R(Y) = {y} etx=y.

5— Ensembles finis

Nous énoncongi-dessousin certainnombrede propriétéssur les ensembledinis, sanschercher a
les justifier outre mesure.

E estun ensembldini s'il existeunebijectionde[1, n] surE, oul'on note[1, n] lI'ensemblades
entiers de 1 a. n est le cardinal de E, noté Card E.

-15-



Une partiede N estfinie si et seulemensi elle estmajorée.Si n estle cardinalde cettepartie, il

existeune bijection strictemenftcroissanteet une seuleentrecettepartieet [1, n . 1 estl'imagede
I'élément le plus petit, 2 I'image du suivant, etc...

Cardd =0

Si E' est inclus dans E, alors Car&kEard E, avec égalité si et seulement siE' = E.

Si f estune applicationde E dansF et si Card E = Card F (fini), alors, il y a équivalenceentre
injective, surjective et bijective. En effet, compte tenu de I'égalité entre Card F et Card E, on a:
finjective] Card E = Card(E) 0 Card F = Cardi(E)
or f(E) est inclus dans F, dof(&) = F puisqu'ils ont méme nombre d'élémentEgest surjective.
De méme :
f surjectivel] f(E) = FO Card F = Card(E) O Card E = Card(E)
donc deux éléments distincts de E ne peuvent avoir deux images ideffitegienc injective.
Ces remarques sont fausses si E et F sont des ensembles infinis.

La réunion de deux parties finies est finie et I'on a :
Card ADB=CardA+CardB-Card AB
puisque la somme Card A + Card B compte deux fois (une fois dddsm@i¢mentsde CardA n B.
Evidemment, si A et B sont disjoints (i.e.’/AB =[1, on a Card AIB = Card A + Card B).
On pourra de méme réfléchir que :
Card AOBUOC = Card A + Card B + Card C — CardrAB — Card An C—Card Bn C
+CardAn Bn C

Ona:
Card Ex F = Card BEx Card F

Le cardinalde 'ensemble®(E, F) desapplicationsde E dansF estégala (Card F)*®E, En effet,
pour chaqueélémentde E, il y a Card F choix possiblespour son image. Ainsi, le nombre

d'applications de E dans {0} estégala 2°*“F de mémeque Card &E), ce qui s'expliquepar le fait
gue chaquepartie A de E estcaractériségar une uniqueapplicationde E dans{0,1}, appeléesa
fonction indicatrice, que nous noteropsCette fonction est définie par :
IA(X) =1sixOA
=0sxkOA
Il y a donc autant de parties dans E que de fonctions de E dans {0,1}.

Si CardE = n, le nombrede bijectionsde E estégala n!. En effet, il y a n choix possiblespour
l'image du premierélémentde E, mais seulemenn-1 pour le suivant,n—2 pour le suivant,etc...
jusqu'audernierou il ne resteraplus qu'un seul choix possible.Les bijections d'un ensemblefini
s'appellent aussi permutations de cet ensemble.

6— Relation d'ordre

a) Définition:
Considérons les trois exemples suivants
i) dansR linfériorité  x<y
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i) dans®E) linclusion ADOB
i) dansN* la divisibilité : n divisep, notén | p, i.e., 0k N, p=nk
Il s'agit de trois relations d'ordre.

Soit E un ensembleUne relation binaire ®_sur E estunefonction de E x E a valeursbooléennes

(vrai ou faux). Si x ety sontdeuxélémentsle E, xR y peutétrevrai ou faux. Cetterelationestune

relation d'ordre si elle est
réflexive
antisymétrique
transitive

i) La réflexivités'applique aux relations vérifiant :
OxOE,X®R x

i) L'antisymétries'applique aux relations veérifiant :
OxOEOYOE, [xR yety® x]0O x=y

iv) La transitivités'applique aux relations vérifiant :
OxOEOyOEOzOE,[xR yety®R 0 xR z

Commesonnomlindique,unerelationd'ordreserta établir une hiérarchiegparmiles élémentde E.
Six R vy, x serale plus souventconsidérécommeplus petit quey (la conventioninverseauraitpu

étre également étre pris&)®_ y doit étre compris comme une phrase du typstplus petit quey,
ou bien x estavanty (et éventuellementx = y). Du fait de I'antisymétrieet de la transitivité, il est

impossibled'avoir un cycle d'élémentsdistincts vérifiant x; . X2, X2 R, X3, ooy X1 R, Xn,

X R X.

Voici un dernierexemple: dansl'ensembledesmots sur un alphabetun mot estune suitefinie de
lettresde l'alphabet) I'ordre alphabétiqueu lexicographiqueestunerelationd'ordre.Cetterelation
existe dans de nombreux langages de programmation :

'ABBC' < 'ABC' est vrai

'‘ABBC' < 'ABB' est faux

Remarque : si on définit une relatismansN, Z ou R, il n‘'enestpasde mémedansC. Pourquoi?

(Lesrelationsdéfiniessur les ensemblesle nombresprésententine certainecompatibilitéavecles
lois + etx définies sur ces ensembles. En particulier, on a :

a=20etb>00 atb>0 etab> 0.
Sil'on avait, sur C, unerelationdu typei = 0, alors,en effectuantie produit,on obtiendrait-1 > 0.
De mémesi — = 0. Celane veut pasdire qu'il estimpossiblede définir unerelationd'ordresur C,

maisquecetterelationne présenteraucuncaracterale compatibilitéavecleslois + et x. Exercice:
définir une relation d'ordre sii)

b) Ordre total, ordre partiel
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On remarqueraune différence entre d'une part la relation dinégalit¢ dans R ou l'ordre
lexicographique, et d'autre part, I'inclusion ou la relation de divisibilté.

Dansle premiercas, pour tout élémentx et 'y, 'une desdeux propriétésx € youy ® x est

vérifiée, ce qui n'estpasvrai dansle secondcas.Parexemple,on n'apas2 | 3, ni 3 | 2. De méme
{1,2} n'estpasinclus dans{3}, pasplusque{3} n'estinclusdans{1,2}. On parle respectivement
d'ordre total et partiel.

Une relation d'ordrék_ sur un ensemble E est dit d'ordre total si :
OxOEOYyOEX® youy®R x

Dans le cas contrair&_ est une relation d'ordre partiel :
OxOE,Oy0E, nonk R, y) etnony R, X)

¢) Majorant, minorant, maximum, minimum
[0 Soit E munid'unerelationd'ordreR. Une partie A de E estminoréepar a (a estun minorantde
A)si:

OxOA a®R x
A estmajoréeparb (b est unmajorantde A) si :
OxOAXR b

Exemple : [0,1] est majoré par 2, et minoré par —1.

0 Soit E muni d'unerelationd'ordre ® .. Une partie A de E admetun minimuma (ou plus petit
élément) si :

alJAetOxOA a® x
a est donc un minorant de A, lui-méme élément de A.

A admet urmaximunb (ou plus grand élément) si :

bOAetOXxOA X® b
b est donc un majorant de A, lu—méme élément de A.

Exemples :
0 est le minimum de [0,1] (avec la relation usuelle) et 1 est son maximum.

]10,1] n'admet pas de minimum, mais admet 1 comme maximum.
10,1[ n‘admet ni maximum ni minimum.

O est le minimum déE) pour la relation d'inclusion. E est le maximum.
Si A est I'ensemble de tous les singletons de E, A n‘'admet ni minimum, ni maximum.

Pour la relation de divisibilité d¥, 1 est le minimum, il n'y a pas de maximum.
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Il : Structures algébriques

1- Loi de composition interne

a) Définition :

Soit E unensembleOn appelleloi de compositioninternede E, notéepar exemplex, uneopération
qui permet d'associer, a deux éléments quelconques @tk un troisieme élément nosé: b.

Exemples Les lois de compositions internes les plus courantes sont :
+ dansN, Z, Q, R ouC.
- dans les mémes ensembles.
X dans les mémes ensembles.
/ dansQ*, R*, ou C*.
div (division entiere) daniN* ou Z*.

0 dans I'ensemble des applications de E dans E.
N dans lI'ensemble E #Q) des parties d'un ensemifde
O dans I'ensemble des parties d'un ensemble.

[ (produit vectoriel) dans I'espace euclidien orienté de dimension 3

b) Associativité:
Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne noette loi est dite associative si :
OalE,ObOE,OcOE, @*b)*c=ax* (b*c)

L'intérét d'unetelle notion est que les parenthesalevienneninutiles, la notationa * b * ¢ valant
indifferemment'une ou l'autredesexpressiond.eslois suivantesdansles ensemblesiu paragraphe
précédent, sont associatives x#+0, n, [. Les lois suivantes ne le sont pas /, div,[l

On notera que I'absence de parentheses dans I'écriture :

7-5-1=1
signifie implicitementqu'uneconventionestadoptéepour distinguerentre(7 —5) — 1 et 7 — (5 - 1),
la conventionétantici quele calcul sefait de gauchea droite, maisrien ne nousauraitempéchéle
prendrela conventioninverse: faire les calculsde droite a gauche Ce qui auraitconduitau résultat,
qui nous paraitfaux: 7—-5-1=31!
Quant a la notatioa/bl/c, elle est a éviter, aucune convention n‘ayant été définie a son sujet.

c) Commutativité:
Soit E un ensemblanunid'uneloi de compositioninterne notéex. Cetteloi estdite commutative
Si:

DaUOE,Ob0OE,a*xb=axb

L'intérét d'une tellemotionestquel'ordre danslequelles élémentsontplacésestindifférent. Leslois
suivantesdansles ensemblesiu paragraphgrécédentsont commutatives +, x, n, [. Les lois
suivantesne le sontpas: o (saufsi les fonctionssont définiessur un ensemblgpossédantn seul
élément), —, /, divil

Dans le cas d'une leicommutative et associative, I'expression suivante possede un sens :
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& %

ou | est un ensemble fidiindices.Parexemplesil ={1,...,n}, I'expressiorprécédentestégalea x;
* X * ... % Xy, I'Ordre des termes étant indifférent.

Exemples:

n

X désigne la somme des éléments

[y

X désigne le produit des élémenrts

—-

n
s

_Q A désigne lintersection des parties A

QI A désigne la réunion des parties A

On notera, que, si | et J sont deux ensembles disjoints d'indices, on a:
igchJXi:i’El X * i’EJXi (I)

Quelle formule donner si | et J ne spakdisjoints? Si I'un desensemblegstvide ? Ou retrouve—t—
on des conventions analogues ? (penser a 0! par exemple)

d) Elément neutre
Soit E muni d'une loi interrre On dit que e est élément neutre de laIsi :

OalE,arxe=e*a=a

EXEMPLES

Le neutrede + est0. Celuide x est1. Celuideo estld. Celuide n estQ (I'ensembleentier).Celui
de [0 estl. — et/ n'ont pasd'élémentmeutres.Si * est associative commutative,et admetun
élément neutre, alors la formule (i) nous conduit a poser :

& X =e

Le neutre, s'il existe est unique. En effeg ste sont deux neutres, on a :
e* € =ecare€ est neutre

e* € =€ care est neutre
donce=~¢€.

e) Elément symétrique
Soit Emunid'uneloi *, etd'unélémenineutree. On appellesymétriqued'unélémentx un élémentx
tel que :

X*X =X*Xx=e

EXEMPLES :
Le symétrique d& pour + est x (appelé opposeé de x).

Le symétrique d& non nul pourx est% (appelé inverse de

-20-



Le symétrique débijective pouro estf™ (appelé réciproque)
Il 'y a en général pas de symétrique pouet[].

— et/, n‘ayantaucunepropriétéparticuliére,apparaissenti commesymeétrisationglesopérationst+
etx.

Le symétrique,s'il existe, et si la loi est associative est unique. En effet, si X' et X" sont deux
symétriques dg, alorson a :
X*x X*X'=(X*x)* X" =ex X" =x"
X* (x*X)=X*e=X.
doncx =x". Ce symétrique est souvent naté

EXERCICE: Si* estassociativecommutativeadmetun élémentneutree, et si tout élémentadmet
un symétrique, alors on a, avec | et J quelconques :

igchJ X = i’EI X * i’EJ X * [iglcn.l Xi]_l

2— Définition d'un groupe
Un ensemble (@) est un groupe si :

i) G est non vide.
ii) * est une loi de composition interne.

i) * est associative.
iv) * admet un élément neutee
V) toutx dee admet un symétrique.

Si, enoutre,* estcommutative)e groupeestdit commutatifou abélien(Niels Abel, mathématicien
norvégien, 1802-1829).

On noteparfoisla loi du groupemultiplicativement(ab aulieu de a * b) ou additivementa + b au
lieu dea * b), mais la notation additive est réservée aux groupes commudatiéss ... * a estalors
notéa” dans le cas multiplicatif ona dans le cas additif.

Les axiomes des groupes permettent de simplifier les équations. Ainsi :
a* x=ax* y[ x=y(composer a gauche par le symétriqua)de
x*a=y+*al x=y(composer a droite par le symétriqueajle

EXEMPLEL : ‘
On peutciter le groupedescomplexesie modulel, le groupedesracinesn®™ complexegie l'unité,
le groupe des similitudes directes du plan. Voici d'autres exemples.

EXEMPLE?2 :
Voici quelques groupes a deux éléments :

{0,1d} ou o est une symétrie, muni de la tni
U, = {+1,—1} muni du produit (groupe des racines carrées de l'unité, ou regle des signes).
7127, = {0,1} muni de la loi +. Dans cet ensemble, on pose 1 + 1 = 0.
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{CroissancePecroissancenunidela loi o, et dela réegledonnantie sensde variationde la

composeée de deux fonctions monotones.

{true,false} (en programmation), muni de la }ar (ou exclusif).

Tous ces groupes sont en fait identiques au suivant :
Groupe a deux éléments,€}. La table de Pythagore de ce groupe est :

* a e
a e a
e a e

On a nécessairemeatt= e car sia” = a, en simplifiant pag, on obtienta = e.

La correspondance se fait de la fagon suivante :

Groupe * a e

{o,1d} 0 o Id

{+1,-1} X -1 +1

Z127. + 1 0
{Croissance, Décroissance} o Decroissante  Croissante
{true,false} Xor true false

Tous ces groupes sont dits isomorphes. Un théoréme démontré pour I'un d'entre eux I'est pour tous.
Par exemple: la valeur d'un produit en fonction de la parité du nombrede a esta si ce
nombreestimpair, e si ce nombreestpair. Ce résultatsetraduit de la faconsuivantedansquelques
situations courantes
o = Id eto®*! = o pour une symétrie
Le produitd'unnombrepair de termesnégatifsestpositif, le produit d'un nombreimpair de
termes négatifs est négatif.
La composéed'un nombrepair de fonctions décroissantegt d'un nombre quelconquede
fonctionscroissantegstcroissante La composéal'un nombreimpair de fonctionsdécroissantest
d'un nombre quelconque de fonctions croissantes est décroissante.

EXEMPLES :

L'exemple suivant n'est pas un groupe :
* a e
a a a
e a e

On trouve cependant cette situation dans les cas suivants :

{a, € * a e

Z127. X 0 1

{f paire,f impaire} 0 paire impaire
{true, false} or true false
{false, true} and false true
{Q, O} n 0 Q

{O, Q} 0 Q 0

Ici, a est dit absorbant.
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EXEMPLE4 : Groupes a trois éléments :
Quels sont les groupes a trois éléments ?
IIn'y enaquun:

* a b e
a b e a
b e a b
e a b e

Pour le remplir, on remarqueque, pour chaqueélémenty, l'application: x 0 G - yx O G est
bijective. Chaqueélémentdu groupeapparaitdonc une fois et une seuledanschaqueligne y. De
méme,l'applicationx — Xy estbijective, donc chaqueélémentdu groupeapparaitune fois et une
seuledanschaquecolonney. En outreab = b estimpossiblecar celaimplique, en simplifiant par b,
guea = e. De mémeab = a estimpossible,doncab = g, etc... Il estalorsfacile de compléterle
tableau.

Tous les groupes a trois éléments sont donc isomorphes. En voici quelques exemples :
G * a b e

U ={1,},j%} x i i’ 1
ou j estuneracinecubiquecomplexede I'unité. U; estle groupedesracinescubiquesde
l'unité.
{1,0,0% 0 o o Id

oUo est une rotation der?3

2137. + 1 2 0
constitué des éléments {0,1,2} ou le calcul se fait modulo 3 (i.e. a un multiple de 3 pres).

EXEMPLES :
Quels sont les groupes a 4 éléments ?
On n'en trouve que deux :

* a b C e
a e C b a
b C a e b
C b e a C
e a b C e

* a b C e
a e C b a
b C e a b
C b a e C
e a b C e

Le premiern‘estautreque (Z/47.,+), c'esta dire le groupedesélémentg0,1,2,3} ou les calculsse
font modulo 4, ou encore le groupk, des racines quatriemes complexes de l'unité :
G * c a b e
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u, ={1,-1j,4} X [ -1 — 1
groupe des racines quatrieme de l'unité.
2147 + 1 2 3 0

Le second est#/27)* :
G * a b c e
z12zy’ + 10 (01 (@1 (00

Ce derniergroupese trouve égalementlansla situationsuivante: considéronsin matelas.l peut
étre laissé dans la position initiale (I@n peutle tournerdansle sensde la longueur(c). On peutle
tournerdansle sensde la largeur(6). On peutlui faire un demi—toura plat (¢). {Id,0,6,6} n'est
autre que le second groupe.

EXEMPLESG : ‘
U, groupe des racings™ de l'unité dan€, muni du produit

ZinZ.={0, 1, 2, ...n—1} ou les calculs se font moduto

3— Sous-groupe
Définition : Soit(G,x) un groupeet G' unepartie de G. On dit queG' estun sous—groupele G si,
muni de la lok, (G'*) est un groupell suffit de vérifier les propriétés suivantes :

[0 G' est non vide
[0 G' est stable pour (ce qui signifie que est une loi interne a G) :

OxO0G,0y0G,x*ydG'
0 G' est stable par passage au symétriqug 0 G',x ' 0 G'

Il estinutile de vérifier que G' disposed'un élémentneutre.En effet, si e estle neutrede G, on
montre quee est également neutre de G'. En effet

G' est non vide, donc il exisklément de G'

x0G' donex* O G'

xOG' etx 0 G doncx* X' 0G' donce 0 G'

Ox0OG,e* x=x* e=xdonc ceci reste vrai a fortiori poxdans G'

L'associativitéétant vraie dansG est a fortiori vraie dansG'. I en est de mémede I'éventuelle
commutativité.

On montreaisémentgue l'intersectionde deux ou plusieurssous—groupesgst lu—mémeun sous—
groupe.

EXEMPLEL1 : Dansle plan R?, considérondes applicationsqui au vecteur(x,y) associde vecteur
(X,y) = (ax+ by, cx + dy), avecad—bc # 0, ce qu'on note :
' b
B EoHE
L'ensemblede cesapplications,muni de la loi de compositiono, forme un groupeappelégroupe
linéaire.
L'ensemble des applications pour lesquells bc =+ 1 en forme un sous—groupe.
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L'ensembledesapplicationsorthogonalegrotationset symétriesforme un sous—groupele ce sous-
groupe appelé groupe orthogonal.
L'ensemble des rotations forme lui-méme un sous—groupe du groupe orthogonal.

EXEMPLE?2 : 'ensemble des nombres pairs forme un sous—groufze-te (

4— Morphismes, Exemples
Définition : Soit (Gx) et (G'.#) deux groupes. On appelle morphisme (respectivement
isomorphisme)de G dans G' toute application f (respectivementoute application bijective)
vérifiant :

OxOG,O0y0G,f(x*y) =f(x) #(y)

EXEMPLELZ :
L'application du groupe linéaire dans R* qui a toute matrice associeson déterminantest un

morphisme.

EXEMPLE 2 : Voici un exempled'isomorphismeentre deux groupes,c'est-a-direde morphisme
bijectif :
(R,+) - (R™, x)
X — &
Cet isomorphisme intervient dans le choix d'échelles logarithmiques, pour exemplke mesuredu
bruit, ou celle des mouvements telluriques.

D'autresexemplesont été vus dansle paragraphel—3°). L'intérét d'unisomorphismeest que deux
groupesisomorphessont indiscernablesen ce qui concerneleurs propriétés.On les discerne
seulement par Isensque I'on donne aux éléments du groupe.

5— Propriétés des morphismes
On pourra vérifier les propriétés suivantes sur les exemples de morphismes vus précédemment.

[ Sieest le neutre de G, aldi(®) est le neutre de G'. En effetgsest le neutre de G':
f(e) =f(e* e) =f(e) #f(e) et d'autre parf(e) =f(e) #€
O f(e) #f(e) =f(e) #¢€, et en composant & gauche fgay", on obtienf(e) = €

OO0OxOG,f(x" =fx)™
En effetf(x™) #f(x) = f(x"** X) =f(e) = ¢

[0 DEFINITION :

On appelle noyau de f I'ensemisler f = {x | f(X) = €}. Alors:
i) Ker f est un sous—groupe @
ii) f est injective si et seulemeniksrf = {e}.

Démonstration
i) estlaisséau lecteur.Montronsii). Si f estinjective, alors€ a au plus un antécédentOr e estun
antécédent de. Donc Kerf = {€}. Réciproquement, si Kdr= {€}, alors :
f(x) =f(y) O f(x) #f(y) ' =€ 0 f(x) #f(y") =¢€
O fx*y)=eO x*y'OKerfO x*y*=el x=V.

-25-



[0 DEFINITION

On appelle image de f I'ensemlte(f) = {y | Ox, f(X) =y}. Alors:
i) Im f est un sous—groupe @:.
ii) f est surjective si et seulementra(f) = G'.

6— Anneaux et corps

La fin du chapitre est réservée aux MPSI, PCSI et PTSI suivant I'option mathématiques
Un anneau (A, +, x) estun ensemblenon vide muni de deux lois + et x vérifiant les propriétés
suivantes :

(A, +) est un groupe commutatif. Son neutre est noté 0.

x estuneloi associativgpossédantin élémentneutre et distributive par rapporta I'addition,

Oa Ob,0Oc,ax(b+c)=ab+acetp+c)xa=ba+ca

Il en résulte que 0 est nécessairement absorbank @oiélément quelconque. On a :
Xx0=xx(0+0)=xx0+xx0

O 0 =x x 0 en simplifiant paxr x 0

De méme, G x = 0.

0 ne peutdoncavoir de symétriquepour le produit. Si tout élémentnon nul admetun symeétrique
pour le produit, 'ensemble considéré estarps ; onréserveengénéraketteappellationau casou,
de plus, le produi est commutatif.

A' est un sous-anneau de A si A’ est inclus dans A, si (A),est un anneauon convientégalement
gue le neutre de A et de A' est identique.

EXEMPLES
(Z, +, x) est un anneau. Les matrices carréasiesde la sommeet du produitdesmatricesforment

un anneau.
(Q, +, x) estun corps,sous-corpsie R, lui-mémesous-corpsle C. Les fractionsrationnellesde

polynémes, de la formg ou P et Q sont des polynémes (aveg @ forme un corps.

Les deuxannexegyui suiventne font paspartie du programmede mathématiquesle CPGE.Elles
sont destinéesa des étudiants(plutét de deuxiemeannéeou au-dela)qui s'intéresseraienfiux
fondements des mathématiques.

Annexe | : ensembles dénombrables et non dénombrables

i) On pourraitpenserqu'il n'y a que deux typesd'ensemblesles ensembledinis et les ensembles
infinis, cesderniersétanttous de mémenature.Cettevision a éte mise en défautpar GeorgCantor
(1845-1918). Sestravaux sont a la basede la théorie des ensemblesau XX ™ siecle. Il définit
plusieurs types d'infinis.

Un ensemblenfini esten bijectionavecl'une de sespartiesstrictes.Parexemple, N esten bijection
avecN*, au moyen de la bijection suivante :
N - N*
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n -n+1
Soit plusieursensemblednfinis, par exempleN, Z, Q et R. Sont-ilsen bijection les unsavecles

autres? On prouveraque N, Z et Q_sonteffectivementn bijection, maisce n'estpasle casde R.
Les premiers sont dits dénombrables.

Galiléea bienremarqué&juelestermes’autantd'éléments”;moins d'éléments'du "plus d'éléments”
ne peuvents'appliquersansparadoxeaux ensemblesnfinis. Le terme bijection n'était pasencore
inventé, mais Galilée a mis en évidence une bijection &datet une partie stricte d :

12 3 4 ..n ..
1 4 9 16 .n* ..

i) Deux ensemblen bijection sontdits équipotentsS'ils sontfinis, celasignifie simplementgu'ils
ont le mémenombred'élémentsSoit E un ensembleguelconqueet HE) I'ensemblede sesparties.

Alors E et BE) ne sont paséquipotentsCelaest évidentsi E estfini, a n élémentspuisqu'alors
AE) possede” élémentset pourtout n, 2" > n. Mais cettepropriétérestevraie si E estinfini. |l

faut prouver qu'il ne peut exister de bijection f entre E et ®E). Raisonnonspar l'absurdeet
supposons I'existence d'une telle bijecfion

f:E -~ ®E)
X - f(X)
A tout élémentx de E, f associef(x), élémentde HE), autrementdit, f(xX) est une partie de E.
Considérons maintenant la partie A de E définie de la fagon suivante :

A ={xUE | x O f(X)}.
Par définition de A, on a I'équivalence J A < x [ f(X). Puisquef estunebijectionde E sur BE),
et queA étantunepartiede E estun élémentde HE), A possédein antécédentiniqueparf, a. On

a doncf(a) = A. On se pose alors la question suivante : a-a+dri(a) ? Or:
alf(a) = aldAcarf(a) = A
= af(a) par définition de I'appartenance a A
Ainsi la propositiona [J f(a) estéquivalentea sanégation.La contradictionne peutétrelevéequ'en
rejetant I'hypothese de l'existencefde

Cette démonstration assure l'existence d'ensembles non dénombrables, c'est—-a—dire quasensont
bijectionavecN, parexemple®{N). On congoitmémeune hiérarchieinfinie d'espace3N, &AN),

ABN)), ...

i) W estle plus petit ensemblanfini. Si E estun ensemblajuelconquealorsou bien E estfini, ou
bienil estdénombrabléen bijectionavecN), ou bienil existeuneinjectionde N dansk maispas

de bijection (exemples: E #N) ou E =R). Un ensemblelénombrableétantenbijectionavecN,
peut s'écriresousla forme {x, |n 0 N} ; la bijection est I'applicationf : N - E, n - X,. Un
ensemble dénombrable se reconnait a ce qu'on peut énumeérer ses €léments.

Toute partie d'un ensembledénombrableest finie ou dénombrable toute image d'un ensemble
dénombrable est finie ou dénombrable.
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La réunionde deuxensemblesiénombrablegstdénombrableAinsi Z. estdénombrableVoici une
bijection entreN etZ :
f: N Z

n - n/2 sinest pair
—ngr—l sinest impair
Le produit de deux ensemblesiénombrablegst dénombrableAinsi N? estdénombrablell suffit

d'énumérer ses éléments dans l'ordre suivant :

1

(0,0

2 3

(1,0) (0,1)

4 5 6

(2,0) (1,1) (0,2)

7 8 9 10

(3,0) (2,1) (1,2) (0,3)

11 12 13 14 15

(4,0) (3,1) (2,2) (1,3) (0,4)

n(n—1 +1 n(n+1)
5 >

(n—1,0) (n—2,1) (n-3,2) (On-1)

En particulierQ estdénombrableEn effet Q* peuts'injecterdans N? au moyend'uneapplication

du typeg - (p.).

A titre indicatif, voici une bijection curieuse ent™ et N. On définitla fonctionf de N dansN*
de la fagon suivante :
f(0) = 1 et n, f(2n+1) =f(n), f(2n+2) =f(n) + f(n+1)
de sorte que les valeurs deont :
1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,41,5,4,7,3,8 ...
T T

n 1l A+1 2n+2
Les valeurs successivesae sont :
n+1)
11,132,1435253 /15473

2 31 21 31 141 31 51 21 51 31 41 151 41 71 318 ..
On montrequetouslesrationnelspositifsapparaisseninefois et uneseuledanscetteliste, de sorte

gue l'applicatiom - %2% forme une bijection d& dansQ™*™*.
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iv) R n'estpas dénombrableS'il I'était, il en seraitde mémede [0,1]. Considéronsalors une
enumeration(X,)non+ de [0,1], obtenueau moyen d'une bijection f : WN* - [0,1[, n - X, et
considérons le développement décimalxies

X1 = 0 1a10243. . Qyp...

Xo = 001800803, . Qop...

Xn = 08n18n2803. . .np. .-
anp est lep®™ chiffre de la décomposition décimalexieC'est un élément de {0,1,...,9}.
Considérons maintenant I'élémgrde ]0,1[ défini de la facon suivante :

y= Ob1b2b3...bp...
oub, = 0 siay, # 0 eth, = 1 siay, = 0.
On obtientle développemendécimald'unréeldistinctde touslesx,. En effet, le n" chiffre de x, et
y sont difféerents (0 n, b, # a,y). Par ailleurs, il est évidentque y appartienta [0,1[. Cela est
contradictoireavecle fait quef soit bijective, puisqu'alorstout élémentde [0,1[ seraitde la forme
d'un des,. Cette démonstration est connue sous le nom de diagonalisation de Cantor.

eme

On peut prouver que R est équipotenta AN), et que les trois ensemblessuivants sont
équipotents AR), AAN)) et C(R) ensemble des fonctions continuesRur

V) SignalonségalementineguestionétonnantePeut—ontrouverun ensemblee comprisentreN et
R, maisqui ne soit équipotentii a N, ni a R ? On auraitseulementesinjectionsde N dansE et
de E dansR. RappelongjueQ nerépondpasa la questionpuisqu'ilesten bijectionavecN. On a

prouvequ'il étaitimpossiblede répondrea cettequestion.Celane signifie pasqu'onn‘ait pasencore
trouvé si cettepropriétéétait vraie ou faussemaisbel et bien qu'on ne peutni prouverqu'elle est
vraie, ni prouverqu'elle estfausse Elle estdite indécidable Elle ne découlepasdesaxiomesde la
théoriedesensemblespasplus que sanégation.Celasignifie égalemengu’'onpeutprendrecomme
axiomesupplémentairgexistenced'un tel ensembleE sansapporterde contradictiona I'édifice des
Mathématiquespu au contraire,de prendrecommeaxiomela non—existencele E. Dansce dernier
cas,on adoptece qu'onappellel’hypothésedu continu. L'un ou l'autre choix conduitdonc a deux
théories mathématiques différentes.

Cesconsidérationsi'ont aucuneimportanceen ce qui nousconcerne car nousn'utiliseronsjamais
cette propriété, ni sa négation !

vi) Donnons enfin une conséquence curieuse de ce qui précede en informatique. On peut montrer que
I'ensemblede tous les algorithmespossiblesestdénombrablealors que I'ensembledesfonctionsde
N dansN estéquipoten@a R.. Il y adoncdesfonctionsde N dansN qui ne sont calculablegar

aucun ordinateur. Aucun algorithme ne permet de les calculer. De telles fonctions ont été
explicitement définies.

Annexe Il ; axiomes

Qu'est-ce qu'un axiome ?
D'Alembert écrit, dans son Encyclopédie (1788) :
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Axiome: En Mathématiquespn appelleaxiomesdespropositionsévidentegar elles—

mémes, equi n‘'ontpasbesoinde démonstrationsTellessontles propositionssuivantes

. le tout est plus grand que la partie ; si a deux grandeurségaleson ajoute des

grandeurségaleses sommeserontégales; si deuxfiguresétantappliquéed'une sur

l'autre se couvrent parfaitement, ces deux figures sont égales en tout.

Théoréme: c'est une proposition qui énonce et démontre une veérité.
Notre conceptiormodernedesaxiomesne correspondglus a desnotionsévidentegar elles—-mémes
ou desprincipestresclairs. On fait actuellementeposerune théoriemathématiquesur desnotions
primitives (non définies)et les axiomesne serventqu'adécrireles reglesd'utilisationde cesnotions
primitives. Voici des exemples modernes d'axiomes et de notions primitives :

i) La notiond'ensemblet d'appartenancestunenotion primitive. On ne chercheraa définir
ni l'une ni l'autre.
ii) Frege,en1893,avaitproposécommeaxiomele suivant: ® étantun prédicatquelconque,
il existeun ensembleA tel que,pourtout x, X appartienta A si et seulemensi ®(x) estvrai. Russel,
en 1902, proposade prendrecommeprédicat: ®(x) = x [0 x. D'apresFrege,il existealorsun
ensemble A tel que :
Ux, xUOA < xUOx
Cette équivalence est vraie en particulier lorsqued, ce qui donne :
AOA = ATA

Ce qui contradictoire. Cet exemple prouve qu'on ne peut pas preingpertequoi pour axiome,en
particulier en ce qui concerne la construction des enserMaies . quelguesaxiomesactuellemenen
vigueur:
[ La réunion d'une famille d'ensemble (indicée par un ensemble) est un ensemble.
[ La famille constituée des parties d'un ensemble est un ensemble.
O 1l existe un ensemble infini
[J Le principe de récurrence dahé

0 Le 5°™ postulatd'Euclide: parun pointdonné,il passeune parallélea une droite donnéeet une
seule.
[ L'existence de la borne supérieure d&ns

Un axiome contesté, I'axiome du choix :

Considérons la proposition suivante :
Soit f une application injectivee E dansF. Alorsil existeuneapplicationsurjectiveg de F dans
telle que o f = Id.

Démonstration :

[0 Soita un élément quelconque de E. On pose :
i) si'y appartient &(E), g(y) = xou x est 'unique élément tel qye= f(x).
ii) si y n‘appartient pasféE), on pose(y) = a.

On alorsg surjective ego f = Id

Considérons maintenant la proposition suivante :
Soit f une application surjectivae E dansF. Alorsil existeuneapplicationinjectiveg de F dansk
telle que o g = Id.

Démonstration :
O Pour touty de F.f({y}) est non vide. Soig(y) un élémentle cettepartie.Alors g estinjective et
fog=1Id
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II'y a unedifférencefondamentaleentre cesdeux démonstrationsLa premiérene fait appelqu'au
choix arbitraire d'un uniquélémenta, alorsquela seconddait appelau choix simultanéet arbitraire
d'un nombrequelconqueet éventuellemeninfini d'élémentgy(y). La possibilitéd'untel choix a été
vivementcontestéau débutde ce siecleet nécessitain axiome: I'axiomedu choix. Ce dernierest
également lié a la question de munir un ensemble'damordre”; un ensemblestdit bienordonné
si toute partie non vide admet un plus petit élément. Un exemple typique d'ensemble bienestdonné
N. Par contre, R n'estpas bien ordonnéavec I'ordre usuel. Cantor pensaitque tout ensemble

pouvaitétre muni d'unbon ordre, et la nécessit@'unedémonstratiors'estposé.On sedemandeen
effet commentmunir par exempleR. d'un bon ordre. Au débutdu siecle,un mathématicierpensa

avoir montré l'impossibilité de murR d'un bon ordre. Mais Zermelo prouleecontraireen utilisant

pour la premiere fois ce qui allait devenir I'axiome du choix :
Soit (A)io unefamille d'ensemblesion vides,indicée par un ensembld quelconqueet soit A la
réunion des AAlors il existe une application f de | dans A telle que :
Oi ol f(i) O A.
La fonction f permet de choisir un élémentnoté f(i) dans chaqueA;. D'autresformulations

équivalentes sont possibles. Par exemple, le pr¢dua; est non vide.
igl

On montre que cet axiome permetde munir R d'un bon ordre, sansqu'on puisse cependant

I'expliciter, et ceci choquabon nombre de mathématiciengjui le rejeterent.Cependantd'autres
théoremesgont les énoncégaraissaientraisemblables la communautanathématiquenécessitent
I'axiome du choix. En voici quelques—uns :

[0 Soit E et F deuxensemblesAlors ou bienil existeuneinjectionde E dansF ou bienil existeune

injection de F dans E. (Théoreme de Cantor, équivalent a I'axiome du choix)

[J Soit E un espace vectoriel. Alors il existe une base sur E.

[0 Tout ensembleinductif admetun élémentmaximal. (Un ensembleest inductif si toute partie

totalement ordonnée est majorée). (Théoreme de Zorn, équivalent a I'axiome du choix).

Certainsrésultatscependansont prouvésau moyende I'axiomedu choix et fortementcontrairesa
l'intuition :

[0 Lebesgue a développé une théorie de l'intégration tres puissante. Toutes les fonctionsasuelles
mesurablesau sensde Lebesgue.Les seuls exemplesnon mesurablesqui ont été découverts
nécessitent I'axiome du choix.

[J La sphere unité peut étre décomposée en quatre parties isomeétriques A,a&eCD2galement
isométriquea A [1 B. (D estdoncala fois le quartet le tiersde la sphere)(Théoremeale Hausdorf,
extrémement choquant).

0 Dansle mémeordre d'idée, deux ensemblesornésquelconquesde R* d'intérieur non vide

peuventétre partitionnésen deux familles finies respectives(A;) et (B;) de facon que A; soit
isométrique a B (Théoreme de Banach—Tarski).
O 1l existedesfonctionsde R dansR telle que f(x+y) = f(x)+f(y), avecf differentedesfonctions

linéairesax. Cependant aucune de ces fonctions ne peut étre explicitée.

Alors, pour ou contre I'axiome du choix ?
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