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| : Présentation des polynédmes

1- Définition
On se place sur un corps commutatif K. Un polynéme (formel) est défini par la donnéede ses
coefficientsay, ..., a, élémentsle K. X étantunelettre muette,on noteP(X) = ap + a;X + ... + a,X"

ou Zakxk , étant entendu que la somme ne comporte qu'un nombre &nnda nuls.
k=0

On distingueparfois le polynémeP(X) (qui, par construction,est nul si et seulementi tous ses
coefficients sont nuls (*)) de la fonction polynomiale associée :
P K- K
X - a+aX+ ... +ax = PK)
Celle—ci est nulle si et seulement 8i x 0 K, PK) = 0 (**)
Dailleurs,on peutfort bienfaire jouera X d'autresélesquedesvaleursdanskK. X peutaussiétre

remplacé par exemple par une matrice, ou un endomorphisme d'un espace veclriel sur

On a bien évidemment I'implication :
P(X) =00 OxOK, PK) =0.
Mais la réciproque est loin d'étre évidente. Nallensmontrerque,lorsquek estégala R ou C, il

y a équivalencece qui permetde confondrepolynémeet fonction polynomiale.La phraseP = 0
gardera cependant de préférence le sens (*).
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PROPOSITION
i) SoitP un polynémea coefficientsdans R ou . Alors, si la fonction polynomialeassociéea P

est identiquement nulle, P a tous ses coefficients nuls.
i) SoientP et Q deuxpolynémeslans R ou €. Alors, si lesfonctionspolynomialesassociéesont

égales (prennent les mémes valeurs), les deux polynémes sont égaux (ont leurs coefficients égaux).

Démonstration
i) K contenantR, nous supposerongjue la variable x ne prend que des valeursdansR.. Soit

P =YaX“tel quedxOR, PK) = 0.

k=0
Alors, pourx = 0, on obtieng, = 0. Donc :
OxOR,ax+..+ax =0

O Ox#0, a + ... +ax" = 0.
On ne peutplus prendrex = 0, cependantpn peutprendrela limite lorsquex tendvers0, ce qui
donnea; = 0. etc...

i) se prouve en appliquant i) a P—-Q
Une autre démonstration sera donnée en IV-4).

Si P # 0, on appelledegréde P le maximumdesk telsquea, # 0. Si P = 0, on posedeg(P)= —».
Cette convention a été choisie de facon a recaolnérentsertainsrésultatset sontcompatiblesavec
d'autres conventions telles [Af = +oo et Supld = —o.

Si P estdedegrén, a,X" estle terme(ou monéme)dominant.Si a, = 1, le polyndmeestdit unitaire
ou normalisé.

On noteK[X] I'ensemble des polynémes sur le cokps

2— Lois surK[X]
On peut définir suK[X]

a) Une somme
Si P =YaxX" et Q =S hX" alors P+Q =% (a + b) X"

k=0 k=0 k=0

On vérifie facilementque (K[X],+) estun groupecommutatif.Le neutreestle polyndmenul, et
—P = Z_akxk

k=0

deg(P+QXx Max(deg(P),deg(Q)) avec égalité si les polyndbmes sodegeedifférents,ou s'ils sont
de méme degré et que les termes de plus haut degré ne s'éliminent pas.

b) Un produit interne

k
SiP=YaX"etQ=YhX" alorsPQ=y 3 ab; X"

k=0 k=0 k=0i=0
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On vérifie facilementque (IK[X],+, x) estun anneawcommutatif(I'élémentneutrepour le produitest
le polyndme 1). Les éléments inversibles sont les polynémes constants non nuls.

SiPQ =0alors P =0 ou Q =0. On dit que I'anneau est intégre.
c) Produit par un scalaire (produit externe)

SiP =Y aX" alorsAP = 5 AaxX"

k=0 k=0

On vérifie facilement qual{[X],+,.) est un espace vectoriel Sk

Onnote K [X] ={P O K[X] | deg(P)< n}. K,[X] estun sous—espaceectorielde K[X] dontune
base est (1,X,...,% de dimensiom+1.

Montrons le résultat suivant :
Soit (R)non Unefamille de polynémegelle queP, soitde degrén. Alors, pour toutn, (P, P, ...P,)

forme une base di;[X].

Démonstration
En raisonnansurlestermesde plus hautdegréd'unecombinaisorinéairenulle, il n‘estpasdifficile
de montrerquela famille (Po, Py, ..., Py) estlibre. Commeelle comporten+1 élémentset que K, [X]

est de dimension+1, il s'agit d'une base d&€,[X].

Soit(Po, ..., Py) telle quele coefficientnon nul de plus basdegréde P; soit de degréi etdegR < n.
Alors cette famille forme une base KgX].

Comportanin+1 élémentset n+1 étantla dimensionde K [X], il suffit de montrerquela famille est
libre, ce qui se fait en raisonnant sur les termes de plus bas degré d'une combinaison linéaire nulle.

d) L'algorithme de Horner
Début de partie réservée aux MPSI

La programmation du calcul dg aX* selon la méthode de Horner consiste & écrire :
k=0

P(X) = ((...(@X + ap)X + an )X + ... )X +a)X + ao.

L'algorithme est le suivant :
P :=a, {valeur initiale de P}
Pour | variant de+1 a O faire
{ au début de la boucle, ParX™ ™ + a1 X" 2 + ... +a1 }
P:=PX+g '
{P=aX" +a, X"+ .. +a}
A lissuedela boucle,on a bienle résultatcherchéL'intérétde l'algorithmede Hornerrésideen fait
danssa rapidité. Le calcul de produit est trés colteuxen machine(et encoreplus s'il s'agitde
matriceset non de réels), et l'algorithmede Horner n'utilise que n produits, alors que la méthode
usuelle en utilisgl—)nz+1 :
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.
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3— Division euclidienne
ou division suivant les puissances décroissantes :

Donnons un exemple :

XX XP+X+1 | 2XP=X-=-2
2XP - X3 = 2X?

X2+ X +1

23+ X2+ X +1
2X3 - X?—2X

2X?+3X +1
2XP—X =2

4X +3

Nous affirmons alors que :
2X* 4 X3 = X+ X + 1= (2R-X-2)(Xe+X+1) + 4X+3

\/-/

Dividende Diviseur Quotient Reste

Ce résultat est général :
DIVISION EUCLIDIENNE

Soit A et B deux polynémes tel qug 8. Alors il existe un unique couple (Q,R) tels que :
A =BQ + R, deg(R) < deg(B)
Q est le quotient, R est le reste.

Lorsquele resteestnul, on dit queB divise A. Un polyndmequi n'estdivisible que par lui-méme(a
uneconstantamultiplicative pres)ou par les constantegstdit irréductible.Parexemple X — 3 dans
C, ou X + 1 dansR..

On notera I'analogidansl'‘énoncéavecla division euclidiennedansZ. Lesdémonstrationgnce qui
concerne l'unicité, sont également analogues.

Démonstration
Montrons l'unicité :
Si A = BQ+R = BQ'+R'avecdeg(R)< deg(B) et deg(R")< deg(B),on a B(Q-Q") = R'-R, avec

deg(B(Q-Q")) = deg(B) + deg(Q-Q’) et deg(R-RWax(deg(R),deg(R’)) < deg(B).
Il ne peut y avoir égalité que si Q—Q'=0 et alors R-R'=0

Montronsl'existence Pour cela, nousdonnerontun algorithmefournissantles valeursde Q et R.

C'estla généralisatiorde celui qui a été donnéen exemple.Soit A = Zakxk etB = Zbkxk, avec
k=0 k=0

deg(B) =neth, # 0. L'algorithme est le suivant
Q :=0 ({valeur initiale du quotient : 0 }

R :=A {valeur initiale d reste : A. On appellergle coefficient du terme de plus haut
degré de Rde degpeOna:A=BQ +R}
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Tant que deg(R} deg(B) faire
Q= Q+2 X"
{A=BQ+ R—B*%EX’H‘}
R:=R - B+ Fr)g XPn

{A=BQ + R et deg(R) a diminué}
fin tant que

Le prédicatA = BQ+R estconservéapréschaqueboucle.ll seradonctoujoursvérifié a l'issuede
I'itération. Celle—ci se termine certainementpuisquedeg(R) décroitstrictement.ll deviendradonc
nécessairement inférieur a deg(B).

SiR =0, de sorte que A = BQ, on dit que B divise A, ou que A est un multiple de B.
Il : Zéros d'un polynébme

1- Définition
On dit que a, élémentde K, estun zéro ou une racine du polyndmeP si a annulela fonction
polynomiale associée a P, c'est—-a—direa&i £0. On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION :
a est un zéro de P si et seulement si P est divisible par X—a.

Démonstration

Si P est divisible par Xa; alors il existe Q tel que P(X) = (8Q(X). On a alors R) = 0.
Réciproquement, si B(= 0, considérons la division euclidienne de P paa.)Gn a :

P(X) = (X—a)Q(X) + R(X) avecdeg(R)< deg(X-a) = 1, doncR estuneconstanteOn obtientalors
0 =P@) = R@ =R donc R =0 et P est divisible para—

Une autre démonstration consiste a écrire que, si P(Z)a;;)(k, et si PQ) = 0 alors :
k=0

P(X) = P(X) - P§) = Y a (X“ -a)
k=0

dont chaque terme se factorise paaX—

Il sepeutqueP sefactoriseparunepuissancele X — a. Sik estla puissancenaximalede X — a par
laquellele polyndmeP sefactorise(de sorteque P = (X — a)“Q avecQ(a) # 0), on dit quek est
l'ordre de multiplicité de la racire

2-Polyndme dérivé
Début de partie réservée aux MPSI

On définit le polynébmedérivéde P = Zakxk commeétantégala P' = Zka\kxk‘l. On peutdéfinir de
k=0 k=1

mémeles dérivéessuccessivesSi P est de degrén et de terme de plus haut degréa, X", alors
a.n! = PY(X)
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FORMULE DE TAYLOR :
Soit P un polynéme de degré n et a un éléme.delors :

Démonstration
1, X—a, ..., (X—a)" étantunefamille de n+1 polyndmesde degrédD, 1, ..., n, ils formentunebasede
KL[X]. 1l existe donc des coefficients, ...,a, tels que P :ZO(k(X—a)k. On vérifie alors que :
k=0

PY(a) = k! x ay ‘
En effet, lestermes(X—a)” avecp < k ont unedérivéek®™ nulle, le terme(X—a)* a unedérivéek™™
égalea k!, etlestermes(X—a)° avecp > k ont unedérivéek’™ égalea p(p-1)...0—k+1)(X-a)"* qui
s'annule en X &a.

3— Ordre de multiplicité d'une racine

PROPOSITION
Il y a équivalence entre :
i) P est divisible par (X—&kt pas par (X-4)"
ii) il existe Q tel que Q(a* 0 et P = (X—a)Q
i) P@) = P'@) =...=P*Ya) =0 et @)z 0
On dit que a est une racine de multiplicité k du polynéme P.

Démonstration

i) O i)

Si P est divisible par ()", il existe Q tel que P = ()“Q. Si on avait Q) = 0, alors Q pourrait se
factoriser par Xa et P serait divisible par (&)"*.

i) O i)
Si P = (X-8)“Q avec Q4) 0, alors, on a, pourcompris entre 0 é:
PO(X) = (X—a)*"Qi(X) avec Qa)# 0
Ce résultat se montre aisément par récurrence. Il est vrai pdyret s'il est vrai pour<k, alors :
PII(X) = (k=) (X=2) " "'Qi(X) + (X-a)' Q'(X)
= (XA TQu(X) avec Qu(X) = (kH)Q(X) + (X-)Q'(X)
On a bien P(a) = 0 pour (xi < k-1, et B(a) = Q(a) différent de O.

i) O i)
On applique la formule de Taylor et on factorise parajX—
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

4— Polynéme scindé, relations coefficients—racines

On supposeque le polynébme P = a, + aX + ... + a,X" se factorise en n facteurs
an(X—=X1) (X=X%2)...(X—x%,). On dit que le polyndme est scindé.On chercheles relations entre les
coefficientsa et les racines. Il suffit de développer la factorisation. On note :

n
01=) X
1=1



Ok = Z XigXige e Xiy

1sil<i2<...<iksn

Onp = X1X0...Xn

Onaalors P 3, (X"—0: X" + 0, X"2— ... + (-1 o X"  + ... + (<1)o,), d'ou :
—_
O' jr——_
T a,
_an2
0, = k=
*"a,
_ Ank
o= (-1)—/—
= (1) 2,
On = (_1)]%

Pourn = 2, on retrouve les relations classiques des racines du triéméex + ¢ :

:—Qethg.
a a

Voici un exempled'utilisationdesrelationscoefficients—racineslrouverune conditionnécessairet
suffisante pour que 3 pX + q admette dan€[X] trois racinesa, b etc telles quea=bc. On a :

|:|8.+b+C:0 Db+C:—a Db+c:_a
|jab+bc+ac:p |ja(b+c)+bc=—a2+a —a’+a=p
abc=—q - Ugf=_q - U2 =g
[a=be [a=be [a=be
a=p-q a=p-q
_ Eb;czq—p _ Eb+c=q—p
Da =—q Ijbc=|o—q2
bc=p-q —q = (p-0)

La CNS cherchéeest(p-g)®+q = 0. En effet, dansce cas,on peuttrouvera, puis b+c et bc, doncb
etc.

EXEMPLE:g=-1etp=-2
On a alorsa = —-1,b+c = 1 etbc = -1 dond etc sont solutions de :

XZ—X—1=0d'0lb:1—+2\Eetc:1—_;E.

Ce type de relations peut donc servir a résoudre des équaltiebsquesle la formeP(X) = 0 avec
condition. En ce qui concernedes équationsgénéralessignalonsque I'on sait, depuisla plus haute
antiquité, résoudreles équationsdu 2° degré,que depuisle XVI°™ siecle, on sait résoudreles
équationgdu 3° et du 4° degré(Tartaglial499-1557Cardan1501-1576..), que l'impossibilité de
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la résolution générale des équations du 5° degré rémdtevauxd'Abel (1802—1829)et queceux
de Galois permettent de savquelleséquationsontrésolublesLestravauxde Galois(1811-1832)
ont en grande partie été a l'origine de l'introduction de notion de groupe.

5— Théoreme de d'Alembert

THEOREME (admis)
Tout polynéme non nul admet au moins une racinesur

Il en résulte que les polynédmesirréductibles sont tous de degré 1, et que tout polyndme a

- . k:
coefficients complexes peut se factoriser sous la farfip(X-a;) .
iz0

, — . [0 —
SiP =% aX', notonsP = aX'. Sizest complexe, on a alor®(z) = P(Z) desorte quesizest

i20 i20

racine de P, alomsestracinede P, avecle mémeordrede multiplicité. Si P esta coefficients réels,

alors P = P, et si z estracine de P, alors Z aussi.Les polyndbmesP a coefficientsréels se
décomposent alors srsous la forme :

K K K
P =] (%=a)" [1(X-2)" [ (X-a)'(x-2)"
i20 i20 i20
et surR, en regroupant les parties conjuguées :
P=AT] (X-a)" [ (- aiX + B)" aveca; = 2Reg) etp; =|zf?
i20 i20

Les polynémes irréductibles sBr sont donc de degré 1 ou 2.

Exemple X* + 1 se factorise stR sous la forme :
(X2 =[2X + 1)(X* ++[2X + 1)

Lespropriétésarithmétiquesdespolynémesspécifiquesau programmede MPSI, setrouventdans
le chapitre Arithmétique, dans le fichier ARITHMTQ.PDF

6— Fractions rationnelles
Début de partie réservée aux MPSI

a) Définition:

Unefractionrationnelleestle quotientde deuxpolynéme% avecB # 0. On dit quedeuxfractions

rationnelle% et% sontégalessi et seulemensi AD = BC (commedansQ _pourlesentiers).On dit

gue la fraction est irréductible si les deux polyndmes A et B sont premiers entre eux.

On note K(X) I'ensembledesfractionsrationnellesde polynémesa coefficientsdanskK. Il n‘estpas
difficile dé vérifier qu'il s'agit d'un corps.

Siaest un zéro d'ordnede A et d'ordre de B, et notons A = (X&)°C et B = (X-a)D. Alors :
-8-



Sip=q, % :% sans qua n'apparaisse plus comme zéro ni de C ni de D.

Sip>aq, % = (X-a)*™ % avecC(a) # 0 et D(a) # 0. Ondit quea estun zérod'ordrep—q de

la fraction rationnelle.
% = (X_—g)q_p% avecC(a) # 0 et D(a) # 0. Ondit quea estun poled'ordregq—p de

la fraction rationnelle.

Sip<q,

b) Partie entiere
PROPOSITION
A

SoitE une fraction rationnelle. Il existeun unique polynbmeE, appelé partie entiére, et une

fraction rationnelle%’ telle que :

%=E+%avecdegc<degB

Cette proposition est équivalente a :
A = BE + C avec deg C < deg B.
Onreconnait'expressiorde la division euclidiennede A par B. E estle quotientde cettedivision et

C le reste.On noteral'analogieavecce qui sepassedansQ’, ou unefraction% s'écritsousla forme

q +% avecc etq entiers, et < b. La aussig estle quotiententierde la division euclidiennede a par
b.

c) Partie polaire
PROPOSITION

Soit% une fraction irréductible et soit a un pdle de multiplicité n. EcrivonsB = (X-a)"P avec

P@) # 0.l existe une unique décomposition sous la forme :

A__Q ,C
B (X-a)" P
avecC et Q deuxpolynémesQ étanttel que degQ< n. (X9a)” s'appellela partie polaire de la

fraction rationnelle

Démonstration
La décomposition est équivalente a :
A =PQ + C(X-a)" avec degQ %
Quitte a faire le changementle variable X—a = Y, nouspouvonssupposerque a est nul et que
P(0)# 0. Il s'agit donc de décomposer A = PQ +"@¥ec degQ <.

O La décompositiorestunique: Si A = PQ+ CX" = PQ'+ C'X" avecdegQ< n etdegQ'< n, alors
ona: P(Q-Q") = X"(C'—C) donc X" divise P(Q— Q'"), maisX" estpremieravecP car P(0) # 0,
donc X divise Q — Q'. mais deg(Q — Q'ngdonc Q — Q' =0, et par suite, C' — C aussi.

[J La décomposition existe : par récurrencersur
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Sin =1, oncherchea écrireA = PQ+ CX. Il suffit de choisirle coefficientconstantde Q constant
égala Q(0) detelle faconque A(0) = P(0)Q(0),ce qui estpossiblecar P(0)# 0. OnaalorsA — PQ
qui s'annule en 0, donc qui se factorise par X.

Supposongnsuiteque la décompositionexiste au rang n—1, c'est-a-direqu'il existe Q, de degré

inférieur an—1 et G tel que A = PQ+ C,X™™. On cherche Q et C tel que deg@ &t que :
A=PQ +CX"=PQ +CX

O P(Q - Q) = X"(C, - CX)

Donc X" divise P(Q — @, mais X"* est premier aveR doncX™* divise Q — Q;, maisdeg(Q— Qi)

< n-1, donc il faut chercher Q sous la form¢™ + Q..

L'égalité P(Q — Q,) = X"(C, — CX) devientAP = C; — CX. Donc A doit étre choisi de facon que

AP(0)= C4(0). Q estainsidéfini. Il suffit alorsderemarquequeAP — C; s'annulesn 0 pour pouvoir

factoriser ce polynédme par X, le quotient étant —C.

METHODE PRATIQUE
Dansla pratique,on a souventn = 1 ou 2 et il convientde connaitreun moyenrapidede trouverla
partie polaire.

N A_ A : . - G ,C
Sin=1 on ag = )P qui se décompose sous la for P X—a P Ontrouvefacilement
la valeurde g, en multipliant par X—a puisendonnanta X la valeura. On obtientainsiqo = g(g)l, ce

qui seraitla valeurdonnéeparla démonstratiomlansle casou a estquelconqueOn noteraqueP(a)
n'est autre que Bij, de sorte que l'on a aux;;si:ﬂéll

B'(a)
- A__ A _GQt Q1(X—a) b _fll_ C -
Sin=2 ona B aP (%-a) P (72;)2 + 3 La valeurqo setrouved'une

maniere comparable a la précédente, mais en multipliant pa)z(et—en donnant X lavaleurA, de

sorte queg = %(—)1

Par ailleurs, A =d, + qu(X—a))P + C(X-a)* = @( 2) + u(X-a))P + C(X-a)*

0 é(—)l P =qu(X—a)P + C(X-a)?

Or, en utilisant la formule de Taylor :
A = A(a) + (X-a)A'(a) + (X-a)°U
P = P@) + (X-a)P'@) + (X-a)’V

_A@) b= (x_a)A _a)2U — (X—a) @AQ@) _ y_52VA@) _  x_ _
D)2 P@) P = (X-a)A'(a) + (X-a)°U — (X-a) P@) (X-a) PE) qu(X=a)P + C(X
a
0 A+ (X-a)U —ﬂg)gﬁl —(X-a %?1 — P + C(X-a)

En faisant X =a, on obtient A'§) _ﬂg%@l =q,P@), soitq; = P(a)A(aI)D (a)P @A) (A‘)'(a).

A__A@ 1 Ay 1 .C
X=a’P _ P@) (X-a) ' @) @3t

Ce n'est qu'une formule de Taylor appliquéa eu%

Finalement
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d) Décomposition d'une fraction rationnelle
On factorise B sur le corfs, de sorte que la fraction s'écrit :

A
k k k
(X—ay) "(X-ap) °...(X-a,) "
On peutsupposeigue les a ne sontpasracinesdu numérateurA, sinon,on simplifie les facteurs

correspondants (X&) defacona obtenirunefractionirréductible.Alors % estégalala sommedela

partie entiereE et de chacunedes partiespolairesﬁk—i et cette décompositionest unique.En
—a;

n .

eﬁet,% -(E+ > —k—(XQ' ) ) a une partie entierenulle et toutessespartiespolairessontnulles. La
i=1 (X—3

fraction réduite au méme dénominateur est alors nulle.

ki .
Sionécrit Q; souslaforme y Aj(X-a)' ' on obtientla décompositiorfinale dite décompositioren
7

éléments simples :

ki

n
A_ Ai
B E + Z 4 (X—a)l

" N——

partie  parties polaires
entiere

EXEMPLE:
Décomposer en éléments sim;%avec P = (Xay) {(X-ap) 2..(X-a,) ™.
. Ky ko k-1 kn e k
OnaP'=) k(X—ay) (X—a) “...(X-a)"' ...(X-a,) "0 5= o=
=1 P & X-a

Cen'estrien d'autrequela dérivéelogarithmiquede P, saufquela formule s'appliqueégalemenaiux
polynémes a coefficients complexes.
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

Annexe : Nombres algébriques, nombres transcendants, quadrature du cercle
La classificationusuelledesnombresestla suivantes N [0 Z 0 Q [0 R 0O C, a savoirles entiers

naturels les entiersrelatifs, les rationnels les réels,les complexesNous allons définir une nouvelle
catégorie,compriseentre Q_et C, les nombresalgébriquesget son complémentaireles nombres

transcendants.

u étant un élément d€, on noteQ[u] le plus petit anneaQ etu. Il s'agit de I'ensemble
Qu ={a +tawu+ ... +au" MmO N, a 0 Q}
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autrementdit c'estl'ensembledesvaleursde la forme P(u), ou P estun polynébmea coefficients
rationnelsDe méme,u et v étantdesélémentgle C, on note Q[u,v], le plus petit anneawcontenant

Q,uetv.Ona:

QuMv] ={ ¥ ayuV | 0 Q}
Un élementu de C estdit algébrique s'il existeun polyndomeP non nul a coefficientdansQ tel que
P(u) = 0. Un nombre qui n'est pas algébrique edtalitscendant

« EXEMPLES :

\/E est algébrique, racine dé X 2

\/E +\/§ est algébrique, racine dé X 10X + 1. (Question comment a-t-on trouvé ce polynéme ?)
1 +2' S est algébrique, racine dé X 1 ou de X+ X + 1

¢« POLYNOME MINIMAL D'UN NOMBRE ALGEBRIQUE
Siu est algébrique, plusieurs polynémes peuvent s'annular Sait R, polyndmeunitaires'annulant
suru et dedegréminimal. Alors tout autrepolynémes'annulansuru estun multiple de P,. En effet,
soit P tel que R = 0. Effectuons la division euclidienne de P parGh a :

P=RQ + Ravec deg R <deg P
O PU) = R(u)Q(u) + R)
maisP(u) = P,(u) = 0 doncR(u) = 0. Mais P, estun polynébmenon nul de degréminimal s'annulant
suru et deg R < deg POn a donc nécessairement R = 0.

. " . + " -
P, s'appellepolynbmeminimal associé u. Parexemplepouru = 1—2'\E le polynémeminimal P,

est X + X + 1, alors que P =3 1 est un polynéme s'annulant sumultiple de B

Il en resulte que P, est irréductible sur Q,, car si P, = AB avec 0 < deg A < deg PR,

0 < degB < degP,, alorsou bien A(u) = 0, ou bien B(u) = 0, maisdansles deux cas,on aurait
trouver un polyndme s'annulant sude degré inférieur a celui de. P

Supposon$, de degrén, et considéronsine combinaisorde la formeag + a,u + ... + a,.u™ ' = 0.
Le membrede gaucheest un polyndbme de degré n—1, strictementinférieur au degréde P,, et
s'annulansur u. Il s'agitdoncdu polynédmenul et tousles coefficientssontnuls. Autrementdit, les
nombreg1, u, U7, ..., u™) forme un systémdibre dansC considér&commeespacevectorielsur Q.
Il s'agit d'une base dg[u] en tant qu'espace vectoriel, car topissance’ peuts'exprimercomme

combinaisoriinéairedes(1, u, %, ..., u™). Il suffit en effet d'effectuera division euclidiennede X*
par R, pour obtenir :

X*=PRQ + R avec deg R n-1
et comme Ru) = 0, on a = R(u).

Ainsi, toute puissancede \/E + \/§ peut s'exprimercomme combinaisonlinéaire a coefficients

rationnels de 1, dd2 ++/3, de (/2 +1/3)? et de {[2 ++/3)*.

Inversementsoit A un anneawcontenantQ, de dimensionfinie n entant qu'espaceectorielsur Q.
Alors tout élémentu de A estalgébrique En effet, (1, u, U, ..., u") estun systémecontenani+1
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vecteursdansA qui estde dimensionn, donc est un systemeli€, ce qui exprime qu'il existeun
polynéme a coefficients rationnels s‘annulant sur ce nombre.

 L'ENSEMBLE DES NOMBRES ALGEBRIQUES EST UN CORPS
[J Soitu algébrique, non nul. aloﬁsest algébrique.

En effet, siap + ayu + ... +a,u" =0, alor%+%1+ .. +an=0.

[0 Soientu et v deuxéléementsalgébriquesOn posep = deg(R) et q = deg(R). Alors Q[u,v] estde
dimensionfinie. En effet, nousavonsvu quetoute puissancel estcombinaisorinéairede 1, u, ...,
u”. De méme,toute puissance/ estcombinaisoriinéairede 1, v, ..., V™. Donc tout termede la
forme UV peuts'exprimercommecombinaisoniinéairedesuV, 0 <i <p, 0<j <q. Il enesta
fortiori de mémedescombinaisorinéairedesu. Ainsi, les{uV, 0<i <p, 0<j < g} formentun
systeme geneérateur @ u,v] qui est au plus de dimensipaq,.

Il en résulte queyv etu+v étant eléments de = Q[u,v] qui est de dimension finie, sont algébriques.

* NOMBRES TRANSCENDANTS
C'estLegendrg(1752-1833)qui distinguanombresalgébriquegracinesd'un polynémea coefficients
entiers)et nombrestranscendantgqui ne sont racinesd'aucuntel polynéme).Cette définition est
d'autantplus remarquablegu'al'époque, aucunnombretranscendanh’'estconnuet il faut attendre
Liouville qui donne en 1844 la premiére preuve de I'existence de notridoresendantgarexemple
de:

10" + 10” + 10* + ... = 0,1100010000...
En 1873,Hermiteprouvala transcendancee e, et en 1882, Lindemannprouvala transcendancde
1. Pour P et Q a coefficients rationnels, il y a donc équivalence entre

) P(m) = Q(m)
i) P(e) = Q)
i) P=Q

En 1929, Gelfond prouvala transcendancele €". On ignore aujourd'huisi e+, ert €t 1 sont
transcendants ou non.

A noter que la découverte dendemannmit fin auproblémedela quadraturealu cercle,posédepuis
l'antiquité et qui consistea trouver commentconstruireun carré d'aire égal a un cercle donné,
uniguementvecuneregleet un compasLe problemeestancienet semblesuffisammentonnudu
grandpublic au Veme siecleavantJC pour qu'Aristophanes’enmoquedanssa piece Les Oiseaux
(414 avantJC). Aprésavoir fondéla cité desOiseaux Pisthétairos/oit défiler un certainnombrede
facheux, et parmi eux, Méton, astronomeet arpenteur[Aristophane, Théatre complet, Garnier-
Flammarion] :

Méton: Avancantuneregletoutedroite, je mesureraide fagconqueton cercledevienne

un carré, avecau centrel’Agora, ot aboutironten plein milieu desruesdroiteset que,

commedu soleil, qui estrond lui-méme,s'élancentdroits, de tous cotés,des rayons

brillants.

Pisthétairos : C'est un Thalés, Méton.

Méton : Qu'est-ce que c'est ?

Pisthétairos : Sache que je t'aime ; aussi écoute-moi et retire-toi d'ici.

Méton : Quel danger y a-t-il ?
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Pisthétairos. Commea Lacédémoneyn chassed'ici les étrangerset ce sontdesgréles
de coups qui tombent sur eux par toute la ville.

Méton : Est-ce que par hasard vous étes en révolution ?

Pisthétairos : Non par Zeus, non certes !

Méton : Qu'est-ce a dire alors ?

Pisthétairos : Nous avons unanimement décidé de pulveériser tous les imposteurs.

Certaines quadratures ont été réalisées dans I'Antiquité, par exemple, la quadratoaeath®ligpar
Archiméde ou la quadraturede certaineslunules par Hippocratede Chios Le problemede la
quadratureadu cercleestimpossible car, unefois donnéuneunité de longueur la regleet le compas

ne permettentle ne construirequecertaineguantitésalgébriquesll faudraitque\/l_T soitalgébrique
pour pouvoir construireun carré de méme aire qu'un cercle de rayon 1, mais 1t aussi serait
algébrique. Le résultat de Lindeman en 1882 met donc fin a ce probleme.

A noterque,en 1775déja,I'AcadémieRoyaledes Sciencegrit la résolutionde ne plus examiner
aucunesolution des probléemesde la duplication du cube, de la trisection de I'angle, ou de la
guadrature du cercleni aucunemachineannoncéeommeun mouvemenperpétuel.Contrairement
aux trois autresproblémes/|impossibilité de la quadraturedu cercle n'avait pas été démontréea
I'époque,mais il estintéressantde noter les raisonsqui ont conduit I'Académiea refusertoute
nouvelle solution
Le problemede la quadraturedu cercle estd'un ordre différent(destrois autres): la
guadraturede la paraboletrouvéepar Archimede cellesdeslunulesd'Hippocratede
Chio, donnérent des espérances de quarrer le cercle, c'est-a-dire de connaitre la mesure
dela surface.[...] Une expérienceale plus de soixante-dixansa montréa I'Académie
gu'aucunde ceuxqui lui envoyaientdessolutionsde cesproblemes’en connaissaient
ni la natureni les difficultés,qu'aucunedesméthodegju'ils employaienn'auraientpu
les conduirea la solution,quandmémeelle serait possible.Cettelongueexpériencea
suffi pour convaincrel’Académiedu peud'utilité qui résulterait pour les Sciencesde
I'examen de toutes ces prétendues solutions.
D'autres considérationsont encoredéterminél’Académie.ll existeun bruit populaire
gue les Gouvernementsont promis des récompensesconsidérablesa celui qui
parviendraita résoudrele Problemede la quadraturedu cercle, que ce Problemeest
I'objet desrecherchesdes Géometredes plus célébres; sur la foi de cesbruits, une
foule d'hommesbeaucoupplus grande qu'on ne le croit renoncea des occupations
utiles pour se livrer da recherche de ce Probleme souventsansl'entendre et toujours
sansavoir les connaissancegsécessairepour en tenterla solutionavecsucces rien
n'était plus propre a les désabuseguela déclarationquel’Académiea jugé de devoir
faire. Plusieursavaientle malheurde croire avoir réussi,ils serefusaientaux raisons
aveclesquelledes géometresattaquaientleurs solutions,souventils ne pouvaientles
entendreet ils finissaientpar les accuserd'envieou de mauvaisefoi. Quelquefoideur
opiniatretéa dégénéreen uneveéritablefolie. Toutattachemenbpiniatre a uneopinion
démontréefausse, s'il s'y joint une occupation perpétuelle du méme objet, une
impatienceviolentede la contradiction,estsansdouteune véritablefolie ; maison ne
la regardepoint commetelle, si I'opinion qui forme cettefolie ne choquepaslesidées
connuegeshommessi elle n'influe passurla conduitede la vie, si elle netrouble pas
I'ordre de la Société.La folie desquadrateursn'auraientdonc pour eux aucunautre
inconvénient que la perte d'un temps souvent utile a leur famille ; mais
malheureusementa folie se borne rarement a un seul objet, et I'habitude de
déraisonnerse contracteet s'étendcommecelle de raisonnerjuste ; c'estce qui est
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arrivé plus d'unefois aux quadrateurs D'ailleurs ne pouvantse dissimulercombienil

serait singulier qu'ils fussemiarvenus sanétudea desvérités,queleshommedesplus
célebresont inutilementcherchéesjls se persuadenipresquetous que c'estpar une
protectionparticuliére de la Providencegu'ils y sontparvenusgtil n'y a qu'unpasde
cetteidéea croire quetoutesles combinaisondizarresd'idéesqui se présentent eux,
sont autant d'inspirations. L'humanité exigeait donc que I'’Académie,persuadéede
I'inutilité absoluede I'examenqu'elle aurait pu faire dessolutionsde la quadraturedu
cercle,cherchata détruire, par une déclarationpublique,desopinionspopulairesqui
ont été funestes a plusieurs familles.
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