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A. Introduction

1 Rappel sur la complexité des algorithmes

Obj : évaluer lefficacité d’un algorithme.
Dans la suite, on considére un algorithme A et on note D ’ensemble des données possibles :
une exécution de A se fait sur une donnée x € D.

Définition 1 Sur une donnée x € D de taille n, lalgorithme A requiert un certain temps
mesuré en nombre d’opérations élémentaires : Ca(x).

NB : on ne veut pas évaluer ce temps en minutes, secondes,. . .1l faut une notion robuste
qui soit valide pour n’importe quel ordinateur, sans hypothese sur le matériel, le compilateur,
le langage de programmation, etc.

Qu’est-ce qu’une opération élémentaire? C’est une opération qui prend un temps
constant (ou plus exactement qui peut étre considérée comme prenant un temps constant). On
prendra par exemple : la multiplication scalaire pour un algorithme de produit de matrices, la
comparaison de deux éléments pour un algorithme de tri, etc. Ce choix dépend de I'application,
il est discutable et doit étre motivé.

Définition 2 (Complexité dans le pire cas)

Ca(n) def max Ca(z)

z.|x|=n
: max des cotts de lalgorithme A sur toutes les données de taille n

Définition 3 (Complexité en moyenne) Soit p une distribution de probabilités sur les
données de taille n. On définit la complexité en moyenne de l'algorithme A sur les données
de taille n selon p par :

) S pa) - Ca(w)

z.|z|=n

Souvent on considere une distribution uniforme : p(x) = ﬁ ou T'(n) est le nombre de

données de taille n, c’est-a-dire T'(n) def {z € D tel que || = n}|. Dans ce cas, on a :
def 1

Ci%(n) = =—- Ca(x).

z.|z|=n

D’autres notions existent : complexité dans le meilleur cas, complexité en espace, com-
plexité amortie, ...



1.1 Evaluer la complexité d’un algorithme

Obj : avoir un ordre de grandeur du nombre d’opérations que I'algorithme doit effectuer
lorsque la taille du probleme augmente.
On utilise les notations O( ), () et 6( ) pour exprimer une majoration, une minoration

ou un encadrement de 'ordre de grandeur :

~0(g(n) ¥ {f(n) |3 > 0,10 > 06q.0 < f(n) < ¢ gln) ¥n > no)

C’est donc l'ensemble des fonctions majorées par ¢ - g(n).

= Q(g(m) ©E {£(n) | 3e > 0,n0 > 0140 < - g(n) < F(n) ¥n > no}
C’est donc l'ensemble des fonctions minorées par ¢ - g(n).
(f(n) € Qg(n)) < g(n) € O(f(n)))
- 0(g(n)) def {f(n)|3e1,c2 >0,n9>0tq0 < ¢y -g(n) < f(n) <ce-g(n)Vn>np}

On s’intéresse a quelques grandes “familles” de fonctions pour distinguer la complexité
des algorithmes :
— les algorithmes sous-linéaires. Par exemple en O(log(n))
(exemple : la recherche dichotomique)
— les algorithmes linéaires : O(n) (exemple : recherche du min/max dans une liste). Ou
quasi-linéaires comme O(n - log(n)) (exemple : le tri d’un tableau)
les algorithmes polynomiaux : O(n*)

~ les algorithmes exponentiels : O(2") ou plus généralement en O(2°()) ot P(n) est un
polynome.
— les algorithmes doublement-exponentiels O(2%"),. ..

Cette classification renvoie a de vraies différences :

— recherche dichotomique : la recherche d’un nom dans un annuaire comportant 1.000.000
de noms nécessite au plus 20 comparaisons si on applique ’algorithme dichotomique.
(apreés une comparaison, ’espace de recherche n’est plus que de 500.000, apres 2 il est
de 250000, ...)

— tri d’un tableau : le tri d’un tableau de 100.000 nombres demande de 'ordre de 2 mil-
lions de comparaisons si on applique un algorithme efficace en O(n - log(n))... Mais il
en nécessite de 'ordre de 10 milliards si on utilise un algorithme en O(n?).

N’oublions pas les ordres de grandeurs de toutes ces fonctions. . . [voir ” Algorithmics, the
spirit of computing”, David Harel, Addison Wesley]

| fet\n | 10 50 | 100 [ 300 | 1000 |
5n 50 250 500 1500 5000

n - logy(n) 33 282 665 2469 9966
n? 100 2500 10000 90000 10%(7c)
n3 1000 125000 | 10%(7c) |27-105(8¢) | 10?(10c)
2" 1024 .(16c) ] ... (81c) | ...(91c) ...(302¢)
n! 3.6-10%(7c) | ...(65¢) | ...(161c) | ...(623c) I
n" 10-10%(11c) | ... (85¢c) | ... (201c) | ...(744c) I

Notation : “(Xc)” signifie “s’écrit avec X chiffres en base 10”.



A titre de comparaison : le nombre de protons dans 'univers comporte 79 chiffres. . . et le
nombre de microsecondes depuis le big-bang a 24 chiffres!!

Un autre point de vue [voir ” Algorithmics, the spirit of computing”] : supposons que 'on
dispose d’un algorithme de complexité f(n) qui permet de résoudre en une heure les instances
de taille X d’un probléme sur un ordinateur aujourd’hui. Alors :

— si f(n) = n, un ordinateur 100 fois plus rapide permettrait en une heure de résoudre les

instances de taille 100X ; Et un ordinateur 1000 fois plus rapide permettrait de résoudre
les instances de taille 1000 - X.

— si f(n) = n?, un ordinateur 100 fois plus rapide permettrait de résoudre en une heure
les instances de taille 10 - X ; Et un ordinateur 1000 fois plus rapide permettrait de
résoudre les instances de taille 31,6 - X (1/1000 ~ 31.6).

— si f(n) = 2", un ordinateur 100 fois plus rapide permettrait de résoudre en une heure
les instances de taille X + 6,64 ; Et un ordinateur 1000 fois plus rapide permettrait de
résoudre les instances de taille X 4 9, 97.

‘ Exercice : Pourquoi ?

En pratique, seule une petite portion des algorithmes sont utilisables... ceux de complexité
polynomiale (avec des coefficients raisonnables).

Beaucoup des problemes importants ne disposent que d’algorithmes dont la complexité
est beaucoup trop élevée pour étre utilisés en vrai!

On verra aussi que I’étude de la complexité permet de s’assurer qu’'un algorithme est
optimal (du point de vue de la complexité). Exemple (voir le cours de L2) : le tri.



B. Arbres binaires de recherche

Les ABR sont un type de données pour représenter un dictionnaire c’est a dire un ensemble
de clés (ou un ensemble d’éléments accessibles via des clés) totalement ordonnées, muni des
opérations “ajouter” (une clé), “rechercher”, “supprimer”.

Dans la suite on supposera que les clés sont des valeurs dans N mais ces clés peuvent étre
prises dans n’importe quel ensemble totalement ordonné.

1 Définitions

Définition 4 Un arbre binaire (AB) est soit l’arbre vide, soit constitué d’une racine avec
un couple (i.e. une paire ordonnée) d’arbres binaires appelés sous-arbre gauche et sous-arbre
droit.

Afin de décrire les algorithmes et d’évaluer leur complexité, on distingue les noeuds ex-
ternes correspondant aux arbres vides, et les noeuds internes correspondant aux noeuds ayant
des sous-arbres.

Exemple 1 La figure 1 contient un exemple d’arbre binaire : les O correspondent auz noeuds
internes et les B auz noeuds externes.

FIGURE 1 — Exemple d’arbre binaire.

Un arbre binaire étiqueté est un AB ou l'on associe a chaque noeud interne un élément
(appelé une clé).
Les opérations de base sur les AB sont :
— est—vide(arbre a) : booléen : teste si a est vide ou non;
— G(arbre a) : arbre : renvoie le sous-arbre gauche de a (si a est non vide) ;
— D(arbre a) : arbre : renvoie le sous-arbre droit de a (si a est non vide) ;
val(arbre a) : c1é : donne la clé associée a la racine de a.
Les constructeurs sont :
— ArbreVide() : arbre — crée un arbre vide
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— Arbre(clé x;arbre a, ag) : arbre — crée une racine contenant x et avec aj et as comme
sous-arbre (g et d).

On peut aussi utiliser les fonctions suivantes pour modifier les champs d’un noeud interne :

— FixerVal(clé z;arbre a) : arbre — place = a la racine de a (ok si a est Parbre vide).

— FixerAG(arbre a,g) : arbre — remplace le sous-arbre gauche de a par g.

— FixerAD(arbre a,d) : arbre — remplace le sous-arbre droit de a par d.

...mais on préférera écrire directement : val(a) := z, G(a) := g et D(a) :=d.

Définition 5 Un Arbre Binaire de Recherche A est un AB étiqueté tel que tout noeud interne
s de A contient une clé x :

— supérieure (NB : ou égale si les clés ne sont pas toutes distinctes) a toutes les clés
contenues dans le sous-arbre gauche de s ;
— inférieure strictement o toutes les clés contenues dans le sous-arbre droit de s.

La figure 2 donne un exemple d’arbre binaire de recherche.

2 Opérations de base

2.1 Rechercher un élément.

L’algorithme de recherche d’un élément dans un ABR est donné ci-dessous (algorithme 1).

Fonction Rechercher(clé x, ABR a) : booléen
begin
si est—vide(a) alors

| return Faux

sinon
si val(a) == z alors
| return Vrai
sinon

si val(a) > = alors

| return Rechercher(x,G(a))
sinon

| return Rechercher(x,D(a))

end
Algorithme 1 : Rechercher un élément dans un ABR.

2.2 Ajouter un élément.

On 'ajoute sur une feuille (i.e. un arbre vide). .. On remplace un arbre vide par un arbre

contenant I’élément & ajouter et deux sous-arbres vides. Cette procédure est décrite par 1’al-
gorithme 2.

Exemple 2 On applique, a partir d’un arbre vide, la procédure Ajouter aux clés suivantes :

20,15, 10, 35, 19, 13,5, 3,12, 7, 16, 40, 25, 38



Procédure Ajouter(clé x,ABR a)
begin
si est—vide(a) alors
| a = Arbre(x,ArbreVide(),ArbreVide()) // remplace a par ...
sinon
si x < val(a) alors
| Ajouter(x,G(a))
sinon
| Ajouter(x.D(a))

end
Algorithme 2 : Ajouter un élément dans un ABR

FIGURE 2 — Exemple d’ABR.

Cela donne I’ABR de la figure 2.

NB : on aurait obtenu le méme ABR avec, par exemple, la séquence suivante :
20,15,10, 35, 40,19,13,5,3,12,7,16, 25, 38

Cette remarque (deuz séquences différentes d’ajouts peuvent conduire au méme ABR) sera
importante lors de l’analyse de complexité en moyenne.

NB : si on suppose qu’une clé ne peut apparaitre qu’au plus une fois dans un ABR, il
faut ajouter I’hypothese ”x n’est pas dans a” pour que ’algorithme soit correct.

Correction de P’algorithme. Lorsque ’on autorise plusieurs occurrences d’une méme clé
dans un ABR a, alors les clés contenues dans a ne constituent plus un ensemble mais un
ensemble avec répétition appelé un multi-ensemble. Un multi-ensemble E de clés est
défini par une fonction mg de 'univers des clés ('ensemble de toutes les clés possibles) dans
N : mpg(z) représente le nombre d’occurrences de x dans E. On dit que “E contient 2”7 ou “z
appartient a E” (noté x € E) lorsque mg(z) > 1, on note E + x l'ajout de z a E (c’est a dire
le multi-ensemble E’ défini par mpg telle que mpg(z) = mg(z) + 1 et mg (y) = mg(y) pour
tout y # x) et E — z la suppression de z de E (avec mp/(x) = max(0,mg(z) —1),...)



Etant donné un ABR a, on note S (a) le multi-ensemble des clés contenues dans a. On
peut alors énoncer la correction des procédures Ajouter et Rechercher :

Proposition 1 (Correction)
Etant donné un ABR a contenant le multi-ensemble de clés S, et une clé x,
— lexécution de Ajouter(x,a) transforme a en un ABR contenant le multi-ensemble de
clés S+ x;
— lexécution de Rechercher(x,a) retourne Vrai ssi x appartient a S, et Faux sinon.

Preuve :

1. La preuve se fait par induction sur la taille de a. Si |a| = 0, 'arbre a est 1’arbre vide :
la procédure Ajouter transforme a en une feuille avec deux arbres vides. Si |a| =n+1,
alors selon la valeur associée a la racine de a, on appelle récursivement la procédure
Ajouter sur le sous-arbre gauche a; (contenant les clés Sp) ou le sous-arbre droit as
(contenant les clés S3). Dans les deux cas, on applique 'hypothése de récurrence et on
obtient que le nouveau sous-arbre est un ABR et contient I’ensemble S; + x, de plus
I’arbre global vérifie toujours la propriété des ABR car x a été ajouté du bon coté. ..

2. Méme démarche que ci-dessus : Si |a| = 0, la réponse est Faux et c’est correct. Si
la] = n + 1, alors si la racine de a contient z, la réponse de lalgorithme est bonne,
sinon la structure ’ABR impose que x ne peut étre que dans le sous-arbre gauche ou
le sous-arbre droit selon le résultat du test “z < val(a)”, or I'hypothese de récurrence
nous assure que 'appel récursif sur le “bon” sous-arbre nous donne la bonne réponse.

0

2.3 Supprimer un élément.

Il s’agit & présent de supprimer une certaine clé x d’'un ABR a. Pour cela, on va :
1. trouver sa place (ie son noeud interne) ;

2. le remplacer par le plus grand élément de son sous-arbre gauche ou par le plus petit
élément de son sous-arbre droit. (Si le noeud & supprimer a un sous-arbre vide, la
transformation est encore plus simple).

Cette procédure est décrite par les algorithmes 3 et 4.
On énonce la correction de la maniére suivante :

Proposition 2 (Correction)
Etant donné un ABR a contenant le multi-ensemble de clés S, et une clé x, ’exécution de
Supprimer(z,a) transforme a en un ABR contenant le multi-ensemble de clés S — x

Preuve : \a faire en exercice ! ‘ O

2.4 Algorithmes itératifs

La structure d’arbre binaire se préte particulierement bien aux algorithmes récursifs. On
peut néanmojns utiliser des algorithmes itératifs tres simples pour les opérations de base.



Procédure Supprimer(clé z,ABR a)
begin
si —est—vide(a) alors
si x < val(a) alors
| Supprimer(x,G(a))
sinon
si x > val(a) alors
| Supprimer(x,D(a))
sinon
si est—vide(G(a)) alors
| a:=D(a)
sinon
si est—vide(D(a)) alors
| a:=G(a)
sinon
val(a) := Extraire-Max(G(a))
L // voir algo. 4

end
Algorithme 3 : Supprimer un élément dans un ABR

Fonction Extraire-Max(ABR a) : clé
//0n suppose que a est non vide!
begin
si est—vide(D(a)) alors

v :=val(a)

a:=G(a)
return v
sinon

| return Extraire-Max(D(a))

end
Algorithme 4 : Extraire le max d’un ABR non vide.

Procédure Ajouter(clé x,ABR a)

begin
r=a;

tant que —est—vide(r) faire
si x < val(r) alors r := G(r);
L sinon r := D(r)
r = Arbre(z, ArbreVide(), ArbreVide());
end
Algorithme 5 : Ajouter un élément dans un ABR (version itérative)

3 Tri par ABR

Lorsque 'on parcourt un arbre binaire pour opérer un certain traitement sur les noeuds,
on distingue habituellement trois types de parcours : le parcours préfixe ou on traite le

10



Fonction Rechercher(clé x, ABR a) : booléen

begin
r=a;

tant que —est—vide(r) A val(r)!= z faire
si x < val(r) alors r := G(r);
L sinon r := D(r)
si est—vide(r) alors return Faux ;
sinon return Vrai

end
Algorithme 6 : Rechercher un élément dans un ABR (version itérative).

noeud x deés qu’'on le rencontre (avant de traiter ses sous-arbres), le parcours infixe ou
l'on traite de noeud z juste apres le traitement de son sous-arbre gauche (et avant celui de
son sous-arbre droit) et le parcours postfixe ou l'on traite d’abord les sous-arbres avant le
noeud z.

Pour afficher les clés dans un ordre croissant, il suffit de considérer un parcours infixe : On
considere 'algorithme 7 de parcours d’'un ABR avec affichage de la valeur des noeuds internes
lors du “second” passage.

Procédure Parcours(ABR a)

begin

si mest—vide(a) alors
[premier passage]

Parcours(G(a))
[second passage : Afficher val(a)]
Parcours(D(a))
[troisitme passage]
end
Algorithme 7 : Parcours d'un ABR
Etant donnée une séquence de nombres x1, ..., T, a trier, un algorithme possible consiste

gj/

1. appeler Ajouter(a,z;) pour tout i, en commencant avec a = l'arbre vide;

2. appeler Parcours(a).

4 Analyse de complexité

Une bonne référence pour approfondir ces questions (notamment pour la complexité en
moyenne) : “Introduction a l’analyse des algorithmes”, R. Sedgewick, Ph. Flajolet, Interna-
tional Thomson Publishing.

La complexité des opérations sur les ABR sera mesurée en nombre de com-
paraisons de clés.

4.1 Définitions
Soit @ un ABR.
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On note :

— N;(a) 'ensemble des noeuds internes de a (et on a |N;(a)| = |al) ;
— Negt(a) Pensemble des noeuds ezternes (c.-a-d. correspondant a des arbres vides) de a;
et

— N(a) 'ensemble de tous les noeuds (internes ou externes) de a (on a bien sir N(a) =
N;(a) UNege(a)).
Nous avons la propriété suivante sur le lien entre le nombre de clés et le nombre de feuilles
dans a :

Propriété 1 Pour tout ABR a, nous avons : |Neg(a)| = |a| + 1.

Preuve : Par induction sur |a|.| A faire en exercice! |

0

On définit aussi les notions suivantes :

— la profondeur d’un noeud s de a : prof,(s) def la longueur du chemin reliant la racine

de a a s.
(si s est la racine, sa profondeur est 0; si s est un fils de la racine, sa profondeur est 1,
ete.)
def
— la hauteur de a : h(a) = max {prof,(s)}.
s€N(a)

Exemple 3 Si l’on considéere I’ABR de la figure 2, alors sa taille est 14, la profondeur du
noeud contenant 10 est 2, celle du noeud contenant 35 est 1, et la hauteur de 'arbre est 5.

Notons que nous avons les deux propriétés suivantes :

i 0 si est—vide(a)
Propriété 2 o |a| = ,
1+ |G(a)| + [D(a)| sinon
0 si est—vide(a)

e hia) =
(@) 1+ max(h(G(a)), h(D(a))) sinon

On évalue la complexité des opérations Rechercher(z,a) et Ajouter(x,a). On va distin-
guer le cout des recherches positives (lorsque la clé z est trouvée dans l'arbre a), et le cout
des recherches négatives (lorsque la clé x n’appartient pas a a).

On évalue la complexité des opérations en nombre de comparaisons de clés en fonction de
la taille de a (notée n).

4.2 Complexité dans le pire cas

Recherche positive. Etant donné un ABR a contenant n clés, alors dans le pire cas, une
recherche positive d’une clé x peut nécessiter n comparaisons : n— 1 comparaisons “négatives”
et 1 derniere comparaison “positive”. Ce pire cas correspond au cas d’un arbre filiforme (ou
chaque noeud interne a au moins un fils qui est un arbre vide) de la forme décrite a la figure 3
(dans cet arbre, le pire cas est obtenu par la recherche de la clé 12).

Recherche négative. Le pire cas d’une recherche négative correspond aussi au cas d’ABR
filiformes et son cout est alors de n comparaisons (négatives) : la clé = est comparée a toutes
les clés de a avant de conclure a I'absence de x dans a. Dans le cas de 'ABR de la figure 3,
un pire cas est obtenu, par exemple, avec la recherche de la clé 9.

12



F1GURE 3 — Exemple d’ABR filiforme de taille 6.

Ajouter. Le pire cas pour la procédure Ajouter correspond aussi & un ABR filiforme pour
lequel ’ajout de la clé x nécessite de passer par tous les noeuds internes pour trouver la feuille
ou insérer z. Le colt est alors de n comparaisons (négatives). Dans le cas de PABR de la
figure 3, on obtient un pire cas avec, par exemple, Ajouter(13,a).

Ces premiers résultats de complexité montrent que, dans le pire cas, un ABR n’est pas
plus efficace qu'un simple tableau ou qu’une liste (qui correspond d’une certaine maniere au
cas des arbres filiformes).

La procédure Supprimer a aussi une complexité de n comparaisons dans le pire cas (tou-
jours le cas des arbres filiformes).

La complexité de toutes ces opérations sur les ABR est directement liée a la hauteur de
Parbre sur lequel on applique 'opération (c’est a dire sur la longueur d’un plus long chemin
menant de la racine a une feuille). Or cette hauteur, dans le pire cas, peut étre linéaire
(exactement n) dans la taille de l’arbre.

4.3 Complexité moyenne

Il s’agit maintenant d’évaluer la complexité en moyenne d’une recherche positive, d’une
recherche négative et de 'opération Ajouter. Pour cela, nous allons nous intéresser a un ABR
“aléatoire a n clés” et mesurer le cott moyen de ces différentes opérations sur cet arbre. I1
faut préciser plusieurs points :

Qu’est-ce qu’un arbre aléatoire a n clés? On suppose qu'un ABR de taille n est obtenu
par l'application de la fonction Ajouter sur une suite de n clés (distinctes) c’est 'ordre de ces
clés dans cette suite qui fixe l'ordre des appels & Ajouter et impose la forme de PTABR. On
supposera que toutes les n! permutations sur 1---n sont équiprobables. Il y a donc n! arbres

a considérer et chacun a la probabilité %

Dans la suite, on note o, I’ensemble des n! permutations sur {1,...,n}. Et étant donnée
p une permutation de 0,0, on notera a[p] ’ABR obtenu apres les opérations Ajouter(p(1)),
Ajouter(p(2)), ..., Ajouter(p(n)) a partir de 'arbre vide.

Notons que parmi ces n! arbres, il y a beaucoup de doublons : deux séquences d’opérations
Ajouter peuvent conduire au méme ABR : nous I'avions déja observé dans I’exemple 2, nous
pouvons aussi le voir en considérons le cas avec n = 3 :

Exemple 4 L’ensemble o3 contient les permutations {1,2,3}, {1,3,2}, {2,1,3}, {2,3,1},
{3,1,2} et {3,2,1}. Ces 6 permutations donnent les 6 ABR de la figure 4. On voit que les
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permutations {2,1,3} et {2,3,1} donnent le méme ABR.

ﬂ':-f)

11,8, %4 21,3, Zg Js,9, s} 2,24y 13, 1,2} {3,2,43

P EARA LY

FI1GURE 4 — Les 6 ABR pour o3

Cette remarque est importante car ce que nous allons calculer est bien une moyenne sur
les n! arbres et non sur l’ensemble (plus petit car sans doublon) des ABR a n clés.

Comment évaluer le “colit moyen” des opérations sur un arbre donné ? Etant
donné un arbre a, le colit moyen d’une recherche positive est la somme des coiits de la
recherche de chaque clé x présente dans a multipliés par la probabilité que la recherche porte
sur x. On supposera que chaque clé est équiprobable, la probabilité est donc % De plus, le
cout de la recherche positive de x est prof,(s;) + 1 ot s, est le noeud interne contenant la clé
x : il y a d’abord prof,(s,) tests négatifs avec les clés “au dessus” de x puis enfin un dernier
test positif sur z. Le cout moyen d’une recherche positive dans a, noté CR, (a), est donc :

1
Z Eprofa(s).
s€N;(a)
Sil'on définit la longueur de cheminement interne (LCl) de a par :

LCl(a) def Z prof, (s)

s€N;(a)

1
alors on obtient que le cotit moyen d’une recherche positive dans a est donc : CR4.(a) = 1+ —LCl(a)
n
Une recherche négative est une recherche qui s’arréte sur une des n + 1 feuilles (les arbres

vides) de a (ce nombre n + 1 vient de la propriété 1). On va supposer que ces n + 1 cas sont
équiprobables. On définit la la longueur de cheminement externe (LCE) de a défini par :

LCE(a) def Z prof,(s)

sENezt (a)

Le cott moyen d’une recherche négative pour a, noté CR_(a), va donc correspondre & :

1
CR_(a) = ——LCE(a
() = ——LCE(@)
Enfin pour évaluer le cott moyen d’une opération Ajouter, il faut se rappeler que chacune de
ces opérations commence par une recherche d’un arbre vide (une feuille de a) ot on insere la
nouvelle clé. Le cout de cette opération est donc le méme que celui des recherches négatives. La
encore on supposera que les n+1 places ot la nouvelle clé peut étre insérée sont équiprobables,

1
ol LCE(a).

le cout moyen d’une opération Ajouter, noté CA(a), est donc
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Enfin on peut aussi considérer le cotiit total de construction d’'un ABR a, c’est-a-dire la
somme des colits de toutes les opérations Ajouter qui ont été réalisées pour le construire.
Ce cotit, noté Ct(a) correspond a la longueur de cheminement interne de a : en effet, pour
chaque clé z, son insertion a demander de réaliser prof,(s;) comparaisons...On a donc :

Ct(a) = LCl(a).

De toutes ces remarques, il ressort que les valeurs LCl(a) et LCE(a) sont fondamentales
pour évaluer la complexité en moyenne des opérations sur les ABR. Elles interviennent dans
toutes les mesures considérées. Et il s’agit a présent de les calculer pour un ABR aléatoire
a n clés. Pour cela, nous allons d’abord montrer le lien entre LCE(a) et LCl(a).

On a la propriété suivante :

Propriété 3 Pour tout ABR non vide a, nous avons :
— LCl(a) = LCI(G(a))+ LCI(D(a)) + |a| — 1
- LCE(a) = LCE(G(a))+ LCE(D(a)) + |a] + 1

Preuve : On a bien LCl(a) = LCI(G(a)) + LCI(D(a)) + |a] — 1 car pour chaque noeud interne
de a a 'exception de la racine, il faut ajouter 1 a sa profondeur dans le sous-arbre gauche ou
droit pour retrouver sa hauteur dans a.

Le méme raisonnement s’applique pour LCE(a) mais cette fois il faut ajouter 1 pour tous les
noeuds externes (il y en a |a| + 1). O

On en déduit :

Propriété 4 Pour tout ABR a, on a : LCE(a) = LCl(a) + 2 - |a

Preuve : ‘A faire en exercice ! ‘

O
Ce dernier résultat permet donc de déduire LCE de LCl et vice-versa. Il nous reste donc a
calculer I'une de ces deux quantités pour obtenir la complexité en moyenne de nos opérations.
Pour cela, nous allons montrer deux méthodes différentes : la premiere va partir de la
définition de la longueur de cheminement externe d’un ABR aléatoire (la moyenne pondérée
des LCE sur les n! ABR a n clés), la seconde va procéder autrement en raisonnant directement
sur le couit total des opérations Ajouter réalisées pour le construire (qui, comme nous
avons noté précédemment, correspond a la LCl).

4.3.1 Premiere méthode

Chaque ABR avec n clés a été obtenu par I'application successive de n opérations Ajouter
sur ces clés. Il y a n! permutations possibles de ces n clés, cela donne n! arbres binaires.

La longueur de cheminement externe (LCE) d'un ABR aléatoire a n éléments, notée C,,,
est définie comme la moyenne des LCE des n! ABR obtenus par toutes les permutations de

On -
def 1
Co = — > LCE(alp))
pETn
ou alp] désigne 'ABR obtenu apres les opérations Ajouter(p(l)), Ajouter(p(2)), ..., et

Ajouter(p(n)) sur 'arbre vide.
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FIGURE 5 — a[p] avec p = {3,4,2,6,5,1}

Exemple 5 Si p est la permutation {3,4,2,6,5,1} de og, alors alp] est 'ABR décrit a la
figure 5. Notons que par exemple, alp’] avec p' = {3,2,4,6,5,1} est identique a alp].

On peut regrouper les permutations qui ont le méme premier élément :

LYY L)

k=1 p€on tqgp(l)=k

Le choix du premier élément est important car c’est cet élément qui sera mis a la racine
de ’ABR : toutes les permutations p de o, ayant p(1) = k donneront un ABR avec la clé k
a la racine.
Une fois le premier élément k fixé, c’est le “reste” de la permutation (c.-a-d. p’ = {p(2), p(3),
..,p(n)}) qui va définir PABR correspondant a p. Or la construction du sous-arbre gauche
ne dépend que de l'ordre des éléments inférieurs & k& dans p’. Et celle du sous-arbre droit ne
dépend que de I'ordre des éléments supérieurs a k. Si I’'on voit la permutation p’ comme étant
obtenue par le “mélange” d’une permutation p; sur {1,...,k — 1} et d’une permutation py
sur {k+1,...,n}, alors la maniere dont p; et ps sont “mélangées pour former p’ n’influe pas
sur la structure de ’ABR final.

Exemple 6 Si l'on reprend la permutation p = {3,4,2,6,5,1} de o¢. Ici on a k = 3. p' est
obtenue par un mélange de p1 = {2,1} et po = {4,6,5}. Mais un autre mélange de py et pa,
par exemple {3,2,4,1,6,5} aurait donné exactement le méme ABR que celui dessiné ci-dessus

pour p.

On note a présent alk, p1,p2] PABR ayant la clé k a la racine et dont le sous-arbre gauche
est construit selon la permutation p; (sur les éléments inférieurs a k) et dont le sous-arbre
droit est construit selon ps (sur les éléments supérieurs a k). Alors on a :

1O , :
C, = ) Z ( Z Z "nb de mélanges possibles pour p; et ps” - LCE(alk, p1,p2])

k=1 pi1€ok—1pacol,_,

Ici on a noté o/, , 'ensemble des permutations sur {k +1,...,n}.

‘Exercice : Expliquer I’équation ci-dessus. ‘

Il reste maintenant a évaluer le nombre de mélanges possibles pour les deux permutations
p1 et pa. Ce nombre dépend de k. On peut voir ce nombre Nb; comme le nombre de sous-
ensembles de taille £k — 1 dans un ensemble de taille n — 1 ou, de maniere équivalente, comme
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le nombre de sous-ensembles de taille n — k£ dans un ensemble de taille n — 1 :

def (n—1 n—1 (n—1)!
k—1 n—k (n—k)!(k—1)!
Exercice : Expliquer la valeur de Nby. ‘
On en déduit :

Gy = n,z( > % (1D)) e [k,pl,m]))

P1ETE 1p2€on b

Et donc :
1 n—1
C, = — :
n = Z( ) ( > > LCE<a[k,p1,p2J>>
k= P1€0k—1 pa€a),
D’aprés la propriété 3, on a LCE(a) = LCE(G(a)) + LCE(D(a)) + |a] + 1. De plus,

LCE(G(alk, p1,p2])) = LCE(a[p1]) car ps n’intervient pas dans la construction du sous-arbre
gauche. . . Et de méme, on a LCE(D(a[k, p1,p2])) = LCE(a[p2]). On en déduit :

1~ (n-1

C, = HZ (k_ 1) : ( > ) LCE(alpi] + LCE(alpa]) —|—n—|—1)>
k=1 P1€0K—1 pa€al,

Comme le nombre de permutations de o;_1 est (k —1)! et celui de o], _, est (n —k)!, on a :

- B (oo 5
T k=1

P1€E0K—1 szUn,k
(n—k)!-(k—l)!-(n+1)>

On a aussi Z LCE(alp2]) = Z LCE(alps]) car seul compte le nombre de clés (et
p2€ol, P2E0y—k
non leur valeur). D’ou :

B (oo s s

P1€0K—1 p2€0n—k

(n—k)!-(k—l)!-(n—i—l))

C, = %Z G _(7;)!—(5)1 ik <(n — k) Z LCE(a[p1] +
k

P1€0KL—1

(k—1!- > LCE(alpa)) + (n—k)!-(k—l)!-(n—i—l))

P2E0H—k
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Et finalement :

C, = % (ﬁ > LCE(alp1] + ﬁ > LCE(alps)) + (n+1)>

k=1 | p1€E0K_1 P2ET,_k

C, = lknl(ck_1+cn_k+n+1> - n+1+%§(0k_1+0n_k)

3

Cette formule correspond a la formule de complexité en moyenne du Tri rapide (Quicksort).

4.3.2 Seconde méthode

On montre & présent une autre maniere (plus directe) pour trouver la récurrence précédente
(développée dans “Introduction a 'analyse des algorithmes”, R. Sedgewick, Ph. Flajolet, In-
ternational Thomson Publishing).

Le point de départ de cette approche est de remarquer que la longueur de cheminement
interne d’'un ABR a correspond au cofit total de la construction de cet ABR (c’est-a-dire
le cotit de toutes les opérations Ajouter effectuées pour construire ’arbre) : chaque appel de
Ajouter s’est arrété sur un de ces noeuds et leur profondeur n’a pas changé depuis.

C’est cette quantité, le coiit total de construction, que nous allons évaluer un ABR aléatoire
avec n clés. Nous la noterons Ct,, dans la suite.

Considérons une permutation {z1,...,z,}. On commence par appliquer la procédure
Ajouter a ’arbre vide et a la premiere clé x; de la suite. La clé x; est alors placée a la racine
de 'arbre. Ensuite, les deux sous-arbres gauche et droit se construisent indépendamment :
le sous-arbre gauche ne dépend que des clés inférieures a z1, et le sous-arbre droit ne dépend
que des clés supérieures a x1.

Comme nous l'avons déja expliqué dans le cas précédent, apres xq, la suite (zo,...,x,)
de la permutation initiale correspond au “mélange” de deux permutations : la premiere porte
sur les clés inférieures a 1, et la seconde sur les clés supérieures a x1. La maniére de mélanger
ces deux permutations n’influe pas sur la forme finale de 'ABR : seule compte I'ordre des clés
apparaissant dans les deux sous-suites. C’est ce qui explique que I'on obtienne le méme ABR
apres “4, 1, 2, 5, 6” ou “4, 1, 5, 2, 6” : les deux sous-suites “1, 2”7 et “5, 6” sont identiques.
De plus, les permutations des clés inférieures a x1, comme celles pour les clés supérieures a
x1, sont équiprobables.

La probabilité que la premiere clé xq soit la plus petite clé de ’ensemble est % Dans
ce cas, le sous-arbre gauche sera construit par I'insertion de k — 1 clés (inférieures a 1), et le
sous-arbre droit sera construit par l'insertion de n — k clés.

De ces remarques et de la formule de la propriété 3 (établie pour la LCl mais évidemment
valable pour le cout total de construction d’'un ABR), on déduit la formule de récurrence
suivante qui donne le cout total moyen Ct,, de la construction d’un ABR par insertion
de n clés dans un ordre aléatoire (i.e. sa “LCI moyenne”) :

keme

0 sin=20
ct, 01
n = - Z (Ctk_l + Ctp—p + (n— 1)) sinon
1<k<n
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Lorsque n > 0, on a donc : Ct, = (n — 1) + % Z <Ctk_1 + Ctn_k).
1<k<n
De la méme maniere, on peut exprimer sous cette forme la longueur de cheminement
externe d'un ABR aléatoire C), (ou méme appliquer la propriété 4 a la définition de Ct,, qui
correspond a la LCl d'un ABR aléatoire) et on obtient alors :

0 sin=20
1
- E (Ck_l +Chk+ (n+ 1)) sinon

1<k<n

1
Et donc : Cp, = (n+1) + — Z (Ck_1 + Cn_k) si m > 0. On retrouve donc la méme
nlgkgn
récurrence qu’avec la premiere méthode.

4.3.3 Résolution de la récurrence

On peut alors résoudre la récurrence de la maniere suivante (et vous avez vu d’autres
manieres dans le cours de maths discretes) :

2
(11 = 01%—1)‘+ ; zg: C&
9 0<k<n—1
(11 == 01%—1)‘+ E zg: C&
1<k<n-1

n-C, = nn+1)+2 Z Ck
1<k<n-1
don (n—1)-Cpho1 = (n—1)n+2 Z Ck
1<k<n—2
donc n-Cp,—(n—-1)-Ch—1 = n(n+1)—nn—-1)+2-Cy—1

donc n-C, = (n+1)Cp—1+2n
Cn Crh_1 2
_|_

n-+1 n n+1

O 2 2, 12020
n+1 n4+1 n 73 2
C

" = 2H, —2

n+1
Cpn =2(n+1)(Hpy1 — 1)
def — 1
Ou H, est le n-eme nombre harmonique, défini par : H, = Z —, et on rappelle que :
i
=1
log(n+1) < H, < log(n)+1

La longueur de cheminement externe d’un ABR obtenu par n insertions aléatoires est
donc : 2(n+ 1)(Hp41 — 1).

Grace a la propriété 4, on en déduit que la longueur de cheminement interne moyenne
est : 2(n+1)(Hp41 — 1) —2n. On en déduit donc immédiatement le cotit total de construction
d’un ABR aléatoire car cette mesure est précisément sa LCI :
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Proposition 3 Le nombre moyen de comparaisons de clés effectuées pour construire un ABR
en insérant n clés distinctes dans un ordre aléatoire a partir d’un ABR vide est :

2(n+1)(Hp41 — 1) —2n

Ce nombre est donc en O(n -log(n)).

4.3.4 Analyse de complexité

On en déduit a présent les différentes complexités en moyenne. Pour la recherche positive,
on suppose que les n clés de ’ABR sont équiprobables :

Propriété 5 Le coit moyen d’une recherche positive dans un ABR obtenu par n insertions
aléatoires est :

H
2H, —3+2—
n
Ce coit est donc en O(log(n)).

Preuve : La recherche positive d’'une clé cotlite exactement le méme nombre de compa-
raisons que son ajout PLUS 1. On en déduit donc que ce cotut moyen d’une recherche positive
dans un ABR aléatoire est :

def 1<

K, —( ”LCI moyenne” + n)
n

C’est a dire : )
K, = E(2(n+ V)(Hnp1 — 1) — 20 + n)

Exercice : a développer. .. ‘ O

Si l’on suppose que dans le cas d’une recherche négative, toutes les feuilles (c’est a dire
les arbres vides) ont la méme probabilité d’étre atteintes, on a :

Propriété 6 Le cout moyen d’une recherche négative dans un ABR obtenu par n insertions

aléatoires est :
2(Hp41 — 1)

Ce coit est donc en O(log(n)).

Preuve : Le cout moyen d’une recherche négative est la longueur de cheminement externe
divisée par le nombre de feuilles (n + 1). On en déduit que ce colit moyen dans le cas d'un
arbre aléatoire est la LCE moyenne divisée par n + 1. U

De méme, si 'on suppose que dans le cas d'un ajout, toutes les feuilles (c’est a dire les
arbres vides) ont la méme probabilité d’étre atteintes (et associées a la nouvelle clé x), on a :

Propriété 7 Le coit moyen d’un ajout dans un ABR aléatoire de taille n est :
2(Hpy1— 1)

Ce coit est donc en O(log(n)).
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Conclusion sur les ABR : la complexité en moyenne des ABR est donc bonne! Par
exemple, trier n clés selon la méthode donnée a la section 3 aura une complexité en moyenne
en O(n-log(n)) : c’est en effet la complexité en moyenne pour la construction totale de I’arbre
et la complexité du parcours est toujours en O(n). C’est donc un bon algorithme de tri.

De méme, 'utilisation des ABR pour gérer des dictionnaires (stockage d’information, puis
recherche) peut se faire de maniere assez efficace en moyenne.

5 Arbres binaires de recherche équilibrés

L’objectif est d’assurer une complexité en O(log(n)) méme dans le pire cas pour
les opérations d’ajout, de recherche et de suppression.

L’idée est d’utiliser des arbres équilibrés et de les maintenir équilibrés apres les opérations
d’ajout et de suppression. Plusieurs notions d’arbres équilibrés existent : les AVL, les arbres
2-3-4, les arbres rouges et noirs,... Ils ont tous la propriété d’avoir une hauteur en

O(log(n))-

Ici on s’intéresse aux arbres AVL (proposés par G. M. Adelson-Velskii et E. M. Landis)
définis dans les années 60. Il s’agit d’arbres maintenus équilibrés a ’aide de rotations locales.
Une présentation détaillée des AVL se trouve dans “Types de données et algorithmes” de
Marie-Claude Gaudel , Christine Froidevaux et Michele Soria (Ediscience International).

5.1 Définitions
Un AVL est un arbre binaire de recherche H-équilibré :

Définition 6 Un arbre binaire a est H-équilibré ssi en tout noeud de a, les hauteurs des
sous-arbres gauche et droit différent au plus de 1.

On définit la fonction suivante :

def [0 si estvide(a)
deseq(a) = {h(G(a))—h(D(a)) sinon

Un AVL a est donc un ABR tel que tout noeud s de a vérifie : deseq(s) € {—1,0,1}.

Exemple 7 La figure 6 montre un arbre binaire ot la fonction de déséquilibre est donnée
pour chaque noeud. Cet arbre est bien H-équilibré.

Nous avons la propriété suivante qui motive 'utilisation de cette notion d’arbre équilibré :
Propriété 8 Tout arbre H-équilibré a de taille n vérifie :
logo(n+1) < h(a) < 1.44-logy(n+1)

Preuve : La hauteur d’'un arbre H-équilibré est supérieure ou égale a celle d’un arbre
complet (c’est-a-dire ol tous les niveaux sont remplis). Or pour un arbre complet, on a :
n=1+2+22+... 421 =2"_1 On en déduit logy(n + 1) < h.
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FIGURE 6 — Exemple d’arbre binaire avec les valeurs de deseq(—).

Etant donné h, les arbres H-équilibrés ayant le moins de noeuds internes et une hauteur A,
sont ceux qui ont une fonction de déséquilibre valant 1 ou —1 partout (sinon on peut toujours
enlever des noeuds internes).

Avec un tel arbre, aprés toute suppression d'une feuille, le nouvel arbre a’ est soit non H-
équilibré, soit on a h(a') = h — 1.
Calculons le nombre de noeuds internes Nb(h) dans ce genre d’arbre.

Comme la fonction de déséquilibre vaut 1 ou —1 a la racine de a, on a soit h(G(a)) = h—1
et h(D(a)) = h — 2, soit l'inverse : h(G(a)) =h —2 et h(D(a)) = h — 1.

Dans les deux cas, on a : Nb(h) = 1+ Nb(h—1)4+ Nb(h—2), avec Nb(0) =0 et Nb(1) = 1.

On peut utiliser la suite de Fibonacci : Fy = F5, = 1 et pour tout £k > 1, on a Fj =

Fi1+ Fg_o.
1 5 - 1—-4/5
++5 ot &= V5

1 _
On a le résultat suivant : Fj, = —(¢* — ¢*) avec ¢ = 5 5

V5

. Et asymptoti-
quement, on a : Fj ~ %(bk.
On montre facilement (par exemple, par induction sur h) que Nb(h) = Fj 19 — 1.
1
On en déduit qu’asymptotiquement, on a : Nb(h) ~ ﬁ(ﬁthQ —

Donc tout arbre H-équilibré (de hauteur k) a un nombre de noeuds internes n supérieur
ou égal & Nb(h). On en déduit une majoration de h en fonction de n :

1

On peut conclure h < 1.44 - logy(n + 1). O

Les rotations. On définit plusieurs types de rotations (voir les figures 7, 8, 9 et 10) qui
vont nous permettre de manipuler les arbres afin de garantir qu’ils restent bien des AVL apres
I’ajout de nouvelles clés.

On suppose x1 < 9. Le noeud grisé est celui sur lequel on applique la rotation.

Nous avons la propriété suivante :
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(1)
(Z1) w U (Z2)
U |4 |4 w
FI1GURE 7 — Rotation droite
(T2)
U (Z2) (1) W
VvV W U Vv

FI1GURE 8 — Rotation gauche

Propriété 9 Les opérations de rotation conservent la propriété d’arbre binaire de recherche.

Preuve : ‘A faire en exercice ... ‘ g

En conséquence : apres ces transformations, le parcours de ’ABR utilisé pour le tri (pour
obtenir les clés dans l'ordre croissant) donne toujours le méme résultat.

5.2 Ajout dans un AVL

L’opération Rechercher est identique a celle des ABR classiques. Mais les opérations
Ajouter et Supprimer doivent étre modifiées substantiellement. Dans la suite, on notera
Ajouter-abr la procédure Ajouter sur les ABR pour la distinguer de celle utilisée pour les

AVL.
Exemple 8 Ajouter les clés : 12,3,2,5,4,7,9,11,14 (voir la figure 11).

Pour décrire la procédure d’ajout dans les AVL, on part de celle dans les ABR classiques.
On va voir comment :
— détecter les éventuels problemes (le déséquilibre d’un noeud passe de —1, 0 ou 1 & —2
ou 2);
— réparer (par application d’une rotation) l’arbre localement.

Détection (et localisation) des éventuels problémes :

Propriété 10 Soit a un AVL et x une nouvelle clé. L’appel de Ajouter-abr(z,a) conduit a
placer x sur un noeud externe t de a. On note a’ le nouvel arbre.
Soit w le chemin reliant la racine r de Uarbre a a t.
Alors :
e si ne contient que des sommets s tels que deseq,(s) = 0, alors a’ est toujours un AVL,
et h(a') = h(a) +1;
e sinon, soit p le plus petit suffive de 1 commencgant en un sommet ayant un déséquilibre

dans {—1,1} dans a. Supposons p d:ef to >t — ... >t =t, alors on a les propriétés
sutvantes :

— deseq, (ty) € {—2,0,2};

— deseq, (t;) € {—1,1} pouri=1,....k—1;
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FIGURE 10 — Rotation droite-gauche : d sur x3 puis g sur z;

ha(to) +1  sinon
— hy(t;) = ha(t;) + 1 pouri=1,... k.

hq (t st deseq, (tp) =0
— hylte) = { (to) 9a: (o)

Preuve : Supposons que tous les sommets de m = r¢g — ... = rp =t ont un déséquilibre
nul dans a (et donc g est la racine r de a). Le cas ou le chemin 7 est constitué d’un unique
sommet (a est vide) est direct : le nouvel ABR est bien un AVL. Autrement la transformation
de t en un noeud interne contenant x, va déséquilibrer rj_; puisqu’il était forcément muni de
deux sous-arbres vides dans a : deseq (15—1) € {—1,1}. De méme, on a clairement hy/ (ry—1) =
ha(rg—1) + 1 = 2. Le déséquilibre va donc se propager a rp_o, etc. Finalement, on aura
deseq (r;) € {—1,1} et a’ restera un AVL. Et on a bien h(a’) = h(a) + 1.

Maintenant supposons que le suffixe p existe (voir la figure 12). On a p dlef to — t1 —

. — tp = t avec deseq,(tp) € {—1,1} et deseq,(t;) = 0 pour i = 1,...,k. Le sous-arbre
de a ayant pour racine le noeud (externe) ¢ a une hauteur nulle. Il est remplacé dans a’ par
un arbre de hauteur 1. Si son pere t;_1 avait un déséquilibre nul dans a, alors il obtient un
déséquilibre de 1 ou —1 dans a’ selon que t soit son fils gauche ou son fils droit.
De méme, on a hy/ (tx—1) = ha(tg—1) + 1 et cette croissance va alors influer sur le déséquilibre
de son pere ti_o, etc. Donc tous les noeuds de p ayant un déséquilibre nul (& 'exception de
t = tj) vont avoir un déséquilibre de 1 ou —1 dans @’. Et leur hauteur (c’est-a-dire celle de
leur sous-arbre) va augmenter de 1.
Finalement on arrive a tg, on distingue plusieurs cas :

— sideseq,(tg) = 1 et sit; est le fils gauche de tg, alors on a deseq,(tp) = 0 : 'augmentation
de la hauteur du sous-arbre gauche de ty rééquilibre I’arbre de racine to (sans augmenter
sa hauteur) ;

— si deseq,(tg) = —1 et si ¢; est le fils droit de tg, alors on a deseq, (t9) = 0 : cas
symétrique. . .

— si deseq, (to) = —1 et si t1 est le fils gauche de tg, alors on a deseq,/ (tg) = —2, et;
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FIGURE 11 — Ajout de 12,3,2,5,4,7,9,11, 14

— si deseq,(tg) = 1 et si ¢y est le fils droit de ¢g, alors on a deseq,, (tg) = 2.

La hauteur du sous-arbre de a’ ayant ¢y, pour racine sera donc h,(tp) si le nouveau
déséquilibre de ¢y est 0, ou alors h,(tg) + 1 sinon.

d

Lorsqu’il y a déséquilibre apreés un ajout, le sommet ¢y décrit ci-dessus est donc le sommet
le plus profond ayant un déséquilibre {—2,2} dans a'.

Avant de voir comment on peut réparer 'arbre précédent, on considere le lemme suivant
qui nous servira dans la suite :

Lemme 1 Soit a un arbre H-équilibré. Soit b un sous-arbre de a.
Soit b un arbre H-équilibré de méme hauteur que b.
Alors l'arbre a' constitué de l'arbre a dans lequel b est remplacé par V', est H-équilibré.

Preuve :

On est dans la situation décrite par la figure 13.

Considérons un sommet x de a/. On a : deseq, (x) = h(Gy(z)) — h(Dy(x)). Si z est un
noeud de ¥, alors deseq, () = deseqy, (z) € {—1,0,1} car b’ est H-équilibré.

Si le sous-arbre de racine x est disjoint de V', alors deseq,/ (x) € {—1,0,1} car a est H-
équilibré.
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FIGURE 12 — Figure pour la propriété 10

oC

FI1GURE 13 — Figure pour le lemme 1

Si b’ est un sous-arbre de x, alors supposons que b’ est dans G/(x). Dans ce cas, la hauteur
de Gy (x) est définie par max; profg (4 (s) : seul compte la longueur maximale menant a une
feuille. Or h(b) = h(V'), cela ne peut pas modifier la hauteur de G,/ (). O

De plus, nous avons le résultat suivant :

Propriété 11 Soit a un AVL et x une nouvelle clé tels que l'appel de Ajouter-abr(x,a)

produit un ABR a' qui n’est plus H-équilibré. On considére le plus petit chemin p d:ef ty —
t1 — ... = tg reliant le plus profond sommet ty ayant un déséquilibre dans {—2,2} au sommet
tr ou x a été ajoutée.

Alors Uapplication d’une rotation sur le sous-arbre de racine tg permet de rééquilibrer a’.

Preuve :

On note b le sous-arbre de racine ty dans a, et b’ celui de racine ty dans a’.

Supposons que deseq, (tg) = 2. La clé x a donc été ajoutée dans le sous-arbre gauche de
to (i.e. t1 est le fils gauche de ty).
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On distingue plusieurs cas.
la - x a été ajoutée dans le sous-arbre gauche de ¢t1. On est dans la situation décrite par
la figure 14. On a h(U) = h(V) car deseq,(t1) = 0 et h(W) = h(V) car deseq,(to) = 1.

Clairement une rotation droite sur ty suffit pour obtenir un AVL.

rolation |ty
areile
sor Yo ‘-O

N
TN o L ™
[ H

FIGURE 14 — Figure pour le cas la

En effet, h(b”) = h(b) et donc b” peut remplacer b dans a sans changer le H-équilibre
de a (lemme 1).
NB : la fonction deseq doit étre mise a jour. On a clairement deseq, (t1) = deseq, (tg) =
0. Ceux entre t et t; ne changent pas (leur déséquilibre a déja été changé lors de I’ajout
de x , il est dans {—1,1}).

1b - x a été ajoutée dans le sous-arbre droit de ¢;. On est dans une des deux situations
décrites par la figure 15.

h’ votolisun

Sau&‘\ﬂ droite oLt / \ t, (0 ov-1)

sor To

i b Ep

o cho

FIGURE 15 — Figure pour cas 1b

On a h(U) = h(W) = h(V;) + 1 (car deseq,(t1) = 0 et deseq,(t9) = 1). De plus, on a
h(b) =h(U) + 2
Une rotation gauche-droite sur fy suffit pour obtenir un AVL.
En effet, h(b") = h(U) + 2 = h(W) + 2 = h(b) et donc b" peut remplacer b dans a sans
changer le H-équilibre de a (lemme 1).
NB : la fonction deseq doit étre mise a jour. On a deseq,(t2) = 0, deseq,(t1) € {0,1}
et deseq,(to) € {—1,0}. (idem que pour le cas précédent pour ceux entre ty et t)
Ensuite il reste a considérer le dernier cas (deseq, (tp) = —2) ou x est ajouté dans le
sous-arbre droit de ¢y avec ses deux sous-cas. C’est symétrique au cas précédent :
2a - x a été ajouté dans le sous-arbre droit de ¢;. Voir la figure 16.
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FIGURE 16 — Figure pour cas 2a

On a h(U) = h(V) = h(W). Et h(") = h(U) + 2) = h(b).
2b - z a été ajouté dans le sous-arbre gauche de ¢, (voir la figure 17). Et on a h(U) =
h(W) = h(V;) + 1. Bt h(b") = h(W) + 2 = h(b).

votation te

Lo
T 3 R
Va
X4

L te T /i ../\

il W
ofzgt ] &

e
FIGURE 17 — Figure pour cas 2b

On en déduit un algorithme d’ajout dans les AVL :
1. on applique l'algorithme d’ajout dans les ABR classiques.

2. Si un probleme d’équilibre survient, alors il concerne 'ancétre tg le plus proche de la
feuille ou x a été ajouté et ayant un déséquilibre de 1 ou —1 dans a.

3. En cas de probleme, il suffit d’appliquer localement une rotation en ¢y pour rééquilibrer
I’arbre contenant x.

Etant donnée la propriété sur la hauteur des AVL, on en déduit :

Proposition 4 L’insertion dans un AVL de taille n se réalise en temps O(log(n)). Il suffit
au plus d’une rotation (simple ou double) pour rééquilibrer le nouvel arbre.

5.3 Suppression dans les AVL

La premiere étape est identique a la procédure utilisée pour la suppression dans les ABR
classiques. Ensuite il faut éventuellement rééquilibrer ’arbre. Mais cela peut entrainer plu-
sieurs rotations successives : il va donc étre nécessaire de mémoriser tout le chemin entre la
racine de a et la place de I’élément supprimé.

28



Exemple 9 Un exemple ot plusieurs rotations sont nécessaires est le cas des arbres de Fi-
bonacci ou la fonction de déséquilibre est toujours égale a 1 ou —1 pour tous les noeuds.
‘A faire en exercice /‘

Quel est le probleme ? Lorsqu’on applique ’algorithme classique de suppression dans un
ABR, on remplace la clé a supprimer par la valeur maximale contenue dans le sous-arbre
gauche (ou celle minimale du sous-arbre droit) et c’est le noeud qui contient cette clé qui
est supprimé : ce noeud est un noeud sans fils droit (sinon sa clé ne serait pas le max) et
sa suppression consiste donc a remonter son sous-arbre gauche : on remplace donc un
sous-arbre (AVL) de hauteur h par un sous-arbre (AVL) de hauteur h — 1. C’est donc ce
probleme général qu’il faut étudier.

Remplacement (dans a) d’un sous-avl b de hauteur h par un avl ¥ de hauteur
h —1. On distingue plusieurs cas selon le déséquilibre du pere = de b et selon la position de
b vis-a-vis de x :
1. b est le sous-arbre droit de z :
(a) deseq,(xz) = 0 : alors h(b) = h(G(x)) et donc h(a’) = h(a) et deseq, () = 1. La
procédure s’arréte : a’ est un avl.
(b) deseq,(z) =1 : On distingue 3 cas selon le déséquilibre de y, le fils gauche de z :
(i) deseq,(y) =0 : On applique une rotation droite (voir la figure 18).

FIGURE 18 — Figure pour cas 1b-i

On a bien h(U;) = h(Usz) = h(b') + 1 et donc h(a”) = h(a’) = h(a). C’est terminé.
(ii) deseq,(y) =1 : On applique une rotation droite (voir la figure 19).

RD

h(0, )R
= (k')A

FIGURE 19 — Figure pour cas 1b-ii

Alors h(a”) =h(a) — 1 : on doit donc continuer la procédure de rééquilibrage.

(iii) deseq,(y) = —1 : On applique une rotation gauche-droite (voir la figure 20).
Onah(U1)+1 = h(Usz) = 1+max(h(Z;)) = h(b')+1et h(a”) =h(U1)+2 = h(a)—1.
On doit continuer la procédure sur le pére de x.
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F1GURE 20 — Figure pour cas 1b-iii

(c) deseq,(z) = —1: On est dans le cas de la figure 21 : aucune rotation n’est nécessaire
mais h(a’) = h(a) — 1 et on doit continuer la procédure sur le pere de z.

F1GURE 21 - Figure pour cas lc

2. b est le sous-arbre gauche de x :
(a) deseq,(x) =0:On ah(a') =h(a) et deseq, () = —1. C’est terminé.
(b) deseq,(z) =1 : On est dans le cas de la figure 22.

FIGURE 22 — Figure pour cas 2b

On a donc h(a’) = h(a) — 1 et @’ est bien un AVL (aucune rotation n’est nécessaire)
mais on doit continuer la procédure sur le pere de zx.
(c) deseq,(z) = —1 : On distingue trois cas selon le déséquilibre du fils droit y de x.
(i) deseq,(y) =0 : On est dans la situation de la figure 23.
Aprés une rotation gauche, on a h(a”) = h(a), c’est donc terminé.
(ii) deseq,(y) =1 : On est dans la situation de la figure 24.
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FicURE 23 — Figure pour cas 2c-i

FIGURE 24 — Figure pour cas 2c-ii

Avec h(t') = h(V1) = 1+max(h(Z;)) = h(V2)+1. Apres une rotation droite-gauche,
on obtient h(a”) = h(V3) + 2 =h(a) — 1. On doit donc continuer.
(iii) deseq,(y) = —1 : On est dans la situation de la figure 25.

a [G‘)
] AR
( D
"l b| (VA

FIGURE 25 — Figure pour cas 2c-iii

On ah(V2) = h(V1)+1 = h(V/)+1. Apres une rotation gauche, on a h(a”) = h(a)—1,
on doit donc continuer.
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C. Algorithmique dans les graphes

Dans cette partie, beaucoup des algorithmes présentés ainsi que leurs explications viennent
de “Introduction a l'algorithmique” de T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, C. Stein,
Dunod.

1 Définitions

1.1 Graphes orientés

Définition 7 Un graphe orienté G est défini par
— un ensemble (fini) S de sommets, et
— un ensemble fini de couples (i.e. paires ordonnées) de sommets appelés d’arcs ou transitions :

ACSxS.

La figure 26 contient un exemple de graphe orienté. Les sommets sont qqg, q1, - .., gg- Les
arcs sont (q1,4o), (40, 43); (¢1,43), - -

FIGURE 26 — Exemple de graphe orienté.

Etant donné (u,v) € A, on dit que v est adjacent a u et on le note u — v.

Le degré entrant d’un sommet u, noté deg™ (u) est le nombre d’arcs menant & u. Le degré
sortant de u, noté deg™ (u) est le nombre d’arcs quittant w.

On définit le degré de u par : deg(u) def deg™ (u) + deg™ (u).

Un chemin p de vy & v, dans G est une suite de sommets de S (vg,vy,...,vx) tel que
(vi,vi41) € A pour tout ¢ = 0,...,k — 1. Le chemin p est de longueur k. On le note vy —
V1 —> ... — Uk

Pour signifier I'existence d’un chemin entre deux sommets w et v, on écrit u —* v ou
simplement u —¢, v lorsque le graphe G est implicite.

Pour signifier I'existence d’un chemin de longueur k entre deux sommets u et v, on écrit
u —>lé vouu —F .
Un chemin est simple si tous les sommets sont différents.
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Un circuit est un chemin de la forme u —? u avec p > 1. Si p = 1, on parle de boucle. On
dit qu’un circuit est simple lorsque tous les sommets visités — excepté le sommet de départ et
d’arrivée — sont différents.

Composantes fortement connexes. Les composantes fortement connexes (CFC) d’un
graphe orienté G = (S, A) sont les classes d’équivalence de la relation ~ définie par : u ~ v
< (u—* v Av —* u). Ainsi une composante fortement connexe C' est un ensemble maximal
de sommets tel que si u,v € C alors u —* v et v —* w : il est toujours possible d’aller de tout
sommet u de C a tout autre sommet v de C. Par exemple, pour le graphe de la figure 26, les
composantes fortement connexes sont : {qo,q1,43}, {q2}, {q1}, {¢5} et {g6}-

On dit qu’un graphe orienté G est fortement connexe si il a une unique CFC (I’ensemble
S). Dans ce cas, on a |A] > |S| —1 (cette borne vient directement du cas non-orienté ; elle est
atteinte pour |S| =1 et au-dela on a |A| > |S| et cette borne est obtenue pour les cycles).

Un graphe orienté est biparti lorsque S peut étre partitionné en deux sous-ensembles S
et Sy tels que A C (57 x Sy) U (S2 x S1) : toute transition relie soit un sommet de S; & un
sommet de Sy, soit un sommet de Sy & un sommet de Sj.

On dit qu'un graphe orienté G est une arborescence (ou plus simplement un arbre!)
lorsqu’il est acyclique, que tout sommet a au plus un arc arrivant, et qu’il existe un sommet
r tel que pour tout sommet x de G, il existe un chemin de r a x. r est appelée la racine de
larborescence (et c’est le seul sommet sans arc arrivant, tous les autres en ont exactement
un).

Dans le cadre des graphes orientés, une forét est un ensemble d’arborescences.

1.2 Graphes non-orientés

Définition 8 Un graphe non-orienté G est défini par
— un ensemble (fini) S de sommets, et
— un ensemble fini A de paires de sommets {u,v}, appelées arétes, telles que u # v

(A C Pa(S))

La figure 27 contient un exemple de graphe non-orienté. Les sommets sont qq, q1, - - -, ¢6-
Les arétes sont {qo,q1}, {90,493} - -

Etant donnée une aréte {u,v} € A, on dit que {u,v} est incidente & u et v. On appelle
degré de u, le nombre d’arétes incidentes a u.
—Remarque : Dans la suite, on écrira souvent l'aréte {u,v} comme l'arc (u,v) d’un graphe
orienté, cela nous permettra d’utiliser des algorithmes valables pour les deux sortes de graphes.

On utilise la méme notion de chemin que pour les graphes orientés. .. Bien str, on a la
propriété u —* v < v —* u et on écrit aussi u <>* v. Un cycle d’un graphe non-orienté est
un chemin (vg,v1,...,vx) tel que vg = vg, k > 3 et vy, ve, ..., v sont distincts. On dit qu'un
graphe G sans cycle est acyclique.

Composantes connexes. Un graphe non-orienté G = (S, A) est connexe si Vu,v € S, on a
u <" v. Les composantes connexes (CC) sont les classes d’équivalence de la relation ~ définie
par : u X v & u v,

On a la propriété suivante :

1. mais cette appellation est plutét utilisée pour les graphes non orientés comme on le verra plus loin.
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FIGURE 27 — Exemple de graphe non-orienté.

Propriété 12 Soit G = (S, A) un graphe non-orienté :
1. si G est connexe alors |A| > |S|—1;
2. si G est acyclique alors |A] < |S| — 1.

Preuve : (1) la preuve peut se faire par induction sur le nombre de sommets ou sur le

nombre d’arétes. Pour ce premier exemple, nous allons donner les deux preuves :

— sur |S| : le case de base |S| = 1 est direct (JA| > 0). Si |S| = k+1 > 2, alors considérons
deux sommets s et s’ tels que {s, s’} € A (ils existent sinon G n’est pas connexe). Soit G’
le graphe non-orienté ot 'on a “fusionné” set s’ : G' = (5’, A') avec S’ = S\{s, s }U{s"}
et A" = {{u,v} |u,v # 5,8} U{{s",u} | {s,u} € AV {s,u} € A}. On a clairement
|A'| < |A] — 1. Et G’ est toujours connexe.

On applique I'hyp. d’induction sur G’, on en déduit : |A’| > |S'| — 1 et donc |A] — 1 >
|S"] — 1, d’our |4] > |S] — 1.

— sur |A| : pour |A] = 0, c’est direct car si G est connexe, alors on a |S| < 1. Pour
|A| = k + 1. Soit {s, s’} une aréte de A. Considérons le graphe G' = (S, A\{s,s'}). Si
G’ est toujours connexe alors |A’| > |S| — 1 par h.i. et donc on a le résultat. Sinon,
il y a deux composantes connexes (pas plus!) et on peut appliquer 'h.i. sur les deux
sous-graphe et obtenir : |A;| 4 [Aa| > |S1] +[S2| — 2 et donc [A] =1 > |S| —2...

(2) la preuve se fait par induction sur |S|. Si |S| = 1, c’est direct. Supposons |S| =k > 2.
Considérons une aréte {s,s’} € A et le sous graphe G’ privé de cette aréte. Alors le nombre
de composantes connexes de G’ (noté NbCC(G")) est NbCC(G) + 1 : en effet s et s étaient
dans la méme CC dans G et ils ne peuvent plus étre ensemble dans les CC de G’ (car G est
acyclique). On a donc au moins deux composantes connexes acycliques dans G’ auxquelles on
peut appliquer I'h.i. et obtenir |A| + |Aa| < |S1]| 4+ |S2| — 2 et donc |A| =1 < |S| —2 d’ou le
résultat. O

Dans le cadre des graphe non orienté, une forét est un graphe acyclique. Un arbre est une
forét connexe (i.e. acyclique et connexe). Les définitions suivantes sont donc équivalentes :

1. G est un arbre,

2. G est connexe et |[A| =|S| -1,
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3. G est acyclique et |A| = |S] — 1,

4. G est connexe a une aréte pres (en moins),

5. G est acyclique & une aréte pres (en plus).

Preuve : (1) implique (2) et (3) par une application directe de la propriété précédente.
(2) implique (4) : soit (u,v) une aréte de A, et soit G' = (S, A\(u,v)). Alors clairement
|A’| < |S| —1 et donc G’ n’est pas connexe.
(3) implique (5) : soit (u,v) une aréte non présente dans A. Soit G’ = (S, AU (u,v)) alors
|A’| > |S| — 1 et donc G’ n’est pas acyclique.
(4) implique (1) : supposons que G a un cycle. Alors on peut enlever une aréte et garder la
connexité , ce qui contredit I’hypothese de départ. G est donc acyclique.
(5) implique (1) : supposons que G n’est pas connexe. Alors on peut ajouter une aréte entre
deux composantes connexes sans créer de cycle. Cela contredit ’hypothese de départ. Donc
G est connexe. 0

1.3 Graphes valués

Un graphe valué est un graphe G = (S5, A) orienté ou non (on parle soit de graphe orienté
valué , soit de graphe non-orienté valué), muni d’une fonction w : A — R. La fonction w associe
un poids, une distance, etc. a chaque arc ou aréte de GG. La fonction w s’étend naturellement
a tout chemin (fini) de G en sommant le poids de chaque arc/aréte.

Nous utiliserons ce type de graphe lorsque nous étudierons les algorithmes de plus courts
chemins (PCC) ou les algorithmes pour trouver les arbres couvrants minimaux (ACM).
1.4 Représentation des graphes

Liste d’adjacence. Cette représentation est celle la plus couramment utilisée dans les
algorithmes (excepté Floyd-Wharshall pour les PCC). Elle convient particulierement lorsque
|A| est nettement plus petit que |S|?.

A chaque sommet u, on associe une liste L(u) de ses sommets adjacents.

Le graphe orienté de la figure 26, se représente par la liste de la figure 28.

]

O fa}——{a}—a]
q

— ]

FIGURE 28 — Représentation par liste d’adjacence

La taille de cette représentation est alors en O(|S| + |4]).
On D’étend facilement aux graphes valués en faisant des listes de paires (d,u) € R x S.

Matrice d’adjacence. Notons S = {uj,...,u,}. On représente G sous la forme d’une
matrice n x n ou le coefficient o ; vaut 1 si (u;,u;) € A et 0 sinon.
Pour le graphe orienté de I'exemple de la figure 26, on aurait la matrice suivante :
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0001 00O
1001100
0000110
01 01101
000 0O0O0O
0000110
000 01O0GO0

La taille de cette représentation est O(|S|?). Si le graphe est non-orienté, la matrice est
symétrique. Notons que ce codage permet aussi de représenter des graphes valués en utilisant
la valeur w(u;,u;) pour le coefficient «; ; (avec une valeur oo lorsque (u;, u;) € A).

2 Parcours de graphes

C’est un probléme fondamental dans les graphes. Il est a la base de la question “y a-t-il
un chemin entre deux sommets donnés = et y 7”

On va voir plusieurs maniere de parcourir un graphe et a chaque fois on gardera la trace
de ce parcours sous la forme d’un arbre : pour chaque sommet on notera le sommet a partir
duquel il a été découvert.

Parcourir un graphe nécessite de marquer les états visités au fur et a mesure du parcours
afin d’éviter de boucler (i.e. de redécouvrir un sommet déja découvert)...Ici nous allons
utiliser trois couleurs différentes pour marques les états : le blanc, le gris et le noir.

L’algorithme 8 est une procédure générique de parcours d'un graphe G = (5, A).

Procédure Parcours(G)
//G = (S,A)
begin
pour chaque z € S faire Couleur|[z] := blanc
Choisir s € S
Couleurls] := gris
répéter
Choisir z tq Couleur[z] = gris
pour chaque (z,y) € A faire
| si Couleurly] = blanc alors Couleur[y] := gris
Couleur[z] := noir
jusqu’a Va.Couleur[z] # gris ;

end
Algorithme 8 : algorithme de parcours générique

Cet algorithme est non-déterministe : il dépend de la maniere de choisir les sommets en
début de boucle ainsi que de 'ordre d’énumération des arcs depuis un sommet donné.
Les deux algorithmes classiques de parcours different précisément par la maniere de choisir le
sommet x de couleur gris au début de la boucle principale :
— Dans le parcours en largeur, on va choisir le sommet gris le plus ancien.
— Dans le parcours en profondeur, on va choisir le sommet gris le plus récent (le dernier
a avoir été colorié en gris).
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3 Parcours en largeur

L’algorithme 9 présente la procédure de parcours en largeur d’un graphe non-orienté.
(NB : Ialgorithme est identique pour les graphes orientés).

Procédure PL(G,s)
//G = (S,A)
begin
pour chaque z € S\{s} faire
| Couleur[z] := blanc; II[z] := nil ; Dist[z] := oo
Couleur[s] := gris; II(s) := nil; Dist[s] := 0;
F := File vide // File = structure FIFO
Ajouter(F, s)
tant que F' # () faire
x = ExtraireTéte(F);
pour chaque (z,y) € A faire
si Couleurly] = blanc alors
Couleur[y] := gris;;
Dist[y] := Dist[z] + 1;
Iy] == ;
Ajouter(F,y);

| Couleur[z] := noir

end
Algorithme 9 : algorithme de parcours en largeur

Idée générale. Etant donnés un graphe G et un sommet s, 'algorithme va parcourir les
sommets accessibles depuis s en commencant par ceux situés a la distance 1, puis ceux situés a
la distance 2, etc. De plus, I'algorithme va (1) calculer la distance de chaque sommet a 'origine
s, et (2) construire un arbre Gr; = (S, Arr) contenant les sommets accessibles depuis s et tel
que chaque chemin de s a u dans Gpy soit un plus court chemin de G.

NB : ici la longueur d’un chemin est le nombre de transitions le long de ce chemin.

On va utiliser les trois couleurs (blanc, gris, noir) pour marquer les états. Le sens de ce
coloriage est le suivant :

— blanc : c’est la couleur des sommets non encore découverts (et c’est la couleur de chaque

sommet, excepté s, a l'initialisation) ;

— gris : c’est la couleur des sommets déja découverts et dont les successeurs (immédiats)

n’ont pas encore été tous découverts ;

— noir : caractérise les sommets découverts dont tous les successeurs (immédiats) ont aussi

été découverts.

NB : deux couleurs seraient suffisantes pour parcourir le graphe (i.e. pour assurer sa
terminaison), mais on utilise la couleur intermédiaire (gris) pour distinguer les états découverts
et dont on a terminé le “traitement” (c.-a-d. I'inspection des successeurs immédiats) de ceux
découverts mais dont on continue d’examiner les voisins.

L’arbre Gy est défini par le prédécesseur (unique) de chaque état dans Gy : on va utiliser
un tableau II : S — S pour stocker le prédécesseur de chaque sommet découvert. Et on
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utilisera nil pour représenter I’absence de prédécesseur. On aura Ay def {(II(v), v)|II(v) # nil}.

L’arc (II(v), v) est donc l'arc par lequel v a été découvert. Pour calculer les distances de chaque
sommet a 'origine s, on utilise un tableau Dist : S — N U {o0}.

La figure 29 présente un graphe G et un exemple de résultat obtenu par l'algorithme de
parcours en largeur a partir du sommet gy (on note les distances calculées & coté des sommets,
et les arétes de Gy en gras).

(@—» (=)

(0) (1) (3)

q3

(=)

4j g5

g6

Fi1cURE 29 — Exemple de parcours en largeur.

Terminaison et complexité de 1’algorithme. Tout ajout d’un sommet u dans la file F’
est conditionné par Couleur[u] = blanc, or un ajout est toujours suivi par un coloriage en gris
et seule la partie “initialisation” colorie en blanc : on en déduit que tout sommet peut étre
ajouté a (et donc extrait de) la file au plus une fois. Sa liste d’adjacence n’est donc parcourue
qu’au plus une fois. On en déduit que I’algorithme termine et qu’en plus la complexité totale
de la boucle principale est en O(|A|), auquel on doit ajouter le cout de l'initialisation en
O(|S1)-

La complexité totale est donc en O(|S|+|A]), i.e. en O(|G|) : 1l s’agit d’un algorithme linéaire
dans la taille du graphe.

Plus courte distance. Etant donnés deux sommets u et v, on note d(u, v) la longueur d'un
plus court chemin de u & v (i.e. le nombre minimal d’arétes pour aller de u & v). Formellement :

min u—Pol siu—*v
S(u,w) { {r| } .
0 sinon
On a la propriété suivante :

Propriété 13 Etant donnés G = (S, A) un graphe (non-)orienté et un sommet s, pour tous
sommets u,v € S tels que (u,v) € A, on a : 6(s,v) < d(s,u)+ 1.

Preuve : Si §(s,u) = k € N, alors il existe un chemin de s & u de longueur k qui peut étre
prolongé en chemin jusqu’a v avec l'arc (u,v), cela donne un chemin de longueur k+ 1 : tout
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plus court chemin de s & v sera donc de longueur au plus k + 1.
Si (s, u) = oo, alors d(s,v) ne pourra pas étre strictement supérieur. . . O

On montre ensuite que les valeurs stockées dans le tableau Dist sont une surapproximation
de la distance a s :

Propriété 14 A tout moment de l’algorithme, on a pour tout sommet u : Distfu] > §(s,u).

Preuve : La propriété est clairement vraie pour tout sommet u non découvert par la procédure,
c’est & dire avec Dist[u] = oo durant tout I’algorithme. Montrons que la propriété est vraie
pour tout sommet u tel que Dist[u] = k a la fin de 'algorithme. On le montre par induction
sur k.
— k=0 : le seul sommet dont la valeur Dist[—] vaut 0 est s, et sa valeur n’est jamais plus
modifiée durant 'algorithme.
— k+1: Lorsque Dist[u] prend pour valeur k+1, c’est qu’on a trouvé un sommet v tel que
(1) Dist[v] = k, (2) (v,u) € A et (3) Couleur[u] = blanc (et donc Dist[u] valait jusque
la 0o, ce qui garantit la propriété sur le début de 'algorithme). On affecte alors Dist[u]
avec k+1 et on change la couleur de u qui ne sera donc jamais plus découvert et dont la
valeur Dist[u] ne bougera plus. Par hypothese d’induction, on sait que Dist[v] > d(s, v)
et donc Dist[u] > 0(s,v) + 1, or d(s,v) + 1 > d(s,u) par la proposition 13.
O
On a la propriété suivante sur le contenu de la file :

Propriété 15 Lors de l’exécution de PL sur G = (S, A) depuis s, a chaque étape de l’algo-
rithme, si le contenu de la file est de la forme [vi,ve,...,v5] ot v1 désigne l’élément le plus
ancien (et donc le premier a étre extrait de F') et vy le plus récent, alors on a :

— Dist[v;] < Distlvi41] pouri=1,...,k—1

— Dist|vg] < Dist[v1] + 1

Preuve : La propriété est vraie au début de ’algorithme et elle est toujours maintenue au
cours de la procédure. A la i-eme étape, 'extraction du sommet v; peut conduire a I’ajout
de ses voisins immédiats u; (donc & distance Dist[u;] = Dist[v;] + 1) dans la file qui devient :
[va,..., vk, u1,...,u). Or Distlvg] < Dist[v;] + 1 et donc Dist[vg] < Dist[u;]. Enfin Dist[va] >
Dist[v1] et donc Dist[ve] > Dist[y;] — 1, d’ou Dist[u;] < Dist[ve] + 1. O

Il y a donc au plus deux types de sommets —du point de vue de la valeur Dist— présents
au méme instant dans la file F'. De plus, une conséquence immédiate de la propriété 15 est
que les sommets sont traités par ordre croissant de cette valeur Dist.

On en déduit la correction de ’algorithme de parcours en largeur :

Théoréme 1 (Correction du parcours en largeur) Soient G = (S, A) un graphe non-
orienté et s € S un sommet. L’algorithme PL(G, s)

1. découvre tous les sommets atteignables depuis s et uniquement eux;
2. termine avec Dist[v] = 0(s,v) pour tout v € S ;

3. construit la table 11 de telle sorte que pour tout sommet u # s atteignable depuis s, il
existe un plus court chemin de s a w dans G dont la derniére transition est (II(u), u).
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Preuve : Si un sommet v n’est pas atteignable depuis s, alors d(s,v) = oo, et par la
propriété 14 on a Dist[v] = oo a la fin de 'algorithme. Cela signifie que v n’a jamais été
découvert (aucune affectation Dist[v] et II[v]).

Pour les sommets atteignables, on considere l’ensemble Vj, def {v|d(s,v) =k} pour k € N.
On montre la propriété pour tous les sommets de Vi et pour tout k, par induction sur k.
Notons d’abord, comme cela a déja été souligné, que tout sommet n’est découvert qu’au plus
une fois et que ses valeurs pour Dist et IT ne sont modifiées qu’au plus une fois (en plus de
I'initialisation).
— k =0 : Vj contient uniquement s. Dés initialisation, Dist[s] = 0 et Couleur[s] = gris,
ses valeurs ne seront donc plus modifiées. Il vérifie donc la propriété.
— k+1: Soit v un sommet de V1. Par la propriété 14, on sait que Dist[v] > k 4 1. Soit
x le sommet de Vi t.q. (z,v) € A qui a été le premier extrait de F. Alors & ce moment,
v est encore blanc (sinon v aurait été découvert par un sommet z tel que (1) z ¢ Vi, i.e.
0(s,z) # k, et (2) Dist[z] < k car z aurait été extrait de F' avant les sommets de Vi, et
donc (s, z) < k ce qui contredit §(s,v) = k+ 1) et donc on va correctement instancier
Dist[v] avec k + 1 et le prédécesseur de v par II, x, sera bien dans V.

0
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4 Parcours en profondeur

Ici on considere le parcours d’un graphe orienté.

Idée de l’algorithme. Le parcours en profondeur consiste a choisir, dans ’algorithme
générique 8, le sommet gris découvert le plus récemment. On déroule donc un chemin le plus
loin possible. Les sommets gris vont donc former un chemin dans le graphe : le dernier sommet
est celui dont on explore les successeurs, puis on reviendra au précédent etc.

Les trois couleurs de sommet vont avoir la signification suivante :

— blanc : sommet non encore découvert ;

— gris : sommet découvert mais dont certains descendants n’ont pas encore été découverts ;

— noir : sommet découvert ainsi que tous ses descendants.

Notons qu’ici on parle de descendants (i.e. de sommets accessibles par une ou plusieurs
transitions) du sommet et non de ses successeurs immédiats. Le sens des couleurs est donc
différent de celui utilisé pour le parcours en largeur.

Comme pour le parcours en largeur, on va stocker les arcs ayant permis la découverte de
nouveaux sommets dans une table des prédécesseurs G. Pour le parcours en largeur, cette
table correspondait a une arborescence, mais pour le parcours en profondeur, Gy sera plutot
une forét : un ensemble d’arborescences.

Pour analyser 'algorithme, on va associer une date de coloriage en gris d[u] et une date
de coloriage en noir flu] & tout sommet u. Cette date sera un entier entre 1 et 2 |S| (il y a
bien 2 -|S| opérations de coloriage si I'on omet le coloriage en blanc réalisé a l'initialisation).

Notons que ces dates seront aussi utilisées pour d’autres algorithmes utilisant ’algorithme
de parcours en profondeur (composantes fortement connexes, tri topologique).
On dira aussi que d[u] est la date de début de traitement de u, et flu] la date de fin de
traitement de wu.

On a toujours d[u]| < f[u] et bien sur :

— avant la date d[u], u est en blanc;

— entre d[u] et flu], u est en gris;

— apres la date flu], u est en noir.

On considere d’abord I’algorithme 10 d’exploration PP-Visiter qui parcourt le graphe
—ou plus précisément sa partie non encore visitée— en profondeur depuis un sommet s. Il reste
a ajouter la procédure principale : 'algorithme 11.

Notons que contrairement au parcours en largeur ou l'on s’intéresse aux sommets attei-
gnables depuis une origine s, on souhaite ici visiter tous les sommets du graphe G.
C’est la raison pour laquelle I'algorithme 11 appelle la procédure PP-Visiter sur tous les
sommets (non encore découverts).

La figure 30 représente un exemple d’application du parcours en profondeur ot I'on appelle,
depuis la procédure PP, PP-Visiter(G, qp) puis PP-Visiter(G, ¢2). On indique sur la figure
de droite les arcs de la forét Gy (notés en gras) et les dates d[u] et f[u] pour tout sommet u
(par ex. d[gs] = 3 et flg3] = 6).

Parmi les arcs non retenus dans Gy, on peut distinguer trois catégories :
— les arcs “retour” (marqués “R” sur la figure) sont les arcs (u,v) tels que u est un
descendant de v dans Gy (les boucles en font partie) ;
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Procédure PP-Visiter(G, s)

//G = (S,A)

begin

Couleur[s] := gris;

temps + +;

d[s] := temps;

pour chaque (s,u) € A faire
si Couleur[u] = blanc alors
L ] := s;

PP-Visiter(G,u);

Couleurls] := noir;
temps + +;

f[s] := temps;
end

Algorithme 10 : Procédure de base pour le parcours en profondeur

Procédure PP(G)

//G = (S, A)
begin
pour chaque z € S faire
Couleur[z] := blanc;
| II[z] := nil;
temps := 0;

pour chaque z € S faire
si Couleur|x] = blanc alors
| PP-Visiter(G,z);

end
Algorithme 11 : Procédure de parcours en profondeur

— les arcs “avant” (marqués “A”) sont les arcs (u,v) ne faisant pas partie de Gy et tels
que v est un descendant de u dans Gip ;
— les arc “transverses” (marqués “T”) sont tous les autres. ..

La forét Gy est définie de la maniére suivante : Gip = (S, App) avec A = {(II(v),v) |v €
S AII(v) # nil}. La encore on écrira u —¢, v lorsque v est un descendant de u dans G-

Apres le premier appel (depuis la procédure PP), de PP-Visiter sur le sommet s, Gy est
une arborescence contenant tous les sommets atteignables depuis s. Aprés le second appel
(depuis PP) sur un sommet s’, Gy est un forét contenant deux arborescences (la seconde
contient des arcs qui permettent d’atteindre tous les sommets accessibles depuis s’ dans G
et qui ne I'étaient pas depuis s). Aprés le troisieme appel sur s”, Gy permet d’aller de s” a
n’importe quel sommet accessible depuis s” dans G qui ne ’était pas depuis s ou s, etec.

Complexité. L’initialisation demande un temps en O(|S|). La procédure PP-Visiter est
appelée exactement une fois sur chaque sommet (I’opération est conditionnée par “Couleur[—] =
blanc” et le sommet concerné est immédiatement colorié en gris ensuite, et seule la phase d’ini-
tialisation colorie en blanc). La complexité des boucles “pour chaque (s,u) € A...” de tous
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FIGURE 30 — Exemple de parcours en profondeur.

les appels PP-Visiter est donc en O(]A|). La complexité totale des appels de PP-Visiter
est donc en O(|S| + |A|).
On a donc un algorithme linéaire, i.e. en O(|S| + | A|).

Correction de I’algorithme. Nous allons maintenant établir une série de propriétés sur
les dates d[—] et f[—].

Propriété 16 Pour tous sommets u et v, on a :
— soit les intervalles [d[ul; flu]] et [d[v]; flv]] sont disjoints ;
— soit [dlu]; flu]] est contenu dans [d[v]; flv]] ;
— soit [d[v]; flv]] est contenu dans [d[u]; flu]].

Preuve : Supposons dlu] < d[v]. On découvre donc u avant v. On distingue alors deux

cas :

— d[v] < f[u] : v est découvert alors que u est encore gris, v est donc découvert lors d’un ap-
pel de PP-Visiter sur un des descendants de . Etant donnée la procédure PP-Visiter,
I'exécution de PP-Visiter(G,u) n’est alors pas terminée. Apres la découverte de v
et son coloriage en gris, on va explorer ses successeurs et appeler récursivement la
procédure sur eux, puis colorier v en noir et finalement retourner dans les appels en
amont. . . et alors seulement u pourra étre colorié en noir. Donc f[v] < f[u], on en déduit
dlu] < dv] < flv] < flu].

— d[v] > f[u] : alors on a d[u] < flu] < d[v] et donc dlu] < flu] < d[v] < flv] et les deux
intervalles sont disjoints.

0

A partir des dates, on peut établir un lien dans la forét Gyy :
Propriété 17 Pour tous sommets u et v, on a : u =g v < dul <dv] < fo] < flul.
Preuve : (1) = (2) : soit up = u —¢gy U1 —ay U2-.. =Gy Uk = v le chemin de u

a v dans la forét Gr. Pour tout i = 1,...,k on a u;—1 = I(u;), c’est-a-dire que u; a été
découvert lors de 'exécution de PP-Visiter(G,u;_1), et sa découverte a conduit a 'appel
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récursif de PP-Visiter(G,u;) qui s’est donc terminé avant PP-Visiter(G,u;—1). Et donc
dlui—1] < dfu;] < flu;] < flu;—1], on en déduit : du] < dv] < f[v] < flu].
(2) = (1) : Supposons qu'il existe u et v tels que d[u] < d[v] < flv] < flu] et u AF v
Etant donné u, on choisit le sommet v vérifiant la propriété précédente et minimisant d[v].

Comme wu est gris lors de la découverte de v, celui-ci n’a pas été découvert depuis la
procédure principale PP((G), mais lors de l'exploration des successeurs de u par les appels
imbriqués de PP-Visiter : donc II(v) # nil.

Soit w = II(v). On distingue encore deux cas :

— du] < d[w] : Alors d[u] < d[w] < f[u] (car djw] < d[v] et d[v] < flu]) et donc par la
propriété 16, on a dlu] < d[w] < flw] < flu] et donc u —¢ _ w car v a été choisi pour
minimiser d[—]. Or comme w = II(v), on a bien un chemin de u & v dans Gp. Ce qui
contredit ’hypothese de départ.

— d[w] < d[u] : w est donc découvert avant u. Le traitement de w fait donc des appels
a PP-Visiter(G,w;) pour tous les successeurs immédiats de w (dont v fait partie),
et parmi ces appels il y en a un qui découvre u, puis on découvre v (et l'on fait
II(v) := w). Le traitement de u (i.e. exécution de PP-Visiter(G,u)) est donc terminé
lors de la découverte de v. D’ou d[u] < flu] < d[v] < f[v], ce qui contredit I'hypothese
de départ.

Un tel sommet v n’existe donc pas. ]

On peut aussi revenir sur les notions d’arcs “avant”, d’arcs “retour” et d’arcs “transverse”
en exprimant une propriété sur les dates d et f des sommets concernés :
Propriété 18 Un arc (v,w) est un. ..

1. arc_“avant” ssi djv] < dw] < flw] < flv] ;

2. arc_“retour” ssi diw] < dv] < flv] < flw] ; et

3. arc_“transverse” ssi dlw] < flw] < d[v] < flv].

Preuve : (1) L’arc (v,w) est un arc “avant” ssi w est déja un descendant de v dans G
lorsqu’on examine (v, w) dans PP-Visiter. Par la propriété 17, on en déduit d[v] < d[w] <
flw] < f[v]. La réciproque s’obtient de la méme maniére.

(2) L’arc (v, w) est un arc “retour ssi v est un descendant de w dans Gy lorsqu’on examine
(v,w) dans PP-Visiter. Par la propriété 17, on en déduit djw] < d[v] < flv] < flw]. La
réciproque s’obtient de la méme maniere.

(3) Par la propriété 16, on sait que les dates d et f de v et w sont soit de la forme
d[v] < d[w] < flw] < flv] ou d[w] < d[v] < f[v] < flw] et dans ces deux cas, nous savons par les
deux points précédents qu’ils ne sont pas des arcs transverse, soit de la forme d[v] < f[v] <
dlw] < flw] ou d[w] < flw] < d[v] < flv]. Dans ce dernier cas, on peut exclure le premier
sous-cas (d[v] < f[v] < d[w] < flw]) car si & la date d[v], w est encore banc, alors cela impose
que w soit découvert et traité avant que larc (v, w) ne soit examiné et donc que cet arc soit
un arc avant. .. Il ne reste donc plus que le dernier cas : d{w] < flw] < d[v] < f[v]. Inversement
si on a cette relation sur les dates, I'arc (v, w) ne peut étre ni un arc de Gy, ni un arc “avant”,
ni un arc “retour”. .. 0

On en déduit le lien entre les différents sommets gris a chaque itération de l'algorithme :

Propriété 19 A tout moment de l'algorithme de parcours en profondeur, les sommets gris

forment un chemin relié par des arcs de Grr.
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Preuve : Les sommets gris u; peuvent étre triés par date d[—] croissantes : d[u;]| < d[uz] <
... < d[ug]. Par la propriété 16, on en déduit :

d[ul] < d[UQ] < ... < d[uk] < f[uk] <.. f[UQ] < f[ul]

Et par la propriété 17, on obtient : uy —¢, u2 —¢, --- ¢, Wk Chacune de ces transitions
— Gy est en fait élémentaire (les sommets blancs ne peuvent pas faire partie d’un chemin de
Grr; et les sommets noirs ne sont pas traversés car ils n’ont pas des sommets gris comme
descendants dans Gy). O

A chaque itération de l'algorithme, on est donc dans une situation du type de celle de la
figure 31.

q0

(y) (prochain état & étre découvert)

FIGURE 31 — Structure des sommets gris durant ’algorithme de parcours en profondeur.

On en déduit le théoreme suivant qui est a la base de la correction de ’algorithme de
parcours en profondeur :

Théoréme 2 (du chemin blanc) v est un descendant de u dans G st et seulement si
a la date dlu|, le sommet v était atteignable depuis u par un chemin composé uniquement de
sommets blancs.

Preuve : (1) = (2) : Soit p le chemin u —¢ _v. Donc tout sommet w de p est un
descendant de u dans Gpr et d’apres la propriété 17, on a d[u] < d[w] : tout sommet w est
donc blanc a la date d[u].

(2) = (1) : Supposons que v soit atteignable a la date d[u] par un chemin blanc p depuis
u. Supposons que u /¢ v et considérons un tel sommet v le plus proche possible de u

(sur p).
Tout prédécesseur w de v sur p est un descendant de u dans Gy et donc (propriété 17) on

d[u] < d[w] < flw] < f[u]. Considérons le premier w le long de p tel que (w,v) € A (un tel w
existe car p mene de u a v). Alors v doit étre colorié en gris avant la fin du traitement de w
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car sinon l'arc (w,v) aurait été considéré lors du traitement de w et v serait un descendant
de u dans Gy1. Donc d[v] < flw]. D’apres la propriété 16, il y a deux cas possibles :

— soit [d[v]; flv]] C [d[w]; flw]],

— soit [d[v]; f[v]] précede [d[w]; fw]].
Dans les deux cas, on obtient que [d[v];f[v]] est contenu dans [d[u]; f[u]] et donc, par la pro-
priété 17, on doit avoir u —¢_ v ce qui contredit I'hypothese de départ. O

Exemple 10 Nous allons maintenant considérer un autre exemple de parcours en profon-
deur. La figure 32 décrit un graphe G. Et les figures 33 et 34 donnent deux parcours en
profondeur possibles qui se distinguent par l'ordre d’énumération des arcs dans l’algorithme.
Cela fournit deux foréts de parcours différentes et change le type des autres arcs (“retour”,

“avant”, “transverse”).
m "
—

| Q

c®
aC

FI1GURE 32 — Exemple de graphe pour le parcours en profondeur.
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FI1GURE 33 — Un parcours en profondeur du graphe de la figure 32
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FIGURE 34 — Un parcours en profondeur du graphe de la figure 32
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5 Recherche d’une extension linéaire

Ce probleme de recherche d’une extension linéaire est souvent appelé tri topologique dans
les livres d’algorithmique.
On s’intéresse ici aux graphes orientés acycliques (DAG).

Définition 9 Une extension linéaire d’un graphe orienté acyclique G = (S, A) est un ordre
total < sur les sommets compatible avec A, c’est-a-dire tel que pour tout u et v, on a :
(u,v) €A = u<w.

Dans la mesure ou G est acyclique, la relation —* engendrée par les arcs de A induit un
ordre partiel. Il s’agit donc d’en déduire un ordre total (il y a en général plusieurs solutions
possibles).

Applications. On a besoin d’extension linéaire lorsqu’on fait de 'ordonnancement de taches :
on dispose de contraintes de la forme "7} doit étre traitée avant 1”7, et on cherche une maniere
d’exécuter ces différentes taches dans un ordre “correct”. Par exemple :

1. la peinture des murs doit se faire avant le parquet ;

I’électricité se fait avant la peinture et la préparation des murs;

la plomberie se fait avant la peinture;

la préparation des murs et du plafond est avant la peinture et apres ’électricité ;

la pose des meubles se fait apres la peinture et apres le parquet ;

S

la peinture du plafond se fait avant la peinture des murs;

On peut représenter ces différentes contraintes de précédence sous la forme du graphe de la
figure 35 ou chaque arc (u,v) représente la contrainte “u précede v”.

‘ 

Préparation des Murs

.

Peinture Plafond

Electricité

Plomberie

Peinture Murs

\

FIGURE 35 — Graphe G représentant ’ordre des taches

Pose Meubles

Parquet

Une extension linéaire de G fournit une maniere d’ordonner les différentes taches de
maniere a respecter les contraintes de précédence. Une extension linéaire possible est :

plomberie < électricité < prépa. murs < peinture plafond < peinture murs < parquet < meubles
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Un autre possible est :
électricité < prépa. murs < plomberie < peinture plafond < peinture murs < parquet < meubles

Un autre exemple d’application des extensions linéaires concerne 1’évaluation d’expressions
avec partage de sous-expressions. On peut les représenter sous la forme d’un graphe acyclique
(un arbre avec partage) et en déduire un graphe de précédences. Par exemple, l'expression
(a4 b)(c+2d) 4+ (a + b)(c — ed) peut se représenter sous la forme du graphe de gauche de
la figure 36 et on en déduit le graphe de précédence a droite : il faut d’abord évaluer a pour

évaluer a + b, et a + b avant (a + b)(c + 2d), ete.
d e
/ed

a b
a+b
c+ed c—ed

4 !

(a+b)(c+ed) (a+b)(c—ed)

(a+b)(c+ed)+ (a+b)(c— ed)

FIGURE 36 — Une expression et son graphe de précédence

Algorithme de recherche d’extension linéaire. L’algorithme suivant, appelé Recherche-ExLin
dans la suite, permet de trouver une extension linéaire d’un graphe G acyclique :
— Utiliser 'algorithme de parcours en profondeur PP(G)
— Empiler dans une pile P chaque sommet lorsqu’il est colorié en noir.
A la fin de I'algorithme, la pile P contient tous les sommets dans ’ordre croissant : le sommet
de pile est le sommet minimal pour 'ordre < construit.
Une autre maniere, équivalente, consiste a appeler la procédure de parcours en profondeur
et d’utiliser les dates f[—] dans I'ordre inverse.

La complexité de 'algorithme Recherche-ExLin est donc en O(|S| + |A]).

Une exécution de 'algorithme sur ’exemple précédent pourrait donner les résultats décrits
a la figure 37 (les dates f|—] sont notées en gras).

Avant de considérer la correction de ’algorithme, nous allons d’abord établir une propriété
sur les graphes acycliques lors d’un parcours en profondeur :

Propriété 20 Soit G un graphe orienté. G est acyclique st et seulement si l'algorithme

de parcours en profondeur PP ne trouve aucun arc retour?.

2. Voir la définition page 41.
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(17—18) (1-10) (11—16) (19—22) (23—24)

Ordre induit par les f[—] :
e<d<ed<a<c<c—ed<ct+ed<...
<b<a+b<(a+b)(c—ed) <(a+b)(ct+ed) <...
ed (20-21) < (a+b)(c—ed)(a+Db)(c+ed)

2-9) a+bd

/.

(12-13) (14-15)
c+ed c—ed
(3-6) 4 ' (7-8)
(a+b)(c+ed) (a+b)(c—ed)

S

(a+b)(c+ed)+ (a+b)(c— ed)
(4-5)

FIGURE 37 — Apres le calcul des dates d[—] et f[—]

Preuve : (1) = (2) : Si (u,v) est un arc retour, alors u est découvert alors que v est
toujours en gris. Il y a donc un chemin de sommets gris entre u et v et 'arc (u,v) permet de
former un cycle.

(2) = (1) : Supposons qu'il existe un cycle p dans G. Soit v le premier sommet de p découvert
par lalgorithme PP. Soit (u,v) € A larc de p arrivant en v. Alors a la découverte de v, tous
les sommets de p sont blancs, et donc par le théoréme du chemin blanc, v est un descendant
de v dans Gy et donc (u,v) sera considéré comme un arc retour. O

On va utiliser ce résultat dans la preuve du théoreme suivant :

Théoréme 3 (Correction de ’algorithme de recherche d’extension linéaire) Soit G
un graphe orienté acyclique. ’algorithme Recherche-EzLin donne une extension linéaire de

G

Preuve : Il suffit de montrer que pour tout sommet u et v, on a (u,v) € A = flu] > f[v].
Soit (u,v) € A. Dans l'algorithme Recherche-ExLin, lorsque (u,v) est étudiée, v ne peut
pas étre gris car alors ce serait un arc retour et G aurait un cycle, donc v est soit blanc (et v
sera un descendant de u et donc f[v] < f[u]) soit noir (et donc flv] < f[u]) : dans les deux cas,
on vérifie la propriété voulue pour les dates f[—|. O
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6 Recherche des composantes fortement connexes x x

Comme nous 'avons défini dans la section 1.1, une composante fortement connexe (CFC)
C d’un graphe orienté G est un sous-ensemble mazimal® de sommets de G tel que si u et v
appartiennent a C, alors u —7 v et v =7 u. Cela signifie qu’il existe un chemin pour aller
de u & v et un autre pour aller de v a u. Ainsi par exemple, tout cycle dans G contient des
sommets appartenant a une méme composante fortement connexe.

Ici nous allons décrire 1'algorithme de Tarjan (SIAM Journal of Computing, Vol. 1, No.
2, June 1972) pour calculer toutes les composantes fortement connexes d’un graphe. Cet

algorithme se base sur I'algorithme de parcours en profondeur et notamment sur le calcul des
dates d calculées dans ce parcours.

Exemple 11 Dans toute cette partie, nous allons suivre 'exemple du graphe G de la figure 32
et de son parcours en profondeur décrit a la figure 33. Ce graphe est rappelé a la figure 38
ot les CFC Cy,..., C; sont indiquées, et la forét de parcours avec les dates d[—] et f]—]
correspondantes est décrite a la figure 39.

FIGURE 38 — Le graphe exemple pour la section 6.

Nous allons considérer un graphe orienté G = (S, A) et une forét Gy obtenue par 1'algo-
rithme de parcours en profondeur. Dans la suite, on notera v —7, v pour dire qu’il existe un
chemin entre u et v dans G, et u —¢_ v pour dire qu’il existe un chemin de v & v dans la
forét Grr. Nous utiliserons aussi la notation u <+¢, v pour signifier qu’il existe un chemin de u

3. au sens ou il n’est pas possible d’étendre ce sous-ensemble sans perdre la propriété u —¢5 v et v =& u
Yu,v € C.
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FIGURE 39 — La forét de parcours de G

a v et un chemin de v & u dans G (c’est-a-dire lorsque 'on a : u =& v et v =7, u). Bien siir
on a : u 4+ v ssi u et v sont dans la méme CFC de G.

Dans la forét de parcours Gy, les sommets d’'une méme CFC C n’apparaissent pas n’im-
porte comment : d’une part, ils ont des (au moins un) ancétres communs dans Gy et d’autre
part, parmi ces ancétres, celui qui une date d[—] maximale appartient méme & C. Nous avons
ainsi la propriété suivante :

Propriété 21 Soient v,w € S tels que v <3¢ w,

1. alors v et w ont un ancétre commun dans Gr ; et
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2. soit u le sommet tel que (1) u =g, v, (2) u =g, w et (3) du] est mazimal, alors on
a:veGuetusrsw.

Preuve :

(1) Soit C la composante fortement connexe de v et w. Soit u¢ le premier sommet de C
découvert lors du parcours en profondeur (c’est-a-dire ayant le d[—] minimal). Alors a la date
d[uc], il existe un chemin blanc allant de u¢ a tout sommet de C (ce chemin n’utilise que des
sommets de C). Donc en particulier il y a un chemin blanc de u¢ & v et de u¢ & w. Dans les
deux cas, on en déduit que u¢ —>*GH v et ue —>*GH w (grace au théoréme du chemin blanc).
On obtient donc le premier point de la propriété.

(2) Considérons le sommet u tel que u =g v et u =g w et dfu] est maximal (NB :
grace au premier point prouvé ci-dessus, on sait qu’il existe au moins un ancétre commun a
v et w dans Gy et donc un tel sommet u existe).

Nous avons bien str que u —¢ v et u =% w (cela découle directement des hypotheses
u =g, vetu—g w). Il faut donc montrer 'autre direction.

Comme d[u] est maximale, on sait aussi que d[u] > d[uc]. Toujours avec le théoréme du
chemin blanc, on obtient wu¢ —>*GH u et donc :

U =Gy U =Gy U et Ue =G, U =Gy, W

Comme on sait que uc¢ est un élément de C, on sait aussi que v =7 uc et w —¢ uc. Cela
nous donne un chemin de v =7 uc = u et w —¢ uc —¢ u. On a donc bien la propriété
recherchée. O

La propriété précédente permet de préciser un peu plus la structure de la forét de parcours
G11. En fait, dans Gy, les sommets d’'une CFC C forment un sous-arbre : il sont bien reliés les
uns aux autres. On va appeler la racine de cet arbre, la racine de C et on la notera uc dans la
suite. On a donc une forét du type décrit a la figure 40. En effet, on a le corollaire suivant :

Ms

/

FIGURE 40 — Place des sommets des CFC dans la forét Gpy.

Corollaire 1 Soit C une composante fortement connexe de G. Alors larborescence G res-
treinte auz sommets de C, notée Gryc, est un arbre (couvrant) de C.
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Preuve : Ce corollaire découle directement de la preuve du premier point de la propriété
précédente : lorsqu’on découvre le premier sommet uc de C tous les autres sommets z de C
sont reliés par des chemins blancs et seront donc des descendants de uc dans Gyp. De plus,
tous les sommets intermédiaires sur le chemin u¢ —>6H x sont aussi dans C car z —; uc.
Gy est donc un arbre (contenant tous les commets de C). 0

L’idée de l'algorithme de Tarjan est de calculer un coefficient r[z] pour chaque sommet
x € S a partir des coefficients d[—| de maniére & ce que pour tout sommet x, on a r[z] = d[z]
si et seulement si z a été le premier sommet de sa CFC a étre découvert dans le parcours en
profondeur. De ce fait, les coefficients r[—] vous nous permettre de trouver les racines des CFC
dans la forét Gyr. Et a partir de ces racines, il sera possible de trouver les autres sommets de
ces CFC.

Nous allons maintenant étudier en détail I’algorithme de Tarjan : d’une part, nous allons
présenter la définition des coefficients r[—] et leurs propriétés, et d’autre part l’algorithme
pour calculer ces coefficients et les différentes CFC.

6.1 La définition des coefficients r(—)

Dans la suite on suppose disposer des coefficients d et de la forét Gy obtenus par un
parcours en profondeur sur G.
Pour tout sommet x € S, on définit le coefficient r[z] de la maniére suivante :

rla] < min ({dfa]}Ufd ] | (12 5, — wAR2)3u € S 5, 2hu 5, wAR)u &F w})

Expliquons cette définition. . . r[z] est le minimum entre la date de découverte de x et les dates
de découverte des sommets w qui :

1. sont accessibles depuis « par un chemin de Gy prolongé par un arc “retour” ou un arc
“transverse” (c’est la condition 1), et tels que

2. x et w ont un ancétre commun dans Gpy, et
3. u et w sont dans la méme composante fortement connexe de G.

La figure 41 illustre la situation des sommets w mentionnés dans la définition de r[z].

‘M
v‘ E -
X x G :
C"n S

"R

FIGURE 41 — Description des sommets w dans la définition de r(z).

Une conséquence de cette définition est que le sommets w, le sommet u et le sommet x
sont tous dans la méme CFC C du graphe G. On peut reformuler la définition de r[z] en disant
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que c’est le minimum entre d[z] et les d[w] tel que w est un sommet de la CFC de x accessible

/

. . T/R PP P
depuis x par un chemin de la forme x —>*GH—> w. Les deux définitions sont équivalentes

(‘ exercice : pourquoi ? ‘) mais la premiere formulation correspond plus directement au calcul
fait par algorithme.

Exemple 12 La figure 42 présente la forét de parcours de la figure 39 complétée avec le
calcul des coefficients r[—] pour tous les sommets ainsi que les arcs “retour” ou “transverse”
utilisés pour les obtenir.

-

| A-2L . 23-2%
Lar
< |
- l I
v ey
(49) 211 Gs) -2
g
/
/ N
K / v
[} ’/ %—ZD (U)-’ZE

E] . coeffiuent ¢ du etud,

FIGURE 42 — Exemple de calcul des coefficients r(x).

Puisque w, u et x sont dans la méme CFC, on peut déduire la propriété suivante sur la
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valeur r[x] :

Propriété 22 Pour tout sommet x d’une composante fortement connexe C de racine uc, on
a:duc] < rfz] < dz]

Preuve : Par définition, on sait que u¢ est le premier sommet de C a étre découvert et donc
d[uc] est inférieure a toutes les djw] pour w € C. Comme la valeur de r[x] ne dépend que de
la valeur d[—] de certains sommets de C, on a bien le résultat. O

On peut aussi remarquer que si le coefficient r[x] correspond a un certain d[w| avec un

. . . ¥ X X T/R
sommet w accessible depuis x par le chemin = —¢_ y1 =G, Y2+ =G, Yk —— w alors
pour tous les sommets intermédiaires y;, on a : r[y;] = r[z] = dw].

On peut a présent énoncer la propriété clé sur la valeur des coefficients r[—]. Lorsque x
est la racine de sa CFC, la valeur de r[z] est d[x]. Mais quand x n’est pas la racine de C, les

chemins —>*GH£> permettent d’atteindre des sommets w ayant un dw] inférieur a dlz] (et
donc r[z] sera bien différent de d[z]) car il existe toujours un chemin de G qui “remonte” &
uc a partir de z (car uc et x sont dans la méme CFC) et on peut trouver un chemin de ce
genre qui commence par un préfixe dans Gy suivi d’un arc “retour” ou “transverse” menant
a un sommet de C ayant une date de découverte inférieure a d[z]. Cette idée est précisée dans
la preuve de la propriété ci-dessous :

Propriété 23 Un sommet x est la racine d’une composante fortement connexe st et seule-
ment si r(z) = dlz].

Preuve : (1) = (2) : Conséquence directe de la propriété 22.

(2) = (1) : Supposons que x n’est pas la racine de C. Montrons que r[z] < d[z].

Soit uc la racine de C. On a donc : dluc] < d[z] et uc <3¢ x. A la découverte de uc, tous
les sommets de C sont blancs : il y a donc un chemin blanc reliant u¢ & x. On a donc (Th. du
chemin blanc) : uc —¢,, .

Maintenant considérons un chemin p de = & uc dans (G. Ce chemin utilise des arcs de
G et des arcs “retour”, “avant” ou “transverse”. On sait que ce chemin ne peut pas étre
uniquement constitué d’arcs de Gy car sinon, nous aurions un cycle de z a x dans Gy (car on
auc =gy x) :il y a donc au moins un arc qui n’est pas dans Gy et nous savons méme qu’il y
a toujours au moins un arc “retour” ou un arc “transverse” qui permet d’atteindre un sommet
z inatteignable avec les seuls arcs de G (NB : tout arc “avant” est facilement remplagable
par une séquence d’arcs de Gfr). Soit (y, z) le premier arc “retour” ou “transverse” de p de
ce type. On peut donc supposer que p a la forme suivante :

p: x—)ényﬂ}—%%z—%;uc
c’est-a-dire une suite d’arcs de Gyp, suivie d’un arc “retour” ou “transverse”, puis une suite
d’arcs de G. D’apres la définition de r[z], on sait que r[z] < d[z]. Or a la date d[z], z ne
pouvait pas étre blanc car sinon il y aurait eu un chemin blanc de x a z et donc on aurait

T —¢,, # ce qui est exclu par notre hypothése sur le choix de (y, 2). Donc d[z] < d[z]. On en
déduit r[z] < d[z]. O
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6.2

L’algorithme de calcul des coefficients r(—)

Dans cette section, nous allons présenter 1'algorithme de Tarjan et prouver que celui-ci
calcule bien les coefficients r[—] et les composantes fortement connexes. L’algorithme de Tarjan
est décrit par les algorithmes 12 et 13. Cet algorithme utilise une structure identique a celle
du parcours en profondeur. Dans la suite, nous continuerons de parler de la forét G méme si
nous ne la calculons pas explicitement : cette forét correspond a la maniére dont les sommets
sont découverts et les arcs énumérés dans les différentes boucles.

Les nouvelles variables utilisées sont :

nbcfc : pour compter le nombre de CFC trouvées ;

NumCFC[—] : un tableau donnant pour chaque sommet le numéro de sa CFC;
ra[—] : un tableau pour stocker les coefficients r;

P est une pile pour stocker des sommets de G.

Procédure Tarjan-CFC(G)
temps := 0;

nbcfc := 0;

P :=Pile vide;

pour chaque x € S faire
L Couleur[z] := blanc;

NumCFClz] := undef;

pour chaque x € S faire
| si Couleur|z] = blanc alors CFC(x);

retourner NumCF([]

Algorithme 12 : Algorithme de Tarjan pour un graphe G = (S, A)

L’algorithme calcule des coefficients r4[—] et nous allons montrer qu’ils correspondent bien
aux coefficients r[—| définis a la section précédente. Le calcul des coefficients r4[—] se fait de
la maniere suivante :

la pile P va contenir les sommets dont la racine de leur CFC est encore grise (on explore
encore ses descendants) : tous ces sommets ont donc des ancétres communs dans Gry.
Un sommet n’est extrait de P que lorsque sa racine va étre colorié en noir et que les
instructions 14-18 de la procédure CFC sont exécutées.

I'instruction 8 va permettre de faire "remonter” les valeurs de r4[y] a son pére x dans
Gy (comme nous 'avons mentionné précédemment, les sommets intermédiaires sur les

T/R

chemins z —7 —— w utilisés dans la définition de r[z], ont des r[—] supérieurs ou
égaux a x).

le test de la ligne 10 caractérise bien les arcs (x,y) de type "retour” ou ”transverse”
menant a des sommets y ayant des ancétres communs avec x dans Gy et appartenant
a la méme CFC. En effet, on sait que ce n’est pas un arc de Gpy (car y n’est pas blanc)
ni un arc "avant” (d[y] < d[z]). De plus, puisque z et y sont encore dans P, ils ont des
ancétres communs dans Grpy.

Enfin on peut voir que z et y sont bien dans la méme CFC. C’est direct si (z,y) est un
arc "retour”. Dans le cas d’un arc ”transverse”, on considere u, la racine de la CFC de
x et uy celle de y. Ces deux racines sont encore grises (car « et y sont encore dans P) :
on a donc soit uy —g . Uy, SOit uy —¢  ug. Dans tous les cas (illustrés a la figure 43),
on en déduit qu’il s’agit de la méme CFC.
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Procédure CFC(x)

temps++; d[z] := temps; Couleur[z] := gris;
ralz] = d[z];

PEmpiler(z);

pour chaque (z,y) € A faire

si Couleurly] = blanc alors
CFO(y):

rala] = min(rafa], raly));
sinon

si dly] < dz] A y € P alors
| rale] = min(ralz], dly);

© 00 N O Ok W N -

[
= o

12 temps++; flz] := temps; Couleur[z] := noir;

13 si ry[z] = d[z] alors

14 nbcfc + +;

15 tant que P # ) A d[P.Tete()] > d[z] faire
16 y := P.Tete();

17 P.Depiler();

18 NumCFCly| := nbcfc;

n

Algorithme 13 : Procédure CFC avec x un sommet de G = (S, A)

tMI‘? 0.
X\ , 92 "
/ \f"’ -
.x' =3 —=—p-lu
- X9, 4y ok aly mewe CFC - idﬂﬂl

FIGURE 43 — Pourquoi z et y sont dans la méme CFC.

Un point clé de la correction va consister & montrer que chaque coefficient r4[z] est bien
égal a r[z], c’est-a~dire que lalgorithme calcule correctement ces coefficients.
Le théoréme suivant énonce la correction de l’algorithme :

Théoreme 4 L’algorithme de Tarjan, vérifie les propriétés suivantes :
1. a la date flz], on a : ralz] = rlz],

2. a la fin du traitement CFC(uc), tous les sommets y de C sont retirés de la pile P et

vérifient : NumCFCly] = NumCFCluc],
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3. a la fin de Tarjan-CFC(G), chaque CFC a re¢u un numéro différent : pour deur CFC
distinctes C et C', on a NumCFCluc] # NumCFCluc].

Preuve : La preuve se fait par induction sur les dates f[x].

e Cas de base : on considere le sommet x ayant le plus petit flx]. C’est donc le premier
sommet a étre colorié en noir par CFC. Soit C la CFC de z. On distingue deux cas :

— z est la racine de C (qui est donc réduite au seul sommet z) : On va montrer que
ralxz] = r[z] et donc ry[z] = d[z]. Comme x est le premier sommet & étre colorié en noir,
c’est une feuille de la forét Gy : pour tous les arcs (x,y) € A, on avait Couleur[y] # blanc
a la date d|z].

Pour s’assurer que ra[x] = d[z], il faut vérifier que I'instruction 11 n’est jamais exécutée,

c’est a dire qu'il n’existe pas (z,y) € A tel que d[y] < d[x] et y € P ala date d[z]. Notons

d’abord que y est forcément gris car x est le premier a devenir noir donc un tel arc (z,y)

serait un arc “retour” ce qui contredit le fait que C ne contient que z. Donc un tel arc

n’existe pas et ra[x] n’est jamais modifié aprés son initialisation avec d[z]. Donc r4|x]
est correct.

De plus, apres son coloriage en noir, = sera bien dépilé de P (car le test de la ligne 13

sera vrai) et c’est le seul sommet & étre retiré de P car le suivant aura un d[—| forcément

inférieur a d[z] (car découvert avant z). De plus, un nouveau numéro sera choisi pour
numéroter la CFC C = {z}. Les propriétés sont donc vérifiées.

— x n’est pas la racine de C : Soit u¢ la racine de C. Il s’agit maintenant de montrer
rafz] = r[z] < d[z]. La encore, x n’a aucun successeur dans Gp. Par contre, il existe un
chemin x —7% uc¢ dont le premier arc (z,y) est forcément un arc retour (y est dans P et
il est gris car seul x est noir) et donc d[y] < d[z] et I'instruction 11 sera donc exécutée
pour cet arc et modifiera la valeur de rq[z]. Et finalement, & la date f[z], x sera laissé
dans P.

e Cas général. Soit z € S appartenant a une CFC C. Par hypothese d’induction, on sait
que tous les sommets ayant un f[—| inférieur a f[z] ont été correctement traité. La encore, on
distingue deux cas :

— x est la racine de C : Cela signifie que tous les autres sommets de C ont déja été traités
(ils sont des descendants de = dans Grr) et coloriés en noir, et ont donc regu un ra[—|
correct (et donc supérieur ou égal a d[x], voir la prop. 22) et sont encore dans P. Cela
implique que les mises a jour de ry[z] via I'instruction 8 ne changeront pas la valeur
initiale de ry[x]. Il reste & s’assurer que l'instruction 11 ne sera pas exécutée et donc
que r4[z] restera avec sa valeur initiale (d[z]).

Considérons un arc (x,y) € A tel que Couleur[y] # blanc lors de l'examen de 'arc

(instruction 6), dy] < d[z] et y € P. Il y a deux cas :

—dly] < d[z] < flz] < fly] : Parc (x,y) est alors un arc “retour” ce qui contredit
I’hypothése “x racine de C”.

— dly] < fly] < d[z] < flz] : alors (x,y) est un arc “transverse” et y appartient a une
CFC C' # C. Le sommet y a donc été colorié en noir avant x et c’est aussi le cas de
certains de ses prédécesseurs dans Gy, par exemple la racine de C' (car sinon cela
signifierait que ugr est toujours gris 46 dettc Whadétse ddnsterhian()y) permettrait

ne peut pas étge Yhdle un cycle : ues =6y T =Y —G uer et done C = C' et z ne serait pas une
racine. .. ). Donc uer est déja en noir en d[z] et donc, par hypothése d’induction, les
sommets de C’ ont été ggtirés de la pile en fluc
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On en conclut que ry[x] = r[z] = d[z]. Et apres le coloriage en noir de x, on franchira
donc le test de la ligne 13 et on dépilera P jusqu’a trouver x. Avant d’arriver & x on
trouvera tous les successeurs de x dans Gy a 'exception de ceux appartenant a d’autres
CFC que C qui par hypothese d’induction ont été retirés de P. Il y a donc bien en téte
de pile, tous les sommets de C et seulement eux (jusqu'a x). Ils se verront tous attribuer
un méme numéro de CFC.

— x n'est pas la racine de C : Soit uc cette racine. On va montrer ryfz] = rlz] < d[z].
sz s 2 fo e . T/R
Considérons le sommet w utilisé pour la définition de r[z] et soit p: @ =7 2 % w

le chemin menant de x & w. Supposons = # z, alors c¢’est par U'instruction 8, que r4[x]

sera mise & jour car tous les sommets entre x et z le long de p auront un r[—| égal a

d[w] or par hypotheése d’induction, on sait que le calcul du ra[—] pour ces sommets est

correct. .. Maintenant supposons z = z (il n’y a pas de transition de G dans p) alors

ralz] sera bien mis & jour avec d[w] grace a 'instruction 11 lors de I'examen de l'arc

(z,w) car on aura bien : dw] < d[z] car c’est un arc “retour” ou “transverse” et w € P

car par définition de r, w est dans C et comme u¢ n’a pas encore été traitée, on a bien

w € P par h.i.

Donc ry4[x] prendra bien en compte d[w]. De plus, le calcul de r4[z] ne prendra pas en

compte de “mauvais” sommets. En effet, I'instruction 8 ne prend en compte que des

descendants y de z dans Gy et donc on a fly] < f[z] et donc rafy] = r[y] par h.i. Et

I'instruction 11 est conditionnée par le test de la ligne 10 qui impose dly] < d[x] et

y € P,ily adeux cas :

— soit d[y] < d[z] < f[z] < f[y] : (x,y) est un arc “retour” et donc x et y sont dans la
méme CFC et il faut bien prendre en compte d[y] dans le calcul de r4[z].

— soit dly] < fly] < d[z] < flz] : (x,y) est un arc “transverse”. Mais ici la condition
y € P assure que la racine de la CFC C’ contenant y n’a pas encore été traitée et est
donc encore en gris, il y a donc un chemin entre ues et x dans Gy et 'arc (x,y) suivi
du chemin de G reliant y & uer est un cycle. ..z et y sont dans la méme CFC et il
faut bien prendre en compte d[y] dans le calcul de ry[z].

Le calcul de ra[z] est donc correct. Et le test de la ligne 13 ne sera donc pas vrai et

ne sera pas dépilé.

O

Complexité de ’algorithme. L’algorithme de Tarjan est en O(|S|+|A]|). Notons que cela
repose sur le fait que chaque sommet ne sera ajouté qu’une seule fois et donc dépilé qu’une
seule fois : le cout total de I'exécution des instructions 15-18 sera donc en O(]S|) pour tous
les appels de la procédure. A noter aussi que les tests “y € P” peuvent étre faits en temps
constant si on utilise un tableau de booléens pour garder cette information. L’algorithme est
donc linéaire dans la taille du graphe G.
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7 Arbres couvrants minimaux

Ici on s’intéresse a la recherche d’arbres couvrants minimauxr pour des graphes non-
orientés, valués et connexes.

Soit G = (S, A, w) un graphe non-orienté valué (w : A — R). On suppose que G est
connexe (voir section 1.2). On définit les deux notions suivantes :

— un arbre couvrant (S, A’) de G est un graphe connexe et acyclique.

— un arbre couvrant (S, A’) est dit minimal lorsque 1’ensemble des arétes A’ minimise la
def

= Z($7y)eA’w(x’y)'

Rechercher un arbre couvrant minimal (ACM) revient donc a chercher un moyen de relier
tous les sommets de G avec un cott total (selon w) minimal. Si S désigne un ensemble de
villes, A des routes et la fonction w des distances, alors un arbre couvrant minimal de G
représente le réseau routier de longueur totale minimale qui permet de connecter toutes les
villes ensemble.

La figure 44 présente un exemple de graphe non-orienté, valué et connexe ainsi que qu’un
arbre couvrant minimal (dont les arétes sont en gras).

somme w(A”)

FIGURE 44 — Exemple d’arbre couvrant minimal.

Propriété 24 (Existence d’un ACM) Tout graphe non-orienté, valué et connexe admet
un ou plusieurs ACM.

Preuve : Tout graphe connexe admet des arbres couvrants (et chacun de ces arbres

contient |S| —1 arétes). Le nombre d’arbres couvrant est fini et il en existe donc au moins un

def

qui minimise w(A") = X yeaw(z,y). O

Un ACM de G se définit par un sous-ensemble d’arétes de A (de taille |[S| —1). Il y a
deux algorithmes classiques (et tres efficaces) pour faire cela : lalgorithme de Kruskal et
I’algorithme de Prim. Ce sont deux algorithmes “gloutons” basés sur une idée similaire :

Idée des deux algorithmes : on construit pas & pas un ensemble d’arétes A’ C A qui
est un sous-ensemble d’un ACM pour G. Au début de 'algorithme, A’ est vide. Ensuite, a
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chaque étape, on doit décider comment choisir une nouvelle aréte (u,v) telle que A" U {(u,v)}
est toujours un sous-ensemble d’un ACM pour G (on dit alors que (u,v) est compatible avec
A.

Les deux algorithmes se distinguent sur la maniere de choisir la nouvelle aréte compatible
a ajouter a A’

L’algorithme 14 présente un algorithme générique pour la recherche d’ACM.

Procédure Recherche-ACM(G)
//G = (S,A,w) : un graphe non-orienté, valué et connexe.
begin

A =10

tant que A’ n’est pas un arbre couvrant faire

Choisir (u,v) € A t.q. (u,v) est compatible avec A’
L A= AU {(u,v)}

retourner A’
end
Algorithme 14 : algorithme générique de recherche d’un arbre couvrant minimal

Un tel algorithme est correct car : la propriété “A’ est un sous-ensemble d’'un ACM” est
vraie au début de l'algorithme et elle est maintenue a chaque étape. Apres la |S| — 1-eéme
étape, A’ est un arbre couvrant et c’est un ACM (et donc l'algorithme termine).

Tout le probléeme réside dans la maniére de trouver des arétes (u,v) compatibles. . .

Une partition de G = (5, A,w) est une partition (S51,S52) de S, c’est-a-dire deux sous-
ensembles de S tels que : S;USy = S et S1NSy =0 (on a bien str Sy = S\S7). Etant donnée
une partition (S1,S2) de G, on introduit les définitions suivantes :

— une aréte (u,v) traverse la partition (S7,S52) ssionau € S;Av € Syouu € SoAv €Sy

(on dit que (u,v) est une aréte traversante de (S1,52));

~ (S1,52) respecte A’ C A ssi aucune aréte de A’ ne traverse (S1,.592);

— une aréte traversante est dite minimale si elle est de poids minimal parmi les arétes

traversantes.

On a le théoreme suivant :

Théoréme 5 Etant donnés :
- G = (8, A,w) un graphe non-orienté, valué et conneze,
— A" C A tel qu’il existe un ACM de G contenant A’,
~ (51, S2) une partition qui respecte A', et
— (u,v) une aréte traversante minimale de (S1,S2),
alors (u,v) est compatible avec A" (i.e. il existe un ACM contenant A" U {(u,v)}).

Preuve : Soit T C A un ACM contenant A’ : A" C T. Si T contient (u,v), on a le résultat.
Supposons que (u,v) € T. Supposons u € S1 et v € Sy (NB : (u,v) est traversante).

Comme T est un ACM, il est connexe : il existe donc un chemin p allant de u a v. Comme
u et v ne sont pas dans le méme S;, le long de p, il existe au moins une aréte (x,y) € T
traversante pour (S1,.52). Supposons x € S; et y € So. Le chemin p peut donc se décomposer
de la maniere suivante : u —,; T — Y —p, V.

L’aréte (z,y) n’appartient pas a A’ car (S1,S2) respecte A’. Soit T" = (T\{(z,y)}) U
{(u,v)}. Clairement A" U {(u,v)} CT".

Nous allons montrer que 7" est aussi un ACM de G :
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— T’ est un arbre couvrant : étant donnés deux sommets z,t € S, considérons le chemin
7 entre z et t dans T'. Supposons que (x,y) appartienne & 7 (sinon 7 est un chemin de
T"). Alors on peut décomposer le chemin de la maniére suivante : z =, © — y —p, t.
Alors il suffit de remplacer la transition & — y par le chemin de x —,, u (dans T') suivi
de l'aréte (u,v) puis le chemin v —,, y. On obtient donc un chemin (éventuellement
non simple) entre z et ¢ dans 7”, T” est donc connexe. Et c¢’est bien un arbre car il ne
contient que |S| — 1 arétes tout en étant connexe. Donc T” est un arbre couvrant.
— T a un poids minimal : en effet w(T") = w(T) —w(x,y) + w(u,v). Or w(u,v) < w(z,y)
car (u,v) est un arc traversant minimal. Et donc w(T") < w(T).
(u,v) est donc bien compatible avec A’. O

Les algorithmes de recherche d’ACM sont basés sur le théoréme précédent pour choisir
les arétes compatibles. A chaque itération de l'algorithme, ’ensemble A’ décrit a une forét
(un ensemble d’arbres) sur S, il induit donc une partition (Ci,...,C)) ou chaque C; cor-
respond aux sommets d'un arbre de la forét (i.e. une composante connexe de (S, A’)). Une
aréte traversante relie alors des sommets de deux arbres différents. .. Notons qu’au début de
lalgorithme, A’ est vide et donc c’est une forét de feuilles : chaque sommet est isolé des autres
et constitue a lui seul un arbre.

Les deux algorithmes se différencient comme ceci :

— Kruskal : & chaque itération A’ correspond & un ensemble d’arbres, I’algorithme choisit

alors une aréte de poids minimal qui relie deux arbres différents.

— Prim : A’ correspond & un arbre et un ensemble de sommets isolés. A chaque itération,

I’algorithme choisit une aréte de poids minimal qui relie 'arbre en cours de construction
a un sommet isolé.

7.1 Algorithme de Kruskal

Deux caractéristiques :

— A’ décrit une forét,

— une aréte compatible est une aréte de poids minimale reliant deux arbres de la forét.

Pour cet algorithme, on a besoin de tester si deux sommets sont dans le méme arbre de

A’ et de mettre & jour ces informations au fur et & mesure de la construction de A’. Il faut
donc disposer d’'un type de données manipulant des partitions et permettant les fonctions
suivantes :

— tester si deux sommets sont dans le méme sous-ensemble. pour cela on va utiliser une
fonction Représentant-Ens(s) qui associe a un élément s un représentant canonique de
I’ensemble de la partition contenant s.

(ainsi deux sommets x et y seront dans le méme arbre ssi Représentant-Ens(z) =
Représentant-Ens(y)).

— fusionner deux sous-ensembles. Pour cela on va utiliser une fonction Fusion(si, s2) qui
fusionne les deux ensembles contenant s; et ss.

Il faut aussi ajouter un constructeur CréerEnsemble(s) pour créer un singleton contenant s. Ces
fonctions correspondent a celles des “Union-Find”, une structure de données particulierement
efficaces pour réaliser ces différentes opérations (voir ci-dessous).

L’algorithme 15 décrit 'algorithme de Kruskal en utilisant les fonctions ci-dessus.
L’algorithme est correct car il choisit bien une aréte compatible : il suffit d’appliquer le
théoreme 5 avec la partition (Cj, S\ U,.; Cj).
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Procédure Recherche-ACM-Kruskal(QG)
//G = (S,A,w) : un graphe non-orienté, valué et connexe.
begin
A =10
pour chaque s € S faire
| CréerEnsemble(s)
Trier A par poids w(u,v) croissant
pour chaque (z,y) € A faire
//0n énumére les arétes dans 1’ordre du tri...
si Représentant-Ens(x) # Représentant-Ens(y) alors
A=A U{(z,y)}
L Fusion(z, y)

return A’
end

Algorithme 15 : algorithme de Kruskal

La complexité de l'algorithme est en O(|A| -log(|A|) + F(]S], |A|)) ou le premier terme

correspond au tri des arétes et le second correspond au coiit de la boucle principale : F'(|S], |A])
désigne le coiit de tous les appels aux fonctions sur les partitions (Représentant-Ens et Fusion).

Plus précisément, on sait qu’il y aura |S| —1 arétes ajoutées dans A’. Il y aura donc |S|—1
appels & Fusion(—, —) et au pire 2 - |A| appels a Représentant-Ens(—).

Si Pon utilise une structure “Union-Find” , on dispose d’opérations particulierement ef-
ficaces : le cotit total de m opérations (Représentant-Ens, Fusion et CréerEnsemble) dont n
opérations CréerEnsemble a une complexité en O(m - a(m,n)) o a(m,n) est une fonction
réciproque de la fonction d’Ackermann, a(m,n) croit de fagon extrémement lente et elle est
par exemple, majorée par log(|A]).

On a donc une complexité totale en O(|A| - log(|A|)) car on a |A| > |S| —1 (NB : G est
connexe).

La figure 45 présente I’ensemble A’ apres la deuxieme et la quatrieme étape de I’algorithme
de Kruskal exécuté sur le graphe de la figure 44.

FIGURE 45 — Apres les étapes 2 et 4 de 'algorithme de Kruskal.
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7.2 Algorithme de Prim

Trois caractéristiques :

— on part d’'un sommet donné;

— & chaque étape de ’algorithme, A’ décrit un arbre entouré de sommets isolés ;

— une aréte compatible est une aréte de poids minimale reliant I’arbre & un sommet isolé.

Pour cet algorithme, on a besoin de trouver le sommet isolé le plus proche de ’arbre en
cours de construction. Pour cela, on va utiliser une sorte de file de priorité pour stocker les
sommets qui ne sont pas dans encore dans ’arbre. La priorité k¥ d’un sommet de la file
correspondra a sa distance “élémentaire” (c’est-a-dire par une seule aréte) par
rapport a ’arbre en construction. Cette file est munie des opérations suivantes :

— Extraire-Min(F') qui extrait de la file F' le sommet le plus proche de 'arbre en construc-

tion,

— MalJ-F-Prim(F,d, G, s,1I, IndiceDansF) qui met a jour la file de priorité F, la fonction
de priorité d et la fonction de prédécesseur II (voir l'algorithme 17) apres l'ajout de s
dans A’ : les arétes (s,u) peuvent rapprocher le sommet u de Parbre A’ et donc modifier
d[u] et la place de u dans la file.

II faut aussi deux structures complémentaires a la file :

— II[s] : une fonction prédécesseur II qui indiquera par quelle aréte un sommet a été choisi
comme étant le plus proche de 'arbre.

— IndiceDansF[s] : est un tableau d’entiers qui donne I'indice d’un sommet dans la file
(une file est représentée par un tableau, cf le cours sur les tas) présent dans F' (et -1 si
le sommet n’est pas dans F'). Ce tableau permet notamment de tester efficacement la
présence d’un élément dans F'.

On utilise aussi un constructeur File(S,d) qui construit la file avec les sommets de S en

fonction de la fonction de priorité d.
Remarque : La fonction MaJ-F-Prim n’est pas standard pour les files de priorité mais elle
s'implémente assez facilement et efficacement (voir ci dessous).

L’algorithme 16 décrit I’algorithme de Prim en utilisant les fonctions ci-dessus.

L’algorithme est correct car il choisit bien une aréte compatible : il suffit
d’appliquer le théoréme 5 avec la partition (S\F, F) ou F désigne ici les sommets
de la file F' (c’est-a-dire ceux qui ne sont pas reliés a ’arbre en construction).

La figure 46 présente I'’ensemble A’ apres la deuxieéme et la quatrieme étape de I’algorithme
de Prim exécuté sur le graphe de la figure 44.

Implémentation de la file. La complexité de I'algorithme est directement liée aux opéra-
tions sur la file. Nous donnons ici leur algorithme. L’idée est, comme pour les files de priorité
classiques, d’utiliser un arbre binaire parfait pour représenter la structure, et on code cet
arbre binaire avec un tableau (7'[2i] correspond au fils gauche de T'[i| et T'[2i + 1] est le fils
droit. .. ). On complete cet arbre par le tableau d’entiers IndiceDansF[—] décrit précédemment.

Un appel de MaJ-F-Prim(F,d, G, s,II) prend un temps en O(ns-log(|F|)) ou ny désigne le
nombre d’arétes contenant le sommet s.

La complexité totale de ’algorithme de Prim se décompose de la maniere suivante :

— la construction de la file requiert un temps en O(|S]),

— chaque appel de ExtraireMin se fait en O(log(]S])), et
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Procédure Recherche-ACM-Prim(G, s¢)
//G = (S,A,w) : un graphe non-orienté, valué et connexe.
//sp €S : un sommet ‘‘point de départ’’.

begin
pour chaque s € S faire
II[s] := nil
d[s] == {0 518 = 8
oo sinon
A =0

F :=File(S,d, IndiceDansF) //Construit F' et initialise IndiceDansF
tant que F # () faire

s := Extraire-Min(F)

IndiceDansF|[s] := —1

si s # sg alors A" := A" U{(II(s), s)}

MaJ-F-Prim(F,d, G, s, 11, IndiceDansF)

return A’
end

Algorithme 16 : algorithme de Prim

FIGURE 46 — Apres les étapes 2 et 4 de 'algorithme de Prim exécuté depuis qp.
— le cotit total des appels de MaJ(F,d, G, s,II) est en O(]A4] - log(|S])).

On peut majorer le tout avec O<|S| - log(|S]) + |A] -log(|S|)) et donc cela donne une
complexité en O(|A4] - log(]S])).
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Procédure Mal-F-Prim(F,d, G, s, 11, IndiceDansF)

//G = (S,A,w) : un graphe non-orienté, valué et connexe.

begin

pour chaque (s,u) € A faire

si (IndiceDansFlu] # —1) A (w(s,u) < d[u]) alors

II(u) :=s

dlu] == w(s,u)

//0n réorganise. ..

//F[i] désigne le sommet situé & la position i dans F'.

i := IndiceDansF[u]

tant que (i/2 > 1) A (d[F[i/2]] > d[F]i]]) faire
IndiceDansF[F'[i]] :=
IndiceDansF[F[i/2]] := /2
i:=1/2;

end
Algorithme 17 : algorithme de Mise-a-Jour de la File F' pour l'algorithme de Prim

8 Plus courts chemins

On considere le probleme de la recherche de plus courts chemins dans un graphe orienté valué

G=(S,Aw) avecw: A—R.

2 ) . . def N
Etant donné un chemin fini p = vy — v — ... — vk, on note w(p) sa longueur, c’est-a-
dire la somme Y, ; w(vi_1,v;).

Définition 10 Un chemin p de u a v est appelé un plus court chemin (PCC) de u a v ssi,
pour tout chemin m de u a v, on a w(mw) > w(p).

Existence des PCC :

Propriété 25 Etant donnés un graphe G, et deuxr sommets u et v, il existe un plus court
chemin entre u et v ssi

a v est atteignable depuis u (i.e. Ju —* v), et

b il n’existe pas de cycle strictement négatif ¢ : z =* z et un chemin u —* z =% v.

Preuve :

— (=2 = 1) Si il n’existe pas de chemin entre u et v, il n’y a clairement pas de PCC.
Etant donné un cycle ¢: z =* z t.q. w(c) < 0 et t.q. Ju —* z =* u, il est clair que tout
chemin entre u et v admet un autre chemin strictement plus court. ..

— (2= 1) Supposons que tout sommet atteignable le long d’'un chemin de v & v n’admet
que des cycles positifs ou nuls, alors la recherche des PCC entre u et v peut se limiter a
I’ensemble des chemins simples : tout chemin admet un chemin simple de poids inférieur
ou égal. Or le nombre de chemins simples est fini. Donc il existe un ou plusieurs chemins
de poids minimal.
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Dans la suite, on suppose qu’il n’existe pas de cycle strictement négatif dans
le graphe G.

On définit §(s,u) la distance d'un PCC de s a u de la maniére suivante :

5(s,u) def |min{w(p) |s =, u} si Is—=*u
s,u) =
o0 sinon

Les PCC admettent la propriété fondamentale suivante :

Propriété 26 Sip:vg— vy — ... = v est un plus court chemin entre vy et vy, alors tout
sous-chemin v; — ... — v; (avec 0 <1i < j <k) dep est un PCC de v; a vj.

Preuve : Si ce n’était pas le cas, alors remplacer v; — ... — v; par un PCC entre v; et
v; diminuerait le poids du chemin entre vy et v, et contredirait I’hypothese de départ sur p.

0

Les familles de problémes sur les PCC. On peut considérer plusieurs problemes de
recherche de plus courts chemins :
— les PCC a origine unique : On cherche tous les PCC depuis un sommet de départ s;
— les PCC a destination unique : On cherche tous les PCC menant a un sommet d’arrivée
s; et
— les PCC pour toutes les paires de sommets de G.

Ici on va voir un algorithme pour le premier type de probléeme (algorithme de Dijkstra)
et pour le troisieme (algorithme de Floyd).

Comme pour les ACM, on ne va pas chercher & calculer seulement les cotits minimaux des
chemins, on cherche aussi & construire ces chemins.

Pour les PCC a origine unique, on va construire une “arborescence des PCC” T', c’est
a dire un arbre de racine s, contenant tous les sommets accessibles depuis s et tel que tout
chemin de s & x dans T soit un PCC de s a = dans G.

Propriété 27 Soient G un graphe orienté valué et sans cycle strictement négatif, et s un
sommet de G. Alors G posséde une arborescence des PCC de racine s.

Preuve : Soit S,.. 'ensemble des états accessibles depuis s. On veut montrer ’existence
d’une arborescence contenant S,.. et dont les chemins sont des PCC. On montre 'existence
d’une arborescence partielle des PCC, de taille k (taille = nb de sommets accessibles dans
l'arbre) pour tout k de 1 & |Sgc.| par induction sur k.

— k=1 :le sommet isolé s est bien une arborescence partielle de PCC.

— k+1 avec k < |Sqee| : Soit T = (S, Ar) une arborescence partielle de taille k. Soit

x € Saec\ST. Soit p s =v9g = ... = vy = z un PCC de s & = dans G. Soit v;11 le
premier sommet le long de p tel que v; 11 & St (et viy1 € Sace)-
On sait que le préfixe vg — ... — v;41 est un PCC de s & v;41 (d’apres la prop. 26).
Donc T" = (S7 U {vit1}, Ar U {(vi,viy1)}) est une arborescence partielle des PCC de
taille k + 1.

O

68



8.1 Algorithme de Dijkstra

Ici on prend une fonction poids w a valeurs dans R, . GG ne contient donc pas de
cycle strictement négatif. NB : Cette restriction est nécessaire pour l'algorithme de Dijkstra
mais d’autres algorithmes n’en ont pas besoin (par ex. Bellman-Ford).

L’algorithme 18 décrit 'algorithme de Dijkstra, il utilise une file de priorité F' avec une
fonction de mise a jour “étendue” de la file lorsque 1'on diminue la priorité d’un élément (le
tableau IndiceDansF sert & accéder efficacement & la position dans F' d’un élément donné).
Sa structure est trés proche de celle de l’algorithme de Prim, c’est aussi un
algorithme glouton.

Au cours de 'algorithme, on distingue

— les sommets contenus dans la file : ceux pour lesquels on ne connait pas encore la

longueur d’'un PCC depuis s; la valeur d[—] correspond alors & une surapproximation
de cette longueur.

— et les sommets déja extraits de la file : ce sont ceux pour lesquels on sait que d[—] est

égal a la longueur d’'un PCC depuis s.

Procédure PCC-Dijkstra(G, s)
//G = (S,A,w) : un graphe orienté, valué avec w:A — R,.
//s €S : un sommet origine.

begin
pour chaque u € S faire
] := nil
dju] = {O s%u =s
oo sinon

F :=File(S,d, IndiceDansF) //Construit F' et initialise IndiceDansF
tant que F # () faire
u := Extraire-Min(F")
IndiceDansF[u] := —1
pour chaque (u,v) € A faire
si dv] > dlu] + w(u,v) alors
d[v] :=d[u] + w(u,v)
Iv] ==
MaJ-F-Dijkstra(F, d, v, IndiceDansF)

return d, 11
end
Algorithme 18 : algorithme de Dijkstra

Au cours de l'algorithme, on note d*(v) la valeur de d(v) au début de la i-eme itération
(il y a |S] itérations).
On a les deux premieres propriétés suivantes :

Propriété 28 — La valeur d[—] des sommets extraits a chaque itération est croissant,
c’est-a-dire siv; (resp. vi) dénote le sommet extrait a Uitération j (resp. k) avec j < k,
on a : dvj] < d[ug].

— Lorsqu’un sommet est extrait de F, son coefficient d—| n’est plus jamais modifié par
Ualgorithme.
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Preuve :

— On montre que I'on a d'[v;] < d""!fv;41] par induction sur le numéro d’itération. Au
cours de la premiére itération, c’est s qui est extrait et la valeur d[s] est 0 : c’est bien
la distance minimale (pas de poids négatif). A la i + 1-éme itération, on distingue deux
cas :

— s d[vir1] = dwipa] (i.e. la valeur d[vj1;] n’a pas été mise & jour au cours de
I'itération i) alors le résultat est vrai car v; a été extrait avant et donc d*[v;] < d*[v;41];

— Sinon il a été mis a jour avec une instruction de la forme d{v;;1] := d[v;] + w(vs, vit1)
et le résultat est donc vrai.

— Apres lextraction d’un sommet v;, tout essai de modification lors de 'itération j > i est
conditionné par d’ [vj] +w(vj,v;) < d’[v;] ce qui est faux d’apres la propriété précédente.

]

On a de plus :
Propriété 29 A tout moment de l’algorithme, on a dlu] > 6(s,u)

(c’est vrai lors de l'initialisation et c’est clairement maintenu & chaque itération.)

On peut maintenant énoncer la correction de I’algorithme :

Théoréme 6 (Correction de ’algorithme de Dijkstra) Etant donné un graphe G =
(S, A, w) orienté et valué tel que w : A — R, lalgorithme de Digkstra

1. termane,
2. ala fin, on a dlu] = (s, u) pour tout sommet u € S, et

3. pour tout sommet u € S\{s}, si dlu] < oo, alors il existe un PCC de s a u dont le
dernier arc est (ITfu], u).

Preuve : La terminaison découle directement de la boucle principale : il y a exactement
|S| itérations (F est initialisée avec |S| sommets et chaque itération en extrait exactement
un).

Pour prouver le second point de la correction, il suffit de montrer la propriété d[u] = (s, u)
au moment de l'extraction de u (cf. la propriété 28). On le montre par induction sur le numéro
d’itération i =1...|S] :

— ¢ =1: le premier sommet a étre extrait est s, et d[s] =0 = d(s, s).

— ¢+ 1 : Soit u le sommet extrait a l'itération ¢ + 1. On distingue deux cas :

— d[u] = oo : aucun sommet v extrait précédemment avec d[v] < co n’a de successeur
dans F. Les sommets restant dans F' (incluant u) ne sont donc pas accessibles depuis
s et leur d ne bougera plus (seuls des sommets avec un d & co pourront étre extraits).
Et donc dlu] = (s, u).

— d[u] € Ry : Soit II(u) = v. On a alors d[u] = d[v] + w(v,u) et par h.i. d[v] = (s, v).
Soit p un PCC de s a .
Si le prédécesseur de u le long de p a déja été extrait de F', alors soit c’est v (et on
a le résultat), soit c’est un autre sommet z et alors on a d[z] + w(z,u) = d[u] (¢a ne
peut étre “<” car sinon le prédécesseur selon Il aurait été z, ni “>” car sinon p ne
serait pas un PCC car d[z] = d(s, z) puisque z a été extrait avant) et donc on a bien
dlu] = d(s,u).
Sinon soit y le premier sommet de p qui est encore dans F' lors de I’extraction de u et
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soit x son prédécesseur sur p : s =>* x — y —* u. Par h.i. on a d[z] = d(s,z) et Parc
(z,y) a déja été examiné, donc d[y] = d[z| + w(z,y) = I(s,y) lors de 'extraction de
u. Puisque u est traité avant y, c’est que 'on a d[u] < d[y], et comme les arcs ont des
poids positifs on a §(s,u) > 0(s,y). On en déduit (avec la propriété 29) que lors de
I’extraction de u on a :

dlu] <d[y] = d(s,y) < d(s,u) < du]

Et donc d[u] = (s, u).
Pour le troisiéme point, il suffit de noter que la valeur ITu] correspond au sommet qui a
permis de déduire la valeur finale de d[u], c’est-a-dire d(s,u). O

L’opération de mise a jour de la file de priorité F' est assez classique :

Procédure Mal-F-Dijkstra(F, d, v, IndiceDansF)

begin

//Fi] désigne le sommet situé & la position i dans F.

i := IndiceDansF[v]

tant que (i/2 > 1) A (d[F[i/2]] > d[F[i]]) faire
IndiceDansF[Fi]] :=
IndiceDansF[F'[i/2]] := /2
i:=1/2;

end
Algorithme 19 : algorithme de Mise-a-Jour de la File F' pour PCC-Dijkstra

La procédure MaJ(F,d, v, IndiceDansF) prend un temps en O(log(|F)).

L’algorithme PCC-Dijkstra prend un temps en O((|S| +AJ) -10g(|S|)), c’est a dire
en O(]A] -log(|S])) lorsqu’on suppose |S| < |A].

La figure 47 représente un exemple d’application de I'algorithme de Dijkstra : sur la figure
de droite, on a représenté les arcs de I'arborescence des PCC et a coté de chaque sommet
les nombres “d(l)” indiquent que la distance trouvée est d et que le sommet a été extrait a
I’itération [.

8.2 Algorithme de Floyd-Warshall

Maintenant nous considérons la recherche des PCC entre tous les sommets : nous voulons
une procédure qui calcule la distance §(z,y) — i.e. la longueur d’'un PCC entre z et y — pour
toute paire de sommet (x,y).

On va utiliser une représentation matricielle d'un graphe valué G = (S, A, w) avec S =
{z1,...2n} et w: A — R. On note M = (aj)1<i j<n la matrice représentant G out «;; décrit
l'arc entre x; et x; :

0 sii=j
Q;j def w(wi, xj) sii#jet(x;,x;) €A
00 sii# jet(x;,xj) € A
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FIGURE 47 — Exemple d’application de PCC-Dijkstra avec depuis qq.

Dans la suite, on notera d;; la distance 0(x;, ;).

Précédemment nous utilisions une fonction “prédécesseur”, ici nous allons construire une
matrice des prédécesseurs II pour représenter tous les PCC : Il s’agit d’une matrice de taille
n x n, a coefficients m;; dans S :

def |nil sii=jouz; A" x;
7Tij =

s si s est le prédécesseur immédiat de z; le long d'un PCC entre z; et x;

L’algorithme de Floyd-Warshall est un algorithme de programmation dynamique qui per-

met de calculer les d;; et la matrice II. Pour cela, on utilise une famille de matrices D)
(k=1,...n) contenant les calculs intermédiaires, et la derniére D™ contient les coefficients
0i;. 11 est décrit par I'algorithme 20.

La complexité (en temps) de cet algorithme est clairement en O(n?). 11 utilise un espace
mémoire en O(n3) mais il est possible de ramener cette complexité en O(n?)(voir ci-dessous).

Etant donné un chemin p : vg — v; — ... — v, on appelle I'intérieur de p I’ensemble
des sommets vq,...,vp_1, c’est & dire ’ensemble des sommets traversés par p (hormis les
extrémités) .

La correction de I'algorithme repose sur la propriété suivante :

Propriété 30 Si G ne contient pas de cycle strictement négatif, alors pour tout k =0,...,n,
on a:
— la valeur calculée pour dl(f
inclus dans {x1,...,xp};
- 771(]]?) correspond au prédécesseur de xj le long d'un PCC de z; a x; et d’intérieur inclus
dans {x1,...,z}.

)

correspond a la distance d’un PCC entre x; et x; et d’intérieur

Preuve : On montre cela par induction sur k. Lorsque k = 0, les coefficients représentent
les chemins élémentaires constitués d’une unique (ou de zéro) transition et donc d’intérieur
vide.

Pour k + 1, considérons deux sommets z; et ;. Considérons un PCC simple (il en existe
toujours car il n’y a pas de cycle négatif) d’intérieur {x1,...,zr11} passant par zy1, alors il
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Procédure PCC-Floyd(G)

//G = (S,A,w) : un graphe orienté, valué avec w: A — R.
//avec S ={xy,...,z,}

//avec M = (aj)i<ij<n la matrice corresp. a A

begin

//0n initialise D© avec M:

pour ¢ = 1...n faire

pour j =1...n faire

0
dl(-j) = oy
0)._

si a; # oo alors T i

pour k =1...n faire
pour ¢ = 1...n faire

pour j =1...n faire
si dl(-f_l) < dz(ll:_l) + dg;_l) alors

(k) . 4(k=1)
di;’ = d;;
ﬂgf) = 771(]]?_1)
sinon
dy) = dl ™V v aly
(k) _ _(k=1)
L i T Ty

return D, 11
end

Algorithme 20 : algorithme de Floyd-Warshall

est composé d'un PCC entre x; et x4 et d'un PCC entre x4 et x; (cf la structure générale

des PCC) et ils sont chacun d’intérieur inclus dans {x1, ..., 2k}, on obtient donc leur distance
avec dz(ll:) et dg;) par hypotheése d’induction.
Siil existe un PCC d’intérieur {z1, ...,z } de méme poids que les PCC d’intérieur {x1, ..., Txi1},
alors le coefficient ne change pas et 'hypothése d’induction suffit a conclure.

Pour la matrice des prédécesseurs, le méme principe s’applique. O

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 7 Si G ne contient pas de cycle strictement négatif, alors D™ contient les coef-
ficients 6;; des PCC.

La preuve est directe : sans cycle négatif, il existe toujours des PCC simples d’intérieur
{z1,...,2,}, et on obtient leur distance apres la n-iéme itération.

L’algorithme de Floyd-Warshall permet aussi de détecter la présence de cycle strictement
négatif :

Propriété 31 G contient un cycle strictement négatif ssi il existe un coefficient dz(in) stricte-
ment négatif.
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Preuve : (1) = (2) : Soit ¢ un cycle ; — ... — x; de poids strictement négatif et
d’intérieur inclus dans {z1, ...,z } tel que z; apparaisse effectivement le long de ¢ (k # 1, j).

La présence des cycles négatifs fait que les valeurs dz(;-) calculées par l'algorithme corres-

pondent a des longueurs de chemins qui ne sont pas toujours des chemins simples : pour aller
de z; a wxj, il peut étre plus court de passer par z; plusieurs fois...Ce que 'on sait, c’est

que les distances calculée sont inférieures ou égale a celles correspondant aux chemins simples

(k) (h=1) o (k=1) | (k1)

entre x; et x;. Lorsqu’on calcule d;;” en comparant d;; et d; ' +d;; ', on obtient un

Z(in) le sera donc encore a la fin de 'algorithme.
(2) = (1) : Tout coefficient correspond & la longueur d’un certain chemin (pas toujours

simple!). Un coefficient négatif sur la diagonale correspond donc a une boucle négative. [

nombre strictement négatif et la valeur de d

L’algorithme de Floyd-Warshall permet donc de calculer tous les PCC en cas d’absence
de cycle négatif et de tester la présence de tels cycles.

On peut simplifier 'algorithme précédent en ne considérant qu’une seule matrice de calcul
D comme c’est fait dans l'algorithme 21.

Procédure PCC-Floyd(G)

//G = (S,A,w) : un graphe orienté, valué avec w: A — R.
//avec S ={xy,...,zn}

//avec M = (a;j)i<ij<n la matrice corresp. a A

begin

//0n initialise D avec M:

pour ¢ = 1...n faire

pour j =1...n faire

L dl'] = Oél'j
si a; # oo alors m;; =1
pour k =1...n faire
pour i = 1...n faire
pour j =1...n faire
si d;; > d;j, + di; alors
L dij = dzk + dkj

7Tij = 7Tkj

return D, 11
end
Algorithme 21 : algorithme de Floyd-Warshall (version améliorée)

Propriété 32 L’algorithme “amélioré” est correct :
— 1l calcule les mémes coefficients que la premiere version lorsqu’il n’y a pas de cycle
négatif ;
— 1l détecte les cycles négatifs comme précédemment.

Preuve : En cas d’absence de cycle négatif : le coefficient d;; apres 'itération k avec 1’algo-
rithme amélioré est égal au coefficient dg?). En effet : il dépend de dg?*l), dg,’:fl) et d,(;;*l) :le

premier est ok par h.i. (les premiére modifications liées & 'itération k& ne l'ont pas modifié),
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et les deux autres non plus car sans cycle négatif, d,(cllg > 0 et donc il n’est jamais intéressant
de traverser xj pour aller de z; & xj, (ou pour aller de zy, & x;).
Si il y a des cycles négatifs, on va les détecter comme précédemment car les coefficients
d;; correspondent toujours a des distances de chemins. ([l
Finalement, on peut utiliser la matrice II pour retrouver un PCC entre deux sommets
avec l'algorithme 22.

Procédure Construire-PCC(IL, i, j)
//11 : une matrice de prédécesseurs.
//1<14,7<n : deux indices de sommets
begin

si i # j alors

| return Construire-PCC(II,i,I1[z,5]) & (I, ], )
end

Algorithme 22 : Construction du chemin a partir de II.

MCours.com

75



