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Introduction
Géneéralités

Les statistiques

Le mot « statistiques», au pluriel, désigne l'ensemble des données
chiffrées qui regroupent toutes les observations faites sur des faits
relatifs a un méme phénomeéne qui concerne un groupe d’individus ou
d’objets. Ces données sont essentiellement tirées des recensements de
la population, des déclarations du registre d’é¢tat civil ou d’enquétes
appropriées et sont groupées sous forme de tableaux, de graphiques et
d’indicateurs statistiques. On trouve des statistiques qui concernent la
démographie, ’emploi, la santé, I'industrie, les transports, le commerce
intérieur, le commerce extérieur, les indices de prix, la finance ..etc.

La statistique

Le mot « statistique », au singulier, désigne la discipline scientifique
constituée par l'ensemble des procédés, des techniques ou des
meéthodes d’analyse visant, d'une part, a fournir, au moyen dun
nombre limité de caractéristiques, une Description simple et la plus
compléte possible d'une population envisagée sous langle dun
caractére donné. D’autre part, la statistique permet d’interpréter les
caractéristiques ainsi déterminées afin de tirer des conclusions
concernant la population étudiée et de prendre des décisions.

La statistique, en tant que méthode d’analyse des données quantitatives
et qualitatives , comporte deux niveaux :

e La statistique descriptive, qui consiste en la collecte et la
présentation de données, ainsi que leur premiére analyse. Le but est
de représenter d'une maniére compréhensible et wutilisable
I'information fournie par les données.

e La statistique inférentielle ou statistique mathématique , qui cherche a
trouver les caractéristiques de la population meére a partir des
observations faites sur un échantillon. Elle prend la suite de la
statistique descriptive et fait appel au calcul des probabilités.

Une opération statistique se déroule en général en 4 étapes :

1. La collecte des données. Cette étape peut se réaliser de deux maniéres :

> par recensement, auquel cas linformation porte sur la totalité
des individus qui forment la population en question. (exemple: le
recensement de la population et de l’habitat effectué par lInstitut
National de la Statistique, une fois tous les dix ans).

> par sondage, auquel cas on se limite a une partie de la
population qu’on appelle échantillon. Un échantillon est un sous
ensemble de la population totale. Il doit étre représentatif, c’est-a-dire doit
étre choisi de telle sorte qu’il ait la méme structure et les mémes
propriétés fondamentales de I’ensemble dont il est issu (population meére).



2. La représentation et l'organisation statistique des données. Cette étape
peut se réaliser, soit a 'aide par de graphiques soit a 'aide d’indicateurs
statistiques.

3. La modélisation. On distingue deux types de modeéles : les modeéles
explicatifs et les modéles prévisionnels

4. L’interprétation des résultats.

Concepts statistiques de base

e Population statistique :

C’est l'ensemble de référence, c’est-a-dire l’ensemble des unités
observées, qui constitue l'objet de l’é¢tude de la statistique que l'on
cherche a connaitre. (La population des étudiants de l'université de
Tunis, la population des salariés d'une entreprise industrielle). Une
population ne signifie pas exclusivement un ensemble de personnes
physiques, mais peut concerner des personnes morales ou des objets
(entreprises, exploitations agricoles, universités, ampoules, voitures).
Une population doit étre bien définie. Sa définition est importante car
elle conditionne I’homogénéité des unités observées et aussi la fiabilité
des résultats.

e Individu

Un individu ou unité statistique est tout élément de la population ou de
I’échantillon. La totalité des individus correspond a la population.

e Caractere et modalitée

Pour chaque individu extrait d’'une population ou d’un échantillon, on
reléve la valeur d'une ou plusieurs de ses caractéristiques. Le caractére
ou variable statistique est un aspect particulier de l'individu que l'on
désire étudier.

On distingue deux types de caractéres : caractére qualitatif et caractére
quantitatif.

Caractere qualitatif ou variable qualitative

Un caractére est dit qualitatif lorsqu’il est li€é a une observation qui
n’est pas mesurable.

(Exemple : lors de l'¢tude de la population estudiantine on peut
s’intéresser a quelques unes de ses caractéristique telles que: La
section du baccalauréat ; Le milieu de résidence (urbain, rural) ; Le sexe
(masculin, féminin) ; La région de résidence (nord, centre, sud) ; L’état
matrimonial (marié, veuf, divorcé, célibataire)....

Les modalités d'un caractére sont simplement les différentes rubriques
d'une nomenclature définie a priori et associées a un caractére
qualitatif. Une modalité est donc une des réponses possibles a un
caractére. Par exemple le caractére milieu de résidence comporte deux
modalités : milieu rural et milieu urbain. Ces modalités doivent former



une partition, c’est a dire doivent étre exhaustives et disjointes : pour
chaque individu on doit pouvoir lui associer une modalité et une seule.
La Nomenclature désigne l'ensemble des modalités dun caractére
précédées d'un numéro.

e Présentation du tableau statistique associé a un caractére

qualitatif
Modalités (numérotées) Effectifs Fréquences
M; 1 fi
M, (1) n fi
M, (2) ny [
M, () n, f
Ensemble N 1

L’effectif total N est le nombre total d’individus observés

N=n+n,+--+n =y n,
i=1

Leffectif n; d'une modalité, appelé aussi fréquence absolue, est le
nombre de fois ou la modalité numéro i a été observée.

La fréquence relative f; d'une modalité est le rapport de leffectif n; a
leffectif total IV

Remarque : les fréquences relatives peuvent étre exprimées en
pourcentage.

Lorsque les modalités ne permettent pas l'exhaustivité, c’est a dire
lorsqu’il y a des individus qu’on ne peut classer dans le tableau, on
peut rajouter une modalité, en bas du tableau, qu’on appelle « autres
« OUu « non réponses »

Caractere quantitatif ou variable
quantitative

Lorsque les observations relatives a un caractére sont mesurables, le
caractére est dit quantitatif (taille, age, poids, moyenne du
baccalauréat, superficie du logement,....). A chaque modalité correspond



un nombre différent.

Exemple : lors de l’étude de la population estudiantine, on peut
s’intéresser a quelques-unes de ses caractéristique telles que :

» Le nombre d’enfants par ménage, Le nombre d’années d’études.
nombre de voitures par ménage,...)

» L’age, le poids, la taille, Le revenu des parents, la facture de
I’électricité et du gaz, les dépenses en loyer, ...)

On distingue deux types de caractéres quantitatifs :

» Les caractéres quantitatifs discrets, auxquels cas, les valeurs
possibles de la variable sont des nombres isolés (en général des
nombres entiers comme par exemple le nombre d’enfants dun
meénage, le nombre de voyages effectués a 1’étranger ...

» Les caractéres quantitatifs continus, auxquels cas, les valeurs
possibles de la variable sont a priori en nombre infini dans un
intervalle de valeurs (comme par exemple la taille, ’age, moyenne du
baccalauréat ....)

Remarque : certains caractéres discrets sont de préférence traités en
tant que caractéres continus. Exemple : le nombre d’ouvriers dans
chaque entreprise, nombre de places de cinémas associées a chaque
salle, ..)

e Présentation du tableau statistique associé a un
caractére quantitatif discret

Valeur observées | Effectifs Fréquences Fréquences cumulées
Xi n; fi F T
X7 nj ﬁ F]ZO
X2 n; f Fy=fi

F=fith

X, ny fp Fp
Ensemble N 1

Fréquences cumulées croissantes Fi: le cumul des fréquences
associées aux valeurs du caractére inférieures strictement a la valeur Xx;

F=3

J=1

S, pouri=2,3,...p. et F; =0

i—1




e Présentation du tableau statistique associé a un
caractére quantitatif continu

Classes Centres Effectifs Fréquences | Fréquence cumulée
numérotée

b~ b Ci n fi F1T

[bo - bI[ C1 n; ﬁ Flzﬁ

[bl - bQ[ (65) ny ﬁ Fzzfi‘i‘fi

[b, — bl =/t ot /s
[bp—l_ bp[ Cp np Sy F,
Ensemble N 1

Remarque : Par convention, les classes sont fermées a gauche et
ouvertes a droite. Une classe est dite bornée si: b, # —o0,

> le centre d’une classe bornée est :

b, # 40

bH + bi
C,=——_——
2

» l'amplitude d’une classe bornée est : |a, =),




L’opérateur somme )

L’opérateur Z (lettre grecque sigma majuscule) permet d’écrire de

maniére compactée la somme d’une variable indicée entre deux bornes.

On peut par exemple écrire : x, +x, +x; + X, + x5 = ) X,

i=1

D’une maniére générale : x; + X, +---+ X, = le-

Cette formule se lit de bas en haut : somme de iégal 1 aiégal n de x

indice i

Remarque : On peut établir les résultats suivants :

) ixi +2yi :i(xi +);)
i=1 i=1 i=1

2) li’ia:na
i=1
Z(x +a)= Zx + na

i=1

z w3 3, -

i=1 Jj=1

j=m i=n
2y j D%
j=1 =l
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Chapitre I : Séries Statistiques a un
seul caractere

Série statistique simple

Variable discrete

On appelle série statistique d'une variable discréte tout ensemble de
couples{(xl.,ni)}, i=1,...p ou encore {(xl,,fi)}, i=1,..p, ou les Xx;

désignent les valeurs possibles prises par la variable et les #n;les effectifs
correspondants.

Variable continue

On appelle série statistique d’une variable continue tout ensemble de

couples{([bl.,bl.ﬂ[ , nl,)}, i=1,...p ou encore {([bl,,bl.+1[, fl)} , i=1...p.

Principales représentations graphiques

Les tableaux statistiques donnent un premier résumé statistique des
résultats d'une enquéte. Cependant, dans le cas ou la variable présente
plusieurs modalités ou dans le cas ou nous avons a comparer deux ou
plusieurs distributions, il est préférable de représenter les résultats a
l’aide de graphiques.

Cas d’une variable qualitative

Il y a plusieurs maniéres de représenter graphiquement une variable
qualitative. Le choix du type de la représentation graphique dépend des
différentes modalités du caractéere. On distingue essentiellement le
diagramme circulaire, appelé aussi diagramme a secteurs et le
diagramme en tuyaux d’orgues, appelé aussi diagramme a bandes ou
encore diagramme en barres.

Exemple : D’aprés une enquéte menée a I’Eole Supérieure de Commerce
de Tunis, la répartition de 50 étudiants selon la section du baccalauréat
est reportée dans le tableau suivant :



Section du baccalauréat Effectifs Fréquences | Angles
M; ni fi ai
Economie et gestion 25 0,5 180°
Mathématiques 15 0,3 108°
Sciences exp. et autres 10 0,2 72°
Ensemble 50 1 360°

» Le principe de la représentation du diagramme a secteurs est le
suivant : effectif total représenté par un disque, modalité représentée
par un secteur circulaire dont la surface est proportionnelle a la
fréquence, angle de chaque secteur est égale a :

a,°=360°x f,

Mathématiques
30%

Economie et
gestion
50%

Sciences exp. et
autres
20%

Le principe de la représentation du diagramme a bandes ou en tuyaux
d’orgues est le suivant : Association a chacune des modalités M; du
caractére, qui sont placées sur un axe horizontal, une bande verticale
ayant une hauteur proportionnelle a la fréquence f; (ou a leffectif n;).
Les bases des bandes doivent étre égales et équidistantes.

»

fi

/3
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Concernant l'exemple de la distribution de la population active agricole
en Tunisie, la représentation par un diagramme en tuyaux d’orgue est
la suivante :

ﬁlk

0,50

0,30
0,20 T

0k \

Eco. et gestion Maths Sc. Exp. et autres

Cas d’une variable quantitative

Série statistique discrete

La représentation utilisée s’appelle diagramme en baton.

Il s’agit de la figure obtenu sur un repére cartésien en associant a
chaque point de coordonnés (x;, 0) un segment vertical dont la longueur
est proportionnelle a la fréquence f; (ou a leffectif n;).

X1 x2 Xi x4 Valeurs xi
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1] | | |
Unilorme Symétrique Asymeétrique
L’'intérét de cette représentation est double. D’une part, elle permet de

donner une idée générale sur la forme de la distribution. D’autre part,
elle permet de repérer les valeurs aberrantes.

Exemple : La distribution du méme échantillon d’étudiants selon le
nombre de personnes par ménage est résumée dans le tableau suivant :

Valeurs | Effectifs | Fréquences Fréquences cumulées
Xi ni fi F, 0
1 20 0,40 0
2 15 0,30 0,40
3 10 0,20 0,70
4 5 0,10 0,90
Total 50 1,00
ni

!
i
i
i
i
i
|
i
i
i
!
i
i

-

v

Diagramme en batons des effectifs

Série statistique continue

Graphiquement, on représente une série statistique continue par un
histogramme. Il s’agit d'une figure obtenue sur un repeére cartésien en
représentant pour chaque classe [b_ — b un rectangle de surface S;

proportionnelle a leffectif n; ou a la fréquence f;. Les rectangles de
I’histogrammes sont contigus.
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Principe de construction de I’histogramme

. n,
S, =basex hauteur =a, xh, =n,xa* dou, h =—xa*=d xa*
a,

1

Le a* est appelée amplitude de référence. Elle est choisie arbitrairement
de maniére a faciliter la représentation graphique (valeurs sur 1'axe des
ordonnées).

La hauteur h; est dans ce cas appelée effectif corrigé qu’on note par n; .

n,
La densité d; d’une classe est: d, =—. Il s’agit du nombre d’individus
a,

1

par unité d’amplitude.

Remarque : on peut utiliser les fréquences corrigées a la place des
effectifs corrigés.

» Dans le cas de classes d’amplitudes égales, il n’est pas nécessaire
de calculer les fréquences corrigées ou les effectifs corrigés. On peut
utiliser directement les effectifs ou les fréquences comme hauteurs
des rectangles. En revanche, dans le cas de classes d’amplitudes
inégales, les hauteurs des rectangles doivent étre proportionnelles a
la densité, afin d’avoir une surface proportionnelle a 'effectif.

A
nouf

»
»

b, bil, Classes
v

Exemple : La répartition de 100 individus par classes d’ages est donnée
par le tableau suivant :

Classes |Effectif Amplitudes| Densité | Effectifs |Fréquences |Fréquences

d’ages s a d; corrigés f; corrigées
n; n; 1
5, 10[ | 11 5 2,2 22 0,11 0,22
[10 , 15[| 10 5 2 20 0,10 0,20
[15 , 20] 15 S 3 30 0,15 0,30
[20 , 30[| 20 10 2 20 0,20 0,20
[30 , 40] 18 10 1,8 18 0,18 0,18
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[40 , 60] 16 20 0,8 8 0,16 0,8
Effectif corrigés
A
30
I 3
’r \
2 | \
o/ A
20 ] ' 5T -~
18 I} ‘\
N\
| \
N\
| D
8 ’ = ~ -~ ~
*
S I ~ 4
] ~
0 =
255 10 15 20 30 40 60 80 90
Classes d’ages
[60 , 80[ 10 20 0,5 S 0,10 0,5
Total 100 1

Remarque : Dans certains cas, la borne inférieure de la premiére
classe et la borne supérieure de la derniére classe ne sont pas
données. Par convention, on retient comme amplitude de la premiére
classe celle de la deuxiéme classe et comme amplitude de la derniére
classe celle de I'avant derniére classe.

Polygone des fréquences

I1 s’agit dune ligne brisée reliant les milieux des sommets des
rectangles de l'histogramme. La fermeture se fait par deux points sur
l'axe des abscisses situés respectivement a un demi-intervalle de la
borne inférieure de la premiére classe et de la borne supérieure de la
derniére classe. Dans notre exemple, le polygone des effectifs est
présenté par la ligne en pointillée gras.

Fréquences cumulés croissantes, fonction de
répartition et diagrammes

14



cumulatif

On appelle fonction de répartition d’'une variable statistique quantitative
toute application définie par :
F:R-[0, 1]
X, = F(x,)=prop (X <x,)

F (x) est égale a la proportion des individus ayant une valeur du
caractere strictement inférieur a x;

Cas d’une variable statistique discréte

On donne, dans le tableau suivant, la distribution du méme
échantillon d’étudiants selon le nombre de personnes par ménage.

Effectifs Fréquences Fréquer]ce
X; cumulée
n; fl
ET
1 20 0,40 0
9 15 0,30 0,40
3 10 0,20 0,70
4 5 0,10 0,90
Ensemble S0 1,00

FQ)= prop(x<1)=0

F(1,5) = prop(x <1,5) = prop(x =1) =0,40

F(2)= prop(x <2)= prop(x=1)=0,40

F(2,5) = prop(x <2,5)= prop(x =1) + prop(x =2)=0,70

F(3)= prop(x <3)= prop(x=1)+ prop(x=2)=0,70

F(4)= prop(x <4) = prop(x =1) + prop(x =2) + prop(x =3)=0,90

Ainsi, la formulation de la fonction de répartition de cette distribution
statistique est :

0 six<1

0,40 sil<x<2

F=40,70 si2<x<3

090 si3<x<4

1 six>4

15



La représentation graphique de la fonction de répartition, appelée

F 2
100% 1
0,90 1 —_—
0,70 A1 —
0,40 | .
. T T T ;
0 1 2 3 4 XG

diagramme cumulatif ou diagramme intégral, est :

Ce diagramme permet de visualiser ’évolution des fréquences cumulées
liées aux valeurs de la variable. Le caractére étant discret, la courbe des
fréquences cumulées croissante est la représentation graphique d'une
fonction en escalier.

D’une maniére générale, La fonction de répartition est constante par
intervalle. Sa formulation est la suivante :

0 x<x

A x, <x<x,
P fi+ 1, x, <x <X,

fi+ e +fn X, <x<x,

1 x> x,

La représentation graphique de la fonction de répartition, appelée
diagramme intégral, est :

Fia
100% t+
Fp-l | — o
F + e )
Fr r e
@ ' ' ' —»
0 Xi X» Xp-1 X valeurs X
16




L’'intérét de la représentation graphique est qu’elle permet de retrouver
pour toute valeur de X; donnée, la proportion des individus ayant une
valeur de la variable strictement inférieure a X;.

Cas d’une variable statistique continue

Classes Effectifs | Effectifs cumulés |Fréquences| Fréquences cumulées
d’ages n, croissants relatives croissantes E T
5 1 f )
[S , 10] 11 11 0,11 0,11
[10 , 15[ 10 21 0,10 0,21
15 , 20[| 15 36 0,15 0,36
[20 , 30] 20 56 0,20 0,56
[30 , 40] 18 74 0,18 0,74
[40 , 60] 16 90 0,16 0,9
60 , 80[| 10 100 0,10 1
total 100 1

La lecture des fréquences cumulées croissantes se fait par rapport a la
borne supérieure de chaque classe.

La représentation graphique de la fonction de répartition appelée courbe
cumulative est la suivante :

D’une maniére générale, la courbe cumulative, dans le cas d'une
variable continue, est une ligne brisée obtenue en joignant différents

points de coordonnés (b, , ) ou bi désigne la borne supérieure de la
classe i, et F;la fréquence cumulée croissante correspondante.

17



0,90

0,74

0,56

0,36

0,21 -
0,11

>

0510 1520 30 40 60 80 Classes
d’ages

Remarque : on peut aussi représenter graphiquement la courbe des
fréquences cumulées décroissantes, lesquelles sont définies par la
proportion des individus ayant une valeur du caractére supérieure ou
égale a la borne inférieure de la classe i
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Chapitre II : Les parametres de
position d’une série statistique

La représentation graphique d'une série statistique nous donne une idée
assez générale sur la distribution. Pour confirmer certaines impressions sur
la série et pour en donner plus de précision, nous serons amenés a trouver
une ou plusieurs valeurs centrales de la variable, capables de résumer la
série en caractérisant 'ordre de grandeur des observations. De telles valeurs
centrales sont appelées parameétres de tendance centrale ou caractéristiques
de position. Un indicateur de position doit €tre défini de maniére rigoureuse
et objective, doit tenir compte de ’ensemble des observations de la série et
doit étre exprimé dans la méme unité que la variable.

Le mode

On appelle mode ou valeur dominante d’une série statistique la valeur
observée de la variable ayant le plus grand effectif (ou la fréquence la
plus élevée). On note généralement le mode Mo.

Remarques :
Le mode est exprimé dans la méme unité que la variable.

» Si toutes les modalités ont la méme fréquence alors la distribution
statistique ne posséde pas de mode. On parle alors de distribution
uniforme.

» Lorsqu’une série posséde un seul mode, on dit que la distribution est
unimodale. En revanche, lorsqu’elle en posséde deux ou plusieurs elle est
respectivement qualifiée de bimodale et multimodale.

Le calcul du mode dépend de la nature de la variable, discréte ou continue.

Cas d’une variable discrete
Exemple 1 :

On considére les notes obtenues en statistique par un groupe de 20
étudiants : 7, 13, 5, 15, 12, 9, 7, 8, 14, 16, 13, 6, 13, 10, 13, 12, 10, 7,
12, 13.

Le mode de cette série correspond a la note la plus fréquente, soit
M, =13, valeur qui apparait cinq fois. L’interprétation en est que la

note la plus fréquente est 13.
Exemple 2 :

On considére une distribution statistique dune population de 100
meénages selon le nombre d’enfants :

20



Valeurs | Effectifs | Fréquences
X; n; fi
1 32 0,3
2 16 0,16
3 23 0,23
4 29 0,29
Total 100 1,00

Le mode de cette série est : Mo=1. Il signifie que la plupart des ménages
ont un seul enfant.

Graphiquement, le mode correspond a ’abscisse du baton le plus élevé.

32
29 A

23 o

16 4

._.
)
w
N

Cas d’une variable continue

Dans le cas d'une variable continue groupée en classes, on parle plutot
de classe modale. La classe modale est la base du rectangle ayant la
hauteur la plus élevée.

Cependant, on distingue deux cas selon que les amplitudes des classes
sont égales ou inégales.

Cas d’amplitudes identiques

Dans ce cas, la classe modale est la classe d’effectif n; le plus élevé, soit
[b.,— b.[. Leffectif de la classe qui précéde la classe modale est n, | et

celui de la classe qui suit la classe modale est 7n,,,. La détermination du
mode a partir de la classe modale se fait de la facon générale suivante :

m b xm, +b xm
M():bil-i_a[( 1 ]: i—1 2 i 1

m, +m, m, +m,

avec .

b,.; : borne inférieure de la classe modale

b; : borne supérieure de la classe modale
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a; : amplitude de la classe modale
m =n,—n._
m,=n, —n,,

Exemple : Soit la distribution de la population de 20 ménages selon le
revenu des deux parents :

Classe de |Amplitudes| Effectifs Fréquences
Revenu en DT n. f
[200-300[ 100 40 0,20
}omy
[300-400[ 100 60 0,30

yomy |

[400-500[ | 100 | 30 0,15

[500-600[ | 100 50 0,25

[600-700[ | 100 20 0,10
Total 200 1

La classe modale est la classe ayant la fréquence la plus élevée. C’est la
classe [300—400] dans notre exemple. Dans ce cas, le mode est calculé

par :
60 — 40
(60 — 40) + (60 — 30)

On interpréte en disant que le salaire le plus fréquent est de 340 Dinars.
Remarque : On peut aussi utiliser les fréquences relatives au lieu des

effectifs.

Dans ce cas, on aura :

M0=3OO+IOO( J:34ODT.

0,30 — 0,20
(0,30 — 0,20) + (0,30 — 0,15)

M0=3OO+IOO( j:34ODT.

Cas d’amplitudes inégales

Dans le cas ou les amplitudes sont différentes, la classe modale est la
classe de densité (ou de fréquence corrigée) la plus élevée, ou encore
d’effectif corrigé le plus éleveé.

m b ,xm,+b xm
Le mode est donné par : Mozb[1+al.( : ]: S

m, +m, m, +m,

b,.; : borne inférieure de la classe modale
b; : borne supérieure de la classe modale

a; : amplitude de la classe modale

22



p— — —_ ¢ — ¢ .
my = hi hi—l ’ (ml =n, ni—l)’

m, :hi _hi+17 (m, =n; _n‘il)

1 1

ou A, h,_eth, sontles effectifs corrigés

Classes Amplitudes Effectifs Fréquences
numérotée . corrigées
-, ai ni .
[bi—l bz[ ﬁou hl.
[bo _b1[ aj n; ﬁcou hl
[b1 _bz [ a; n; fz"ou h2
nic—l ﬁflou hi—l
}omy
[bi—l _bi[ 2 n; fic ou hi
Crm
i+l ﬁ+1 ou hi+1
(b, ,~b,[ a, n fiouh,
Ensemble N 1

Densités ou effectifs corrigés
ou fréquences corrigées

A
Détermination graphique du mode
h;
A ~N
/
~
/
] 1n
m 1~
hi+1 // I
/
/
hi-l :
| 1
1
1
0 :
b11 Mo bl Classes

>

Exemple : Soit la répartition de 100 personnes selon leur age :
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Classes Effectifs | Amplitudes | Densités | Effectifs corrigés
d’ages ,
n; a; d n ouh,

5, 10 11 5 2,2 22
[10 , 15] 10 5 2 20
[15 , 20[ 15 5 3 30
[20 , 30[ 20 10 2 20
[30 , 40[ 18 10 1,8 18
[40 , 60[ 16 20 0,8 8
[60 , 80[ 10 20 0,5 5

total 100

La plus grande hauteur appartient a la classe [15—20[. Donc:
M, e[15-20[

etMO=15+5( 30-20 ): 752 13x10+20x10

(30 —20) + (30 — 20) ~ 10+10

On interpréte en disant que I'dge observé le plus fréguemment est d’environ
17ans et 6mois.

Remarque : On peut aussi utiliser les fréquences corrigées a la place
des effectifs corrigés. Dans ce cas on aura

0,3-0,2 175 15%0.10+20x010
(0,3-0,2) +(0,3-0,2) ’ 0,1+0,1

M0:15+5(

La médiane

Soit une série statistique ordonnée par valeurs croissantes ou
décroissante. La médiane, notée généralement Me, est la valeur de la
variable qui partage la population en deux groupes d’effectifs égaux. En
d’autres termes, la médiane est la valeur de la variable située au
« milieu » d’'une série ordonnée telle que la moitié des individus prenne
une valeur qui lui soit inférieure, 'autre moitié prenant par conséquent
une valeur qui lui soit supérieure.

Comme pour le mode, le calcul de la médiane dépend de la nature de la
variable, discréte ou continue.

Cas d’une variable discrete

La détermination de la médiane d’'une série statistique nécessite d’abord
de ranger par ordre croissant (ou décroissant) les valeurs observées.

e Si la série comporte un nombre impair de valeurs, soit N valeurs, la

N+1)

médiane sera la valeur de rang (

e Si la série comporte un nombre pair de valeurs, on parle d’intervalle
médian. Ce dernier est défini par :

la (%) iéme valeur , la (g +1)iéme valeur].
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Toute valeur appartenant a cet intervalle fait fonction de médiane.

Remarque : certains proposent de choisir comme médiane le centre de
I'intervalle médian. La médiane, dans ce cas, n’est pas forcément une
valeur observée.

Exemple 1:

On consideére la répartition de 9 ménages selon le nombre d’enfants par
ménage.

nombre d’enfants 0 0 1 1 2 3 3 3 4

par ménage

Rang (ordre 1 2 3 4 Biéme 6 7 8 9

croissant)

4 observations Meé 4 observations

La médiane, dans ce cas, correspond a la cinquiéme valeur : Meé = 2
enfants par ménage. On dit qu’il y a autant de ménage qui ont moins de
2 enfants que de ménage qui ont plus de 2 enfants.

Exemple 2 :

On considére la répartition de 10 ménages selon le nombre d’enfants
par ménage.

nombre d’enfants 0 0 1 1 2 3 3 3 4 4

par ménage

Rang (ordre 1 2 3 4 Biéme | giéme 7 8 9 10

croissant)

4 observations Intervalle 4 observations
médian

Dans ce cas on parle plutot d’intervalle médian |2 , 3], correspondant a
la Jcinquiéme valeur , sixiéme valeur].

Remarque : certains retiennent comme valeur médiane le centre de

, 2+3
lintervalle médian, soit Mé=——=2,5enfants. Cette valeur ne

correspond pas a une valeur réellement observée.

Exemple 3 :

nombre d’enfants 0 0 1 1 2 2 3 3 3 4

par ménage

Rang (ordre 1 2 3 4 Biéme | giéme 7 8 o 10

croissant)

4 observations Intervalle 4 observations
médian

Dans le cas de cette distribution statistique, l'intervalle médian est :
]2, 2]. La valeur médiane est donc égale a 2 .

Les représentation groupée des données des exemple 2 et 3 nous
donnent les deux tableaux suivants :
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Exemple 2
X; Effectifs Fréquences |Fréquences cumulées
0 2 0,2 0
1 2 0,2 0,2
2 1 0,1 0,4
3 3 0,3 0,5
4 2 0,2 0,8
Ensemble 10 1
Fi A
08 - — 9
0,5 > °
04 - —‘
02 —m@
o \ 4 A\ 4 :
0 1 2 3 4 Xi
Intervalle médian
Exemple 3
X; Effectifs Fréquences | Fréquences cumulées
0 2 0,2 0
1 2 0,2 0,2
2 2 0,2 0,4
3 3 0,3 0,6
4 1 0,1 0,9
Ensemble 10 1
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0,9 - —e
0,6 - — e

0,5 >

0,4 —e

Cas d’une variable continue

I1 n’y a aucune différence de calcul pour la médiane selon que les
classes sont d’amplitudes constantes ou variables.

Le calcul de la médiane dans le cas de variable continue passe, d’abord,
par la détermination de la classe médiane. Ensuite, par interpolation
linéaire, on peut calculer la valeur précise de la médiane a l'intérieur de
la classe médiane.

Soit [b, ,—b,[ la classe médiane, a; 'amplitude de la classe médiane, N,
leffectif cumulé croissant de la classe médiane, N, , leffectif cumulé
croissant de la classe avant la classe médiane et N leffectif total.

L’expression de la médiane est donnée par :
i-1
Mé=b_ +a| 2
N

La méme démarche pourrait étre utilisée en remplacant les fréquences
absolues par les fréquences relatives :

Me = bl._l + ai[—O’S — E_l ),

i i-1

ou [, désigne la fréquence cumulée croissante de la classe médiane,

F,_, la fréquence cumulée croissante de la classe qui précede la classe
meédiane.

Exemple : En reprenant notre exemple sur la répartition des 100
individus selon leur age :
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Classes | Effectifs | Effectifs cumulée | Fréquences Fréquences
d’ages n; croissants f; cu.mulées
n T croissantes
i F,l T
5, 10[] 11 11 0,11 0,11
[10 , 15 10 21 0,10 0,21
[15 , 20[ 36
—>_) Me - % _s0 -
[20,30[ 20 56
[30 , 40[] 18 74 0,18 0,74
[40 , 60] 16 90 0,16 0,9
60 , 80]] 10 100 0,10 1
Total 100 1

Le calcul, par interpolation linéaire, de la médiane donne :
20 ------ 0,36

Mé—-20 0,50-0,36

30-20 0,56-0,36

Mé—-20 50-36
30-20 56-36

F;

0,9

0,74
0,56

0,5

0,36

0,21
0,11

|
0510 1520 Mé30 40 60 80 Classes
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Dans notre exemple :%: 50. La classe médiane est la classe a laquelle
appartient la valeur médiane, c’est a dire la classe [20—30[ , d’ou :

Mé =20 + 10(M
56 - 36

C’est a dire que 50% des individus sont agés de moins de 27 ans.

La moyenne arithmeétique

La moyenne arithmétique, dite simplement moyenne est notée x, est la
caractéristique de tendance centrale la plus usuelle.

) = 27ans

Cas de données non groupées

En entend par données non groupées, celles qui ne sont pas présentées
dans un tableau statistique.

Soit une série statistique de N observations: Xx,, x,, X+, X, . La

moyenne arithmétique (appelée simple) de ces observations est donnée
par :

_ xtx,+x,++x S
X = =

N N

Il
—

Exemple :
On observe les notes en statistique d’un groupe d’étudiants :

14, 16, 12,9, 11, 16, 7, 9, 7, 9. La moyenne simple de ces notes est :
14+16+12+9+11+16+7+9+7+9

X = 11
10
Cas de données groupées
Dans le cas d’une variable discréte :
i=p
_onX +nX, g, et x, ;”fxf
X = = —
N N

ou x,,etn,i=12,---,p représentent respectivement la valeur du

caractere et leffectif correspondant, et p est le nombre de valeurs prises
par la variable.

Dans le cas d’'une variable continue, ou les données sont groupées en
classes, on applique la méme formule, en remplacant les valeurs X, par
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les centres de classes. Danscecasona: |[x= =1

Exemple : soit la distribution par classe d’ages suivante :

Classes d’ages fl Centre de nx.
Effectifs classe e
ni Ci
(noté aussi) Xj
5, 10[ 11 0,11 7.5 82,5
[10 , 15] 10 0,10 12,5 125
[15 , 20] 15 0,15 17,5 262,5
[20 , 30[ 20 0,20 25 500
[30 , 40[ 18 0,18 35 630
[40 , 60[ 16 0,16 50 800
[60 , 80[ 10 0,10 70 700
total 100 1 3100
3100

L’age moyen est donné par : x =00 - 3lans

Remarques :

La somme des écarts a la moyenne arithmétique est nulle :

N
epour des données non groupées Z(xl. ~%)=0. En effet :
i=i

S -%)=S x-S x=3x - Nx=Ni-NI=0

i=i i=1 i=1 i=1

N
epour des données groupées en classes, On a z n, (Ci - )_c) =0.

i=N
Eneffet: > nc,—~Nx=Nx-Nx=0
i=1

La moyenne arithmétique x d’une population d’effectif N composée de k
sous-populations d’effectifs N, et de moyenne X, est égale a :

i=p
NE +..Nx 2NE
N N

X =

La moyenne arithmétique est le critére le plus fréequemment utilisé pour
définir une valeur moyenne d’observations d’une variable additive comme
par exemple : la taille, le poids, 1’age, ...etc. Il y a d’autres variables dont
le calcul de la moyenne se traite autrement, comme, par exemple, le taux
de chomage ou d’inflation, le taux de change, la vitesse sur différents
parcours, ...etc.
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Autres moyennes

La moyenne géométrique

La moyenne géométrique d’une variable, notée généralement G, est
égale a la racine Ni¢tme du produit des N valeurs observées de cette
variable. Elle est utilisée souvent dans le calcul des taux de croissance
moyens et de certains indices statistiques synthétiques.

Cas de données non groupées

La moyenne géomeétrique simple est donnée par :

—N
G= \/xl.xz.x3. X

n

Cas de données groupées

La moyenne géométrique pondérée est définie par :

1

— Ny™ 2 T T T2 T )ﬁ
G ={/x" X)X x, —()c1 X)PX X

La moyenne géométrique peut étre exprimée en fonction des fréquences
relatives de la maniére suivante :

momoom L3
—vN v+N vN .. v N — i 2
G=x"x"x) ) =X xg0

Remarques :
Le logarithme de la moyenne géométrique est égale a la moyenne
arithmeétique des logarithmes des x,.

En pratique, le calcul de la moyenne géométrique passe par le
logarithme. Ainsi, dans le cas des données non groupées, on a :

InG=—3%
nGg=— nx.
Ni=l '

et dans le cas des données groupées par classes, on a :

1 )2
InG=—) n Inx
N; 1 1

La moyenne géométrique est utilisée quand les valeurs de la variable sont
liées de facon multiplicative les unes aux autres.

La moyenne géomeétrique d'un produit de deux variables est égale au
produit de leurs moyennes géométriques.

La moyenne géométrique d’'un rapport de deux variables (# 0) est égale au
rapport de leurs moyennes géomeétriques.

Exemple :

L’étude des bénéfices d'une entreprise sur 5 ans montre que les
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bénéfices ont augmenté de 6% pendant les deux premiéres années, de
10% pendant les deux années suivantes et de 8% pendant la derniére
année. Quel est 'augmentation moyenne sur 5 ans ?

En utilisant la moyenne arithmétique des taux observés, et en
désignant par x, le taux moyen ainsi défini, on obtient :

)?=2X6%+2X;O%+1X8%:8%

Mais ce résultat est un résultat erroné. En effet :

Soit F|, le bénéfice de 'entreprise au début de la période d’étude.

- A la fin de la premiére année le bénéfice augmente de 6%. 1l est égal
a F = F,x106

- Ala fin de la deuxiéme année : F, = F, x1,06 = F, x (1,06)*

- A la fin de la troisiéme année : F, = F, x1,10=F, x (1,06)* x 1,1

- Ala fin de la quatriéme année : F, = F, xL10=F, x (1,06)* x (1,1)*

- A la fin de la Siéme année : F; = F, x1,08 = F|, x (1,06)* x (1,1)* x 1,08
Le taux de croissance annuel moyen, ¢, doit satisfaire la relation :

Fy=Fy(1+c)’
On peut alors écrire :
F, = F,x(1,06)* x(1,)’ x1,08 = F,(1+¢)’
= (1,06)° x (1,1)’ x1,08 = (1 +¢)°

1
& ((1,06)> x (L1)* x L,08F =1+¢

(C’est D’écriture de la moyenne géométrique des augmentations)
= %1n(l,06) + % In(1,1) + % In(1,08) = In(1+¢)

., 21n(1,06) + 21n(L1) + In(1,08) _

In(l1+c¢
: L+
< 0,07682 =1In(l +¢)
PN e0,07682 N
= ¢=0,0798

In(l + ¢) apparait ainsi comme la moyenne arithmétique des

logarithmes des taux de croissance. (l+ c)est donc la moyenne
géométrique des différents taux de croissance du bénéfice.

On peut dire que 'augmentation annuelle moyenne est de 7,98%
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La moyenne harmonique

La moyenne harmonique, notée H, est égale a l'inverse de la moyenne
arithmétique des inverses des valeurs :

Cas de données non groupées

N 1
H_iN(l)_liNl
i=1 xl. N = xl.

Cas de données groupées

Remarques :

L’'inverse de la moyenne harmonique est égale a la moyenne arithmétique
des inverses des X, .

La moyenne harmonique est généralement employée lorsque la variable
observée est égale au rapport de deux variables exprimées dans deux
unités différentes, par exemple le prix d'un bien exprimé en unités
monétaires par unité de bien, la vitesse exprimée en unités de distance
par unité de temps.

Exemple :

Un étudiant a consacré la méme somme de 36 D pendant trois ans a
l’achat de livres aux prix respectifs de 4 D, 6 D et 9 D le livre.

Dans ce cas le prix d’achat moyen d'un livre n’est pas la moyenne

arithmétique des prix : X = 4+T6+9 =6,33 D

En effet, ’étudiant a dépensé durant les trois ans 3x36=108D. Il a
acheteé :

36

— =0 livres pendant la premiére année,

36

Z =6 durant la deuxiéme année

36

et ? =4 au cours de la troisiéme année.
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Il a donc acheté : 36(%+%+éj =9+6+4=19 livres

et le prix moyen d’un livre est donc :

3x36 _  3x36  _ 3 _ 568D.

19 36l+l+l l+l+l
4 6 9 4 6 9

H est donc la moyenne harmonique des différents prix 4, 6 et 9.

H =

La moyenne quadratique

La moyenne quadratique d’une variable statistique, notée Q, est égale a

la racine carrée de la moyenne arithmeétique des carrées des valeurs de
la variable.

Cas de données non groupées

Exemple :

Quelle est la mesure du « coté moyen » de trois plaques meétalliques
carrées dont les cotés mesurent 3 cm, 6 cm et 9 cm.

Le calcul de la moyenne arithmétique des cotés est faux. En effet, les
superficies des plaques sont : 9 cm?, 36 cm? et 81 cm?.

La superficie moyenne est de :

fzw:Mcm

Ainsi, le cO6té moyen mesure: C=+/42. Il s’agit de la moyenne
quadratique des cotés :

c=\/§(32 +6° +9%) =+/42 cm.

Remarques :

La moyenne quadratique est souvent utilisée dans le calcul de la variance
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(voir le section suivante).

Les moyennes quadratique et arithmétique tiennent compte davantage des
valeurs les plus élevées de la série statistique. En revanche, Les
moyennes géomeétrique et harmonique réduisent linfluence des
observations les plus élevées.

Les relations existantes entre les différentes moyennes est :

x <H<G<¥<Q<x

mi

Exemple :

Calculer les moyennes arithmétique, géométrique, harmonique et
quadratique de la série suivante :2, 5, 11, 18.

. 1
X:Wﬂ L G=42x5x11x18=(2x5x11x18)s = 6,67

. 4 . >, . l 2 2 2 2N
H=————=472 Q—\/4(2 +52 4117 +18%) =10,88

— + — - -
2 5 11 18
On peut vérifier la relation établie entre les différentes moyennes :

2<472<6,67<9<10,88<18
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Chapitre III : Les caractéristiques
de dispersion et de forme

Trés souvent les indicateurs de tendance centrale (mode, médiane et
moyenne) s’averent insuffisants pour permettre de résumer a eux seuls
et de comparer deux ou plusieurs séries statistiques. Prenons, a titre
d’exemple, les deux séries de notes en statistique obtenues par deux
groupes d’étudiants :

Groupe | 1 3 4 10 10 16 17 19

Groupe II 8 9 10 10 10 10 11 12

Nous pouvons constater que les deux séries ont un méme mode
(Mo=10), une méme médiane (Mé=10) et une méme moyenne (X = 10).
Cependant, leur distribution se fait d'une maniére nettement différente.
En effet, pour le groupe II, les notes ne s’écartent pas trop des valeurs
centrales (Mé =Xx =10). Ce qui n’est pas le cas pour le groupe 1. D’ou la
nécessité de calculer d’autres indicateurs capables de rendre compte
des écarts entre les différentes valeurs observées et la valeur centrale.
Ces indicateurs, qui nous informent sur la variabilité des valeurs
observées, sont appelés indicateurs de dispersion.

L’étendue

On appelle étendue d’une série statistique, la différence entre la plus
élevée et la plus faible des valeurs observées, soit :

€= xmax - xmin

L’étendue est un indicateur de dispersion. Il est simple et facile a
calculer. Toutefois, il est trés sensible aux valeurs extrémes
« aberrantes ».

Les écarts interquantiles

I1 s’agit des écarts entre les premiers et les derniers principaux
quantiles.

Les quantiles

Comme pour la médiane ou l'on s’est intéressé a la valeur de la variable
qui partage la population en deux parties d’égal effectif, on s’intéresse
ici aux valeurs qui partagent la population en quatre, en dix ou en cent
parties de méme effectif. Ces valeurs sont appelées respectivement
quartiles, déciles et centiles.

D’une maniére générale, on appelle quantile d’ordre ¢, La valeur de la
variable x_telle que a% des valeurs observées lui sont inférieures.

On peut alors écrire: F(x,)=a%, ou F désigne la fonction de

répartition de la variable. La détermination des différents quantiles se
fait de la méme maniére que la médiane (par interpolation linéaire).
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Les principaux quantiles sont les quartiles, les déciles et les centiles

Les quartiles

Les quartiles, en nombre de trois notés Q,, O, et O,, sont les valeurs

d’'une variable, rangées par ordre croissant ou décroissant, qui
partagent la population étudiée en quatre parties de méme effectif.
L’expression des trois quartiles peut étre dérivée de la méme maniére
que la médiane.

Soit [b. b

leffectif cumulé croissant de cette classe, N, , leffectif cumulé

[ la classe d’amplitude a; a laquelle appartient Q,, N,

i+1 1

croissant de la classe précédant la classe [b, b, [ et N leffectif total.

L’expression du premier quartile est donnée par :

N

N, —
O =b+a| > |=b+a 025-F,

N, =N F—-F,

O, (premier quartile): valeur de la variable telle que 25% des
observations lui soient inférieures

Si O, appartient a [b, b, [ alors :

1 l

A Nifl _
0,=b +a, 2 =b + CZIL_OI_:VS Fi__lJ = Meé

0, (deuxiéme quartile): valeur de la variable telle que 50% des
observations lui soient inférieures

Si Q; appartient a [b, b, [ alors :

3
N-=N, B
Ni_NH Fi_Fi—l

O, (troisiéeme quartile) : valeur de la variable telle que 75% des
observations lui soient inférieures

Les déciles

Les déciles, en nombre de neuf, notés D,, D, ,--et D, sont les valeurs

de la variable qui partagent la population en dix sous-populations de
méme effectif.

De la méme maniére, on peut définir les expressions des déciles :
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Ly-w

i-1 —

Dlzbj+ai 1()— :bi+aj M

Ni_Ni—l F:'_F:'—l

2

7N_Ni—1 _
D2:bi+ai1()— :bl+alu

Ni_Ni—l F:'_F:—l

9

7N_Ni—1 _
Dg:b[.'.ail()— :bl_i_alu

Ni_Ni—l F'_Fi—l

D, (premier décile): valeur de la variable telle que 10% des
observations lui soient inférieures.

D, (deuxiéme décile): valeur de la variable telle que 20% des
observations lui soient inférieures.

D, (neuviéme décile): valeur de la variable telle que 90% des
observations lui soient inférieures.

Remarque : O, = Mé = D,

Les centiles

Les centiles, en nombre de 99, notés C,,C,, -, et C,, et appelés aussi

percentiles, sont les valeurs de la variable qui partagent la population
en cent sous-populations d’égal effectifs.

On peut définir les centiles de la maniére suivante :

1
—— N-N_| _
C1:b,'+a,~ 100 :bi+aiM
Ni_Ni—l E_E—l
2
—— N-N_, B
C,=b +a, 100 =b +a, 002-F,
Ni_Ni—l F:'_F:'—l
99
7N_Ni—1 _
D, =b +a| 100 b oaa| 20
Ni_Ni—l F:'_F:'—l

C, (premier centile) : valeur de la variable telle que 1% des observations
lui soient inférieures.
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C

, (deuxiéme centile): valeur de la variable telle que 2% des
observations lui soient inférieures.

C,o (99i¢me centile) : valeur de la variable telle que 99% des observations
lui soient inférieures.

Remarques :
O,=Me=D, =C,, et O, =C,

Les quartiles, les déciles et les centiles permettent de calculer les
différents intervalles interquantiles. La longueur de ces intervalles
correspond aux écarts interquantiles qui sont des indicateurs de
dispersion. Plus la longueur de lintervalle est grande, plus la
dispersion est forte.

On distingue :
L’intervalle interquartile, qui contient 50% des observations, est :
O, Ol
L’écart interquartile est égal a : ¢, = Q; - 0,.
L’intervalle interdécile, qui contient 80% des observations, est :
[D, , D,].
L’écart interdécile est égala: e, = D, - D,.
L’intervalle intercentile, qui contient 98% des observations, est :
[C, , C,].
L’écart intercentile est égal a: e. = C,, - C|.

Exemple : Soit la répartition de 100 individus par classe d’ages :

Classes Effectifs Effectifs cumulées Fréquences cumulées
d’ages croissantes
n; n, T
ET

[5, 10[ 11 11 0,11
[10 , 15] 10 21 0,21
[15 , 20] 15 36 0,36
[20 , 30[ 20 56 0,56
[30 , 40[ 18 74 0,74
[40 , 60[ 16 90 0,9
[60 , 80[ 10 100 1

total 100

Calculons les quantiles et les intervalles interquartiles.
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0,25-0,21
0,36 -0,21

0, €[15-20[=0, =15+5£ j:16,33ans

Ce qui signifie que 25% des individus sont agés de moins de 16 ans et 4
mois.

0,75-0,74
0,90 -0,74

0, € [40 - 60[=0, = 40 + 20( j = 41,25 ans

Ce qui signifie que 75% des individus sont agés de moins de 41 ans et
3 mois.

0,10-0

D €[5-10[=D, =5+5
0,11-0

] =95 ans

Ce qui signifie que 10% des individus sont agés de moins de 9 ans et 6
mois.

En ce qui concerne le neuviéme décile, on peut lire sa valeur
directement sur le tableau. Il s’agit de la borne supérieure de la classe
ayant une fréquence cumulée croissante égale a 0,90 (puisque la valeur

. A
Fi
Courbe des fréquences
I | cumulées croissantes
0,9
0,75
0,5 *7
0,25 >y
0,10 z
N A A 4 v >
05 10 15 20 Mé30 40 60 80 Classes

D: Q: Q: Qs Dy

0,9 figure dans la colonne des F; du tableau). Donc D, = 60.

Ce qui signifie que 90% des individus sont agés de moins de 60 ans.

Mesure de la dispersion autour de la
moyenne
Exemple 1 :

Considérons les notes suivantes en statistique dun groupe de 6
étudiants :

2,17,7,18, 3, 13.
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La moyenne des notes est : X =10. Faut-il conclure alors que ce groupe
est homogéne ? En d’autres termes, faut-il conclure que les étudiants
ont le méme niveau ? La réponse est non, car 50% des étudiants
seulement ont la moyenne.

Pour mesurer cette dispersion autour de la moyenne on peut calculer
les différentes distances (écarts) entre la moyenne et les notes
observées. On obtient :

x, -x=2-10=-8, x,-x=17-10=7, x,-x=7-10=-3
x,-x=18-10=8, x, -¥x=3-10=-7, x,-x=13-10=3
Calculons maintenant la moyenne des six distances :
(xl—)_c)+(x2—)?)+(x3—)_c)+(x4—)?)+(x5—)?)+(x5—)_c)
6

i=6
Z X — 6x i=6
i-1

(xi—f):l(—8+7—3+8—7+3):0
6 6

o |~

i=1
1 N

Remarque : On a toujours : —Z(xl. -x)=0.

i=1

Ceci traduit le fait que certains étudiants ont des notes supérieures a la
moyenne et d’autres ont des notes qui lui sont inférieures (certaines
différences sont positives et d’autres sont négatives).

Une premiére solution consiste a prendre les valeurs absolues de ces
écarts et de calculer leur moyenne.

Ecart absolu moyen par rapport a la
moyenne

L’écart absolu moyen par rapport a la moyenne, noté e_, d’une série

statistique est égal a la moyenne arithmétique de la valeur absolu des
écarts entre les valeurs observées et leur moyenne.

Cas de données non groupées

Cas de données groupées

il &
€ :_Zni"xi _x‘ = Zf;"xi —X‘
N i1

i=

Cet indicateur de dispersion tient compte de tous les écarts entre
chaque valeur observée et la moyenne. Ces écarts sont exprimés dans la
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méme unité que la variable. Le calcul de I’écart absolue moyen n’est pas
commode pour le calcul algébrique (expression de la valeur absolue).

Variance et écart type

Une solution alternative consiste a considérer la moyenne des carrés
des différences (dans ce cas toutes les valeurs négatives deviennent
positives).

i=6
%Z(xi ~X) = é((—S)Z + 7% +(-3) + 8% + (-7)* + 3%)= 40,66

On peut calculer maintenant la racine carrée de la moyenne des carrés
des différences pour retrouver la moyenne des écarts par rapport a la

moyenne.
\/ Z(x —¥)? =./40,66 = 6,37

Donc, certains étudiants (les bons) auront approximativement la note
moyenne (10) plus 6,37, les autres (les mauvais) auront la note
moyenne (10) moins 6,37.

On appelle variance d’'une variable la moyenne des carrés des écarts
des valeurs de cette variable a sa moyenne :

Cas de données non groupées

V) =3 x, - 5

Cas de données groupées

N N
P00 =35 =) = 3 - 0, =

Remarques :

La variance peut étre écrite sous une autre forme dite « formule
développée » :

Cas de données non groupées

x’)—-x?

™=

]
—_

Vix)=(

z |~

1

Cas de données groupées
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M=

Vix)=

1 N

2 =2 _ 2 =2
— > nx; —x*=>Y fx! —-X
N7 1

I
—

Cette formule développée de la variance est plus aisée a retenir et plus
rapide a calculer.

La variance d’une série statistique correspond a la plus petite des
moyennes des carrés des écarts par rapport a une constante Kk :

ix—x < i Ykl
=1

1
N i=1
La variance d’une variable y définie par : y = ax + b, est :

V(y)=a®V(x).

La variance est exprimée dans le carré de l'unité de la variable. Par
exemple, la variance de la variable age est exprimée en « années au
carré (année2)». C’est la raison pour laquelle on ne doit pas
interpréter la variance, mais plutét sa racine carrée.

On appelle écart type que l'on le note par o, , La racine carrée de la
variance. Il est utilis€ comme un indicateur de la dispersion de la série

statistique :
=V (x)

L’écart type est exprimé dans la méme unité de mesure que la
variable. Plus l'écart type est grand, plus la dispersion des
observations autour de la moyenne de la variable est forte.

Exemple:

Considérons les notes suivantes en statistique dun groupe de 4
étudiants :

8,12,9, 11

Calculer l’écart type des notes et comparer le résultat obtenu avec le
résultat de I'exemple 1.

1& 40
¥==Yx =—=10
X 4§xl 1
Vix)= li(x - x)?
45"
%@ 10)> + (12 -10)* + (9 —10)° + (11 -10)?)
= 2,5.

~

6. = V(x) =158

La dispersion des notes dans l'exemple 1 est deux fois plus importante
que celle de l'exemple 2. Le second groupe d’é¢tudiant est un groupe
plus homogeéne que le groupe 1.
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Exemple 3 :

Soit la répartition de 100 salariés selon leur salaire mensuel :

Salaire en Effectifs Centres de x2 XN, n x2
(DT) n, classe X; i t i
[200 - 300[ 15 250 62500 3750 937500

[300 - 400[ 20 350 122500 7000 2450000
[400 - 600[ 35 500 250000 17500 8750000
[600- 700[ 15 650 422500 9750 6337500
[700 - 900[ 10 800 640000 8000 6400000
[900 - 1100[ 5 1000 1000000 5000 5000000
Total 100 | ------- 51000 29875000

Calculer la variance et ’écart type des salaires.

6
X = —z nx, _ 51000 _ 510 Dinars.
100 = 100
k
Vi(x)= ian L 29875000 - 510° = 38650 (Dinars)’
N = 100

o, =+/V(x) = /38650 = 196,59 Dinars.

Variance intra-population et variance
inter-populations

On considére une population P de taille N composée de deux
sous-populations : P et P,. L'effectif et la moyenne de chaque
sous-population sont :

x, pour P,
N, , x, pour P,
Ou N=N,+N,

e Calculons la moyenne arithmétique de la population P.

On sait que :
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11N2 i=N,

X =—2x = N,X, —Zx

211

La moyenne de la population P est donnée par :
1 =N i=N;
P i = B 2 = ()

e Calculons la variance de la population P.

Soit ¢ une constante, on peut écrire :

lN z_iN . = _QZLN = - 2
LS o =250 e masf =L 5[ - (e
= LS 5P 4 (R e +2(x, — 5 )F—c)]
NS
=ii=N(x. - x) +ii=N()_c—c) +2 llzN(x. ~x)x—c)
N NI l
= %iv (x, —x) +%iv (x —c) +2ﬁ()?—c)l:v (x, — x)
Comme iv:(xi —X) =0, on obtient alors :

i=1

%ﬁ(x,- —cf =V +(E-c)

i=1

1 & _

—M(x, —cf -(x-c), Ve
N i=1

Revenons maintenant au calcul de la variance de la population P.

V) =2 =5 =3 =5 3w

i=1 i=1 i=1

V(x)=

1 & _
Par définition la variance de P, est donné par : V,(x) = — > (x, - X,)’

En utilisant le résultat précédent et en prenant ¢=Xx (ou x est la
moyenne de la population P), les deux variances V;(x) et V,(x) peuvent
étre exprimées sous la forme suivante :

46



0 =2 =3 = (5 - =D -5 =K@+ (5 - %)

Ny

= Z(xi _)_C)2 = N1V1(x)+N1()_C1 _)_C)2

i=1

N, Ny
Va9 =3 25 (5= = S 1 =0+ (7

Noy

= Z('xi _)_C)2 :Nsz(x)+N2()_Cz _)_C)2

i=1

V)= NP0+ N =) 4N ) N, 5

V(x) :%[Nllé(x)"i' NzVQ(x)]—F%[Nl(J_Cl _)_C)2 +N2()_C2 _)_C)z]

Moyenne des variances Variance des moyennes

La moyenne des variances est notée par : V(x).
La variance des moyennes est notée par : V(X).

La variance totale est décomposée en deux parties :

V(x) =V (x)+ V(%)

. La premiére composante, V' (x), nous renseigne sur la dispersion
au sein de chaque population. On I'appelle variance intra-population.

. La deuxiéme composante, V' (X), nous indique la dispersion de la

moyenne de chaque sous population par rapport a la moyenne de la
population totale. On 'appelle variance inter-populations.

Exemple :

La distribution des salaires dans une entreprise E, composée de deux
établissements, est la suivante :

Etablissement 1 Etablissement 2
Salaires Effectifs Salaires Effectifs
enl02 Dinars enl02 Dinars
n; n;
[4 — 8] 40 [8 — 12] 60
[8 — 12] 30 [12 — 20] 50
[12 - 28] 20 [20 - 40] 30

1) Calculer la moyenne des salaires pour l'entreprise E :

2) Calculer la variance totale des salaires dans l'entreprise E.
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3) Décomposer la variance totale en variance intra-établissements et
inter-établissements. Commenter.

Solution :

Etablissement 1

Classes n; X; n; x; n, x?
[4 — 8] 40 9 240 1440
[8 —12] 30 10 300 3000

[12 - 28] 20 20 400 8000
Total 920 940 12440

Etablissement 2

Classes n, X; n; X; n. x2
[8 —12] 60 10 600 6000
[12 — 20] 50 16 800 12800
[20 - 40[ 30 30 900 27000
Total 140 2300 45800

1) Calcul de la moyenne des salaires pour l’entreprise E :
= 1& 1
N& " 230

2) Calcul de la variance totale des salaires de l’entreprise E :

x (940 + 2300) = 14,08 x 10°DT.

i=6
Vix) = lZnixf —x’ =L(12440 +45800)x10* —14,08* x10*
NS 230
V(x)=54,97 x10°

3) Décomposition de la variance totale des salaires de l’entreprise E :

La variance totale est donnée par :
Vix)=V(x)+V(x)

La moyenne des variances est :

— 1
V@) =N+ Vb )]
¢ La variance des salaires de ’établissement 1 est :
v (x)= 1 4 2 4 4
L (x) —%x 12440x10" —10,444° x10" =29,13x10

¢ La variance des salaires de I’établissement 2 est :
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V. (x):ix45800><104 ~-16,42* x10* =57,26 10"
? 140

V(%) =$[90 x29,13+140 % 57,26) x 10* |= 46,25 x 102

La variance des moyenne est :

V(x) :%[]\G()_ﬂ _3_5)2 + N2()_C2 _)_C)Q]:

V() = $[9Ox10,442 +140x16,42%]x10* —-14,08> x10* = 8,51 x10*

V(x)=V(x)+V(x) = (46,25 + 8,51)x 10" = 54,76 x 10"

La variance des salaires est donc imputable pour une grande partie a la
variance intra-établissement des salaires.

Remarque :

Plus généralement, La variance totale V' (x) d’'une population P, de taille
N composée de k sous-populations, P, FP,,...,F,, de tailles respectives
N,N,,...,N,, de moyennes respectives X, ,X,,...... , X, , et de

variances respectives V,(x), V,(x),...... , V.(x), est donnée par :

1 & 1 & L
V(x): ﬁ;Nka(X) +ﬁ;Nk(xk—x)2

Vv
Variance intra-population Variance inter-populations

K
Avec N=N,+N,+--+ N, ,etx I%ZN,{)_C,{
k=1

Le coefficient de variation

Aussi bien l’écart-type que les indicateurs de tendance centrale (mode,
médiane et moyenne) sont exprimés dans la méme unité de mesure de
la variable. D’autre part, ’écart-type dépend de 'ordre de grandeur des
observations de la variable. Ainsi, pour comparer la dispersion de deux
ou plusieurs distributions exprimées dans des unités différentes, il est
indispensable d’utiliser un indicateur de dispersion indépendant de
I'unité de mesure et de 'ordre de grandeur des valeurs observées. Pour
ce faire, on utilise Le coefficient de variation, qu’on note par : CV(x),
et que 'on définit par :

Remarque : Le coefficient de variation est un nombre pur sans unité.
C’est un indicateur de dispersion relatif.

Exemple :

Reprenons 'exemple de la distribution des salaires dans une entreprise
E, composée de deux établissements :
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Etablissement 1 Etablissement 2
Salaires Effectifs Salaires Effectifs
enl02 Dinars enl102 Dinars
n; n;
[4 - 8| 40 [8 — 12] 60
[8 — 12] 30 [12 — 20][ 50
[12 - 28] 20 [20 - 40] 30

On peut résumer les caractéristiques principales de ces deux
établissements dans le tableau suivant

Etablissement 1 Etablissement 2
Moyenne 10,44. 102 16,42. 102
Variance 29,13. 104 57,26. 104
Ecart-type 5,39. 102 7,56. 102
Coefficient de 0,51 0,46
variation

¢ La comparaison directe des écarts-types indique une dispersion des
salaires plus forte dans I’établissement 2 que dans I’établissement 1
(7,56. 102 contre 5,39. 102).

¢ La comparaison des dispersions a partir du coefficient de variation,
indique au contraire une dispersion plus forte (O,51) pour
I’établissement 1, que pour I’établissement 2 (0,46).

¢ En conclusion, on peut dire que les salaires sont plus dispersés dans
I’établissement 1 que dans I’établissement 2.

Mesure de la dispersion autour de la
meédiane
L’écart absolu moyen par rapport a la médiane, noté e,, dune série

statistique est égal a la moyenne arithmétique de la valeur absolue des
écarts entre les valeurs observées et leur médiane.

Cas de données non groupées

1@ ,
e, :ﬁ;‘xl‘ — M¢|

Cas de données groupées

— 1 Ll J4 B J4
e, = ﬁZn.‘xi —Me‘ = Zfl.‘xl. —Me‘
i=1 i=1

1

Cet indicateur de dispersion tient compte de tous les écarts entre
chaque valeur observée et la médiane. Ces écarts sont exprimés dans la
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meéme unité que la variable.
Remarque :

Pour toute série statistique on a :

e <e <o

Meé X X

Moments d'une série statistique

Moments non centrés

Cas de données non groupées

Le moment non centré d'ordre r, quon note m (x), dune série
statistique est :

=
m \xX)=— X.
X)) =2
ii) Cas de données groupées
()= Sma = Sl
m\X)=— nx = X
r Nl:l 1 1 =) 1 1

Remarque :

Le moment non centré d’ordre 1 est: m, =X

Le moment non centré d’ordre 2 est : m, = (x°)

Moments centrés

Cas de données non groupées

Le moment centré d'ordre r , qu'on note g (x), d’'une série statistique
est :

i=1

Remarque :

Le moment centré d’ordre 1 est: g, =0
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Le moment centré d’ordre 2 est : u, = V(x)
A partir de la formule développée de la variance, on a :
Hy =V(x)=m, - (m1)2

En général, les moments centrés d'ordre pair donnent une indication
sur la dispersion des observations autour de la moyenne. Les
moments centrés d'ordre impair donnent une indication sur le degré
de symeétrie de la distribution.

Exemple : La répartition de 100 individus par classes d’ages est donnée

par le tableau suivant :

Classes fi | Centres | 5 x n.x’ n.‘x. —)_c‘ n.‘x. —Mé‘
d’ages e L L
n; Xi

[5, 10[ 11 0,11 7,5 82,5 618,75 258,5 214,5
[10 , 15[ | 10 | 0,10 12,5 125 1562,5 185 145
[15, 20[ | 15 | 0,15 17,5 262,5 4593,75 202,5 142,5
[20 , 30[ | 20 | 0,20 25 500 12500 120 40
[30 , 40[ | 18 | 0,18 35 630 22050 72 144
[40 , 60[ | 16 | 0,16 50 800 40000 304 368
[60 , 80[ | 10 | 0,10 70 700 49000 390 430

total 100 1 3100 130325 1532 1484
_ 3100 , _ _
X = 00 =3lans, Mé=27ans, e =1532ans, ¢, =14,84 ans

V(x)=1303,25-(31)® = 342,25 (années)’

o, =4/342,25 =18,5 ans

On remarque bien que : (€,

<e <0

X

Indicateurs de forme

Les polygones des fréquences nous livrent une représentation
approximative de la distribution réelle des fréquences. Pour avoir une
idée satisfaisante et plus précise sur la forme de la distribution, il est
recommandé de calculer des indicateurs de forme. On distingue les
indicateurs d’asymeétrie et les indicateurs d’aplatissement. Ces
indicateurs sont sans unité de mesure. Ils sont indépendants dun
changement d’échelle et/ou d’origine.

Asymétrie

Une distribution est dite symétrique si les observations se répartissent
dans la méme proportion de part et d’autre des trois valeurs centrales
(mode, médiane et moyenne).

Les mesures d'asymeétrie permettent de quantifier le degré de déviation
de la forme de distribution par rapport a une distribution symétrique.

i) Le coefficient d’asymétrie de Fisher, qu’on note par y, :
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4, moment centré d'ordre 3

A (écart - type)®

La distribution est dite symétrique dans le cas ou y, = 0.
La distribution est dite étalée a gauche dans le cas ou y, <O.

La distribution est dite étalée a droite dans le cas ot y, > 0.

ii) Le coefficient d’asymétrie de Yule, basé sur les quartiles, qu'on
note par C, :

C = (Qs _Qz)_(Qz _Ql)
' (Qs_Q1)

La distribution est dite symétrique dans le cas ou C, =0.

La distribution est dite étalée a gauche dans le cas ou C, <O0.

La distribution est dite étalée a droite dans le cas ou C, > 0.

iii) Le coefficient d’asymétrie de Pearson, basé sur la moyenne, le
mode et 1’écart-type, qu’on note par C, :

La distribution est dite symétrique dans le cas ou C, =0.
La distribution est dite étalée a gauche dans le casou C, <O.

La distribution est dite étalée a droite dans le cas ou C, > 0.

Aplatissement

Une distribution est d’autant plus « plate» que la dispersion des
observations autour des valeurs centrales est forte.

i) Le coefficient d’aplatissement de Pearson, qu’on note par [ :

5= 4, moment centré d'ordre 4

o’ (écart - type)*

La distribution est dite normale dans le cas ou f = 3.

La distribution est dite hyponormale (plus aplatie que la normale)
dans le cas ou f < 3.

La distribution est dite hypernormale (moins aplatie que la normale)
dans le casou f > 3.

ii) Le coefficient d’aplatissement de Fisher, qu’on note par y, :

u
7/2:_1_3:18_3
o
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La distribution est dite normale dans le cas ou y, = 0.

La distribution est dite hyponormale (plus aplatie que la normale)
dans le cas ou y, <O.

La distribution est dite hypernormale (moins aplatie que la normale)
dans le cas ou y, > 0.
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Chapitre IV : Concentration d’une
série statistique

L’é¢tude de concentration a pour objet de mesurer et de mettre en
exergue d’éventuelles inégalités de répartition d'une valeur globale
totale. Cette étude n’est pas centrée sur lindividu, elle est plutét
globale. L’analyse porte davantage sur la répartition de la masse totale.
Elle permet de compléter 'analyse de la dispersion relative dune
distribution. @ Les domaines d’applications sont nombreux :
concentration des salaires, des revenus, des superficies agricoles, ...etc.

Le concept de concentration a été élaboré dans les années 1910-1914
par le statisticien italien Corrado Gini (1884-1965).

L’étude de la concentration porte sur toute série positive La notion de
concentration ne s’applique qu’a des variables quantitatives continues a
valeurs positives cumulables, celles ou le cumul a un sens.

La question fondamentale, a laquelle on doit répondre est, par exemple :

La masse salariale totale est-elle répartie d'une maniére égalitaire ?
Dans le cas ou elle s’est faite d'une maniére inégalitaire, on observe un
faible nombre d’individus détenir une grande partie de cette masse, la
partie restante étant détenue par un grand nombre d’individus.

Valeurs globales et valeurs globales
relatives

Soit X une variable statistique continue. On considére la série
statistique correspondante.

On appelle valeur globale associée au couple (x,,7,), le produit défini
par :

VG, = nx,
On appelle valeur globale totale, qu’on note VGT :

VGT = inixl.
i=1

On appelle valeur globale relative associée au couple (x,,n,), le
rapport, qu’on note g;, défini par :

q, =

NEE
><
S

[
i=1

On appelle valeur globale relative cumulée croissante associée la
valeur X, centre de la classe [b_, ,b [, quon note Q;, :

=i

0 =24,

Jj=

.

—
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Exemple :

Superficie | Centre | Effectif | Valeurs Valeurs Valeurs
en ha S S globales globales globales
" relatives relatives
nixi 4
0 cumulées
Xi ni 49 =< croissantes
S
0,
[1-5] 3 11 33 0,008 0,008
[6—10] 7,5 12 90 0,022 0,030
[10 — 20[ 15 15 225 0,056 0,086
[20 — 50[ 35 26 910 0,229 0,315
[60 —100[ | 75 36 2700 0,685 1
Total 100 3958 1

On peut interpréter la cinquiéme ligne en disant que les exploitation qui
ont moins de 50 ha se partagent 31,5% de la superficie totale qui est
égale a 3958 ha.

Meédiale
Définition
On appelle médiale d'une série statistique, qu'on note par Mle, la
valeur de la variable telle que :

O(Mle) = 0,5 = 50%

Détermination graphique

La médiale est déterminée graphiquement comme étant l’abscisse du
point d’ordonnée 0,5 de la courbe des valeurs globales relatives
cumulées croissantes. Cette courbe est définie en tant qu'une ligne
brisée obtenue sur un repére cartésien, en joignant les points de
coordonnées (b, ,(Q.), ou b; désigne la borne supérieure de la classe

[bl._1 , bi[ et Q; la valeur globale cumulée croissante.
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Qi

Courbe des valeurs globales relatives
cumulées croissantes

0,5
0,315 |

0,086

0,030
0,008

|
1 5 10 20 50 Mle 100 Classes

Calcul de la médiale

La médiale se détermine, par interpolation linéaire, de la méme maniére
que la médiane. Seulement, les calculs ne se font plus sur les
fréequences cumulées croissantes de la série statistique, mais sur les
valeurs globales relatives cumulées croissantes.

Le calcul de la médiale passe d’abord par la détermination de la classe
meédiale. Dans un deuxiéme temps, on détermine la valeur précise de la
meédiale par interpolation linéaire.

Soit [0, ,—b.[ la classe médiale, a; 'amplitude de la classe médiane, Q,

la valeur globale relative cumulée croissante de la classe médiale, Q. ,

la valeur globale relative cumulée croissante de la classe qui précede la
classe médiale.

L’expression de la médiale est alors donnée par :

Mle=b_, +a, (—0’5 — Q"lj
Qi o Qi—l

Dans notre exemple, la classe médiale a laquelle appartient la
médiale, est la classe [S0 —100[ d’ou :
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Superficie | Amplitude | Valeurs Valeurs Valeurs
on S globales globales globales
‘ . relatives relatives
ha (07 nixi ,
0 cumulées
q, = an croissantes
0,
[1-5] 4 33 0,008 0,008
[65-10[ 5 90 0,022 0,030
[10 — 20[ 10 225 0,056 0,086
[20 , S0 30 910 0,229 0,315
—  Mie l =0,5
[50 , 100 [ 2 1
50 2700 0,685
Total 3958 1

Le calcul de la médiale par interpolation linéaire donne :

Mle - 50 (o,so - o,315j

100-50 | 1-0,315
Mie = 50 + 50 0,50-0315 = 63,5ha
1-0,315

On interpréte en disant que les exploitations qui ont individuellement
moins de 63,5 ha totalisent 50% de la superficie totale.

Ecart meédiale- médiane

On appelle écart médiale-médiane d'une série statistique, qu’on note
par AM , le nombre défini par :

|[AM = Mle — M¢|

Cet écart nous fournit un premier renseignement sur la concentration
d’'une distribution statistique. Son interprétation se fait par rapport a
I’étendue de la série. En d’autres termes, on calcule :

AM
Intervalle de variation

¢ Si AM est grand par rapport a lintervalle de variation, alors la
concentration est forte

¢ Si AM est petit par rapport a lintervalle de variation, alors la
concentration est faible

¢ Sl y a absence de concentration ou situation d’équipartition
parfaite, alors AM est nul.
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Dans notre exemple, la médiane est égale a :

0,50-0,38

Mé =20+ 30
0,64 -0,38

j = 33,84ha

Donc, I’écart médiale-médiane est :

AM =63,50-33,84=29,66

29,66
100-1

On peut dire que la concentration est relativement moyenne.

Courbe de concentration

=0,29

Par conséquent, ’écart médiale-médiane relatif est :

Définition
On appelle courbe de concentration (ou courbe de Lorenz), Le polygone
obtenu en joignent, les points de coordonnées(F,,(,), dans un repére

orthonormé, ou les F; sont portés sur I'axe des abscisses et les Q; sur
l'axes des ordonnées. Cette représentation se fait dans un carré de cote
égal a l'unité.

Valeurs globales relatives A
cumulées croissantes Q 3
B
1
Diagonale
Q4
Qs
<4+—— Courbe de
Q — concentration
) —_—
Q S
A
>
Q)
F, F, F; F, 1 F;
Fréquences cumulées croissantes
V4 [ ]
Interprétation

Plus la courbe de concentration se rapproche de la diagonale, plus la
répartition est égalitaire, et plus la courbe s’¢loigne de la diagonale, plus
la distribution est concentrée, c’est-a-dire inégalement répartie.

Cas extrémes
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Cas 1. La courbe de concentration se confond avec la diagonale. C’est le
cas d’'une équirépartition parfaite. On dit aussi que la concentration est
nulle.

Cas 2. La courbe de concentration se confond avec les cotés OA et AB
du triangle OAB. C’est le cas, hypothétique, ot un seul individu posséde

toute la richesse. On dit aussi que la série est totalement concentrée.

_ Valeurs globales relatives _ Valeurs globales relatives
A cumuilées croissantes Cas 1 A cunmulées croissantes Cas 2
Y B LY B
Diagonale Diagonale
Q | Q |
Qj Courbe de concentration Qj Courbe de concentration
-
Q Q
Q A L Q A L
» »
(0] (0]
FFE K F, I F FE K F, I
Fréquences cumulées croissantes Fréquences cumulées croissantes

Indice de concentration de Gini

Surface de concentration

On appelle surface de concentration, quon note par S, la surface
comprise entre la diagonale principale OB et la courbe de concentration.
Plus la courbe s’¢loigne de la diagonale et plus la surface de
concentration est grande.

Remarque :

La courbe de concentration se situe toujours en dessous de la diagonale
car on a, pour toute valeur de x: F(x) > Q(x)

Définition de l’indice de Gini
On appelle indice de Gini (ou indice de concentration), le rapport entre
l’'aire de la surface de concentration et l'aire du triangle OAB. On le note

par Ig. :
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I = = :2S.

¢ Aire du triangle OAB

Aire de la surface de concentration S
1
2

Remarque :
L’indice de Gini est compris entre [0 , 1]

Dans le Cas 1, ou la courbe de concentration se confond avec la
diagonale, I'indice de Gini est égal a zéro.

Dans le Cas 2, ou la courbe de concentration se confond avec les cotés OA
et AB du triangle OAB, l'indice est égal a un.

Plus l'indice de Gini tend vers 1, plus la concentration est forte.

Plus l'indice de Gini tend vers O, plus la concentration est faible

Calcul de l’indice de Gini

Pour le calcul de l'indice de Gini, on retient la méthode des trapézes.
Celle-ci consiste a calculer l'aire de la surface complémentaire a S par
rapport a l'aire du triangle OAB. Pour ce faire, il suffit de créer une

nouvelle colonne f,(Q, +0,,).

L’indice est alors égal a :

Mm

+Q11

La surface de chaque trapéze est :
5 - (grande base + petite base ) x hauteur
l 2
(0. +Q)X(F,~F.) _(Q,+0)x(f)
2 2

Par exemple :

g _ (040 )x(F, - F) _(/,)x(Q, +0Q,)

) 2 2
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O: A

Q4 A
Q; | S: Q4
Q2
Qi Q3I fa
A 4
F, F  F F, Fi
Superficie | xi ni fi F; nxi | 0. (0. +0.,)
en ha (VGi) 2mx
[1-5] 3 11 | 0,11 | 0,11 33 0,008 0,008 0,00088
[6—-10] 7,5 | 12 |1 0,12 | 0,23 90 0,022 0,030 0,00456
[10 — 20] 15 15 | 0,15 | 0,38 225 0,056 0,086 0,0174
[20 — 50[ 35 26 | 0,26 | 0,64 910 0,229 0,315 0,10426
[60 —100[ | 75 36 | 0,36 1 2700 0,685 1 0,4734
Total 100 1 3958 1 0,6005

En reprenant notre exemple concernant la répartition des exploitations
agricoles, l'indice de Gini est égal a :

I, =1-0,6005 = 0,3995 ~ 0,4.

Cette valeur

moyenne.
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Chapitre V : Les indices statistiques

L’analyse économique et sociale fait appel a la comparaison et I’étude de
I’évolution de grandeurs simples, telles que la production de blé, le prix
de pétrole, ....etc. La comparaison peut se faire dans le temps ou dans
l'espace, moyennant le calcul d'un rapport entre deux valeurs de cette
grandeur, prises par conséquent en deux périodes différentes ou dans
deux lieux différents.

I1 est aussi important de pouvoir suivre l’évolution de grandeurs
complexes telles que la production agricole, les exportations d'un pays,
...etc. Ces comparaisons se font au moyen d’indices synthétiques.

Ainsi, on distingue deux types d’indices : L’indice élémentaire et l'indice
synthétique.

Les Indices élémentaires

L’indice é€lémentaire permet de calculer l'évolution d'une grandeur
simple (comme, par exemple, le prix ou la production d’'un bien donné),
soit dans le temps, auquel cas on appelle cet indice un indice
élémentaire temporel, soit entre deux lieux géographiques différents,
auquel cas on parle d’indice élémentaire spatial.

Définition
On peut définir l'indice élémentaire temporel ou spatial comme un
nombre pur (sans dimension) résultant du rapport de deux valeurs

prises par la méme grandeur, soit a deux dates différentes, soit sur
deux espaces différents.

Soit x, la valeur de la grandeur G a la date t =1 et x, la valeur de la

variable aladate t =0.

L’indice élémentaire de la grandeur G est donné par :

I =X4100

1/0
/ X

0

La date f =1 est appelée date courante ou période courante, ou encore
situation courante, dans le cas d’'un indice spatial. La date f =0 est
dite date de référence, ou période de base, ou encore situation de base,
dans le cas d’un indice spatial.

Exemple 1:

Le prix d'un billet d’avion Tunis - Toulouse est passé de 310 D en 1985
a 400 D en 1998.

L’indice de prix dans ce cas est donné par :
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Lo =5 1002299100 210775
P 310

98/85
85

On dit que le prix d’un billet d’avion a augmenté de (107,75-100), soit
7,75% entre 1995 et 1998.

Exemple 2:

Le loyer d’'un studio a Tunis est de 240 D, alors qu’a Bizerte il est de
120 D.

Dans ce cas l'indice de loyer entre Bizerte et Tunis est de :

:%x100=%x100=50%

Tunis

Bizerte/Tunis

Donc le loyer d’'un studio a Bizerte est le moitié de celui a Tunis.

Les propriétés de l’indice élémentaire :

La circularité ou transitivitée

Cette propriété est intéressante dans le cas d'un changement de 'année
de base.

Si une grandeur économique prend les valeurs Xx,,x;, et X,

respectivement aux dates 1 = 0, 1 et 2, I'indice élémentaire satisfait :

1
2/0 — 100 ><]2/1 ><11/0

Ainsion a:

1
I, =—=%%100

beve1 L1/0
base O
Démonstration :
Iz/o=x—2x100:&><100><100xx1: 1 % X2 %100« 100
X, X, 100xx, 100 x, X,
= L x I, x1I

2/0 100 2/1 1/0

D’une maniére générale :

I, =100x [t/t—l x [t—l/t—2 x It—Z/t—3 X“_Xlli
oo 100~ 100 100 100

Exemple :

Le prix d’'un bien Z pour trois dates est donné dans le tableau suivant :
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Date Prix

1985 150
1990 210
1995 230

Calculons les différents indices élémentaires:

210 230
Iygiss =7 X100=140%, Lo s == x100=1533

Los /o0 =% x100=109,5

On vérifie que :

1 1
195/85 :mxl95/90 XI9O/85 ZEXIOg,SX 1402153,3%

Ainsi, pour comparer deux variables entre deux dates, il suffit de faire le
rapport de leur indice.

La réversibiliteé :
Cette propriété est prenante dans le cas du calcul d’indice spatial car le
choix de l’espace de référence est arbitraire.

La propriété de la réversibilité peut étre présentée sous la forme
suivante :

10*
I,,x1,, =10% ouencore|l,, =

1/0

Démonstration :

100x100 = - x 22 x 100 x 100 = 10* = 7, , x

0/1
X X /

0 1
Exemple :
En reprenant les données de 'exemple précédent, on peut vérifier que :.
210 150
Log/85 = EX 100=140%, 15,9, :2_10X 100="71,428%

Loy /55 % 1,00 =140 x 71,428 ~10*

Autres propriétés de ’indice élémentaire :

Si a = bc alors l'indice élémentaire de a est donné par :

1
100

[1/0(a) = [1/0(b)' ]1/0(0)'
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Exemple :

Supposons que /,,,(p) =110% et [, ,(q) =120%.

1/0(

La recette étant égale au produit du prix par la quantité, R = pq,
I'indice élémentaire de la recette est :

L =110x120x L
100 10

Entre la date O et la date 1 la recette a augmenté de 32%

]l/O(R)zll/O(p)Xll/O(q)x o =132%

Si a = —, alors l'indice €élémentaire de a est donné par :
c
I (b
I,4(a)= L()>< 100
I,0(c

Les indices synthétiques

Soit G une grandeur complexe composée de plusieurs autres grandeurs
simples :

G={g' g% g}

Pour chaque grandeur simple gi, i=12,---,k on peut calculer un

indice élémentaire simple :

],/o(gi): g, x100, i=12,---,k

i
&o
On peut résumer cette série d’indices élémentaires par un indice

synthétique noté /,,,(G).

En économie on s’intéresse souvent aux variations des prix, des
quantités et de la valeur globale (prix fois quantités). Ainsi, on peut
calculer trois indices synthétiques, a savoir l'indice des prix, l'indice des
quantités et I'indice de valeur globale.

Soient pé, qg respectivement le prix et la quantité du bien i a la date O ,
et p; , q; respectivement le prix et la quantité du méme bien a la date t.

Considérons un panier composé de k biens.

Les valeurs globales de ce panier évaluées a la date O et a la date 1 sont
données respectivement par :

L’indice de la valeur globale est donné par :
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i=k o
e 2. P4,
L,V)=1,(pq)= Vtx 100 = ﬁ—y< 100

i=k

0 Pods

Par exemple, [, ,,(V)=130% signifie que la valeur du panier a

augmenté de 30% entre la date O et la date t. A ce niveau, une question
importante se pose: quelle est lorigine de cette augmentation ?
résulte-elle de 'augmentation des prix, des quantité ou des deux ?

En effet, dans ce cas, plusieurs cas de figures peuvent se présenter :
les prix augmentent et les quantités restent constantes.
les quantités augmentent et les prix restent constants.

les prix augmentent et les quantités baissent, mais la hausse des prix
I'emporte sur la baisse des quantités.

les quantités augmentent et les prix baissent, mais la hausse des
quantités I’'emporte sur la baisse des prix.

les quantités et les prix augmentent simultanément.

Afin de cerner avec précision les origines de la variation, on fixe les
quantités et on calcule un indice de prix, ensuite on fixe les prix et on
calcule un indice de quantités

Généralement, on distingue deux types d’indices selon que l'on fixe les
quantités ou les prix a la date de base 0 ou a la date courante t. Dans le
premier cas, lorsque l'on fixe les prix ou les quantités a la date de
base O : on calcule les indices synthétiques de Laspeyres. Dans le
deuxiéme cas, lorsque l'on fixe les prix ou les quantités a la date
courante t, on calcule les indices synthétiques de Paasche.

Indices synthétiques de Laspeyres

Indice de prix de Laspeyres:

Cet indice indique l’évolution de la valeur d'un panier de biens a
composition constante. Les quantités fixes sont évaluées a la date de
base O :

i=k

P4,

t/0 iz

h
~

|
I

X
—
o
o

i=1

Indice de quantité de Laspeyres:

Cet indice indique l’évolution de la valeur d’'un panier de biens a prix
constants. Les prix constants sont évalués a la date de base O :
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Indices synthétiques de Paasche

Indice de prix de Paasche :

Cet indice indique l’évolution de la valeur dun panier de biens a
composition constante. Les quantités fixes sont évaluées a la date

courante t.

Indice de quantité de Paasche :

Cet indice indique l’évolution de la valeur d’'un panier de biens a prix
constants. Les prix constants sont évalués a la date courante t:

Les coefficients budgétaires

On appelle coefficient budgétaire associé au bien i , la part de la
dépense consacrée a ce bien. Ainsi, les coefficients budgétaires d'un
bien i, respectivement a la date O et a la date t sont :

Podo ot Wi =- P.q,

Wi =- e 2l
> pia;
i=1

i=k .
> podq
i=1

Les coefficients budgétaires ont les propriétés suivantes :

o<W <1

k
S, -1
i=1
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Indices synthétiques de Laspeyres et moyenne
arithmétique

L’'indice synthétique de Laspeyres peut étre défini comme étant la
moyenne arithmétique des indices élémentaires pondérés par les
coefficients budgétaires de la date de base.

Démonstration : Nous allons la faire pour le cas de l'indice de prix de
Laspeyres. Le cas de l'indice de quantité de Laspeyres se fait d'une
manieére similaire.

W

i=k . .
Lf/o = ZWOI x Izl/o(p)
i-1

Indices synthétiques de Paasche et moyenne
harmonique

L’'indice synthétique de Paasche peut étre défini comme étant la
moyenne harmonique des indices élémentaires pondérés par les
coefficients budgétaires de la date courante.

Démonstration : Nous allons le faire pour le cas de l'indice de prix de
Paasche. Le cas de l'indice de quantité de Paasche se fait d'une maniére
similaire.

i=k .
> g

P’ =L x100

t/0 i=k

Pod,

i=1

On calcul l'inverse de l'indice de Paasche



1 _ & pogr 1

P’ =< 0 100
~1ptqt

~
~
o

i

i=

En multipliant et en divisant par p,, on obtient :

i Pod, p 1
Ptj)o i=1 ZPZ lpt ]'OO

_&oplq,  pex 1
21 ,,-(pf 100)
Y pq P V%

t 1t

i=1 1
W Ti7o(p)
1 = 1
— 1
PP - - VVf X [i
1/0 =1 t/0 (p)

Limites et extension des indices de laspeyres
et de Paasche

Limites

Les deux indices de Laspeyers et de Paasche ne sont pas réversibles

Lt/O xLO/t #10*

et

P, xP, =10°

t/0 0/t

Ces propriétés sont valables pour les deux indices, prix et quantité.

Les indices de Laspeyers et de Paasche ne vérifient pas la propriété de
circularité :

/0 1 Lt/t’ /0

et

Bio# 155 % P x P

D’une maniere générale lindice de Paasche est toujours inférieur ou
égal a l'indice de Laspeyers.
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L’indice de Laspeyers surestime 1’évolution des prix.

L’indice de Paasche sous-estime 1’évolution des prix.

Indices de Fisher

On peut définir un troisiéme indice, dit indice de Fisher, comme la
moyenne géométrique des deux indices de Paasche et de Laspeyers.

L’indice de prix de Fisher est donc :

) TS LN ) ey

t/0 /0

t/O

L’indice de quantités de Fisher est donc :

q 5 q q
Fj, [ Py % Lz/o] P, x L,

Propriétés de I’indice de Fisher
L’indice de Fisher est compris entre ceux de Laspeyers et Paasche

L’indice de Fisher est réversible :

F,xF, =10

t/O

L’indice de Fisher n’est pas transitif :

1

E/o # m X E/t‘ X Ft'/o

Remarques :

L’indice de la valeur globale ou de la recette totale peut €tre exprimé en
fonction des trois indices : Laspeyers, Paasche et Fisher

L"xP" L['xP" F"xF*
100 100 100

1) =1(pg) =

Exemple 1

On dispose des données suivantes sur les prix et les quantités de deux
biens en 1995 et 1998 :

Bien 1 Bien 2
Prix Quantité Prix Quantité
1995 10 5 25 10
1998 15 6 32 14

1) Calculer les indices de prix et de quantité de Laspeyers, de Paasche
et de Fisher.

2) Calculer l'indice de la valeur globale et vérifier que :
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L' xP" L['"xP’' F’xF?
( ) (pq) 100 100 100
1) Le calcul des indices
=
Posos
Loges =5 %100 = ISXS+32X10x100:131,67
i 10x5+25x%x10
— p95q95
i=2 ) )
Posqos
ng/gs=f;—><100210X6+25X14><100:136,67
i 10x5+25x%x10
— p95Q95
i=2 . .
Posos
Pg’;/%=Z—X100=15X6+32X14x100:131,22
i 10x6+25x14
— p95q98
i=2 . .
Poss
qug/gs=f§—><100215X6+32X14x100:136,20
i 15x5+32x10
pQSQQS

—

i=

Fgfs/gs = \/ng/gs X LSS/QS =131,44

F9L§3/95 = \/})933/95 X ng/gs =136,43

On remarque que P F <L

2) L’indice de la valeur

Y Dosdos
Log,05(V) = 55— x100 = 15X6+32X14><100=179,34
i 10x5+25%x10
p95q95

I’xP' L'xP" F’xF’
100 100 100

98/95 (V) = 198/95 (pQ) =

’xP' L'xP’ F’xF"

I
100 100 100

V)

198/95 (pQ) =

98/95(
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1

1

=131,67 x136,20 x =136,67 x131,22 x
100 100
=179,34
Exemple 2
Bien | 1995:(0) | 1998:(t) | Indices Indices
élementaires | élementaires . )
/ ; Poslos | Poslos | Wos | Wog | Poelos | Postos
Pos | 9os | Pos | Yos 98/85(p) 98/85(Q)
A 12 6 15 7 125 116 72 105 0,33 0,37 90 84
B 5 13 8 11 160 84 65 88 0,30 0,31 104 55
C 8 10 10 9 125 90 80 90 0,37 0,32 100 72
Total 217 283 1 1 294 211

1) Le calcul des indices synthétiques

LP

98/95

L‘I

98/95

PP

98/95

Pl]

P _ P
F98/95 - \/P98/95

q — q
F98/95 - \/P98/95

98/95

L’indice de la valeur est :
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i=3 )
PosYos
=2 %100 =§9zj100 ~-135
2. Posdos
i=3 ) )
DosGos
;;—xlooz%xloo =97
2 Posdlos
i=3 . .
Posos
2 %100 =%x100 ~-134
2, Posqo
Si
Pos9os
i1 x100=%x100=96
g PosTos
x Ly o5 = 134,4
x Liy o5 = 96,49




. p%Q% 283
]98/95(V) = g—x 100 = 217

i i
p95 Q95
i=1

x100 =130,41

On peut vérifier que :

98/95 Z 5 X 1;8/95 (p)

=(0,33x125)+ (0,30 x160) + (0,37 x125) =130

L(éS/QS = Z 5 X I;S/QS Q)

= (0,33 x116) + (0,30 x 84) + (0,37 x 90) = 97

et que :
1 —i#LViX 1
P91;/95 =i [;8/95([))
(037 x— )+ (0,31x )+ (032x )=
125 160 125 134
1 _fﬁnﬂ y 1
P9(§3/95 =i [;8/95(Q)
(0,37 %)+ (0,31 x )+ (0,32 x ) =
116 84 90" 96
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Chapitre VI : Introduction a
Panalyse des distributions a deux
variables

On considére une population de N individus mesurés simultanément
par les deux caractéres X et Y, de modalités x,...x,,....x, pour la

i

variable X et y,,...y,,....y, pour la variable Y. On note par 7, le nombre

d’individus appartenant a la fois a une classe de rang i (pour la
variable X) et a une classe de rang j (pour la variable Y).

Présentation d’un tableau a double
entrée

Exemple

On considére le tableau suivant, relatif a une population de 100
meénages, ou X désigne le nombre d’enfants du ménage et Y est le
nombre de piéces du logement.

Y} ] 3 ) 4 ) S Total
=1 G=2)] (=3)
Xi
2 =1 15 10 S 30
3 (i=2) —30 5 10 45
4 (i =3) 10 S 0 15
5 (=4 10 0 0 10
Total
65 20 15 100
Remarques :

La valeur 30 indique que, parmi les 100 ménages observés, il y a 30
meénages qui ont 3 enfants et qui habitent dans des logements de 3
piéces.

La valeur 65 indique que, parmi les 100 ménages observés, il y a 65
ménages habitent dans des logements de 3 piéces.

La valeur 45 indique que, parmi les 100 ménages observés, il y a 45
meénages qui ont 3 enfants.

Tableau de contingence
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yl y2 ............ yj ............ yK
Total
Xi

X ny, | Ny, nl_/ n g n,.
Xy Ny | Moy n,, oY n,
xi nil ni2 ij niK ni.
xL nLl nLQ nL] nLK nLA
Total

n,|n, n, n N

Les effectifs situés a lintérieur du tableau sont notés par n,, ou n,

désigne le nombre de fois ou la modalité x, de la variable X et la

modalité y, de la variable Y ont été observées simultanément.

Leffectif n,, appelé effectif marginal de X, est le nombre total

d’observations de la modalité x, de la variable X quelque soit la
modalité de la variable :

=K

n = n.
i ij

Jj=1

L’effectif n , appelé effectif marginal de Y, représente le nombre total

d’'observations de la modalit¢é y, de la variable Y quelque soit la

modalité de la variable X :

i
n. = n.

-J y
i=1

L’effectif total de la distribution conjointe, noté N, peut étre obtenu a
partir de l'effectif marginal de X ou bien a partir de l'effectif marginal de
Y:

-1 =1 = A

Remarque : la distribution conjointe des variables X et Y peut étre
définie a partir des fréquences relatives :
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ﬁj:—” avecfi.: Lo~ fij ; f}_:

Distributions marginales

Définition
A partir de la distribution conjointe des variables X et Y, on peut
déduire la distribution marginale de chacune des deux variables. Ceci

nous permet d’analyser séparément la distribution de chacune des
deux variables.

On appelle distribution marginale de la variable X, la donnée des L
couples (x,,n. ).
On appelle distribution marginale de la variable Y, la donnée des K

couples (y,,n ).

Ces deux distributions peuvent se présenter sous forme de tableaux
statistiques.

Distribution marginale de X Y Effectif marginal
J
X Effectif marginal
Wi ny
X n
1 1.
Vo n,
X5 n,, :
y J n J
X, n, :
yK n.K
X n
L L Total N
Total N

Distribution marginale de Y

Remarque : la distribution marginale de chacune des variables X et Y
peut étre définie a partir des fréquences relatives :

fi.:_i. et f.‘j:_J

Exemple

En reprenant l'exemple de la distribution des 100 ménages selon le
nombre d’enfants du ménage et le nombre de piéces du logement, la
distribution marginale selon chacun des deux caractéres peut se
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présenter de la maniére suivante :

Distribution marginale de X

X . Effectif marginal
2 30
3 45
4 15
S 10
Total 100
Distribution marginale de Y
Yj Effectif marginal
3 65
4 20
S 15
Total 100

Distributions conditionnelles

Définition

On appelle distribution conditionnelle de Y pour X = x,, la distribution

des individus correspondant a4 une modalité x, de la variable X suivant
les modalités de la variable Y.

On appelle distribution conditionnelle de X pour Y = Y, la distribution

des individus correspondant a une modalité y, la variable Y suivant les

modalités de la variable X.

Ces deux distributions peuvent se présenter sous forme de tableaux

statistiques.




Distribution conditionnelle de X sachant

Y=Y
J

X/ Y:Y/ nl//

M ;

X, i

X, n,

Total I’l_/

Distribution conditionnelle de Y sachant
X=X )
Y/ X=x; nj/i
yl nil
y J I’lU
yK niK
n.
Total b

Remarque : la distribution conditionnelle de chacune des variables X et
Y peut étre définie a partir des fréquences relatives .

Dans le cas de la distribution conditionnelle de X pour Y =y ,ona:

) ;fi/]‘ =1

n,
fo=0 N
i/
n; i
N
n.
ij
= " _ N
]/l ni. ni.
N

Exemple

En reprenant l'exemple de la distribution des 100 ménages selon le
nombre d’enfants du ménage et le nombre de piéces du logement, la
distribution conditionnelle de X sachant Y =4 et la distribution
conditionnelle de Y sachant X = 3 se présentent ainsi :



Distribution conditionnelle de X sachant

Y=4

10

g |~ W N

Total 20

Distribution conditionnelle de Y sachant

X =3

30
5
10
Total 45

Dépendance et indépendance entre les
variables Xet Y

Les variables X et Y sont dites statistiquement indépendantes lorsque la
distribution de la variables X ne dépend pas de la variable Y ou vice
versa. Dans ce cas, la connaissance de la variable Y ne donne aucune
information sur la variables X, auquel cas, toutes les distributions
conditionnelles de la variables X sont identiques a la distribution
marginale de la variables X.

L'indépendance se traduit en termes de fréquences relatives par :

=%, Vi
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Chapitre VII : Corrélation et
Ajustement linéaire

Dans le cadre de ce chapitre, on s’intéresse a 1’é¢tude d'une éventuelle
relation entre deux variables statistiques. En d’autres termes, nous
allons voir, d’abord, comment déterminer le sens de la liaison entre ces
deux variables, ensuite, comment mesurer l'intensité ou le degré de la
liaison entre elles, et enfin fournir une expression mathématique de la
liaison entre ces deux variables.

La covariance entre Xet Y
Définition
La covariance est égale a la moyenne des écarts des couples (x,,y,) de X

et Y par rapport au point (X, ).

Cov(x,y) = %2‘,(% - X))y, — )

La covariance indique le sens de la relation entre les variables X et Y.
Ainsi, On peut distinguer les cas suivants :

Si Cov(x,y)> 0, alors on peut dire que la relation entre les deux
variables est positive. Dans ce cas, ces deux variables varient dans le
meéme sens.

Si Cov(x,y) <0, alors on peut dire que la relation entre les deux
variables est négative. Dans ce cas, ces deux variables varient en sens
inverse.

Si Cov(x, y) =0, alors on peut dire qu’il n’y a pas de relation entre les

deux variables. Dans ce cas, les variations de I'une n’entrainent pas la
variation de l'autre.

Propriétes
i) Cov(ax + b,cy + d) = ac.Cov(x, y)

Démonstration

Cov(ax + b,cy +d) = %g[wxi + b) — (ax + b)] [(cyl. +d)—(cy + d)]

i=

1
N i
)]

=
=

(ax, — ax)(cy, — cv) = — X [alx, — ¥)]. [e(y, - V)]

1

I
—_
I
—

I
=

i

z|=z|~

(axc)x, = x)(y, - )] =(axc)xCov(x,y)

Il
—_

ii) Cov(y, x) = Cov(x, y)




Démonstration

1 i=N _ _ 1 i=N _ _

Cov(x,y) = =2 (x, = X)(y, = ¥) = =2 (¥, = ¥)(x, = X) = Cov(y, x)
N =3 N ‘=

iii) Cov(x,x) =V (x)

Démonstration

Cov(x,x) = Z(x —X)(x, —X) = 1 E(x -x)’ =V(x)
1 _
iv) COV(.X, y) = |:_ xiyi:| - [xy]
N '3
Démonstration
Covlr,y) = L3 (x,~ Fy, =) = li:N(x ~x %y + )
Y N £ Y=y N & Vi T YX XY, Xy

=%_2(xiy,-)—i(fxi)—;xy)JrZ(xy)}

i=N

S )= TR ) - 32 )+ 2 (E)

I’
=

N3
=S ()= NXj - NEj+ N.)‘/.f}

I
=

z|= =[~

St N = | 1 S| - )

i=1

Le coefficient de corrélation linéaire

entre Xet Y
Définition
Le coefficient de corrélation linéaire est un nombre sans dimension qui
permet de mesurer le degré ou l'intensité de la liaison linéaire entre

deux variables statistiques. Ainsi, la formule du coefficient de
corrélation linéaire entre X et Yest :

. Cov(x y) Cov(x »)
v O-xo-y \l \IV(y

La covariance indique le sens de la relation entre les variables X et Y.




Ainsi, On peut distinguer les cas suivants :

Sir > 0, les deux variables varient dans le méme sens.

Si r,, <0, les deux variables varient en sens inverse.

Si r,, =0, les deux variables sont linéairement indépendantes.
Propriétes

i) Frpoea = (signe de a) x (signede c)x r,

Démonstration

- _ Covlax+b,cy+d)  (axc).Cov(x,y)
T Wlax+ BV (ey+d) Vi) x|V ()
_ (a x c).Cov(x, y) _ (axc) Cov(x,y)

a| x|V V() lal <[ SV V()

= (signe de a) x (signe de c)x .

ro=r

VX X,y
Démonstration
. Cov(x,y)  Cov(y,x) _ .
o c.0, c,0, -

rX,X = 1
Démonstration

_ Cov(x,x) _ V(x) 1

o GXGX GXJX
—1<r < +1]

Interprétation de la valeur de rx,
Sir,, = 1 : on dit qu’il y a une parfaite corrélation linéaire positive entre
les deux variables.
Sir,, = —1 : on dit qu’il y a une parfaite corrélation linéaire négative
entre les deux variables.
Si r., =0, on dit quil y a absence de corrélation linéaire entre les deux
Vari:;bles.

On dit qu’il y a une forte corrélation linéaire entre les deux variables (ou
forte dépendance linéaire) si » est proche de *1. En revanche, si 7 est
proche de zéro, on dit qu’il y a une faible corrélation linéaire entre les



deux variables.

Ajustement linéaire d’un nuage de
points

On considére deux variables statistiques quantitatives x ef y et on
s’intéresse a une relation éventuelle entre elles.

La représentation du nuage de points peut nous renseigner sur l'allure
de la distribution a deux caractéres. La forme de la relation entre les
deux variables peut étre mise en évidence graphiquement par les
courbes de régression.

Généralement, on exprime y en fonction de x, on parle alors de la droite
de régression de y sur x (ou dey en x). Dans ce cas, on cherche a

expliquer la variable y par la variable x. De ce fait, y est dite variable

expliquée ou variable endogeéne et x est appelée variable explicative ou
variable exogéne.

La droite de régression de y sur x

On considére N observations sur les deux variables x et y. Ces
observations peuvent €tre représentées par un nuage de points. D’une
maniere générale, 'ajustement d'un nuage de point par une fonction
mathématique, revient a estimer les valeurs des coefficients de cette
fonction de telle sorte que sa courbe représentative se rapproche au
mieux du nuage de points.

Lorsqu’il s’agit d’'une liaison linéaire entre les deux variables, on parle
alors d’ajustement linéaire. L’ajustement linéaire consiste a estimer les
coefficients de la droite de régression du type y=ax+b, cest a dire a

trouver la valeur de a et celle de b.

Cette droite est supposée refléter I’évolution moyenne de la variable y
(variable expliquée) en fonction de la variable explicative x.



La méthode d’ajustement que nous allons exposer est appelée « méthode
des Moindres Carrés Ordinaires » ou simplement « MCO ».

A

Y

Droite de
régression

Vi

axi+b

Xi X

Critere des moindres carrés

Considérons N couples d’observations (x,,),) tels que :
Vv, = (ax, + D) + ¢,

ou &, représente le résidu du couple (x,,,). On peut alors écrire :
g =y —(ax, +b)

La méthode MCO consiste a ajuster le nuage de points par une droite de
maniére a minimiser la somme des carrés des distances entre les points
du nuage et cette droite. Ceci revient a minimiser la somme des carrés
des résidus.

Remarque : On minimise la somme des carrés des résidus et non la
i=N

somme des résidus car: ) & =0
i=1

Détermination des deux paramétres a et b par la méthode MCO.

& =Y, _(a’xi _b):> ‘91'2 = (yz — ax, _b)2

La somme des carrés des résidus pour i =1,2,---, N est donnée par :

=

i=

S e =S (5, - ax, b = fla,b)

i=1 i=1



Les deux conditions de premier ordre de la minimisation de cette
fonction f par rapport a a et a b sont :

12, 427)
ob

=0
oa
i=N
oye
=22y, —ax, = b)(-x) O:Z(y —ax, —b)(x)=0 (1)
oa i=1
i=N
az 612 i=N
- =23 (v, —ax, ~b)(-1)=0= 3 (y, —ax, ~b) = 0 (2)
i=1 i=1
Le développement de ces deux équations nous donne :
i=N i=N i=N i=N
(l)jz(yixi — ax; _bxi)zzyi'xi_azxiz _bzxi =0 )
i=1 i=1 i=1 i=1
i=N i=N i=N
(2):>Z(yl.—axl.—b)=Zyi—ain—Nb=O (4)
i=1 i=1 i=1
En divisant les deux membres de ’équation (4) par N, on obtient :
i=N i=N
. X
;yl_a,‘=1 I_Nb:O
N N N
Sachant que :
_ 1 ’iv _ 1 ’ZN
X =-—) X etque =
=R = I
L’équation (4) devient :
y—ax-b=0 (5)

En remplacant, dans I’équation (3), b par: y —a x (d’aprés I’équation
(), on a:

=N =N =N
Y%, —a x?—y—a)? x.:O
. ! ! i=1 ! i !

<:>Zyx -a, xl —ny +ax2x =
Nx Nx

i=N i=N

&Y yx —ad x> —Niy+aN[x]" =0

3y, - Neg o 307 - NI



Ainsi, on obtient la valeur estimée de la pente de la droite de

régression :

Remarque :

i=N
yiX; —=Nxy
A=l
a=—"_N 5 5
i=1
b=)7—&)?

On peut aussi calculer la valeur estimée de la pente de la droite de
régression en utilisant I'une de ces deux expressions

i=

S (xy — D), —7)
1

a=

ou

a=

Cov(x, y)
V(x)

li]\f(xi _f)z
i=1

Enfin, I’équation de la droite de régression est donnée par :

Remarque :

y,=ax, +b

La droite de régression passe par le point moyen de coordonnées (X,)). En

~

effet, Comme, b = y —dx , on a alors y = ax + b.

L’¢tude de la droite de régression de y sur x permet de prévoir y en

fonction x :

j=ax+b

La droite de régression de x sur y

On peut exprimer x en fonction de y. Dans ce cas, on appelle x une

variable endogéne ou expliquée et y une variable exogéne ou

explicative, et on parle de la droite de régression de x sur y :

x=ay+b'.

En utilisant la méthode des moindres carrés ordinaires, on retrouve la
valeur de a' et de b' exprimées par :

i=N
Zyi i —Nxy

i=1

a'=—=

et

i=N
> yi-Ny’
i=1




On peut montrer aussi que :

B0 B I gy
;(yi _y)Q ]]\-[l; (yi _)—/)2 V(y)

Remarque :

L’¢tude de la droite de régression de x sur y permet de prévoir x en
fonction de y :

~

XxX=ay+b

'

Décomposition de la variance totale

3,7 =2l =20+, - 9T

i=

i=

i=N i=N
= [yi_.)?i]g-i_ [J‘}i_y]g-i_QZ(yi_j}i)x()?i_y)
i i=1 i=lT T

(y[ _J‘}i):(y[ _J_;)_(j}[ _J_;):(yi _y)_&(x[ _)_C)
1)

(1) x(2) = [a(x, - X)]x[(y, - ») - alx, - ¥)]

> (@)= Sl -0, - -a3 -3 |

i=1

=

i=N
Z('xi _)_C)(yl _y) i=N i=
or a =2— :dZ(xi—f)QZ

i=N : (xi _')—C)(yz _y)
; ('xi - )_6)2 - .

—

ot 51 (1) (2) = a[z o, ~ 000, ~ - 3.l - 90, - y)]} -0

i=N i=N i=N
o= Xb-af 7, - 5F
Y=y = Xbi-nl o+ y, =y
i=1 i=1 i=1
Somme des Carrés Totale Somme des Carrés des Résidus Somme des Carrés Expliquée
SCT = SCR + SCE

En divisant par les deux membres par N on obtient ’équation d’analyse
de la variance.



__2:ii=N . ii:NA__Q
(v, - ) N;[yi yl-]l+N;[yl- 7]

VARIANCE TOTALE VARIANCE RESIDUELLE VARIANCE EXPLIQUEE

Coefficient de détermination

L’équation d’analyse de la variance nous permet d’avoir une idée sur la
qualité d’ajustement. Afin de mesurer la qualité de cet ajustement, on
défini le coefficient de détermination, noté R’, par la part de la variance
expliquée dans la variance totale :

R VARIANCE EXPLIQUEE
VARIANCE TOTALE
_SCE_, SCR
SCT SCT

Remarque :

on peut retenir le coefficient de détermination comme étant le carré du
coefficient de corrélation linéaire entre x et y.

R =(r ) = (COV(x,y)JQ

X,
O O
x 7y

Le coefficient de détermination est aussi égal au produit des pentes des
deux droites de régression, de y sur x et de x sur ).

R*=axa

En effet,

R? = {Cov(x,y)}2 _ Cov(x, y) x Cov(y, x) _ Cov(x, y) y Cov(y, x) —axd
0.0, Vix)xV(y) V(x) Viy)

Remarque :

r., = (signe de Cov(x, y))x va x a'

Interprétation de la valeur de R?

Si R =1 : on dit qu’il y a dépendance totale ou liaison fonctionnelle
entre les deux variables. Les deux droites de régression, de y sur x et de
x sur y, sont alors confondues.

Si R? =0, on dit qu’il y a indépendance totale ou liaison nulle entre les
deux variables. Les deux droites de régression sont alors
perpendiculaires .

Si 0 < R? <1 :on dit qu’il y a liaison relative entre les deux variables.

On dit que la qualité d’ajustement est bonne si R” est proche de 1. En



revanche, si R” est proche de zéro, on dit que la qualité de I’ajustement
est mauvaise.

Exemple :
Cas 1
X Y
2 8
5 12
9 18
11 24
Cas 2
X Y
5 90
8 12
10 1
2 4
9 45

Pour les deux cas, on détermine les deux droites de régression, en
utilisant les formules de a, a', b et b'.

Cas 1:

1) y,=ax, +b=y, =171x, + 3,93

2) x,=ay +b=x =056y —2,05
Danscecas: axa'=171x0,56 =0,9576

Cas 2:
1) y,=ax, +b =y, =-1,5x, + 40,66
2) x,=ay +b=x =-0,011y, +7,14

Dans cecas : axa'=-15x(-0,011)=0,0165

Dans le cas 1, le produit axa'=0,9576 est proche de 1 alors que dans
cas 2, le méme produit a x a'=0,0165 est proche de zéro. L’examen des

données (cas 1) montre que x et y varient dans le méme sens et que la
variation de x conditionne celle de y. Par contre, 'examen des données
(cas 2) indique que la variation de y est indépendante de celle de x.
Ainsi, on remarque que lorsque les deux variables sont liées entre elles,
le produit ax a' est proche de 1. Ce méme produit sera proche de zéro
dans le cas contraire.

Ajustement non linéaire

L’ajustement linéaire suppose que la forme de la fonction reliant y et x
est linéaire du type:y=ax+b. Cependant, dans d’autres cas, la



relation entre y et x semble étre plutot non linéaire.

Exemple 1

La fonction permettant de représenter le nuage de points est une
fonction hyperbolique du type :

yzia, b>0

X
Comment peut-on estimer b et a ?

Nous sommes en présence d’une relation non linéaire entre y et x. Afin

d’utiliser la méthode des MCO, il faut d’abord retrouver, moyennant une
transformation, dans ce cas logarithmique, une forme linéaire :

On a:

y= i =bx™ = logy =logbx™ =logh—alogx

X

Supposons que : logh = f et —a = a, le modéle linéaire est alors de la

forme : logy =alogx+

En utilisant la méthode des MCO, on peut retrouver l'expression o et

de S

Cov(log x,log y) > "
t|f =logy—2alo
Viogx) |/ =18y alogx

a =

On peut maintenant retrouver la valeur de b et la valeur de a :
logh=pf=b=¢"
—a=a=>da=—-a

Exemple 2

La fonction permettant de représenter le nuage de points est une
fonction parabolique du type :

y=ax’+b
Comment peut-on estimer b et a ?

Nous sommes en présence d’'une relation non linéaire entre y et x. Afin

d'utiliser la méthode des MCO, il suffit de poser z = x°. On obtient ainsi
une forme linéaire entre y et z :

y=az+b

En utilisant la méthode des MCO, on peut retrouver 'expression a et
de b:

Viz)




Remarque :Le choix entre l’ajustement linéaire et l’ajustement non
linéaire peut étre basé sur la forme générale du nuage de points. En
effet, si cette forme est linéaire on applique directement la méthode des
MCO. Dans le cas inverse (forme de nuage non linéaire), on doit au
préalable passer par une transformation appropriée afin d’obtenir une
relation linéaire qu’on peut estimer par les MCO.

¢ Exemple illustratif du calcul des coefficients de la régression de Y
sur X ainsi que la décomposition de la variance totale.

X : note obtenue en test d’intelligence.

Y : note obtenue en statistique.

Pour calculer la valeur de a et Z; , on effectue les calculs suivants :

i X; Yi )Cl-2 y,-2 X Vi
1 2 6 4 36 12
2 1 S 1 25 S
3 7 15 49 225 105
4 S 11 25 121 55
S 3 9 9 81 27
Total 18 46 88 488 204
On a:
o x=25c-1iis-36 v -15-Ligs-176
NS 5 NG 5
o V(x)=x*—(x) =17,6-12,96 = 4,64
1 1 — 1w 1
¢ J=—Dypy ==-x46=92y>="->>7y=-x488=97,6
ORI Y ENEY TS
o V(») =1’ - (3} =97,6— 84,64 =12,96
e w=_1Sxy =Lly004-408
YENgT T s !

o Cov(x,y)=xy—%y=40,8-(3,6%x92)=7,68

Cov(x,y) 7,68 _

¢ a= =
V(x) 4,64

1,65

A

o b=y—a.x=9,2-1,65x3,6=3,26
Dongc, la droite de régression est :
v, =1,65x, + 3,26

Signifie que pour celui qui a eu zéro en test d’intelligence, sa note en
statistique est en moyenne égale a 3,26. Un point supplémentaire
obtenu en test d’intelligence entraine une augmentation de 1,65 point
de la note en statistique.



Cette droite de régression nous permet d’avoir une estimation de la note
en statistique d'un individu ayant obtenu S en test d’intelligence. En

effet, sa note en statistique est estimée a: 1,65x5+ 3,26 =11,51

¢

X,y

On dit qu’il y a parfaite corrélation linéaire positive

obtenues.

_ Cov(x,y) 7,68

= 0,99

(el
x -y

o R°=(r =098

X,y

7,75

¢ Décomposition de la variance totale

entre les deux notes

Py =165 +32y -y |y, -p) | ¥V (5 -¥)
1 6,56 -0,56 0,3136 -2,64 6,9696
2 4,91 0,09 0,0081 -4.,29 18,4041
3 14,81 0,19 0,036 5,61 31,4721
4 11,51 -0,51 0,2601 2,31 5,3361
S 8,21 0,79 0,6241 -0,99 0,9801
Total 1,2419 63,162

La variance expliquée est égale a :

128 . 63162
I ) N X
NEFI [7 - 7] : :

La variance résiduelle est égale a :

1 & ~ 11,2419
—E =y == =0,25
Ni:1|-)}t yl] 5 s

On peut remarquer que La variance totale est égale a la somme de ces

deux variances : VT =VE + VR
12,96 >,

12,89
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