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Chapitre 1

Fonctions holomorphes

1.1 Définitions et propriétés

Soit 2 un ouvert de C, on identifie C & R? par x +iy ~ (z,y). Soit f :  — C une fonction
et zo € Q. On dit que f est dérivable en zj si la limite

oo 1) = 1)

2—20 Z— 2

existe. Cette limite sera notée f'(zo) et est appelée la dérivée de f en zp.

Exemple 1.1

1. La fonction f, définie sur C , pour tout n € N*, par f,(z) = 2" est dérivable sur C et
f1(z) = nz""! (Formule de Binéme).

2. La fonction g définie sur C par g(z) = Z n’est dérivable en aucun point de C. De plus,
en tant que fonction de deux variables réelles, la fonction g est linéaire donc elle est de
classe C*.

Théoréme 1.2 Soit Q un ouwvert de C, zg € Q et f: Q — C, (z,y) —> P(x,y) +iQ(z,y).
Alors f est dérivable en zy = (xg,yo) si et seulement si f est différentiable en (xo,yo) et vérifie
les conditions de Cauchy!-Riemann? suivantes

oPr Q)

—(930, yo) = —(%, yo)
ox oy

O o) = —22(w0,0)
8y Zo,Yo) = o Lo, Yo)-

1. Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aotit 1789 et mort a Sceaux (Hauts-de-Seine) le 23 mai
1857, est un mathématicien francais, membre de I’Académie des sciences et professeur & 1’école polytechnique. Il
fut 'un des mathématiciens les plus prolifiques de tous les temps, quoique devancé par Leonhard Euler et Paul
Erdos, avec prés de 800 parutions et sept ouvrages ; sa recherche couvre I’ensemble des domaines mathématiques
de I’époque. On lui doit notamment en analyse 'introduction des fonctions holomorphes et des critéres de
convergence des suites et des séries entiéres. Ses travaux sur les permutations furent précurseurs de la théorie
des groupes. En optique, on lui doit des travaux sur la propagation des ondes électromagnétiques.

2. Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 a Breselenz, état de Hanovre, mort le
20 juillet 1866 & Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est un mathématicien allemand. Influent
sur le plan théorique, il a apporté une contribution importante a ’analyse et a la géométrie différentielle.



4 Chap.1 Fonctions holomorphes

Démonstration. Si f est dérivable en zg alors la formule de Taylor donne pour h = (hy, hy) = hy+ihs

(P +iQ)(xo + h1,yo + ha) — (P +iQ)(x0,y0) = (h1 + iha) f' (w0 + iyo) + (b1 + ih)[e1(h) + iea(R)].

Donc
{ P(xg + hi,y0 + h2) — P(x0,y0) = ahy —bhy + hie1(h) — haea(h)
Q(zo + h1,y0 + h2) — Q(z0,90) = aha + bhy + hoer(h) + hiea(h)

avec f'(xg,yo) = a+ib. Donc P et @ sont différentiables et df (zo, o) < Zl > = < Z _ab ) < Zl ) O
2 2

Définition 1.3 Une fonction f: QQ — C est dite holomorphe sur §) et on note f € H(QQ) si
f est dérivable en tout point de 2.

Exemple 1.4 Soit f(z) = Zan(z — 29)" une série entiére de rayon de convergence 0 < R <
n>0

+o00o
+o00 alors f € H(D(z2, R)) et on a f'(2) = Znan(z —z0)" .
n=1

Propriétés 1.5 Soit Q2 un ouvert de C, zo € Q et f, g: Q) — C dérivables en zy. Alors

1. La fonction f + Ag est dérivable en zy et on a (f + Ag)' (20) = f'(20) + Ag'(20) pour tout
AeC.

2. La fonction fg est dérivable en zy et on a (fg)'(z0) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20).

| B 1\’ f'(20)
3. St de pl 0 al 1oestd bl t <—> R YRNT L
1 de plus f(zo) ;é alors 7 est derwavte en zg et on a [ (ZO) (f(zo))2

4. Soit Q un domaine (ouvert conneze) de C et f € H(Y). Alors f' est identiquement nulle
sur ) si et seulement si f est identiquement constante sur ).

Démonstration. Pour 3., on a en fait 4 est bien définie au voisinage de zg; en effet f est dérivable

en zg donc f(zo+h) — f(20) = f'(20)h + he(h) avec e(h) = 0. Ce qui donne que f est continue en zj.
%

|f(20)] .

2 )

par suite |f(z)| > M > 0 pour tout z € D(zg,n). O

En particulier, comme f(zp) # 0, il existe n > 0 tel que |z — 29| < 1 donne |f(z) — f(20)| <

Théoréme 1.6 Soit f une fonction holomorphe sur un domaine Q de C. Alors on a équivalence
entre les assertions suivantes :

1. f est constante sur §). 4. |f| est constante sur €.

2. Ref est constante sur €. 5. f est holomorphe sur €.

3. Imf est constante sur €. 6. f(Q) est inclue dans une droite.
Démonstration. En exercice. g

Proposition 1.7 Soit Q) et W deux ouverts de C et f : Q — W une fonction bijective continue
sur ) et dérivable en zy € Q tel que f'(z) # 0. Alors g := [, la fonction réciproque de f, est

dérivable en wq := f(zo) deés qu’elle est continue en wy et on a dans ce cas g'(wy) =

Flz0)

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



5! Chap.1 Fonctions holomorphes

Démonstration. Pour w € W, w = f(z) ou z € Q de plus comme f et g sont continues en 2y et wy
respectivement alors

lim g(w) — g(wo) —  lim L N 1

B e e M T o)~ PG

Propriétés 1.8 Soit f : Q@ — W wune fonction dérivable en zg € Q et g : W — C une
fonction dérivable en f(zo) alors go f est dérivable en zy et on a (go f)'(20) = ¢'(f(20))-f'(20).

1.2 Etude d’un exemple

+oo  p
Soit exp : C — C définie par exp(z) = Z —~ la somme d’une série entiére de rayon de
n!
n=0
convergence R —l—oo donc exp est une fonction holomorphe sur C (fonction entiére).

o exp/( = exp(2).

e Pour tout z e R, on a exp(z) = e”.
e Pour tout z, £ € C, on a

exp(z + §) = exp(2). exp(&).

En effet,
+oo n +oo n +oo n k n—=k
_ (z+8" 1 "\ ken—k _ z
epz+8) = D =0 D )R =2 T
n=0 n=0 k=0 n=0 k=0
+“3zn +“3£n
- (E5)(55) - emeremo
n=0 n=0
comme produit de Cauchy de deux séries numériques absolument convergentes. O
e Pour tout z € C, exp(z) # 0 et Cxp(z) = exp(—2).
D’aprés ce qui précede, exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1. O

e (Formule de Moivre) Pour tout x + iy € C on a exp(x + iy) = e"(cos(y) + isin(y)).

En effet, on a exp(z + iy) = €* exp(iy) ; de plus

+00 100 (. Nop OO . Nop4l +oo too 2n+1
. 1, ., conv. abs. (iy) (iy)
exp(? = g — (2 = E + E = E E
*p(iy) ~ i () ~ (2n)!  —(n+l) & o 2n+1)
= cos(y) +isin(y).
]

e Injectivité : On a exp(z) = exp(§{) <= z=¢E&+2ikm, ke Z.

Donc exp n’est pas injective de C dans C*.

Pour o € R, on pose B, :={z+iy € C; x e R, a—7 <y < a+7}. B, est un ouvert de C sur
lequel exp est injective donc expp, @ By — Q, = exp(B,) est bijective et est holomorphe,

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



6 Chap.1 Fonctions holomorphes

exp/(z) # 0, Vz € B,. Pour appliquer la proposition 1.7, il suffit de montrer que log,, := exp‘_Bla
est continue sur €),. Pour ceci, on remarque que

s = (00 )

donc |dexp(x,y)| = €** # 0. D’aprés le théoréme d’inversion local, exp)p, est un difféomor-
phisme local, or elle est injective, donc elle est un difféomorphisme globale de B, dans son
image. D’aprés la proposition 1.7, log,, est holomorphe sur €2, (qui est en fait un ouvert de C
donc exp est une application ouverte).

On démontre que Q, = C \ Z, ou 2, := {te’* € C; t <0} et

loga(w) = 1n(|w|) an arg}a—ma—l—w[(w)a Vwe Qa-

Définition 1.9 On dira qu’une application ¢ est une determination du logarithme sur un ou-
vert Q de C siexp(p(z)) =z, Vz € Q.
On définie alors une determination du puissance par z° := exp(ap(z)) pour tout a € C.

Proposition 1.10 Soit Q un domaine (ouvert connexe) de C. Alors Q0 admet une determina-
tion continue du logarithme si et seulement si ’application z — % admet une primitive sur )
(i.e. il existe une fonction g € H() telle que ¢'(z) =1, V z € Q).

Démonstration.

7 = 7 Soit f une determination continue du logarithme sur Q alors exp(f(z)) = z V z € Q donc
f/(2)exp(f(2)) =1 ainsi f/(2) = 1. f est une primitive de 1.

1
? <= " Soit g une primitive de L sur Q. On a (zexp(—g(2)))" = exp(—g(2))(1 — z;) = 0. Comme

est connexe, alors zexp(—g(z)) = ¢ # 0. Si on note ¢ = roe'® alors exp(g(2) +In(rg) +iy) = 2. Ainsi
g(z) + In(rg) + iy est une determination continue du logarithme. O

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



Chapitre 2

Intégrale curviligne

2.1 Définitions et propriétés
Définition 2.1 Un chemin C'—par morceaur d’un ouvert Q de C est une application 7 :
la,b] — Q C'—par morceauz ([a,b] CR) :

1. 7 est continue sur [a,b.

2. Il existe xyp = a < 11 < ... < x, = b une subdivision de |a,b] telle que 7' coincide sur
|z, 41 avec la restriction d’une fonction g; continue sur [z;, ;1]

Exemple 2.2 [0,1] — C, t — /t n’est pas C'—par morceauz.

Définition 2.3

1. e ~y(a) s’appelle Uorigine de v et v(b) est l'extremité de ~y.
v fa,b] — Q

t — ya+b—1)
o v :={~(t); t € [a,b]} est l'image de .

° est le chemin opposé de .

2. Un lacet est un chemin C*'—par morceaur tel que l’extremité coincide avec l'origine.

3. Soit vy : [a,b] = Q et vy : [¢,d] — Q deuzr chemins tels que v1(b) = v2(c). La juxtaposition
de v1 et vy est le chemin 1 V s @ [a,b+ d — ¢|] — Q donnée par

1(t) si t€la,b]
t)—>{72(t+c—b) si telbb+d—]

4. Soit v : [a,b] — C un chemin C*'—par morceaux et f : v* — C une fonction continue.

b
L’intégrale de f le long de ~ est /f(z)dz ::/ F(y(@)y (t)dt.
v a

Propriétés 2.4
1. /(f + Ag)(2)dz = /f(z)dz + )\/g(z)dz pour tout f et g continues sur v* et A € C.
¥ Y Y

2. / f(z)dz = —/f(z)dz si f est continue sur v* (par le changement de variable t
o gl
a+b—t).
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3. / f(z)dz :/ f(z)d= +/ f(2)dz pour tout f continue sur (1 V v2)*.
VY2 " V2

1

Exemple 2.5 Si f(z) = P
- 2

et

Yzory : 10,27] — c
t > z+ret

lapplication cercle de centre zo et de rayon r (v, ., = €(z0,7)) alors

/

Lemme 2.6 Soit v : [a,b] — Q un chemin C'—par morceaur et f : Q — C une fonction qui
admet une primitive F sur Q). Alors

rett

21 o it
f(z)dz = / T gt = 2in.
0

(20,7)

/ f(2)dz = F(4(b)) — F(y(a)).

b
Démonstration. Si v est C! alors /f(z)dz = / F'(vt)y (t)dt = F(v(b)) — F(y(a)).
~ a

Sinon, il existe une subdivision zp = a < z; < ... < , = b de [a,b] telle que v est C! sur |z, x;41].
Dans ce cas on a

n—1 T4 n—1
/ f(z)dz = Z/ F'(y(0)y (0)dt =y F(v(wj1)) = F(v(x;) = F(v(b) = Fly(a)).
v j=0"%j j=0

Corollaire 2.7 La fonction z — % n’admet pas de primitive sur tout ouvert ) qui contient un

cercle €(0,r).

Par conséquent tout ouvert qui contient un cercle centré en 0, n’admet pas une détrmination
continue du logarithme.
En effet, si elle admet une primitive F' alors

) dz
2 — / & F(y0,)(27)) — F(r0.,(0)) =0
Y(0,r)

ce qui est absurde. O

Définition 2.8 Soit v : [a,b] — Q un chemin C'—par morceauz. La longueur de v est

b
L= [ (o

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



9 Chap.2 Intégrale curviligne

Exemple 2.9 Cas du segment : si A, B € C alors [A,B]:[0,1] = C, t —» A+t(B—A) et

1
Liap = / B — Aldt = |B — Al
0

2T
Cas du cercle - Ly, = / lire™|dt = 2mr.
0

Lemme 2.10 Soit v un chemin C'—par morceauz et f une fonction continue sur ~*. Alors

/f )dz

Démonstration. Si v : [a,b] — Q alors

< Ly.sup [f(£)]-

e

dt\ /|f MR @l < s 11 I/Iv )ldt.

Définition 2.11 Soit v un lacet de C et z € C~ ~*. L’ndice de z par rapport a -y, est

Ind,(z) : 2@7r/§

Exemple 2.12 Ind, . . (20) =1. Que vaut la valeur Ind,_  (z) pour tout z € C\ ¢(z0,7) #

La proposition suivante donne une réponce compléte & cette question.

Proposition 2.13 Soit v un lacet de C. Alors Ind., : z — Ind,(z) est une fonction définie,
continue sur C . ~* a valeur dans Z ; donc elle est constante sur chaque composante connexe
de C~ ~*. En outre elle est nulle sur la composante connexe non bornée de C ~\ v*.

Comme application on aura

1 si |[z—z|<r
Ind z) = .
e () 0 si |z—2z|>r
Démonstration. Soit 7 : [a,b] — C un lacet. Il existe une subdivision zg = a < z1 < ... < x, = b
telle que 7 soit continue sur [z, x;41] et de classe C sur ]z, x41[. Pour z € C \ v* on considére la
fonction ¥ définie sur [a, b] par

U(s) = exp </: 7(1/)(1) zdt> = VU'(s)= 7&/)(? Z\If(s), Vs € la,b] ~ {xo, ..., xn}

Ainsi, sur chaque ]z;,zj41[, on a

'(s)(v(s) = 2) =7/(5)¥(s) =0

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



10 Chap.2 Intégrale curviligne

U(s)
V(s) — =

particulier on obtient

Ulz;) _ W(zjp)
Y(zj) =z y(@jp) =z’
. Par suite ¥U(b) = ¥(a) = 1 c’est-a-dire

donc est constante sur |xj,x;11[, par continuité, on obtient

ORI 10
Wa)—z  30) -2

o ([ 5250) -

dt = 2ikw, k € Z. D’ou Ind.(z) € Z.

b /
t

ce qui donne / 7(®)

a ’Y(t) -z
Soit O une composante connexe de C \ 7*. On a Ind, est continue sur C \ v* (comme intégrale
simple dependant d'un parameétre) donc Ind,(O) est un connexe de Z; or les connexes de Z sont les
singletons ; ainsi Ind,(O) = {ko}.
Soit maintenant O la composante connexe non bornée de C \ v* et ko = Ind,(z), ¥V 2z € Ox. Soit

M :=max | sup |y(t)], sup [7'(t)] | <oo
t€la,b] te(a,b]

alors pour |z| > M, on a

1 b M
kool < — ——dt — 0.
| |_27r/a\z]—M

|z]—+o0
]
2.2 Formules de Cauchy
Théoréme 2.14 Soit 2 un domaine de C et f : Q) — C une fonction continue sur €.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. la fonction f admet une primitive sur €. 2. L’intégrale de f sur tout lacet de € est

nulle.

Démonstration. “ = “ Si f admet une primitive F' sur € alors pour tout = : [a,b] — Q on a

[ #)dz = FO0) - Fota) =0,
gl
“ <= “ On suppose que l'intégrale de f sur tout lacet est nulle. Soit zg € € fixé; comme ) est
connexe par arc, pour tout z € € il existe un chemin -, d’origine zg et d’extremité z. On pose alors
F(z) = / f(&)d¢. La fonction F' est bien définie; en effet, si y; et 42 sont deux chemins d’origine
Yz
2o et d’extremité z, 71 V 5, est alors un lacet donc par hypothése, / f(&)d¢ = 0 ce qui donne
VY

o= [ fee
" g
Pour z € €, il existe > 0 tel que D(z,r) C . Si |h| < r alors

F(z+h) - F(z) 1 B
: —E<%Mﬂ®% AJKMQ

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



11 Chap.2 Intégrale curviligne

Ay

FIGURE 2.1 — Subdivision du triangle A,

Comme F(z + h) est indépandente du choix du chemin qui joint 29 & z + h, on a F(z + h) =
/ F(€)de donc
2 V|z,2+h]

1
. ( [ e | f(E)d£> =5 | 1 m = 1)

D'ou F'(z) = f(2). O

Théoréme 2.15 (de Goursat') Soit A un triangle contenu (ainsi que son intérieur) dans un

ouvert ) de C. Si f est une fonction holomorphe sur €2 alors / f(z)dz = 0.
OA

Démonstration. On pose Ag := A et on divise Ag en quatre triangles (A})1<j<4 de sommets soit les
sommets de Ay soit les milieux des cotés de Ag(voir figure 2.1).

Il est simple de voir que

4
fR)dz=Y" [ f(z)dz

8o = Jon

/aAé1 f(z)dz

On pose alors Ay := A}l puis on itére 'opération, on construit ainsi une suite (A,), de triangles
vérifiant :

De plus il existe 1 < 51 < 4 tel que

1
> -

f(z)dz| .

0Ao

1
> 2=

1. =
4n

f(z)dz

0An

2_

1
1 /E)An1 f(z)dz

1. Jean-Baptiste édouard Goursat, né le 21 mai 1858 a4 Lanzac, mort le 25 novembre 1936 & Paris, est
un mathématicien francais dont le Cours d’analyse a longtemps fait école.

f(z)dz

9Ap

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



12 Chap.2 Intégrale curviligne

1

— 2_nL8AO

2. Lé)An = §L3A7P1 =
3. A, C AL
On donc A, est un compact, diam(A,) < Laa, = %LaAo —+> 0et Ay, C A,_i. Comme C = R?
n——+0oo

est complet, alors d’apreés le théoréme de Baire, il existe zg € A tel que {29} = NpenAy.
f est holomorphe sur un voisinage de zp. Donc au ¥(zg), on a

f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + (2 — 20)e(z — 20)-

Pour € > 0 il existe ng € N tel que pour tout z € A, on a d’'une part |e(z — 29)| < € et d’autre part

/BA,LO f(z)dz = /E)A f(zo)alz—i-/aA

no no

f'(20)(z — 20)dz + / (z —20)e(z — 29)dz

9:n,

= (z — z0)e(z — 20)dz
92ng

car les deux premiéres fonctions admettent des primitives. Ainsi on a

1
— / f(z)dz| < / f(z)dz| < / (z — 20)e(z — 20)dz
4m0 | Jan, 0:ng 0An,
2 Lo, \
< €Ly, ZGSaUP |z — 20| <€ (LaA ) < <QT()>
Donc f(2)dz| < (Laa,)?*e. Dot f(z)dz=0. O
aAo aA0

Corollaire 2.16 Soit 2 un ouvert de C, A un triangle de 2 et 9 une droite de C. Soit f une

fonction continue sur €2, holomorphe sur Q ~ 2. Alors f(2)dz = 0.
0A

Démonstration. Si A N2 = () alors le théoréme précédent, appliqué sur € \ Z, donne le résultat.
Sinon (AN Z # 0) on découpe A \ Z en trois triangles Al (1 < j < 3) qui ne rencontre pas 2 donc

f(2)dz = 0 en faisant tendre € vers 0, et en utilisant la continuité de f, on obtient
J

€

z)dz = lim =0.
8A 6—)0 8AJ

2

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



13 Chap.2 Intégrale curviligne

Définition 2.17 Un ouvert Q) de C est dit étoilé s’il existe un point zy € ) tel que pour tout
z €8 on alz,2] CQ. (On dira dans ce cas que § est étoilé par rapport & zp).

Proposition 2.18 Soit ) un ouvert étoilé et f une fonction continue sur Q. Alors f admet

une primitive dans ) si et seulement si pour tout triangle A C Q on a f(z)dz = 0.
OA

Démonstration. “ = “ conséquence immediate du théoréme 2.14.

“ <= “Si ) est étoilé par rapport a zy alors on pose F'(z) = f(&)d€. Par hypothese,

[2072]

/ F(€)dg = 0
[20,2]V[z,24+h]V[z+h,z0]
dés que |h| < d(z,Q¢). Donc
Flz+h)—F(2) 1
h h [z,2+h]

1 1
£© =5 [ 1+ thyhat = 7(2),

Corollaire 2.19 Soit 2 un ouvert étoilé de C, ¥ une droite de C et f une fonction continue

sur 2, holomorphe sur Q ~ 2. Alors pour tout lacet v de Q on a /f(z)dz =0.

”
Par suite f admet une primitive sur €.

Corollaire 2.20 (Formule intégrale de Cauchy) Soit Q@ un ouvert étoilé de C, v un lacet de 2
et f une fonction holomorphe sur Q. Alors on a

f(z)Ind,(2) = % / ff(_g)zdf, VzeQ~~"
Y

Démonstration. Pour z €  ~\. ~*, on pose

HEO - 1)
g6)={ e=z 77
£ si £z

On a g est continue sur 2 et holomorphe sur 2 \ Z ou Z est une droite quelconque qui passe par z.

Comme  est étoilé, alors d’aprés le corollaire précédent, g admet une primitive donc [ g(§)d¢ = 0

L1010, el [ V

ie.

£E—z 2277 § — z 2im ), € — 2z

O
Comme conséquence de ce résultat, toute fonction holomorphe est localement développable en
série entiere ; en effet si D(zp,7) C Q et f € H(Q) alors pour tout z € D(zy,7) on a

1 1 [ iy 1 2" it
fz) = = f€) d§ = — Mﬂ”e“dt = — Mdt
2im % (20,7) E—z 2ir Jy 2o+ ret —z 27 J, 1— 2
1 o f( + it) f ) " —int gy
- - Z re e
2m Jo 0 ot r

_ Z<2wn/ 20+ ret)e mtdt) (2 — 20)"

n=0
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14 Chap.2 Intégrale curviligne

car la convergence est uniforme; en effet en posant M(r) = y sul‘) £ (&),
—zo|=r
(0= 160 + ety (222 | <y 220
1 o o +oo
En posant a,, = %/0 f(zo +re™)e ™ dt alors f(z) = Zan(z — 2p)" sur D(zp,r) donc f
est C® et f*) est holomorphe sur © pour tout k € N (l’holotr_lgrphie est une notion locale). De
plus on a a, = % et vérifie linégalité de Cauchy : ||a,| < M;;(Lr)

Théoréme 2.21 (Liouwville?) Toute fonction entiére (holomorphe sur C) bornée est constante.

“+oo
Démonstration. Pour tout z € Con a f(z) = Z anz" avec
n=0

(n) T
ay = f (O) 1 2 f(Teit)e_intdt — i/ f(Z) dz
% (0,r)

nl 2mrm 0 2im 2l
M M
pour tout 7 > 0. Si |f(§)| < M sur C alors d’aprés I'inégalité de Cauchy, |a,| < fy) < —. Ainsi si
T T
r — 400 on obtient a, =0, Vn > 1. D’ou f(2) = aop. O

Corollaire 2.22 (Théoréme de D’Alembert®-Gauss* ou "théoréeme fondamental de ’algébre”)
Tout polynéme non constant sur C admet au moins une racine dans C.

Démonstration. Soit P un polynéme sur C de degré deg P > 1. On a lim |P(z)| = +o0. Si P ne

|z]—+o0

s’annule pas dans C alors % serai une fonction entiére et lim

——| = 0 donc il existe R > 0 tel
|z]—+o0 ‘ P(Z)

P(z)

sur D(0, R). Il en résulte que % est une fonction entiére bornée sur C; d’aprés Liouville, % = Cte et

que pour tout |z| > R on a < 1. De plus on a D(0, R) est un compact de C donc % est bornée

donc P = C'te ce qui est absurde. O

2. Joseph Liouville (24 mars 1809 a Saint-Omer - 8 septembre 1882 & Paris) est un mathématicien francais.

3. Jean le Rond D’Alembert, né le 16 novembre 1717 & Paris ou il est mort le 29 octobre 1783, est un
mathématicien, philosophe et encyclopédiste francais.

4. Johann Carl Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 & Brunswick et mort le 23 février 1855 & Gottin-
gen, est un mathématicien, astronome et physicien allemand. Il a apporté de trés importantes contributions
a ces trois domaines. Surnommé "le prince des mathématiciens", il est considéré comme I'un des plus grands
mathématiciens de tous les temps.
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Chapitre 3

Espace des fonctions holomorphes

3.1 Principe des zéros isolés et singularités

Définition 3.1 Soit f une fonction holomorphe au voisinage ¥(zy) d’un point zy. On dit que
2o est un zéro de f d’ordre k € N* s’il existe une fonction g holomorphe au ¥(zo) telle que

g(z0) #0 et f(2) = (2 — 20)%g(2) au I(z).

Si zg est un zéro de f d’ordre k € N* alors f est non identiquement nulle au 9(z).

Remarque 3.2 Si zy est un zéro de f d’ordre k € N* alors, au ¥(z), on a
+oo +o0o
F(2) = (2= 20)F9(2) = (z = 20)* > bulz = 20)" = D bu(z — 20)" "
n=0 n=0

donc f(Z()) =..= f(k_l)(Zo) =0 et f(k)(Zo) = ]{Z'bo = k'g(Z(]) §£ 0.

Théoréme 3.3 (Principe des zéros isolés) Soit Q un domaine de C et f une fonction holo-
morphe sur Q non identiquement nulle. Alors les zéros de f sont isolés.

2o un zéro isolé de f 8’1l existe r > 0 tel que V z € D(zg,7) ~ {20} := D*(20,7) on a f(z) # 0.

Corollaire 3.4 (Principe du prolongement analytique) Soit f et g deux fonctions holomorphe
sur un domaine 2 de C. Si f(z) = g(z) sur un ensemble qui contient un point d’accumilation
dans Q alors f = g sur §2.

Démonstration. (du corollaire) Il suffit d’appliquer le principe des zéros isolés a la fonction holo-
morphe h = f — g. O
Démonstration.(du principe des zéros isolés) Si f est non identiquement nulle au voisinage de zg € Z¢
alors d’aprés la remarque précédente, f(z) = (z—20)¥(bo+o0(2—2p)) ainsi il existe 7 > 0 tel que f(z) # 0
sur D*(zp, 7).

Posons A := {z € Q; f est nulle au ¥(2)}. On suppose que A # () alors on a d'une part A est
un ouvert de €; en effet, soit z € A alors il existe r, > 0 tel que f = 0 sur D(z,r,). Par suite
D(z,7,) C A. D’autre part, A est un fermé de Q; en effet, si (2,), C A, 2, WS ? € Q alors

o0

IX 1)

f®(z) = lim f@(z,) =0, Vs e N. Au voisinage de z on a f(£) = E o) (£ —2)° = 0 ainsi
n—+oo —0 s!

z € A. Par connexité de €, on aura A = Q ce qui est absurde, donc A = (). O

15



16 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

Corollaire 3.5 Soit 2 un domaine de C et f une fonction holomorphe non identiquement
nulle sur Q). Alors tout compact de ) contient un nombre fini de zéros de f.

Démonstration. Soit Z; I'ensemble des zéros de f (Z; est un fermé de Q). On pose 21 = QN Zy, c’est
un ouvert de C. Soit K un compact de §2. Pour tout z € Zy, il existe 7, > 0 tel que D(z,7r,)NZy = {z}.
Par suite € U (Uze gf]D)(Z,TZ)) est un recouvrement de K par des ouverts, il admet donc un sous-
recouvrement fini; soit le Q3 UD(21,71) U ... UD(2g,7¢). D'ott Zf N K C {21, ..., 24} O

Proposition 3.6 Soit zp € C, r > 0 et f une fonction holomorphe bornée sur D*(zq,r) (il
existe M > 0 tel que | f(2)] < M surD*(zo,7)). Alors f se prolonge en une fonction holomorphe
sur D(zp, 7).

Démonstration. Soit g(z) = (z—z0) f(z) ; alors g est holomorphe sur D*(zp, 7). De plus lim g(z) = 0.

Z— 20
En posant

~ g(z) si ze€D*(z,r)
0 st 2=z

g est continue sur D(zg, r), holomorphe sur D*(zy, 7). Elle admet donc une primitive sur D(zg, r), ainsi
elle est holomorphe sur D(z, ). Par suite elle est développable en série entiére :

+o0 oo
9(2) = > an(z—20)" = (2= 20) Y _ an(z — 20)" "
n=1 n=1

et on a .
F(2) = an(z— 2)"", V2 € D*(2,7).
n=1
En posant f(z) = Z an(z — 2)" 1, alors f est holomorphe sur D(zg,r) qui prolonge f en zp. O
n=1

Théoréme 3.7 Soit f une fonction holomorphe sur D*(zo, 7). Alors f vérifie une et une seule
des propriétés suivantes :

1. Pour tout 0 < n < r, f(D*(z20,m)) est 2. Il eziste un entier k € N tel que (z—z)* f
dense dans C. se prolonge en une fonction holomorphe
sur D(zg, 7).

Démonstration. Si le premier cas n’est pas satisfait, alors il existe n > 0 tel que f(D*(z9,n)) # C.
Soit alors b € C \ f(D*(20,7)). Donc il existe € > 0 tel que |b — f(2)| > €, V 2z € D*(29,n). par suite

1 - 1
[f(z) =b] "€

D’aprés la proposition 3.6, il existe une fonction A holomorphe sur D(zg,n) telle que

vV z € D*(z0,7)

h(z) = V z € D*(20,7)

b
f(z)=b
donc on a h(z)(f(z) —b) =1, V z € D*(z9,n). Il s’en suit qu’il existe k € N tel que

(f(z) = 0)(z = 20)*ha(2) = 1, ¥ 2 € D*(20,7)
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17 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

avec hy € H(ID(z9,7)), hi(z0) # 0. D’ou

o k o 1+ b(Z — Zo)khl (Z)
(== ) () = =52

, V z € 9(z).

Définition 3.8

St f vérifie 1. du théoréme précédent, on dit que zy est une singularité essentielle de f.

Dans Uautre cas, f vérifie 2. du théoréme précédent, on dit que zy est un pole de f et le plus petit
entier k vérifiant 2., s’appelle l'ordre du pole. Si k = 0, alors f se prolonge holomorphiquement
en zg; on dit alors que zy est une singularité apparente de f.

Exemple 3.9 Si f est holomorphe sur un domaine ) de C non identiquement nulle alors les
zéros de f sont des poles de % de mémes ordres et ils sont des poles simples de fT

3.2 Principe du maximum

Définition 3.10 Soit Q2 un ouvert de C et ¢ : Q@ — R une fonction continue sur 2. On dit
que ¢ vérifie l'inégalité (la sous-inégalité) de la moyenne'® si pour tout zy € 2 et pour tout
0<r<d(z,Q) ona

1 27 )
o(z) < 2—/ w(zo0 + re’e)de.
™ Jo

Exemple 3.11 Si f est une fonction holomorphe sur Q) alors | f| (resp. Re(f) et Sm(f)) vérifie
inégalité (resp. ’égalité) de la moyenne.

Définition 3.12 On dit qu’une fonction ¢ : Q — R wvérifie le principe du mazimum si pour
tout mazimum relatif a de ¢ on a ¢ est constante au V(a).

Proposition 3.13 Toute fonction qui vérifie l'inégalité de la moyenne, vérifie le principe du
Mazmum.

Démonstration. Soit ¢ : & — R une fonction qui vérifie 'inégalité de la moyenne sur un ouvert
Q et a € Q un maximum relatif de . Soit 9 > 0 tel que D(a,r9) C Q et pour tout z € D(a,ry), on
a ¢(z) < ¢(a). Pour montrer le résultat, on montre que ¢ est constante sur D(a,rq). Pour ceci, on
considére 'ensemble A := {z € D(a,ry); ¢(z) = ¢(a)}. Alors A # ) et est fermé car ¢ est continue.
De plus pour z € A et pour tout 0 <t <r,:=79— |z —al, on a

2T
ola) = 9(2) < 5- /0 oz + 1e)d0 < (a).

Donc
1 27

0 (¢(a) — @(z + te'))do

>0, continue

:%0

1. On parle d’une fonction sousharmonique : qui est semi-continue supérieurement en tout point et vérifie
I’inégalité de la moyenne.
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18 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

Par suite pour tout 0 < ¢ < r, et tout § € [0,27] on a @(a) = @(z +te) c’est-a-dire que D(z,7,) C A.
Ainsi on a A est un ouvert de D(a,rp) et le résultat découle de la connexité de D(a,rp). O

Corollaire 3.14 Soit €2 un domaine de C et f une fonction holomorphe sur €.

1. Si f est non constante alors pour tout z € 2 on a |f(2)| < sup|f(&)].
£eq

2. Pour tout compact K de Q on a sup |f(2)] = sup |f(2)].
2eK 2€0K

Corollaire 3.15 (Lemme de Schwarz)
Soit f:ID(0,1) — D(0,1) une fonction holomorphe vérifiant f(0) = 0.
Alors on a |f'(0)] <1 et

[F(R) < 2], ¥ 2eD(0,1).

En outre, si |f'(0)] =1 ou s’il existe zy € D*(0,1) tel que |f(z0)| = |20| alors il existe 6 € R tel
que

f(z)=¢€"2 ¥ 2eD,1).

Démonstration. Soit

flz) .
gle) =4 o 0
f1(0) si 2=0

Alors g est holomorphe sur D(0,1). D’aprés le principe du maximum,

sup [g(2)] = sup |g9(2)] < —— (0<e<1).
|2|<1—e |z|=1—¢ 1—e

Donc sup |g(2)| < 1; par suite on a |f(z)| < |z], V2 € D(0,1) et |f/(0)| < 1.

|z|<1
Sil existe zg € D*(0,1) tel que |f(z0)| = |20] ou si |f/(0)] = 1 alors g atteint son maximum en zy ou
en 0, par le principe du maximum, g est localement constante au voisinage de 0. Par le principe de
prolongement analytique, g est constante sur ID(0,1). Comme |g| = 1, il existe 6 € R tel que g = e,
On obtient donc f(z) = €z, ¥V z € D(0,1). O

3.3 Forme générale du Théoréme de Cauchy et applica-
tions

3.3.1 Théoréme de Cauchy

Définition 3.16 Soit Q un ouvert de C. Un cycle I' de Q) est la somme formelle des lacets
V1, -y Vs, O €crit I' =1 + ... + 5. On convient que si f est continue sur ) alors

/Ff(z)dz = Z " f(2)dz.
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19 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

En particulier

1 dw : * s *
[ndr(z):ﬂ/rw—z :;[nd%(z), VzeC\I*=C~ (U_)).

Théoréme 3.17 (théoreme de Cauchy, forme générale)
Soit Q un domaine de C et T' un cycle de Q vérifiant Indr(z) = 0 pour tout z & Q. Alors pour
toute fonction holomorphe f sur €2 on a

F)nde(2) = o1 /

Démonstration. Soit g : {2 x 0 — C la fonction définie par

f(w)dw, Vze QT
w—z

flw) = f(z) .
g(z,w) = P st w#z
1'(z) st w=z

Alors g est continue sur 2 x Q et g(.,w) et g(z,.) sont holomorphe sur .
Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que pour tout z € Q) ~I'* on a

1w S,
2'i7T/1" w— 2z d 0

Considérons ) )
w) — f(z
h:z%f/de:f g(z, w)dw
2im Jp w—z 2im Jp
On a h est holomorphe sur €2 ; en effet, comme I'holomorphie est une notion locale alors pour prouver
que h est holomorphe sur €2, il suffit de montrer que h est holomorphe sur D(zg, rg) ot 29 € Q et 79 > 0

tel que D(zg,r9) C 2. Ce qui revient & montrer que pour tout triangle A de I'ouvert étoilé D(zy, ) on

a h(z)dz = 0. Ceci résulte du théoréme de fubini et du fait que g(., w) est holomorphe sur Q pour
[2JAN
w € () fixé :

1 1
h(z)dz = — / z,wdw)dz:f </ z,wdz)dwzo.
oA =) 2im m( rg( ) i Jp 8Ag( )

D’ou h est holomorphe sur €.
Soit dans la suite Q' = {z € C\T*, Indpr(z) =0}. On a Q' est un ouvert car la fonction indice est
localement constante ; de plus, C \ Q C €. On pose

1 f(w) .
— | ——=d 94
H(z) = 2i7r/pw—zw sz E
h(z) si z€Q
H est bien définie car si z € QN Q on a Indr(z) =0 et z € Q donc

1 fw) 1 dw
h(z)_ZTﬂ/pw—zdw_%f(z)/pw—z'

=0

Comme C = QU Q' et d’une part on a H = h sur  donc H est holomorphe sur . d’autre part on a
1

H(z) = %in / de sur Q' (intégrale dépendant d’un parameétre) donc H est holomorphe sur €Y'
T Jpw—z

lim |H(z)]

= lim
|z|]—+o00 |z|]—+o00

1 / f(w) ' 1 1
— dw| < lim —Lp sup =0.
2T Jrw—z sl oo 2 © ger- |£€)] |2| — supgers [€]
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20 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

Ainsi H est holomorphe, bornée sur C donc elle est constante et par suite H = 0. D’ou h = 0 sur 2.
Le résultat s’en suit. ]

Corollaire 3.18 Soit Q un domaine de C et I' un cycle de Q vérifiant Indr(z) = 0 pour tout

2 & Q. Alors pour toute fonction holomorphe f sur Q on a / f(w)dw = 0.
r

Démonstration. Soit zp € QI et g(w) = (w — z0) f(w) alors g est holomorphe sur © donc d’aprés
le théoréme de Cauchy, on a

1
0 = g(20)Indr(z9) = % /1“ ui](— Zo ~ 2 / flw

g
Corollaire 3.19 Soit v, et vo deux lacets (ou cycles) du domaine 2 vérifiant
Ind,, (z) = Ind,,(2), Vz¢&qQ.
Alors pour toute fonction holomorphe f sur €2 on a
/ fw)dw = / fw)dw
7 72
Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire précédent avec I' = v1 V v, . O

3.3.2 Applications

Comme premiére application on démontre que toute fonction holomorphe sur une couronne
est développable en série de Laurent.

Proposition 3.20 Soit zp € C et 0 <r < R < +00. On considére la couronne

Q={2€C, 0<r<|z—2| <R}

+oo
Soit f une fonction holomorphe sur Q. Alors f(z) = Z an(z —20)", V2 € Q.

n=—oo

Démonstration. Pour 7 < s < ¢t < R on pose 71 = Y(z,t) €0 72 = V(z,5)- Pour z ¢ Q on a
Ind,, (z) = Indy,(z). En posant I' = 71 V 75 on obtient Indr(z) = 0 pour tout z ¢ {2 donc pour tout

z€Q~I"ona Fw
f(z)Indr(z 2171/ —z
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En particulier si s < |z| <t on a Indr(z) =1 donc

1 fw) 1 f(w)

f(Z) = 5 — dw
2w (g(zw) w—z . 27 Jg(z0,9) 1;; —z )
1 7r tet . 1 ™ 7 )
T o m% ite'’d0 — 5~ %z’se“’w
1 fO(ZO + te') o f(go + se'?) i0
= or = A0+ o —se'’df
mhe TEER T b o) (1- 22)
+oo 2T
11 . .
= Z <%t_" f(zo0 + tew)e_mecw) (z—20)"
=0 0
_ n+1 10N\ i(n+1 (gde s
+HZ::O<27TS /0 f(z0+ s€7)e > CEEEE
+00
= D an(z—20)"
n=-—oo
avec
11 /% o ing
o flzo +te®)e™™dd  si n>0
_ ™ 0
Gn = 27
11 . .
e f(z0 + s€9)e ™49 si n <0
TS

Montrons que a, est indépendant de s et t. On a

1 21 t 0 1
Uy = — Md& — _/ Ldz
27 Jo tre—intd 2y, (2= 20)"
gj . f(Z) oF /
i on pose g(z) = W, alors g est holomorphe sur €2; de plus pour tout r < ¢t,t' < Ron a

Ind’)/(zo,t) (g) = Indfy(zo,t/) (6)7 \v/é ¢ Q

donc d’aprés le corollaire 3.19, on a

1 1
%/V 9(z)dz = ﬁ/w g(z)dz.
20

(20,t)

Remarque 3.21

1. Soit f une fonction holomorphe sur D*(zq, 7). Alors f est développable en série de Laurent
+oo

sous la forme f(z) = Z an(z — 2z0)". Le coefficient a_y s’appelle Residus de f en zy et

n=—oo

se note Res(f, zo).

2. Soit & un pole d’ordre k d’une fonction meromorphe ¥ alors, sur un disque D(&, 1), on
a 90(5) = w(£> (5 - §o)k est holomorphe ; donc

(€= &) (&) =D b€ — &)™, V€ €D(&, 7).
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22 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

Par suite

bo bi—
P(€) = AL ot

-k bk—l
i e + F(8).

Comme F' est holomorphe sur D*(&,r) et admet une primitive alors pour tout lacet v de

D*(&,7) on a

1 d
siz | 00 =borge [ % = Res(w. o) nd (6

Ainsi Res(1, &) est capital dans le calcul des intégrales. Pour calculer ce coefficient, on
remarque que

(€= &) (&) = by + b1 (£ — &) + . + b1 (E— &)+ (€= &) G(9).

Donc

_ — & k (k1) _
=1 ((€ = &)*v(€)) -

Théoréme 3.22 (de Résidus) Soit 2 un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur €2 ~
{70, 21, ..., 2p} 0U 29, 21, ..., 2, sont des poles de f. Soit v un lacet de Q~ {29, 21, ..., 2, } vérifiant
Ind,(z) =0, V z & Q. Alors

/f(z)dz = QiWZ Res(f,z;)Ind,(z;).
gl =0

Démonstration. Soit z; un pole de f d’ordre kj, r; > 0 tel que D(zj,7;) C Q et V s # j on a
zs & D(zj,7;). La fonction f s’écrit

. Q5. —
flo) = —00 _y  TORTD Gy = Ri(2) + G(2).

(2 — z)M z =z

P
La fonction R; € H(C~{z;}) et f—R; € H(D(zj,7;)). Ainsi f — Z R; est holomorphe sur Q. D’aprés

=0
/y (f - zp:Rj) (2)dz =

le corollaire 3.18, on a

Jj=0
D’ou
/ Ep /a(]kj D4z = 2ir Ep Res(f,zj)Indy(z;).
JR— : 1 % 7\Zj
v j=0 J j=0
O

Applications. Comme application du théoréme de Résidus, on peut calculer les valeurs de
quelques familles d’intégrales :
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1. Soit F une fraction rationnelle (en deux variables). Pour calculer la valeur de

L ::/OFF(COS(Q),SiH(Q))dH

1 1

, z
il suffit de poser z = ¢, dans ce cas on a cos(f) = Z et sin(f) = —= donc

]

z+1 z2—1\ dz
Ilz/ F( 27 2)_
Yo 2 21 12

L)

2. De méme si I := / e——=dt ou P, Q € R[X], Q(t) #0, Vt € R et deg(P) <

e Q)

. P
deg(Q) si a # 0, 1+ deg(P) < deg(Q) si @ = 0. On consideére alors f(z) = e'** (2) et le

Q(2)

lacet yg formé par [—R, R] V €, (0, R) (resp. [-R, R] V €-(0, R)) : demi-cercle supérieur
(resp. demi-cercle inférieur) si @ > 0 (resp. si a < 0).

A
a<0 a>0

——_—_—_—= || === ==

—_——_—

—_—)-—_—_—_——_——_——_——_—_——_—_— s

b(t)

3. Pour I3 := /+OO In(t)——=dt on P, Q € R[X], Q(t) #0, ¥Vt > 0et 14+deg(P) < deg(Q),
0

on considére f(z) = log2(2)

7
Y2
73

V4

Q(t)
P(z)
Q(z)

et le lacet I'c, p =7, V2 V3V, avec

P(t)

+oo P
4. Pour I := / t*——=dt, on considére f(z) = e* logﬂ(z)ﬁ et le lacet précédent I, g.
0

Q(t) Q(z)
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Théoréme 3.23 (de Rouché) Soit f et g deux fonctions holomorphes surD(zy, ry). On suppose
qu’il existe 0 < r < rg tel que

1f(2) = g(2)] <lg(2)], V|2 — 20| =7

Alors f et g ont méme nombre de zéros comptés avec leurs multiplicités contenus dans le disque
]D)(Z(), T) .

f)
9(2)

Démonstration. Pour tout z € € (zp,7) on a g(z) # 0 ainsi que f(z) # 0 et que

—1‘ < 1 donc

r: [0,2r] — C
g f(zo + ret?)
g(z0 + ret?)

est un lacet et Indr(0) = 0 car 0 est dans la composante connexe non bornée de C \. I'*. De plus

1 d
0 = Indr(0) = @
2z7r ' ' '
1 /2” (20 + re) [z +re?)g (20 + 1) g(z0 +1e”) . an
- — . _~ire
2im J, g(z0 + 7‘629 g% (20 + re'?) f(zo + ret?)
2 2 ;
_ 1 /”f/ 2o +re’ ) el gy 1 /Wg/(20+re.29)irei9d6
2ir Jo f 20 —|— re’e) 2ir Jo  g(zo + rei?)
1 1 9'(2)

z—
2im - f(z) 2im - g(2)

/
Comme f est non identiquement nulle alors = est holomorphe sur D(zg,7) sauf au zéros de f et si a

est un zéro de f d’ordre k, alors f(2) = (2 — a)* f1(2) avec fi(a) # 0 et f1 € H(D(z0,7)). Donc

f'(2) =k(z = a)* T fi(z) + (z — )" 1 (2).

Par suite
f'(2) ko f 1(2)
f(z) fl(z)

!
au voisinage de a; d’ou Res(—

7 ,a) = k. Par le théoréme de Residus,
1 f'(=)

- dz
20T Sy f(2)

est égale au nombre des zéros de f comptés avec multiplicités et contenus dans le disque D(zg,r). O

Remarque 3.24 Le théoreme de Rouché reste vrai si on remplace v, ) par un lacet v o1
Ind,(z) = 1 pour tout z a lintérieur de v*

Théoréme 3.25 (de l'application ouverte) Soit Q0 un domaine de C et f une fonction holo-
morphe non constante sur . Alors f est ouverte.
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25 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

Démonstration. Soit W un ouvert de Q. Montrons que f (W) est un ouvert de C. Soit alors &y € f(W);
il existe zg € W tel que f(&y) = 2. On considére g(z) = f(2) — f(20). Comme f est non constante alors
les zéros de gg’ sont isolés ; par suite il existe 79 > 0 tel que D(29,79) C W et Vz € D(20,70) \ {20} on
ag(z) Z0et ¢'(2) # 0. D’apreés la démonstaration du résultat précédent, on a

1 [ f(z0 + roe')

i
— . df =k
2im Jo  f(z0 + roet?) — f(Zo)Woe

o k est la multiplicité de zp comme zéro de g. Si on pose I' := f o € (29, r9) alors k = Indr(f(20)).
L’indice est localement constant donc il existe un ouvert V' contenant f(zg) tel que pour tout £ € V

on a
1 dw L (7 flzo+r0e) .
n F(S) % rw _5 2T 0 f(ZO + 7"0626) — é.27’06

Par suite V& € V, on a w — f(w) — & s’annule k fois dans D(zq, ) ainsi V' C f(D(zo,70)) C f(W). O

Comme f’ ne s’annule pas dans D(zg, 1) \ {20}, les zéros de w — f(w) — & sont isolés pour
& # & par conséquent f — & admet k racines simples; d’ou le corollaire suivant :

Corollaire 3.26 Soit 2 un domaine de C et f une fonction holomorphe non constante sur 2.
On suppose que zy € §) est un zéro d’ordre k de f — f(z9) alors il existe r > 0 et R > 0 tels
que pour tout & € D(f(20), R) ~{f(20)} on a f — & admet exzactement k racines simples dans
]D)(Z(), T).

3.3.3 Connexité simple

Définition 3.27 Soit vy et vy, deux lacets sur [0, 1] a valeurs dans un ouvert Q de C. Les deux
lacets o et v, sont dits homotopes dans € s’il existe une fonction continue H : [0, 1]x[0, 1] —
vérifiant :
H(t,0) = v(t), H(t,1) = 7(t) et lapplication t — H(t,s) est un lacet de Q@ pour tout
s € [0,1].

Exemple 3.28 Si ['ouvert Q) est étoilé par rapport a un point a € ) alors tout lacet est homo-
tope au point a.

En effet, il suffit de prendre Papplication H(¢,s) = (1 — s)v(t) + sa.

Lemme 3.29 L’homotopie est une relation d’équivalence.

Démonstration.
— Réflexivité : Tout lacet est homotope a lui méme. Il suffit de prendre H(t,s) = vyo(t) V s € [0, 1].
— Symétrie : Si 7 est homotope & 1 dans Q par 'application H (¢, s) alors 'application F'(t,s) =
H(t,1 — s) permet de voir que 7; est homotope & 7y dans €.
— Transitivité : Si vy est homotope & v dans Q par Papplication F'(t,s) et 1 est homotope a
~v2 dans € par Papplication G(t,s) alors 7y est homotope a 75 dans € par l'application H(t,s)
définie par :

[ F(t,2s) si 0<s<3
H(t’s)_{G(t,Zs—l) si $<s<1
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26 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

Définition 3.30 Un ouvert Q) de C est dit simplement connexe si ) est un domaine et tout
lacet de ) est homotope a un point.

Exemple 3.31 Tout ouvert étoilé est simplement connexe. Par contre un disque pointé ou une
couronne n’est pas simplement connexe.

Théoréme 3.32 Soit 'y et I'y deux lacets homotopes dans SY, alors Indr,(z) = Indr,(z), ¥V z &
Q

Comme cas particulier de ce résultat, si € est simplement connexe alors pour tout z ¢ 2 et
tout lacet v de © on a Ind,(z) = 0. En outre, les composantes connexes de C ~\ € sont non
bornées. (Donc il n’y a pas des trous dans le domaine (2).

Corollaire 3.33 i () est un ouvert simplement connexe alors pour toute fonction holomorphe
f sur Q2 et pour tout lacet v de 2 on a /f(z)dz = 0.

.
En particulier, toute fonction holomorphe sur ) admet une primitive.

En outre, si f est une fonction holomorphe qui ne s’annule pas sur 2 alors il existe une fonction
g holomorphe sur ) telle que f = €Y.

Pour démonstrer le théoréme 3.32, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 3.34 Soit vy, 71 :[0,1] — C deux lacets et zy € C tels que

I (t) = 30(8)] < 20— 30(®)], ¥t € [0,1].
Alors Ind,,(z9) = Ind,, (20).

t) —
Démonstration. Soit v(t) = % pour ¢ € [0,1]. Alors d’aprés ’hypothése, on a |1 —(¢)| < 1
Yolt) — 20
donc Ind,(0) = 0. Ainsi
1 [y L [h ) (1)
= Ind dt = — — dt = Ind —Ind .
0= 10 =iz [ 5 = 7, (3 20~ ) 4 P )~ o

O
Démonstration du théoréme 3.32. Soit H une homotopie entre I'g et T';. Soit K = H([0, 1] x [0,1])
et € > 0 tels que d(K,C \ Q) > 2¢. Comme H est uniformément bornée sur K, il existe p € N* tel que
|H(t,s) — H(t',s')] < e pour |t —t'| < 1—1) et [s —§| < %. Pour tout 0 < k < p on considére le lacet

w@ = (L5 ey +m (L2 G-

pour j —1<pt<jetl<j<p.
Ona|7k(t)—H(t,§)| <epourte[0,1] et k=0,..,p; en effet pour j — 1 < pt < j,
k ik

i) - He. )| < |,

), S)‘W“‘” G- pt) ‘Hj‘l )

De méme on montre qu’on a |y, (t) — vk—1(t)| < €. on aura donc |y(t) — T'o(t)| < € pour 0 < ¢ < 1,
|7p(t) —T'1(t)] < e pour 0 <t < 1. Pour tout zgp ¢ Q et tout k =0,...,p, t €[0,1] on a

k
- yk(t)—H(t,]—g)‘ >2—€e=c¢

k
() = 20] = \H(t, 5
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27 Chap.3 Espace des fonctions holomorphes

Par le lemme précédent on a Ind,, (20) = Ind,, (20) et Indy,(20) = Indr,(20) et enfin Ind,, (2) =
Indr, (20). O

Corollaire 3.35 Sig et v1 sont deux lacet homotopes dans §2, alors pour tout f € H(Q2) on a

/y ez = L ey
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Chapitre 4

Exercices et Problémes

4.1 Enoncés

EXERCICE 1 Notre but est de determiner, pour k € N* fizé, toutes les fonctions holomorphes
f surD(0, R), R > 1, solution de l’équation :

F(Z) = (f(2))", ¥VzeD(,1). (Ex)

1. Determiner Sy, l'ensemble des solutions de (Ey) (i.e. k=1).
On suppose dans toute la suite que k > 2. 1l est évident que la fonction identiquement
nulle est solution de (Ey). Soit alors f une solution de (E)) non identiquement nulle.

2. Montrer que |f(0)| =0 ou |f(0)] = 1.

8. Montrer que f(D(0,1)) C D(0,1).
Indication : Prouver que si z € D(0, 1) alors la suite ((f(z))kn)n est bornée.

4. En déduire que si |f(0)] =1 alors f est constante sur D(0, R). Préciser la valeur de cette
constante en fonction de k.

5. On suppose dans cette question que f(0) = 0.
(a) Montrer qu’il existe m € N* et g une fonction holomorphe sur D(0, R), g(0) # 0 tels
que f(2) = 2"g(2), V z € D(0, R).
(b) En déduire qu’il existe € R (a préciser) tel que f(z) = 2™, V 2 € D(0, R).
6. Conclure Sy l'ensemble des solutions de (Ey).

EXERCICE 2 Soit ¢ une fonction holomorphe sur un ouvert Q contenant le disque D(0,1). On
note par v(0,1) le cercle unité.

1. En utilisant le théoréeme de Résidus, Calculer en fonction de 1 la valeur de

2
[ (ely o
7(0,1) o o

2. En dédwire les valeurs des intégrales

/027r cos®(t)y(e™)dt, /027r sin? (1) (e dt.

28



29 Exercices et Problémes

EXERCICE 3 Soit f une fonction holomorphe sur C non constante.

1. Montrer que l’ensemble des points a € C tels que f+a admet un zéro double dans D(0, 1)
est fini.
2. Soit zy un zéro de f d’ordre k > 0.
(a) Montrer qu’il existe v > 0 tel que zy est l'unique zéro de ff' contenu dans le disque
D(zg,7).

(b) Soitt := ‘ inf‘ |f(2)], montrer queV a € D*(0,t) la fonction f+a admet exactement
z—zo|=r

k zéros simples dans D(z, 7).
3. Soit g une fonction holomorphe sur C.

(a) On suppose qu’il existe a € D(0,1) tel que f+ ag admet un zéro double dans D(0, 1)
et que g ne s’annule pas dans D(0,1). Montrer qu’il existe € > 0 tel que V o’ € C,
vérifiant 0 < |a — d'| <€, f+d'g n'admet pas de zéro double dans D(0,1).

Le résultat est-il vrai si g s’annule dans D(0,1) ?

(b) Montrer que ’ensemble des points a € D(0, 1) tels que f + ag admet un zéro double

dans D(0, 1) est fini.

EXERCICE 4 Soient Q un domaine de C, zy € Q, r > 0 tel que le disque D(zy,7) C Q et f
une fonction holomorphe sur €). Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1 2w )
1. (a) Montrer que |f(z0)] < 2—/ |f(z0 + re™)|dt.
T Jo

1 2m )

(b) On suppose que |f(z0)| = 2—/ |f(20 + re™)|dt. Montrer que f est constante dans
m™Jo

Q.

Indication : étudier d’abord le cas ou f(zg) est un réel positif.

(c) En déduire que s’il existe une fonction g holomorphe sur ), telle que |f| = Reg sur
D(zo,7) alors f et g sont constantes sur €.

2. (a) Montrer qu’il existe un polynome P € C[X] et une fonction h holomorphe sur 2, ne
s’annulant pas sur D(zg, ) tels que f = Ph sur €.

(b) En déduire qu’il existe une fonction v holomorphe sur D(zo,r) telle que sur D(zo, )
on ait f = Pe¥.

(¢) Eziste-t-il un polynome P € C[X] et une fonction ¢ holomorphe sur C* telle que
1
VzeCH —=P(2)ef?,
z

PROBLEME 1 Soit R > 2 et g une fonction holomorphe sur D*(0, R) := {z € C; 0 < |z| < R}.
Pour tout 0 < r < R, on pose

My(r) = sup |eg(z)\ et Ay(r) = sup Reg(z)

|z|=r |z|=r

ot Reg est la partie réelle de g.
1. Etablir une relation entre M, (r) et A,(r).
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. On suppose que 0 est une singularité apparente de g.

Montrer que Uapplication A, : r+—— Ay(r) est croissante sur |0, R][.

. On suppose dans cette question que 0 est un pdle de g d’ordre p > 1.

Donner la forme de la série de Laurent de g et en déduire que lim+ Ay(r) = 4o0.
r—0

. En déduire que si A, est croissante sur |0, R[ alors 0 est une singularité apparente de g.

. On suppose dans cette question que R = 400 et que A, est majorée sur |0, +oo[. montrer

que g est constante sur C*.
Indication : on pourra montrer que €9 est constante sur C.

. Montrer que s’il existe 0 < 1o < 1 tel que Ay(ro) > Ay(1) alors A, est strictement

décroissante sur |0, 7o].
Indication : on pourra appliquer le principe du mazximum a des couronnes convenables.

. On suppose qu’il existe 0 < 1y < 1 tel que Ay(r1) = Ay(1).

Montrer qu’on a ou bien g est constante ou lim+ Ay(r) = 4o0.
r—0

. On suppose que 0 est un pole simple de g. Pour 0 < e <1, on considére I'. =T,V I,

le bord de D(1,1) \ (0, ) orienté dans le sens positif (Voir la figure ci-dessous).

(a) Calculer en fonction de g(1) la valeur

de
/ 9(2) dz.
r.z—1

(b) Montrer que pour tout 0 < a < m, on
a /

a i0
lim Mz’se”d@ = —2iaRes(g, 0)—.(— -

0t J_, e — 1 o Oy
(¢c) En déduire la valeur de \\\
lim 9(2) dz.

e—0t Lo z—1

(d) En déduire la valeur de

T—Q

lim g(1 4 ¢?)db.

a—0t —r+a

PROBLEME 2 Soit Q2 un domaine de C et soit f : Q@ — C une fonction holomorphe. Si le
cercle €(0,r) :== {z € C; |z| = r} centré en 0 et de rayon r est inclus dans 2 on posera

My(r) = sup [f(2)]

|z|=r

1. Dans cette question 2 =D(0,1).

(a) Montrer que si f n'est pas constante, la fonction My est strictement croissante sur
10, 1[. (ind. utiliser le principe du mazimum,).
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31 Exercices et Problémes

(b) Montrer que si pour ro €]0,1[ la fonction  —| f(roe) | est constante et si f(z) # 0

pour tout z € D(0,79) alors f est constante.
Ind. Considerer 1/ f.

2. Dans cette question Q2 = D*(0,1).

. Tracer

1 1
(a) Calculer M(r) pour chacune des fonctions suivantes : —; ST 1
20 z—=1" 2 z-—
dans chaque cas le graphe de la fonction r— M(r), (0 <r <1).
(b) On suppose qu’il existe deux réels ry et ry tels que 0 < r; < ry <1 avec My(ry) >
M¢(rg). Prouver que 0 n’est pas une singularité artificielle pour f.
Prouver que si 0 <r <r' <y alors Mg(r) > M(r').
ind. considérer C, = {z € Q, r < |z| < ro}.
(c) On suppose qu’il existe deux réels ry et ry tels que 0 < ry < ry <1 avec My(r3) <
My (ry). Comparer My(r) et Me(r') pour ry <r <r' <1.
(d) On suppose qu’il existe ro €]0, 1] tel que M (r9) = 0. Que dire de f ¢
(e) On suppose que f n'est pas constante et qu’il existe ro €]0, 1] tel que 0 < My(rg) <
M¢(r) pour tout r €]0,1[. Prouver que My est strictement monotone sur |0,7o[ et
sur ro, 1[. (ind. considerer ro4c = ro +¢€).
3. Dans cette question Q = {z € C; |z| > 1}.
On suppose qu’il existe ro > 1 et A > 0 tels que Ms(r) < A pour r > ry. Prouver que
si f n’est pas constante alors la fonction M est strictement décroissante sur |1, 400 (on
pourra utiliser la question 1. en justifiant).

PROBLEME 3 (Sur le lemme de Schwarz) Dans toute la suite, on note par D le disque unité
de C, € son bord (le cercle unité de C) et Q un domaine (ouvert connexe) de C qui contient
D.
— Partie I/
Soit F' une fonction entiére (holomorphe sur C). On note par P (resp. Q) la partie réelle
(resp. imaginaire) de F' ; i.e F(z) = P(z) +iQ(z), Vz € C. Pour tout r > 0 on pose

Mp(r) = sup |F(z)| et Ap(r)=sup P(2).

|z[=r |z|=r

1. (a) Montrer que Mp(r) = sup |F(z)| et que r — Mp(r) est croissante et que cette
|z[<r
fonction est strictement croissante si ' est non constante.
(b) En déduire que Ap(r) = sup P(z) et que r — Ap(r) est croissante.
|z|<r
On pourra considerer X .

(c) Montrer que s’il existe k € N et p, B € R tels que Mp(r) < pr* + 3, pour r
assez grand alors F' est un polynome de degré inférieur ou égale a k.

2. On suppose dans cette question que F(0) = 0. Soit r > 0.
(a) Poure >0, on considére la fonction w. définie par

B F(2rz)

C 24p(2r) +e— F(2rz)

we(2)
Montrer que w. est holomorphe sur D
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32 Exercices et Problémes

(b) Montrer que |w.(2)| <1, Vze€D
Indication : Remarquer que P(2rz) < A(2r), ¥V z € D.

(c) En déduire, en utilisant le lemme de Schwarz, que
|F(2rz2)| < |2||2Ar(2r) + e — F(2rz)|, Vz € D.

3. (a) En déduire que |F(2rz)|(1 — |z|) < 2Ap(2r)|z|, ¥V z € D.
(b) Conclure que Mp(r) < 2Ap(2r).

(c) En déduire que s’il exviste k € N et p, B € R tels que Ap(r) < pr¥ + 3, pour r
assez grand alors F est un polynome de degré inférieur ou égale a k.
— Partie II]

1. Pour a € D, on pose @, (z) = —

1—az
(a) Montrer que @, est holomorphe sur C~ {1} et que .(€¢) C €.
(b) En déduire que @, est un automorphisme' de D et donner ¢ 1.
2. Soit v un automorphisme de D. On note par a = ~1(0).

(a) Montrer qu’il existe X € C tel que (z) = A\pa(z) pour tout z € D.
Indication : Utiliser la fonction g(z) = v o ¢, (2) ainsi que sa fonction réci-

proque.
/

(b) Verifier que A = —%.
3. Sotenta €D et f: D — D une fonction holomorphe.

(a) Montrer que pour tout z € D, on a M < g )

1—fa)f(z)| |1 —az
1— 2
(b) En déduire que |f'(2)] < M, vV zeD.

1= |27
4. Soit h: D — D une fonction holomorphe.
(a) On suppose h(0) =0 et qu’il existe a € D\ {0} tel que h(a) = a.
Montrer que h(z) =z, V z € D.
(b) On suppose qu’il existe a # b € D tels que h(a) = a et h(b) = b.
Montrer de méme que h(z) =z, ¥V z € D.

5. Soit G une fonction holomorphe sur Q telle que G(€¢) C €.
(a) Montrer que si G ne s’annule pas sur D alors G est constante sur €.

(b) Montrer que G admet un nombre fini de zéros dans D. Soient alors ay, ..., a, ces
zéros de multiplicités respectives q, ..., L.
p
(c) Montrer qu’il existe n € R tel que G(z) = e H(goak (2))%, ¥V z € D.
k=1
(d) Montrer que si G est entiére (holomorphe sur C) alors il existe (n,m) € R x N
tel que G(z) = e"z™
(En pourra montrer que 0 est le seul zéro de G).

1. Un automorphisme de D est une application bijective biholomorphe de D dans lui méme.

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



33 Exercices et Problémes

PROBLEME 4 Soit U un owvert de C contenant le disque D(0,7) ot v > 0 et soit f une
fonction holomorphe sur U vérifiant f(0) =0, f'(0) =1 et f(z) # 0 pour tout 0 < |z| < r. On

pose = nf |1(2)|.
1. (a) Prouver que n > 0.

(b) Montrer que pour tout w € D(0,7n), la fonction z — f(z) —w admet un unique
zéro simple dans le disque D(0,1).
Indication : Utiliser le théoreme de Rouché.

On notera F(w) ce zéro ( c’est-a-dire f(F(w)) —w = 0). Que vaut F(0) ¢
2. (a) Montrer que 0 est une singularité artificielle de la fonction z — = (i.e. prolon-

f(z)

: 2f'(2)

geable en une fonction holomorphe), et donner alors la valeur de — dz.
2im ~(0,r) f(Z)

(b) établir, en utilisant le théoréeme des Résidus, que pour tout w € D(0,n) on a

_ ! 2f'(2)
P =g f o T

o) ¢ depart A C) 1
n pourra montrer au epar ue 1m =
P PO e rw f) —w  f(F(w))

évidemment ['existence de cette limite.

et en expliquant

(¢) En déduire que F(w Z a,w" dans D(0,n) o a, est donné par

n=1

1 2f'(2)

Qp = = —————dz
2im ~(0,r) (f(z>>n+1

pour tout n > 1 et donc F' est holomorphe sur D(0,n).
(d) Calculer la dérivée de la fonction h,(z) =

et en déduire que l’on a l’égalité

(f(z)"

3. Application. Soit U = C, f(z) =ze % et r =
o 1 nn—l

(a) Vérifier que l'on an = - et a, = '

e n!

(b) Quel est le rayon de convergence de la série Zanw" ?
n>1

PROBLEME 5 Dans ce probléme, D(r) (resp. €(r)) sera le disque (resp. le cercle) de centre
0 et de rayon r et n € N. Pour tout s € N, 0 < s < n le coe[ﬁczent de Binome C7 e

|
Cr = ~ " on rappelle que pour tous z,£ € C on a (z 4+ &)" ZC’S .
slin —s)!’
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1. Montrer que
1 1 2n
cy, = / Uta7,,
(1)

s zntl

- 1
2. Montrer que E (C2)? est le terme constant de (1 + 2)"(1 + =)" (pour z #0).
z
s=0
3. En déduire que

s\2 _ _— n 1 n%_ n
D (G = m(uz) (1+Z — =5,

4. En déduire que

et que C3, < 4",
5. Montrer que pour tout £ € ]D(i), on a

fc" £ = —i/ L dz
g 2 Jpqy 22+ (26— 12+ €T

6. Soit x €]0, 1.
(a) Montrer que

1—-2z—-+v1—-4x <1 1-2x++1—4x o1
2z ’ 2z '
(b) En déduire que
+00 1

; Gt = g

7. Montrer que pour tout & € ]D(i), on a

+00
> cper = e (—3lonl1 - 1))

n=0

ot log, est la détermination principale du logarithme.

PROBLEME 6 Les questions (1) et (2) sont indépendantes. B
Soit Q un domaine (ouvert connexe) de C qui contient le disque unité fermé D(0,1).

1. Soient F' et G deux fonctions holomorphes sur 2. On suppose que F' et G ne s’annule pas
dans D(0,1) et que
[F(2)] = |G(2)], V|z[ = L.
Montrer qu’il existe X € C, |A\| =1 tel que F' = AG sur §Q.

Indication : Utiliser le principe du maximum & une fonction bien choisie.
Le résultat reste-t-il vrai si F' ou G s’annule dans D(0,1) ¢
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2. Soient I et G deux fonctions entiéres (holomorphes sur C) telles que
|F(2)| < |G(2)|, ¥z e C.

(a) Montrer que si zy est un zéro de G d’ordre n alors zy est un zéro de F' d’ordre m ou
m > n.

F
(b) Montrer que - est (prolongeable en) une fonction entiére.

(c) En déduire qu’il existe A € C, |\ <1 tel que F = \G sur C.

3. (Applications)
— Montrer que si u est une fonction holomorphe sur €, injective? sur D(0, 1) et vérifie

W'(2)| = 2], V]z[ =1

alors u(z) = a+ bz ou a, b € C avec |b] = 1.
— Montrer que si v est une fonction entiere vérifiant

[V'(2)| < z], VzeC

|~

alors v(z) = a+ 32? ot o, B € C avec |f| <
— A-t-on |sin(2)| < |z], Vze€ C?

PROBLEME 7 Soit U un ouvert conneze de C. Soient aq, ...,a, des points de U et Q) = U
{a1,...,a,}. On se donne une fonction holomorphe g sur ) et on se propose de chercher les
fonctions F' holomorphes sur ) et solutions de [’équation :

F'(z2) =g(2)F(2), VzeQ. (E)
1. Soit F une solution de (E). Montrer que s’il existe zo € Q tel que F(zy) = 0, alors F' est

identiquement nulle sur Q, (on pourra calculer F™(zy), pour tout n € N).

2. On suppose que (E) admet une solution Fy non identiquement nulle.
Montrer que toute solution F de (E) est de la forme F(z) = AFy(z), ¥V z € Q ou A € C.

3. (a) Montrer que si g admet une primitive sur Q alors (E) admet une solution de la

forme F(z) = e“®) ot G est une fonction holomorphe sur €.

1
(b) On prend Q = C* et g(z) = —;. Déterminer toutes les solutions de (E).
z

/
4. (a) On suppose que g est de la forme g = LA @ est une fonction holomorphe sur U

ayant comme zéros dans U les points ay, ..., .
Ezprimer en fonction de ¢ les solutions de (E).

(b) On prend Q@ =C ~\ {a} et g(z) = la’ m € Z. Déterminer les solutions de (E).
S

5. On suppose que U est un ouvert étoilé de C et que Res(g,ar) = my € Z pour tout
1<k<n.

2. On démontre que si une fonction holomorphe est injective sur un disque alors sa fonction dérivée ne
s’annule pas sur ce disque (voir Probléme 9).
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n

(a) Montrer que h(z) = g(z) — Z

k=1
(b) En déduire que toute solution de (E) est de la forme

admet une primitive sur 2.
Z — Q

n

F(z) =\ H(z — ay,)™r et )
k=1

ou X € C et H est une fonction holomorphe sur €} a préciser.

6. On suppose que 'ouvert U est étoilé et que g est holomorphe sur U. On considére [’équa-
tion différentielle

F'(z) = g(2)F(2) + ®(2),V 2 € Q (Es)
ou @ est une fonction holomorphe sur U.

(a) Soit Fg une solution particuliére de (Eg). Montrer que toute solution de (Eg) est de
la forme Fg + Fy ot Fy est une solution de (E) (équation homogéne associé ie. sans
second membre).

(b) Prouver que g admet une primitive G sur Q et que la fonction z — ®(2)e ) [est
auSst.

(c) Montrer que toute solution de (Eg) est de la forme F(z) = A(2)e®®) on X est une
fonction holomorphe a préciser.

PROBLEME 8 Le but de ce probléme est de

montrer la formule de Jensen qui admet plu-

sieurs applications, en particulier elle permet

de compter le nombre des zéros d’une fonction

holomorphe dans un disque. -
On rappelle que la détermination principale du

logarithme log, est définie sur C ~\ R_ par

logo(g) =In |£| +1 arg]—ﬂﬂr[(g)' :
Partie 1.
2
1. Montrer que l"intégrale / In|1 — e"|df est convergente.
0

2. On considére la fonction g définie par g(z) = logy(1 — 2).
Donner le domaine d’holomorphie de la fonction g.
3. Pour € > 0 assez petit, on considére le lacet v. comme indique la figure ci-dessus.

Montrer que / Md,z = 0.
z

Ye

1 2 ]
4. En tendant € vers 0, montrer que o / In|1 —¢"|dh = 0.
T Jo

1 2m )
5. Calculer o / In|1 — ae®|df pour tout o € R.
T Jo
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Partie 11

Soit f une fonction holomorphe sur le disque D(R) telle que f(0) # 0 et soit 0 < r < R. On
suppose que [ admet exactement ay, ..., a, comme zéros dans le disque D(r) et b; = re®i, j =
1,...,m comme zéros sur le cercle € (r) (tout les zéros sont comptés avec multiplicités).

1. Montrer qu’il existe une fonction h holomorphe sur D(R) qui n’admet pas de zéros dans
un disque D(r') ou r < r’' < R telle qu’on ait

f(z) = (H %) <H(z — @-)) hz), Y zeD().

p=1 Jj=1

2. Montrer que la fonction In |h| est harmonique sur D(r') et en déduire que

1 2T )
In A(0)] = - /0 In | (rei®)|do.

1 2w )
3. montrer que pour tout 1 < 57 < m, on a 2—/ In |7"e’9 —b;|d0 =Inr.
T Jo

4. Montrer que In|h(0)] = In|f(0)| + ZlnL —mlnr.
a

|a

p=1
5. En déduire la formule de Jensen :
L 2ﬂ1n\f( e[ do ln|f(0)|+iln !
— r = —.
27T 0 p=1 ‘ail?|

6. (Application)

(a) Montrer que pour tout entier k > 3, la fonction P(z) = 2¥ + 2 + 3 admet toute ses
racines dans la couronne C(1,2) :={z € C; 1 < |z| < 2}.

(b) Montrer que A(1) = 1n3 puis Comparer A(1) et A(2) ou

1 2m )
A(r) = %/0 In | Py(re™)|do.

7. On suppose dans cette question que 0 est aussit un zéro de f d’ordre q.

f(2)

Montrer, en utilisant la fonction p(z) = — 7 quion a
z

1 | @ n
%/0 I | F(re®)|df = gInr + In L (O>|+Zlni.

q' p=1 ‘ail?|

PROBLEME 9 Sur les fonctions injectives _
L. Soit U un ouvert de C, zy € U et rg > 0 tel que D(zp,7r9) C U. Soit (gn)n une suite de
fonctions holomorphes sur U qui converge dans H(U) vers une fonction holomorphe g sur

U.
1. On suppose dans cette question que g(z) # 0,V z € €(z0,70).
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(a) Montrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a g, et g ont méme
nombre de zéros dans le disque D(zp,19).

(b) En déduire que si les fonctions g, sont injectives (pour tout n > ny) sur U alors
g est constante ou injective.

2. Montrer, par un contre exemple, que les résultats précédents sont faux si g s’annule
sur le cercle € (z,r0).

II. On considérea > 0 et ), := {z € C; —a < Sm(z) < a}. Soit f une fonction holomorphe
non constante sur Q, et (hy,), la suite de fonctions définies par

1 flz+ 1) = f(2)

ha(2) = n(f(z+ —) = f(2)) =

., VzeQ,.

3=
S N

1. Montrer que (hy)n>1 est une suite de fonctions holomorphes, qui converge simplement
sur €, vers une fonction h que l'on déterminera.

2. Montrer que la suite (hy,), est localement bornée.
1
Indication : remarquer que f(z+ —) — f(z2) = / I (w)dw.
n [z,z-l—%]

3. En déduire que (hy,), converge dans H(2,) vers h.

4. (a) En utilisant la question (I.1-a), Montrer que si f est injective sur Q, alors
fl(z) #£0, VzeQ,.
En déduire que f réalise un biholomorphisme de Q, dans f(£2).
(b) (Réciproquement) Donner une fonction holomorphe non injective v sur Qo qui
vérifie ' (z) #£0, V z € Qo,.
5. On suppose dans cette question que f est injective sur €2, ~ A ot A est une droite
de C et on veut montrer que f est injective sur §Q,.
(a) On suppose qu’il existe zy # zo € €, tels que f(z1) = f(22).
En utilisant le théoreme de ['application ouverte, montrer qu’il existe r > 0, € >
0 tels que

D(f(z1),€) C f(D(z1,7)) N f(D(22,7)).
(b) En déduire que f est injective sur €, et que

f(€
/%”(zo,r) ﬁdg 70, z¢€ ]D(ZO’ T) CC Q.

III. Soit F' une fonction entiére (holomorphe sur C). On suppose que F' est injective sur
{z € C; |z] > 1} et on pose G(z) = F(1).

1. Montrer que G est holomorphe sur C* et que pour tout n < 1 on a G(D*(0,n)) n’est
pas dense dans C.

2. En déduire que F est de la forme F(z) = az+ 3 ot o # 0.
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4.2 Solutions

SOLUTION DE L’EXERCICE 4. Soient () un domaine de C, zy € 2, r > 0 tel que le disque
D(zp,r) C Q et f une fonction holomorphe sur €.

1 2T .
1. (a) |Montrer que |f(z)| < %/ | f (20 + re')|dt.
0

Comme f est holomorphe alors d’aprés ’égalité de la moyenne, on a

1 2 )
flz0) = o~ ; f(zo+re)dt
donc )
1 4 ,
£l < 5= [ 1fGo+ re)lat
T Jo
1 2 )
(b) On suppose que |f(z)| = %/ |f(20 + re™)|dt. Montrer que f est constante
0
dans (.
— Cas ou f(z9) € RT :
1 2 ) 1 2m )
|f(20)] = o /0 |f (20 +re')|dt = f(z0) = o J, f(z0 +re')dt
ce qui est équivalent &
1 2m ) )
o (1f (20 + re™)| — Ref(z0 + re')) dt =0
0
1 2m )
o Smf(zo + re)dt =0
0
Comme
1 27 ) )
Py |f(z0 + 7€) — Ref (20 +re™) | dt =0
0 >0, continue
alors

|f (20 +re)| — Ref(z +re) =0Vt € [0,27]

donc Smf(&) =0, V| — 2| =7.
Par le principe du maximum, on a pour tout z € D(zg, r),

Smf(z) < sup Smf(€) = sup Smf(E) =0
|—20|<r |€—z0|=r

de plus on a Imf(z)) = 0 donc le sup est atteint en zp ainsi Imf = 0 sur D(zg, r).
D’apres le théoréme 1.6, f est constante sur D(zp,r) et donc constante sur 2 (par le
principe de prolongement analytique).

~ Cas ofl f(z9) € C: On note f(z0) = |f(20)]e*. On considére F(z) = f(z)e~", alors F
est holomorphe sur Q, F(z) = | f(z0)|e?%e™% = |f(20)] > 0 et

1 21

L[ it it
’F(ZO)’—‘JC(ZO)‘—%/O |f(z0 + re )]dt—% ; |F'(z0 + re™)|dt

D’apreés le premier cas, F' est constante donc on est de méme pour f.
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En déduire que s’il existe une fonction g holomorphe sur (, telle que |f| = Reg

sur D(zp,r) alors f et g sont constantes sur (.

s’il existe une fonction g holomorphe sur Q, telle que | f| = Reg sur D(zy, ) alors pour tout
p < r on aura d’apres I'égalité de la moyenne,

21 1 2

| f(20)] = Reg(20) = L Reg(zo + pe't)dt

it
= — +p dt

D’aprés la question précédente, f est constante sur 2. De plus, comme Reg est constante
sur D(zp, p) alors d’aprés le théoréme 1.6, g est constante sur D(zp, p) et donc constante
sur §2 par le principe de prolongement analytique.

Montrer qu’il existe un polynéme P € C[X] et une fonction h holomorphe
sur (2, ne s’annulant pas sur D(zy,r) tels que f = Ph sur €.

Si f est identiquement nulle alors P le polyndéme nulle convient.
Si f est non identiquement nulle alors les zéros de f sont isolés ainsi le compact D(zg, 1)
rencontre un nombre fini de ces zéros. Soit ag, ..., as les zéros de f dans le disque D(zp, )
f(z)
[[i=1(z —a;)m

geable en) une fonction holomorphe sur © et qui ne s’annule pas sur D(zg, 7).

de multiplicités respectives ny, ..., ns. Alors la fonction h(z) = est (prolon-

En déduire qu’il existe une fonction ¢ holomorphe sur D(zy,r) telle que sur
D(zp,7) on ait f = Pe¥.

On a la fonction A est holomorphe et ne s’annule pas sur D(zg, 7). Donc il existe une fonction
¥ holomorphe sur D(zg, ) telle que sur D(zg, ) on ait h = eV (1, & une constante additive
/

prés, est une primitive de 0 qui est assuré car cette fonction est holomorphe sur I'ouvert
étoilé D(zg,1)).

Existe-t-il un polynéme P € C[X] et une fonction ¢ holomorphe sur C* telle

que
1

VzeC* = = P(z)ef®.
z
On suppose qu’il existe un polynéme P et une fonction holomorphe ¢ sur C* telle que
1
= = P(2)e?®), ¥V z € C*.
z
Comme % ne s’annule pas sur C* alors P n’admet pas de zéros dans C* donc P(z) =
cz™, ¢ € C, m € N. Par suite, on aura e~%(*) = ¢z*+! sur C* ainsi par dérivation on aura
(m+1)ez™ = = (2)e ™) = —ez2™H1Y/(2), V 2z € C*.
1
c’est-a-dire, —ﬁ(pl (z) = — sur C*. En conclusion C* admet une détermination continue
m 2z

du logarithme et ce qui est absurde.

O

SOLUTION DU PROBLEME 1. Soit R > 2 et g une fonction holomorphe sur D*(0, R) :=

{z€C; 0< |z| < R}.
Pour tout 0 < r < R, on pose

My(r) = sup [¢9P)] et Ay (r) = sup Re g(z)

|z|=r |z|=r

ou Re g est la partie réelle de g.
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1. | Etablir une relation entre .#,(r) et Ay(r).
En utilisant le fait que la fonction exp est croissante sur R, on obtient

My(r) = sup |9 = sup "¢ 9Z) = exp (sup Re g(z)> = eAe(m),

|z|=r |z|=r |z|=r

Dot Ay (r) = eAar).

On suppose que 0 est une singularité apparente de g.
Montrer que ’application A, : r— Ay(r) est croissante sur |0, R[.

Comme ¢ est holomorphe sur (0, R) alors par le principe du maximum, on a

Ay(r) = sup Re g(z) = sup Re g(2).

|z|=r |z|<r
Donc si 71 < ro < R alors

Ag(r1) = sup Reg(z) < sup Reg(z) = Ay(r2)
2€D(0,r1) 2€D(0,r2)

Car D(0,71) C D(0,79).

On suppose dans cette question que 0 est un pole de g d’ordre p > 1.

3. | Donner la forme de la série de Laurent de g et en déduire que lim+ Ay(r) = +oo.
r—0

La fonction z — 2Pg(z) se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de 0; donc elle
est développable en série entiére. Ainsi on a

+oo +oo
2Pg(z) = Zakzk = g(2) = Zakzk_p.
k=0 k=0
Soit ag = |ag|e®. Alors pour tout r > 0 on a

+o0
i ap a iko \ao\
Ag(r) > Reg(rer™) = Re [—9 (1 +2 e )] = e

a rP
=1 0

+ooak ik
1 L
(1 35sere)

Comme
+o0

. Qg ik
lim E Tk pkeinto —
+ a
r—0 1 0

alors lim %eg(reéeo) = +o00. Ce qui prouve que lim Ay(r) = +oo.
r—0+ r—0+

En déduire que si A, est croissante sur |0, R[ alors 0 est une singularité
apparente de g.

Avec un raisonnement analogue a celui de la question précédente, on peut montrer de méme que
si 0 est une singularité essentielle de g (ie. g (D*(0,7)) est dense dans C pour tout n > 0) alors
1_i)151+ Ay(r) = 400 ; en effet on montre qu'il existe une sous-suite (r,)s qui décroit vers 0 et telle
T

que Agy(rs) e +o0.

Comme A, est croissante sur |0, R[ alors elle est majoré au voisinage de 0 ce qui contredit le fait
que 0 est un pdle ou une singularité essentielle de g. D’ot1 0 est une singularité apparente de g.
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On suppose dans cette question que R = 400 et que A, est majorée sur
5. |10, +00[. montrer que g est constante sur C*. Indication : on pourra montrer
que ¢ est constante sur C.

Comme A, est majorée sur |0, +oo[ alors d’aprés la question précédente on a 0 est une singularité
apparente de g. ie. g se prolonge en une fonction holomorphe sur C. Par suite la fonction e9 est

holomorphe sur C et est bornée sur C car sup [e9?)]| < eM on M > Ay(r) pour tout r > 0. Par
zeC
le théoréme de Liouville, la fonction e9 est constante sur C. Par dérivation on obtient

0=(e9)(z) = ¢ (2)e?®, VzeC

ie. ¢(2) =0, V z € C. Ce qui prouve que g est constante sur C.

Montrer que s’il existe 0 < ro < 1 tel que Ay(rg) > Ay(1) alors A, est stricte-
6. | ment décroissante sur |0,ry[. Indication : on pourra appliquer le principe du
maximum a des couronnes convenables.

Pour tout r << rg, on pose C, := {z € C; r < |z] < 1}. Alors C, est un compact de D*(0, R).
Par le principe du maximum, on obtient

sup Reg(z) = sup Reg(z) = max(Ay(r), Ag(1)) > Ay(rg) > Ag(1).
z2€C; z€0C;

Dot sup Reg(z) = Agy(r) pour tout 0 < 7 < r.

zeCly
Pour 0 < ry <71 <rp, on a C,, C Cp, donc

Ay(rg) = sup Reg(z) > sup Reg(z) = Ag(r1)
ZEC’,«Q Zecr'l

Ce qui prouve que A, est décroissante sur ]0,7g[. Si on a Ag(re) = Ag(rq) alors

sup Reg(z) = sup RNeg(z) = Reg(z1)
2€Cr, 2€%€(0,r1

[¢]
avec z1 € €(0,71) C C,,. Par le principe du maximum g est constante sur C., et par le principe de
prolongement analytique, elle est constante sur D*(0, R), ce qui est absurde car Ay(rg) > Ay(1).

On suppose qu’il existe 0 < r; <1 tel que Ay(r1) = Ay(1).
Montrer qu’on a ou bien g est constante ou lim+ Ay(r) = +o0.
r—0

Deux cas se présente : ou bien que 0 est une singularité apparente ou bien ne l'est pas.

— Dans le premier cas on a g est holomorphe sur D(0, R) donc A4(r) = sup Reg(z) pour tout
2€D(0,r)
r < R. Par suite on obtient

Ag(r1) = sup Reg(z) = sup Reg(z) = Ay(1) = Reg(&1)
2€D(0,r1) 2€D(0,1)

ou & € €(0,1). De méme par les principes de maximum et de prolongement analytique, on
aura g est constante sur D(0, R).
— Dans le deuxiéme cas, 0 est un pdle d’ordre p > 1 ou une singularité essentielle pour g, on a

montré que lim Ay (r) = +oo.
r—0t

8. On suppose que 0 est un pdle simple de g. Pour 0 < ¢ < 1, on considére I'. =I'g . VI' ¢
le bord de D(1,1) ~. D(0,¢) orienté dans le sens positif (Voir la figure ci-dessous).
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(a) | Calculer en fonction de ¢(1) la valeur de / Zg(z)l dz.
r.?—

Soit P = {z € D(0, R),Re(z) > 0}. Alors P est bien un ouvert étoilé et contient le lacet
I'.. De plus la fonction g est holomorphe sur P. D’aprés la formule intégrale de Cauchy,

/ Malz = 2img(1).
r

_z—1

Montrer que pour tout 0 < a < 7, on a

(b) ) a g({—:ew)
lim 3
e—=0t J_q gei? —1

ice?®df = —2iaRes(g,0).

Comme lim+ eeg(ee?) = Res(g,0) existe alors il existe b > 0 tel que |ee?g(ee??)| < b
e—0

uniformément par rapport a 6 pour € > 0 assez petit ; ainsi par le théoréme de convergence
dominé (intégrale simple dependant d’un parameétre), on a

a 16 ) a 0 .
lim / glee )iz—:eledﬂ :/ <lim glee )iee’9> df = —2iaRes(g,0).

e—0+ J_q g€ — 1 _a \e—0t et —1

En déduire la valeur de

On a

a(e) 10 )
/ 9(2) dz = / g(lse ) ice?dp.

To,e z—1 —ale) ge? —1

ou a(e) — 5 donc par passage a la limite (d’une intégrale simple cependant d'un para-
e—0
métre) on obtient

a(e) 6
lim MdZ: lim g(ee”)

e—0t To.c zZ— e—0t —a(e) get? — 1

ice®dh = —2im x gRes(g,O) = —im%Res(g,0).

En déduire la valeur de

d T—a )
) lim g(1 4 €“)dp.

a—0t —7m+a

D’apreés la question 8.a), on a

T—afe) o
/ g(z) dz :/ 9(z) dz _/ 9(2) dz :/ g(l + ele)ielede.
Fl,s Z = 1 Te Z - 1 FO,E Z = 1 —7r+0¢(8)

Donc par la question 8.¢), on a

T—o(e) ) ]
lim g(1+e")ie?dd = lim <2i7rg(1) —/ g(z)ldz> = 2img(1) +in? Res(g,0).
r

=0T J _rtal(e) =0t 0e X T

D’ou
T—Q

lim g(1 + €%)ie®dd = 2mg(1) + w2 Res(g,0).

a—0t —T4a
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O
SOLUTION DU PROBLEME 2 Soit 2 un domaine dans C et soit f : ! — C holomorphe. Si
le cercle (0,r) := {z € C; |z| =} centré en 0 et de rayon r est inclus dans 2 on posera

My(r) = sup |f(2)|.

z|=r
1. Dans cette question Q@ =D = D(0,1).

(a) Montrer que si f n’est pas constante, la fonction M, est strictement crois-
%) | sante sur 10,1].

Par le principe du maximum, on a
My(r) = sup |f(2)| = sup |f(z)| = sup |f(2)]

|z|=r |z|<r zeD(r)

et si m < rg alors D(r1) C D(r2) donc

sup [f(2)] < sup [f(2)]
2€D(r1) z€D(rz2)
D’ott My(r1) < My(re). Ainsi My est croissante sur ]0, 1[.
On suppose qu’il existe 0 < 73 < 74 < 1 tels que My(r3) = M(r4) et comme €(0,73) est
compact et | f| est continue alors elle atteint son maximum sur ce compact ainsi on a

My(rq) = sup [f(2)|=Mys(rs) = sup |[f(2)]=][f(23)], 23 € F(0,r3)
z€D(rq) z€%(0,r3)
Par suite |f| atteint son maximum (en z3) & Uintérieur de D(ry). Et f est constante sur
D(r4) par le principe de maximum ; et f est constante sur D par le principe de prolongement
analytique. C’est qui est absurde. D’ott My est strictement croissante sur |0, 1].

(b) Montrer que si pour 7y €]0,1[ la fonction § — |f(roe?)| est constante et si
f(2) # 0 pour tout z € D(0,7) alors f est constante.

On suppose que | fljg(0,ry) = co- Si co = 0 alors f est nulle sur €'(0,79) alors par le principe
de zéros isolés, f est identiquement nulle sur §2 ce qui est absurde, donc ¢y # 0. D’aprés le
principe du maximum, on a pour z € D(rg),

[f(2) < sup [f(§)] = sup |F(E)] = co-

l§l<ro €l=r0
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De méme comme % est holomorphe sur D(rg) et continue sur D(rg) alors par le principe

du maximum, on a

‘ 1 < 1 1 1

—— | < SUp T = Sup 7 = —.

FE T < 1f O =1 1FEOI e
Par suite on a |f| = ¢y sur D(rp), D’apreés le théoréeme 1.6, f = Cte sur D(rg) et par le
principe de prolongement analytique, f = Cte sur Q.

2. Dans cette question 2 = D*(0,1).

11 1 1
2z z—1" 2

(a) Calculer My(r) pour chacune des fonctions suivantes :
Z
Tracer dans chaque cas le graphe de la fonction r — M(r), (0 <r <1).

1
o My, (r) = sup [f1i(2)] = sup — = —. tur,
|z|=r |z|=r ‘ T 2
1
o Mp,(r) = sup [fa(z)| = sup
|z|=r |z|=r |Z 1|
T Comme |fa(r)] = T— alors
My, (r) = 11—
o My, (r) = sup |f3(z)] = sup =
fs |z|=r |z|=r ‘Z(Z - 1)‘ G,
1 )]\[fl
sup = .
|z|=r Z||Z_1| 7"(1—7’) T

On suppose qu’il existe deux réels r; et ro tels que 0 < r; < 1y < 1 avec
M¢y(r1) > M¢(r2). Prouver que 0 n’est pas une singularité artificielle pour f.

Si 0 est une singularité artificielle pour f alors est prolongeable en une fonction holomorphe
sur D et donc d’aprés la question 1.(a), My est croissante sur ]0, 1] ce qui est en contradic-
tion avec 'hypothése.

Prouver que si 0 < r <1’ <7y alors Mg(r) > Ms(r').

On considére C, = {z € Q, r < |z] < rq} pour tout 0 < r < r;. D’une part, comme
Cy & C, et f non constante alors

sup [f(£)] < sup |f(¢)]

¢eC,, eec,

D’autre part, d’aprés le principe du maximum,

sup [f(§)] = sup |f(§)] = max(sup [f(£)], sup |F(E)])

£eCy §EOC |€|=r |€|=r2
max(My(r), My(r2))

sup [f(§)] = max(My(r1), My(r2))
¢eCry

Mf(T‘l) > Mf(T‘g).

AVANI

Donc sup |f(§)| = Ms(r). D’ou
el

My(r) = sup [f(§)| > sup [f(§)] = My(r').
¢eCy ¢eC,.
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(d)

On suppose qu’il existe deux réels r3 et ry tels que 0 < r3 < r4 < 1 avec
M(r3) < M(ry). Comparer M(r) et M(r') pour ry <r <7’ <1.

Il suffit de considérer Y, = {z € Q, r3 < |z| < r} pour tout 74 << r < 1 et de raisonner de
la méme fagon pour montrer que My(r) < Ms(r') pour ry <7 <71’ < 1.

‘On suppose qu’il existe ry €]0, 1] tel que M(rg) = 0. Que dire de f? ‘

Si My(rg) = 0 alors par le principe du maximum on a pour tout z € D(rg), |f(2)| <
SUD|¢|<rg [f ()] = My(ro) = 0 D’ott f est identiquement nulle sur D(rg) et par le principe
de zéros isolés, f est identiquement nulle sur €.

On suppose que f n’est pas constante et qu’il existe ry €]0,1] tel que 0 <
M(rg) < M(r) pour tout r €]0,1]. Prouver que M est strictement monotone
sur |0,79[ et sur |rg, 1[. (ind. considérer ri. = rg £ e€).

Pour tout 0 < € < min(rg,1 —rg) on a Ms(r —e) > My(rg) (vesp. Myg(r +€) > My(ro))
alors d’aprés 2. (b) (resp 2.(c)), My est strictement décroissante (resp. croissante) sur
10,79 —¢€[ (resp. sur Jrg+e€, 1[). D’ott My est strictement décroissante sur |0, o[ et strictement
croissante sur |ro, 1[.

Dans cette question Q = {z € C; |z] > 1}.

On suppose qu’il existe rp > 1 et A > 0 tels que M(r) < A pour r > ry. Prouver
que si f n’est pas constante alors la fonction M est strictement décroissante
sur |1, +ool.

1
Soit ¢g({) = f(=) alors g est holomorphe sur D* bornée par A donc elle se prolonge en une

fonction holomorphe sur D. D’apreés la question 1., M, est strictement croissante sur ]0, 1[. Mais

M,(p) = sup 9(C)| = sup \f(%)\ — sup |£(2)] = My(2)
I¢|=p I¢|=p |2|=1 p

)

Par suite My(r) = My(L) pour tout r > 1. D’ott M est strictement décroissante sur ]1, +oo].

O

SOLUTION DU PROBLEME 3
— Partie I.
Soit F' € H(C); F(z) = P(z) +1iQ(z), Vz € C. Pour tout r > 0 on pose

Mp(r) = sup |F(z)| et Ap(r)= sup P(z).

|z[=r |z|=r

(a) Montrer que Mp(r) = sup |F(z)| et que r — Mp(r) est croissante.
|z|<r

Par le principe du maximum, on a

Mp(r) = sup [F(z)| = sup [F(z)| = sup [F(z)]
|z|=r |z|<r z€D(r)

et si 7 < ry alors D(r1) C D(rz) donc

sup [F(z)| < sup [F(2)|
2€D(r1) z€D(ra)

D’ott Mp(r1) < Mp(rz). Ainsi Mg est croissante sur RY.
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(b) En déduire que Ap(r) = sup P(z) et que r — Ap(r) est croissante.
|z|<r

Comme F' € H(C) alors G := exp oF est entiére donc par la question précédente, on a

Mg(r) = sup Gl = Sup |G(2)]
= swlep(F()] = sup lexp(F(2))
= swpexp(P(z)) = supexp(P(2))
|z|=r |z|<r
= exp (sup P(z)) = exp | sup P(z)) (exp )
|z|=r |2|<r
— eAF(T) — eSUP\z\gr P(Z)

D’ou Ap(r) = sup P(z).

|z|<r

Montrer que s’il existe k € N et p, 3 € R tels que Mp(r) < pr* + 3, pour r
assez grand alors F' est un polyndéme de degré inférieur ou égale a k.

“+oo

Si F(z) = Z anz" le développement de F' en série entiére alors d’aprés l'inégalité de
n=0
Cauchy on a
Mp(r)
|an| < -

pour tout n € N et r > 0. En particulier on a

Mp(r) prt+ B

la,| < lim < =0, Vn>k+1
r—+oo 7T r——+o00 rn
Donc F(z Z anz"
2. F(O)zOetr>0.
Pour ¢ > 0, on pose
welz) = F(2rz)
(a) S T 9Ar2r) te— F(2r2)
Montrer que w, est holomorphe sur D.

On a w, est le rapport de deux fonctions holomorphes donc elle est holomorphe dés
qu’elle est définie. Or pour tout z € D, on a

Re(2Ap(2r) + e — F(2rz)) = (Ap(2r) + ) + (Ap(2r) — P(2rz)) > .

>e >0

En effet par le principe du maximum on a Ap(2r) > P(2rz) et Ap(2r) > P(0) = 0.
D’oul w, est bien définie sur D.

b) ‘Montrer que |w:(2)| <1, VzeD.

On a
P2(2rz) + Q*(2rz)

(
B (2AF(27~)+5— P(2r 2)2+Q2(2m)
2

1—|we(2)]? =

(2AF(2r) +€)? — 2P(2r2)(2AR (2r) +¢)

(2AF(2r) +e— P(2rz2))? + Q2%(2rz) >0

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



48 Exercices et Problémes

car

(247 (2r) + €)% — 2P(2r2) (247 (2r) + €)

= 4A%(2r) + 4eAp(2r) + €2 — 4Ap(2r)P(2rz) — 2 P(2rz)

= 4;4F(27“)(AF(2T) — P(2r2)) + 2e(Ap(2r) — P(2rz)) + 2¢Ap(2r) + £
>e“ > 0.

En déduire, en utilisant le lemme de Schwarz, que

|F'(2rz)| < |z||2Ar(2r) + e — F(2rz)|, V z € D.

On a w, : D — D est holomorphe et w.(0) = 0; donc d’aprés le lemme de Schwarz,
ona |w:(2)] <lz], VzeD.dou

|F'(2rz)| < |z|[2AF(2r) + € — F(2rz)|, V z € D.

3. (a) |En déduire que |F'(2rz)|(1 — |z|) < 24p(2r)|z], ¥V z € D.

D’aprés la question 2.(c), on a pour tout z € D,

|F(2rz)] <|z|[2AFp(2r) + e — F(2rz)| < |z|(2|Ar(2r)| + &+ |F(2rz)])
< |2|(2AR(2r) + e+ |F(2rz)))

Donc |F(2rz)|(1—|z])
e — 0, on aura |F(2rz

IN

2AF(2r)|z|+€|z|, Ve > 0. D’ou par passage a la limite quand
(1 |2]) < 24p(20)|2], ¥ z € D.

NI N

(b) ‘Conclure que Mp(r) < 2Ap(2r).

D’aprés la question 3.(a) et le principe du maximum, on a

Mp(r) = sup |F(2rz)| = sup |F(2rz)| < 2Ap(2r) sup 0 ‘Z" ’ = 2Ap(2r).
l#1<3 |21=3 =1 1 — 12

() En déduire que s’il existe k € N et p, 8 € R tels que Ap(r) < pr* + 3, pour r
assez grand alors F' est un polynéme de degré inférieur ou égale a k.

D’apres la question 3.(b), on a
Mp(r) < 2Ap(2r) < 28 1prk 4 3
pour r assez grand. D’aprés la question 1.(c), F' est un polynéme de degré inférieur ou

égale a k.

— Partie II.
o —z

1. Pour aw € D, on pose pqo(2) = T
—az

(a) | Montrer que ¢, est holomorphe sur C \ {2} et que ¢,(%) C €.

On a ¢, est holomorphe sur C ~\ {%} comme fraction rationnelle.
Pour z = ¢ € € on a

a_ezé

i0 e -1
1 — e

1—ae? | L

|pa(2)] = = e
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(b) |En déduire que ¢, est un automorphisme de D et donner ;'

Par le principe du maximum, pour tout z € D on a

l9a(2)| < sup [pa(§)] = sup |pa(§)] =1
él<1 €l=1

Donc ¢, (D) C D. Par le théoréme de I'application ouverte, ¢, (D) est ouvert donc

o
—

0a(D) = po(D) C D =D.
Ainsi ¢, (D) C D.
Pour z € D, I'égalité w = ¢, (2) est équivalente a

L_a-w _ (w)
T 1_aw P\

D’oll ¢, est un automorphisme de D et p 1 = .

2. Soit 1) un automorphisme de D. On note par a = ¢)~1(0).

(a) ‘Montrer qu’il existe A € C tel que 9(z) = Ap,(2) pour tout z € D.

Soit g(z) = Yop ! (2). Alors g : D — D est holomorphe et g(0) = 1o *(0) = ¥ (a) =
0. D’aprés le lemme de Schwarz, on a |g(z)| < |z| pour tout z € D. D’autre part, on a
g1 = o 01! vérifie aussi les mémes hypothése donc on a [¢~!(w)| < |w| pour tout
w € D. Par suite on a |z| < |g(z)| pour tout z € D. D’ou I'égalité |g(2)| < |z| V z € D.
Par le lemme de Schwarz, il existe A € C, |A| = 1 tel que g(z) = Az, V z € D. Ainsi
on a ¢(z) = Apa(z), VzeD.

/
(b) | Verifier que A = — 1¢_(|(;)|2 .

On a 9(z) = A\pa(2), V z € D donc

az—1+a(a—z)
(1 —@z)?

P(2) = Mg (2) = A , VzeD

/
Pour z = 0 on aura 9’ (0) = A(|a|? — 1). Ce qui donne \ = P 1 1/|}2(0)1,
a —

/
Remarquons que 1 = |A\| = | TITZ(O)l' donc [/ (0)] =1 — |af?> =1 — |[¢~1(0)].
alz —
3. Soient a e D et f: D — D une fonction holomorphe.
(a) | Montrer que pour tout z € D, on a f(z);f(a) < : —_a .
1-fla)f(z)| |1 —az

Soit h(2) = Y@y © f o ¢a(z) alors h : D — D holomorphe et h(0) = 0 donc par le
lemme de Schwarz, [h(2)| < [z| ¥V 2z € D. Par suite, [pg4) o f(2)] < [pa(2)], ¥V 2z € D.

c’est-a-dire
f(z) = f(a)

1—f(a)f(2)

zZ—a

< , VzeD.

1—az
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1— 2
(b) |En déduire que |f'(z)| < %ﬁy, vV z € D.
— |z

D’aprés la question précédente, on a

f(z);f(g) <|Z2= Y z,¢ €D.
1= FOf(2)] " 11=C2" 7
Donc L
f(z) = f(Q) 1 - f(Of(2)
‘ P ‘S 1z , Vz#(eD.
Par suite
i [FE = FQ] _ | 1=FOf )] 1=1f(x))
o= i [FE = < | LT - S vsem

4. Soit h: D — D une fonction holomorphe.

On suppose h(0) =0 et qu’il existe a € D\ {0} tel que h(a) = a.
Montrer que h(z) =z, V z € D.

(a)

Par le lemme de Schwarz, on a h(z) = ez, ¥V z € D. Comme h(a) = a alors e = 1.

Dot h(z) =2, Vz € D.

On suppose qu’il existe a # b € D tels que h(a) = a et h(b) = b.
Montrer de méme que h(z) =z, V z € D.

Soit U(z) = ppoh oy alors U : D — D est holomorphe et

U(0) = ¢p o hopp(0) = @p o h(b) = pp(b) =0
et
Ula) =ppohopy(a) =a

car ¢y o h(a) = p(a). D’aprés la question précédente on a U(z) = z pour tout z € D
ce qui donne h(z) =z, V z € D.

5. Soit G une fonction holomorphe sur Q telle que G(%¢) C .

(a) ‘Montrer que si G ne s’annule pas sur D alors G est constante sur ().

D’aprés le principe du maximum, pour z € D, on a

G(2)] < sup |G(E)] = sup [G(§)] = 1.
lgl<1 l€l=1

De méme comme é est holomorphe sur D et continue sur ID alors par le principe du
maximum, on a

1 1
< I -
=Rl T ihee

1
G(2)
Par suite on a |G| = 1 sur D, D’aprés le théoréme 1.6, G = C'te sur D et par le principe
de prolongement analytique, G = Cte sur Q.
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(b) ‘Montrer que G admet un nombre fini de zéros dans D.

On a G(¥) C ¥, donc G est non identiquement nulle. Par le principe de zéros isolés,
G admet un nombre fini de zéros dans le compact D et en particulier dans . Soient
alors ar, ..., a, ces zéros de multiplicités respectives ¢1, ..., £y,.

p
(c) | Montrer qu’il existe 1 € R tel que G(z) = " H(cpak(z))é’“, vV z € D.
k=1

Soit

RE) = = T )

T I (e ()% Ty (ak — 2)% 1L

Posons V = Q N D(——'——), alors R est holomorphe sur V \ {a1, ..., a,} et prolon-
max, _; lag|

geable par continuité en chaque aj donc R est holomorphe sur V de plus R(¥¢) C €
et R ne s’annule pas dans D. Par la question 5.(a), R = ¢ sur D.

m

(d) | Montrer que si G est entiére alors il existe (7,m) € Rx N tel que G(z) = ¢z

P
D’aprés la question précédente on a G(z) = €™ H (P, (z))é’“, V z € D et par le principe
k=1

de prolongement analytique, 1'égalité est vraie sur C donc ¢, (2))% est holomorphe
sur C ainsi soit qu’on a £ = 0 (qui n’est pas possible) ou ax = 0 et donc 0 est 'unique
zéro de G. Dans ce cas on a G(z2) = €2™ ot m € N.

0

SOLUTION DU PROBLEME 4 B
Soit ¢ un ouvert de C contenant le disque D(0,7) ot r > 0 et soit f une fonction holomorphe
sur U vérifiant f(0) =0, f/(0) =1 et f(z) # 0 pour tout 0 < |z| <r. On pose n = inf |f(z)].

1.

(a)

|z|=r

‘Prouver que 77 > 0. ‘

On a | f]| est continue sur le compact (0, ) donc elle atteint ses extremums, en particulier

il existe zg € €(0,7) tel que n = ‘in_f lf(2)] = |f(20)] > 0 car f(z0) # 0.

Montrer que pour tout w € D(0,n), la fonction z — f(z) —w admet un unique
zéro simple dans le disque D(0,r).

Soit w € ID(0,n). Si on pose f, = f —w, alors on a

1f(2) = fu(2)| = lw| <n < |f(2)], VzeZ(0r)

D’aprés le théoréme de Rouché, f et f,, ont méme nombre de zéros comptés avec leurs
multiplicités dans le disque D(0,7); or f admet exactement un seul zéro (de multiplicité
1) et donc de méme pour f,.

On note F(w) ce zéro ( c’est-a-dire f(F(w)) —w =0). Que vaut F(0)?

On a f(0) —0 =0 donc F'(0) = 0 (par unicité).

z
Montrer que 0 est une singularité artificielle de la fonction z — —— et

/ 7@
donner la valeur de i 2/'(2) dz.
2im ~(0,r) f(Z)
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+oo
On a f est holomorphe sur ¢ donc f(z) = Z b,z" sur un voisinage de D(0,r). Comme

n=0

f(0)=0=bg et f(0) =1=b; alors
+oo +o0
flz)=2+ Z b =z (1 + anz"_1>
n=2 n=2

z 1

IOREES T
Ainsi z — ﬁ est holomorphe au voisinage de D(0, 7).
Onaz+— ﬁ '(2) est holomorphe sur un voisinage ¥V = D(0,7 +¢€) de D(0,7) et v(0,)

est un lacet de V; donc

Par suite

vV z e D(0,r)

1 2f'(2)

- dZ =0.
2im ~(0,r) f(Z)

établir que pour tout w € D(0,n) on a F(w) = i/ (=) dz
| 2ir o T — w0
2f'(2)

Soit w € D(0,7n). Alors Ay : z — o) —w est holomorphe sur D(0,7 + €) \ {F(w)} et
z) —w

F(w) est un pole simple de A,,. Par le théoréme des Résidus,

sir M =T e w))Ln w)) = Res w
2ir /o) =t Res(Awy, F(w))I dfj;fzj( ) =R (jf(j( ))

B A [ i R o=

z—F(w)
) Fw)f(Fw)
= R e ey )

car F(w) est un zéro simple de f —w donc f'(F(w)) # 0.

+o0o
En déduire que F(w) = Zanw" dans D(0,7n) ol a,, est donné par

n=1

N zf'(2)
= S L(o,r) (f(Z))"HdZ

pour tout n > 1 et donc F' est holomorphe sur D(0, 7).

On a pour tout w € D(0,7n),
1 2f'(2) 1 2f'(z) 1
- L = —— d
Pl = 5z /wo,r) FE —w™ T 2ir /y(o,m e T
1 z2f'(2) f(ﬂ)n dz
2 o f(2) |\ ()
(1 2f'(2) "
B Z:(%/M Fapa® )"

0

puisque il y’a convergence uniforme de la série sur le cercle € (0,r).
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I’égalité

Calculer la dérivée de la fonction h,(z) =

et en déduire que 'on a

(f(2)"

1 / 1 &
2inm ~(0,r) (f(z))n '
i 1)
On a h,(z) = -n donc
B =Far e
1 / 1 1 ( , 2f'(2) > 2f(2)
— ———dz = — hy,(2) + n———= | dz = n— ————dz =nay,
2im Sy, (f(2))" 2im Sy o) (2) (f(z))ntt 2im Sy, (f(2))7H1
car h), admet une primitive.
3. Application. Soit Y =C, f(z) =ze * et r=1.
. 1 nn—l
(a) | Veérifier que 'on a n = — et a, =
e n!
On a
n = inf |f(2)| = mf |ze7%| = 1nf e = mfe Rez > o1

|2|=1 |z|=

Or |f(1)] = e Donc n = e~!. De
Reésidus,

plus d’aprés la question précédente et le théoréme de

1 1 1 enz
an = - / — ndZ: - / —ndz
?””T Y0 (2€ )1 2inm Jyo) 2 o
= — ﬁ — _ nz\(n—1) _ = n—1
v (50) = St 0= h

Quel est le rayon de convergence de la série g AW

n 9

n>1

Comme a,, # 0 pour tout n € N* alors d’aprés le régle de D’Alembert, le rayon de conver-
gence de la série est R qui satisfait

n—1 n—1
1)!
R = lim = DY (L
n—+00 | Ayt n—+oo (n+ 1)  n! n—+oo \ n + 1
1 -1
= nglfoo exp [ —(n —1)log(1 + E)> =e .

SOLUTION DU PROBLEME 5

Dans ce probléme, D(r) (resp. €(r)) sera le disque (resp. le cercle) de centre 0 et de rayon
n!
r et n € N. Pour tout s € N, 0 < s <n le coefficient de Binéme C;, est C, = Sin — )" On
sl(n — s)!

rappelle que pour tous z,£ € Con a (z+&)"

chzsém s

1 1 2n
1. [Montrer que Cj, = — %dz.
2im Joqy 2"
On a . .
(1+2)* 1 —n—1
)= = g D Csns” = ) G5, "
s=0 s=0
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Donc Res(h,0) est le coefficient de % dans le développement en série de Laurent de h. C’est-a-
dire Res(h,0) = C3,.
Comme h est holomorphe sur C* et 0 est un pole de h, alors d’aprés le théoréme des résidus,

1

— h(z)dz = Res(h,0) = Cs,,.
e R (h,0) = O3

n
1
2. | Montrer que g (C2)? est le terme constant de (1 + 2)"(1 + =)" (pour z # 0).
z
s=0

Pour z € C*,

n 1 n - - S 1 - - S —S
(1+2)"(1+ ;) = (;052’“) <§an—> => Y cresst

k=0 s=0

n
de terme constant (k = s), égale a z:(C'ff)2
k=0

¥ 1
3. | En déduire que 2(02)2 =
s=0

1 n
= — (I+2)" <1—|——> %:an'
2 Je() z z

On a

Z2n 2" n
h(z)z(lel)z(Hz)“%%:(Hz)“ <1+§> -

Par le théoréme des résidus et la question précédente,

1

donné par le coefficient de % dans le développement en série de Laurent de h(z) = (l—i—z)"(l—k%)”%

qui est Y0 (C%)2. Dot
n

S\2 __ 1 n l n%_ n
(e (1+2) <1+z> — =C4,.

por 2m Jeq)

n 2T
4. | En déduire que C3, = o / cos" <g> df et que C3, < 4".
mJo

— D’aprés la question précédente,

" 1 n 1\"dz
C2n = ﬁ[gl(l‘i‘Z) <1+Z> >
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L[ (0 1 on (0
—gn - n (7 —_An__ _ n (7 > 0.
—Cy, =4 [1 5 / cos <2> d@} 4 271/0 [1 cos (2” dg >0

Si 4" = O3, alors
2 0
/ [1 — cos™ (—ﬂ df = 0.
0 2

cont.>0

Ce qui donne 1 — cos? () = 0 pour tout 6 € [0, 27]. D’ott 'absurdité, et donc C%, < 4™

Montrer que pour tout £ € ]D)(%), on a

- 1
Z Conl" = —5— /5(1 226+ (26— 1)z +£

Comme C3, < 4™ alors la série Zcz"ngn est de rayon R > 1. Soit alors la fonction ¢(¢) =
n>0
20 O € (holomorphe sur D(R) 2 D(4)). D’apres la question 1., on a

I> 27 i9\2n +00 2 ' Con
p&) =3 % </O %d@) ¢ = Z_% %/O ((1+e)2e7%) " ap

n=0

De plus comme la série

>, % ((1 - e”)ze—”é‘" <3 lag
0

n> n>0

est normalement convergente sur [0, 27| alors

2 +0

P& = Z( (1+¢™)2e%) " do

1 2” 1
- : —
21 Jo 1 — (14 e)2ei0¢

1 2 1
— —/ : ___dh
21 Jo 1 —(2+ e 4 e—i0)¢

_ 1 dz
2w1<g(1 1—(2+Z+ e 2
- 2277/ 2£+(2§—1)z+g
6. Soit wE]O,%[.
(a) | Montrer que 1 —2x _me <1, ‘1—235—;;/@ -

Comme z €]0, 1| alors

(1-20—V1—-4dz)-2x=1—-4d2—V1—-4dr=V1—4dz(vV/1—42—-1) <0

et

1-2z—-V1—-4z)+2z=1—+v1—4x>0.
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Donc on a bien |1 — 2z — /1 — 42| < 2z et par suite on conclus que

'1—21‘—\/1—4%

< 1.
2z

De méme on montre que (1 — 2z + /1 — 4z) > 2z donc

‘1—2x+\/1—4x
x

> 1.
2

1
V1—dz

Il est facile de verifier que 722 + (22 — 1)z + & = 2(z — 21)(2 — 22) ol

1—2x—+1—4x 1—-2x++1—4z
e s Z2: .
2z 2x

+o0
(b) |En déduire que Z Cyx" =

n=0

<1

D’aprés le théoréme de résidus,

(x) = L ! dz = — ! = !
P = "o z(1) T(z — 21)(2 — 22) o x(z —2)  V1-—4dx

On conclus que le rayon de convergence de la série g C5." est R = %.
n>0

“+oo
1
- |Montrer que pour tout £ € D(3), on a chngn = exp <—§ logy(1 — 4§)>
n=0
ou log, est la détermination principale du logarithme.

On a la fonction ¢ est holomorphe sur ]D)(%); de méme, la fonction ¢ définie par ¢(§) =
1
exp <—§ logy (1 — 4{)) est holomorphe sur C \ [%, +00[ et en particulier sur D($). D’aprés la

question 6.(b), on a ¢ 1; = ;g 1. Comme P'ensemble ]0, [ admet un point d’accumulation (une
74 b} 4

infinité de points en fait) alors par le principe de prolongement analytique, les deux fonctions ¢

et ¢ coincident sur D(7).

0

SOLUTION DU PROBLEME 6
Soit 2 un domaine de C qui contient le disque unité fermé D.

Soient I' et G deux fonctions holomorphes sur (2. On suppose que F' et G ne
1. |s’annule pas dans D et que |F(z)| = |G(z)|, ¥V |z| = 1.
Montrer qu’il existe A\ € C, |A\| =1 tel que F' = AG sur .

Soit T'(z) = 28 Alors T et % sont des fonctions holomorphes sur I, continues sur D. D’aprés
le principe du maximum, Pour z € D on a

1 1 1
T(2)] < sup |T(§)| = sup [T(E)| =1, et < SUp [ = SUp =
€l<1 =1 T(2)| ~ <1 ITE] g2 [T(E)]
|T(z)] = 1 pour tout z € D. D’aprés le théoréme 1.6, T est constante sur D; ie. il existe

A e C, [N\ =1 tel que F(z) = AG(z) pour tout z € D. Donc F' = AG sur 2 par le principe de
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prolongement analytique.

‘Le résultat reste-t-il vrai si ' ou G s’annule dans D ? ‘

Le résultat n’est pas vrai si 'une des fonctions s’annule comme le montre le contre exemple
suivant : On a F(z) = z et G(z) = 2? vérifies les hypothése mais ne sont pas proportionnelles.

2. Soient F' et G deux fonctions entiéres telles que |F(z)| < |G(z)], V z € C.

(a)

Montrer que si zg est un zéro de GG d’ordre n alors zy est un zéro de I’ d’ordre
m ou m > n.

Comme G(z9) = 0 alors F(z9) = 0. Si F est identiquement nulle alors rien a démontrer.
Sinon, zg est un zéro isolé pour F', il existe donc G et F; deux fonction entiéres telles que

Fi(z0) #0, Gi(z0) # 0 et
F(z) = (2 — 20)"F1(2), G(2) = (z — 20)"G1(2), V z € C.
D’aprés 'hypothése, on a
|(z — 20)"F1(2)| <|(z — 20)"G1(2)], V z € C.
En particulier, si n > m alors,
[F1(2)] < [z = 20|""|G1(2)], V 2 € C\ Az}

Par continuité on aura Fij(zp) = 0 ce qui est absurde. D’ou m > n.

F
Montrer que e est (prolongeable en) une fonction entiére.

Soit S(z) = %, alors S est holomorphe sur C \. Z5 et comme G non identiquement nulle
alors les points de Z¢ sont isolés. Soit zg € Zg alors d’aprés la question précédente, on a

S(z) = (z—20)"Gi(2) _ (2= 20)"""C1(2)
(z = 20)™Fi(2) Fi(z)
au voisinage de zg et donc S est holomorphe au voisinage de zg ainsi .S est holomorphe au
voisinage de chaque point de Zg et par suite S est entiére.
En déduire qu’il existe A\ € C, |\| <1 tel que F = A\G sur C.

On a S est entiére et |[S(z)| < 1 sur C. Par le théoréme de Liouville, S est constante sur C

(ie. S=Asur Coun A < 1.

3. (Applications)

Montrer que si u est une fonction holomorphe sur (2, injective sur D et vérifie

alors u(z) =a+ bz ot a, b € C avec |b| = 1.

W'(2)] = 2], V2] =1

Les fonctions u’ et 1 sont holomorphe sur € et vérifies les conditions de la question 1, donc il
existe b € C tel que |b] =1 et v/(z) = bz sur Q. Par suite u(z) = a + bz ou a € C.

Montrer que si v est une fonction entiére vérifiant

alors v(z) = a + 322 ot a, 3 € C avec |3| <

[v'(z)] <2l VzeC

N =

Conséquence immédiate de 2.

AU 2015/2016 MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



58 Exercices et Problémes

— |A-t-on |sin(z)| < |z|, V2 € C?

Si |sin(z)| < |z|, V z € C alors d’aprés la question 2., il existera A € C tel que sin(z) = Az sur
C ce qui n’est pas le cas.
0
SOLUTION DU PROBLEME 7
Soit U un ouvert connexe de C. Soient ay,...,a, des points de U et Q2 =U \ {aq,...,a,}. On
se donne une fonction holomorphe g sur €2 et on se propose de chercher les fonctions F
holomorphes sur () et solutions de I’équation :

F'(2) = g(2)F(2), VzeQ. (E)

Soit F' une solution de (F). Montrer que s’il existe zy € 2 tel que F(z9) = 0, alors
F est identiquement nulle sur €, (on pourra calculer F(")(z), pour tout n € N).

Soit 7 > 0 tel que D(zg,7) C Q2. Comme F' est holomorphe sur Q donc elle est développable en
série entiére sur D(zg, ), pour montrer que F' est nulle sur D(zg, r) et donc sur  par le principe
des zéros isolés, il suffit de montrer, par récurrence, que F' (")(zo) = 0. Pour n = 0, le résultat
résulte de ’hypothése. Supposons alors que F (”)(zo) = 0. Par la formule de Leibniz,

FO(e) = P ) = 3 ()0 )P ) =0
§=0

On suppose que (F) admet une solution Fy non identiquement nulle.
2. |Montrer que toute solution F' de (E) est de la forme F(z) = AFy(z), ¥V z € Q ou
A e C.

Comme Fj est solution non identiquement nulle sur Q alors d’aprés la question 1., Fy(z) # 0

pour tout z € Q. Par suite la fonction a(z) = 11;((2)) est holomorphe sur €. De plus on a
[11¢4
/ _ / _
i) = FQRG) ~ FRRE) _ gFERE) - FOIRDRE) oy, g
Fy(2) Fy(2)

Comme €2 est un domaine alors a = \ constante sur €.

Montrer que si ¢ admet une primitive sur (2 alors (F) admet une solution de
la forme F(z) = ¢“*) ot G est une fonction holomorphe sur €.

Soit G’ une primitive de g sur Q. On vérifie facilement que F(z) = eG#) est solution de

(E).

1
(b) |On prend Q = C* et g(z) = o Déterminer toutes les solutions de (F).

1 1
La fonction g(z) = — admet une primitive G(z) = —~ donc d’aprés la question 3.(a),
z z

Fy(z) = e est une solution de (E) qui ne s’annule pas sur C*. Par la question 2. les
solutions de (E) sont de la forme F(z) = Xe :. ot A€ C.

/
On suppose que g est de la forme g = Ll ol ¢ est une fonction holomorphe

sur U ayant comme zéros dans U les points ay,...,a,.
Exprimer en fonction de ¢ les solutions de (F).
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On a bien dans ce cas ¢ est une solution de (E) et qui ne s’annule pas sur 2. Donc par la
question 2., les solutions de (E) sont de la forme F'(z) = A\p(z) avec A € C.

On prend Q2 = C~ {a} et g(z) = L, m € Z. Déterminer les solutions de (E).
z—a

Si on pose ¢(z) = (z — a)™ alors ¢ est holomorphe sur C de zéro le point a qui vérifie
/

Z((ZZ)) = Ta = g(z) sur C~ {a}. Donc par la question 4.(a), les solutions de (F) sont de

la forme F'(z) = A(z — a)™ pour tout z € C \ {a} avec A € C.

5. On suppose que U est un ouvert étoilé de C et que Res(g,a;) = my € Z pour tout
1<k<n.

(a)

Montrer que h(z) = g(z) — Z
k=1

admet une primitive sur (.
Z — ag

Par hypothése, la fonction z — (2 — ag)%g(z) est (prolongeable en) une fonction holo-

morphe au voisinage de aj ou £ est 'ordre de ai comme podle de g. Ce qui donne que
¢
. - Cjk .. .
la fonction z — g(z) — Z 7’] est holomorphe au voisinage de aj. Par suite la
= (2 —ap)
n  f
fonction z — g(z Z - est holomorphe sur U. Comme U est étoilé alors
k=1 j—1 (2 —ar)!
. o . 1
cette fonction admet une primitive. De plus comme la fonction z — ﬁ admet une
Z — Qf
n

primitive sur C \ {ay} pour tout 7 > 2 alors la fonction h : z — g(z) — Z —

une primitive sur €. Le résultat découle du fait que ¢; , = Res(g, ar) = mk pour tout k.

En déduire que toute solution de (E) est de la forme F(z) = A H(z—ak)mk M)

k=1
ou A € C et H est une fonction holomorphe sur (2 & préciser.

Soit H une primitive de h sur 2. On pose

n
H z—ag) mkeH(z).
k=1

Alors on a bien

n
mg

Fy(z2) = 2 m

Fo(2) + h(2)Fo(z) = g(2) Fo(2).

Donc Fj est solution de (F) qui ne s’annule pas sur €. Par la question 2., les solutions de
I'équation (E) sont de la forme F(2)AFy(z) ou A € C.

6. On suppose que 'ouvert U est étoilé et que g est holomorphe sur U. On considére
I’équation différentielle

F'(2) = g(2)F(z) + @(2),¥ z € Q (Eg)

ou ¢ est une fonction holomorphe sur U.
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Soit Fp une solution particuliére de (Eg). Montrer que toute solution de (Eg)
(a) |est de la forme Fy + F ou Fj est une solution de (E) (équation homogéne
associé ie. sans second membre).

Soit F' une solution de (Eg). On pose Fy := F — Fp. Alors la fonction Fy est holomorphe
sur U et

Fy(2) = F'(2)=Fp(2) = (9(2) F(2)+P(2) ~ (9(2) Fo (2)+2(2)) = g(2)(F(2)—Fa(2)) = g(2) Fo(2).

ie. Fy est solution de (F).
Inversement, toute solution Fy de (F) donne une solution F' := Fy + Fp de (Eg).

(b) Prouver que g admet une primitive G sur {2 et que la fonction z — @(z)e_G(z)

I’est aussi.

La fonction g est holomorphe sur 'ouvert étoilé U donc elle admet une primitive G sur U.
De méme pour la fonction holomorphe z — @(z)e_G(z), elle admet aussi une primitive.

Montrer que toute solution de (Fg) est de la forme F(z) = \(2)e%(*) o \ est
une fonction holomorphe a préciser.

Cherchons une solution particuliére de (Eg) de la forme Fg(z) = pu(2)e“®). ot p est une
fonction holomorphe sur U & préciser. On a

Fj(2) = p/(2)e®) + g(2)u(2)e"? = ! (2)e“) + g(2) Fj(2)

Donc Fg est solution de (Eg) est équivalent a p/(z )eG 2 = @(z2) ie. p'(2) = B(2)e” ). 1l
suffit donc de choisir x4 une primitive de z — @(z)e™ D apres les questions 2. et 6.(a),
les solutions de (Eg) sont de la forme F(z) = A\e®(®) + ,u( )€ = (X + p(z))efR).
0
SOLUTION DU PROBLEME §
Le but de ce probléme est de montrer la formule de Jensen qui admet plusieurs appli-
cations, en particulier elle permet de compter le nombre des zéros d’une fonction holo-
morphe dans un disque.
On rappelle que la détermination principale du logarithme log, est définie sur C \ R_ par

IOgO(g) =1In |£| +1 arg]—w,w[(g)‘
Partie I.

27
1. | Montrer que l’intégrale / In|1 — ¢”|df est convergente.
0

Les bornes impropres de cette intégrale sont 0 et 2. Par périodicité, il suffit d’étudier le cas 0.
Or au voisinage de 0, on a

4 1 1
In|l—e’ = 3 In ((1—cost)® +sin?t) = 3 In(2 — 2cost) 'V,EE)) In(t)

De plus la fonction In est intégrable au voisinage de 0. Ce qui donne la convergence de 'intégrale
en question.

On considére la fonction g définie par g(z) =logy(1 — z).
Donner le domaine d’holomorphie de la fonction g.

g(z) existe si et seulement sil— 2z ¢ R_deplus1 —z € R_. <= z>1. D’ou g est holomorphe
sur Q := C\ [1, +o0].
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Pour ¢ > 0 assez petit, on considére le lacet 7. comme indique la figure.
3. | Montrer que/ Mdz =0.
z

Ve

On a

00 g est holomorphe sur €.

O Q est un ouvert étoilé (par rapport a 0).

O 7. est un lacet de © (pour tout 0 < e < 1).

D’aprés la formule intégrale de Cauchy, [, [0 et [1 donnent

/ @dz = 2img(0)Ind,, (0) = 2imlogy(1) = 2im(In(1) + iarg_r »/(1)) = 0.

1 21 )
4. |En tendant ¢ vers 0, montrer que 2—/ In|1—€?dd = 0.
T Jo

D’aprés la question précédente, on a

Oz/Mdz

2m—¢ 1 3w _ it
logy(1 — €if) " logy (1 — (1 ,
_ / OgO( — € )iezede_/z OgO( ( :Ee )ise’tdt
€ € L. 1+ee
2r—e 3T —ne logn(—eett
: ; go(—ee") .
= z/€ logo(1 — €?)df — /1+ ﬁzae“dt
e 0 2 0 T logy(eeT)
= z/ (111 |1 — e +iarg_r (1 —¢" )) do — / Wiae”dt (s=t—m)
€ 5+ne

2r—e ) ) TN is .
= z/ (111 11— €| +iarg_ (1 — 620)) do + /2 Mige“ds
B ’ — T e 1 —ce*s

2m—e . . 277 ] ; .
= z/ <ln 11— e + iarg) (1 — 620)) de —I—/ &—Fizsiee”ds
€ —Z 4. 1—ce

En tendant € vers 0, le résultat s’obtient aprés passage a la partie imaginaire.

1 2m )
5. | Calculer o / In |1 — ae®|dfd pour tout a € C.
T Jo
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Si on pose a = |ale??> alors par périodicité, on obtient
1 2w ) 1 2w ) 1 2w )
—/ In |1 — ae|ds —/ I [1 — e ®+a)|dg — —/ In |1 — |ale®]d6.
2 0 2 0 2T 0

On distingue trois cas :

— Si |a| =1 alors
1 2m ) 1 2m )
—/ 1n|1—ae“"|d9:—/ In|1—e“|dd = 0.
2w 0 2w 0

— Si o] < 1 alors on a In|1 — z| = Relogy(1 — z) sur (0, 1) donc elle est harmonique et par
suite

1 2 )
—/ In|1— |afe?|dd = In(1) =
2T 0

(pour o = 0 'égalité est évidente cependant, pour « # 0, on applique I’égalité de la moyenne
de cette fonction sur le cercle de centre 0 et de rayon |a]).
— Si |a| > 1 alors on a d’aprés le deuxiéme cas,

1 2m 0
— In|l— |ale¥|dd =
2w 0

1
car — € D(0,1).
|

Partie 11

Soit f une fonction holomorphe sur le disque D(R) telle que f(0) # 0 et soit 0 < r < R.

On suppose que f admet exactement ay,...,a, comme zéros dans le disque D(r) et b; =
%5, j=1,...,m comme zéros sur le cercle ¢ (r) (tout les zéros sont comptés avec multi-

plicités).

Montrer qu’il existe une fonction h holomorphe sur D(R) qui n’admet pas de
zéros dans un disque D(r’) ou r < v’ < R telle qu’on ait

1.
H rlay = 2) [Tz ) | h(z), ¥ =zeD@).
p=1 — ap= j=1
Si on pose
H e —Qpz)
p=1
h(z) =
[Ira—2) [ T]—)
p=1 j=1
alors h est une fonction holomorphe sur D(R)~{a1,...,an,b1,...,by}. De plus h est holomorphe

au voisinage de chaque point a; car ce point est un zéro commun de méme ordre de f et de
n

H(ap—z). D’out h est holomorphe sur D(R) qui n’admet pas de zéro sur D(r') ou 0 < r <’ < R.
p=1
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Montrer que la fonction In |h| est harmonique sur D(r’) et en déduire que

1 21 )
In | (0)| = %/O In |h(re')|db.

Comme h est holomorphe sur D(7’) qui ne s’annule pas sur ce disque (ouvert étoilé) alors il
existe une fonction holomorphe 9 sur D(r’) telle que h(z) = e¥*) pour tout z € D(r') (¢ est
une primitive de la fonction A’/h). Par suite on a |h(z)| = [e¥(®)]| = %), Ce qui donne que
In |h(z)| = Reyp(z) sur D(r’) qui est harmonique.

Par I’égalité de la moyenne,

2w 2
in )] = Rev0) = - [ Revtre)jd = 5 [ taln(reas

1 21
Montrer que pour tout 1 < j <m, on a 2—/ In \rew —bj|d0 =1Inr.
T Jo

Onab; = re%i donc en utilisant la question I.4., on obtient

I i0 I i0 _ i0; I
— In|re"” —b;|ldd = — In|r(e" —e")|df = — (In(r) 4+ In
2T 0 2 0 2T 0

ei(0=03) _ 1‘)d9 =Inr.

Montrer que In |h(0)| = In|f(0)] + Zlnﬁ —mlnr.
p=1 p

Comme |b; = r pour tout 1 < j < m alors on a

2n
m[h(0) = In SO
T"Hap Hbﬂ
p=1 7j=1
= In[f(0)] +nin(r) = Infay| = > In|l
p=1 7j=1
= ln]f(O)\—Fnln(r)—Zln]ap\—mln\r!.
p=1

En déduire la formule de Jensen :

ll/Qw 0 n r
— In|f(re)|dd =1n|f(0)] + In —.
5= J, Bl =i+ 3
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D’aprés ce qui précéde,

1 2m ”
%/0 In|f(re™)|do

1o i0 7 r(ap —re’) T/ 0 i0;
= 2, In |h(re")| + In H o, H(re —re'’) df
p=1 7j=1
—mww+i/%n [Tl (o e - o) ) ao
p= r =
S e ap ap
= In|h — In|l— Le —In|1 - L ) do
n\®ﬂ+Z;%RA <n\ ) |1~ e ) do+
=0 (I5.)

=mln(r), (I1.3.)

m 1 2T )
+mln(r) + ]zz:l %/0 In |!®=%) — 1|d6

=0 (I.4)

In|f(0)| +nln(r) — Zln\ap] —mln|r| | +mln(r) =In|f(0)| + Zln \aL'
p=1 p=1 P

6. (Application)

(a) Montrer que pour tout entier k > 3, la fonction P, (z) = 2* + 2+ 3 admet toute
ses racines dans la couronne C(1,2) :={z € C; 1< |2| < 2}.

On pose ¥(z) = 3 alors on a bien Py et ¥ sont holomorphes sur C et pour tout z € €(1)
on a |Py(z) — W(2)| = |2F + 2| < |2F| + |2| = 2 < 3 = |¥(2)|. Par le théoréme de Rouché,
Py et ¥ ont méme nombre de zéros comptés avec multiplicités dans le disque D(1). D’ou
Py, n’admet pas de zéro dans D(1).

De méme, en posant ®(z) = z¥ on a P et ® sont holomorphes sur C et pour tout z € €(2)
on a |Py(z) — ®(2)] = [z + 3| <342 =5 < 2¥ = |®(2)| car k > 3. Par le théoréme de
Rouché, Py et ® ont méme nombre de zéros comptés avec multiplicités dans le disque D(2).
D’ou Py, admet exactement k zéros dans D(2).On conclut que P, admet toutes ses racines
dans la couronne C(1,2) car Py n’admet pas de zéro sur le cercle €(1).

Montrer que A(1) =In3 puis Comparer A(1) et A(2) ou

2

2m
A(r) = i/ In | Py (re'?)|df.
0

Comme Py ne s’annule pas sur un voisinage de D(1), alors d’aprés 11.2., on a

1 2w )
mn:—/‘m@www:m&@bm@.
2 0
Si on note aq,...,ax les zéros de Py dans le disque D(2), par la formule de Jensen, (I1.5.),
et puisque |a%,\ > 1 pour tout p =1,...,k, on obtient
1 2w ) k 2
A@) 1= g [ P26 100 = 0 [P+ Do 12 > I PLO) = A1,
0 - p
p=1
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On suppose dans cette question que 0 est aussi un zéro de f d’ordre q.

Montrer, en utilisant la fonction ¢(z) = ——=, qu’on a

f(2)

24

1 [ i S0 S~y T
%/0 In|f(re )|d9:qlnr+ln7—|—§:ln—.

Comme 0 est un zéro de f d’ordre ¢ alors ¢ est holomorphe sur D(R). De plus les zéros non nul
de ¢ sont exactement les zéros de f de mémes ordres. D’aprés la formule de Jensen, si aq,...,a,
sont les zéros de f dans le disque D(r) alors

1 /27r 0 n r
— In|p(re)|dd = In |p(0)] + In —.
21 Jo pz:; |ay|

/9(0)]

Le résultat découle du fait que In |p(re??)| = In|f(re?)| — ¢In(r) et ¢(0) = “—2.

q!
O

SOLUTION DU PROBLEME 9 Sur les fonctions injectives
I. Soit U un ouvert de C, zy € U et ry > 0 tel que D(zp,79) C U. Soit (g,), une suite de
fonctions holomorphes sur U qui converge dans H(U) vers une fonction holomorphe

g sur U.

1. On suppose dans cette question que g(z) # 0,V z € € (z0,70).

(a)

AU 2015/2016

Montrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a g, et g ont
meéme nombre de zéros dans le disque D(zp,19).

Soit n :=  inf  |g(z)|. Comme |g| est continue sur le compact € (zg,r), alors il
26(5(20,7‘0)

existe & € €(z0,70) tel que n = |g(&1)| > 0 puisque g(&1) # 0. De plus comme
% (20,70) est un compact de U alors la suite (g,), converge uniformément vers g sur
ce compact ainsi il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a

sup  |gn(2) — g(z)| <.
26(6(20,7‘0)

Par suite pour tout z € € (zp,79) on a
|9n(2) = 9(2) < l9(2)]

D’aprés le théoréme de Rouché, on a g, et g ont méme nombre de zéros (comptés avec
leurs multiplicités) dans le disque D(zg, ) pour tout n > ng.

En déduire que si les fonctions g, sont injectives (pour tout n > n;) sur
U alors g est constante ou injective.

On suppose que g est non constante et non injective sur U. Il existe alors z3 # 29 € U
tels que g(22) = g(z3). On pose fn(z) = gn(2) — gn(z3). Alors la suite (fy,), converge
dans H(U) vers f = g—g—z3). De plus, comme g est supposé non constante alors f est
non identiquement nulle, donc de zéros isolés. Or 29 est un zéro de f par suite il existe
r9 > 0 tel que 2o soit I'unique zéro de f dans D(z,72) (en particulier z3 & D(z2,72)).
D’apres la question I.1.a), il existe ny > nj tel que pour tout n > ng on a f, et f ont
méme nombre de zéros comptés avec leurs multiplicités, dans le disque D(z9, r2). Ainsi
frn admet au moins un zéro dans D(z3,72) ce qui est absurde car g, est injective.

MRMal FSG Noureddine Ghiloufi



66

Exercices et Problémes

Montrer, par un contre exemple, que les résultats précédents sont faux si g
s’annule sur le cercle %'(zp, 7).

Soit gn(2) = 2 — 1 — L pour tout n > 1 et g(2) = z — 1 alors (gn), converge vers g dans
H(C) et gn admet un zéro dans le disque ID(0, 1) mais g n’admet pas de zéro dans ce disque.

II. On considére a > 0et Q, := {2z € C; —a < Im(z) < a}. Soit f une fonction holomorphe
non constante sur ), et (h,), la suite de fonctions définies par

ha(2) == n(f(z 4 ) = £(2)

fz+ &

~—

— f(2)

, VzeQ,.

S

Montrer que (hy,),>1 est une suite de fonctions holomorphes, qui converge
simplement sur ), vers une fonction h que ’on déterminera.

donc h, est bien définie et est holomorphe
sur £2,. De plus pour z € 2, on a

flz+3)— f(2)
1

= f'(2).

lim h,(z) = lim
n——+o0o n——+o0o

D’ou la suite (hy,), converge simplement sur

PourtoutzGQaethI,onaz—l—%GQa Q, vers h = f'.

2. | Montrer que la suite (h,), est localement bornée.

Soit K un compact de .

[hin(2)]

Alors pour z € K ,on a

<

n/ f(w)dw
22+ 3]

1
nx— sup |f(&)] =M <+

=N

/"ﬂ@+wﬁ
0

M est fini et est indépendant de n car K +1:={{+1 € C; £ € K} est un compact de €,
et |f’| est continue sur , donc elle est bornée sur ce compact.

3. ‘En déduire que (h,), converge dans H(),) vers h.

On a (hy), est une suite de fonctions holomorphe sur €, et qui converge simplement
vers h (qui est holomorphe) sur €2, et que cette suite est localement bornée; donc par le
théoréme de Montel, la convergence de cette suite est uniforme sur tout compact de €. ie.
la convergence de la suite (hy,), vers h = f est dans H(£,).

4. (a)

En utilisant la question (I.1-a), Montrer que si f est injective sur €,
alors f'(z) #0, Vz € Q,.

On suppose qu'il existe zg € Q, tel que f/(z9) = 0. Puisque f est injective alors f’
est non constante ; d’aprés la question I.1-a, la fonction h, s’annule sur un voisinage
Y (20) C Q. ie. il existe &, € Q, tel que f(&, + L) = f(&,) ce qui est absurde car f

est injective sur €Q,,.

n

‘En déduire que f réalise un biholomorphisme de 2, dans f(Q,). ‘

AU 2015/2016
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(b)

On a f est injective sur Q, et f'(z) # 0 pour tout z € €, donc par le théoréme
d’inversion local, f réalise un biholomrphisme local; or elle est injective et surjective

de Q, sur f(€,) donc f réalise un biholomorphisme de €, dans f(€,).
(Reéciproquement) Donner une fonction holomorphe non injective ) sur
Qo qui vérifie ¥/ (2) #0, V 2 € Qor.

Soit ¥ (z) = exp(z) alors ¢ est holomorphe et ¢/'(z) = exp(z) # 0 pour tout z € Qo
mais (—im + 2im) = (—im) donc ¥ est non injective sur Qoy.

5. On suppose dans cette question que f est injective sur 2, ~ A ou A est une
droite de C et on veut montrer que f est injective sur ),.

(a)

On suppose qu’il existe z; # 29 € ), tels que f(z1) = f(22).
En utilisant le théoréme de ’application ouverte, montrer qu’il existe
r >0, e >0 tels que

D(f(z1),€) C f(D(z1,7)) N f(D(z2,7)).

On a f est injective sur €2, A donc elle est non constante et puisqu’elle est holomorphe
alors elle est ouverte ainsi pour r > 0 tel que D(z1,7) C Qg et D(22,7) C Q, on a
f(D(z1,7)) et f(D(z2,7)) sont deux ouverts de C qui contiennent f(z1) = f(z2). Donc
il existe € > 0 tel que

D(f(z1),€) = D(f(22),€) C f(D(z1,7)) N f(D(z2,7)).

En déduire que f est injective sur {2, et que

S
/5)(20#) (€ —( 3)2d5 #0, 2z €D(2,7) CC Qq.

Si f est non injective sur €2, alors il existe z1 # 23 € Q, tels que f(z1) = f(z2).
Par la question IL.5.a, il existe r > 0 et € > 0 tels que D(z1,7) N D(29,7) = ) mais
D(f(z1),e) =D(f(22),e) C f(D(21,7))N f(D(z2,7)). Donc pour tout & € D(f(z1),¢) il
existe (1 € D(z1,r) et (2 € D(22,7) tels que f((1) = f(¢2) =& Comme f est injective
sur Q4 N A alors (1 € A ou (2 € A. Par suite £ € f(A); ainsi on a D(f(21),¢) C f(A).
Ce qui est absurde car f(A) est négligeable de C mais D(f(21),€) est non négligeable.
D’ou l'injectivité de f sur €.

D’aprés la question I1.4.a, on conclut que f/(z) # 0 pour tout z € Q,; or d’aprés le
théoréme des Résidus,

/%(20,7» (gf—(?pdﬁ =2inf'(z) #0, 2z€D(20,7) CC Qa.

III. Soit F' une fonction entiére (holomorphe sur C). On suppose que F est injective

sur {z € C; |z| > 1} et on pose G(z) = F(3).

1.

AU 2015/2016

z

Montrer que G est holomorphe sur C* et que pour tout n < 1 on a G(D*(0,7))
n’est pas dense dans C.

On a G est holomorphe sur C* comme composée de deux fonctions holomorphes. On suppose
qu’il existe n < 1 tel que G(ID*(0,7)) est dense dans C donc F'(C ~\ D(0, %)) est dense dans

C. Mais F est injective sur C . D(0, 1)) donc F(D(0

, %) < D(0,1)) et F(C ~ D(0, %)) sont

deux ouverts d’intersection vide. Pour & € F(D(0, %) < D(0,1)), il existe rg > 0 tel que
D(&o,7m0) € F(D(O, %) . D(0,1)) donc D(&y, ro) N F(C ~ D(0, %)) = (). Ce qui est absurde.
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2. | En déduire que F est de la forme F(z) = az +  ou a # 0.

“+00
D’apreés la question précédente, 0 est un pole de G (d’ordre k) donc sz(z) = Z anz" est
n=0

+o0
1
holomorphe sur C ie. F(z) = G(-) = E anz*~™ est holomorphe sur C. Par suite a,, = 0
z
n=0

pour tout n > k. D’ott F' est un polynéme. On suppose que le degré du polyndéme F' est
deg(F') > 1. Alors d’aprés le théoréme de D’Alembert-Gauss, pour tout a € C, I’équation
F(2) = a admet exactement deg(F') racine dans C. Ainsi comme F' est injective sur C \. D
alors cette équation admet au moins une racine dans D. Par conséquent on a a € F (ﬁ)

D’ot C C F(D) ce qui est absurde car F(D) est un compact de C.
O
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