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|
Chapitre

Théorie des Ensembles et relations

1.1 Opérations sur les ensembles

Définition. Un ensemble F' est inclus dans un ensemble E, lorsque tout élément de F
appartient a E et on écrit F C E. Si F C E et E # F, linclusion est dite stricte ou
que F' est une partie propre de E et on note F' C E.

Lorsqu’il existe au moins un élément de F' n’appartenant pas a E alors F' n’est pas inclus
dans F et on écrit F ¢ F.

D’autre part, deux ensembles F et F' sont égaux si et seulement si chacun est inclu dans

I'autre, c’est a dire :

E=Fsietseulement si £E C Fet FFCEFE. I
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On admet, par ailleurs, I'existence d’un ensemble unique n’ayant aucun élément appelé

ensemble vide et contenu dans n’importe quel ensemble. On le note (). Les symboles €

et C sont de nature différente :
[1 Le symbole € est une relation entre un élément et un ensemble; z € E .

[J Le symbole C exprime I'inclusion d’un ensemble dans un autre; {z} C E.

[] Exemple 1.1.1 On a {z € Z;2? = 1} = {-1,+1} C Z. D’autre part, 2 € N par
contre {2} C N. Comme Z C R et Z # R alors Z C R. [

Certains ensembles de référence sont formés par construction a partir de ’ensemble des

entiers naturels N :

e L’ensemble Z, des entiers relatifs, est construit pour résoudre les équations de la
forme x +a = b, (a,b) € N> et a > b.

e La considération de ’équation ax = b, a et b € Z*, nous conduit a une extension de
Z par I'ensemble Q des nombres rationnels :
En effet, un probleme aussi simple que la résolution de I'équation 2" = a, a € Q7 et

n € N, n’admet pas de solutions en général dans Q. Plus précisément, pour n = 2 :

[ Exemple 1.1.2 L’équation 22 = 2 n’admet pas de solutions dans Q. []

e Mais, on sait former deux suites de nombres de rationnels I'une croissante, notée
(xn) + 1 = 1,4, xo = 1,41, 23 = 1,414,--- et 'autre décroissante, notée (y,) :
y1 = 1,5, yo = 1,42, y3 = 1,415, - telles que 2 — 22 et y> — 2 soient aussi petits
qu’on le veut pour n suffisament grand avec 22 < 2 < y?2. Ces deux suites de nombres

rationnels définissent un méme nombre désigné par V2.

Reste & montrer que /2 n’est pas un nombre rationnel.

[0 Exemple 1.1.3 /2 ¢ Q : Supposons qu'il s’ecrit sous forme rationnel c’est-
a-dire v/2 = p/q oi1 p et ¢ sont premiers entre eux, donc p? = 2¢?, 2 divise p car
p et p? ont la méme parité. Il en résulte que 4 divise p?. Il existe alors p’ tel que
p? = 4p', d'olt ¢* = 2p’ c’est-a-dire 2 divise p et ¢ ce qui contredit le fait qu’ils sont
premiers entre eux. De méme V2 + 3 ¢ Q car si V2 + V3 =1 est rationnel,
alors v/3 = v/2 4 (1/r) donc 3 = 2 + 2(1/r)v/2 + (1/r?) et /2 serait rationnel.
Contradiction. []
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e Un autre exemple intéressant est a signaler. Il s’agit du calcul de la circonférence
C d’un cercle de diametre d € QQ, qui n’est pas un élément de QQ c’est-a-dire que
C/d = ¢ Q. De plus 7* ¢ Q car 7 ne peut étre solution d’aucune équation

2

de la forme x* = ¢, ¢ € Q. En fait m ne vérifie aucune équation polynomiale a

coefficients rationnels de la forme agz™ + 12" '+ - -+ ap_12 +a, =0 oll ag # 0 et

ala"'>an€Q'

Un nombre vérifiant une équation de la forme précédente est dit . Dans le cas

contraire, il est dit nombre transcendant :

Les rationnels et les irrationnels forment ’ensemble R. I

[J Exemple 1.1.4 Le nombre 7 est transcendant. Les nombres v/3 et 4/5 sont des

nombres algébriques puisqu’ils sont solutions respectives des équations 22 — 3 = 0
et 5z — 4 = 0. Le nombre v/2 + v/3 est un nombre algébrique car il est solution de
2t — 1022 +1=0. [J

Il existe, par ailleurs, un procédé du au Mathématicien Allemand R. Dedekind, utilisé
pour passer des nombres rationnels aux nombres réels. C’est la notion de coupure dans

I’ensemble Q.

On construit, enfin, ’ensemble C des nombres complexes, pour donner un sens aux racines
des équations du second degré dont le déscriminant est négatif et qui n’ont pas, de ce fait,

de solutions dans R. En récapitulant, on a les inclusions suivantes

NCZCQCRCCI

A partir d'un ensemble E, on peut édicter certaines regles permettant de construire de

nouveaux ensembles. Ainsi, on peut classer tous les éléments de E en sous-ensembles.
Cette opération s’appelle partition de l’ensemble E. On forme un nouveau ensemble

appelé ensemble des parties de E, noté P(FE), caractérisé par la relation suivante :

A € P(FE) si et seulement A C E. I

L’ensemble P(FE) n’est pas vide, car il contient au moins E et I'ensemble vide.
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Réunion et intersection de deux ensembles :

On appelle réunion de deux ensembles A et B, noté
AU B, I'ensemble formé des éléments x appartenant a
A ou B c’est-a~dire x € AU B si et seulemet si x € A

ou (inclusif) x € B.

On appelle intersection de deux ensembles A et B,
noté AN DB, 'ensemble formé des éléments = appartenant
a Aet B cest-a-dire . € AN B si et seulement siz € A

et © € B. [Partie commune hachurée et coloriée].

Deux ensembles sont dits disjoints si leur intersection est égale a I’ensemble vide. Deux

propositions sont dites contradictoires si 'une des deux est vraie et les deux ne sont

pas vraies en méme temps (ou exclusif).

[] Exemple 1.1.5 Dans l'ensemble N, on a D(24) U D(16) = {1,2,3,4,6,8,12,16,24}
et D(24) N D(16) = {1,2,3,4,8}. Par contre les sous-ensembles D(7) et D(16) sont
disjoints. [

Les propriétés essentielles qui relient 'intersection et la réunion sont résumées dans les

deux propositions qui suivent.

Proposition 1.1.1 Soient A, B et C trois parties de F, on a :

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

On dit que l'intersection est distributive par rapport a la réunion et vice-versa.

Preuve : Fixons x € AN(BUC)onafzre Aetx € BUC],dou (z € A et x € B)ou
(re A et xe€C)soit que z € (AN B)U (ANC), dou l'inclusion dans un sens. Dans
I’autre sens, considérons = élément du second terme, alors t € ANBoux € ANC. Dans
les deux cas, onax € Aet x € BUC, ce qu’il faut démontrer. La deuxieme égalité se

démontre de la méme fagon. H
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Définition. On appelle ensemble complémentaire de A € P(E), noté CpA,

I’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A, c’est-a-dire
CeA={xc E/x ¢ A}. I

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur F, le complémentaire de A dans E sera noté A°.

Pour tous A, B € P(F) on notera par A\ B, la différence de A et B, I’ensemble des
éléments de A n’appartenant pas a B, donc A\ B={r € EF: xz€ Aetx ¢ B}. On
définit de méme la différence B\ A. En particulier : E\ A =[0pA = A°.

[] Exemple 1.1.6 Dans N, si I'on désigne par D(n) Pensemble des diviseurs de P'entier
naturel n, on aura D(24) \ D(16) = {3,6, 12,24} et D(16) \ D(24) = {16}. L’ensemble

R\ Q est formé par les nombres irrationnels comme le nombre 7. [l

Proposition 1.1.2 Soient A et B € P(FE), alors

(ANB)°= A°UB® et (AUB)°= A°nN B-.

Preuve : On va montrer la premiere égalité. Soit x € (AN B)¢ alors ¢ ¢ A ou z ¢ B,
donc [x € A° ou x € B soit que x € A°U B°. Inversement, si € A°U B¢ alors [x ¢ A
ou z ¢ B] soit que z ¢ AN B etz € (AN B)°. La deuxiéme égalité est un exercice. []

Définition. On appelle partition de E toute famille F = (E;);e; formée de parties

non vides de E, qui vérifie les 2 conditions suivantes :

L Les parties sont deuz a deuzx disjointes c’est-d-dire Vi # j € I, E;NE; = 0.

U Leurs réunion est égale a E c’est-a-dire E = |J F;.
il
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[] Exemple 1.1.7 Soit A € P(E) un ensemble non vide. La famille F = {A, A°} est
une partition de F. U

Définition. On appelle produit de deux ensembles E et F', noté Ex F, [’ensemble des
couples (x,y) tels que v € E ety € F c’est-a-dire E X F = {(z,y)/xr € E ety € F}.

Soit a = (z,y) € E' X F, x est dit la_premieére projection de a, et y est dit la deuxieme
projection de a et on note : a = (x,y) € F X F si et seulement si x = prya et y = prya.
Deux couples (z1, 1) et (x2,y2) sont égaux si et seulemnt si 1 = x5 et y; = yo.

Lorsque £ = F, on note par E? le carré cartésien F x E. L’ensemble des couples

Ap ={(x,r) € E? : v € E} est dit diagonale du carré cartésien £ x E.

Plus généralement, on définit le produit cartésien de n ensembles E;, Fs,--- , E, par

[15 =@ m)/ Yi=1, o, 2 € B}
i=1

n
Les projections dans le cas général, sont exprimées ainsi a = (z1,--- ,x,) € [] E; si et
i=1
seulement si x; = pr;a, 1 <i < n.

Proposition 1.1.3 Pour (A, B) € [P(E)]? et (C,D) € [P(F)]?, on a les relations

suivantes

(AxC)U(BxC) = (AUB)xC.
(AxC)U(AxD) = Ax(CUD).
(AxC)N(BxD) = (ANB)x (CND,).

Preuve : Montrons la premiere égalité, les deux autres se traitent de la méme fagon

(AxC)U(BxC) = {(z,y): (x,y) € AxCou (z,y) € BxC}
{(z,y) :(r€eAetyeC)ou (re Betyel)}
= {(z,y):(r€eAouzeB)etyeC)}=(AUB)xC. U
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1.2 Applications et fonctions

Définition. Etant donnés un ensemble E, un ensemble F' et une loi de correspondance
f associant a chaque élément x de E un élément y de F', f est dite application de E
dans F' et on note : xEELy:f(x)EF.

L’ensemble E est dit ensemble de départ et F' est dit ensemble d’arrivée. L’élément
x est dit I’ antécédent et y est dit I’ image de = par f.

L’application f est dite fonction si, pour chaque z € F, il existe un unique y € F tel

que f(z) =y.

[l Exemple 1.2.1 La rotation de centre

O et d’angle ¢, dans le plan rapporté a un
repere orthonormé d’origine 0, est une ap-
plication R, de R? dans R? qui fait corre-
spondre au point M(x,y) le point N(¢, z)

dont les coordonnées sont données par les

formules

t=xcosyp —ysiny

z=uxsinp+ycosyp. L[

[l Si AC E, 1 image directe de A par f est

f(A)={f(z)/x€ A} CF.

[] Si B C F, 1 image réciproque de B par f est

f'(By={xz€E/ f(x) e B} CE.

[ On appelle restriction de f & A C E, application f, : A — F :

fu(@) = f(2), Vo € A. I




Fonctions

usuelles
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[] On appelle prolongement de f & un ensemble E’ contenant E, toute application

g de E’ vers F' dont la restriction est f.

[ Exemple 1.2.2  Soit f I'application définie par f(z) = sin(z) de R — R. Alors
f ([0, g D = [0,+1]. Lorsque f est définie sur R telle que f(x) = 22, alors f([0,1]) =
[—1,1] et f71(=1) = 0.

[] Exemple 1.2.3 Soit f I'application définie par f(z) = sin(7z). Son image est f(R) =
[—1,41]. Sa restriction & I’ensemble Z a pour image f(Z) = 0. Les images réciproques

par f de 0 et 1 sont respectivement

fH0)=2Z et f‘l(l):{2k+%,keZ}D

[l Exemple 1.2.4

(2k+1)m
2 cos T

La fonction sinus (resp. cosinus ) hyperbolique, notée sh (resp. ch ), est définie pour

chaque réel x par sh z = (e — e ") (resp. chx = (e +¢77)).

La fonction de R? dans R définie pour tout couple (z,y) par f(x,y) = |z| + |y| est dite

sin x

La fonction tangente est définie sur R\ { ke Z} par tg :x—

fonction & deux variables. [

Soient F, I' et GG trois ensembles et f et g deux applications telles que

On peut en déduire une application de E dans G notée g o f et appelée application

composée de f et g, par go f(z) = g[f(x)],V = € E.

En général, on a go f # fog. Il suffit de considérer les fonctions réelles f(z) = 2% et
g(x) =2z + 1.

Par contre la composition des applications est associative

ho(gof)=(hog)of.

10
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Si f est une application de £ dans lui méme, on pourra définir par récurrence la puissance

0 de f par f2 = fo f et fr= "o f=fo [

Le graphe d’une application f de E dans F' est le sous-ensemble €y du produit £ x F'

formé par les couples (z, f(z)) quand x décrit 1’ensemble de départ E.
Définition. Soit f : E— F. On dit que f est injective si et seulement si : pour tout
(z,y) € E?, légalité f(x) = f(y) implique v = y.

On dit que f est surjective si et seulement si : pour tout y € I, il existe x € E tel
que f(x) =y.

On dit que f est bijective (ou f est une bijection de E sur F') si et seulement si : f

est a la fois injective et surjective.

[1 Exemple 1.2.5 La fonction f de R dans R qui & x associe f(z) = x n’est ni injective,
ni surjective; sa restriction a l'intervalle [0, 400 est injective. La fonction de R dans
[0, +00[, qui & un réel x associe f(x) = z? est surjective. Sa restriction & l'intervalle

0, +-00[ est bijective.

Si la fonction f est bijective, et seulement dans ce cas, a tout y € F on fait correspondre
un = € E et un seul. On définit ainsi une application, notée f™' :y € F — o € E, et
appelée application réciproque de f qui est bijective, et on a 1’équivalence y = f(x) si

et seulement si z = f~!(y).

Remarque : Si la fonction f est numérique,
les courbes C; et Cy1 ont les allures ci-
contre. Elles sont symétriques par rapport
a la premiere bissectrice d’équation y = z.

Donc :

(2,y) €€; <> (y,2) € €.

11
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On vérifie ainsi les relations suivantes

foft=Idpet f~'o f =1dg.

Proposition 1.2.1 Soient E, F' deux ensembles quelconques et une application f :
E — F. Pour tous (A, B) € [P(E)?et (X,Y) € [P(F)]J? on ales propriétés suivantes

sur les images directe et réciproque par f:
JACB= f(A)C f(B)et XCY = f1(X)cC f7YY)
U f(AnB) c f(A)Nf(B) et fFHXNY)CfHX)NFH(Y)
U f(AuB) = f(A)U f(B) et fFHXUY) = fHX)UF(Y)

O Ac 7 (f(4) et f(fT(X)) C X.

La preuve est laissée comme exercice.

Théoreme 1.2.2 Soient f: EF — F et g: F — G deux applications quelconques.
[] Si f et g sont injectives, g o f est injective.
L] Si f et g sont surjectives, g o f est surjective.

L] Si f et g sont bijectives, g o f est bijective c-a-d.

(gof)™ =f"og™

Preuve : Comme g sont injective, alors (go f)(x) = (go f)(y) entraine f(z) = f(y). Ce
qui entraine a son tour x = y. Si f et g sont surjectives, alors f(E) = F et g(F) = G.
Donc (go f)(E) = g[f(E)] = g(F) = G. D’ou la surjectivité de go f. La derniere assertion
découle des deux premieres. [

12
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1.3 Lois de composition

La structure d’un ensemble, fini ou infini, peut-étre caractérisée par une ou plusieurs lois

internes ou externes dites lois de composition.

Dans ce paragraphe nous allons étudier les opérations algébriques indépendamment des

objets mathématiques de ’ensemble auxquels elles sont susceptibles de s’appliquer.
Soient E et K deux ensembles quelconques.
Définition. On appelle loi de composition interne sur E une application de E x E

dans E qui a (z,y) associe z xy. On dit qu’on a une loi de composition externe de K

sur E si on se donne une application K x E dans FE qui a ({,x) associe fz. Dans ce

cas, on dit que K agit sur F.

[] Exemple 1.3.1 Les lois de composition définies par 1’addition et la multiplication sur
les ensembles N, 7Z, Q, R sont des lois internes. Soit £ un ensemble quelconque. Soient
X,Y € P(E), les lois de composition (X,Y) - XUY et (X,Y) - XAY = (XUY)\(XN

Y') sont des lois internes sur P(E). L[]

Dans I'ensemble N, considérons la loi qui & chaque couple (z,y) € N? associe 2¥. Suposons
que I'on se donne trois entiers naturels z,yn et z, les entiers (2¥)* et z{y*) ne sont pas

nécessairement égaux, comme on peut facilemnt le constater.
Soient z,y, z € E et x une loi interne sur F.

La loi * est dite associative si :

(x*xy)*xz=ux*(yx*z). I

On définit par récurrence le composé de n éléments xq, 9, -+ ,x, d'un ensemble E par

1% (T * (- (Tp1 xx,) -+ +)). L’associativité permet d’effectuer le calcul dans E sans se

soucier de la succession des opérations imposées par la définition précédente.

13
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La loi * est dite commutative si :
Tr*xY =1Y*x. I
La loi * admet sur £ un élément neutre, noté e, si pour tout x € E on a :

r*e =e*xxr =u=. I

Unicité : L’élément neutre , lorsqu’il existe, est unique. En effet, supposons que ¢’ est

un autre élément neutre pour la loi *, alors ¢/ = e’ xe =ex e =e. [

L’élément x € F admet un élément symétrique, noté, 2’ si la loi * admet un élément

rxx' =x'xx =e. I

Unicité : Le symétrique 2/ de x € F est unique pour la loi *. En effet, soit 2” un

neutre e et si

deuxieme élément symétrique de x. En utilisant 1’associativité de la loi *, on obtient

¥=exx' =" x)x2d =" (xx2)=2"xe=2" 1

[] Exemple 1.3.2 Dans I'ensemble P(F) on définit la loi de composition ®, dite somme
disjonctive de X et Y € P(E), par X ® Y = (X NY°)U (Y N X°). On vérifie que cette loi
est bien interne, commutative, associative, admet pour élément neutre I’ensemble vide et

chaque élément est son propre symétrique. []

Soient o et % deux lois de composition internes définies sur E et x,y, z trois éléments

quelconques de E.

On dit que o est par rapport a la loi * si I'on a

(xoz)*(yoz)

(zox) *(z0y).

14
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Si les deux lois ne sont pas commutatives, on prendra bien soin de ne pas modifier I'ordre

des termes.

Un entre deux ensembles E et F' munis de deux lois internes * et o, est une application

f:(E, %) — (F, o) qui vérifie, pour tous x; et x € F, la relation

F(x1 * x2) = f(x1) o f(x2)

Une bijection (E,*) sur (F,o) est un homomorphisme bijectif de (F,*) dans (F) o).

[] Exemple 1.3.3 La bijection z — € de (R,+) sur (R*,.) est un homomorphisme
qui fait correspondre & ’addition sur R la multiplication sur R*. Par contre, la bijection
r — (nz de (R7,.) sur (R, +) fait correspondre la multiplication sur R?, I'addition sur
R. On a alors "tV =e*.¢¥ et {n(zr.y) = Inz + (ny.[]

1.4 Relation d’équivalence

Définition. Soit R une relation binaire sur E. Pour tous z,y,z € E, R est dite :

U Réflezive si : xRx c-a-d. chaque élément est en relation avec lui-méme.

Ll Symétrique si : xRy = yRx. Si x est en relation avec y alors y est en relation

avec T.

Ul Transitive si : [xRy et yRz] = aRz. Sixz est en relation avec y ety en relation

avec z alors x est en relation avec z.

L Anti-symétrique si :

[zRy et yRx] = x =y. Si deux éléments sont en relation l'un avec l'autre, ils

sont égaur.

La relation R est une relation d’équivalence si elle est a la fois réflexive, symétrique

et transitive. Dans ce cas, on appelle classe d’équivalence d’un élément x de F,

I’ensemble des éléments de E en relation avec x par R, notée

C(x) ={y € E : yRx}.

15
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La classe d’équivalence C(z) est non vide car R est réflexive et contient de ce fait au moins

x. On notera par

E/R ={€C(x)/xz € E}

I’ensemble des classes d’équivalence de E par la relation R.

[l Exemple 1.4.1 Dans l'ensemble des entiers relatifs Z, on définit la relation de con-
gruence modulo 3 par zRy si et seulement si z — y = 3k (congruence modulo 3). Les
classes d’équivalence sont, ainsi, formées par les restes de la division par 3, qui sont
C(0),€C(1),C(2). Leurs ensemble est noté Z/37Z = Zsz. En général, pour n entier naturel
non nul, la relation xRy si et seulement si il existe un entier k£ tel que x — y = nk est une
relation d’equivalence. Leurs ensemble est Z, = Z/nZ = {€(0),C(1),-,C(n —1)}. [

[] Exemple 1.4.2 On considére maintenant la relation suivante sur R : 2Ry si et seule-

ment z° — y> = x — y. La classe d’équivalence de a € R est I'ensemble C(a) = {z € R :

23 —a® = x — a} qui contient a et les racines du trinome T'(z) = 2% + ax + a* — 1. [

Théoreme 1.4.1 Soit R une relation d’équivalence sur E. Les classes d’équivalence

(C(x)),cp constituent une partition de £.

Preuve : Les classes sont deux a deux disjointes. En effet, si aRf et si x € C(«) alors
xRG et x € C(f) ceci implique que C(a) C C(B). On vérifie de la méme fagon l'inclusion
inverse. Donc si « et 5 ne sont pas en relation alors C(a) N C(B) = 0 et les classes
[C(x)], sont disjointes deux a deux. D’autre part, pour tout € £ on a z € C(x) donc

Ec U C)don E= | C(z). [

zel zeE

On traite maintenant la décomposition canonique d’une application entre deux ensembles.

Soit f : E — F une application. On définit une relation d’équivalence R associée a
lapplication f par
1Ry = f(x) = f(y).
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L’application f se décompose comme le montre le diagramme commutatif suivant :

B / ja

E/R———— f(E)

L’intérét de cette décomposition consiste a remplacer 'application f, qui est quelconque,

par :

e La surjection m de E sur E//R définie par w(x) = C(z) = {2’ € E: f(x) = f(2/)}.

e Labijection fde E/R sur f(E) définie par f(C(z)) = f(x). En fait, f est surjective
par définition. D’autre part, f(z) = f(y) entraine xRy soit que C(x) = C(y) d’on

I'injectivité de f.

e L’injection canonique i de f(F) dans F.

On obtient ainsi la factorisation canonique de 'application f suivant R

f=1t10fom.

[] Exemple 1.4.3 Dans R* on définit la relation d’équivalence R par
/n /n
xﬂ%y(z)xfny:y&w(:)—x:—y.
x y
Cette relation est donc R est associée a ’application f : R — R définie par f(z) = {nz/x.
Le tableau de variations de f et son graphe dans un repeére orthonormé (O, 7, 7), nous

donne pour tout o € R, les classes d’équivalence suivantes

{a} Vo €]0,1[U{e}
Cla) =
{a,} VY a€]le], >e et Eroa = %
Ainsi : R% /R = {€C(a) : a €]0, e[}, il existe donc une bijection g entre |0,e] et R% /R.
Comme les applications suivantes

V= fa 10— fR) = |00t ] et f=yogs RR— (RY)
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sont des bijections, le diagramme commutatif de la décomposition de f sera

R — L R
R} /R————R;

ol 7 est la surjection canonique de R* dans R* /R définie par 7(z) = C(x) et i I'injection
canonique de |—o0, 1/e] dans R définie par i(z) = z. [

. . N , - = .
[ Exemple 1.4.4 Soit P le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, j ), d’'une dis-

tance d et de 'application £ : P — R telle que {(M) = d(O,M). On définit la
relation d’équivalence R sur P par M R N <= {(M) = £(N) c’est-a-dire M et N sont
équidistants de l'origine O. On pose C(M) le cercle de centre O et de rayon r = d(O, M).
L’ensemble P/ R est formé des cercles de centre O et de rayon r € R*. On obtient ainsi

la décomposition suivante de £ sous forme d’un diagramme commutatif

P : R

P/R———R}

avec m: M — C(M), £: (M) — d(O, M) et i 'injection de R* dans R. [

1.5 Relation d’ordre

Définition. Une relation R sur E est dite relation d’ordre si elle est antisymétrique,

transitive et réflexive.

[l Exemple 1.5.1 Soit R la relation définie sur N* par la relation “x divise y”. Vérifions

qu’elle est antisymétrique
2Ry <= I keN : y=kx
yRe <= K eN' : z=1Fky,
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il vient que k&' = 1, comme k et k¥’ € N, alors k = ¥’ = 1 c’est-a-dire z = y. [
Définition. Si X est une partie non vide de E muni de la relation d’ordre <.

Ll L’élément zy est le plus grand élément de X si et seulement si

xg € X et Vr € X on a x < xy. I

L] L’élément zq est le majorant de X si et seulement si

xg € FetVr € X on ax < xg. I

L] L’élément xy est I’ élément maximal de X si et seulement si

o € X, Vr € X, ona [rg<x = x = x|.

Si A admet un plus grand élément, celui-ci est le seul élément maximal de A. Dans le cas
contraire A peut posséder plusieurs éléments maximaux. La borne supérieure de A est le
plus petit élément (sl existe) de l'ensemble des majorants de A, on le note sup,.4 ().

Symétriquement, on définit sur A le plus petit élément, le minorant, I’élément minimal

et inf ca(x).

Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre R. Les éléments a et b de E sont
dits comparables si 'on a [aRb ou bRa]. Si tout les éléments de E sont comparables

par la relation R, I'ensemble E est dit totalement ordonné par R. Sinon, il est dit

partiellement ordonné.

[] Exemple 1.5.2 L’ensemble (R, <) est totalement ordonné. Par contre I’ensemble
(P(E), C) est partiellement ordonné si I'ensemble E a plus d'un élément. Si (A;);cr est

une famille d’éléments de P(F), on a

el el el
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Si 'ensemble E est totalement ordonné, on définit la notion d’intervalle comme dans
I'ensemble (R, <). Un ensemble ordonné dont chaque couple d’éléments admet un élément

supérieur et un élément inférieur est dit treillis. C’est le cas de ’ensemble (R, <).

[l Remarque : Il n'existe pas d’élément strictement plus grand qu’un élément max-
imal. Un élément maximal ne peut étre, la plupart des cas, le plus grand élément que
si I’ensemble est totalement ordonné, auquel cas tout élément maximal est le plus grand

élément.

[l Remarque : Une relation non symétrique n’est pas pour cela antisymétrique, comme
le témoigne la relation définie sur Z par x R y si |z| > y, qui n’est pas symétrique car
(3,2) € G'g, par contre (2,3) ¢ Gx. Cette relation n’est pas antisymétrique non plus car
(—3,2) € Gr et (2,—3) € Gx mais 2 # —3.

1.6 Construction des ensembles usuels

Pour définir ’ensemble N, on adopte la méthode due a Peano (1858-1932) et Dedékind
(1831-1916).

Une autre approche utilise les axiomes de Zermelo-Fraenkel.

[] Axiomes de Peano : L’ensemble des entiers naturels est la donnée d’un ensemble

N et d’une fonction ¢ : N — N définie pour tout n € N par o(n) = n + 1 et vérifiant les

axiomes suivants

1. 0eN
2. o est une injection
3. Aucun nombre n’admet 0 pour successeur c-a-d. Vn € N, a(n) # 0

4. Si A € P(N) tel que o( A) C A et contenant 0, alors A = N.

Cet axiome se reformule ainsi :

[] Axiome de récurrence : Soient A une partie de N et P(n) une proposition vraie

pour tout n € A. Sion a
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1. Initialisation : P(0) est vraie

2. Héridité : Vn € A, [ P(n) vraie] = [P(n + 1) vraie]. Alors A = N.

Dans ce cas, la proposition P(n) est vraie pour tout n € N.

[ Exemple 1.6.1 Montrons par récurrence la propriété P(n) :

Initilisation au rang n = 0, comme s[0] = 0, la propriété P(0) est vraie. Pour 'héridité,

) . n(n+1 )
supposons que P(n) est vraie c-a-d. s[n| = g Mais,

n(n+1) Fn+1)=(n+1) (g—l—l> _ (n+1)2(n—|—2).

sin+1]=sn]+(n+1)=

Donc P(n + 1) est vraie. La propriété est initialisée au rang 0 et est hériditaire donc elle

est vraie pour tout n € N. [

[l Exemple 1.6.2 Montrons que, pour tout n € N, que

_n(n+1)(2n+1)

6

Par récurrence sur n, la formule est triviale si n = 1. Héridité : Supposons la vérifiée a
lordre n — 1 c-a-d. :
(n—1)n(2n —1)

s(n—12=12+2*+---+(n—-1)?2= c .

Alors

S[n2] _ S[(TL _ 1)2] +n2= (n - 1)716(271/ - 1) . n(n + 1)6(271, + 1)

La récurrence est vérifiée a I'ordre n, donc vérifiée pour tout n € N. [

[] Exemple 1.6.3 Montrons que, pour tout n € N, que

1+xz)">1+nx I
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pour tout x > —1. Par récurrence, I'inégalité est triviale si n = 1. Héridité : Supposons
que l'inégalité est vérifiée a Pordre n — 1 c-a-d. : (1 + )" 1 > 1+ (n — 1)z pour tout

x > —1. Donc, a 'ordre n, on vérifie que
l+z)"=0+z2)"'A+z)>1+n—-Dz](1+z)=1+nr+ (n— 12> >1+nz.

L’inégalité est ainsi vérifiée pour tout n € N. [

L’addition et la multiplication sur N sont définies, Vm,n € N, par
m+n=c"(m)
m.n = (¢™)"(0).
L’application o™ est la composition n fois de o définie par
n+1

0¥ = Idy et o =goo".

Notons enfin une propriété importante des entiers naturels qui est une conséquence des

axiomes de Peano, a savoir :

Pour tout ensemble non vide A d’entiers naturels, il existe un plus petit élément de A

pour 'ordre usuel des entiers.

[ ] Construction de Z :

Dans N? on définit la relation d’équivalence : (a,b) ~ (¢,d) <= a+d = b+c. L’ensemble

des classes d’équivalence est ’ensemble des entiers relatifs désigné par

Z =NxN/ ~. I

La classe du couple (a, b) sera notée [a, b]. On définira 'addition et la multiplication dans

7, par

[a,b] + [c,d] = Ja+cb+d]
la,b] x [c,d] = [ac+ bd,ad+ bc],

oua,b,cetdeN.

L’addition est commutative, associative et admet [0, 0] pour élément neutre que 'on iden-
tifiera par la suite avec 0 € N. La multiplication est commutative, associative et distribu-
tive par rapport a l'addition. L’ensemble N devient un sous-ensemble de Z par I'injection

a — ¢(a) = [a,0]. Une relation d’ordre sur Z est définie par a < b <= b —a € N.
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[] Construction de Q et R :

Dans l'ensemble Z x Z*, on définira encore une relation d’équivalence (vérifiez !) par
(a,b) ~ (c,d) <= ad = be.

Chaque classe d’équivalence est dite nombre rationnel et I’ensemble de ces classes sera

noté

Q= (Zx12/ ~

On définira ’addition et la multiplication dans Q par

[a,b] + [c,d] = [ad+ bc,bd]
la,b] x [c,d] = [ac,bd)].
En particulier [0,a] = [0, 1] qui est I’élément neutre pour l'addition. Par contre [1, 1] est

’élément neutre pour la multiplication. Pour tout a € Z, on lui associe [a, 1] € Q, d’on
7 C Q.

L’inverse pour la multiplication de [p, 1] est [1,p]. On le notera par 1/p, d’on
b
[ ,(]] :[ 71] X [LQ] :5'

La fraction b est dite positive si p et ¢ sont positifs. L’ensemble F des fractions positives

est stable par I'addition et la multiplication de fractions donc

Q=-FuU{o}u7. I

La relation d’ordre sur Q est définie ainsi

r<s<=s—recJFu{0}.

Cet ordre est Archimédien, c¢’est a dire que

e “Pour deux rationnels r et s, il existe un entier naturel n tel que s < nr”.

En effet, soient s = Pt r= % deux rationnels qui ont le méme dénominateur

commun, l'entier naturel n est choisi tel que p < ng.

Une autre propriété de I'ensemble Q que Z ne vérifie pas, c’est sa densité, qui

s’énonce par
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e Entre deux rationnels r et s, il existe un troisieme a savoir, la moitié de

r—+s
5
En effet, Supposons que s < t. Ajoutons s aux deux membres de cette inéquation,

leurs somme t =

s+t R .
on trouve 2s < s+t donc s < —5 De méme, en ajoutant ¢ aux deux membres de

s+t
est un nombre

o . .o s+t X
I'inéquation s < t, on obtient 5 < t. Reste a montrer que

rationnel. Ce qui est facile a vérifier en écrivant s et ¢ sous forme de fractions.

Toutefois I'ensemble Q, lui aussi, possede ses frontieres. Ainsi il est impossible de

répondre a la question :

e “Quel est le nombre x qui mesure la diagonale d’un carrée de co6té égal
a 'unité ?”
En effet, le probleme impose d’écrire 2 = 2. Il n’existe aucun € Q - c’est a
dire aucune fraction rationnelle - qui, multiplié par lui-méme donne 2. Pour passer
outre, il nous faut élargir I’ensemble Q.
Ainsi, Les suites (z,) et (y,) définies au début de ce chapitre définissent un méme

nombre non rationnel désigné par v/2, dit nombre irrationnel , et qui vérifie

I'équation z? = 2.

Les nombres rationnels et irrationnels forment ’ensemble des nombres réels noté R.

1.7 Ensembles dénombrables

C’est en 1873, que Cantor posa un probleme auquel nul n’avait songé, a savoir :

L’ensemble R des nombres réels est-il dénombrable ? I

La réponse a cette question encouragea Cantor a consacrer une grande partie de sa carriere

aux problemes d’équipotence.

Définition. Un ensemble E est dit strictement dénombrable s’il existe une bi-

jection de E sur N. On dit que E est dénombrable s’il est fini ou strictement

dénombrable.
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Ceci revient a dire qu’un ensemble est dénombrable si c¢’est un ensemble dont on peut
numéroter les éléments. L’existence de la bijection ¢ : N — E permet de représenter ¢(n)

par a, € E.

Proposition 1.7.1 Toute partie d'un ensemble dénombrable est finie ou

dénombrable.

Preuve : Il suffit de faire la démonstration pour une partie infinie B de N. Soit ¢ :
N — B qui a n associe b,. Supposons que by est le plus petit élément de B et b, celui de
B\ {bo, - ,b,_1} qui est non vide, sinon B est fini.

¢ est injective : Sip < g alors b, ¢ {bo,--- ,b,—1} donc b, # b, et ©(q) # »(p).
o est surjective : Supposons que ¢ ne soit pas surjective et soit b € B tel que

VneN pn)=b,#b = beB\ {by,---by_1}.

Donc, par définition b, < b. D’autre part, by < b donc Vn € N on a b, < b. Mais
I'intervalle [0, b] est fini et p(n) € [0, ] et comme ¢ est injective, alors p(N) =N C [0, b].

Contradiction car N est infini. [J

[l Exemple 1.7.1 L’ensemble N* est strictement dénombrable en considérant la bijec-

tion s : N — N* définie par s(n) = n + 1. Toute partie de N est aussi dénombrable.

[] Exemple 1.7.2 Pour Z, on considere la bijection f : N — Z définie par

si n pair

f(n) =
n+1
2

si n impair.

[] Exemple 1.7.3 Le produit N x N est strictement dénombrable. En effet, on peut
écrire N x N sous forme d’un tableau infini a double entrée en considérant 1’application

¢: NxN— N telle que (p(p’q):w

+ ¢. on pourrait aussi utiliser la bijection
¥ : NxN— N telle que ¢(n,p) = 2"(2p + 1). C’est une surjection car tout nombre
entier non nul s’écrit comme produit d’'une puissance de 2 par un nombre impair et c’est
une injection car cette écriture est unique. Par exemple on a 144 = 2% x 9 soit que

1(4,4) = 144 donc 1) est une bijection de N x N et N*, d’ou le résultat.
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[] Exemple 1.7.4 L’ensemble Q7 considéré comme une partie de N x N, est donc en
bijection avec N. Comme Q7 est infini, il est alors strictement dénombrable. 11 y va de

méme pour ’ensemble des nombres rationnels Q.

Proposition 1.7.2 Soit f une surjection d'un ensemble dénombrable £ dans un en-

semble F' quelconque. Sil’application f est surjective, Alors F est fini ou dénombrable.

Preuve : On se limite au cas ot £ = N. Comme f est surjective, Vo € F, f~(x) est
une partie non vide de N, soit m(x) son plus petit élément. L’application m : FF — N
vérifie f om = Idr donc m est injective. Il existe une bijection de F' sur m(F) C N, F’

est alors fini ou dénombrable. []

Proposition 1.7.3 Toute réunion d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Preuve : Soit (A4, )nen une famille d’ensembles dénombrables et A = J A,,. 1l existe par
hypothese des bijections ¢,, : N — A,,. On construit une autre applicatign ¥: NxN— A
telle que ¥(m,n) = ¢,(m). L’application ¢ est surjective car Va € A, il existe v € N, tel
que a € A,. Posons 1 = ¢, '(a). On a alors ¢(u,v) = a. U

Nous allons maintenant montrer ’existence d’ensembles non dénombrables en particulier

I’ensemble R des nombres réels.

Proposition 1.7.4 L’ensemble P(N) n’est pas dénombrable.

Preuve : Puisqu’on a une injection de N dans P(N) alors P(N) n’est pas un ensemble
fini. Soit ¢ : N — P(N) Papplication qui & z € N associe 'ensemble p(z) = X = {n €
N/¢(n) # n} C N. On va montrer que ¢ n’est pas surjective, auquel cas P(N) ne sera pas
dénombrable. En effet, Supposons qu’il existe y € N tel que p(y) = X :

e Siy € X, par défintion, y ¢ ¢(y) = X; contradiction.

e Siy¢ X alorsy ¢ p(y) et y € X, contradiction.

L’application ¢ n’est pas surjective dans les deux cas. [

On admet le théoreme suivant dont la démonstration sort du cadre du programme :
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Théoreme 1.7.5 L’ensemble R n’est pas dénombrable. Plus précisément, tout inter-

valle de R n’est pas dénombrable.

1.8 |Exercices Corrigés

Dans la suite on considere E et F' deux ensembles quelconques non vides et on désignera

par CgA ou A° le complémentaire de A dans E.

Exercice 1.7.1. [1  Soient A et B deux sous-ensembles de E, on leur associe leur
différence A\B.

[0 Etablir que A\B = A\(AN B) = (AU B)\B. En déduire 'ensemble A\(A\B).
[I  Soit C' un troisitme sous-ensemble de E. Montrer les formules suivantes :

A\(BUC) = (A\B)N(A\0).
A\(BNC) = (A\B)U(A\O).
(A\B\C = A\(BUO).

[J  On définit une loi interne sur P(E) par A* B = CgANCpB. Exprimer CpA, AU B

et AN B en fonction de la loi *.

Solution. On applique les lois de Morgan et les propriétés sur les complémentaires

et la différence de deux ensembles.
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[0  Pour A, B € P(E)ona

Cs(ANB) = {z/rcAeta ¢ ANB}y={z/r € Az ¢ B} = A\B.
(AUB)\B = {z/(x€Aoux e B)et (re€ Boux¢ B} =A\B.
A\(A\B) = Ca(Cu(ANB))=ANB

[l En prenant les complémentaires de BU C et BN C dans E, on aura

A(BUC) = AnNCg(BUC)=AnCzBNCeC)=(ANCgB)N(ANCLC)
= (A\B)N(A\C).

ABNC) = AN(CgBUCLC) = (ANCeB)U(ANCLC) = (A\B) U (A\O).

(A\B)\C = AnCzBnCzC)=ANCg(BUC)=A\(BUC).

[J  Enchoisissant B = E (resp. B = A), on obtient (A = A% E (resp. CpA = AxA).
En remplacant A et B par leurs complémentaires, on obtient ANB = 0 AxCpB.
Enfin, la loi de Morgan implique que AU B = Cp(A * B). [

Exercice 1.7.2. [1 Soit I4 : E — {0, 1}, la fonction caractéristique de A € P(E),

définie par
1 sized
Iu(z) = {

0 siz¢ A

Démontrer que pour A et B € P(E) :

Ianp =14+ 1p —214.1p.
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Solution. Si A C B, alors I4(z) < Ig(x).

[l A=B<= ACBetBC Adouly=Ig.

0 Onaze A< x¢CpA, alors Iy(z) = 1 et Ig a(x) = 0. Six ¢ A alors

z € CgA. Dans les deux cas, on a
Ta(x) + Ig a(x) = 1.
[0 SizeANnB,alorsz € Aetz € B, donc
Ia(x).Ig(x) =1 = Ianp.
On procede de la méme fagon dans le cas ou x ¢ AN B.
[]  En utilisant les identités précédentes, on obtient

IAUB = 1 - IGEAOCEB = 1 - ]CEAICEB
= 1 (111 —1Ig)=Ia+ Ip — 1]

Comme A\B = ANCzB, on a

IA\B = ]AOCEB = ]A‘IUEB = IA(l — IB)

Remarquons que AAB = (AU B) N (AN B)° Les relations précédentes nous

donnent
Tang = IAUB-<1 — IA.]B) =1a+1g—2141p. ]

Exercice 1.7.3. [J Soient A et B € P(E) et f: P(E) — P(A) x P(B) définie par

f(X) = (XNA XnNB).

[  Montrer que f est injective si et seulemnt si AUB = E.
[ Montrer que f est surjectif si et seulement si AN B = .

[]  Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective.Donner f~.
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Solution. Soit f une application définie comme dans ’énoncé.

[J  Comme f est injective et f(AU B) = f(F) = (A, B), alors AU B = E. Inverse-
ment, si AUB = F et f(X)= f(Y) alors

XNA=YNA e XNB=YNB.

Donc

X = XNE=XN(AUB)=(XNAU(XNB)
= YNnAUYNB)=YNE=Y.

[1  Supposons que f est surjective et fixons (A,0)) € P(A) x P(B). Il existe alors
X € P(E), tel que f(X) = (A4,0). Donc

XNA=A e XNB=0

et
ANB=(XNA)NB=AN(XNB)=0.

Inversement, supposons que AN B = () et soit (X3,Y7) € P(A) x P(B). Posons
X =X,UY; € P(E). Puisque

ANY,CANB=0 e BNX,CANB=10
on aura

FX) = (XinA)U(YinA); (XN B)U(YinB))
— (X NAYINA) = (X,Y)).

Donc f est surjective.
[1  f est injective et surjective donc bijective. D’apres 1) et 2), on a
ANB=0 e AUB=F = B=CgA
La fonction f est définie dans ce cas par f(X) = (U, V) avec
U=XNA V=XNA e X=UUW

Sous ces conditions, la réciproque f~! de f est définie par f~H(U, V) =UUV. [
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Exercice 1.7.4. [ Soit f lapplication de R dans l'intervalle [—1,1] définie par
f(z) = sin(7x).

[1  Cette application est-elle injective? est-elle surjective ? est-elle bijective ?

[1  Montrer que la restriction & de f a ] —1/2,1/2[ est une bijection de | — 1/2,1/2] sur
] —1,1[.
[J Soit p: R — 1, 1| définie par p(x :L.
¢ :R -] [ par ¢(z) = 7 2]
Montrer que ¢ est bijective et déterminer sa réciproque.

Solution. Soit 'application f : R — [—1,1] définie par f(z) = sin(rz).

[1  Comme f(0) = f(1) = 0, l'application f n’est pas injective. Par contre f(R) =
[—1,1] c-a-d. que f est surjective. De plus

f(zy={0}, fr{oh) =7 et f{1})= {a ER/Ik €Zet a= % + 2k} .

[1  La restriction & de f & lintervalle I = |—1/2,1/2[ est bijective car pour tout
y €] — 1, 1], 'equation sin(wz) = b admet une solution unique x € I.
O Siy=¢) = T la réciproque o' de @ est telle que == '(y) = g
1+ |z] 1=yl

qui est une application de | — 1, 1[ sur R. [

Exercice 1.7.5. [1 Une application f de E dans E est dite une involution lorsque
fof=1Idg.

[ Montrer que f est involutive si et seulement si elle est bijective et f = f='.

[ Déterminer les applications affines et homographiques de R dans R qui sont involu-

tives.
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Solution. Soit I'application f : E — E.

[ Comme fof = Id alors pour tout # € E,z = f(f(z)). L’élément z est I'image de
f(x), donc f est surjective. Supposons que f(z) = f(y), en composant a gauche
par f on trouve que x = vy, donc f est injective, d’olt f est bijective et f = 1.

Inversement, toute bijection f telle que f = f~! est une involution.

[1  Soit f(z) = ax + b,a # 0, une bijection affine de R dans R. Sa réciproque est
fHz)= -2 — pe La condition pour que f soit une involution est f = f~! donc
a>=1letbla+1)=0. Sia=1,b=0 alors f = Idg. Pour a = —1, b serait
arbitraire et f(z) = —x + b.

) ) ar +b )
[1  La transformation homographique f : z — f(z) = T admet pour inverse la
cr
. —dr +b . : : :
transformation z — f~'(z) = wrd La condition d’involution exige que les
cr
a b ¢
coefficients soient proportionnels. Donc S Rl S eta+d=0. [
— c  —a

Exercice 1.7.6. [ Déterminer sur R les classes d’équivalence et la décomposition

des fonctions correspondantes des relations suivantes

TRy < zH+zl=y+y Y 0R, 0

TRy = zt—x?=9y*—? 0 R, 0.

Solution. Le fait que R; et R, sont des relations d’équivalence est facile & prouver.

La classe d’équivalence de x # 0 pour Ry est 2 ={y e R/y+y =z +z7'}. Or,

1
(y—x)(l——):O — y=zouy=2xa "
ry

Le graphe de R; dans R? est la réunion de la premiere bissectrice et de ’hyperbole

d’équation y = —. On vérifie de la méme facon que le graphe de R, est la réunion des
x

droites y = x, y = —x et le cercle unité 2? +y> =1. [
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Exercice 1.7.7. [1 Soient (a,b) € R* x R* tel que a # b et M(z,y), M'(z',y’) deux

points du plan euclidien P. Sur ’ensemble P, on définit une relation binaire R par

x:x’cosgo—i-gy/singo
MRM' <+ dp eR tel que b b
y = ——1'sinp + 1’ cos
a

[ Montrer que R est une relation d’équivalence sur P.

[1  Préciser les classes d’équivalence et I’ensemble quotient P/R.

[

[

Soit f I'application de R dans P définie par

x:cosgo—kgsingo
fio— M(z,y) avec b b
Y= ——SIn -+ cosp
a

Déterminer la décomposition canonique de f.

Solution. Soit (a,b) € R* x R* tel que a # b.

Si MRM’', il suffit de choisir ¢’ = —p pour que M'RM, d’ou la reflexivité. Pour
la transitivité, supposons que MRM' et M'RM" et ¢ et ¢’ les réels associés a M
et M'. En choisissant ¢” = ¢ + ¢, il est facile de montrer que MRM".

La classe de M est cl(M) = {M'(z',y/) € P : oz + b*y* = K?}, clest
I'équation d’une ellipse. L’ensemble quotient P/R est donc 'ensemble des el-
lipses d’équations

a’x? + vy = k% keR.

Il est immédiat que la relation f(p) = f(¢’) entre éléments de R est une relation
d’équivalence R dans R. Plus précisément, on vérifiera que cette relation est la

relation de congruence modulo 27
PRy = p = ¢’ [mod 27].
L’application f peut-étre alors factorisée en trois applications, a savoir

R - R/R - f(R) -5 P
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telles que
s(p) = ¢ [mod2w], h(s(p)) = f(p) et i linjection.

L’ensemble f(R) est I'ellipse d’équation b*x? + a?y? = a* + v*. [

Exercice 1.7.8. [1 Sur I’ensemble R on considere la loi suivante x*y = z+y—2y.

[1  Etudier les propriétés de la loi * (commutativité, associativité, etc...).

[] Evaluer en fonction de € R et n € N la puissance g * x - - - * z.
 —

n fois

Solution. La loi * est une loi interne, associative, commutative et d’élément neutre
x = 0. Le symétrique de z pour cette loi est ' = z/(1 — x) pour z # 1. Remarquons

que
zxy=1—(1—-2)(1-1y).

Par récurrence sur n, on obtient le produit de n facteurs égaux a x

rkr--oxx=1—(1—x)" [

Exercice 1.7.9. [ Etudier les propriétés de la loi * définie sur l'intervalle | — 1,1]

de R par
rT+y

- 2
T+ 2g’ Vi(z,y)e |-11[.

TRy =

Etudier les propriétés de cette loi.

Solution. La loi * est associative, commutative et admet 0 pour élément neutre et
tout réel x admet —z comme symétrique. Reste a vérifier que * est une loi interne c’est

a dire

Y(z,y) €] - 1,17 = zx*xye€]—1,1]
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En effet, || < 1 et |y| < 1 implique |zy| < 1. Par conséquent 1+ xy > 0 et on a

I’équivalence

rT+y
<l <= (1—-2)(1- > 0.
Loy (1-2)1-y)
Cette derniere inégalité est vérifiée pour tout x et y de l'intervalle | — 1,1[. Méme
vérification si L s 1 [0

+ a2y

Exercice 1.7.10. [1 Soit N ’ensemble des entiers naturels.

[1  Soit n un entier fixé. Montrer qu’il existe un couple unique d’entiers (a, b) vérifiant

b:n—@ et b<a.

[1 Montrer que I'application

_ (a+b)(a+b+1)

b
5 +

(a,b)

est une bijection de N x N sur N.

ala + 1)

Solution. Si +b=mn alors a(a + 1) < 2n.

[0 Ona
(a+1D(a+2)=ala+1)+2(a+1)>ala+1)+2(b+1) > 2n.

Donc a est le plus grand entier vérifiant a(a + 1) < 2n. L’unicité de b et donc
. +1 .

celle du couple (a,b) résulte de la formule b = n — M. Il reste a montrer

'existence de a et b. L’ensemble des entiers m tels que m(m + 1) < 2n n’est pas

vide car il contient 0 et est majoré par n. Il a donc un plus grand élément a.

ala+1 . . .. .
Alors b = n — % est un entier strictement positif et b < a, car sinon on
aurait .
ala +

soit que 2n < (a + 1)(a + 2), contradiction.
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[1  Soit n € N. Soient a et b comme dans la premiere question, alors (a — b, b) a pour
image n. Si (x1,41) et (x2,y2) ont la méme image alors y; = ys et x1+y; = Ta+ys

et les deux couples sont égaux. []

1.9 |Problemes Corrigés

Les résultats des problemes qui suivent peuvent étre considérés comme un prolongment

et une suite logique du cours. Leurs compréhension est, de ce fait, indispensable.

Enoncé 1 :

On définit la fonction f de Z dans N par

2n—1 sin>1
f(n) =4 —2n sin<-—1
0 sin=20
[ Montrer que f est injective.

[  Montrer que f est surjective.

[0 En déduire que I’ensemble Z est dénombrable.

[1  Soient m et n € Z tels que f(m) = f(n). On remarque que si p < 1 alors f(p) est
impair et que si p < 0 alors f(p) est paire. Dans le premier cas, f(n) =2n—1 et

(fm) =2m — 1, ce qui donne m = n. Dans le second cas, f(n) = —2n = f(m) =

—2m et alors m = n. Ainsi, f est injective.
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[1  Soit m € N. Si m est pair, il existe k € N tel que m = 2k, et on a m = f(—k)
puisque —k < 0. Si m est impair, il existe k € N* tel que m = 2k — 1, et on a

m = f(k). La fonction f est donc surjective.

[] La fonction f étant une bijection de Z sur N. Donc Z est dénombrable. [

Enoncé 2 :

On pose £ = F(N, {0, 1}) I'ensemble des fonctions de N dans {0,1}. On note par x4
la fonction caractéristique de A C N. On définit, enfin, une fonction ¢ de P(N) dans E
donnée par ¢p(A) = x4 pour tout A € P(N).

Montrer que ¢ est injective.
Soit f € E. Déterminer A tel que f = x4. En déduire de ¢ est surjective.
Soient h: N — P(N) et C = {z € N;z ¢ h(x)}, montrer que h n’est pas surjective.

I

Déduire de ce qui précede que E n’est pas dénombrable.

[ Soient A et B € P(N) telles que ¢p(A) = ¢(B) donc xya = xp ce qui assure que
A = B et ¢ est injective.

[ Soit f € E.Posons A= f~1({1}) = {z € N: f(z) = 1}. Alorsf = x4. En effet, si
x € Aalors f(z) =1etsiz ¢ A, alors f(x) # 1 donc f(z) = 0 et ces propriétés
ne sont vérifiées que si f = x4. On vient de montrer que, pour tout f € FE, il

existe A € P(N) telque f = xa = ¢(A) ce qui signifie que ¢ est surjective.

[l Supposons qu'il existe z € N trel que h(x) = C. Alors si x € C alors z ¢ h(x)
c-a-d x ¢ C, ce qui est impossible. si x ¢ C alors © € h(z) = C c-a-d = ¢ C, ce
qui est impossible aussi. Il n’existe ainsi pas de z € N tel que h(z) = C et alors

h n’est pas surjective.

[] Supposons que E est dénombrable. Il existe une bijection ¢ : E — N et ¢ o9
serait une bijection de P(N) sur N. Mais, d’apres la question précédente, une telle

bijection n’existe pas. L’ensemble E n’est donc pas dénombrable.
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Enoncé 3 :

On désigne par E(z) la partie entiere du nombre z. Le nombre a étant un irrationnel

donné, on définit une application f : Z — [0, 1] définie par f(q) = aqg — E(aq).
[ Montrer que f est injective.

[J  Montrer que si y1,y> € f(Z) alors |yy — 31| € Z.

[J  Prouver que, Ve > 0, 'intrevalle [0, €] contient au moins un élément de f(Z) et donc

une infinité.

[]  Déduire du résultat précédent qu’on peut trouver une infinité de rationnels v qui

vérifient les inégalités.

ou ¢q>0.

ESHRS]
IA
| M

E(x) désigne la partie entiere du nombre irrationnel z.

[1  Supposons que f(q) = f(¢') ou encore E(aq’) — E(aq) = a(q — ¢'), soit un nombre

entier. Ceci est impossible sauf si ¢ — ¢’ = 0 (sinon a serait un rationnel).
[1  Supposons que y; < yo. Ecrivons que y; et y, sont des éléments de f(Z),
dp €Z:y = f(q) =aq — E(aq:)
g €Z:y, = [f(g2) = ag2 — E(age).
Donc
0<y—uy1 =ale2— q1) — (E(agz) — E(aq)) < 1.
L’entier F(ags) — F(aqy) est alors le plus grand entier inférieur a a(gs — ¢1). Donc
Y2 = = a(q2 — q1) — (E(age) — Eaq1)) = f(@2 — q1)-

[1  D’apres le résultat précédent, si l'intervalle [0, €] ne contient pas d’élément de f(Z)

alors f(Z) > e; donc f(Z) contenu dans [g,1] n’aurait alors qu'un nombre fini

d’éléments, ce qui est impossible puisque Z est infini et f injective.
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[] Remarquons que f(q) # 0 puisque a est irrationnel et que [0, €] contient au moins
un élément y; de f(Z). Supposons que nous en connaissions déja au moins n
éléments; notés yy, - -+ , Yn. Soit &, un réel tel que 0 < &, < min(yy, -+, yn), alors
I'intervalle [0, £,,] contient un point y,,4+1 de f(Z) (différent bien sur de y1, - -+, yn).
On construit ainsi une suite infinie d’éléments de f(Z) dans [0,¢]. Désignons par

q un entier tel que f(q) € [0,¢] et par p l'entier E(aq)

O<ag—p<Le—=

a_fz'<i.
q| ~ |q|

En remplacant si nécessaire p et ¢ par —p et —¢q, on obtient le résultat demandé. []
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|
Chapitre

Fonctions et suites numeériques réelles

2.1 Fonctions numériques

Sauf mention du contraire, le corps K désignera le corps des nombres réels R ou celui des

nombres complexes C.

On appelle fonction numérique sur un ensemble E tout procédé qui, a tout élément z

de F, permet d’associer au plus un élément de ’ensemble R, appelé alors image de z et
noté f(z). Les éléments de E qui ont une image par f forment 1’ensemble de définition
de f, noté Dy.

[l Exemple 2.1.1 La fonction f : # — +a2 — 1 est définie pour tout € R tel que
z? —1 > 0. Donc z €] — oo, —1|N|1, +00[= D;. L’image du réel 4 par f est v/15, on dit
que 4 est un antécédent de v/15. U

Si f est définie sur £ = R ou sur un intervalle I de R, I'application f est dite fonction
numérique a variable réelle. On notera par F(I, R) I’ensembles des fonctions numériques
a variable réelle définies sur un intervalle I C R et a valeurs dans R. On notera cette
fonction par f : I — R ou x — f(z). On prendra soin de ne pas confondre la fonction

désignée par f et I'image par f de z qui est désignée par f(x).
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Soient f et g € F(I,R) et A € R, on définit de nouvelles applications, appartenant a
FILR), par : f+g:z f(z)+g(@), Af : 2 — Af(z) et fg: 20— fz)g(z). Ses
opérations menent I'ensemble F(I, R) d’une structure d’algebre commutative sur R.

On appelle graphe, ou courbe représentative, d’une fonction f définie sur un in-
pPp ) )

tervalle D; C R, I'ensemble

Cr = {(=, f(z)) : = € Dy} I

formé des points (z, f(z)) € R? du plan muni d’un repere orthonormé (o,

~
.
~—

3
Par souci de simplification, les vecteurs uni- /
taires 7 et 7 ne seront pas mentionnés dans 2
les graphes suivants lorsque le plan est muni . /
d’un repere orthonormé. 7

~1/Cr
0 1
0

[] Exemple 2.1.2 Le graphe C; de la fonc- 1
tion f(r) = 23 — x prend lallure ci-contre /
sur l'intervalle [—3,3]. En fait, son domaine -2
de définition est D; = R et on remarque, de 3 /
plus, que la courbe €y est symétrique par rap- 3 2 1 o 1 2 3

port & l'origine du repére orthonormé. [

On peut, parfois, restreindre I’étude d’une fonction sur un sous intervalle de son domaine
de définition. Supposons que f admet pour domaine de définition Dy un intervalle centré

en l'origine 0 d’un repéere orthonomé du plan.
Définition. L’application f est paire si, Vo € Dy : f(—x) = f(x).
[l Exemple 2.1.3 La fonction f : z — /22 — 1 est paire. Son domaine de définition

est Dy =] — 0o, —1] U [1, +00].

42



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

Il suffit de I'étudier et de tracer sa courbe sur [1, 400 et compléter, ensuite, cette courbe

sur | — oo, —1] par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées. L]

Définition. L’application f est impaire si, pour tout x € Dy : f(—x) = —f(x).

Lorsque la fonction f est impaire, sa courbe représentative admet 1’origine 0 comme

centre de symétrie. Dans ce cas, On restreint ’étude de la fonction f sur

D}L:{mEDf:wZO}.
On complete, ensuite, le reste de la courbe sur

Dy ={x €Dy : x <0}
par symétrie par rapport a l'origine 0.

[] Exemple 2.1.4 Lafonction f : z +—

Cent’re.de
2% est une fonction impaire. Son do- symetrie e,

maine de définition est Dy = R. 1l \

suffit de I’étudier, de tracer sa courbe 0

représentative sur l'intervalle [0, +-00] et @) =2*

la compléter, ensuite, la courbe sur I'interval-

le | — o0, 0] par symétrie par rapport a

0. U
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Définition. Une fonction f: R — R est dite périodique s’il existe T' > 0 tel que
Ve € R flx+T) = f(x). I

Ainsi, si T est une période pour f, tous les nombres de la forme kT, k € Z, sont aussi

des périodes pour f. En fait, il existe une plus petite periode que toutes les autres; c’est

ce que 'on appelle généralement la période de f.

Définition. La fonction f € F(I,R) est dite croissante sur l'intervalle I si pour tous

x1, % € [a,b], on a

x> T2 = f(x1) 2> f(x2)
ou
1 < x2 = f(x1) < f(z2).

La fonction f € F(I,R) est dite décroissante sur lintervalle I si pour tous xy, s €

[a,b], on a

1 > Tz = f(z1) < f(z2)
ou
)y < wy = f(x1) > f(@2).

La fonction f est dite monotone sur l'intervalle I si elle est croissante ou décroissante
sur cet intervalle. Lorsque les inégalités sont strictes on parle de fonctions strictement
croissante (resp. décroissante). Remarquons au passage que toute fonction strictement

monotone est injective. On montre facilement les propriétés suivantes :

[I  Sifetge F(I,R)sont croissantes alors f + g est croissante. En plus, si I'une d’elles

est strictement croissante alors f + g est strictement croissante.

L Sifetge FOR)T et sielles sont croissantes (resp. décroissantes) alors fg est

croissante (resp. décroissante).

44



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

[0 Sifetge F(I,R) sont croissantes (resp. décroissantes) alors f o g est croissante

(resp. décroissante).

[]  Si f est croissante (resp. décroissante) et g est décroissantes (resp. croissante) alors

f o g est décroissante .

1
[l Exemple 2.1.5 La fonction h(r) = — 1 définie sur R est décroissante sur R
x
car elle s’écrit comme la composée deux fonctions h = g o f, I'une f croissante sur R :
1
f(z) = 2% + 1 et autre g décroissante sur R" : g(z) = —. [
x

2.2 Suites numériques réelles

Apres quelques généralités sur les suites, on étudie la notion de suite convergente. Comme
exemple de suites convergentes, on étudie les suites monotones, adjacentes. On présente
ensuite les suites tendant vers l'infini, cas particulier des suites divergentes non bornées.
Enfin, on étudiera les suites récurrentes linéaires et on présentera des méthodes succinte

pour les résoudre.

Définition. Une suite réelle, ou tout simplement suite, est une fonction N — R qui
an €N associe u, € R. On note une telle suite par (u,)nen ou tout simplement (uy,).

Le terme u,, est dit terme général.

Intuitivement, une suite est une collection finie ou infinie de nombres réels, donnés dans
un certain Ordre. Elle peut étre définie explicitement par une formule ou implicitement

par récurrence. D’autre part, on peut la représenter graphiquement :
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[] Exemple 2.2.1 Considérons la suite (u,,) sraphe

dont le terme général est défini par u, = d’une suite

f(n2) ou la fonction f est définie par f(z) = v =)
x

r+1 1

[1  On trace la courbe de f sur [0, +o0;

[1  On place ug sur I'axe des ordonnées;

[l  On place u; = f(1) image de 1 par f; -

[J On place uy = f(2) image de 2 par f;

[]  On réitere la méthode de construction pour placer les autres termes sur I'axe des

ordonnées. L]

n n
u, = (—1)" est une suite dont tous les termes d’indice paire sont égaux a 1 et les termes

1 1
[l Exemple 2.2.2 u, = — et u, = nsin (—) pour n > 1. La suite de terme général

d’indice impair sont tous égaux a —1. l

[l Exemple 2.2.3 Elle est définie par la récurrence suivante

Upt1 = Un + 7T I

ou r € R est la raison de la suite. Par récurrence, on montre que

n = Ug + nr.

i

En effet, on a uy = ug+7r, ug =uy +r,--- ,u, = u,_1 + r. En ajoutant, ces expressions
et en éliminant les termes égaux des deux membres, on obtient le terme générale u,, en
fonction du terme initial uy et r. D’autre part, on définie la suite {s,}nen des suites
partielles dont le terme général est défini par s, = ug + uy + - - - + u,. Calculons en les

premiers termes :

So — Ug

S1 = Ug+uL=2uyg+r
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Sg = U+ U+ uy = 3ug+ 2r

Quant au terme général, il s’écrit

Sp=upF+u+--+u,=m+Dug+(1+2+---+n)

Par récurrence, on montre que

D’ou

Sp= (N 4+ 1)ug + ,«M_ ]

2

[l Exemple 2.2.4 Elle est définie par Suites

géométriques
un+1 = quy, I

ou g € R est la raison de la suite. Mais, u; = qug, us = quq, - -
termes de la suite sont non nuls, on peut mulitplier ces expressions terme a terme et en

-, Uy = QU,_1. Puisque les

divisant, on obtient ’expression de u,, en fonction de ¢, ug et n :

U, = q"Ug. I

Pour la somme s, calculons en les premiers termes :

Sp = Uy, 81:U0+U1:U0(1+Q)

et par récurrence, on obtient

1 — qn—|—1 D

Sn=uo(l+q+¢g*+---+q") = uo.

1—gq

[] Suites récurrentes : On peut, aussi définir une suite par une relation de récurrence. Suit
uites

En fait, on donne les premiers termes de la suite et on exprime le terme général u, en récurrentes
fonction des termes qui le précedent. Soient f une application de R dans R et a € R,

la suite u, sera définie par récurrence sous la forme wu,,1 = f(u,). On peut également
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la définir, en se donnant les deux termes initiaux ug et u; et la relation de récurrence
Unt1 = G(Upn, up—q1) pour tout n € N ou g est, dans ce cas, une application de R x R
dans R.

Ainsi, les suites récurrentes linéaires d’ordre 2) sont définies par

Upt+1 = AUy, + bu,—1, a,b ER I

avec ug et u; donnés. Par analogie avec les équations différentielles et par unicité de

la solution, on cherche celle-ci sous forme de suite géométrique. On se ramene ainsi a
résoudre une équation de second degré dans R ou dans C. Une application classique est

fournie par la suite de Fibonacci.

[l Exemple 2.2.5 U, 9 = Upi1 + Uy, avec ug = 0 et u; = 1. On obtient

e ()

est dit nombre d’or.

Uy = 5

Le nombre & =

Un

[] Exemple 2.2.6 Soit la suite f@)=vz+2

(un,) de premier terme uy = 1,5

et définie pour tout n € N* par : Zz /
Ups1 = VU, + 1. On peut écrire
Unt1 = f(uy,) ou la fonction f uy ey
est donnée par f(x) = vz + 2.

On procede de la maniere suivante : =% ™ ™ ' -

[J  On trace la courbe €; représentative de f sur [—2,+oo[ et la droite Dy d’équation

Y=
[]  On place ug sur I'axe des abscisses;
[1  On place u; = f(ug) image de ug par f;
[1  Comme uy = f(u),0n utilise la bissectrice pour placer u; sur I'axe des abscises.
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[]  On réitere la méthode de construction pour placer les autres termes sur I’axe des

ordonnées. ]

Définition. Soit (u,) une suite réelle. On dit que (uy,) est

e Croissante (resp. strictement croissante) si t,11 > u, (T€Sp. Upy1 > Uy).

e Décroissante (resp. strictement décroissante) si u,11 < U, (resp. Upy1 < Uy).

e Monotone si elle est croissante ou décroissante.

[] Démarche pratique : Pour déterminer le sens de variation d’une suite (u,), on

procede suivant les cas de la manieére suivante :

[] Déterminer le signe de t, 1 — uy,.

Un+1
Un,

et 1.

[1 Si les termes de la suite sont strictement poistifs, on compare la quantité

[] Si la suite est arithmétique, le sens de variation est déterminé par le signe de la

raison r = Up+1 — Up.

[] Si la suite est géométrique, le sens de variation est déterminé par la comparison de

q = Ups1/uy, est 1.

[1 Si la suite est définie par u, = f(n), le sens de variation de la suite est déterminé

par celui de la fonction f sur Uintervalle [0, +-o00].

[1 Si la suite est définie par u,.; = f(u,), le sens de variation de la suite est déterminé

par celui de la fonction f sur I'intervalle [0, 400 tout en utilisant une récurrence.

[] Exemple 2.2.7 Comme la fonction f définie par f(z) = 2? +x + 1 est croissante sur

[0; +00[, 1a suite (u,) de terme général u,, = n* +n + 1 est croissante. [

1

[l Exemple 2.2.8 Considérons la suite de terme général u, = —. C’est une suite
n

Un+1 . n

= < 1 la suite est strictement
U, n+1

de termes positifs définie sur N*. Comme
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décroissante sur N*. On peut, d’autre part, trouver la méme résultat en calculant la
n(n+1)
est une fonction strictement décroissante sur [1,4+o0o| donc la suite (u,) admet le méme

) 1 .
différence wu,1 — u, = < 0, donc w11 < u,. Mais u, = f(n) avec f(z) = — qui
x

sens de variations sur N*. ]

2
. C’est une suite de

[] Exemple 2.2.9 Considérons la suite de terme général u,, = 1
n

n®>+3n+1
(n+1)(n+2)

termes positifs définie sur N. Comme ;11 — u, = > 0, donc w1 > Uy.

La suite (u,) est strictement croissante. U

[] Exemple 2.2.10 Une suite arithmétique est strictement croissante (resp.décroissante)

si sa raison r > 0 (resp. r < 0). D

2 n
[] Exemple 2.2.11 La suite de terme général v,, = (g) , est une suite géométrique de

v 2
raison q = 3 Elle est strictement décroissante sur N, car AR 3= q<1. U
Un,

Définition. Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,) est

e Majorée s’il existe un réel M tel que pour toutn € N on a u, < M.
e Minorée s’il existe un réel m tel que pour tout n € N on a u, > m.

e Bornée s’il existe deux réels m et M tels que pour toutn € N on am < u,, < M

c’est-a-dire si la suite et minorée et majorée.

1
[l Exemple 2.2.12 La suite u,, = 1 est une suite bornée. Puisque, pour tout n € N
n
on a0 <u, <1. De plus elles est strictement décroissante, car (n+1)+1>n+1 et en

passant a 'inverse on a t,41 < u,. LI
[l Exemple 2.2.13 La suite 1, = sinn est une suite majorée par le réel 1. [

[] Exemple 2.2.14 La suite v,, = a™v, est une suite croissante non majorée si a > 1.
Lxemple J

Elle est décroissante et bornée si a < 1. Elle est constante sia = 1. [J
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Par ailleurs, on vérifie que :

[] La somme de deux suites croissantes (resp. décroissantes) est encore croissantes

(resp. décroissantes).

[1 Le produit d’'une suite croissante (resp. décroissante) par un réel positif est crois-

sante (resp. décroissante)(resp. décroissantes).

[] Le produit d’une suite croissante (resp. décroissante) par un réel négatif est décroissante

(resp. croissante).

2.3 Suites convergente et divergente

Le comportement du terme générale u,, lorsque n tend vers 'infini est un probleme fonda-
mentale qui se pose a chaque étude d’une suite numérique. En fait, on veut formaliserl’idée
intuitive que les termes d’une suite s’approchent de plus en plus d’une certaine valeur qui
s’appelle la limite de la suite. Lorsque le terme général s’approche, a l'infini, vers un
nombre fini a, on dit que la suite converge vers a et on écrit lim w,, = a. Lorsque

n—-+4oo
cette limite est infini on dit que la suite diverge. Dans ce cas, on écrit lim wu,, = oo.
nN—>00

Mais, il y a des cas , par exemple u,, = (—1)", ou cela se passe beaucoup moins bien et

on est incapable de conclure.

Définition. La suite (u,) converge vers { € R si, pour tout réel ¢ > 0, il existe un
entier ng tel que pour tout n > ng, on ait |u, — €| < e. Ceci est résumé dans la forme

compacte suivante :

Ve > 0,3Ing € N:n > ny = |u, — €| < e.

Une suite numérique ne peut converger qu’au plus vers une seule limite. Cette unicité est

assurée par :

Théoréme 2.3.1 Si la suite {u, }nen converge, sa limite est unique.
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Preuve : Supposons que cette suite converge vers ¢; et ¢5. Pour un £ > 0, il existe par

définition n; et ny € N tels que

£ g
n>n1<:|un—€1|<§ et n>n2<:|un—€1|<§.

En tenant compte de l'inégalité |a + b| < |a| + |b], alors
[0 — lo| = [l — up — Lo + up| < up — b + [un — o]

Posons ng = sup(ny, nz). Alors, pour n > ngz, on obtient

€

3
\61—€2|:|£1—un—£2+un\ §|un—€1|+|un—£2|§§+2

= E.

Comme € est quelconque, il peut étre choisi aussi petit que 'on veut, a savoir voisin de
0. Donc ¢; = 5. ]

Soient {uy, }nen €t {vy, fnen deux suites qui convergent vers ¢ et ¢'. Alors

1. la suite somme {u, + v, }nen converge vers £ + .
2. la suite produit {u,v, },en converge vers .0/

3. Si £ # 0, alors a partir d’'un certain rang les ternes w,, de la suite sont non nuls et la

. 1 1
suite | — converge vers 7

Un neN

Théoréme 2.3.2 Toute suite réelle (u,) qui converge vers ¢ € R est bornée.

Preuve : Supposons, tout d’abord, que la suite (u,,) converge vers 0. Par définition, on a
Ve > 0,dN € N tel que Vn > N : |u,| <e.

Prenons ¢ = 1, il existe N € N tel que pour tout n > N on a |u,| < 1. Posons
k = {|uol, |u1],- -, |lun—1|}, alors pour tout n > N on a |u,| < k, donc la suite (u,,) est
bornée. Dans le cas général, c’est-a-dire lLiéINl u, = £, posons v, = u, — {. la suite (v,)
converge vers 0, d’apres la cas précédent elle est bornée, donc il existe m et M tels que

m < v, < M soit que £+m < u, <{+ M, ce qui montre que la suite (u,) est bornée. [
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[] Exemple 2.3.1 La suite u, = 7 est convergente vers 0 donc elle est bornée et
I'on a bien 0 < u, < 1. Mais, la réciproque est fausse. Pour le voir, considérons la suite
u, = (—1)" qui est bornée car u,, = +1 ou u,, = —1 suivant la parité de n, mais elle n’est

pas convergente. 0

Proposition 2.3.3 Soient (uy), (v,) et (w,) trois suites vérifiant pour tout n € N :
Up < Up < Wh.

Si les suites (v,,) et (w,) convergent vers ¢ alors la suite (u,) converge vers /.

Preuve : On applique la définition de la limite vers ¢ pour les deux suites (v,) et (w,)

pour un € € R™ donné :
Vee RY,In',n" € N:|u, — (| <e et |w,—{| <e.

Ce qui donne, en choisissant n > n’ +n", { —e < v, < u, < w, < {+ ¢, ce qui démontre

la convregence de la suite (uy). [

Ce théoreme est tres utile pour démontrer la convergence d’une suite :

sin(n)

[] Exemple 2.3.2 Considérons la suite de terme général u,, = ——=. Pour n > 0, on a
n
1 sin(n) 1
Up = —— S Up = Sw, = —
n n n

Comme les suites de termes générals v,, et w, tendent vers 0 lorsque n tend vers I'infini,

. ) sin(n
le théoreme précédent entraine la convergence de la suite ( ( )) vers 0. 0
n

Corollaire 2.3.1 Considéons deux suites (u,) et (v,) telles que u, < v, alors a partir

d’un certain rang :

(] Si lim w, = +oo alors lim v, = +o0

n—-400 n—-400
[l Si lim v, =—ooalors lim u, = —oc0
n—-400 n—-400
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On ne peut pas appliquer les théoremes précédents pour calculer certaines limites. Mais,

on pour y arriver, par 'application de certaines astuces.

[] Exemple 2.3.3 Considérons la suite de terme général u, = nzi—if On divise le
numérateur et le dénominateur par n? et on passe ensuite a l’inﬁni.nA?I_lsi,
n?2—3 1- %
1 iz
n
comme 1/n? tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, alors lim w, = 1. H

n—-+o0o

Soit (u,) une suite définie par la formule explicite u, = f(n). Si lirf f(x) = £ avec ¢

réel ou infini, alors lim u, = /.

n—oo

Soit (u,) une suite définie par son premier terme ug et la récurrence u, 1 = f(u,). Sila

suite (u,) converge vers un réel ¢ alors ¢ est un point fixe pour f et f({) = /.

[] Exemple 2.3.4 Soit (u,) une suite définie par ug = 1 et u, 1 = 2u, + 5. Si la suite
(un,) converge vers ¢ alors il doit vérifié I'égalité £ = 2¢+5. Donc, si (u,,) converge, elle doit
converger vers ¢ = —5. Pour cela, posons v, = u, + 5. La suite (v,) vérifié v, ; = 2uv,,
c’est une suite géométrique de raison 2 donc diverge. La suite (u,) n’admet pas pour

limite—5, donc elle diverge. H

[] Exemple 2.3.5 Soit (u,) une suite définie par ug = 1 et u2,, +u,+1 = 0. Sila suite
(u,) converge vers ¢ alors il doit vérifié 1'égalité (2 + ¢ + 1 = 0. Cette équation n’admet

pas de racine réelle donc elle ne converge pas. H
Une extension de la notion de limite d’'une suite est donnée par la définition suivante :

Définition. On dit que la suite (u,)neny tend vers 4+oo si :

Vk € R,AN € N tel que Vn > N, on a u, > k. I

Une suite (uy)nen diverge si elle ne converge pas, c’est-a-dire si elle n’admet pas de

limite dans R.
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[1 Exemple 2.3.6 Considérons la suite de terme générale u,, = n?. Cette suite tend
vers +oo lorsque n tend vers 'infini. Dans la définition précédente, il suffit de prendre,

pour tout k € R, N € N égale a la partie entiere du réel k. [J

Proposition 2.3.4 Soit (u,) une suite réelle de termes strictement positifs

1
[1 Sila suite (u,) tend vers +oo, alors la suite (—) tend vers 0.
Unp,

1
[1  Sila suite (u,) tend vers 0, alors la suite (—> tend vers +oo0.
Up

Preuve : Fixons ¢ > 0. Comme lirf u, = +00, il existe un entier N tel que n > N
n—-r+od

1 1 1

alors u,, > —. Donc 0 < — < ¢ ce qui montre que — tend vers 0. On procede de la
€ Up Up

méme fagon dans le second cas. 0

[l Remarque : La condition de la positivité est essentielle. Pour le voir, considérons la

-1)" 1
suite de terme général u,, = (=1 . Elle converge vers +o00 et pourtant — = (—1)" ne
n Unp,

converge pas vers 0. l

Le théoreme des gendarmes s’étend de la maniere suivante :

Proposition 2.3.5 Soient (u,) et (v,) deux suites telles que :

0 v, >wu, Si lim w, =400 alors lim v, = +o0

n—-+00 n—-+o0o
0 v, <wu, Si lim w, =—o0 alors lim v, = —oco
n—-—400 n—-—+oo

Théoreme 2.3.6 Toute suite décroissante minorée est convergente. Toute suite crois-

sante majorée est convergente.

Preuve : Supposons que la suite (u,),en est minoréé et décroissante. Posons

¢ = inf{ug,uy, -+, -}
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Montrons que ¢ = lir}rﬂ U,. Pour un € > 0 on a u, > ¢ — e pour tout n € N. Par
n—-—r+oo

définition de /, il existe un indice n. tel que u,, < ¢+ ¢ pour tout n > n.. Ainsi, on vient

de montrer que pour tout n > n. on a |u, —¢| < €. Le deuxieme cas se traite de la méme

maniere. [

On vient de montrer que :

1. Une suite décroissante, il n’y a que deux possibilités : elle converge ou diverge vers

—OQ.

2. Une suite croissante, il n’y a que deux possibilités : elle converge ou diverge vers +oo.

1 1 1
[] Exemple 2.3.7 Soit z,, = 1+ o1 + 3 + -+ —. La suite (z,) est évidemment

croissante. On prouve par récurrence que (n + 1)! > 2" pour n > 1. Donc la suite est
majorée par :

1 1
W <1l odo——=142[1—-—
T <1414 o4 s =1+ [ —

Etant croissante majorée, elle converge. [

Lemme 2.3.7 On a
0 sifgl<1

lim ¢"=41 sig=1

n—-+00

0 sig>1.

Pour les valeurs ¢ < —1, la suite {¢"} est divergente.

Preuve : Les cas ¢ = 1 et ¢ = 0 sont triviaux. Si 0 < ¢ < 1, la suite (¢")en est
décroissante et minorée par 0, car 0 < --- < ¢ < ¢®> < ¢ < 1. Donc elle converge. Soit

(= lim ¢" et vérifie 0 < ¢ < 1. Or,

n—-+o0o

(= lim ¢"=g¢q lim ¢"!=qt.

n—-—+o0o n—-+o0o
Donc (¢ — 1)¢ = 0 et a fortiori on a ¢ = 0. Si ¢ > 1, la suite (¢"),en est strictement
croissante et non majoré, car ¢" = [1 + (¢ — 1)]" > 1 +n(q — 1). D’apres cette inégalité

et puisque ¢ > 1, on a liT q" = 4o00. Si g <0, on écrit
n—-roo

lg|" = (=¢)" = (=1)"¢".
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Deux cas se présentent :
e si ¢ > —1 alors |¢|™ tend vers 0

e si ¢ < —1 alors |¢|" tend vers + suivant la parité de n. [

Puisque le terme général d’une suite géométrique de raison q et de premier terme ug s’écrit

U, = q"ug, on en déduit du lemme précédent :

Proposition 2.3.8 Soit {u, },en une suite géométrique de raison g. Alors
[ Si0<q<1,lasuite converge vers 0.
[] Sig=1,lasuite est constante et égale a uy.

[] Sig> 1, lasuite diverge.

Définition. On dit que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes si :

o (u,) est croissante; o (v,) est décroissante; o lim (u, —v,) = 0.
n—-—+00

Lemme 2.3.9 Si (u,) et (v,) sont adjacentes, si (u,) est croissante et (v,) est

décroissante alors u,, < v, pour tous entiers n et p.

Preuve : Supposons qu’il existe deux entiers N et P tels que uy > vp. D’apres la
monotonie des suites, on a v, < vp < uy < u, pour tout entier n > max(N, P). Donc
pour tout entier n > max(N, P), on a 0 < uy — vp < u, — vp < u, — v,. Par passage a

la limite, on a alors 0 < lim (u, —v,) = 0. Contradiction. 0

n—-+o0o

Théoreme 2.3.10 Deux suites adjacentes convergent vers une méme limite.

Corollaire 2.3.2 Si (u,) et (v,) sont adjacentes, de limite commune ¢, on a pour tout
neN:u, <l v,
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2.4 Suites et ensemble des nombres réels

On montrera dans ce qui suit, que tout nombre réel est limites d’une suite de nombres

rationnels.

Théoreme 2.4.1 Soient a et b deux réels tels quea < b. Il existe un nombre rationnel

r tel que a < r < b.

1 1
Preuve : Comme la suite <—) tend vers 0, il existe ng tel que — < b — a. Nous
N/ p>1 1o

allons montrer qu’il existe un entier p tel que a < L Supposons, tout d’abord,

no
k
que b > 0. D’apres la propriété d’Archimede, il existe un entier k£ > 1 tel que b < —.
No
— l
Considérons ¢ le plus petit entiers des £ > 1. On a alors < b < —. Ce qui donne
o o
(-1
a < <b. [
no

Théoréeme 2.4.2 Tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels.

Preuve : Soit ¢ € R. Appliquons la théoreme précédent a chacun des intervalles
1 1

]a,a+—[,n > 1. 1l existe de ce fait un u, € Q telque u, € }a,a—l——[,n > 1. La
n n

suite (uy,),>1 de nombres rationnels converge vers a. [

Propriété des segments emboités : Soit (a,),>1 et (b,)n>1 deux suites de nombres

réels telles : Vn, a, < api1 < b1 <b,. Alors

+oo

J lan, ba] # 0.

n+1

Le résultat suit, dit de Bolzano-Weierstrass, occupe une place centrale en Analyse.

Théoreme 2.4.3 De toute suite bornée de nombres réels on peut extraire une sous-

suite convergente.
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Preuve : Admis

Définition 2.4.1 Une suite (u,)n>1 de nombres réels ou complezes est de Cauchy s,

pour chaque € > 0, 1l existe ng tel que, pour chaque m,n > ng, on a |U, — u,| < €.

Théoreme 2.4.4 Une suite de nombres réels est convergente si, et seulement si, elle

est de Cauchy.

Preuve : Il est clair que toute suite convergente est de Cauchy. Inversement, supposons
que la suite (uy)n>1 est de Cauchy de nombres réels. Il existe ng tel que, pour chaque
m,n > ng, on a |u,—u,| < 1. Donc, pour tout n > ng, on a |u, —u,,| < 1soit que —|uy,,|—
1 < |un| < |tn,| + 1. En posant M le maximum de Uensemble {|uql, -, |tng |, [tno| + 1},
alors |ug| < M pour tout entier k. La suite étant bornée, d’apres la théoreme de Bolzano-
Weierstrass, on peut extraite une sous-suite convergente (uy,, )r<1 qui converge vers un
réel /.

Nous allons vérifier que la suite (u,),>1 converge, elle aussi, vers £. Donnons-nous un réel
e > 0. Puisque la suite (u,,),>1 est de Cauchy il existe un entier n; tel que, pour p, ¢ > nq,
on a |u, — u,| < /2. Puisque la suite (u,),>1 converge vers ¢, il existe un entier k; tel
que, pour tout k > ki, on a [{ —u,, | < e/2. Soit ky un entier > maz(ny, ki) et N' = ny,.

I1 est clair que N’ > ny. Pour chaque n > N’ nous avons

[]

e ¢
|un—l\§|un—uN/\+\€—unkl\§§+§.

Nous avons, en fait, montré que si, une suite de Chauchy de R possede une sous-suite

convergente, elle converge, elle aussi, vers la méme limits.

2.5 Suites récurrentes linéaires

Notons par A(N, K) I'ensemble des suites a valeurs dans K = R ou C.

Définition. On appelle suite récurrente linéaire, toute suite (u,) € A(N,K) définie

par la donnée de ug et uy et par une relation de récurrence

3(a,b) € K? et Upiz — aUni — bu, = f(n),
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ot f(n) est une application de N dans K. Lorsque f(n) = 0, la suite récurrente linéaire

est dite homogene.

[ Exemple 2.5.1 La suite de Fibonacci est la suite réelle (u,,) définie par ses premiers

termes uy = u; = 1 et la relation de récurrence t, o = Upp1 + Uy, n > 0. L[

2.5.1 Suites récurrentes linéaires homogenes

On suppose que f(n) = 0.

Théoréme 2.5.1 Soient (a,b) € K?. L’ensemble 8, des suites récurrentes, définie
par
Sup(K) ={u € A(NK) :  upio = atins1 + buy}

est un sous-espace vectoriel de A(N,K), de dimension deux.

Preuve : La premiere propriété étant évidente. Pour la deuxieme, considérons I’application
[ 8up(K) — K2
(CL, b) — (UO, Ul).

Il est évident que f est une application K-linéaire. Soit u € §,,;(K) telle que f(u) =0
c-a-d. ug = u; = 0. La relation de récurrence implique que u,, = 0, Vn € N donc u = 0,

alors f est injective. Pour tout (v, 6) € K2, la suite u définie par
ug =1y, ur =06 et u,io = auyi1 + buy,,
est dans 8,,(K) et vérifie p(u) = (7,6). Donc ¢ est surjective. [

Une suite géométrique de raison g # 0 est un élément de S, 3(K), si et seulement si, la

raison ¢ est solution de I’équation du second degré

X2—aX —-b=0. I

C’est I'équation caractéristique de l'espace vectoriel §, ,(K).
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Résolution si K = C :

Les ceefficients de I’équation caractéristique a et b sont complexes :

[] A # 0, 'équation caractéristique admet 2 racines distinctes ¢; et ¢qo. Les suites

géométriques

w, = q; et v, =qy, Vn € N,

constituent une base de 8,,;(C). Les solutions seront de la forme

Un = AT + pngy, (A, p) € C2

[1 A = 0, I'équation caractéristique admet une racine double ¢. Les couples de suites

U, = q" et v, =nqg"™,Vn € N. I

Les suites de 8,,;(C) seront de la forme

up = (A +np)q™, (A, p) € R I

Dans les exemples qui suivent, il s’agit de trouver une suite donnée par une relation de

recherchées sont

récurrence linéaire homogene.

[] Exemple 2.5.2 La suite (u,) est définie par la récurrence
Upro = (1 — ) Upp1 + iUy, ug=1 et u; =1i.
Son équation caractéristique est
X?—(1-9)X —i=0.
Comme A = 2i = (1 —4)? # 0. Les racines sont ¢; = 1 et go = —i. Donc :

Up = A"+ p(=i)", (A p) € C2.
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Les conditions initiales sur ug et u;, déterminent d’une facon unique les scalaires \ et p
Uup=A+p=1 = A=1+u1.
U =A—ip=1 = p=—1.

La suite recherchée est alors

U, = (1 +14) + (—9)"™, ¥Yn e N.

[] Exemple 2.5.3 Soit & chercher la suite linéaire donnée par la récurrence
Unro = (L4 Upyr + Uy, ug=1 et up =1+1.
Son équation caractéristique
X2 V21 +4)X +i=0
est de déscriminant nul. Elle admet donc une racine double

q= §(1+i).

La suite (u,) aura pour terme général
tup = (A +np)q".

En tenant comptes des conditions initiales, on obtient A = 1 et ;= /2 — 1. Finalement,

on a .
1+1

V2

un:[1+(\/§—1)n]( )n vn € N.

Résolution si K =R :

On procede de la méme fagon que dans le cas complexe. Dans le cas ou le déscriminant est

négatif, la solution homogene sera une combinaison de fonctions trigonométriques en n.

[] A # 0, 'équation caractéristique admet 2 racines distinctes ¢; et ¢o. Les suites
recherchées sont

n n
wy, =q; et v, =qy.

La solution homogene est

Un = AqY + pagy, (A p) € R I
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[l A = 0, I'équation caractéristique admet une racine double ¢q. Alors
wy, =q" et v, =nq",

la solution homogene est

Up = (A +np)q™, (A, p) € R% I

[] A < 0 Les racines de 1’équation caractéristiques sont complexes, & savoir

¢ = pe’ et g =pe "

Les suites
wy, = p"cosnb et v, = p"sinnd,

constitue une base de 8, (R). La solution homogene est la suite

U, = p"(Acosnb + psinnb), (A, pu) € R2.

[l Exemple 2.5.4 Soit u la suite de Fibonacci, donnée par
up =1, up =1 et Upio = Upi1+ Up.

L’equation caractéristique admet pour racines

:1+\/5 1-+5

t g0 =
g & 2

1+v5) 1-v5\"
w157 (57

Les conditions initiales nous donnent la solution

:5+\/5<1+\/5>n+5—\/5<1—\/5>n’ -

q1

Donec :

Un 10 2 10 9

[] Exemple 2.5.5 La suite de récurrence est définie par
up =1, up =1 et upio=4Up11 — 4u,.

Son équation caractéristique admet une racine double ¢ = 2. La solution, apres le calcul
des constantes A et p, est
U, = (2—n)2" 1,
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[] Exemple 2.5.6 Soit u la suite
Ug = 1, Uy = 1 et Upy2 = —Upt1 — Up-

Son équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées j et 72 = 7. Donc :

) 2nm © s 2n7r
= \cos — sin —
g Mg

Les conditions sur uo et u; nous donnent A = 1 et = /3

2
—cosﬂ+\/§sm , Vn € N.

2.6 Suites récurrentes avec second membre

La solution générale d’une relations de récurrence définie par

Upt1 — Uy — PUup_1 = f(n)

sera égale a la somme de la solution homogene ) et d'une solution particuliere qui aura
la méme forme que le second membre f(n). Par exemple, si f(n) est un polynémes de
second degré en n, la solution particuliere sera un polynome du second degré en n dont

on calculera les coefficients.

[] Exemple 2.6.1 Considérons la suite récurrente définie par
SUpi1 — Uy +Up_1 =1, ug=1 et u; =0.
L’équations homogene associée est
3uy . — 3u, +uy,_y = 0.

La solution homogene est alors

= (%) [\ cos(n/6) + usin(n /6)]

A ce stade on ne calcule pas A et p. Le second membre est un polynome de degré 0, donc
une constante. On cherche la solution particuliere de la forme w,, = k, ce qui entraine

3k — 3k + k =1donc k = 1. La solution générale est alors
1 n
U, =u, +k=|(—=) [Acos(nm/6)+ usin(nr/6)] + 1
() eostun/o) + usintur/o)
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D’apres les conditions initiales, on trouve
A=0 et pu=—-2V3.

La solutions générale qui correspond a ces valeurs est

Up = 2 (%)n V3sin(nm /6) + 1.

[] Exemple 2.6.2 Soit la suite récurrente définie par

2Up11 — U, = sin(nw/4), ug = 0.

Le second membre est la partie imaginaire de [¢"™/4]". La suite u,, cherchée sera considérée

comme la partie imaginaire de z, telle que

22p41 — Zp = [e”/‘l]”.

1 n
zn:)\(§) + v,

ou v, est une solution particuliere que I’on cherche sous la forme

On trouve que

v, = k[e™4]".
On obtient k = 1/(e"*/* —1). Donc :
1 n
U, = IM 2, = A (5) +JIm v,
\" 2—-1 2
A (3) 2l (M) - o ().
2 5—2v2 47 5-2V2 4

La solution générale correspondante aux conditions initiales est

= () [ (5) e ()]
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2.7 Exercices Corrigés

Exercice 3.6.1. [1 On consideére la suite (uy)nen définie par

unz\/n-i-\/n—l—l----—l-\/Q-l—\fl

[l  Montrer que la suite (u,) est divergente vers +oo
[l Exprimer u,; en fonction de u,,.
[  Montrer que u,, < n puis que u, < m
[1  Donner un terme équivalent & w,,.
[] Déterminer ngrfm(un —/n).
Solution.
[1  La suite étant positive, on remarque que u, > /7 est divergente vers +oo
[0 Exprimer u,; en fonction de u,,.
[0 Montrer que u, < n puis que u, < \/M—Q—\/m .
[]  Donner un terme équivalent a w,,.
[l Déterminer lim (u, —+/n). [

n—-+o0o
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Exercice 3.6.2. [1 Considérons une suite u = (uy,)nen réelle vérifiant :

Up, + Up—1

Vn € N* w1 = 5

avec ug et u; € R.

Calculer u,, en fonction de n, ug et uy.

Solution. Il s’agit d’une suite récurrente d’ordre 2, linéaire et a coefficients constants.

) : e r+1 :
Son équation caractéristique est 72 = ——. Ces racines sont r; = —1/3 et ry = 1/2.

,
Par conséquent, il existe deux réels a et b tels que

1\" 1\"
N, u,=al|—= b=
VneN, u a( 3) + (2)

Le calcul de a et b se fait en considérant les cas n = 0 et n = 1. On trouve, en résolvant

un systeme a deux inconnues que a et b s’écrivent en fonction de ug et uy, a savoir

3 0 et b 3 +6
a=|=-uyg— =u = zu —up | .
50 51 5005

En remplacant a et b, on obtient '’expression de u, en fonction de wug, u; et n. [l

Exercice 3.6.3. [1 Considérons une suite u = (uy)nen définie par :

2u? + 2u, + 1

VneN', u,.q1 =
" ol 2y, + 1

On suppose que ug € RT.

[0 Montrer que Vn € N, u,, > 0.

1 n
[] Etablir que Vn € N, upyq > Uy, + 5 puis que u, > ug + 5

[1  En déduire la limite de la suite (u,),.

Solution. Soit uy, € R*.

[ On procede par récurrence en posant (P,) : u, =0
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Initialisation n = 0 : ug > 0 d’apreés I’énoncé donc la proposition (Py) est vraie.

Hérédité: Supposons (P,,) vraie et montrons (P,,1), c’est-a-dire supposons que

U, = 0 et montrons que u,,; > 0. La relation de récurrence nous donne

2u? + 2u, + 1

=0,
2u, + 1

Up+1 =

car le numérateur et le dénominateur sont positifs, donc la proposition (P,,1) est

vraie, ce qui acheve la récurrence.

[ La premiére minoration représentant une relation (ici une inégalité) entre
deux termes successifs de la suite u, la preuve s’établit directement et non par

récurrence. Pour cela, nous allons étudier le signe de la différence

1

1 9 1
n+l — nt sl =" 20=upy1 = U+ 3
U+1 (U +2) 2un+1 U+1/u +2

La seconde minoration est une minoration entre le terme générale de la suite et
une autre suite, on essait une récurrence (qui va convenir ici)

On pose (Py,) : uy = up + g

0 0
Initilisation n = 0 : uy+ 5 = U d’ou I'inégalité ug > ug+ 3 donc (Py) est vraie.

Héridité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P, 1), c’est-a-dire supposons que

n n+1
Uy = Ug + 5 et montrons que u,+1 = ug + 5

Un+1 2 un+ N

n 1 n+1
= Upyp1 2 <U0+—>
un>u0—|—§ 2

donc (P,.1) est vraie, ce qui acheve la récurrence.

n n
O Puisque lim (uo + §> =+4ooet que Vn € N,  wu, > ug+ 5 on en déduit que

n—-+o00

lim w, = +oco. [

n—-4oo

Exercice 3.6.4. [1 On considere les suites u et v définies par

n—1
2 1
Vn e N*, wu, = t n = Up, ;
" ! ;(4k+1)(4kz+3) S
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Montrer que les suites u et v sont adjacentes. En déduire qu’elles convergent vers une

meme limite L.

Solution. Monotonie de la suite u :

2
n+1 — Un = >0
Hntt = = e ) (4n 1+ 3)

donc la suite u est croissante.

Monotonie de la suite v

Uptl — Uy, = —8n 6 <0
T n+ 1) (4n+ 3)(4n — 1)

donc la suite v est décroissante.

1
= —— — 0 donc les suites u et v sont
4dn — 1 n—+oo

bien adjacentes, ce qui impliquent qu’elles convergent vers la méme limite L. [

Pour finir, il est immédiat que v,, — u,

Exercice 3.6.5. [

34+6 1
On considere la fonction f : R — R définie par : f(x) = i et I'on définit la
n)2 + 6u, + 1
suite (uy)n>0 en posant : ug =0et Vn € N, wu,pq = f(u,) = (un) +9 Un + .

O Mon;rer que 'équation 22 — 3241 = 0 possede une solution unique o sur l'intervalle
LIk

[1  Montrer que I'équation f(z) = z est équivalente a I'’équation 23 — 3z +1 = 0.. En

déduire que « est I'unique solution de ’équation f(x) = x dans l'intervalle [O, %] .

Montrer que Vz € [0,a], z < f(z).

Montrer, par récurrence, que Vvn € N, 0 < u, < a.

A Taide de la question 3, donner la monotonie de la suite u.

O o oo od

En déduire que la suite (u,), converge et justifier que sa limite est a.
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Solution.

1
[ La fonction g :  +— 23 — 32 + 1 est continue sur |0, 5 (c’est un polynome),
dérivable sur cet intervalle (c’est un polynome) et sa dérivée vaut ¢'(z) = 322—3 =

1
3(z% — 1) qui est strictement négative sur [0, —|. Par conséquent, la fonction g

1
est strictement décroissante et continue sur {0, 3 donc elle réalise une bijection

1 1 3
de [O, 5} sur f <[O, 5]) = [—g,l}.
3
Puisque 0 € _§’1 , Péquation g(x) = 0 admet une et une seule solution sur

1 1
{0, 5} (existence et unicité de 'antécédent de 0 par g dans I'intervalle {O, 5} ).

3

x>+ 6x+1 i
0 “———— =2 234+6s+1=92 < 23 —3r+1 = 0. Par conséquent,
les solutions de 1’équation f(x) = z sont exactement les solutions de I’équation
g(z) = 0. Comme cette derniere équation admet comme unique solution « sur

1
I'intervalle |0, 5} , on en déduit que « est 'unique solution de I'équation f(z) = x

dans l'intervalle [0, %} .

P =3r+1  g(x)
N 9 9

1
La fonction ¢ étant strictement décroissante sur [0, 5} (question 1) donc sur

[1  On considere la fonction h : z +— f(z) —x

1
[0, ). Comme h(0) = @ =3 et h(a) = @ = 0 (car « solution de I’équation
g(x) = 0), on en déduit que la fonction h est positive sur [0, o], c’est-a-dire que
Ve e[0,a], f(z) >z

[ Onpose (P,):0<u, <a.
Initialisation n = 0: ugp =0 et a > 0 donc 0 < ug < a, ce qui montre que (Py)
est vraie.
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,.1), c’est-a~-dire supposons que

0 < u, < aet montrons que 0 < Uy < @

(un)? + 6u, + 1 <a3+6a+1 B
9 h 9 B

(. J/
~~

=Un+1

1
0<un<a:>§< «
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(a est solution de f(z) = x) donc 0 <

acheéve la récurrence.

< Upy1 < a ce qui démontre (P,41) et

O|'—‘

[] Puisque I'on a Vz € [0,a], f(x) > x, en choisissant = = u,, (ce qui est licite car
€ [0,a]), on obtient f(u,) = up < Upi1 = Up.
—
=Un+1
[1  La suite u est majorée par o (question 4) et croissante (question 5) donc elle
converge et sa limite L vérifie 0 < L < a.
Calcul de la limite : Puisque la fonction f est continue sur [0,a], en passant
a limite dans 1'égalité u,.; = f(u,), on a L = f(L). Donc L est solution de

I'équation f(x) = z. Comme 0 < L < a < 3 la limite L est une solution

1
sur 'intervalle [0 —} de I'équation f(x) = x. La question 2 montre que la seule

solution de cette équation sur cet intervalle est a« donc L = « et la suite u converge

Vers .

Exercice 3.6.7. [1 On considere les suites u, v et w définies par

n 2n _
1 1 wy = 1
X _ _ _ _ _
Vn € N ,un—<§ ) In(n), v, = g » et neN, Wy,

W, _
p=1 7 T w2 4w, + 1

On admet 'encadrement suivant

1
(E):VneN*, In(n+2)—Inn+1) < 1 <Iln(n+1) —1Inn|
n
1. Etude de la suite u.
(a) Donner la monotonie de la suite w.

. 1
(b) Montrer par récurrence que Vn > 1, In(n+ 1) Z - < 1+ In(n).

p

p=1

(c) Montrer que la suite u est comprise entre 0 et 1.

(d) En déduire la convergence de la suite u (on ne demande pas de calculer cette

limite).
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2. Etude de la suite v.

(a) Etudier la montonie de la suite v.
2n

1 1
(b) En majorant —, justifier que Vn € N*, v, < Z _—
p n+1
p=n+1
2n
Calcul . En dédui Vn e N*, v, < 1.
(c) Calculer p:zn;rl o P deduie que vr Un <

(d) Justifier que la suite v converge et donner une majoration de sa limite.

(e) Montrer que Vn € N*,  uy, — u, = v, — In2. En déduire que lim v, =In2.

n—-+4oo

3. Etude de la suite w.

(a) Montrer que Vn € N, 0 < w,, < 1.

(b) Donner la monotonie de la suite w. En déduire la convergence de la suite w et

donner sa limite.

4. Etude asymptotique de la suite w.

1
— Wy 4 | A=
W41 Wp,

(a) Vérifier que : Vn € N,

1
(b) Montrer par récurrence que Yn € N, — >n + 1.

Wn,

(c) En combinant les questions 4.a) et 4.b), établir alors par récurrence que

1 1
YneN*, — < 1 —.
n o n + —i—;k

1
(d) En utilisant la question 1.b), justifier que Yn > 1, — < n+ 2+ In(n).
Wn,

n+2+lnn n+1

(f) Calculer les limites suivantes : lim #, lim — |
n—toon+2+Inn’ notoon+1

En déduire que la suite (nw,,), est convergente et donner sa limite.

(e) En déduire que Vn € N*
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Solution.

1. (a)

3
¥
A

1 "1
Upp1 — Uy = <p21 ]—9> In(n+1)| — (; 5) — ln(n)]
"1 "1
= (;]_)+n+1>_ln<n+l) —[<;§>—ln(n)]
1

o —In(n+1) +In(n) <0 (d’apres I'encadrement (F))

donc la suite u est décroissante.
n

(b) On pose (P,) : In(n+1) < Zl < 1+ In(n).

p=1
1

1
Initialisation n =1 : In1 =0, S=71= 1, 1+Inl1=1doncona
p
=1
1

1
bien In1 < Z — <14 1In1, ce qui montre que (P;) est vraie.

S

p:
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,,,1), c’est-a-dire supposons
n

1
que In(n + 1) < Z — < 1+ In(n) et montrons que

p=1
n+1 1
n(n+2) <> -<1+h(n+1).
p=1 p
n+1 n 1 1
En remarquant que Z - = 2—9 + nr1 on a
p=1 1
"1
In(n+1) < - <1+1In(n) (P,
p=1 pl
In(n+2) —In(n+1) < 1 <ln(n+1)—Inn (F)
n

= In(n+1)+In(n+2)—In(n+1)
~ 1 1
d -+
p=1 pon
n+1

1
& ln(n+2)<2§ <1+In(n+1)

p=1

1 <1+Inn)+Inn+1)—Inn

ce qui démontre (P,41) et acheve la récurrence.
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(¢) La question 1.b) montre que

VneN, In(n+1)—Inn <u,<1=0<u, <1

>0

(d) La suite u est décroissante (question 1.a) et minorée par 0 (question 1.c)

donc elle converge (et sa limite est comprise en 0 et 1).

2. (a) On étudie le signe de v, 1 — v,

Un+1—Un=_Z E—Z Z__Z_

Les indices communs aux deux sommes est constitué des indices compris
entre n + 2 ete 2n. En utilisant la relation de Chasles correspondant a ces

indices communs, on a

e (B2 E ) £

n+2 p2n+1 p=n-+2
1 1 1
= —+ —
2n+1 2n+2 n+1
B 1 N 1 I | 1
 2n+1 2n+1) w4+l 2n+1 2(n+1)
2(n+1)—(2n+1) 1

= St Dent D) i D@EntD )

donc la suite v est croissante.

1 1 1
(b) Pour tout p € [n+1,2n],onan+1<p<2ns — < - < donc en
2n " p n+1
sommant sur [n + 1,2n], on obtient
2n 2n
1 1
ey
P=n+1p p—n+17l+_1
2n
(c) Le terme général de la somme Z étant indépendant de l'indice de

p=n-+1
sommation p, on a simplement

2n

1 1
3 - 2n—(n+1)+1) =" <1=0v,<1
p:n+1n—|—1 n+1 n+1

(d) La suite v est croissante et majorée par 1 donc elle converge et sa limite est

inférieure ou égale a 1.
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(e)

3

Uop — Un = Z - hl 271, — —
L \p=1 p p=1 p

_ )
)] 16

< )] In(2n) +1Inn

2n
1 n 1
= Z +ln< )—Z +ln<):Z——ln2:vn
p=n+1 p 271, p=n+1 p 2 p=n+1 p
Puisque lir}rﬂ Ugy, = lirf U, on ne déduit que liril (ugn, — uy,) = 0 donc
lirf (v, —In2) =0« liIP v, = In 2.

Remarque : cette limite est bien comprise entre 0 et 1,ce qui est compatible

avec la question 2.d).

On procede par récurrence en posant (P,) : 0 < w, <
1 P

et (

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P, 1), c’est-a-dire supposons

1
Initialisation n = 0 : wg =1 donc 0 < wy < o) est vraie.
que 0 < w, <1 et montrons que 0 < w,; < 1.
Pour commencer, w, > 0 et wa +w, +1>1> 0 donc w,; aussi (comme

quotient de deux positifs). Ensuite, puisque 1'on a évidemment w?+w, +1 >

. w . s N .
> 0, le quotient 2—" = wy41 est inférieur a 1 ("le plus petit
wa +w, +1
divisé par le plus grand”), ce qui démontre (P, 1) et achéve la récurrence.
<0
2 ‘
w —wi —w ,
W1 — Wy = 2—” —w, = W, 2"—” < 0 donc la suite w est
w;, +w, +1 \>/O-/wn—i—wn+1
2V ———
>0

décroissante. En outre, elle est minorée par 0 donc elle converge et sa limite

L est comprise entre 0 et 1.

Calcul de la limite : Puisque la fonction = — % st continue sur
24z + 1
[0, 1], en passant a la limite dans 1'égalité w,,; = w%_l_—u:;H, on obtient
L 2 3 2
L = ——&eLl°+L+1)=L&sL°+L°+L=1L

L?+L+1
& P+ 1P=0<L*(L+1)=0&Lc{0,-1}

Puisque L € [0, 1], on en déduit que L = 0 et la suite u converge vers 0.

1 w2 +w, +1 1
= =w, +1+—.
Wn 41 W, Wp,
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1
(b) On pose (P,): — >n+ 1.
e 11 1 ,
Initialisation n =0: — =—-=1et 0+1=1donc — > 0+ 1, ce qui
Wo 1 Wo
montre que (Py) est vraie.

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P, 1), c’est-a-dire supposons

que — > n + 1 et montrons que — >n+ 2. On a
Wn, Wn,
1
—=>n+1 (:Pn) 1 1
Uf” 1 = Zn+24+ — 2>2n+2& >n+2
=w,+1+— Wn41 W, Wn+1
Wn+1 Wn, >0

ce qui démontre (P,11) et acheve la récurrence.

1 no]

(c) Onpose (P,): — <n+1+ —.
Wn, k=1

1
1 1

Initialisationn=1: — =wy+1+—=1+1+1=3et 1+1+ E
W1 Wo

1 11

I+1+1=3donc —<1+1+ > 5 ce qui montre que (P;) est vraie.
wy k=1

Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P, 1), c’est-a-dire supposons

1 1
que — < n+ 14 > — et montrons que

Wn, k=1
1 n+1 1 ntl
<(n+1)+1+ - & <n+2+ —
Wn41 ( ) ; k Wn41 ; k
On a
1 n o1
—<”+1+EE (Pn) "1 "1
W =18 = S Wt lbnt 1) o = watn 424y o
=w,+1+— Wnt1 k=1 k=1
Wn+1 Wn,
. . 1 1
D’apres la question 4.b),ona — >n+ 1< — < donc
W, w, n+1

1 1 " (et
< +n4+2+) —=n+2+) -
Wt Sl Z;k Z;k

ce qui démontre (P,41) et acheve la récurrence.

(d) On a
- <1+1In(n) (question 1.b)
=1 P = — < nt+l+l+lnn = n+2+nn
1 no1 ) Wy,
— <n+1+ > — (question 4.c)
Wn, k=1 k
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(e) On a
1 ) 1
— >n+1 (question 4.b) w, <

— <n+2+Inn (question 4.d) wy > ——

Wy, n+2+Inn
donc

1 1
<

—————— < w, <
n+2+Inn n+1

(f) En multipliant par n 'encadrement de la question 4.e), on obtient

n o o n
n+2+Inn n+1

Calculons maintenant les limites des membres de gauche et de droite de cet

encadrement
n n 1 1
24+ 1nn - 2 Inn - 2 Inn n—:ooizl
= B (PR
n n n n
n n 1 1

n n<1+—> 14 = "7
n n

L’application du théoreme d’encadrement nous donne lim nw, = 1.
n—-+o0o

Exercice 3.6.8. [

Soient a et b des réels strictement positifs.

[1  Montrer qu’on peut définir deux suites (z,,)nen €t (Yn)nen par

2 2
— _b _ 'TTI/ _ n
To=a, Yo =0, Tpt1 = y Ynt1l =
Tn + Yn Tn + Yn

et que, pour tout n € N, z, > 0 et y, > 0.
[0 Prouver que la suite (y, — 2,)nen est constante et déterminer sa valeur.

[0 Etablir que la suite (z,)nen est décroissante, puis qu’elle converge. En déduire que

la suite (¥, )nen est aussi convergente, puis calculer les limites des suites (2, )nen €t

(yn)neN-
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Solution.

[  On montre par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, z,, et y, sont définis
et strictement positifs. C’est vrai pour n = 0, et si c’est vrai au rang n, on a

Tn + yn > 0, donc x,1 et y,,1 sont définis et strictement positifs.

[]  Pour tout n € N, on voit que

2 2
x —_
Tpg1 — Y+ 1= y”zxn—yn.

La suite (x, — yn)nen est donc constante. Sa valeur est donc égale a sa valeur
pour n = 0, c’est-a-dire ro —yop = a —b. En d’autres termes, on a y, =z, +b—a

pour tout n € N.

[0 Pour tout n € N,

Tn+41 o T, <1

Tp Tn+Yn

Y

ce qui montre que la suite (z,)n € N est décroissante. Comme elle est positive,
on en déduit qu’elle converge vers une limite ¢ > 0. Le résultat de la question
[ indique alors que (i, )nen converge vers £+ b —a. Comme la suite (i, )nen est
positive, on obtient aussi £ + b — a > 0. On cherche a déterminer . On a

lim 2,41 = ¢, lim 22 =¢* et lim 2, +y, =2(+b—a.

n—oo n—oo n—oo

Premier cas: a > b. Comme /> a—b>0et20+b—a=0+{+b—a> (>0,
2
on obtient donc ¢ = Ei, puis, comme ¢ # 0, { = a —b. Donc, dans ce cas,
20+b—a

lim x, =a—>5b, lim y, =0.
n—oo n—oo

Deuxiéme cas : a = b. Ici, x, = y, et ces deux suites convergent vers ¢. Si
2

¢ > 0, on obtient que ¢ = 20 ce qui donne ¢ = 2/, impossible pour ¢ > 0. Dans
ce cas, on a donc

lim x, =0, lim y, =0.

Troisieme cas : a < b. Ici, 20 +b—a > 0. Si £ > 0, on obtient £ =2 + b — a,
donc £ = a — b, ce qui est impossible car £ > 0. On en déduit que ¢ = 0. Dans ce
cas,

lim x, =0, limy,=0—a.
n—oo n—oo
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Exercice 3.6.9. [1 Soit a un réel > 0. Pour chaque réel z > 0, on pose
1 a’

[J  Soit A un réel > 0. Montrer qu’il existe une suite de réels (u,),>1, et une seule, telle

que u; = A et, pour n > 2, u,, = f(u,—1). Montrer que, pour chaque entier n > 1,
Uy > 0.

[0 Montrer que, pour chaque entier n > 2 on a u, > a [calculer u,, — a].
[  Montrer que, pour chaque entier n > 2 on a Un,1 > Up.

[] La suite (un)n>1 est-elle convergente? Si oui, quelle est sa limite 7

2
Solution. Soit @ >0, A > 0et f: R\ {0} — R définie par f(z) = % <x + a—).
x

[1  On veut montrer que l'on peut construire par récurrence une suite (u,),>; de
X >

a
réels telle que uy = A et pour n > 2, u, = 3 Up—1 +
Un—1

dans un premier temps, que pour tout x > 0, f(z) > 0 (comme somme de

) . Remarquons,

termes strictement positifs). Le premier terme de la suite u; = A > 0 est donné.
Supposons que l'on puisse construire uy, us,- -+ ,u,_1 et que, de plus, up > 0
pour tout £ =1,--- ,n— 1. Comme u,_ 1 > 0, on en déduit d’apres la remarque
ci-dessus que l'on peut évaluer f en w,_; et que f(u,_1) > 0. On pose alors
Up = f(up—1) et on a u, > 0. Ainsi, on construit par récurrence une suite (u,)n>1

comme demandé dans ’énoncé.

[0 Pour tout n > 2, on a

1 n a? 1 ( 9 n 2 _ o ) 1 ( )2 >0
Up—a = = | Up_ —a = us 4+ a® —2au,_1) = Up_1—a)* > 0.
2 ' n—1 2un—1 ! ! 2un—l !
Ainsi, u,, > a pour tout n > 2.
[0 Pour tout n > 2, on a
1 2 1 1
wir = = 5 (104 ) = 5 (- 2) = 5 (@)
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Comme d’apres la question précédente, u, > a > 0, on a ay < u? pour tout

n > 2. Ainsi, u, 1 — u, < 0 pour tout n > 2; ainsi, u,+1 < u, pour tout n > 2.

[J D’aprés la question 3, la suite (u,),>1 est décroissante (& partir du rang n = 2).

D’apres la question 2, la suite (uy,),>1 est minorée par a. Ainsi, la suite (4, ),>1 est
convergente. Soit ¢ sa limite. Par conservation des inégalités larges par passage
a la limite, on a ¢ > a > 0. De plus, on sait que si une suite de réels strictement

positifs converge vers une limite strictement positive, alors la suite des inverses

. o . 1
converge vers l'inverse de la limite. Autrement dit, on a (— converge vers
Un /) p>1
1 . o
7 De plus, la somme de deux suites convergentes est convergente et sa limite
1 a’

est la somme des limites; ainsi, on a <§(un + —)) est convergente de limite
uy’' /),
' , >1

a
§(€ + 7) D’apres la relation de récurrence que vérifie la suite (uy,),>1, et par

L . . 1 a?
unicité de la limite d'une suite convergente, on a finalement ¢ = §(€ + 7) . En
résolvant cette équation, sachant que ¢ > 0, on trouve ¢ = a.

2.8

Problemes Corrigés

Les résultats des problemes qui suivent peuvent étre considérés comme un prolongement

et une suite logique du cours. Leurs compréhension est, de ce fait, indispensable.

Enoncé 1

Soit (u,)n, € Z". Montrer que la suite (uy,), est convergente si, et seulement si, elle est
stationnaire.
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Si (uy)n est stationnaire, il est clair que cette suite converge. Inversement, supposons
que (uy), converge. Notons ¢ sa limite. Montrons ¢ € Z . Par I'absurde, si ¢ ¢ Z alors
E(l) < ¢ < E(f)+1 donc a partir d'un certain rang E(¢) < u,, < E(¢) +1. Or u,, € Z;
ce qui est absurde. Ainsi ¢ € Z.

Puisque u,, — fet {—1 < { < £+1, a partir d’un certain rang { —1 < u,, < £+ 1. Donc

-1 <u, —¢<1; mais u, € Z et £ € Z donc u,, = £. Finalement, (u,) est stationnaire

égale a (. [

Enoncé 2 (Moyenne arithmético-géométrique) :

0  Pour (a,b) € R*. Etablir : 2v/ab < a + b.

[1  On considere les suites de réels positifs (u,) et (v,) définies par : ug = a, v =10 et

Uy + Uy,

Vn € N> Un+1 = \/UpUp, Upt1 = 9 .

Montrer que, pour tout n > 1, u, < v, Uy < Uptq €6 Vpy1 < Uy .

[J  Etablir que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite. Cette limite commune est

appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b et est notée M (a,b).
[]  Calculer M(a,a) et M(a,0) pour a € R*.

[J Exprimer M(\a, A\b) en fonction de M(a,b) pour A € RT.

[0 Ceci est obtenu en débeloppant (v/a — v/b)? > 0.

Up—1 + Un—1

[0 Pourn=1, u, = Up1n_g < ———5 = tnen vertu de [

[J  Lasuite (u,),>1 est croissante et majorée par v; donc elle converge vers une limite

notée . La suite (v,)nz1 est décroissante est minorée par u; donc elle converge
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Uy, + Up,

2

vers une limite notée /. En passant la relation v, = a la limite, on

0+ 0

obtient ¢/ = doul =10

[l Si b = a alors les deux suites (u,) et (v,) sont constantes égales & a et donc
M(a,a) = a. Si b = 0 alors la suite (u,),>1 est constante égale & 0 et donc
M(a,0) = 0.

[]  Notons (u!,) et (v)) les suites définies par le procédé précédent a partir de u) = \a
et v = Ab. Par récurrence, u), = Au et v/, = Av donc M (Aa, A\b) = AM (a, b).

Enoncé 3 :

[ Montrer que pour tout réel x :

o R n+2%\ | : .
[1  En déduire que lim > F —7 | oun est un entier naturel donné.
p——+00 k=0 2 +1

[J  Posons E(z) =navecn <z <n+ 1.
1 1 1
Sin=2p,onap§g<p+—,p+—§%<p+1,donc

2 2
E(g):p, E(x;—l):p et E<;>+E<x;—1>:2p:E(1’).
Sin=2p—|—1,onap§%§;<p+1,p+1§x7+1<p+%,donc
E<;>:p, E(x_gl):pjtl ot E<;>+E<x;1):2p+1:E(x).

[0 D’apres 1), on a

n+ 2" n2* +1 —k (k1
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On en déduit que

Soit que

Apres réduction

up = E(n) = E (55) =n— B (555 )

A partir d’un certain rang pg, on a 2P > n donc u, = n. Ainsi, la suite (u,) est

constante a partir de pp et on a lim wu, =n.
p—too
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|
Chapitre 3

Continuité et dérivabilité des fonctions

3.1 Limite d’une fonction

Définition. Une partie V C R est un voisinage de xq € R sl contient un intervalle

ouvert de R contenant xg.

Notons par V(xy) I'ensemble des voisinages du point zg. Ainsi, on peut reformuler les

termes de la définition précédente de la maniere suivante :

VeV(xg) <= In€RL :]xg—n,z0+n[C V.

[] Exemple 3.1.1 L’intervalle fermé [—1,1] est un voisinage de 0. En fait [—1,1] est un

voisinage de chaque a €] — 1, 1], mais il ne peut étre ni voisinage de —1 ni de 1. 0

Définition. On dit qu’une fonction f définie au wvoisiange du point vy € R, sauf

peut-étre au point xg, admet une limite £ en xq, st :

Ve >0, 3n >0 tel que |z —xo| <n — |f(x) — €] <e.
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On écrit dans ce cas, lim f(z) = /.

T—To

[] Exemple 3.1.2 Considérons la fonction f(z) = 2z —1 qui est définie sur R. Au point
x=1,ona lirq f(x) = 1. En effet, pour tout € > 0, on a |f(z) — 1| = 2|z — 1| < e si 'on

[

.. € . e
a, a fortiori, |[x — 1] < 7 Le bon choix sera alors de prendre n = 7

Pour montrer que la fonction f n’admet pas de limite au point z, il suffit de prendre la

négation de la définition. D’autre part,

Proposition 3.1.1 Si f admet une limite au point xg, cette limite est unique.

Preuve : Si f admet deux limites £ et ¢’ au point g, alors on a, par définition :

Ve >0 ,3In>0 telque |z —xo|<n = |f(x)—¢ <e/2
Ve >0 , I >0 tel que |z —xo| <7 = |f(x) =0 <¢e/2

Posons n” = min(n,n’), alors

Ve >0, 3" >0 tel que |z —ao| <1’ = [0 <|f(x) =L+ ]|f(z) V] <e.

Comme ¢ est quelconque alors |[¢ — ¢'| < € entraine que ¢ = ¢'. [
[] Exemple 3.1.3 Montrer que lir%cosx = 1. On a|coszx — 1 = |1 —cosz| =
)2 sin? (g) ’ . Mais liIr(l) sin (%) = 0, alors liné |cosz — 1| = 0. D’ou le résultat. [

[] Exemple 3.1.4 Considérons la fonction f dont le graphe a pour allure
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Yy
1
Cs
-’13///'\\//'\\//\ )(U /\\//\\.//\\w
VAR,

™ . . .
Lorsque 0 < x < 5 alors sinz < x < tg x. Comme cosx > 0, on obtient x cosx < sinz <

sin x R
z et alors cosz < —— < 1. D’ou
x

On a la caractérisation suivante, a ’aide des suites, de la notion de limite :

Proposition 3.1.2 Si f € F(I,R) alors lim f(z) = b si et seulement si pour toute

T—X0

suite (zp)pey de L on a: zp =limz, = lim f(z,)=0.

Preuve : On montre 'équivalence dans les deux sens. Condition nécéssaire : Sup-

posons que li_)m f(z) = b et (z,)nen une suite de I. Ceci s’écrit, par définition : Ve >
0,37 > 0V €1, |r—a <y — |f(x)=b)
ng € N tel que pour tout n > ng on a |z, — g
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |f(z,) — b < e. Ce qui signifie bien que la suite (f(z,))

< e. Comme zy = limz,, il existe
n
< n. En récapitulant, on obtient

tend vers 5. Condition suffisante : Supposons que b n’est pas limite de f en xy. La

contraposée de la définition de la limite nous donne 3¢ > 0,Vn > 0, Iz € I, |x — x| < 7
et |f(x) — bl > e. En particulier, pour tout n € N*, il existe x,, € I tel que |z,, — x¢| < -
et |f(x,) — b] > €. Donc, la suite (z,)n,eny admet zy comme limite, cependant, b n’est pas
limite de la suite (f(x,))nen- U
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1
[] Exemple 3.1.5 La fonction f : € R* — sin (—) n’admet pas de limite au point O :
x

Yy
x’ &
T
y/
1 . 1
En effet, considérons les suites x, = — et y, = ———— . Elles convergent toutes
nm 2nm + (7/2)

les deux vers 0 lorsque n tend vers 'infini, et pourtant on a sin(z,) = 0 et sin(y,) = 1.

Comme les deux limites sont défférentes donc f n’admet pas de limite au point 0. [

On est maintenant en mesure de définir les limites a gauche et a droite d’un point donné.

Définition. On dit que la fonction f admet ¢ comme limite a droite de xq, c’est-a-

dire quand x tend vers x§ , si pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel que : 1y < T < To+0

entraine |f(x) — ¢| < e. On notera, dans ce cas :

On dit que la fonction f admet ¢ comme limite a gauche de xq, c’est-a-dire quand

x tend vers xy , st pour tout € > 0, il existe un d > 0 tel que : ©o— 0 < x < xy entraine

|f(z) — 4] <e. On notera, dans ce cas :

lim f(x) = £.

T—T
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1
[J Exemple 3.1.6 La fonction z € R — xsin (—) tend vers 0 lorsque z — 07 :
x

s = osn (2)

Si la fonction f admet une limite ¢ & gauche du point zy et une limite ¢ a droite de xg,
pour que f admet une limite au point xg il faut et il suffit que £ = ¢'.

[l Exemple 3.1.7 Considérons la fonction définie par

1 six>0
flz) = ‘
-1 siz <0
Elle admet 1 comme limite a droite de 0 et —1 comme limite a gauche de 0. Mais elle

n’admet aucune limite au point 0. En fait f n’est autre que la fonction définie sur R* par

=4 O

X

3.2 Continuité d’une fonction

Définition. Soit zo € I. On dit que la fonction f € F(I,K) est continue au point x

si f(x) tend vers f(xy), quand x tend vers xo pour tout x € I, ce qui s’écrit

Jim f(z) = f(zo).
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On peut formuler ceci de la fagon suivante

Ve >0, 3n > 0 tel que |z —xo| <n = |f(z) — f(zo)| <e. I

[] Exemple 3.2.1 Soit la fonction réelle f définie par

1
xsin (—) six#0
x

0 six=0.

)= 10 = [osin (1) < o

Etant donné € € R*, on choisira n = €. Ainsi

fx) =

Au point o =0, on a

| <n = |f(z)— f(0)] <e.

Donc f est continue au point xy = 0. H

2 sont continues en tout point

[l Exemple 3.2.2 Les fonctions Id : # — z et 2 — o
de R. Par contre, la fonction z — /& est continue en tout point de R}. Pour les deux
premieres, on applique directement la définition. Pour la troisieme, on étudie la continuité

au point xy > 0 en écrivant pour tout z > 0

. r — 2o r — T
\/E—F\/l’o T VT .

On a alors clairement lim /x = \/zg. [

T—To

NN

[l Exemple 3.2.3 La fonction f : R — R caractéristique des nombres rationnels définie

par

VeeQ, f(x)=2z, VreR\Q, f(x)=0

est continue en aucun point. []
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Soient f et g € F(I,K) et g € I. Si f et g sont continues en x, alors f + g et fg sont
aussi continues en xy. Si en outre g(xy) # 0 alors la fonction quotient f/g est continue

en Io.

Théoreme 3.2.1 Si les fonctions f et g sont des fonctions réelles continues sur un

intervalle I C R alors les fonctions |f|, sup(f, g) et inf(f, g) sont continues.

Preuve : On a pour tout = € I, ||f(x)| — |f(a)|] < |f(z) — f(a)|, de ceci découle la

continuité de x — |z|. D’autre part, on peut écrire

Sup(f.g) = 3(F +g+17 —gl) et inf(f,9) = 37 +g—1f —g]).

Des remarques précédentes on en déduit la continuité de = — sup(f(x),g(z)) et x —

inf(f(x), g(x)). U

Ces propriétés entrainent que les fonctions polynomes sont des fonctions continues et que

P(z)

tout fonction rationnelle ) P,Q € K[X], est continue en tout point ou Q(z) # 0.
x

Ainsi, toutes les propriétés sur les limites des fonctions sont valables pour les fonctions

continues. Si on se donne une suite réelle (z,), qui converge vers un certain xy et une

fonction f € F(I,R) continue, alors (voir exercices) lir}rq f(zn) = f(z0).

[l Exemple 3.2.4 Considérons la fonction

Discontinuité

a ’origine

f(z) =sin (%) si @ # 0.

A Torigine, considérons une suite de terme général z,, = 1/nmw, n € Z, qui converge vers

0. Or

+1 sin est pair
f(x,) =

—1 sin est impair.

La fonction n’est pas continue en 0 puisqu’elle admet deux limites distinctes. 0

On rappelle qu'un ensemble V est voisinage a gauche (resp. voisinage a droite ) d'un
point x, s’il existe 0 > 0 tel que l'intervalle |zg — 6, o] (resp. [zo, xo + d]) soit inclus dans

0%
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La fonction f est dite continue a gauche en xqy si pour x < x5 on a

lim f(x) = f(zo).

T—Tg

On en déduit que f est continue a gauche en xy si, et seulement si

Ve>0,30 >0, xp—0<zxz<zy = |f(x)— f(z0)| <e.

De méme, la fonction f est dite droite si pour x > xq on a

lim_f(x) = f(x0).

T—Tg

On en déduit que f est continue a droite en x si, et seulement si

Ve>0,30>0, zp<z<zo+d = |f(x) — fxg)] <e.

On en déduit que la fonction f est continue en zq si et seulement si f est continue a

gauche et a droite du point xg.

f est continue en xy <= lim f(x) = lim f(x) = f(z0)-

T—Tg T—T

[l Exemple 3.2.5 La fonction définie par

1 siz>0
H(z) =
0 siz<0

est continue sur R*. Au point z = 0, la fonction H est continue a gauche , mais elle ne
'est pas a droite car lim H(z) = H(0) =0 et lim, H(z)=1%# H(0). [
z—0

z—0~

[ Exemple 3.2.6 La fonction partie entiere E définie pour n entier par F(x) = n si
n < x < n+1 est continue en tout point de R\ Z. Comme E est une fonction en escalier,
elle est continue a droite en tout point entier zy € Z, mais elle ne I'est pas a gauche en

ces points.
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Par exemple, a l'origine, on a lim FE(x)

—1let lim E(z) = E(0) = 0. Les limites
T— z—0
a gauche et a droite sont différentes, donc la fonction E n’est pas continue a gauche de
lorigine. [

Définition. Si la fonction f n’est pas définie au point xo € 1 et qu’elle admet en ce
point une limite finie notée £, la fonction définie par

(f(z) sizel\ {zo}
g(z) =

14

\ si x = xg

est dite prolongement par continuité de f au point xy.

[l Exemple 3.2.7 La fonction

est définie et continue sur R*. Or, pour tout x € R on a |f(z)| < |z| donc lir% f(x)=0
r—
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o) =osin (1)

Le prolongement par continuité de f au point 0 est donc la fonction g définie par :

sin <l) six#0
g(z) = v
0 six = 0. D

Définition. On dit que la fonction [ est continue sur lintervalle 1 si f est continue

en tout point de 1. y
Cy

[l Exemple 3.2.8 La fonction

(1 .
fa) = 23 sin (;) siz#0

0 siz=0 =’ 0 x

S — e (%)

est continue sur tout intervalle fermé centré
en 0. []

Ainsi, si I = [a,b], la fonction f est continue sur I signifie qu’elle est continue en tout

point de l'intervalle ouvert |a, b] et continue & droite en a et & gauche en b.
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Définition. La fonction f : 1 — R est dite uniformément continue sur lintervalle

I sz

Ve > 0,3dn =n(e) >0tel que: |z —2'| <n = |f(z) — f(z')| < e, Vx,z’ €L

Remarquons que le réel 1 ne dépend pas de x. Ainsi toute fonction uniformément continue

sur 'intervalle T est continue sur I. La réciproque est vraie lorsque l'intervalle T est fermé.

2

[] Exemple 3.2.9 La fonction f(z) = z* n’est pas uniformément continue sur R, par

contre elle 'est sur tout intervalle fermé [a,b] de R. En effet, pour tous réel ¢ > 0 et
xo € [a,b], on a
o —ay|l = Jo—wol x4+ wo| < (J2] + [xo]) (|2 — 2ol|)

< 2[bl|z — xo].

€

On choisira 1 indépendamment de x, par exemple 1 = m [

[] Exemple 3.2.10 La fonction f(x) = x? n’est pas uniformément continue sur 'intervalle

[1,400[. En effet, considérons les suites x,, = n + — et y, = n On a toujours
n

Fn) = F)l =2+ 25 > 2

1
bien que |z, — y,| = —. Aucun nombre 7 ne peut correspondre a € = 2.
n

[] Exemple 3.2.11 La fonction f € F(I,K) est dite k-lipschitzienne d’ordre a € R},

si pour tous x1,xs € I, il existe une constante £ € R tel que

|f(z2) — f(z1)| < K|z — 21|,

Toute fonction k-lipschitziene d’ordre a, 0 < o < 1, est uniformément continue, puisque

pour ¢ un réel positif donné, on peut choisir n = /k indépendamment de x. [
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Théoréme 3.2.2 [Valeurs intermédiaires]. Si f : [a,b] — R est une fonction

continue, alors f atteint toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b) :

Ve € [f(a), £(b)], 3xo € [a,b] : f(xo) = c.

Intuitivement, le graphe de la fonction f ne présente aucune discontinuité entre les points

A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)) :

Une variante au théoreme des valeurs intermédiaires, qui permet de résoudre certaines

équations numériques, est donnée par :

Théoréme 3.2.3 Si la fonction f est continue sur [a,b] et si f(a).f(b) < 0, il existe

alors au moins un point un xy €|a, b| tel que f(zo) = 0.

Si f est strictement monotone sur [a, b], le point z( est unique.

Dans l'exemple suivant, on cite les diverses méthodes de résolutions d’une équation

numérique.

[] Exemple 3.2.12 Considérons une fonction monotone et continue sur [a,b] telle que
f(a).f(b) < 0. Il existe une solution unique zy de I"équation f(z) = 0 sur [a,b]. Pour

estimer convenablement la racine xg, plusieurs méthodes de résolution sont suggérées.

b
[l Méthode de dichotomie : On choisit le milieu a+

“;b Si f(a).f (“*b

b b
{a,f (a; )] Sinon xg € {f (a;— ) ,b}. L’intervalle ou se trouve zg sera

retenue et on repete la méme opération jusqu’a ce que la précision soit suffisante.

de 'intervalle [a, b] et on cal-

cule f < < 0, la racine x est a chercher dans l'intervalle

[l Méthode du point fixe : On exprime la fonction f sous la forme f(x) = p(x) —a.

Résoudre 'équation f(z) = 0 revient a trouver le point fixe xy de I'équation ¢(z) =
x. Ceci est possible lorsque ¢ applique l'intervalle [a, b] dans lui-méme et s’il existe

une certaine constante k telle que |¢'(z)| < k < 1 pour tout = € [a, b]. La suite (x,),
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déterminée par une valeur initiale choisie sur [a,b] et par la relation de récurrence

Tnr1 = p(x,), converge vers la solution de ’équation xg.

[l Méthode de Newton-Raphson : Supposons quune valeur approchée z; de z

soit connue. L’abscisse zy de 'intersection de la tangente a la courbe I'y au point
Mo(z1, f(z1), est une nouvelle valeur plus précise de zy. En répétant ce procédé, on

construit une suite (z,), qui converge vers zy. Les termes de cette suite, comme on

f'(xn) .

peut le constater sont donnés par la récurrence x,,1 = x,, —
[1 Exemple 3.2.13 La fonction f(z) = 23 —
2242 est continue sur U'intervalle [—2, 1]. Comme
f(=2).f(1) = =2 < 0, I’"équation f(z) = 0 ad-
met au moins une racine sur Uintervalle [—-2, 1], & . o .

savoir, xo = —1,76929 : La racine z( est l'inter- /

section de la courbe €y et I’axe des abscisses. ]

Proposition 3.2.4 Si f : [a,b] — R est une fonction continue et strictement crois-
sante (resp. strictement décroissante), alors f est une bijection de [a, b] sur [f(a), f(b)].

La bijection réciproque f~! est continue et strictement croissante (resp. décroissante).

Preuve : Faisons la démonstration dans le cas ou f est strictement croissante quite a

remplacer f par —f. Comme x € [a,b] alors f(x) € [f(a), f(b)] donc

f(la, b)) < [f(a), F()].

Mais f prend les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b), ainsi f([a,b]) = [f(a), f(b)].
L’application f est surjective. De plus est injective. Donc f est une application bijective
de [a, b] sur [f(a), f(b)]. Soient a, 8 € [f(a), f(D)] tels que o < 3. Posons z = f~!(a) et
y=f1B). Onaa= f(x), 3= f(y). Siy <z alors f(y) < f(z) c’est-a-dire 3 < «a ce
qui contredit I'hypothese. Donc x < y cest-a-dire f~(a) < f~1(8). Ainsi, 'application
f~! est strictement croissante. Montrons maintenant la continuité de f~! en tout point
Y0 €]f(a), f(b)][. Posons zg = f~(vy) donc v = f(xg) et a < xg < b. Choisissons 1 et 7,
de [a, b] equidistants du point zo qui sont e-équidistants Soient §; = f(11) et Bo = f(n2).
On a f(a) < 31 <7y < B2 < f(b). Siy € [B1, 5] alors f~1(y) € [, n2]. Posons § un réel
positif majoré par les nombres positifs |y — 51| et |70 — [a]. Alors, on a

ly—1| <6 = m<y<m = |fy)—f () <e
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D’ott la continuité de f~! au point ~y. La démonstration pour vy = f(a) ou o = f(b) se

traite de la méme fagon ou plus simplement. [

Cette proposition reste valable dans le cas ou l'intervalle de définition est semi-ouvert, ce

qui peut se reformuler ainsi :

Proposition 3.2.5 Si f : [a,b[— R est continue et strictement croissante, alors f est
une bijection de [a, b[ sur [f(a), liIil_ f(@)[.

3.3 Fonction dérivable

La dérivée d’une fonction renseigne sur certaines particularités de son graphe. Elles

permet d’identifier, entre autres :

[1  Pour quelles valeurs de son domaine de définition la courbe croit ou décroit ?

[J  Quels sont les extremums relatifs (locaux) ou absolue (globaux) de la fonction ?

Définition. Soit xg € 1. On dit que [ est dérivable au point zy si son taux

d’accroissement au point xg

Tj 0, = f(x) — f(zo)

L — I

tend vers une limite finie quand x tend vers xy et x # xy. Cette limite s’appelle la

dérivée de f en xg et se note f'(xg).

Ainsi, en posant x = z¢+ h, h # 0, on a

h
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On peut encore écrire

f(zo +h) = f(xo) + hf'(x0) + he(h), lime(h) = 0.

[1 Exemple 3.3.1 Soit f la fonction réelle définie sur R par f(z) = 2%, La dérivée de

f en un point = € R est

oo fle+h)—flx) . (x+h)? -2
o) = g HEET I i B
. 2zh+h )
= i S = gt 4
= 2z. [

En général, si f(z) = 2™, n € N, alors

(wn)/ — nxn—l. I

[] Exemple 3.3.2 Soit f(x) = sinz, la dérivée de f au point x est

, . sin(x+h)—sinz . sinxcosh+cosrsinh —sinx
fay =~ h
. cosh—1 | sin h
= lim ————sinz + cos .
h—0 h
Or,
. sinh . cosh—1
i i

on obtient alors f'(x) = cosz. On procede de la méme fagon pour calculer la dérivée de

la fonction z — cosz. Ainsi

(sinz)’ =cosx et (cosz) = —sinz. [

Définition. La fonction qui a tout x de 1 associe f'(x) dans K s’appelle fonction

d
dérivée de f et se note [’ ou d_f
x
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[] Exemple 3.3.3 e Soit la fonction f définie par
1
xsin <—) six#0
x

0 six=0.

oy =sin (1) - Leos (1)

M0 -0) (1),

flx) =
Six#0,ona
Au point x =0, on a

1
Mais sin (ﬁ) n’admet pas de limite, lorsque h — 0, puisqu’il oscille entre —1 et +1. [

Notation de Landau :

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un point zg € I. On dit que g est

négligeable devant f quand x tend vers z si lim,_.,, g(z)f(z) = 0. On note dans ce

g =0(f) quand = — x. I

Ainsi, L’écriture €(h) = 0(1) quand h — 0 signifie que £(h) est négligeable devant 1 c’est

cas

a dire que £(h) tend vers 0 quand h tend vers 0. Avec cette notation, on peut écrire

f(zo + h) = f(zo) + hf'(zo) + hO(1), h — 0. I

Proposition 3.3.1 Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Preuve : Si f est dérivable au point g, alors pour tout A > 0, il existe (h) tendant
vers 0 avec h tel que f(xg+h) — f(zo) = h[f'(z0) +€(h)]. D’ou }Lir% f(xo+h) = f(x).U

Définition. La forme linéaire

dfz, : h — hf'(x) I

est dite la différentielle de f au point xq.
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Il est évident que pour les petites valeurs de h, df,,(h) donne une approximation excellente

de f(zo +h) — f(o).

[l Exemple 3.3.4 Pour illustrer une application facile de cette idée, on va utiliser la
différentielle pour donne une valeur approximative de /4,1. Pour cela considérons la
fonction f(z) = /xr et &y = 4. Donc f(4,1) — f(4) ~ f'(4) x 0,1. Ainsi /4,1 ~

1
ﬁ.o, 1+ 2=2,025. La valeur actuelle de /4,1 est 2,0248...[]

Interprétation géométrique :

Soient My = (o, f(z0)) € Cret M = (z, f(x)) € €. La quantité, dite taux d’accroissement

de f au voisinage de z

S )
bro = T Ty

représente la pente de la droite MyM. Si ce quotient a une position limite quand z — x,
x # x9, la droite MyM tend vers une limite appelée tangente a C; en M et la pente de

cette tangente est f'(xg). L’équation de cette tangente est donc

y — f(xo) = f'(z0)(x — o) I

[] Exemple 3.3.5 Soit la fonction f définie par

22+ 3
floy = Y22

La pente de la tangente au point My(1,2) € C; est

P = g YEEREES 72 g 0 5h =2
= h =0 (L h) (/A + 243421+ k) 2

3
La tangente a C; au point M est la droite d’équation y = _53: + 3"
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3.4 Extension de la notion de dérivée

Si le taux de variations Ty ,, de f au voisinage de x( tend vers 00, on dit que f admet

une dérivée infinie et on note

f'(xo) = to0. I

La tangente a la courbe €, au point zy, est dite tangente verticale.

[l Exemple 3.4.1 La fonction f : x — 2 definie sur R est dérivable et bijective.
Sa dérivée est cependant nulle en 0. Sa fonction réciproque f~' : & — x'/3 n’est pas
dérivable en 0. La tangente a la courbe C;-1 au point 0 est I'axe des ordonnées donc

(f71)(0¥) = £oo. Le point 0 est un point singulier pour la courbe C;-1.

[J Exemple 3.4.2 Considérons la courbe C; représentative de la fonction f(z) = x%/3.

Au point My = (0,0) € €, on a f'(0) = limy, o h~/3 = +oo. La tangente au point My &
la courbe €y est parallele a I’axes des ordonnées. Le point M est dit point singulier de
la courbe € L[
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Définition. Pour x > xq, on dit que la fonction [ est dérivable a droite en xy si

1im+ T} ., existe et est finie.

I—>$0

Pour x < x, on dit que la fonction f est en xy si lim T}y, existe et est finie.

T—T

On note, dans ces cas :

m F(x) — f(xo) m f(w)—f(wo).

fi(xo) = 1i et f/(wo) = li

ac—m;flj' L — Lo T—Ty r — Xy

La dérivée de f au point z, existe si et seulement f;(zo) et f;(ro) existent et sont égales

f est dérivable au point zy <= f/(z0) = fj(x0) = f'(z0)

Si les dérivées a gauche et a droite existent et sont différentes, ils existent alors deux

demi-tangentes a la courbe C; au point (zg, f(x¢)) dit point anguleux , comme on peut

le constater sur le graphe ci-dessous.

[J Exemple 3.4.3 Considérons la fonction f(z) = |z* — x| qui est définie sur R. Elle
admet deux point anguleux, a savoir 'origine (0,0) et le point (1,0). Au point (0,0) on
a f'g(0) = —1et f;(0) =1. Au point (1,0) on a f'g(1) = —1et fj(1)=1:

Yy
Cs fx) = |z* — | I
* 7 % 7
Y 4 Y 4
N 7’ N (4
2, N
x’ T
0 1
A Porigine on a deux demi-tangentes, a savoir, y = x et y = —z. Au point (1,0), on aussi

deux demi-tangentes d’équations : y =z —1let y = —x + 1. 0
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Il est clair que si la fonction f est dérivable en xg, f est continue en xy. La réciroque est

fausse :

[] Exemple 3.4.4 La fonction f : R — R définie par f(z) = |z| est continue au point
0 par contre elle n’est pas dérivable en ce point car elle admet des dérivées différentes a
gauche et a droite f;(0) = +1# f;(0) = —1. [

3.5 Opérations de dérivations

Soient f et g deux fonctions définies sur 'intervalle I C R a valeurs dans K et xq € 1. Si

les fonctions f et g sont dérivables en xq, alors

[0 Somme : La fonction somme f + g est dérivable en zy et on a

(f +9) (o) = (f' + g') (o). I

00 Produit : La fonction produit fg est dérivable en zy et on a

(f9)'(wo) = (f'g + fg’)(x0). I

O Quotient : si g(xg) # 0, la fonction fg est dérivable en z( et on a

() = (%)

En particulier

0 Dérivée de la composée de deux fonctions : Soient J un intervalle de R, f :

I—Jetg:J— K. Sifestdérivable en xy € I et g dérivable en f(xg), la fonction

composée go f : I — K est dérivable en x et

(go f)(xo) = g'(f(x0))-f'(x0)- I
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0 Dérivée de la fonctions réciproque : Soient J un intervalle de Ret f: 1 — J

une bijection continue. L’application réciroque f=1 : J — I est aussi continue sur J.
Si f est dérivable en xg € T et si f/(zg) # 0, alors f~! est dérivable en yo = f(x0)
tel que

1
(f7)(yo) =

£ (o)

[] Exemple 3.5.1 Soit g: x € R — 2%, a € R, alors

(%) = ax>1.

sin
[] Exemple 3.5.2 Soit la fonction f(z) = tgz. En écrivant f(x) = ' :c’ on trouve
cos x

que

1
fl(x) =1+tg?x = .

cos? ¢

La dérivée [ de f € F(I,K) est une fonction sur Uintervalle I. Si f" est dérivable a
2

son tour, sa dérivée notée f” = —— est dite dérivée seconde de f. Cette notion se

généralise a l'ordre n. Ainsi la dérivée d’ordre n de f est définie par

(n—1)

F(z) = (F"Y)(x) = (z). U

dx

[] Exemple 3.5.3 Soit la fonction f(x) = sinz définie sur R. Les dérivées d’ordre 1 et

2 sont

f'(z) = cosx = sin <x + g) et f"(z) = —sinz =sin (m - 2%) .

Par récurrence la dérivée d’ordre n de f est

sin(™ (z) = sin <zc + n%) .
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[] Exemple 3.5.4 Considérons la fonction

1
x—>f(x):2x+2x2+1+2arctan( x)
1+

et montrons que f"Y(z) = A,()(z +1)" ot 4, est un polynoéme de degré n. Pour ce

faire, on doit raisonné par récurrence. Pour n =1, on a

2(x? +1) — 22(2 1 1 —2 —2x(1+ 2
) = (x* 4+ 1) — 2x(2z + )+2 . _ (1 + 2x)
EEEaE (o) TeF
1+
1+
Le polynome Ay(x) = —2x(1 + 2x) est bien de degré 2. Supposons le résultat établi
A, . ,
jusqu’a l'ordre n c’est & dire que f"~Y(x) = % ou A, est un polynome de degré
x n

n, alors f™(x) = A (2)(z* + 1) — 2nz A, (r)(z* + 1)"*1. Posons A, 41 (z) = A, (z)(z? +

1) —2nxA,(x). Sile terme de plus haut degré de A, est a,x™, celui de A, est na,z" ™! —

2na,z" ! = —na,x"*! donc A, est effectivement de degré n+ 1. [J

3.6 Théoréemes de Rolle et des Accroissements finis

Soient I =|a, b[ un intervalle ouvert de R et f € F(I,K). Fixons un point z sur I. On

dit que la fonction f admet un maximum (resp. minimum ) relatif au point xq s'il

existe un intervalle ouvert J C I centré sur z, tel que

Vo €], f(x) < f(zo) (resp. f(z) = [(x0))-

On dit que la fonction f présente au point xy un extremum, si elle admet un maximum

ou un minimum au point x

Proposition 3.6.1 Soit f une fonction définie sur I'intervalle |a,b[. Supposons que

f présente un au point xy. Si f est dérivable au point x alors f'(x¢) = 0.

Preuve : Supposons que 'extremum en question est un maximum. Il existe alors un

intervalle J C I contenant xq tel que le taux d’accroissement au voisinage de xy a le signe

Tteo >0 stz <

Ttao <0 six> 0.
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Comme f est dérivable en z alors f'(zg) = lim 7},,. Dans les deux cas, on obtient que

T—To

f'(z0) > 0et f'(xg) <0. Donc f'(zo) =0. [

Remarquons tout d’abord qu’une fonction peut admettre un extremum en un point sans

qu’elle soit dérivable en ce point, par exemple f(z) = |z| et o = 0.
La réciproque de la proposition est fausse comme on peut le constater si I'on considere la
fonction f(z) = 2®. Au point = 0, on a bien f/(0) = 0 et pourtant f ne présente ni un

maximum ni un minimum a lorigine.

Les points ou la dérivée de f est nulle sont appelés points critiques. Il s’agit en fait des

points ou la fonction f est stationnaire.

Théoréme 3.6.2 (Rolle). Soient I = [a,b] et f € F(I,K) une fonction continue sur
la, b] et dérivable sur ]a, b telle que f(a) = f(b) = 0. Il existe alors un nombre ¢ €|a, b
tel que f'(c) = 0.

Preuve : Suposons que la fonction f est non
nulle sur I, sinon tous les points conviennent.
Supposons qu'il existe = €a, b[ tel que f(z) >
0. Posons M = sup,c(,; f(7) > 0. Comme
f est continue, la valeur M est atteinte par
f en un point ¢ € [a,b] tel que f(c) = M.
Comme f(a) = f(b) = 0, alors ¢ €]a,b] et f

présente un maximum au point c¢. D’apres la

proposition précédente on a f'(c) =0. [

Supposons que f ne s’annule pas aux points extremes a et b. En appliquant le théoréeme

de Rolle a la fonction auxilliaire

p(x) = f(z) = fla) = f(b) = fla)b—a(z —a),

on obtient la formule des accroissements finis, a savoir :
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Théoréme 3.6.3 (Accroissements finis). Soient I = [a,b] et f € F(I,K) une

fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b[. Il existe alors un nombre xy €|a, b|

f(b) = f(a) = (b —a)f'(zo). I

Preuve : La fonction ¢ est continue sur [a, b, dérivable sur |a, b] et p(a) = ¢(b). D’apres

tel que

le théoreme de Rolle, il existe xqy €]a, b[ tel que p(zy) = 0. Ce qui donne le résultat. [

Ce résultat s’interprete géométriquement. Soit €y la graphe de la fonction f d’extrémités
les points A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)). 1l existe au moins un point M = (zo, f(x)) ou

la tangente a C; soit parallele a la corde AB :

[1 Exemple 3.6.1 Montrons que v/1+z <1+ g, x > 0. Posons f(z) =+/1+ z, alors

1
f(x) = W et f(0) = 1. Pout tout x > 0, on applique la formule des accroissements
x
— f(0 1 1
finis a U'intervalle [0, z], il existe z €]0, z[ tel que @) = J(0) = f(xg) =

—_ < .
x—0 Vi4+xg 2

Ce qui donne la résultat. []

Le théoreme des accroissemnts finis se généralise ainsi :

Théoréeme 3.6.4 (Accroissements finis généralisés). Soient f et g deux fonc-
tions continues sur I'intervalle [a, b] et dérivables sur |a, b| telles que ¢'(x) # 0 sur cet

intervalle et g(a) # g(b). Il existe xy €a, b] tel que

f(b) — f(a) o J'(z0)

g(b) —g(a)  g'(z0)

Preuve : 1l suffit d’appliquer le théoreme des accroissemnts finis a la fonction

Comme conséquence a cette généralisation, on obtient la regle de 'Hopital qui s’énonce

ainsi :
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Regle de ’'Hopital. Supposons que les fonctions f et g sont dérivables sur I'intervalle

la, b[ tel que ¢'(x) # 0 sur |a, b| et que
/

i L),

z—at ¢'(2)

(L fini o1 égal & + o0).

Alors on a

lim 1) _ iy L@

z—at+ g(x) T aoat g'(x) o

dans les cas suivants :

0
O lim f(x)= lim g(x) = 0. Indétermination de la forme 0

r—at r—a

0 lim+ flz) = lim+ g(x) = £oo. Indétermination de la forme >
T—a T—a o0

Le méme résultat subsiste lorsque x — b~. Toutefois b peut-étre infini.

[l Exemple 3.6.2 L’expression suivante présente une indétermination de la forme %, la
regle de I’'Hopital nous donne :
2¢ —m (9] 2

lim = lm ——— = —00.
z—(n/2)~ COSZx z—(r/2)~ —2cosxsinx

Un exemple ou I'indétermination est de la forme coco est donné par

. (2] .. 2x . 2
lim z%e® lm — = lim — =0.
T—+00 r—+4o00 e’ z—+o00 eT

1818

Soit o > 0. L’expression x“/nz présente au voisinage de 07, une indétermination de la

forme —0 x oco. Alors

2]
. L] oo .

lim z%nz = lim — = —q lim 2™ =0. [0
z—07F z—0+ fnx 0+

Les formes d’indétermination suivantes seront étudiées dans les exemples qui suivent :

Forme indéterminée 0.c0 : Si lim+ f(z) =0et lim+ g(x) = oo. On écrit dans ce cas, le

r—a

. o f () 9(x)
roduit f(x).g(x) sous la forme d’un quotient, a savoir f(x).g(x) = ou ——.
produit £ (x).g() (@)0() = 0 o T
Forme indéterminée co — oo : lim+ flz) = lim+g(a7) = oo. La différence f(x) —

1/g(x) —1/f(x)
1/(f(x)-g(z)

On se ramene ainsi a la forme

g(z) peut s’exprimer sous la forme
indéterminée 0/0.

Formes indéterminées de la forme 1°°, o0, 0% : On se raméne aux cas précedent
en écrivant f(z)9®) = exp(g(x)fnf(x)).
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[l Exemple 3.6.3 Soit a calculer ¢/ = lin71r (:c — g) tg x qui présente une indétermination

:c—>§
de la forme 0.co. On se ramene a la forme 0/0 en passant au quotient
00 r—IZ 0
¢ = lim (m—ﬁ> tgx[(]:} lim 2 [%}—lim sinz = —1.
T3 2 T—3 cothz r—3

[] Remarque : La réciproque de la régle de 'Hopital est fausse comme on peut le

constater si I’on prend

2 sin 1 i
glx) ==z et f(z) = o (x) He 7o

0 six = 0.
1 ! 1
On a bien lim m = limxsin | — | = 0. Par contre, le quotient f'z) =2zsin|— | —
=0 g(x)  2—0 T g () x
1
cos [ — ) n'admet pas de limite lorsque x — 0. Pour cela choisissons une suite (x,) qui
x
tend vers l'infini telle que =, = —. On a alors = (=1)""* dont la limite est
nm g'(xn)

+1 ou —1 suivant que n est paire ou impaire. La limite n’est donc pas unique, de plus

lim f(z) # lim f(z) H

0 gz) 7 o gi(a)”

3.7 Etude globale de fonctions

Soit f une fonction définie sur I. On dit que le graphe de f possede une branche infinie

en xo € I'si z ou f(x) n’est pas borné quand x tend vers .

Si le graphe de f possede une branche infinie en zy € I, et si la droite OM joigant 1’origine
au point M (x, f(x)) a une position limite D quand z tend vers g, on dit que D est une

direction asymtotique du graphe de f en zy. Par exemple la fonction x — x sinz sur R

n’a pas de direction asymtotique en oo, par contre la fonction £ — sin x admet comme

direction asymptotique 1’axe des abscisses.

Lorsque le graphe €; d'une fonction f s’approche a l'infini de celui d'une droite A
d’équation, cette derniere est dite asymptote a la courbe €;. On distingue trois types
d’asymptote :
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[0 Lorsque lirrl}C f(x) = oo, la droite d’équation x = k est dite asymptote verticale ou

que la courbe €; admet une direction asymptotique parallele ¢ 'axe des ordonnées.

[0 Lorsque lim f(x) = h, la droite d’équation y = h est dite asymptote horizontale

ou que la courbe €y admet une direction asymptotique parallele ¢ I’axe des abscisses.

[1 Lorsque la fonction f s’écrit sous la forme f(x) = ax +b+ g(x) avec lirin g(z) =0.

La droite A d’équation y = ax + b est dite asymptote oblique a la courbe Cy. Les

coefficients a et b sont donnés par les formules suivantes

lim M

b= mkrirlw[f(w) — azx].

Remarquons qu'une courbe admet au maximum deux asymptotes obliques.

[] Exemple 3.7.1 Cherchons les asymptotes & la courbe représentative de la fonction
202 — 1+ 2
fla) = 3 =202
x4 —5r +6

est une asymptote horizontale a la courbe Cy. D’autre part, le dénominateur de f(z)

On remarque que lirin f(x) = 2. La droite d’équation y = 2

s’annule pour z = =3 et x = 2. Comme lim f(x) = too et lim, f(x) = £oo, les droites
z—3 r—2

d’équations = = 3 et & = 2 sont des asymptotes verticales a la courbe €;. [

[] Exemple 3.7.2 Cherchons les asymptotes & la courbe représentative de la fonction
22 —br+1
g(x) = ———¢ qui est définie sur R \ {6}. Le dénominateur de g(x) s’annule pour

xr = 6. Comme limi f(z) = +o00, la droite d’équation z = 6 est une asymptote verticale
z—6

Donc

a la courbe C,. Par identification, la fonction g s’écrit g(z) = =z + 1 +
x‘ J—

lirf lg(z) — (x + 1)] = lim = +oo. La droite d’équation y = x — 6 est une

rT—00 I —
asymptote a la courbe €,. [

Le théoreme des accroissements finis nous permet d’étudier le sens de variations d’une

fonction f sur un intervalle I.

Corollaire 3.7.1 Pour qu’une fonction f soit constante dans I’ intervalle I, il faut et il

suffit qu’elle ait une dérivée nulle en tout point de I.

111



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

Preuve : La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons que
f'(x) = 0 pour tout x € I. Soient x; et xy deux points distincts de cet intervalle. Il existe

§ €lwg, 11[C I tel que f(w1) — f(wo) = (21— 20) f'(§). Or f'(€) = 0 alors f(z1) = f(xo)

pour tous xg et 7, € I. [

Corollaire 3.7.2 Pour q’une fonction dérivable f soit croissante (resp. décroissante)
dans un intervalle 1, il faut et il suffit que f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) en tout point x
de L.

Preuve : Supposons que la fonction f est croissante et soit zy € 1. Pour tout = distinct

f(@) — f(2o)

de zy, on a > 0 donc f’(zg) > 0. Supposons que la dérivée de f est

T — T
positive dans l'intervalle 1. Soient zy et x; deux points de Uintervalle I avec xq < x7,
alors f(x1) — f(zo) = (z1 —20)f'(§) > 0, £ € I. Donc f(z1) > f(zo) et f est croissante

sur I. [

Corollaire 3.7.3 Soit f une fonction dérivable dans l'intervalle I. Si f'(z) > 0 (resp.

f'(z) <0 ) pour tout x € I, alors f est strictement croissante (resp. décroissante) dans I.

Preuve : Supposons que la fonction f est croissante. Soit xy € I. Pour tout x distinct
f(@) — flxo)
r — 2o
dans lintervalle 1. Soient’ zy et x; deux points de l'intervalle I avec xq < =z, alors

f(x1) = fzo) = (21— 30) f'(§) > 0, £ € I. Donc f(x1) > f(xo). U

de zg, on a > 0 donc f'(zg) > 0. Supposons que la dérivée de f est positive

La réciproque de ce corollaire est fausse. La fontion z — 2 est strictement croissante

dans R et pourtant sa dérivée s’annule au point x = 0.

[J Exemple 3.7.3 Soit la r | —oo 1 +o00
fonction f(z) = —2%5. Elle / - -

est définie, continue est stri- f'(=)

ctement décroissante sur R\ _1 +o0

{_1} car f/(I) - _(1_;,_1:0)2 f(aj)
< 0. Ci-contre, Le tableau

de variation de cette fonc-

tion.
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Mais lim f(x) = —1. De

r—=+o00
méme lim f(z) = —o0
r——1"
et xl}r_ri+ f(r) = +o0. La Asymptote verticale

courbe € admet une asym- z=-1 :

ptote verticale x = —1 et x

une asymptote horizontale
y = —1. Son centre de
symétrie est (—1, —1). Elle

coupe les axes des coordon-

nées a l'origine (0,0). [

z—1

[J Exemple 3.7.4 Considérons la fonction f(r) = — 3 Son domaine de définition
x‘ J—
o , —2?+2r -6 ,
est Dy = R\ {—V6,V6}. Sa dérivée est f'(z) = BCEGEE qui est du signe du
numérateur —z? + 2z — 6. Mais le descriminant de ce dernier est A = —20 < 0, donc

son signe est celui du coefficient de —x?. Ainsi, f/(z) < 0 et la fonction est décroissante

. o . L 1
sur son domaine de défintion. De plus, on a lim f(z) = lim — = lim — = +oo. Le
r—=+o00 r—+o00 [)j'2 r—to0 I

tableau de variation de f est :

I I
x | —oo -6 V6 +o0
f(a) . : :
0 +o0 +oo
f(x)
—00 —00 0
Comme lim  f(z) =4+ooet lim f(z) = doo, les droites x = —/6 et x = /6 sont
r—(~Vo)* v (Vo)£

des asymptotes verticales a la courbe C;. De plus, il n’a pas d’asymptote oblique car le
degre du numérateur est inférieur a celui du dénominateur. La courbe coupe l'axe des y

au point (0, 6) qui est un centre de symétrie :
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)
4
1
\ 2
- &,
| \J \;
T—f6—5_ 4 3|2 10 ri~2|3 4 5 6
N 3 \
AW E °
\ | 1E
e N -2 £ o
> |! > P
o (Il o |ll
58 -3 A
o) joN
g £
7 z
< -4 <
5
: z® —3 : P
[J Exemple 3.7.5 Soit f(z) = 5 Son domaine de définition est Dy = R\ {2}
x _—
24 3
et sa dérivée f'(x) = % s’annule en z = 1 et x = 2. Dong, la fonction f est
x —
strictement croissante sur | — 0o, 1{U]3, +00[ et strictement décroissante sur |1, 2[U]2, 3].
La courbe € présente un minimum local au point (3,6) et un maximum local au point
: : : : 1
(1,2). De plus JE?_ flz) = JE?_ 5 = et xli)n; flz) = xll)rg 5 = +oo. Le
tableau de variation de f est :
I
x — 00 1 2 3 +oo
’ | — — 0
I () + 0 +
f(z) / \ /
—o0 —o0 6

La courbe € prend l'allure suivante
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Yy

Asymptote verticale
Az =2

: /|l/ Asymptote oblique
//:, : Ajry=x+2
s~ 1
. |
/L : l
/]\l |
A
&1 ! 13 T
T |12
I
I
I
I

On remarque que f(z) =2+ 2+

1

t al li — 2)] = 1l
' ‘ | e aorsm_l)rin(?o[f(x\) (z+2)] I_l}rinoox‘_2
La droite d’équation y = = + 2 est une asymptote oblique a la courbe Cy et la droite x = 2

est une asymptote verticale. [

3.8 Etude des fonctions usuelles

Toute application f € F(I,K) strictement croissante ou strictement décroissante sur
I'intervalle I est injective. Dans ce cas, la fonction f serait une bijection de I sur son
image f(I) dans K.

3.8.1 Fonctions £ — sinx et £ — cos

Les applications x — sinx et x — cosx sont définies et indéfiniment dérivables sur R.

Elles vérifient, pour tout x € R :

cos?x + sin’x = 1, |cosz| <1 et |sinz| <1.
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D’autre part, si a,b € R vérifient a® + b*> = 1, il existe alors ¢ € R tels que a = cos ¢ et

b = . De plus, elles sont 27-périodique.

cos(x + 2m) = cos(x) et sin(x 4 27) = sin(x).

La fonction & — sin x est impaire par contre x — cosx est paire :

cos(—xz) =cosx et sin(—x) = —sinz.

Leurs dérivées premieres sont :

o/ .
S1INn & = COS T et cos’a: = —S1ina.

Pour tous x € R et n € N, Les dérivées suscessives des deux applications sont :

™

sin™x = sin <m + n§>

iy
cos™ x = cos <:1: + n§> .

Comme, x cos z est une fonction paire donc I’axe des ordonées est un axe de symétrie. De
méme, la fonction x — sinx est impaire, le point (0,0) est un centre de symétrie. Les

courbes représentatives des deux applications sur U'intervalle [—m, 7], d’amplitude 27 ont

T — sinax T — COSXIT I

pour allures :
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Enfin, on a les égalités utiles suivantes :

cos(2x) = 2cos’z — 1 =1 —sin’z et sin(2x) = 2sinx cos x.

3.8.2 Fonction x — tgx

sin x

L’application z — tgx = est indéfiniment dérivable sur R\ {x cx £ g mod. 7T} :

COS X

La courbe représentative de x — tg x, qui est une fonction impaire, admet (0,0) comme

point de symétrie et a pour allure :

N[
|5

Sur son domaine de définition sa dérivéee est

1
tg'r =1+ tg2x = >— > 0.
cos2 x

De plus, la tangente d’une somme ou d’une différence s’expriment sous la forme :

tgxr —tgy
1 —l—tgactgy.

tgxr +tgy

tg(xz +vy) = tg(x —y) =

1-— tgwtgy’
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En particulier,

3.8.3 Fonction x — arcsinx

T
L’application z € [—§,+§] — sinz € [—1,+1] est continue et strictement crois-

sante donc bijective. La fonction x — arcsinz est définie sur [—1,+1] comme fonction

T
réciproque de la fonction sinus f : x € [—1,+1] — arcsinx € [—5, —i—ﬂ . Ainsi, pour tout

. . , . T
x € [—1,+1], le nombre y = arcsin z est 'unique réel tel que siny =z et y € [—5, +§]
On a alors ’équivalence

xr = siny

y = arcsinx <

T
D’autre part, la fonction x — arcsinz est dérivable sur l'intervalle ]——, — [ En effet,

posons f(x) = arcsinz donc f~'(z) = sinxz. Comme (f~!)(x) = cosz alors f'(z) =
1 1

. . m
= qui a un sens car |arcsinz| < 5

cos(arcsinz) /1 — a2

1
(arcsinz) = —= >0, |z| < 1.

V1—x2

La fonction x — arcsin x est une fonction strictement croissante sur U'intervalle | — 1, 1[.

L’allure de la courbe représentative de f est donnée par
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IE

f(x) = arcsin(x)

|
ISIE

[ Exemple 3.8.1 Donnons-en une simplification de I’expression tg (arcsinz). Si I'on
T

pose t = arcsinx, alors x = sint car t € [—5, 5] Mais sur cet intervalle on a cost > 0

sint x
et donc cost = /1 — 22, Ainsi tg (arcsinz) = tgt = =

cost /1— 22

—-1l<z<1. [0

[] Exemple 3.8.2 Cherchons I'équation de la tangente a la courbe C; représentative de

la fonction f(x) = arcsing au point xy = —1. Puisque f(—1) = arcsin (—% = —%. La
x 22\ 2 2
pente de la tangente en ce point est arcsin <§> = (1 — Z) 1 = ﬁ La
tangente au point g = —1 a pour équation y = (i) (r+1)— T 0
V3 6
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3.8.4 Fonction x — arccosx

L’application = € [0,7] — cosz € [—1,+1] est continue strictement décroissante donc

bijective. Son application réciproque, notée f : z € [—1,+1] — arccosz € [0, 7] vérifie

T = cosy

0<y<m.

Yy = arccosxr <—

Son graphe prend l’allure

f(x) = arccos(x) I

Donc z — arccos x est une fonction strictement décroissante sur l'intervalle | — 1, 1].

m T
[] Exemple 3.8.3 Pour tout 2 € R on a |arcsinz| < 7 Les arcs <— — arcsin :c) et

arccos xr sont compris entre 0 et 7 et ont le méme cosinus. Comme la fonction cosinus est
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injective sur l'intervalle [0, 7], les arcs sont égaux et alors

™
arcsin x 4 arccos r = 5.

[] Exemple 3.8.4 Montrons que

arccosx > /1 — 2%, x€]—1,1].

Pour cela, considérons la fonction y = f(z) = arccosx — /1 — 22 qui admet sur | — 1, 1]
x r—1
la dérivée v/ = — + = < 0sixz € —1,1[. La fonction
Y V1i—22 1 —2a? V1 — a2 | |

est décroissante donc pour tout x €] — 1,1 on a f(x) > f(1) = 0. Clest le résultat
cherché. [

3.8.5 Fonction x — arctan x

T
L’application x € [—5, 5} — tga €] — 00,400 est continue et strictement croissante
T
donc bijective. Sa bijection réciproque, notée f : x €] — 0o, +o0[— arctanx € [—5, 5],

est continue et strictement décroissante, car (tg )’ = 1 + tg 22 donc

Ainsi on a I’équivalence suivante

r=tgy
y = arctanz <

L’allure de la courbe réprésentative de y = f(x) = arctanz et son tableau de variation

sont donnés par
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y Asymptotes horizontales :
f(x) = arctan(x) y = T ot y = ™
. 2 2
2
x’ 0 T
Cy
=
y/
. P . m 7T N . N
Les doites d’équations y = 5 et y = —— sont des asymptotes horizontales a la courbe Cy.

[] Exemple 3.8.5 On vérifie de la méme facon que

six >0

| 2
arctan x + arctan (—) =
T <0
—— sz .
2

[] Exemple 3.8.6 Montrons que

r—1 s
arctan = —— +arctanz, x> —1.
r+1 4

-1
—arctan z. Sur 'intervalle | — 1, 4+00[ on a f'(x) = 0 donc f est

Soit f(z) = arctan ’
T

une constante sur cet intervalle qui est égale

f(0) = arctan(—1) — arctan 0 = —%.

Donc f(z) = —% sur Uintervalle | — 1, +oc[. [
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3.8.6 Etude des fonctions logarithmes x — #n(x)

Transformé des produits en somme, des puissances en produits c¢’est la tache remarquable
d’une (et une seule) fonction qui sera On définie, non par une définition directe, mais a
partir de sa dérivée. L’intérét d’une telle fonction n’est pas des moindres puisque, parfois,

on rencontre des graphes dont 1’axe des ordonnées et du type In f(x).

Définition. La fonction f : x — {n(z) appelée logarithme népérien de x est

définie pour tout = € R telle que :

Sa courbe représentative prend l’allure suivante

Tangente au point (1,0) .

f(z) = fn(z) I

Ceci est déduit de son tableau de variation :
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T 0 —+o0o

f'(x) =1/ +

f(x) = £n(z) /

— OO

La fonction /n réalise une bijection de R’ dans R.De plus, L’application # — fn(zx) est

. ) 1
concave car sa dérivée seconde est négative f’(z) = —— < 0 et on a, pour x >0 :
x

In(x) <z —1. I

Proposition 3.8.1 La fonction x — ¢n(x) est un isomorphisme du groupe multipli-

catif (R4, .) sur le groupe (R, +). Donc

In(zy) = €n(x) + In(y), =,y € R;. I

Preuve : Considérons la fonction F'(x) = ¢n(xy) qui vérifie F'(1) = ¢ny. Sa dérivée par

rapport a x est égale a

F(z) = [tn(ay)) = 2L = 2.

Ty @
La fonction F' et la fonction /n(z) ont la méme dérivée, leur différence est alors une
constante, a savoir ¢n(zy) = m(z) + A\, A € R. Or, F(1) = fn(y) = n(l) + A = A. D’ou

le résultat énnoncé. [

1
En posant y = — pour x # 0, on obtient
x
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T 1
Comme — = z.—, alors
Yy Yy

) = fn(x) — m(y), z=,y > 0.
Yy

In(z") = rén(x), x > 0. I

D’apres la courbe représentative de la fonction logarithme, il existe une seule valeur telle

Enfin, pour r € Q, on a

/n(x) =1, qu’on notera e. Donc

In(e) =1 et e~2,718. I

Si u est une fonction dérivable et u(x) # 0 pour tout x, alors

/

(enjul)’ = =
u

C’est la dérivée logarithmique de wu.

[] Exemple 3.8.7 Considérons aa fonction f(z) = n (\/x —a++Var—b),x>a,x>b

Posons u = v/z — a + v/z — b, la dérivée de f est alors

() =

u_ Vr—a++vr—b
« T Ve aE - DWe—at (oo b)

, x>0, x#1, séerit

1
[] Exemple 3.8.8 Considérons la fonction f(z) = ¢n '%
-V
1+ V& 1

;L .
et u' = ———— ce qui donne

11—V Va(l —z)

f(x) = {nlu| avec u =
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En générale, soient uy, us, - -+ ,u, des applications dérivables et strictement positives sur
un intervlle I et oy, a9, -+, o, des réels. Posons f = uf'us?,--- ,u%". La dérivée loga-

rithmique de f est

£ I

=« +as—+---a,—.
R fa

La dérivée logarithmique est un moyen adéquat pour calculer la dérivée d’une application

qui s’exprime essentiellement a ’aide de quotients, de produits et de puissances.

Proposition 3.8.2 On a les limites utiles suivantes,

£
lim ¢n(z) = +oo, lim fn(z) = —oco et lim n(z) =0t.
et z—too

x— 100

Preuve : Dans la premiere limite puisque x tend vers +oo, on peut utilise I'artifice
suivant : Lorsque x tend vers 'infini on peut écrire x > 2" pour un certain entier n. Donc
(n(x) > nfn(2) qui tend vers l'infini avec n puisque fn(2) ~ 0,6931 > 0. La deuxieme
limite est une conséquence de la premiere en faisant un changement de variable X = —.
x
Pour la derniere limite, on remarque que la courbe représentative Cy, f(z) = ¢n(z), admet
au point z = 1 une tangente d’équation y = x—1 et que cette tangente se trouve au dessus

de la courbe. Donc fn(x) < x — 1 pour tout z > 0. De méme, on a In(y/x) < /r — 1
pour tout z > 0. Ainsi /n(r) = 2/n(/7) < 2(yx — 1) < 2y/z, ot In(z)
lim fn(z)

Tr——+00 €T
des abscisses. [

2
< — donc

NS

= 0. La courbe €; admet une branche parabolique dans la direction de ’axe

1 1
[l Exemple 3.8.9 Calculons la limite suivante ¢/ = lim | —— — —— |. En posant
s—1\z—1 {n(x)
x = 1, on obtient la forme indéterminée oo — oco. Or,
01 1 1 1 —x+1+m(z) . —1+1/x
=lm|(—————| = Ilim = lim
s=1\z—1 In(z) z—1  (x — 1){n(z) o—1 (=1 4+ (n(x) — 1/x)
—1/2? 1
= lim —/x = ——. [
=1 (1/x+ 1/22) 2
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Au voisinage de 400, certaines fonctions tendent vers l'infini mais pas avec la méme
rapidité. Ainsi, on peut comparer la fonction fn(z) avec les fonctions puissances. Plus

précisément, si a > 0, on a

In(x) = 0(x*), x — +oo.

En effet, lorsque x tend vers +o00 on a £ qui tend vers +oo et alors

Inx 1 In(x)™
lim — = — lim (z)
z——+oo ¢ o z¥—+oo %

= 0.

On dit dans ce cas que les puissances 'emportent sur le logarithme. On a, de plus les

limites usuelles suivantes

. Mm(l+x)
lim —~ =

. fn(z) :
1, lim =1, lim zfn(x)=0".
x—0 xr z—1gp — 1 r—0+

La deuxieme limite est une conséquence de la premiere qui découle, elle aussi, de la
définition de la dérivée de la fonction mx au point 1, qui est égale a 1. De plus, pour

a>0et >0,0na

P (x) 0

lim z*|¢n(z)[? =0, lim
z—0 x—-+oco T

[1 Exemple 3.8.10 Lorsque x — 0, alors les expressions suivantes : x?/n(z), \/z¢n(x)

et 2/n*(z) tendent vers 0. D

3.8.7 Etude des fonctions exponentielle x — exp(x)

L’application réciproque de la fonction /n(z) est continue, strictement croissante. On

Iappelle fonction exponentielle et on la note x — e*. Elle est définie sur R a valeurs

sur |0, 4+o00].
etV = e%e? et (%) =e® > 0. I
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Ainsi, on a I’équivalence

y=e* <= x=4In(y).

Sur le graphe de la fonction x — e”, on voit bien que

lim e* = 400 et lim e* =0.

r—+00 r——00

(n(e”
Comme e” tend vers +oo avec x alors (m ) tend vers 0 lorsque z tend vers I'infini. Alors
e
. . €
lim —=0 e lim — = +o0.
r—+o00 er r——+00 I

Donc, La courbe de f : 2 — exp(x) admet une branche parabolique dans la direction de

I’axe des ordonnées dont l'allure est

Yy
f(z) = exp(x) I
Cy
_/1
x’ 0 T
y/

[ Exemple 3.8.11 La fonction f(x) = ze** admet pour dérivée f'(z) = e*’ +z.2ze”" =
¢*’ (1 + 2x). De méme, la fonction g(z) = (exxfl)? admet pour dérivée

) = L(e*+ 1) +2(e"+ 1)z _ e+t
[(e” + 1)2]2 (er41)3
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[l Exemple 3.8.12 En probabilité, on a affaire avec la densité de probabilité de la

loi normale donnée par :

Les constantes p et o sont dites moyenne et variance de la loi. Par un changement de

. — M N N s el s . .
variable z = , on se ramene a la densité de probabilité de la loi normale centrée

1

Sa dérivée est f'(z) = ——x f(x). Elle est strictement croissante sur I'intervalle | — oo, 0f
o

et strictment décroissante sur l'intervalle |0,4o0[ et admet un maximum pour z = 0.

L’allure de sa courbe représentative (o = 0.5) est :

14

o =0.5 I Cff
x’ 0 x
I

De plus, elle est positive, paire et continue. [

1
[J Exemple 3.8.13 Soit f : z +— /|z(x — 2)| exp <—) Elle est dérivable sur R\ {0, 2}.
x

La dérivée de Inf(x) s’écrit

f/(x)_ r+1 1_ 72 -9 , - 29
o ety 2 Zery e SO=angy
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La dérivée seconde de f sur R\ {0, 2} a pour expression

-2 —a* + 627 + 8z
o/ (@) +
22(x +2) zt(x +2)?
2(z* + 4z + 2)

B x*(z + 2)? f(@).

f"(z) f(x)

La comparaison de ce calcul avec celui de la méthode directe de dérivation, renseigne sur
I'utilité de la dérivée logarithmique puisque la présence de la valeur absolue n’arrange les

choses dans le cas du calcul directe. UJ

[1 Exemple 3.8.14 Les fonctions suivantes f(z) = <1 + E) et g(z) = (tgz)'8 2
x

. ™ o o
présentent respectivemet, lorsque x tend vers oo et <§> , les formes indéterminées 1°°
et oo’. Pour cela, On exprime ces fonctions en terme du logarithme et de I'exponentielle,

on trouve f(z) = exp [xﬁn <1 + %)] et g(x) = exp [tg (2z)¢ntg (x)]. Enfin, on se ramene

aux cas précédents : lim <1 + E) —exp(a) et lim (tgz)8 @) =1 [
T

[] Exemple 3.8.15 Etudions les variations de la fonction suivante et tracons son graphe

Cette fonction est définie, continue et dérivable R\ {0}. C’est une fonction paire, il suffit
1

de I'étudier sur [0, +o00[. Sa dérivée sur R\ {0} est f'(z) = 2 exp (——2> Cette dérivée
x

est positive si x €]0,4o00[. La droite y = 1 est une asymptote horizontale a la courbe C;

car lorsque x — 00, 1/2% tend vers 0 et f(z) tend vers 1. Le tableau de variation de

la fonction f sur l'intervalle|0, +o00| est

z |—oo 0 oo
f'(x) - +
1- 1-
f(=)
o+
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Sa Courbe représentative C; prend 'allure suivante

La fonction f admet comme prolongement par continuité au point 0, la fonction définie

1 :
o(2) = exp (—;) sixz#0
0 si z # 0.

par

[] Exemple 3.8.16 Etudions les variations de la fonction suivante et tracons son graphe
f(z) = (22* — 3z)e **!

Cette fonction est définie, continue et dérivable R. Sa dérivée sur R est f/'(x) = (—22% +
7z — 3)e ! et a le méme signe que celui de —2z% + 7z — 3 qui s’annule pour z = 1/2
et z = 3/2. La limite de f & —oo est lim f(x) = lim (2% —3z) lim e *"! = +o0.
D’autre part, la fonction f présente unezﬁl_dogterminatzfgn_aoe la forme —ifgo_;o 0 a +o00. Pour

trouver la limite de f a +o00, effectuons le changment de variable z = 2¢ pour obtenir :

2 2
. . t 6 . t . 6

La courbe €y admet ’axe des abscisse comme asymptote horizontale et I’axe des ordonnées

comme direction asymptotique. Le tableau de variation de la fonction f sur R est
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T | —oo 3 oo
f'(x) -4 0 -
+o00 9;—2
o™\ /TN
e 0

Sa Courbe représentative C; prend 'allure suivante

1
La courbe €y admet un minimum global, le point <§, —\/E) et comme maximum local le

point (3,9¢72). Elle passe par 'origine et coupe I'axe des abscisses au point (3,0). l
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3.8.8 Généralisation de ’exponentielle x — exp, « :

Soit a > 0, on appelle exponenielle de base a, la fonction notée exp, définie sur R par

Vr €R: exp,(z)= e

Elle vérifie :

O exp,(z+y) = exp,(r) exp,(y).
0 exp(0) =1, expo(l) =a, exp,(s) = ¢

[1 La fonction exp, est dérivable de dérivée pour tout x € R

exp! (x) = €n(a) exp,(x). I

[]  Lorsque a # 1, la fonction exp, est bijective et sa réciproque est la fonction /n,.

3.8.9 Généralisation du logarithme * — fn,x :

La notion de logarithme népérien se généralise dans une base quelconque a € R . Posons

n,(z) = , x>0.

Toutes les formules vues pour le logarithme népérien s’applique au logarithme en base
quelconque. Lorsque a = 10, on est en base décimale. La dérivée la fonction x — fn,(x)
est

(fnglz]) =

Soit a € R, , posons

a® = e:ﬂ@n(a)7 reR.

On vérifie facilement les expressions suivantes

(a®) = a®n(a), a**¥ =a®a¥, (a®)¥=a"¥, a *=1la®.
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[] Exemple 3.8.17 Soient a > 1 et o deux réels. Discutons le nombre de racines

positives de I'équation a® = z®. Cette équation s'écrit e®™@) = 2™ soit xin(a) =
aln(x), fna # 0. Le nombre de racines est déterminé par le nombre de points d’intersectin

de la courbe C, f(z) = %(x)’

pour dérivée sur l'intervalle ]0, 1{U]1, +o00] f/(x) =

avec 'horizontale y = La fonction f admet

a
In(a)
—1+ (n(x)

[fn(2)]?
avec f(e) = e. La fonction f est décroissante sur |0, 1[N]1, e[ et croissante sur |1, 4o00]

qui s’annule pour x = e

et admet un prolongement par continuité en 0 . De plus, on a lim f(z) = —oo et
z—1-
1i1r{1+ f(z) = 400, la droite d’équation x = +1 est une asymptote verticale a la courbe Cy.
m(x
Comme lim (z) =07 alors lim f(z) = 4o0.
T——+00 €T T——+00
Tableau de variation et courbe €y : Le tableau de variation de f sera alors
T
x 0 1 e +oo
0
f'(z) - .
0 +00 “+o0
f(x)
—00 e

Le graphe de f prend l'allure
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Asymptote verticale : © = 1

Sur le graphe ci-dessus, on en déduit qu'on a : une solution si @ = e fn(a) ou a < 0.

Deux solutions si a > e ¢n(a), aucune solution si 0 < a < e ¢n(a). [

3.8.10 Fonctions * — sh « et £ — ch x et leurs inverses

Posons, pour z € R,

Leurs dérivées successives sont

(shz) =chwx et (ch )’ = sh . I

On vérifie d’autre part la formule suivante

ch 2z —sh %z = 1.
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La fonction x — sh z est une bijection de R sur R continue et impaire. Elle strictement

croissante de dérivée sh’(x) = ch x > 0.

Sa fonction réciproque, notée x — argsh = est aussi continue strictement croissante de R

sur R.

y=argshxr <= <« = argshy.

d d 1
D’autre part, si x = sh y alors or ch y et A Or,chy >0et chy=+1+ 22
dy der chy

donc

La fonction z — ch x est une bijection de [0, 4o0[ sur [1,4o00[, continue et strictement
croissante car ch’(x) = sh x > 0. Sa fonction réciproque, notée z — argch x, est aussi

continue strictement croissante de |1, +oo[ sur R*. Ainsi, y = argch z,z > 1 si et seule-

d

ment si r = chy,y > 0. Alors—x:shyet — =——0r,poury>0onachy>0et
dy dr  shy

ch y =1+ 22. Donc

.. e’ e’ , )
Au voisinage de +00, on a sh x ~ — et ch x ~ —. Les courbes représentatives des deux
’ 2 2

e’ e’
fonctions sont asymptotes a la courbe d’équation y = 5 avec sh x < 5 < ch z.

—Z —T

5

€ (&

et ch ~

Au voisinage de —oo, on a sh ~

Au voisinage de 0, on a sh ~ z; la premiere bissectrice d’équation y = x est une tangente
2
. . . x
d’inflexion. De méme ch x ~ 1 + 5

Les courbes représentatives C; et C, des fontions f : + — ch x et g : © — sh x prennent

les allures suivantes
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Les courbes représentatives des fontions réciproques f=! : o — argchx et ¢g7! : 7 —

argsh x sont les symétriques par rapport la premiere bissectrice des courbes €y et C,. Par

ailleurs, on peut exprimer, les fonctions inverses en terme de la fonction /nz, a savoir

argsh ¢ = fn(x + vx2+1) et argchx =4fn(zx+ +vx2-1), x> 1.

Pour montrer, par exemple, la premiere égalité, remarquons que si x = sh y alors ch y =
V1+ 22 et alors €Y =sh y+ch y = 2+ va? + 1 soit que y = argsh z = In(x + V22 + 1).

3.8.11 Fonctions x — th x et son inverse

La fonction L
sh x et —e "t
cx—thx = =
/ chx et —+—7

est une bijection de R sur | — 1, +1], continue et indéfiniment dérivable

Elle est impaire et lim th x = 1. Au voisinage de 0, on a th z ~ z. Donc la premiere
r—+00
bissectrice d’équation y = x est une tangente d’inflexion. On vérifie, par ailleurs, que

pour tout z € R on |th x| < 1.
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L’allure de la courbe € représentative de la fonction f : 2 — th x est

La fonction réciproque a x — th z, notée xr — argth x, est aussi continue strictement
croissante de | — 1,4+1[ sur R. Ainsi, y = argth z, |z| < 1 si et seulement si x = th y.
Alors

dy dr  1—th?y 1—2%

dy 1 1

Donc

|| < 1.

9
_1132

On a d’autre part :

Le graphe de f~!': z — argth x a Pallure symétrique a celle de la courbe C;.
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3.9 |Exercices Corrigés

Exercice 3.10.1. [1 On considere la fonction f définie par :

T

Trar 070

fz) =

0 siz=0

[l Montrer que |f(z)| > || pour tout x # 0. En déduire que f est continue & I'origine.

O Calculer f5(0) et f;(0). La fonction f est-elle dérivable au point z = 0.

Solution. Pour calculer les dérivée & gauche et & droite a l'origine, on utilise la

définition usuelle de la dérivée en ce point.

[l Six#0, lafonction f est continue et

14+ (14 1)ex

f(l’): (1+651')2

< 1let il
1+ el/z 1+el/

< |z|. Don

D’autre part, comme 1 + e'/* > 1 donc

alors lir% f(x) =0= f(0). Ainsi f est continue au point 0.

[0 Les définitions des limites & gauche et & droite nous donne

v J@—fO) 1
Jal0) = Jim = = e
o F@ =) 1
L0 = M == = i e =

On a utilisé le fait que lim e'/* = 400 et lim e'/* = 0.

z—0t z—0~
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Exercice 3.10.2. [1 En utilisant la définition de la dérivée d’une fonction, calculer

les limites suivantes | Vi " -
. — cos /& . arctanx — %
lim ———~ et lim ——M*2

z—0 €T z—1 z—1

Solution. La dérivée d'une fonction réelle f au point o est donnée par f'(zy) =
x)— f(z

T ()

T—x0 r — To

1— —
[1  Posons f(x) = cos/z, alors f(0) =1 et lin%%ﬁ = — lin%w =
1si 1 i
—f(0). Or f'(x) = __sm\/? Et donc f/(0) = —= lim MMVT _ 2 La limite

SN

1— 1
cherchée est lim M = —.
x—0 xr 2

[1  Posons g(x) = arctan z, alors g(1) = % Ce qui donne

. arctanz — % g(x) —g(1)
_ - 4 _ AT A St A
liy = I S - 0
1 1 arctanz — & 1
’ o / 1 / _ - : 4 _
Org(x)—1+x2etg(O)—}:Lnig(x)—Q.Doncglcl_)rr% " 5

Exercice 3.10.3. [1 Calculer les dérivées des fonctions suivantes

3

f(z) = (sinx + /(4 + x2)] ", g(z) = (cosh)®™’*, z R,

et
2x

h(x) = (1 + x*) arcsin (m

) x €] —1,1][.

Solution. On utilise les regles de dérivation usuelles dans chaque cas.
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Soit que

f’(x):§ [Cosx+4j_x ] (Sinx+€n(4+x2)]

7 2

O La fonction g peut s'écrire g(z) = (coshz)®’s = ecos’wtnch zev@) ayec y(z) =

cos? xfnch z. Et alors ¢'(z) = v/'(x)e’™@. Or,

h
V'(z) = [ —2cosasinalnch z + cos? z ] .
chx
Donc
3 cos? x
g(x) = - (— sin 2x/nch x + cos® tanh) [ch x]

9 2
[l Posons v(z) =1+ 22 et w(z) = 1.2 +xx2. Alors v'(x) = 2z et w'(z) = A=)
w/(2)
VT— a2

par son expresssion et en tenant compte du fait que x €] — 1,1[ on trouve :

2
h'(x) = 2x arcsin (1 +xx2) +2

D’ou i (z) = /() arcsin u(x)+v(z) . Enfin, en remplagant chaque terme

Exercice 3.10.4. [1 Soit la fonction définie sur R par

1
T arctan (—) six#0
7r 93

fz) =

0 six = 0.
[ Montrer que f est continue au point z = 0.

[J  Déterminer la dérivée a droite f5(0) et la dérivée a gauche f4(0) de f au point z = 0.

La fonction f est-elle dérivable au point z =0 ?
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Solution.

1
aretan ()| < 7. Done |(@)] = farctan (T)| < 12,
T 2 T T 2

et alors lir% f(z) = 0= f(0). Par conséquent la fonction f est continue en x = 0.
T —>

[J Pour tout z € R on a

1
[0 Lorsque z — 0%, arctan (—) — g et alors

T
fa(0) = hf& w = % lilrgl+ arctan <§> )

1
La dérivée a droite de la fonction f est f;(0) = 7 De méme, lorsque z — 07,

1 T
arctan | — | — —5 et alors

x
— f(0 1 1
1(0) = lim @) = J(0) = — lim arctan (—) :
z—0~ x—0 T z—0- T
La dérivée a gauche de la fonction f est f7(0) = —12. Comme les deux dérivées

ne sont pas égales, la fonction f n’est pas dérivable au point x = 0.

Exercice 3.10.5. [

0 Soit f(x) = z|x| une fonction définie sur R. Montrer que la fonction f est dérivable

sur R et calculer sa dérivée.

[1 On considere la suite de fonctions (fi)ren, de la variable x, définies par :
fo(x) =tn|z| et fr(x)= fro1(x+1) = froa(z), Vk e N

Démontrer que la fonction f; a pour dérivée au point x

(—1)kk!

fe(x) =

z(x+1)---(x+ k)
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Solution. Pour calculer la dérivée au point 0 on utilisera la définition.

[0 La fonction f est donnée par
2?2 sizeR*
—2? sizeR.

Ce qui donne
2¢  six e RT

f'(x) =

—2xr sixeR™.

Au point x = 0 on a

%(J:(O)‘ = |z|. Donc f’(0) = 0.

, 1
[0 Pourk=0et k=1 ona fi(z)=((nz|) = - et

o1 1 (=1l
A=~ = sy

Supposons que la relation encadrée dans I’énoncé est vrai a l'ordre k, alors

fin(z) = filz+1) = fi(z)

- (Z1)kk! (—1)kk!

T e+ D) +2)- - (rtEk+1) a@+l)---(z+k+1)
B (—1)kEk! 11

o (z+)(x+2) - (w+ k) [:E+k:+1 93]

(=) (k +1)!
zx+D)(x+2)--(x+k+1)

Exercice 3.10.6. [1 Calculer la dérivée logarithmique de f(z) = (z — 1)(z + 2)3.
En déduire la dérivée f'(z).

Solution. Pour z > —2 et x # 1, on a

Mmf(z) = fm(r—1)*—x+2)>3
= 2/m(x —1) — 3ln(x + 2).
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! 2 3
En dérivant les deux membres, on obtient (@) = — . Donc, en multipliant
flz) -1 x+42
—22% 4+ 72 —5
les deux membres par 'expression de f(x), on obtient f'(x) = QE :54
x

Exercice 3.10.7. [0 Soit la fonction
. (1) |
xésin | —) siz#0
T

0 sixz=0.

Montrer que f est dérivable sur R et que f’ n’est pas continue en x = 0.

Solution. Notons que la fonction f est impaire et qu’elle est dérivable en tout point
1 1

non nul. Pour = # 0, sa dérivée est f'(x) = 2xsin <—) — cos (—) D’autre part, en
x x

majorant le taux d’accroissement au voisinage de 0, on obtient
0 <|f(z) = f(0)z = 0] = |f(z)z] = |zsin (1z)[ < |z.

Donc f/(0) = 0. Par suite f est dérivable en = 0. Pour étudier la continuité de f” au

. . . . 1 .
point 0, considérons la suite de points x,, = —, n > 1, qui converge vers 0 lorsque n
nm

tend vers I'infini. On obtient

—1 sin est pair
f/(2a) = — cos(nm) = (—1)"*! = e
+1 sin est impair

La suite (f'(x,)), ne converge pas puisqu’elle admet deux limites distinctes. Par suite

f' n’est pas continue en x = 0.

Exercice 3.10.8. [1 Soit la fonction ¢ définie sur R* par : o(x) = == [(1 + z)" — 1],

T

n € N*. Déterminer le prolongement par continuité de .
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Solution. En appliquant la formule du binéme au terme entre crochets, on obtient
1 Cl

o(z) = 3 [C)+ C2z + -+ C"~1z"~1]. Donc lir% o) = 7" = g La fonction ¢

définie sur R par

p(r) sizeR*
plr) =

n
~ sizx=0
5 si x ,

prolonge la fonction ¢ par continuité.

Exercice 3.10.9. [1 Soient n € Net f, : R — R une fonction définie par :

3 (.’I? + 1)2n+1 4 (.T o 1)2n+1
fn(x) = (x T 1)2n+1 — (x _ 1)2n+1'

[0 Montrer que la fonction f, est continue pour n fixé sur R.

[1 Montrer que, quelque soit x, la suite (f,(7))nen a une limite f(z) a déterminer.

Solution. La fonction f, est une fraction rationnelle dont le dénominateur n’a pas
de zéro réel. C’est une fonction continue sur R. Remarquons que la fonction f,,
o . r—1 . :
pour n fixé, est impaire. Si x > 0, posons u = T qui vérifie |u| < 1. Par suite
x

lim v?*"™ =0et lim f,(z) =1. Six =0, 0n a f,(r) =0 donc lim f,(z) = 0. Par
n—oo n—oo n—oo
suite

1 siz>0

f(x)=lm f,(x)=q¢ 0 siz=0
n—oo

-1 sixz<0.

La fonction limite f n’est pas continue en 0.

Exercice 3.10.10. [J Soient les fonctions ¢ et 9 définies sur R* par :

o(z) = Tsin (%) et (z) = = sin <1> ?

T T
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Déterminer leurs prolongements par continuité sur R.

Solution. On sait que |p(x)| < |z, alors lli% ¢(z) = 0. La fonction ¢ définie sur R
par :
o(x) sizeR*
¢(x) =
0 siz=0,
prolonge la fonction ¢ par continuité. La fonction ¢ ne peut étre prolongée par con-
tinuité sur R car ¢ n’a pas de limite en 0. Pour le voir, prenons xz, =

n2n—1
2

(2n—1)m

m. Suivant que n est paire ou impaire, on obtient

Alors (z,) = (—1)

lim,, oo ¥ (z,) = Fo0.

Exercice 3.10.11. [1 Soient f et ¢ deux fonctions numériques n fois dérivables

telles que f© = f et ¢(® = g. On note par f* la dérivée d’ordre k de f.

[J Soit & < n. Démontrer la formule de Leibniz sur la dérivée d’ordre k& du produit de

deux fonctions

(F X g)® = Tk _, CLpMgte.

[0 Pour tout n > 0, on pose

L,(z) = ex% (e7*a™).

Montrer que L, (z) est un polynome dont on calculera le degré et le ceefficient de

son terme de plus haut degré ?

Solution.

[J L’égalité cherchée est vraie pour k = 0, car (f x g)° = f x g = CJf0gO.

Supposons que 'égalité est vérifiée a 'ordre k et montrons la a 'ordre k + 1.
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!/

En effet, on a (f x g)**) = [(f x g)* ) . Soit en considérant I’hypothese de

récurrence
L /
( x g = [Zm g ]
p:
k
_ ZC?? ( FO+D gb=p) | f<p>g<k+1—p>]
p=0

k
_ f(O)g(k+1 +Z C’p 1+C:n f(p k+1—p)_'_f(k+1)g(0).
p=1

Or,sil<p<konaCl '+C}=C}, etcommel=Cy)  =CF onretrouve

bien I’égalité cherchée.

[0 Par application de la formule de Leibniz on a

Z(jg(e—x)(p) > (xn)(n—p)]
p=0

> Cr(=1)Pe mn—1)--(p— 1)#]

Ln(z) =

n

|
= S (-vrersar.
p:

p=0

Donc

Lo(z) = i(—l)pcp (nl)’

= " ()?(n —p)!

L, (z) est bien un polynéme dit de Laguerre. Il est de degré n et le ccefficient de

P,

son terme de plus haut degré est (—1)*.

Exercice 3.10.12. [J

[0 Soit g(x) = zsin z la fonction définie sur R, calculer g™ (0), pour tout entier n > 1.

[l Calculer la dérivée d’ordre n des fonctions h(z) = xe® et k(x) = e cos z.
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Solution. On écrira la fonction & dériver sous forme de produit de deux fonctions

dérivables.

(1 - cos(Q:)s)] . D’apres la formule de

N —

[0 Posons g,(7) = z et go(x) = sin*z =

Leibniz, on a

g(n)(O) = Z ng§k)(0)g§n—k)(0) _ ngi (0)g§n—1)(0> _ ngén—l)(o)

0<k<n

parce que ¢;(0) = 0 et g%p)(()) = 0,p > 2. D’autre part, on a g4(x) = 2sinz cosx =

sin 2z et g4 (x) = 2 cos2x et par récurrence sur p > 2, on obtient les expressions

successives des dérivées de gq, a savoir
G () = (—1)P2%sin2z et ¢V (z) = (—1)72%* cos 2a.
Par suite g ™V (0) = 0 et ¢ (0) = (=1)"22*+1. D'on
0 sin =2k
9" (x) =
(=1)M1 2k +1)2% 1 sin=2k+ 1.
[l Posons hy(r) = x et hy(x) = . Alors

W) = Coh(e)hs? (2) + Cobl (2)hs" " (2)

= & p > 1.
Ce qui donne A" (z) = e**" n > 1. La fonction k(x) peut s’écrire sous la forme
k(x) = e"cosz = % [e(l”)w + e(l_i)z) :
De la, on obtient

1 | |
K(x) = 3 [(1 +i)me 0T 4 (1 — i)ne(l—z)x]

= %e:”cosx [(1+i)"+(1—i)n] +%i€wsin$ [(1+i)n_(1_i)n)

= (V2" (cosxcos (%) — sin z sin (%)] :

= (vV2)"e" cos m+@ , n>1.
4
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Exercice 3.10.13. [ On considere la fonction de la variable réelle x définie par

1
x?2—1

fz) =
Démontrer que la dérivée d’ordre n de la fonction f est de la forme

(=1)"n!P,(x)
(.T2 _ 1)n+1

)=

ou P, est un polynome de degré n dont on calculera les ceefficients.

Solution. La fonction f est définie, continue et indéfinimennt dérivable sur R \

1 1 1
—1,1}, elle peut s'écri la f =3 — 1) 40
{—1,1}, elle peut s’écrire sous la forme f(z) 5 [x—l 93+1]’ ou

N 1 (1)t (—=1)"n!
@ = 3 (et )
(x+ )"t — (2 — 1)"*!

2(z? — 1)+t

'

P ()

= (=1)"n!

-~

Soit que f™(z) = (—=1)"n!P,(z). Le polynéme P,(x) est un polynome de degré n. Ses
ceefficients sont donnés par la formule du binome dans le dé veloppement du polynome
P,(x).

Exercice 3.10.14. [ Montrer que la dérivée d’ordre n de f(x) = arctanz peut se

mettre sous la forme

f"(z) = (n—1)!cos™y sin (ny + ng) ,

Solution. On rappelle que lécriture de y = arctanz est équivalente au systeéme

suivant :

r=1tgy

7T< <
2 y
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1

1+ a2
établir cette formule par récurrence pour n > 1. On suppose alors cette qu’elle est est

= cos?y. La formule donnée est vraie pour n = 1. On va

On sait que y' =

vraie jusqu’a l'ordre n, donc

y ) = (n—1)! [ny' cos" 1y sinysin (ny + n%) + cos" y cos <ny + ng) ny’]

T s
= nly cos" 1y [— sin <ny + n§> siny 4+ cosy cos (ny + n§) )

m
= nlcos"™y cos <ny g+ y)

= nlcos"™y sin ((n + Dy + (n+ l)g) :

Ce qui acheve la démonstration.

Exercice 3.10.15. [J On considere la fonction f de la variable réelle x définie par :

2z + 1 Il =
flz) = P +2 arctan(1+x>.

[J Indiquer pour quelles valeurs de x la fonction f est définie, continue et dérivable et

calculer pour ces valeurs de x la dérivée f'.

[J Démontrer que la dérivée d’ordre n de f est une fraction rationnelle de la forme

Pn—l-l(x)

(n) = N\
f (x) _ (a;2 i 1)n+1

ou P, est un polynome de degré n + 1.

Solution. On calcul la limite & gauche et a droite de —1.
[1 La fonction f est définie, continue et dérivable sur R \ {—1} et f'(z) =
—2x(2 1
M. Pour la dérivabilité au point x = —1, remarquons qu’on a, d’une
(1+ 22)?
1— 1—
part lim - +o00 et lim arctan ) =T Lalimite & gauche de la
a——1-1+2x r——1- 1+ 2 2
fonction fest lim f(z) = —3 + 7. D’autre part, on a
rz——1"
R , 1—x T
lim = —00 et lim arctan = ——.
z——1+1+zx r——1- 1+ 2
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1
La limite a droite de la fonction f est lim+ f(z) = 5T La fonction f n’est
rz——1

pas dérivable au point x = —1.

A3 + 322 — 4o — 1

La dérivée d’ordre 2 de f est f"(z) = 2 La propriété de

(24 1)3
récurrence est donc vraie pour n = 1 et n = 2. Supposons qu’elle est établie
A, (x .
jusqu’a lordre n — 1. Alors f"=V(z) = ﬁ, ou A, est un polynéome de
€T n

degré n dont le ceefficient dominant est a,, € R*. Alors

(22 + 1)A (7)) — 2nx A, (x) Apii(x)

f(n) (x) = (xQ + 1)n+1 - (x2 4 1)n+1'

Le numérateur de f®), comme on peut le constater, est un polynéme dont le
terme de plus haut degré est —na,2""*. Donc A, () est un polynome de degré

n + 1. La propriété de récurrence est ainsi démontrée.

Exercice 3.10.16. [1 Soit la fonction

e Ve iz #£0
flx) =
0 siz =0.

Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et calculer f'(0).
Montrer que la fonction dérivée f” est dérivable en 0 et calculer f”(0).

Généraliser les résultats précédents a I'ordre n quelconque et calculer f(0).

O O O O

En déduire le développement de Taylor de la fonction f en 0.

Solution. On utilise la définition de la dérivée au point 0.

[l Puisque f(0) = 0, le taux d’accroissement de f au voisinage de z = 0 est

o _f@) = fO0) _ fa) eV 1)
=TT 0 T e T 1 e
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2

D’ou f/(0) = ill% Yk glcliI(l]ZL' = 0. La fonction f est donc dérivable a 'origine.
[0 Ona 5
p (x) siz#0
f'x) =
0 si x = 0.
Alors

flx) 1/ R A VA
x _261/952 et }:E% 61/902 _}:IL% el/x _O

Par suite f"(0) = lim m%g(o) ~ lim @ ~0.

[0 Siz#0, I'hypothese de récurrence est la suivante
1
@) =P (1) 1) s
x

ou P est une fonction polynomiale.

2
[1 Sin =2, 'hypothese de récurrence est vraie car f'(x) = —f(x) siz #0. La
x

dérivée d’ordre n de f est

f(x) = [—éP’ (i) P (%ﬂ F)

1
Le crochet représente une fonction polynomiale en — d’ou le résultat si x # 0.
x

[J Siz=0. On suppose par récurrence que f~D(0) = 0. Alors f™ s’écrit

(=1 () 1_/1
0 (0) = tim L) i Lp (L .
fr0) = g = P G ) /@)
: . , . 1
Si le polynome P s’écrit en — sous la forme
x
1 . 1y’
r(;)=2u ()
alors .
fr V() 1
- Zax— /()
et
(n) —-1/x : 2k—j—1 6_1/m2
f (O)Zi%xjﬂe :ili%x e =0
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(] Puisque f(0) = f/(0) = --- = f™(0) = 0, on peut écrire le développement de
Taylor de f en 0 sous la forme
flz) = o Fr (@) avec 0 <6< 1.
(n+1)!

Exercice 3.10.17. [0 FEtudier la continuité de la fonction ¢ définie sur R par

0 siz€eZ
p(z) =
z sizeR\Z

Solution. La fonction ¢ est continue en 0, car lim ¢(z) = ¢(0) = 0. En un point z

r—0%
non nul, posons X,, = n;xj_ T € R\Z. Alors nEr}rlooap (X)) = nEIEm X,=1#¢(1)=0.

La fonction ¢ est discontinue.

Exercice 3.10.18. [J Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable telle qu’il existe
une constante o > 1 qui vérifie |f(z) — f(y)| < |z — y|*, Vz,y € [a,b]. Montrer que la

fonction f est constante.

Solution. Soient z,y € [a,b] et posons h =y — z, alors |f(x + h) — f(z)h| < heL.
Puisque i — 0, on peut supposer que |h| < 1. Par suite |h|*™1 — 0 et donc f'(x) = 0

en tout point z. La fonction f est donc une constante.

Exercice 3.10.19. [1 Soit f une fonction deux fois dérivable de ]0, +oo[ dans R.
On suppose que f”(x) > 0 pour tout = > 0 et que lim, . [zf'(z) — f(x)] existe et soit

négative ou nulle.
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[J Montrer que I'on a partout xf'(z) — f(z) < 0.
f(=)
T

[l On pose g(x) = . Montrer que g est une fonction décroissante.

Solution.

[0 Posons h(x) = xf'(x) — f(x), alors h/(x) = xf"(x). Par hypothese h/(x) > 0 sur
10, +00[. Donc h est croissante sur ]0,4+o00[. Supposons qu'il existe = €]0, +oo|
tel que h(x) = A > 0. Alors pour tout y > x, on a h(y) > A > 0. Ce qui est
impossible par hypothese. Ainsi, pour tout z €]0, +oo[ on a h(x) < 0.

[l Ona

Donc g est décroissante sur I'intervalle ]0, 4o00].

Exercice 3.10.20. U

.. . . T—tgx . T
[J Calculer les limites suivantes lim 7g et lim L
e—0x —siny @01 — e2V®
nz —1/z
[J Calculer les limites suivantes, pour a > 0 : lim —, lim 2%/nz et lim
r—oo L% r—0t z—0 X

Solution. On vérifie pour chaque fonction les hypotheses du théoreme de I'Hopital.

[] Les fonctions sous le signe limite présentent des indéterminations de la forme

%. D’autre part, on constate que pour le numérateur et le dénominateur, les

conditions du théoreme de I’Hopital sont vérifiées. Donc
r—tgax . 1l+cosz

lim ——— = —hm72:—2
z—0r —sInx z—0 Ccos*x
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t 1 1
lim Y%~ i S T S
x—0 1 — e2V® t—0+ 1 — e2t t—0+ —2e2t 2

[0 Meéme remarque

. Inx . x ! . 1
lim — = lim = lim = 0.
r—o0 T r—00 VLY r—o00 ALY
... Inx . .
Ainsi lim — =0, « > 0. Pour la deuxieme limite, on a
r—oo %
Inx i
lim z%nx = lim =— lim — =0.
z—0t z—0t ¢ z—0t «

1
Ainsi lim+ x*nzr =0, « > 0. Pour la troisieme limite, on pose t = — qui tend
z—0 i

vers l'infini lorsque x tend vers 0. On obtient une forme indéterminée —. Et

00
6—1/m
alors lim = 0.
z—0 I
Exercice 3.10.21. [ Calculer les limites suivantes : lim 23/mz et

z—0t

lim[ L —i]
r—1 x—1 Inzx i

Solution. La premiere fonction présente une indétermination de la forme 0 x oo

o 3 (nx . o
et peut s’écrire sous la forme x — x°/nr = 1z On obtient ainsi en z = 0 une
x
indétermination de la forme cooco. D’ou
1 1 23

. . 3 . .

lim z*/mzr = lim 2 = lim < = lim — = 0.

z—0t z—01t £NnT z—07F 3 z—0t —3

La deuxieme fonction présente une indétermination de la forme oo — oo et peut s’écrire

€T 1 _Mm:—a?jtl

t—1 fz  (z— 1)z

On obtient I'indétermination en x = 1 une indétermination de la forme %. Donc, en

1
appliquant la regle de I'hopital 4 fois, on obtient lim [ T —] =—
z—1 xr—1 Inx

1
5
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Exercice 3.10.22. [1 Calculer les limites suivantes

lim 36, lim (e* + 3z)s.

r—01 T—00

Solution. La fonction  — /%™® présente en = 0 une indétermination de la

1/3mz 1o ¢n des deux membres donne lim z!/3™mr = /3,
z—01
0

La fonction x — (e2* + 32)Y/* présente & l'infini une indétermination de la forme oc®.
b

forme 0°. Posons y = x e

. 2 1 . 7 . 7 . 7
Posons y = (e%* 4 3z)'/*, qui présente une indéterminée de la forme > et alors

g 2x 3 2 2x 3

lim fny = lim (e + 3z) = lim 726 J:Lg

T—00 T—00 €T r—o00 4T x
462m ] 862m

= lim ——— = lim = 2.
z—oo €27 + 31 z—oo 4e2®

Soit que lim (e?* 4 3z)Y/* = €2.

Tr—00

Exercice 3.10.23. [1 Soit g : [-1,1] — R une fonction de classe C? tel que
g(0) = ¢’(0) = 0. On pose

@ sixze[-1,1]\ {0}
flz) =
0 siz=0.

Montrer que la fonction f est dérivable au point z = 0.

Solution. D’apres le théoreme de I'Hopital, on a

_ / 1"
LR - FO) ) g )
z—0 x—0 z—0 12 z—0 21 z—0 2
, . » . e , 9"(0)
Par suite, la fonction f est dérivable au point 0 et sa dérivée est f'(0) = 5
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Exercice 3.10.24. [ Montrer par récurrence que, si f : R — R est n fois dérivable

et ™ =0, la fonction f est un polynoéme de degré inférieure ou égal & n — 1.

Solution. Lorsque n = 1, si f' = 0, d’apres le théoreme de Rolle, la fonction f
est constante. Donc f est un polynoéme de degré 0. Supposons que f"*+D = 0, alors
(f™) =0, donc f™ = C, o1 C est une constante. Posons g(x) = f(z)—Cz"n!, z € R.
Alors ¢ = f — C =0, et d’apres I'hypothese de récurrence, g™ est un polynome

de degré inférieure ou égal a n — 1. Donc f(x) = g(x) + Cz"n! est un polynome de

degré inférieure ou égal a n.

Exercice 3.10.25. [1 On considére le polynéme P € R[X] défini par

P(X)=X"+pX +q.

Montrer, en appliquant le théoreme de Rolle que

[l Sin est pair, alors P a au plus 2 racines réelles distinctes.

[] Sin est impair, alors P a au plus 3 racines réelles distinctes.

Solution. On suppose que n > 2. La fonction x — P(x) est continue et dérivable
sur R, d’apres le théoreme de Rolle, entre deux racines réelles de P on trouve au moins

une racine réelle de P’ = 2 X"~ ! + p.

[l Sin est pair, n — 1 est impair et P’ a une racine « réelle et une seule, donc P a

au plus 2 racines réelles.

[l Sin est impair, n — 1 est pair et P’ a au plus 2 racines réelles, ce qui entraine

que P en a au plus trois.

[] L’étude des tableaux de variation de P dans les différents cs et le signe de P(«)
pour toute racine v de P’ donne dans chaque cas le nombre exact de racines de

P (par le théoreme des valeurs intermédiaires).
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Exercice 3.10.26. [1 Soit f : R — R une fonction dérivable telle que

f0)=0 et [f@)]<|f@) Voek.

Montrer que f = 0.

Solution. Fixons z tel que 79| < 1. D’aprés le théoréme de Rolle, il existe z; tel

que |x1| < |zol| et

|f(@o) = f(@1)| = [f(wo)| = | (w1)wo| < |f(21)]]ol-
De la méme facon, il existe des réels x, xo, - - -, x, tels que

|n| < Jzpa] <--- <aa] < 2ol

et
(1) |f(@r-1)] = [f(ze)zn-1] < [f (@)l [ze-1] < |f (@)l
pour tout k tel que 1 < k < n. En multipliant les inégalités (1), on obtient
(2) |f (@o)| < |f ()| |ol".

La fonction f est continue sur Uintervalle [—1, 1], donc bornée sur [—1, 1], il existe une

constante M telle que
(3) f(z)| <M, Vzel-11].

Les inégalités (2) et (3) entrainent |f(zo)| < M|zo|” — 0 si n — +oo. Par suite,
f(z) = 0 poue tout = € [—1,1]. Cela étant, fixons n € Z. On pose g(z) = f(x + n),
pour tout z € R. On a ¢'(z) = f'(x + n), donc

9'(2)| = |f'(z+n)| < [f(z+n)| =lg(z)], VoeR.

D’apres ce qui a précédé, on a g(z) = 0, x € — 1,1[. Donc f(x) = 0 pour tout

x €|n — 1,n + 1[. Par suite f(z) = 0 pour tout x € R.
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Exercice 3.10.27. [1 Soient a < b et f une fonction dérivable dans I'intervalle ]a, b|
et vérifiant f(a) = f(b) = 0. Soit ¢ €]a, b[, on pose

¢(z) = (z — a)(z = b) f(c)(c — a)(c = b).

Montrer qu’il existe v €]a, b] tel que

(D= (c— a)(e—B)L,

2

Solution. On remarque que ¢ est continue sur [a, b] et deux fois dérivable sur ]a, b|.
Blle vérifie ¢(a) = 6(b) = 0 et 6(c) = f(c). Donc (f—)(a) = (f—6)(B) = (f—d)(c) =
0. La fonction f — ¢ satisfaisant aux hypotheses du théoreme de Rolle sur [a, | et sur
[¢, b]. Donc

In €la el (f' = ¢)(n) =0 et Iy €leb[: (f'=¢)(r2) =0.

et on a |y, 7| C Ja,b[. La fonction f — ¢’ est dérivable sur |a, b[, donc continue sur
(71, V2] et dérivable sur |y, v2[. Comme (f'—¢')(71) = (f'—¢')(72), d’apres le théoreme
de Rolle, il existe v €]y, 12| tel que (f” — ¢”)(v) = 0. Soit que f"(y) = ¢"(v). Or,
2f(c)
/! _
¢'(x) = (c—a)(c—10)

Exercice 3.10.28. [ En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonc-
1/z

tion ¢ : x — xe'/* sur U'intervalle [z, z + 1]. Calculer

lim ((x + 1)6#1 - xe%] :

r—to00

e*>1+4+x, Vax #0. I

Montrer que

159



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

. 1
Solution. On a ¢/(z) = e/* (1 - —). D’apres le théoréeme des accroissements finis,
x

il existe v, €]z, z + 1] tel que

plz+1) —p(@) = ¢'(a) (@ +1 - z) = ¢(a).

Or, lorsque @ — £o00, a, — +00 et lirf (o) = 1. Ainsi lirf plx+1)—p(z) = 1.
C’est a dire

lim (z 4 1)et/@ ) — gel/® = 1.

r— 100
On applique le théoréme des accroissements finis a la focntion * — ¢(x) qui est continue

sur [0, z] et dérivable sur |0, z[. 1l existe a, €]0,z[ tel que e* — e’ = (x — 0)e®* donc

xe® —1 = ze®. Mais 1 = ¥ < e* < €* donc xe® > x. Ainsi e* > 1 +x, Va # 0.

Exercice 3.10.29. [1 En appliquant la formule des accroissements finis, calculer la

limite suivante
ecosT _ €Ch az

im-—.
z—0 cosx — ch x

Solution. On applique la formule des accroissements finis a la fonction z — €. 1l

cosw_Cha (cosz—ch z)e*. Or, lorsque z tend

cosT __ 6Ch T

vers 0, a, tend vers la méme limite que cosz et ch x qui est 0. D’ou im ——— =
a—0 cosx —ch z
1.

existe alors av, €] cosz,ch z| tel que e

Exercice 3.10.30. [1 Appliquer le théoreme des accroissements finis & la fonction

x — {nx sur 'intervalle [n,n + 1],n € N*. En déduire que la suite (s,,) définie par

"1
sn:ZE.

k+1

Tend vers l'infini. En appliquant de méme le théoréeme des accroissements finis a la

fonction © — ¢n(¢nzx) sur [n,n + 1], que peut-on conclure ?
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Solution. La fonction ¢n étant dérivable sur I'intervalle |0, +o0o[, en appliquant le

théoreme des accroissements finis sur I'intervalle [n, n+ 1], on obtient fn(n+1) —nn =

1
— pour ¢, € [n,n+ 1]. On en déduit que
Cn

n n

w0y — Z% > Zi = lén(k+1) — (k)]

k=1 k=1

D’ott u, > (n(n+1) et lirp u, = +00. La fonction fn(¢n) est dérivable sur |1, +o0],

1
sa dérivée est ——. Donc, en appliquant le théoreme des accroissements finis sur
rinx
I'intervalle [n,n + 1] pour n > 2, on obtient

1

o fna;,

m(m(n+1)) — In(fnn) = . Qan € [n,n+1].

La fonction /n(¢n) étant croissante on a 0 < fnn < {naoy,, alors

1 1

afna,  nlon

0 < nfnn < ap,fno,, et

Par conséquent, pour tout entier n > 2, on a

n
k=1

n

kﬁik > . > [en(en(k + 1) — fn((nk)]

o fno
k=2 " n k=2

= In(/n(n+1)) — (n((n2).

Comme /n[fn(n + 1)] tend vers +o0o avec n — 400, il en est de méme pour la suite

(Sn)-

Exercice 3.10.31. [0 Soit f la fonction définie par

3 — 2
2:10 sl z €] — o0, 1]
fz) =
1 :
— siz € [1,+o0].
x

Montrer que la fonction f vérifie les hypotheses du théoreme des accroissements finis sur
[0, 2] et déterminer toutes les valeurs de c telles que f(2) — f(0) = 2f'(c).
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a
) R B S
r—1+ Xr — 1 z—1t T
€ el L€ B e 2V B
r—1— r—1 r—1— x

1
que f(2)—f(0) = 2f'(c) donc f'(c) = 5 On se propose de déterminer toutes les valeurs

1
-5 Si z €]0,1], on a f'(x) = —z et "équation devient : x €|0, 1], f'(x) = ~3 Ce qui

1 1
donne z = 5 Si x €]1,2[ alors f'(z) = —— et on a I'équation = €]0,2[, f'(z) = —.
x

S:{%,\/i}.

Exercice 3.10.32. [1 Soit ¢ la fonction de R dans R définie par

1 size@Q
p(r) =
0 sizeR\Q.

On pose f(z) = (z + 1)*(z — 2)p(z).

[0 La fonction ¢ a-t-elle une limite quand x — a ol a est un nombre réel donné ?

0 Calculer lin% f(z) et lin_ll f(z).

Solution. La fonction f est dérivable sur la réunion ]0, 1{U]1,2[. Au point z = 1, on

Donc f est dérivable en 1 et f/(1) = —1. La fonction f est dérivable sur | — 0,2[. La

fonction f satisfait aux hypotheses des accroissements finis sur [0, 2], il existe ¢ €]0, 2] tel

de ¢ qui vérifient cette relation. Ce qui revient a résoudre ’équation : z €]0, 2], f'(x) =

Ce qui donne z = v/2. Comme f/(1) = —1 # —3 I'ensemble des solutions est alors

[l Soit 7o € R\ {2, —1}. Calculer lim f(x) quand x € Q et z € R\ Q. Que peut-on

T—xo

conclure ?
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Solution.

[l Montrons que ¢ n’a pas de limite quand = — a. Si cette limite existe, elle serait

égale a ¢(a). On envisage ainsi deux cas :

Sia € Q. Alors ¢(a) =1 et pour tout a > 0, il existe un nombre irrationnel z

1
tel que |zg — a| < a et p(zg) = 0. Prenons € = 5» on obtient
m—al<a et [p(m)— pla)] > < ()

Alors la limite de ¢ n’existe pas quand x tend vers a.

Sia € R\ Q. Alors ¢(a) =0 et pour tout a > 0, il existe un nombre rationnel
1

xg tel que |zg — a| < a. Prenons ¢ = 3 ona

|zg —a| < « et lp(zg) — @(a)] =1 > e. ()

[l La fonction ¢ est bornée par 1, donc
0 < lim | f(2)] < lim(z + 1%z —2[=0

et alors lim f(z) = 0. De méme lim f(z) = 0.

r—2 r——1

U Siz e Q ona limf(z) = (zo+ 1)*(xg — 2). Siz € R\ Q alors p(z) = 0

et lim f(z) = 0. On constate que ces deux limites sont différentes, sauf pour

T—TQ

$0:—16t$0:2.

Exercice 3.10.33. [I On note par E I'application de R dans R qui & un nombre

réel x fait correspondre sa partie entiere E (z). La fonction E est donc définie par

E(x)=n si n<z<n+1. I

Etudier la continuité des fonctions f, g et h définies sur R* par

f@)=+vz—=E (), g(x)=E(z)+ vz —-E ()
et h(z) =E (z) + (z — E (2))2
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Solution. La fonction E est discontinue aux points z = n. En effet, les limites &

gauche et a droite au point n sont respectivement lim E(x) =n—1 et 1im+ E(z) =n.

T—n— r—n

[l La fonction f est périodique de période 1 : En effet,

Si0<zx<lona
fle+l)=24+1-E@+1l)=c+1—-1=2=2—-E(z) = f(2).

Siz>1,Ilexistey€[0,1[etneNtelquex =y+netE (z)=n+E (y) =n.
Donc
fe+)=2z+1-E(x+1)=2+1—-E(z) — 1= f(z).

La fonction f est discontinue aux points x = n : Puisque

lim z—E(z)=n—(n—1)=1 et lim 2 —E(x)=n—n=0.

T—n— z—nt
Dot lim f(x) # lim, f(z).

[1 La fonction g est la somme des fonctions E et f, elle est donc continue dans R*\N.

Aux points x = n € N*, la fonction g est continue, puisque %im : g(x) =n+l =
rz—(n+1)~

lim T).
Hn+l)+9( )

[l La fonction h est la somme de la fonction E et de la fonction x — [z — E(z)]%.

Elle est donc continue aux points de RT \ N. Aux points x = n € N, elle est

continue, car lim h(z) =n = lim h(z).

T—n— r—nt

Exercice 3.10.34. [ FEtudier la continuité de la fonction ¢ définie par

0 siz <0
p(z) =

1—nx siz >0,

. . - 1
ou n est I'entier unique vérifiant n < — <n + 1.
x
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Solution. La fonction f est continue pour < 0. Etudions sa continuité pour z > 0.

[] Continuité en x = 0. Montrons que la limite de ¢ & droite de 0 est nulle,
cest-a-dire que Ve > 0, 30 >0 : 0 <z <J = |p(x)| < e. Choisissons
0 = ¢ et soit ng 'unique entier tel que ng < — < ng + 1. Puisque = > 0, alors
0<1-—npx < (nog+ 1) —nezr = z. Donc |g0x(x)\ =1l—-nwx<z<d=c La

fonction ¢ est continue en 0.

1
[l Continuité pour & > 1. Comme 1/z < 1 alors E (—) =0et p(zr) =1. D'ou
x

la continuité de ¢.

[ Continuité en x = 1. A droite on a lim+ () = 1. Lorsque  — 17, on peut
z—1

1 1
SUppOSer que 5 <x <1etalors E (—) =1 d’ou lim,_,;- ¢(x) = 0. La fonction
x
@ est donc non continue en 1.

[] Continuité pour 0 < x < 1. Soit z € |—, e ol m est un entier positif
m’ m —

non nul. Alors ¢(x) =1 — (m — 1)x. La fonction ¢ est continue sur U'intervalle

1 1 1
}— S [ et (—) = 0. D’autre part, les limites de ¢ a gauche et a droite
m

m' m—1
de — sont
m
: (m—1) 1
1 = 11— _ =
,im o) m om
m
lim z) = 1——=0.
xz—(1/m)~ ()0( ) m

1
Donc ¢ n’est pas continue aux points — avec m entier positif non nul. Par contre,
m

on a la continuité a gauche.

Exercice 3.10.35. [1 Soient une fonction f : R — R et (z,,)nen une suite réelle qui

converge vers a € R.

[0 Montrer qu'on a

(f est continue en a € ]R] — (la suite (f(2n))nen converge vers f(a)] :
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[l Soient I un intervalle de R et f une fonction numérique continue sur I. On considere

une suite (u,)nen de points de I vérifiant :
(Vn e N) w1 = f(un), up €l
Montrer que si la suite (u,) converge vers un point o € I, alors

fla) =a.

Solution. On utilise la définition de la continuité d’une fonction et celle de la con-

vergence d’une suite numérique.

[J  Comme la fonction f est continue en a et la suite (z,,) converge vers a, alors
Ve>0, In.>0:|z—al<n. = |f(x)—(f(a)]<c¢e

et
AN(:):n>Nm.) = |z, —al <n..

Donc pour n > N(n.) on a : |f(x,) — f(a)] < e. La suite (f(2,))nen converge

vers f(a).

[] Inversement, raisonnons par I'absurde. Supposons que f n’est pas continue en a.
Alors
>0,V >0: |z —a| >n. = |f(z)— fla)| >e.

1
Mais, pour tout n € N*| il existe une suite (z,) tel que |z, —a| < —.
n

On construit ainsi une suite (z,),en qui tend vers a avec f(x,) — f(a)] > e. Ce

qui est impossible, puisque toute suite (x,)n,en qui tend vers a implique que la
suite (f(z,))nen tend vers f(a).

[1  Comme « est la limite de la suite (u, )nen et la fonction est continue sur I, d’apres

l)onaa= lim u,.; = lir}rl f(un) = f(a).
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Exercice 3.10.36. [1 Soit ¢ une application continue sur [0,1] & valeurs dans R.

On définit sur R une fonction numérique f de la fagon suivante

flx)=2"p(xr—n) si n<z<n+1 et neZ.

[J  Déterminer en fonction de (0) et ¢(1) les quantités suivantes

lim f(z) et lim f(x).

r—n— T—nT

Quelle condition portant sur @, la fonction f est-elle continue sur R ?

[J  On suppose que pour tout z € [0,1], ¢(z) = ax +b. Quelle condition doivent vérifier

a et b pour que f soit continue ?
[l Revenant au cas général et déterminer la limite de f lorsque z — —oo.

[]  L’application f admet-elle une limite lorsque x — +o00 ? ( On raisonnera différement

suivant que ¢ s’annule ou non sur [0, 1]).

Solution.

[l Pour étudier la limite de la fonction f lorsque x — n™, on peut se placer dans
Iintervalle [n — 1,n]. Alors x — (n—1) € [0,1] et f(z) = 2" '¢[z — (n —1)]. Or,
lim [x—(n—1)] = 1 et puisque ¢ est continue sur [0, 1], on a lim @lr—(n—1)] =
cmp_(T) Donc :Clirzli f(x) =2"1p(1). De la mome facon, on a ZE%+ f(z) = 2"p(0).
Il y aura continuité en x = n si p(1) = 2¢(0). En tout point = non entier f est

continue comme composée de 2 fonctions continues.

U Sig(x) =ar+0b onp(l) =a+bet o0) =b Dapres 1) la fonction f est

continue si a + b = 2b. Donc a = b.

[l Comme la fonction ¢ est continue, elle est donc bornée sur [0,1]. Soit M > 0 un
majorant de || sur cet intervalle. Alors |f(x)| = |2"¢(x — n)| < 2"M. Lorsque
x tend vers —oo, alors E(z) =n <z et lim E(z) = —oco. Comme 2" tend vers

0 quand z tend vers —oo, alors

Ve >0, dJA, 2 < A, — 0<2" <eM.
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Clest-a-dire que | f(z)| <cet lim f(z)=0.

[] Supposons que ¢ ne s’annule pas sur [0,1]. Alors la fonction ¢ garde un signe
constant sur [0, 1] et || atteint un minimum positif m. Supposons que ¢(x) > 0
sur [0, 1] (moéme chose si ¢(z) < 0). On a pour tout = € [0,1], p(z) > m. Donc
f(z) > 2"m avec n = E(x). Or, xEIEwE(x) = 400. Donc xl_l}ﬂ[_loo 2"m = +o00, soit

que lir}rﬂ f(z) = +oo. (Si ¢ est négative sur [0, 1] on aurait lim, ., f(z) =

—00).

[]  Supposons maintenant que ¢ s’annule sur [0, 1], on aura a considérer les cas

suivants :
[J Sip=0sur[0,1] alors f(x) = 0 pour tout z € [0, 1].

[1 Si ¢ s’annule en un point a différent de 1, sans étre identiquement nulle. Posons
xr = a+kn; on a f(x) = 0 et alors k1—1>I—|I—100f($k> = 0. Mais ¢, non identiquement
nulle, implique qu’il existe b € [0, 1] tel que ¢(b) < 0. Posons y, = b+ kn, suivant
que (b) est positif ou négatif on a kh—{go f(yr) = £oo. Du fait que les deux suites
(xx) et (yg) tendent toutes les deux vers 400, on prouve que f n’a pas de limite

quand x tend vers 4o0.

[1 ¢ s’annule en 1 seulement. 11 existe toujours une suite v, telle que klim flyr) =
—4-00

+00. Supposons que cette limite est 400 et montrons que c¢’est faux. On a
Ve>0da:l—zx<a = |px)| <e.

Prenons z tel que E(z) + 1 —x < a et E(z) = B. Alors f(x) = 28p[z — E(x)].
Or,1— (z —E(z)) = E(z) + 1 — x < a implique que |p(z — E(z))| < e. Soit que
|f(z)| < e.2P. 1l suffit de choisir e < 1/2P pour obtenir que |f(z)| < 1.
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Exercice 3.10.37. [1 On considere la fonction ¢ définie sur R par :

-1 ‘
exp (1 —x2> stz <1

0 si|z| > 1.

p(z) =

[l La fonction ¢ admet-elle une limite quand x — 1~ ?
[l En quels points de R, la fonction ¢ est-elle continue ?

[] Montrer quesi 0 <z <1, On a

exp (22) _ e (k) _ o ()

[J  Calculer ¢(zg) pour |zo| < 1.
[1  La fonction ¢ est-elle dérivable au point 41, au point —1 ?

[1  La fonction ¢ est-elle dérivable sur R ?

Solution.

[0 Quandz — 17, alors 1—22 — 0T et 5

— X r—1—

-1
— +00. Donc lim exp (1 2) =0
-

et lim ¢(z) =0.

r—1—

[J  Si 2 est tel que |zg] < 1, on a p(xg) = exp( ) et ¢ est continue en

1— 22
xo comme composée de fonctions continues. D’autre part, en xy = +1, on a
lim p(z) = 0 = (1) = lim ©(x). Donc ¢ est bien continue en xy = +1.
rz—1— r—1

Comme la fonction ¢ est paire, elle est donc continue en xg = —1.

—1 —1 —1
0 Si0<z<lonal—z>0et1l<1+2z<2donc < < .
l—z 1—22  2(1-2)

La fonction x — e* étant strictementlcroissante et comme 1 — 2 > 0 on en déduit

I'inégalité cherchée. Posons p = T’ i qui tend vers +oo lorsque © — 17,
-
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~1

. ) 1 . EXPltT2)

et donc lim pe ™ =0et lim — (,ue‘“/z) = (0. L’expression M étant
p——+o00 p—+oo 2 —x

comprise entre deux expressions qui tendent vers 0, tend elle méme vers 0 quand

r— 1T,

[] Etude de la dérivabilité de ¢ :

Si —1 <xp<1: Ilexiste n >0 tel que I =|zg—mn,z0+n[ C]—1,1[. Pour tout

x € I, la fonction p(z) est dérivable au point xy comme composée de fonctions

-2 -1
dérivables et ¢'(zg) = ﬁ exp (ﬁ)
— o — Lo

— (1 — (1
Sizg=1:0na lim+Lf() = 0 et d’apres 3) on a lim M =0.
rz—1 X — r—1— x —
Donc les dérivées a droite et a gauche sont égales. D’ou la dérivabilité de ¢ avec

¢'(1) = 0.
Si|zg| >1: On a ¢'(xg) =0 comme en a).

Si zg = —1 : Comme la fonction ¢ est paire, on obtient de b) que ¢ est dérivable

en —1 et que ¢'(—1) = 0.

Exercice 3.10.38. [J

[

Soient a et b deux nombres réels tels que b > a et f une application de [a, b] dans

[a, b] vérifiant la condition :

(1) Vu,v € [a,b], u#v = |f(u)— f(v)] <]|u—v].

Montrer que la fonction f est continue.

Montrer que I'équation f(t) = ¢ a une solution unique P. ( On étudiera les variations
de la fonction F' définie par F'(t) = f(t) — t, a savoir la monotonie, la continuité et

le signe).

Montrer que si f vérifie la condition (1), alors I'application ¢ définie sur [a, b] par
o) =f (F®) = o s

est une application de [a,b] dans [a, b], qui vérifie (1) et admet le méme point fixe

P que f (c’est a dire p(P) = P).
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[1  On considére une application g de [a, b] dans [a, b], dérivable, telle que
Va € [a,b], —1<4'(z) <0.

Montrer a Iaide du théoreme des accroissements finis , que g vérifie (1). Tous les

résultats de 1) sont alors vrais.

[1 Montrer que pour tout x € [a,b], la suite définie par

uy € la, b]
Up = (g0 g)(Un—1)

est monotone.

[]  Montrer que la suite de terme général u,, converge. Quelle est sa limite ?

Solution.

0 Rappelons la définition d’une fonction continue :

Ve >0, In > 0,Vu,v € [a,b]: |[u—v|<n = |f(u)— f(v)] <e.

[l Dans notre exemple, il suffit de prendre 1 = ¢. La fonction f est donc continue.

[0 Soit F(t) = f(t)—t. La fonction F est continue, elle est décroissante car si u < v
alors u — v < f(u) — f(v) <v—wuetalors F(v) < F(u). De plus, comme f(a) et
f(b) € [a,b], alors f(a) > a et f(b) <b. Donc F(a) >0 et F(b) <0. Dapres le
théoreme des valeurs intermédiaires, F' prend sur [a, b] toutes les valeurs comprises
entre F'(a) et F(b). Or, FI(b) <0 < F(a) alors il existe P € [a, b] tel que F'(b) =0
donc f(P) = P. De plus, ce point P est unique. Pour le montrer raisonnons par
I’absurde et supposons qu’il existe deux points distincts P et P’ dans I'intervalle
la,b] tels que f(P) = P et f(P') =P Alors |f(P)— f(P")] < |P— P’|. Ce qui
est absurde car alors |P — P'| < |P — P'|.

[] 11 est immédiat que ¢ est une application de [a,b] dans lui-méme et pour tous

u,v € [a,b] et u# v on a

o(u) = ()] = [F(f(0) = F(F )] < |f(u) = f(0)] < |u—wv]

171



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

Donc, P'application ¢ admet un point fixe unique et comme p(P) = f(f(P)) =
f(P) = P. L’application ¢ admet le méme point fixe que f.

Application du théoreme des accroissements finis a 'application g. Il existe
¢ €]u, v[ tel que g(u) —g(v) = (u—v)g'(c). Et alors [g(u) —g(v)| = |(u—v)g'(c)| <
|u — v|. Donc lapplication ¢ vérifie (1). L’application g étant décroissante sur
I'intervalle [a, b] et par suite g o g est croissante. Soit G(z) = go g(x) —x. On a
bien G(a) > 0 et G(b) < 0. Il existe un point P’ € [a,b] tel que G(P') = 0. Si
x € [a,P'] : On a G(x) > 0, ce qui peut se traduire par par u; > uy et comme
g o g est croissante, on en déduit que g o g(uy) > g o g(ug) donc ug > uy. Et par
récurrence, on a U,.; > U,. La suite (u,) est croissante. Si z € [P';b] : On a
G(x) < 0, ce qui peut encore se traduire par u; < ug et comme gog est croissante,
on en déduit que

gog(u)) < gog(ug) donc ug < uy.

Et par récurrence, on a u,11 < u,. La suite (u,) est décroissante.
Dans les deux cas, la limite ¢ vérifie g o g(¢) = ¢. La limite ¢ est donc 'unique

point fixe de I'application g.

Exercice 3.10.39. [J Soient F une fonction de classe C® sur l'intervalle | — 1,1] et

f sa dérivée.

[  Montrer quil existe un polynéme unique ¢ de degré inférieur a 3 tel que

[

[]

q(0) = f(0), q(=1) = f(=1), ¢(1) = f(1) et ¢'(0) = f'(0).

Q) - Q(-1) = 5 (1) +47(0) + F1)) .
Soit P le polynéome P(z) = M Déterminer sup P(z).
: z€[—1,1]

Soit ¢ tel que 0 < |¢| < 1, ¢ € R. On pose

)= i) =)= %ﬂx).
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Montrer en utilisant le théoreme de Rolle, que A’ s’annule en 0 et en trois autres
points de | — 1, 1].

[]  En déduire que h¥) s’annule sur l'intervalle | -1, 1] et qu’il existe un nombre ¢ €]—1,1]

[]

tel que f(t) =

70) (o)
P

Soit M un nombre tel que pour tout x € [—1,1], on a |f*(x)] < M. Montrer que

pour tout x € [—1,1], on a

(1 - xz).

1£(@) - a(e)] < M

[]  Montrer que

F(1) = F(=1) — ~ [f(=1) + 4£(0) + f1)]| <

3 =90

(On pourra étudier le sens de variation des fonctions

x — P(x)—Q(z) — %(5903 — 32°)

r — Px)—Qx )-l-%(ﬁ)x — 37°)).

Solution.

S’il existe deux solutios ¢q; et ¢u de degré inférieure ou égal a 3. Le polynome
différence q; — ¢ est aussi de degré inférieure ou égal a 3 et s’annule en —1, 0

3 _ 2. 1l existe alors

et 1. Donc ¢ — g2 est proportionnel a z(z + 1)(z — 1) =z
a € R tel que ¢i(x) — ga(x) = a(z® — ). Or, on a ¢;(0) — ¢4(0) = —a = 0 donc
q1 = q2. Le polynome K (z) = q(x) — (f(0) +zf'(0))(1 — 2?) a une racine double
en 0. En effet, ¢g(0) — f(0) = 0 et le polynome dérivé K'(z) = ¢'(x) — f'(0)(1 —
2?) + 22(f(0) + zf'(0)) s’annule en x = 0. De plus, il est égal & g en 1 et —1. T
est donc divisible par 22 et puisqu’il est de degré inférieure o égal a 3, il s’écrit
sous la forme z%(ax + 3). En identifiant les valeurs en +1 et —1, on obtient

q(1) = f(1) =a+ et q(-1) = f(—=1) = —a+ (. On trouve a = w
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T IC -

et 0=

2

a@) = (fO+2f ) 1=+ 5 (Q+2)fV) + 1 -2)f(-1) .

[1 Sile polynome g s’écrit q(x) = ax® + bx? + cx + d, le polyndme qui convient est

2
Qz) = ol 4 b% el 4 d De plus Q(1) — Q(—1) = gb + 2d. En utilisant ce

4 2
@+

qui précede, on trouve d = f(0) et b = —f(0) + 5 onc

Q) - Q(-1) =5 (F(-1)+470) + f(1)) -

[0 Puisque P(1) = P(—1) = 0, le maximum de | P| sur I'intervalle [~1, +1] est obtenu

en une racine de

1 2z
P=< [293(1 —a?) - 2g;3) = -2,
1
Puisque P(0) = 0, le maximum de | P| est obtenu pour z?* = 5 c’est a dire
111 1
PE))=—.2% = —
L (P@) =533 = 5

[  D’apres la définition de ¢, la fonction f — ¢ s’annule en —1,0,1 et sa dérivée
s’annule en 0. Il en résulte que h s’annule en —1,0 et 1. De plus h(c) = 0.
En vertu du théoreme de Rolle, la dérivée A’ s’annule au moins une fois dans
chacun des 3 intervalles délimités par —1, 0 et 1. Comme A'(0) = 0, la fonction
h' s’annule en 0 et en trois points non nuls de | — 1, 1[. En appliquant encore le
théoreme de Rolle, 1" s’annule au moins trois fois, h®) au moins deux fois et h(¥
au moins une fois dans | — 1, +1[. Soit ¢ €] — 1,1[ tel que ¥ (¢) = 0. Comme
qP(t) =0 et p®(t) = 1. Alors on a

W) = FO) - g
= e - 2L

Donc fW(t) = ale) = /() f(c)‘
p(c)
D’apres ce qui précede, on a pour tout ¢ €] — 1, +1[, ¢ # 0 et

F0) — ale) = POFE) = [£(e) ~ a(e)] < MIP(e) < ML)

Cette inégalité est encore valable en —1, 0 et 1, puisque les deux membres y sont

nuls.
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0 Soit g(z) = F(z) — Q(x) — %(5:53 3%, Ona

.132—.7}4

g(@) = fl2) — ala) - M

= f(x) —q(x) = MP(x).

D’apres 5) on a f(z) — q(x) < MP(x). Donc ¢'(x) < 0 et g est décroissante.
Donc

9(1) ~ g(~1) = F(1) = F(~1) = Q1) + Q(~1) — 5 < 0.

Clest a dire F'(1) — F((—1) — Q(1) + G(—1) < M/90. D’apres 2), on a

F) = F(-1) — 5 (F(-) +470) + (1)) < o
De méme en étudiant ¢;(z) = F(z) — Q(z) + %(5x3 — 32°). On trouve
F) = F(=1) — 5 (f(-1) +470) + /(1)) >~ 5

3.10 |Problemes corrigés

Enoncé 1

. 2e* — 3
Etudier la fonction f(x) = arcsin ( ‘
27 5 1l

)et tracer sa courbe représentative dans

un repere orthonormé. Etudier en particulier le domaine de définition, les

limites aux bornes de ce doamine, la dérivabilité et le tableau de variation.

[l Domaine de définition et limites : La fonction f est définie si e® + 1 #

26" —

Oet —1 < ¢ 3

e +1

x € Dy doit vérifier —(e” + 1) < 2¢* —3 < €* + 1 soit que = < e” < 4 donc
2 o% —

Dy = {ﬁn (5) ,fn(4)}. Si l'on Pose u : t — ?13, la fonction f s’écrit comme

composée de fonctions a savoir : f = arcsinou o exp. Pour € Dy, alors e” €

< 1. Comme e* + 1 > 0 pour tout z € R, alors tout

[OSRN N)
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2
3 Y
u(e®) € [—1, 1] et comme arcsin est définie continue sur [—1, 1], il s’en suit que et

4{. Mais la fonction u est strictement croissante sur cet intervalle, alors

[ est continue sur D;. D’ou les limites suivantes aux bornes de Dy :

. 2 T . T
szi?g) f [ﬁn <§) ] =—3 et {E—l}flﬁ4) f(n(4)) = 7

[1 Dérivabilité : Comme arcsin est dérivable sur | — 1, 1[=, alors la fonction f,

qui est composée de fonctions dérivables, sera dérivable sur D privé des points

2
ou u(e”) = —1 et u(e”) = 1; donc plus précisément, privéee des points ¢n 3 et
2
(n(4). La fonction f est dérivable sur ]ﬁn (5) ,In(4) {

Pour calculer la dérivée, on écrit f(z) = arcsin(u(e®)). Donc, en appliquant la
dérivée d'une composée, on obtient f’(z) = arcsin’(u(e®)) x u'(e*) x (e*). Or,
1 / 5 /
;ou(t) = ;o (e") =e".
=z 0 (€)

En remplacant chaque terme par son expression, on trouve :

arcsin(y) =

! = ! > x e*
fl(x) = = X G
_ He* 50
(e +1)y/(Be” + 1)(—e* +4)

2
Donc, la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle ]En (5) ,In(4) {

[l Tableau de variations :

x | fm(2/3) n(4)

f'(x) +

|/
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[]  Courbe représentative : La courbe €; admet des demi-tangentes aux points :

A;:(&m4%g) ot B::<&1<§),—g).

Elles sont perpendiculaires a I’axe des ordonnées car

lim f' | /n(z)| =+ et lim f'(z) = —occ.
m—»fn(%)f [ ( >] x—>€n(4)f( )
Y
T
2
. () )
i
|
|
|
|
Y’ 2

Enoncé 2

Soit la fonction f définie par

f@) = Mﬂ—3+§.

Déterminer son domaine de définition Dy et les limites de f aux bornes de Dy. Etudier

la continuité de f et dresser son tableau de variation puis tracer sa courbe représentative

&
Solution :|

177



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

O

[

2
Domaine de définition : On peut écrire f(z) = \/h(z) ot h(z) = 22 -3+ = =

T
(x —1)*(z +2)

qui s’annule pour x = 1 et x = —2. La fonction est définie si
h(x) ZxO, mais h(z) est de méme signe que z(x + 2) qui sera positif si x €
] — 00, —=2] U [0, +00[= Dy. De plus, la fonction est continue sur Dy puisqu’elle
s’écrit comme composée d’une fonction racine carrée et d'une fonction rationnelle

qui sont continues sur Dy.

Limites aux bornes de D, : La fonction f est définie et continue a gauche

1

de fet lim f(z) = f(=2) = 0. A droite de 0, on a lim = lim 4/— =
T——2" z—071 z—071 x

+00. A linfini, on a lim f(z) = lim +/(2?) = lim |z| = f+oo. La courbe

r— 100 r—100 r—F00
admet la droite d’équation x = 0 comme asymptote verticale. Déterminons les

asymptotes obliques suivant que x tend vers +o0o ou —oo. La fonction f s’écrit

3 2
f(x) = |z[4/1 - =+ —, donc lim @) =+1let lim J(z) = —1. Or, apres
X X r—+o0o0 I r—-+oco T

34+ 2
multiplication par le conjugué du dénominateur, on obtient f(z) —x = ——%
fl@)+x
_ 2
ot f(z)+ 7= th Done_lim [(x) o] =0~ et_lm [f(x) — (~o)] = 0%

Lorsque # — 400, la courbe €; admet comme asymptote oblique la premiere
bissectrice d’équation y = et f(x) —2x < 0, donc la courbe est au-dessous de son
asymptote. Lorsque x — —oo0, la courbe €y admet comme asymptote oblique la
deuxieme bissectrice d’équation y = —z, mais f(z) + = < 0, donc la courbe est

au-dessus de son asymptote.

Dérivabilité : La fonction x — /z est dérivable sur R, comme f(z) = /h(x)

alors f est dérivable en tout point de Dy tel que h(x) # 0. Donc, elle est déribable
sur | — oo, —2[U]0, 1[U]1, +00[. Sa dérivée est

u' (x =1
f/(ﬂf) — ( ) — 5 .
2y/u(z)  2*f(x)
Dérivabilité en (—2)~ : On utilise la définition de la dérivée en —27. Le taux

d’accroissement s’écrit
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[]

[+ 2
v xr

Lorque xt — —27,onaz+2<0,z<0et |t —1] =1—2x. Donc n est du
x
meme signe que
—(x+2)
—r
—V/((=z —2))?
On obtient alors
11—z
T o(x) =
2(7) V= —2y—x
Dot f'(=2) = lim = —oo. Donc la fonction f n’est pas dérivable a gauche

r——2"

de —2. Ainsi, la courbe €; admet, a gauche de —2, une demi-tangente verticale

tournée vers le haut.

Dérivabilité en 1t : On applique le méme principe que précédemment pour

obtenir que f/(17) = lim+ Ti(x) = V3. La courbe C; admet, au voisinage de 17,
rz—1

une demi-tangente de ceefficient directeur v/3.

Tableau de variation : Comme z2f(z) > 0, la dérivée f’ est du méme signe

que 22 — 1 = (z — 1)(2* + x + 1) c’est-a-dire de méme signe que x — 1 puisque

22 + 2 + 1 est positif. Le tableau de variation de f est alors

T o N
) N BN
doo | e +o00 +00
[ ICO N I N
O 0
Courbe €; : La courbe C; représentative de la fonction f prend l'allure
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|
Chapitre

Développements limitée et Formule de Taylor

C’est au 19eme siecle, suite au travaux de plusieurs Mathématicien dont Taylor, Young,
Lagrange et MacLaurin, qu'on s’est rendu compte du besoin d’approcher les fonctions
usuelles par des polynomes. Plus précisément, 'existence de la dérivée d’ordre n d’une
fonction f au voisinage d’un certain xy implique 'existence d'un polynéome P, de degre
inférieure ou égale a n tel que la différence f — P, soit négligeable devant (z — z()™. On

commence, tout d’abord, par définir les notions permettant de comparer deux fonctions.

4.1 Fonctions équivalentes

Soient I un intervalle du corps K des nombres complexes ou réels et xy € I. Soient f et

g € F(I,K) deux fonctions définies sur I et a valeurs dans K.
Définition. La fonction f est dite équivalente a la fonction g au voisinage de xg
lorsqu’il existe une fonction h € F(I,K) tel que

f(z) =g(x)h(z) et lim h(x)=1.

T—T0

On écrira dans ce cas

f ~ g au voisinage de xg.
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La relation ~ ainsi définie est une relation d’équivalence qui vérifie les propriétés suiv-

antes :

[l Soient f,g,0 et ¢ € F(I,K). Si f ~ f1 et g ~ gy alors fg ~ fig. Par contre
f£g # fi £g1, comme on peut le constater sur I'exemple suivant : x + 2% ~ x + 23

et © ~ x alors que 22 % x®. De méme si f et g sont non nulles, on a

1 1 n n
7 ~ 7 et f(@)]" ~ [fi@)]", aeR

Cette derniere équivalence dépend bien evidemment du signe de f et f; et de la

parité de n.

[0 Dans une expression du genre

L (@)™ [fol@)]2 - - - [fo()]™
[gl (l’)]ml [gl (aj)]mQ C. [gh(l’)]mh )

on peut remplacer chaque fonction par 'expression qui lui est équivalente, mais il

F(z) =

ne faut jamais procédé a des sommes ou a des différences.

La notion de fonctions équivalentes permet de ramener, localement, I’étude d’une fonction

a celle d'une fonction dont le comportement est connu.

[l Exemple 4.1.1 Soit P un polynéme de degré n qui s’écrit sous la forme

P(z) = ap2™ + ap12™ "+ -+ ayx + ag.

P(x) ~ a,x™ lorsque x tend vers too. I

En effet, le polynome P s’écrit

Alors

__I__l__ -
ap T Ay, T™

P(z) = apa" [1+
(4.1) = a,z"k(z).

an_ll aq 1 Qo 1 ]

Ay T™

Ce qui donne le résultat puisque linlzl k(x) = 1. Ainsi si P et ) sont deux polynomes de

degrés respectifs n et m et de ccefficients dominants a,, et b,, alors

P(x a,
() —x ™ lorsque x tend vers f+oco. [

Q(x) b
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[] Exemple 4.1.2 Soit f une fonction dérivable au point zy. La fonction f s’écrit au

voisinage de xg sous la forme

f(x) — f(xo) ~ (x — xo) f'(x9) lorsque x — xg. I

Ceci appliqué au voisinage de 0 aux fonctions usuelles, on obtient les équivalences suivantes

sinex ~ x; sinhx ~x; tgx~ x.

et

e?—1~zx; In(l4+x)~ .

De méme, on a

(1+xz)*~14 ax; arctgx ~ x; arcsinx ~ x. I

x
D’autre part, pour tout € R, on a 1 — cosz = 2sin? (§> . Mais, au voisinage de 0,

sinz ~ x. Ce qui donne I’équivalence utile suivante

wZ

1—cosxt~—. L[]
2

[1 Exemple 4.1.3 Supposons qu’on veut calculer la limite de f(z) = (1+3sin?z)V/*t8*
lorsque x — 0. Cette fonction présente une indétermination exponentielle de la forme 1°°.
1
In(1+ 31’2)] . Mais,
Trtg x
au voisinage de 0, on a sinz ~ z, tgxr ~ z et (n(l + 3z%) ~ 322 Alors f(z) ~

1
exp (; In(1+ 3x2)) ~ ¢3. Enfin :IEILI(I] f(x) =¢€>. [l

Remarquons que f peut s’écrire sous la forme f(z) = exp [

Une certaine classe de fonctions dites indéfiniment différentiables jouera un role im-
portant dans ce qui suit. Soit f € F(I,K). Si la dérivée f™ d’ordre n de f est continue,
la fonction f est dite de classe C™. Il est clair que, dans ce cas, la fonction f est de
classe € pour ¢ < n. Par ailleurs, la fonction suivante est de classe C", mais elle n’est pas

de classe C™t1 .
" osiz #£0

0 six=0.

fx) =
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Si toutes les dérivées de f existent et sont continues, on dit que la fonction f est de classe
C* ou que f est indéfiniment différentiable. Par exemple, la fonction f(x) = e est

définie et de classe C* sur R*.

4.2 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

Nous avons vu que si une fonction f € F(I, K) est dérivable au voisinage de xg, il existe

une fonction e(z) qui tend vers 0 au voisinage de zg tel que

f(@) =xf'(z0) + f(x0) — zof (o) + (x — z0)e(x)

ou lim e(x) = 0. Ainsi, en posant a = f'(xg) et b = f(x¢) —xof'(z0), la fonction f s’écrit

T—T(0

f(z) =ax 4+ b+ xe(z), ou lim e(x) = 0.

T—x0

Autrement dit, au voisinage de g, on a

f(x) ~ax +b. I

On peut, ainsi, remplacer la fonction f par un polynome de degré 1 a savoir ax +b. Cette

substitution d’une fonction par un polynome se généralise a une fonction indéfiniment
dérivable sur l'intervalle I. En fait, Toute fonction f différentiable jusqu’a 'ordre n + 1,
peut s’écrire approximativement au voisinage d’un point xy sous la forme d’'un polynome
de degré n. L’erreur commise dans cette approximation s’exprime en fonction de sa dérivée

f@+1) | Ceci est en substance la formule de Taylor de f sur un intervalle contenant z.

Théoréeme 4.2.1 (Taylor-Lagrange). Soit f € F([a, b], K) une fonction définie sur
[a,b], de classe C" et admet une dérivée d’ordre n + 1 définie sur |a,b|. 1l existe alors

xo €a, b| tel que

£0) = f@) + C=Dpiay £ 4

Mf(n)(a) +

(b—a)™t?!

(n+1)! FOHD (o).

n!

Preuve : Définissons la fonction auxilliaire suivante

o@) = 50 = {0+ 0 =)@ 4+ C 0w a0 -a, yer
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On choisira la constante v pour que le théoreme de Rolle soit appliqué a la fonction ¢.
La fonction ¢ est continue et différentiable sur [a, b] et vérifie p(b). Pour que ¢(a) =0 il

faut que

__ v [ At (b—a) Fla) e LD ey,
V= e {0+ 0+ b= af @+ E 0w |

Avec ce choix de v, la fonction auxilliaire ¢ vérifie les hypotheses du théoreme de Rolle.

Il existe ainsi zg €]a, b tel que ¢'(xy) = 0, c’est a dire

1 n+1
v = mf( - )(%)-

Le théoreme est démontré. [

Changeons de notation en prenant a = x et b = x + h. Tout nombre x¢ €|z, x + h[ s’écrit

sous la forme x + 6h, 0 < 6 < 1. La formule de Taylor avec reste de Lagrange devient

h ht!
fl@+h) = f(e) + (@) + - —f("’( )+ ——F" "V (z + Oh).

(n+1)!

Pour n = 0, cette formule donne le théoreme des accroissemnts finis.

Avec les hypotheses du théoreme 1 et en prenant a = 0 et h = z dans la formule

précédente, on obtient la formule de McLaurin avec reste de Lagrange

n+1

f(z) = f(0) + 757(0) +--- —f<">( )t T (0):

Cette formule est valable si f admet des dérivées continues jusqu’a l'ordre n et que la

dérivée d’ordre n + 1 existe dans un intervalle fermé dont les extrémités sont 0 et x.

Le nombre

n+1

R\(2) = ——= f) (62)

(n+1)!

est dit reste de Lagrange.

[] Exemple 4.2.1 Prenons f(z) = sinz, alors
f'(z) =cosz, f"(z)=—sinz, fz)=—cosz,---
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En appliquant la formule de McLaurin au voisinage de 0 pour n = 8, il vient que

. x3 xd x’ x?
sInxr =or — — + —

6 T 120 5020 T 362880 “°%°

avec 0 < 0 < 1et & =0x. Pour x € [O,g},onaogcosﬁxgl. Donc

2 2P x’ 2 2P x’ x?

Bl <sine<r— — 4+ - — :
6 T120 5040 =T ST 5 T 120 T 5040 T 362880

Ces inégalités nous permettent de calculer sinx avec une bonne approximation. Mais

I’approximation deviendrait encore meilleure si on appliquait la formule de McLaurin au

voisinage de 0 avec un ordre plus élevé. On précisera cette idée plus tard. [

Il est clair qu’au voisinage du point 0, ou la limite suivante est nulle
n+1

lim R(z) = lim mﬂ"*”@ =0, ¢€lo,q],

la fonction f s’écrit

N

Le second membre de cette égalité est dit série de Taylor de f au voisinage de a. C’est

le développement en série entiere de la fonction # — sinz un nombre infini de termes.

[] Exemple 4.2.2 La série de Taylor associée & la fonction z — e* au voisinage de 0 est

Puisque, au voisiange de 0, on a lim et» = 0. En effet, soit m un entier tel que

n——+00 (n—l—l)!
m > 2|z|. Pour n > m, on a

B ) ol \ (Ll
(n+1)! m! \m+1/) \m+2 n+1
Jel 2™ Ty
“m! \2 '

" m
|Rn(x)] < M. (5) avec M = Qm_l.em.ﬂ

On a alors
m!

Donc lim |R,(z)|=0. [

n—oo
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4.3 Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Soient f € F(I,K) dont le graphe est noté par C; et xy un point de l'intervalle I. La

tangente a Cy au point a pour équation

y = (x —x0)f'(w0) + f(w0) = hf'(x0) + f(w0), h=x— .

Soit n > 2 le plus petit entier tel que f(xy) # 0. La formule de Taylor avec reste de

Lagrange s’écrit au voisinage du point x( s’écrit

Flan + 1) = £(a0) + f (o) + E P [0 ag) 1 0(0)]

lorsque h — 0. Ce qui donne

LA o)+ 0(1)]

F (w0 4+ h) — [f (o) + (& — x0) /()] =

La différence f(zo+ h) — [f(xo) + (x — x0) f'(x0)] est ainsi du signe (as—nﬂ [F™) (20)].

On distingue ainsi 4 cas, a savoir :

n _est paire : Le signe de la différence précédente est celui de oy, = f (). La courbe
reste du meéme coté de sa tangente au voisinage de zy. En fait, la tangente est en dessous

de la courbe €y si v, > 0 et au dessus si o, < 0.

n _est impaire : Le signe de la différence précédente est celui de f™(xg). Suivant les

cas, la courbe franchit sa tangente au point x.

4.4 Formule de Taylor-Young et développements limités

Le développement de Taylor avec reste de Young est local. On 1'utilise, en général, pour
étudier une fonction au voisinage d’'un point (développement limité, concavité locale,
asymptote ...). Par contre la formule de Taylor avec reste de Lagrange et son cas particulier
la formule des accroissements finis sont utilisées essentiellement dans I’étude globale d’une

fonction (sens de variation et concavité sur un intervalle).

On se contente de démontrer la formule de Taylor avec reste de Young sur un intervalle
I contenant 0. On laissera au lecteur le soin d’étendre cette démonstration en un point

xo € 1.
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Théoréme 4.4.1 (McLaurin-Young). Soit f € F(I,K) une fonction de classe
€ sur 'intervalle I et que f(™(0) existe en 0. Alors f admet au voisinage de 0 le

développement limité d’ordre n suivant

_|_

F'(0) f"(0) f(™(0)
TR ARl e

™ + x"e(x)

f(x) = £(0) +

ou lim e(z) = 0.

z—0

Preuve : Fixons un réel positif non nul 2 de U'intervalle I et considérons un nombre H.
= AV X

qui vérifie

f/(O) f”(O) 2 f(n—l)(o) n—1 Hl’ n __
J@) = JO) = Fpe = e ot e =Y
Pour tout ¢ € [0, z], définissons une fonction auxilliaire de la forme
B S0, f"0) F70(0) s r
o) = £(0) — 50y - 110 - SN0, R Lot
Ses dérivées jusqu’a 'ordre n — 1, sont
: _ : : /"(0) foo o
¢'(0) = f(€) = 1(0) Tg mﬁ H:cm
f(3)(0) f(n—l)(O) . 2
" _ megy ety 4 \8)y n—3
v = ro-ro-Se L ses g S
(p(n—l)w) _ f(n—l)(g) . f(n—l)(o) L.

Comme ¢(0) = ¢(x) = 0, d’apres le théoreme de Rolle il existe &; €]0, x| tel que ¢'(&;) = 0.
D’autre part, on a ¢’'(0) = ¢’'(£1) = 0. On applique une deuxieme fois le théoreme de Rolle
& €]0,& [ tel que ¢"(&2) = 0. On réitere ce procédé jusqu’a 'ordre n — 1. On trouve =
- p"V(€) — 9"V (0)
&no1 €]0,&,2[C]0, [ tel que ™=V (&, 1) = 0. Ainsi,ona H, = . Ce
qui donne lirré H, = f™(0). Autrement dit H, = f™(0)+¢(z) tel que lim, .ge(z) = 0. [J

[1 Exemple 4.4.1 La fonction f(x) = e est définie sur R. Donc f™(x) = e” et alors
f(0) = 1. Par suite

2 n

z xr xr xr n
6—1+ﬂ+§+"'+m+$€($).

188



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

En substituant x par —x dans ce développemennt, on obtient le développement de McLau-
rin avec reste de Young de e~*. Ce qui donne le développement de McLaurin des fonctions

sinh x et cosh z, a savoir

) €T I’3 I‘2n+1 ont2
1.2 l.2n
coshr = 14+ —+---+ + ¥ e(x).

2! (2n)!

[] Exemple 4.4.2 La fonction p(x) = sinz est définie sur R et pour tout n € N, on a
nm

@me:sm<x+ng)etmeD:sm(E»'

Ce qui donne
0 st n=2p
(=1)? sin=2p+1.

Ainsi

x a3 xrtl
sing = — — — + ... -1
TR TR AT ey

+ w(2p+2)€(w).

[] Exemple 4.4.3 rm La fonction ¢(z) = cosx est définie sur R et pour tout n € N, on

a
nim

(n) (1) = T ) () = nr
o\ (x) cos<m+n2), »\"(0) cos(2>.
Ce qui donne
(=1)? si n=2p
0 st n=2p+1.

Ainsi

2p

o (S 4 Cre ().

(2p)!

[] Exemple 4.4.4 La fonction & — /nz n’est pas définie au point 0 et ne peut avoir un
développement au voisinage de 0. Toutefois, on peut appliquer la formule de Taylor-Youg
a la fonction f(x) = In(x + 1) au voisinage de 0. Ainsi
(n—1)!

(=1 (14 z)"

si x#0
F(z) =
(Ot (n —1)! si x=0.
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Donc

Définition. Soient f € F(I,K) et n € N. L’écriture

flx) =)+ a1z + -+ o + 2"e(x)

lorsque x — 0, est dite développement limité d’ordre n de f au voisinage de zéro.

Cette définition impose les remarques suivantes :

[0 Le développement limité d’une fonction & un ordre quelconque, lorsqu’il existe sur

un intervalle, est unique.

[] Si la fonction f admet un développement limité d’ordre n, alors elle admet un

développement au voisinage de 0 d’ordre p avec 0 < p < n.

[1 Sila fonction f est paire (resp. impaire), les ceefficients d’indice impair iy (resp.
ag), k € N*), sont nuls. Remarquer, par exemple, le développement de x — cosx

(resp. © — sinz).

La formule de Taylor-Young nous permet d’écrire le développement limité des fonctions
usuelles. Toutefois, si une fonction dont les dérivées sont difficile a compiler au voisinage
de T'origine, il est conseillé de ’écrire sous forme de fonctions élémentaires et d’appliquer

les opérations sur les développements limités.

[] Exemple 4.4.5 La formule de McLaurin avec reste de Young, nous donne au voisi-

nage de 0, les développements limités suivants

a(a—l)m2+.“+a(a—1)...(a—n—|—1)wn+mn€(w).

2! n!

(1—|—m)°‘:1—|—%m—|—

1 1
Sia=—1, 3" on obtient respectivemet les développements
Lo l—x4a2? =2+ (=1)"2" + 2"e(x)

xr+1
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11 135+ .(2n — 3)
1 - 1 T T2 _lnl n.n
T gt e Y e ey Y W)
1 1.3.5.- - .(2n — 1)
= 1—— Z.2 _1” n,.n
1+x 5T+ g+ +(=1) 246 (2n) z"x"e(x)

De méme, on a

3 5 7 2n+1
arctanz = x—%+%_%+...+(_1)n2i+l+x2n+2€(x)

: a’® 135+ .(2n—1) 2+
arcsinx = x+§§+...+ A6 () 2n+1+x e(2).

Remarque. Malgré la connexion étroite entre les développements limités et les séries
de Taylor, on prendra soin de signaler la différence entre les deux notions. La série de
Taylor comporte une infinité de terme et donne la valeur de la fonction dans un intervalle
de convergence. Par contre le développement limité ne comporte qu'un nombre fini de

termes et donne le renseignement que quand la variable tend vers 0.

4.5 Opérations sur les développements limités

Soient f, g € F(I,K) deux fonctions dont les développements limités sont

f(r) = ap+arx+agr? +- -+ a2 + 2" (7)
g(x) = Po+ frr+ Gox’® + - + fua” + 2"ey(x)

avec lir%si(z) =0,i=1,2.

Somme et produit : Le développement de la somme f(x) + g(x) est

f(x)+g(x) = (o + Bo) + (a1 + Br)x + - - + (an + Bn)x™ + 2" (2)

avec €'(z) = €1(x) + e2(x) et lim '(z) = 0. Le produit admet le développement suivant

x—0
f(@).9(x) = aofo + (aof + a1f0)x + -+ (fBn + - - - )" + 2" ()
ou lime”(x) = 0.

z—0
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[] Exemple 4.5.1 le développement & l'ordre 6 de v — tg 2z est

tglr = x+x—3+2$5+£+x5() x+$—3+2I5+&+x8()
&% = 3 15 315 3 15 315
2t 1726
S 6 0
x+3+45 (x).

En fait, la fonction z — tg 2z est une fonction paire et alors toutes les puissances impaires

disparaissent. On a effectué les produits des monomes de degré inférieure ou égal a 3. [

Quotient : On suppose que Fy = g(0) # 0 et que les fonctions f et g € F(I, K) admettent

respectivement au voisinage de 0 les développements limités d’ordre n suivants
f(x) = A(z) + 2"e1(z) et g(z) = B(z) + 2"es(x)

avec lir% gi(xr) = 0,2 = 1,2. Pour trouver le développement limité du quotient E ;
r—
on effectue la division euclidienne de A par B suivants les puissances croissantes jusqu’a

I'ordre n. On obtient ainsi deux polynomes Q et R avec d’Q < n tel que
A(x) = B(2)Q(z) + 2" R(x).
Et alors

f(x)g(z) = Q(z) + 2"¢(x), lime(zx)=0.

z—0

[] Exemple 4.5.2 Soit la fonction f(x) = —— définie sur l'intervalle | — 7, 0[U]0, +7|.
sin x

Cherchons son déveleppement a 'ordre 6 au voisinage de 0. Le développment limité de

sin « nous donne

1
O TE
31 Bl ot
= 1—u(r) +u(z) —u’(z) + 2%()
z? ozt af
avec u(r) = 37 + ) + 2%(x). En fait, on a effectué la division euclidienne de 1

par 1+ u(x). D’ou

x 2 7zt 3126
L P b(z). [0
f@)= 52 =1+ % * 360 T 15120° T2 @

Composition : Supposons que f(0) =0 c’est a dire que lir% f(x) =0 et que

f(@) =z 4 aa® + -+ + apa” + 2"e(z), lime(x) = 0.

z—0
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Alors
g(f(z)) = Bo+ Bif(x) + -+ Bulf(@)]" + [f(2)]"e(f()).

Cett expression est une somme de fonctions qui admettent des développements limités au

voisiange de 0 a l'ordre n, elle a un sens puisque lirré e(f(x))=0.

[1 Exemple 4.5.3 Soit a développer la fonction composée f(z) = sin(fn(1+z)) a Pordre
3 au voisinage de 0. Quand x tend vers 0, In(1+ z) tend vers 0. Le développement limité
de sin(In(1 + z)) au voisinage de 0 se ramene donc a celui de sinwu au voisinage de 0.
Considérons d’abord u = In(1 4 x). Au voisinage de z = 0, on a

x?

u=€n(1+x):x—7+§+x35(1’).

On voit que si  tend vers 0, alors u tend vers 0. Considérons ensuite ’expression y = sin u.

Au voisinage de 0, on a sinu = u — % + u3e(u). En remplacant u par sa valeur, on trouve

2
sinfn(l%—z)):x—?+€+:ﬂ35(1’), [

[l Exemple 4.5.4 Développement limité & l'ordre 2 de y/cosz au voisinage de 0. Sur

T
I'intervalle [—5, 5], cette fonction x — y/cosz est définie. Or,

cosx = 14+ u+ ue(u)

2
avec u = 5 Le développement que (/cosx se présente comme celui d’une fonction

composée. Ainsi

Veosx = \/1+u:1+g+ue(u)

1.2

4.6 Développements limités généralisés

Au lieu de considérer des fonctions définies dans un intervalle admettent 0 pour point
intérieur, on peut considérer des fonctions définies dans un intervalle admettant 0 pour
extrémité. De telle fonctions peuvent admettre des développements limités au voisinage
de 0.
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Supposons que 'intervalle I contient 0 et soit f € F(I, K) telle que glcl_% f(z) = £oo. Alors
f n’admet certainement pas de développements limités au voisinage de O. mais il se peut
que z*f(z), k € N, tende vers une limite finie oy quand z tend vers 0. Ainsi, la fonction
g définie par

b f(z) six#£0

Qp siz=0

g(x) =
admet un développement limité au voisinage de 0 de la forme

9(r) =ap+ a1z + -+ oz +2"(x), lime(z) =0,

z—0

Alors

f(.fl}‘) == Oéolxk + Oéllxk_l —|— ce + anlxk_n _'_ xn—kg(x)’ hm 6(:1:) = 0

z—0

On dit que f admet un développement généralisé ou asymptotique au voisinage de 0.

1
[] Exemple 4.6.1 La fonction z — E est définie pour = # 0. Dans ce cas, elle s’écrit
x

2

x
3
1 _cosx_1_§+$€(x)
tgzr sinz s '
R P xte(x)
6
Donc
22
. 1—?%—9:35(:)3) 2 g
= 5 =1— "+ = +2%(2).
tg @ x 3 24
1—€+ZE3E(:L')

Ce qui donne le développement généralisé de la fonction z — E
x
1

1oz 9 . .
tg—x_;_g—i_xg(x)’ 9161_)1%5(55)—0' U

On peut aussi développer les fonctions au voisinage de 400, en se ramenant au cas étudié

plus haut par le changement de variable y = —.
x

[1 Exemple 4.6.2 Développons la fonction f(z) = /1 + x — &z lorsque z tend vers

+00. On pose y = r ce qui donne

1

f<§) = V1= Yy = Ty (VT 1y - 1)
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B 1 1

y /3 (1 +3ytyely) 1) = gyz/?’(l + 3e(y))
o 1 /1 y A
o 31’2/3_1’2/38 E ’ ml_)f{.loﬁ E e

[1 Exemple 4.6.3 Développons la fonction suivante lorsque x — +oo0 & l'ordre 3 f(x) =

——  exp(arctan ) Posons u = — qui tend vers 0. La fonction f sécrit
x

flu) = ? exp (arctan (%)) :

: 1 @ :
Compte tenu de la relation arctanu + arctan | — | = 5 pour u > () on obtient
u

7r/2Vu2+]‘

f(u) = ™ ——— exp (arctan (—u)) .
u

Or

u?+1 1, 3

A R
" + Tk + e(u”)

w3

et puisque arctan(—u) == —u + 3 + e(u?), il vient que

1 1
exp(arctan(—u)) =1 —u + §u2 + 6u3 + e(u?).

Finalement, on a le développement asymptotique de f au voisinage de +o0

x 1 1 11 1
f(x) =e> [1_;"‘;—554-8(5)]

Si le développement asymptotique de la fonction f est de la forme

1 1 1
f(x)zozxﬂLﬁ—l-%—l-ﬁ—i-c?(—), lim e(—)zO, 7 eR

x r—+o00 €x

La courbe I'y représentative de f admet comme asymptote la droite au voisinage de

I'infini, la droite d’équation y = ax + (. La position de la courbe par rapport a cette

asymptote est donnée par le terme ln Remarquons que les ceefficients « et (3 sont donnés
x

par
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[J Exemple 4.6.4 Soit la fonction f(x) = e'/%\/x(z + 2). Déterminons son asymptote

/ 2
sous la forme y = ax + 3. Ona a = lim @ = lim e'*y/1+ = = 1. D’autre part
r——+00 €T r——+00 €T
2
[f(z)—2] = e 1+- -1

1 1
= —le"V1+2u—1] u=-—
u T

_ ! [<1+u+u;+€(u2) (1+u—%u2+€(u2)) —1] :

u

11
= 2+ gu +€(’u).

Ce qui donne = lim [f(z) — x] = 2. L’équation de I’asymptote est alors y = = + 2.

La position de cette asymptote par rapport a la courbe €; est donné par le signe de

11 1

flz) =[x+ 2] = . + € (—) . Ainsi, pour x > 0 la courbe C; est au dessus de son
x x

asymptote. Lorsque x tend vers —oo la courbe €y admet la droite d’équation y = —x — 2

comme asymptote et que la courbe Cy se trouve au dessus de cette asymptote, comme on

peut le voir en procédant de le méme facon qu’au voisinage de +o00. [l

Les limites difficiles se présentent en général sous forme indéterminées, les développements
limtés fournissent un outil efficace pour les calculer. Il s’agit de remplacer chaque terme
par son développememnt limité et appliquer ensuite les regles de calcul sur les développements

limités.

4.7 |Exercices Corrigés

Exercice 4.7.1. [

[0 Montrer que e est un nombre irrationnel

[ Montrer que, pour tous n € N* et x € R, on a e > z"n!. En déduire que pour

tout a € R%, on a
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[1 En appliquant la formule de McLaurin & la fonction 2 — In(x + 1) pour z = 1,
montrer que la suite de Riemann (s,) de terme général s, = > ;. (—1)*k est

convergente et a pour limite /n2.

Solution. Au voisinage de 0, la formule de McLaurion avec reste de Lagrange, ap-
pliquée a la fonction x — e* nous donne

n n+1

x x T
R [t — S 0<d<1.
e +1!+ +n!+(n+1)!6 )
[l En prenant x = 1 on obtient
1 1 1
=14 fd—t— e <<l
1! n! (n+1)!

d’ou
0

, 0<d<1.
n+1

n!
n!e:n!+F+---+1+

Supposons que e est un nombre irrationnel qui s’écrit sous la forme b (p et g
q

premiers entre eux). Si on choisi n > ¢, I’égalité précédente n’aura pas de sens.

x" ) .
[J  Pour z >0, onae® > —- Soit p un entier tel que p > a. On a alors
n!

1 P 1
x> ——=—a" p>a.
plxe  pl
x
Ce qui entraine lim 2% =400 et lim — = +o0.
r——+00 r——+o0 %

0 La formule de McLaurin avec reste de Lagrange appliquée a la fonction x —
(n(z + 1) au voisinage de 0 et en posant x = 1, on obtient
1 (_1)n+1 (_1)n+2

91— = 4. .
f T T T s e

1
Donc |s,, — fn2| < ——. Ce qui donne lim s, = n2.
n+1

n—oo
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Exercice 4.7.2. [

[0 Montrer que

22
w—;<£n(1—|—w)<w, Ve € RT.

n—~0o0 n—oo

[0 Soit la suite définie par : u,, = IT (1 + —) , n > 1. Calculer lim /nu, et lim wu,.

Solution.

[l La formule de McLaurin avec reste de Young, au voisinage de 0 et & I'ordre 2,

appliquée a la fonction z — ¢n(1 + ), nous donne

2

Mm(l+z)=a— % + z%e(z).

D’ot, pour > 0, on a n(1+z) < x. D’autre part, a l'ordre 3, on a fn(l+x) =
2 3

T= o + % + 23¢(z). Comme z > 0, on obtient /n(1 + x) > x — %2
[l Ona
n "k nan+l) 11
_ 2 B B
€nun—Z€n(1+/{:n)§Zﬁ_T_§+%.
k=1 k=1
Et
14 >nk nn2>1 11
nu, > N = . e
n? 2nt =2 ' 2n 20 2
k=1 k=1

1 1 1 1
Donc 3 < Inu, < 3 + o Ce qui donne nEI_Pm Inu,, = 3 et nEI_Pm u, = +/e.

Exercice 4.7.3. [1 Trouver les développements limités au voisinage de 0, des fonc-

tions

198



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

[0 f(x) =sinxcosx a lordre 4 et g(x) = sin(x + 23) & 'ordre 7
1
O h(z) = 5(1 +e”)" al'ordre 2 et k(z) = ve* —x — 1 a l'ordre 4.

Inx

[l Trouver le développement de g(z) = —5 au voisinage du point 1 a lordre 4.
x

Solution.
in 2
[l La fonction # — f(x) peut s’écrire f(z) = MY e développement de = —
sin 2z, nous donne au voisinage de 0
1 2)3 223
flz)== |2z — (22) +ate(x)| =2 — il + 2'e(x).
2 6 3
. 213 1
Alors sinx cosx = x — = + z%e(x).

[l Le développement de la fonction x — sin z au voisinage de 0 par rapport & x + 22,

nous donne
3 2\3 5 2\5 7 27
) 3 5 x?(1 4 z%) x°(1 4 z%) (14 z%) .
= (1 — —
sin(z + x7) (14 27) 5 + 130 £040 + x'e(x)
52 592° 231127

. 9L o 7
= Tt T oo soa0 T E @)

[J Le développement de la fonction x — e* au point x = 0 s’écrit a 'ordre 2

2

ex:1+x+%+x25(x).

1 2
Alors, en posant X = 3 [x + % + x25(x)] , on obtient

1 T\n 1 .1'2 2 ! n—1 "
5(1+e) =3 2+x+5+e(:c) =2 [1+X) :

Par rapport a X, le développement devient

1 o _— X X% nn-1)X? )
x 2 n(n—1)2?
:277/—1 1 — __ N 2
[ —l—n2+n4+ 5 4—|—x£(x)]
1 2
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[1  Supposons que cette fonction se développe a 'ordre 4 au voisinage de 0 sous la

forme
Ver —x —1=ag+ a1r + apx”® + azz® + aux® + 2'e(2).

Les ceefficients aq, ao, as et ay sont a déterminer. Remarquons que

Tz -1
ag=limver—x—1=0 et alzglciir(l)izﬂz

z—0 X

Et par identification, on trouvera

S
3
=S

0,2:—12’ az = et ay =
D’ou Y , , ,
2 T T T
T—rp—1=— — 4+ — + — Hl .
er — 5 [x+6+36+270+6(1')]
[1  Apres le changement de variable, X = x — 1, on est conduit a calculer le
m(l+ X
développement limité par rapport a = au voisinage de 0; p(X) = H

Suposons que ce développemet se présente ainsi
P(X) =ag+ a1 X + a1 X%+ a3 X? + a, X* + X'e(X).

Alors ag = ¢(0) =0 et (1l +X) =X — X72 +XTS - XT4 + X*e(X). D’ou

X2 x? Xt
(aptay X +a; X +azs X3 +a, X (X)) (142X +X?) = X—7+?—T+X45(X).
1
Par identification, on a a; = 1, ay = —g, as = ;, as = —g. Soit que

1
g(r) =2 — ng + 53933 — 1—;x4x45(93).

Exercice 4.7.4. [1 Soit f la fonction définie par

flz) = (1 +coszx) —2tg x

20 —sinx —tg x

Déterminer hII(l) f(z).
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Solution. En remplacant le numérateur et le dénominateur par leurs développements
limités au voisinage de 0, on obtient
@’ 2 Lg, s 7
x Q—E—i—x e(x)] —2 x—l—gx + z°¢(x) _6x3+x36(x)()
f(x) = 23 3 - 1 )
2r — [x—gjtxi”s(x)] - [x+§+x35(x)] —6$3+5535($)

D’ou limO flz)=T1.

Exercice 4.7.5. [1 Trouver les développements limités & I’ordre 4, au voisinage de

0, des fonctions f et g définies (dans des domaines convenables) par

r— f(z) = ’ et r— g(z) =vV1+sinz.

sin x

Solution. Au voisinage de 0 et & l'ordre 4, les développements limités de sinx et

sont respectivement sinx = x v - i + 2°¢(x) et L u+u? 4 ue(u)
1 +u P I TR T+u '
Donc
r 1 1
= 2 1 =
sinx T x 14+u
12 L
5 + 120 + zte(x)
x? at
avec u = ——o + o5+ zle(z). 1l vient que
x 2?2t 2 2t ?
T T A T s A(),
pr— [ ctgt? a(x)] + [ ctgt? a(x)] + 2% (x)
Le développement limité de f au voisinage de 0 est
x r? 7t
1+ 1 (),
sz 6 Tago MW

Pour la fonction g, on a d’abord le développement suivant au voisinage de 0 :
2 3 4

y oy oy oY 4
Jitg=1+2_L .Y 2 .
ty=1+5-F 5 1 TVEW

3

x
Prenons y =sinz =z — 5 +¢e(z*). Apres le calcul, on obtient

2 3 4

\/1+Sinx:1+%—%—i—8+%+x45(@.
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Exercice 4.7.6. [0 Trouver le développement limité de :

O f(x) = sin® (g) en g a lordre 4 et g(x) = (1 + )% en 0 & ordre 3.

O h(x) = zcotg z en 0 & l'ordre 5.

Solution. On effectue un changement de variable pour se ramener au voisinage de 0.

[l On seramene dans le premier développement au voisinage de 0 par un changement

de variables. Avec le changement de variable t = x — g, on a

() = 4 (1mme) < (1-on(e0 )
sin <2) 5 1 —cosz 5 1 — cos t+3 '
B 1[1 cost smt]_l cost+ 3smt
2 2 2 ) 2 4 4
1, V3 1, \/53 Ly
Donc
.9 x)_l V3 1, \/53 Ly, . _ U
— ) =4+ —t+ -t — —1t° — —t tre(t t=x— —.
s <2 - Uity L L OF Ty

[0 Posons g(z) = l611(1 + ). Alors f(z) = (1 + 2)Y* = 9@, Comme g(z) =
T

x x> 2
-4 ———+2° . Al
5 + 3 1 + x°e(x). Alors
1 2 3
9(0)=1, ¢'(0) = 5 9(2)(0) =3 et 9(3)(0) =3

La fonction f est dérivable en 0. En écrivant ses dérivées en fonction de celles de

g, on obtient

f(0) = e =e
f'0) = f(0)g'(0) = —e2 1
F0) = f(0)g'(0) + f(0)g?(0) = 1—26
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Or, f(z) = f(0) +zf'(0) + %Zf@)(()) + %3f(3)(0) + z3¢(z). Et alors

1 11 7
1 1/1‘: [1__ _2__3] 3‘
(1+x) e 5%+ 51T~ 1% +e(x”)
[1 La fonction f(z) = wcotg x est paire et s’écrit au voisinage & ordre 4 de 0 sous
la forme f(z) = ag+ aoz? + agx? +2°¢(x). Ainsi, on a ag = lin% f(z) = 1. D’autre
part, on a f(x)sinz = zcosz. Ce qui donne, en remplagant chaque terme par

son développement limité

(1+ 2+ agzt 4 2% ( )] x3+ - + 2% () x2+x4+ Pe(x)
aosl apx s s xr — — — s xr =T —_— —_— xXr xr .
? * 6 120 2 24

Par identification des deux membres, on calcul les ccefficients restants, et on

obtient
2 4

zr.cotgr =1— T + 2°¢(x).

Exercice 4.7.7. [1 Etudier suivant les valeurs du parametre réel a, la limite :

lim (vsinz — v/sh x)z®.

r—00

Solution. Notons par ¢(z) Pexpression sous le signe limite. En multipliant le
numérateur et le dénominateur de ¢ par l'expression v/sinx + v/sh z, on obtient le
développement du numérateur

3

- x’ 3 g x 3
sinz —shx = x—§+6x(x) — x+§+xa(x) :—§+xe(:c).

D’autre part, le dénominateur se développe ainsi

z® [@—l—@] = z“ [\/x+5(x)+\/x+5(x)) = 27%%3,

1 5 , : . b
Donc ¢(x) =~ —6:)3_0‘+§. Suivant le parametre o, on a les cas suivants : Si a = —,

52

1
la limite est ~5 Sia > gy ona 7% — 0%, la limite sera —oo. Si a < g ona
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2073 — +00, la limite est donc 0. Ainsi
(1 ) 5
—— sl a=-=
6 2
. Vsinx —vVshx )

lim - =4q—00 si a>-

T—00 xX
5
0 sioa < —.
( 2

Exercice 4.7.8. [1 Trouver les limites suivantes

1 fnz sinh va? + 1
lim [—(21/1“ + 31/1‘)] et lim SVIE L eR).
z—+oco \ 2 z—+00 esr
De méme
i tgx —sinx . sin’z —sin%a
lim — et llm—————
z—0 sin z(cos 2x — cos x) e—a 2 —qa?

Solution. Dans chaque question, on détermine tout d’abords la forme de

I'indétermination.

1
[0 Dans la premiere limite, on obtient la forme indétermée 1°°. Posons t = —, qui
x

tend vers 07 quand x — +o0 et
1 1/x 1/x ot 1 t t
|5 (27+3Y) ] =—ft g (2'+37).
Or, 2t = ™2 =1 + t/m2 + &(t) et 3! = 3 =1 + t/m3 + &(t) d’ont
1 t
5(2t +3H =1+ §(€n2 + (n3) +¢(t).

I vient que lorsque ¢ — 0, on a

1 ——Int 1
/n [5(2t + 3t)] o~ —§(€n2 + (n3)tint.

1 Inx
Or, t/nt — 0 quand t — 0. La limite est lim [5(21/“’ + 31/1’)] =1.

r——+00
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u —u u
— €

[0 Posons u = v22+1. Alors lim e = 0 et sinhu = £ o %, lorsque

r—-+00 2
r — +00. La limite cherchée est celle de

1
louar _ 1 veriiae _ 1 ex( 1+E_a>
- =—e = - .

2 2

B | 1 1 . .
Mais & I'infini — tend vers 0 et alors —eVeitl-ar o Zer(1-a) (e qui nous améne
x
a considérer les cas suivants : Si a > 1, 'exponentielle tend vers —oo et la limite

cherchée est 0. Si a < 1, 'exponentielle tend vers oo et la limite cherchée est

+00. Sia =1, au voisinage de x = 0, on a le développement

1) Y2 1
[1+—2] :1+129:2—|—5<—2).
x T

1y1Y? 1

Donc, lorsque x — 400, on a l'équivalence x [1 + —2] —T o La limite
x x

cherchée est alors 5

[0 En récapitulant
0 si a>1

. sinh vz2 + 1
lim — =

T— 400 (&

sita=1

\—l—oo sia<1

[]  Par linéarisation trigonométrique du dénominateur, on a

. ) . (3 . /T
sinz(cos2xr —cosx) = —2sinx sin - ) sin(3

. . 1 —cosz

tgx —smax = smzx | —— | .
cos T
Au voisinage de 0, on a les équivalences
. z?
sinx ~x et 1—cosm:3.

tgx —sinz

— 3.

Par suite, la limite cherchée est lim —
z—0 sin z(cos 2z — cos x)

[] La différence de deux carrés et la linéarisation trigonométrique nous donnent

sinx —sina = (sina — sina)(sinx + sina)
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o rx+a r—a . Tr—a r+a
= 4sin CoS sin CoS .
2 2 2 2

sin?z —sin®a sin 2a
2a

. . . r—a r—a .
Au voisinage de a, on a sin ~ . Alors lim
2 2 T—a 22— a?

Exercice 4.7.9. [1 Trouver les limites suivantes

. sinxz — xcosx . a . /a x
llm ———— et lim (COS (—) + bsin (—) ] }
2—0 x(1 — cosx) z—+00 z x
De méme
al/® + pl/= + /= & 9
lintl) [ 3 ] et lintl) (cos x)COtg .

Solution. On remplace chaque expression par son développement.

[l En remplacant le numérateur et le dénominateur par leurs développements limités
3

% + x3e(z) et z(1 — cosz) =

au voisinage de 0, on trouve sinxz — xcosz

3 .
x” 3 Dot li smx—xcosx:g
> T #(w). Drou 20 x(1 — cosx) 3

1
[l En posant t = — et en développant par rapport a t au voisinage de 0,
x
on obtient cos® + bsin = cos(at) + bsin(at) = 1 + abt + (). Donc
x x
1 1
(n [cos (E) + bsin (2)) = gﬁn(l + abt + (1)) = (Z) (abt + €(t)). Cette
x

x
derniere expression tend vers ab lorsque ¢ tend vers 0. Donc

lim [cos (ﬂ) + bsin (%) ] fo e,

r—-+00 €T

1

Posons t = —. Lorsque x tend vers +00, t tend vers 0. Développons le numérateur
x

au voisinage de 0, il vient que

a’® = ot =™ =1 4 tina + (1)
b/ = bt = e =1 4 tinb+ (t)
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at/* = =€ =14 thne+ ().

Donc

1
_ Z'Eng [al/x+bl/x+cl/x]

al/® +b1/x +cl/x x
/n [ 3 ]

1 t
= gﬁn [1 + €n(abc)§ + €(t)]
. . , . 1
Cette derniere expression est équivalente a gfn(abc). Donc

1z o pl/z 1/z\ %
lim[a i T ] = Vabe.

z—0 3

2 1
) {n(cosz). Or, C.OSQL' = —+4¢e(x) et
sinx

> Ccos T
[ Posons y = (cosz)%t8 =

,onafny = ( -
sin

2 2
(n(cosx) = (n [1 — % + xzs(x)] = —% + z%e(2).

1 1
D’ou ilir(l] (ny = —5 Et ainsi glﬂii%(cos x)COtg o 7

1 —cosz

Exercice 4.7.10. I Soit f(x)

1 cos(sinz)

[l  En quels points, la fonction f est-elle définie ? continue ?

[0 Montrer qu’on peut prolonger f par continuité aux points z € 27Z.

Solution.

[1 La fonction f n’est pas définie pour tout = tel que
1 —cos(sinz) =0 <= sinz = 2krm, k€ Z.

Or, |sinz| < 1 et [2kz| < 1, c’est a dire k = 0 et sinz = 0 soit que = € 7Z.

Donc f est définie pour x ¢ n7Z. La fonction f est continue sur son domaine de

définition comme composée de fonctions continues sur ce domaine.
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[0 Soit zy € 27Z. Pour un certain kg € Z, on a ¢ = 2kom. Pour x ¢ 77, posons
1 —cost
t =x — xg donc x =t + 2kgm et la fonction f s’écrit f(r) = ——— . Or,
1 — cos(sint)

lorsque x tend vers zg tel que x ¢ wZ, on at — 0 avec t ¢ wZ. Au voisinage de

0,on a

2 sin? ( ‘ ) 2 2

. 9 . sin“t ¢

2sin” | =sint
2
) 1—cosx . . .
Donc lim ———————— = 1. On peut ainsi prolonger la fonction f par continuité
z—zo 1 — cos(sin )

sur 2.

Exercice 4.7.11. [0 Donner le développement limité¢ de f(z) = (tgz)%82* au

voisinage de x = % (jusqu’a 'ordre 4).

Solution. Posons z = % + z, on donnera un développement limité de f(x) au voisi-
nage de z = 0. La fonction f sécrit f(z) = (tgz)i8% = W82mligas — cu oy
u = tg 2x Intg x. Soit encore

T 14+ tg =z 1
= tg (= 2>€ =—— [61 t —/In(1—t ]
u g <2+ z nl—tgz 2 n(l+tg z) — In( g z)

1 2 2
= —— [2tgz+—tg32+—tg5z+tg5z 5(z)]

tg 22 3 5
4 4
9y L E.3 4 2.5 .6
- z+32 +32 +z 5(z)+§23+6_425+26 0
2z 3 15
2 2
- 1+§22+§z4+z5 e(z)
B 4
1+ §22+ 1—z4+z5 e'(2)
26
= —1+ §22+ £Z4+Z4 5//(2)
D’ou
26 1 2 26
(tg )82 = exp [—1+§z2+4—5z4] =~ exp [522+£Z4]
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2 26 2
[1 + §z2 + 4—5z4 + §z4 + 6(25)]

D= |+

2 4
[1 + gzz + 524 + +5(z5)] :

T
11 suffit alors de remplacer z par = — 1 pour avoir le développement demandé.

Exercice 4.7.12. [1 Quel est le développement limité a 'ordre 3 de

(@) = (1 + )% = exp G) tn(1+ ).

0 En déduire la limite de (1 + )/ quand = — 0.

1 n
[0 Donner la limite de la suite <1 + —) quand n — +0o0.
n

2 3 4
Solution. Au voisinage de 0, onaﬁn(l—l—x):x—%—k%—%—l—x‘l&(x). Donc
1 r oz 2
—(n(1 = -4+ =—-=+z
exp [x n( +x)] exp [ 5 T T T 1 + a(x)]
22 5
= e exp [—§+§—Z+x 6(x)]
1+ x+x2 z3 +1 r? a2 1x3+3€()
= e —+ = —— === ==+ e(x)] .
2 3 4 2\4 3 68
Enfin,
11e Te Te
1 e _ € e 5 1€ o 3 3
(14 x) e= 5%+ o 10 T +e(x?)
1
Ce qui donne lir%(l + 2)/* = e. On pose maintenant * = — et on trouvera que
T— n
1 n
lim (1+—> =e.
n—oo n

Exercice 4.7.13. [1 Calculer les limites suivantes
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(]
) 1 2x lx sinx
xEIfoo[QiJ—rJ ’ et i%(“atg%]
(]
l 2
et lim [sina]"™ et lim —— =
20t a—0 rsinx
D 2 é 1 x
i [T ot Lim [ RO+e€)
e—1 1 —2x+ Inx z—+Foo 2
- 1 1
iy [_gn (2—7)] .
z—0 | X X
Solution.

[0 L’expression sous la limite s’écrit sous la forme
2%
[;zii] = exp [Qxﬁn <§iji)] = exp [Qxﬁn (1+2x2—1)]
= exp [2x( 2 +€<l))]
20 — 1 x
B 4x 1
- (z5+(G))

2x+1]2“" 9
=e”.
r—1

La limite cherchée est alors lim [

Tr—00

[l L’expression sous le symbole limite s’écrit :

lzsinx 1
(1+atg Qx) = exp [xsinxfn(1+atg Zx)] :

D’autre part, on a tg x = x + (), tg >z = 22 + ¢(2?) et sinz = x + e(x). Donc
/(1 + atg *r) = az® + e(2?) et zsinz = 2% + ¢(2%). D’ou

(1+atg2x)lxsinx:exp [%] — exp [%] .

1
Par suite lin(1) [1 + atg 2z]75me = o,
r—
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[

[

On a /n(sinz) = (n[(z(1 + e(x))] = nx + (1 + e(x)). Donc

(SiIl x)l/@nx 6(1/ch)én(sin:(:) = exp [1 i £H(1 + 5(37))
(nx
= e.exp [@] :
(nx
Soit que lim [sin 2]/ = e.
z—0
2 2
Au voisinage de 0, on a cos2z = 1 — (2z)° + 2%e(x). Posons u = —2z% + e(2?).
Alors fn[cos 2z] = (1 +u) ~ u. Or zsinz ~ x? donc
{n cos2x
m-—— = —2.
z=0 rsinz
Posons x — 1 = u donc x =1+ u. Alors
- (I+uwu (1+u)u
l—x+mx  —u+m(l+u) v
—u+ |u— > + u2e(u)
B (14 u)
= m
“1+ (1-5 +ew)
(14 u)
4 e(u)

2

Quand wu tend vers 0, le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers tend
2
7% — |

0 donc lim = do00. Mais ce développement limité est, pour u assez

z—0 1 — x + Inx
. . . u e . RN
petit, du signe de son premier terme ) donc inférieure a 0 pour u — 07 c’est-a-
2 2
. . - —x . . -
dire # — 0". Dans ce cas lim ————— = —oo. De méme lim ————— =
e—1+ 1 —x + Inx e—1- 1 —x + Inx

+00.

On considere deux cas : Si z — —oo On a e — 0 et fn(l + e*) — 0. Et donc
. Im(l1+e” _ . , ,
lim ¥ = 0. Si  — 4+o00. On va se ramener a une situation analogue

T——00 €T

en mettant e” en facteur dans la parenthese (14 ¢”) = e [e_z + 1) . Et alors

/n(1 r e ® +1 1
n( je):x—l— n(e2 + ):x+a(1)x2:—.
T T T
Donc lim [M] =0.
T— 400 €T
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[l Le développement de 1 — z cos z, nous donne

1 1 —cosx 7 ) T

Alors lim [lén (Z.I_ﬂ) ] = 0.
x—0 €T I‘Z

Exercice 4.7.14. []

[J Déterminer la limite quand z tend vers 0 de :

cotg x —sinx

tg x — arcsinz

[l Détermier quand z tend vers 0 la limite ¢ de la fonction f définie par

e —1

et celle de I'expression :

[l Déterminer les ccefficients a et b pour que la fonction g définie par :

1+ ax?

g(z) = cosz — 1552

soit un infiniment petit d’ordre aussi élevé que possible quand z — 0 et déterminer

alors la partie principale de g.

[1  Déterminer la limite quand z tend vers 4+o0o de la fonction h définie par

o=+ (-2

Solution.
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[l  On écrit la formule de McLaurin, du numérateur et du dénominateur, a 'ordre 3

- x’ 3 g g
arctanz —sinx = $—§+€(JJ) — x—€+x e(x) :—€+x e(x)
x3 3 x3
tgr —arcsinz = [x+§+m3e(x)] — [x—l—EjL:c?’a(x)] :€+x3a(x)
d’on
lim [arctan:)s—s‘inx] — lim —1/6+4¢(1) _
z—0 \ tgx — arcsinx e—0 | +1/6 4 ¢(1)

[0 Le développement limité de la fonction z — e, nous donne

T _ 1 2
‘ " :1+g+%+x25(x).

Donc

— E l’_2_1 £+x_2 _|_2()

276 2\27% ver
2

_ T

= 2+24+x5(9:)

1 1
D'ou f(z) = = + i e(x) et £ = lir% f(z) = 3 Il vient que

2 24
liml [f(a?)—%] :i.

x—0

[0  On a les développements suivants

;(;‘2 CC4 .Z'ﬁ 5
1 COSZI = 1—?4-%—%—'—1’5(33)
+ ax ) . ) . ]
Ee—— o N . B .
1+ ba2 + (a b):L’ b(a b)l' +b (a b)x +x 5(x)

La fonction g(z) se développe sous la forme

g(x) = — [% + (a — b)] A {2—14 + b(a — b)] rt— [%0 + b (a — b)] 2% 4-2% (z).

Elle sera un infiniment petit d’ordre aussi élevé que possible (ici d’ordre 6) quand

1
x tend vers 0, Sl; 6 b 5 © b(a —b) 57 Ce aui donne b D et a D
et alors g(x) = 1420 + a%e(xz).
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1
[]  Posons X = —, alors X — 0 et on a
T

H(X):h(x):h(%) :% [é—(1+X)‘1/X] .

(1+X)" VX = ~/0ma+x
= ¢! (1+X2+€(X)] .

—1+Z+e(X) X/2)+e(X)

=e ! e(

1
Ainsi lim h(z) = ——.
insi lim (x) 5

Exercice 4.7.15. [1 On veut étudier la fonction f(z) = e /22 — 3z + 2 au voisi-

nage de l'infini +oo.

3 2
[0 En écrivant Va2 -3z +1 = 24/1— -+ = = zv/I+u (pour z > 0) est en
r

. . v, 1 1
développant par rapport a u, montrer que : Va2 — 3z +1=ax++—-+—+e | —
T T T

quand z tend +o00. Les constantes a, § et v sont a déterminer.
1
[0 Développer exp (—) a l'ordre 2 lorsque x tend vers +o0o, (on posera X = %) En
a5

a5
une asymptote que l'on déterminera.

1
déduire que f(x) = aa:-l—b—i—fe ( ) , quand z tend 400 et que la courbe C'y possede
5

[J  Trouver Pasymptote de y = f(x) pour z vers —oo.

Solution. On ramene le développement & l'infini & un développement au voisinage

1
de zéro en effectuant le changment de variable x = -

1
[0 Quand z — 400, — — 0 et on a le développement
x

1 1 1 1
1 Ve . 94 =4 = 4+ - =
+e +x+2x2+x2e<x)
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= 2 1+1+1+151
N 20 4x?2 2?2 \«x

. 1 . 1 . 1 N 1 2+ 1 /1
20 4a? 20 4dx? $4€ T
1 1+ 1 . 18 1
2¢  24x2 2?2 \z ’

Le développement limité de f(x) au voisinage de I'infini est alors

f() 1 1+ 1 +1E 1
T)=—x — — —(Z).
2 4 48x2 2?2 \«x

d’out

1+el/=

N = N

1

La droite d’équation y = 3T 1 est une asymptote au graphe de fet se situe
1 1 1

au dessous de celui-ci puisque f(z) —y = —— + —¢e | — ) > 0 pour les valeurs
4822 2?2 \«x

suffisament petites de —.
x

En effectuant le méme changement de variable, on obtient le développement

3 1
asymptotique p(z) =z + 2 + % +e€ (—) . La droite d’équation y = x + 2 est
x x
3

1
donc une asymptote et comme f(x) — (x 4+ 2) = oy + ¢ (—) . Alors, Pour x
x x

voisinage de +o00, la courbe est au dessus de 'asymptote. Pour z voisinage de

—00, la courbe est au dessous de I’asymptote.

4.8

Problemes Corrigés

Les résultats des problemes qui suivent peuvent étre considérés comme un prolongement

et une suite logique du cours. Leurs compréhension est, de ce fait, indispensable.
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Enoncé 1 :

Chercher
lim (22° — 3z + 1)tg (rz), et lim(cos®z)"/5"*?,
z—1/2 ]
La premiere limite on a une indétermination de la forme 0.co.  Pour lever

I'indétermination, nous allons utiliser un développement limité apres avoir posé x =
u + 3 pour se ramener a une variable u tendant vers 0. Ainsi, on a
1 1 2u

(222 — 32 + 1)tg (7z) = —[2u* — 4] =— — — +¢e(u?)
tgmu T

car, u tend vers 0, alors tg (mu) = 7u + ¢(u?). D’ou liIlr}Q(sz — 3z + I)tg (7z) =

1
—. Pour la deuxieme limite, on a une indétermination de la forme 1°°. On prend le

T
logarithme de I’expression sous le signe limite. Ce qui nous amene a calculer la limite

liH(l) —— In(cos ). On remplace chaque terme par son développement limité. Enfin,
a—0 sin” x
1

—. U

(&

. . L,
on obtient que hII(l) (cos? )/ e —
r—

Enoncé 2 :

En utilisant la méthode des équivalents, trouver les limites des expressions suivantes pour
z—0:

_ sin(sin® 2?) 1 —cos(z® + tg *x)
~ sin(z3sinz)

4 4
et h(z) = tg (3z* + sin” x)

f(=) 9(x)

 sin®(sin®z)’ sin(z4 + sin®z)

Au voisinage de 0, on a les équivalents suivants sin®(z?) ~ (22)? = 2% et sin®(sin® x) ~
sin(sin®z?) 29

2?)3 =25 Donc f(z) = ——-—= ~ —. Dot lim f(z) = 1.

) /@) sin®(sinx) ~ af z—»Of( )

2 +tg 2

2

1
Remarquons que 1 — cos(z? + tg 2r) = 2sin? ( ) . Posons u = E(xQ + tg %)
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qui tend vers 0 lorsque z tend vers 0. Donc sinu ~ u et sin® v ~ u?. Ainsi

2 4 to2,) 2
1 — cos(2? + tg ?x) ~ 2 [%] ~ 2%,
4

*sinz ~ z*, alors g(r) ~ —. D'out lin%g(x) =2.
T -

Comme x

Posons v(z) = 3x* + sin® z qui tend vers 0 avec x, donc tg v ~ v au voisinage de 0.
sin x

] . Comme au voisinage

]:4 et mv(x)

De plus, on peut écrire v sous la forme v(x) = x* [3 +

sin x sin x

12

de 0, ~ 1, alors lim,_, [3+

T

42%. D’autre part,
x

. . sin T
on a au voisinage de 0, w(z) = z* + sin®x = 2% | 1 + 22 <

) ] ~ x* Alors

4 4
h(z) = v(z) ~ " La limite cherchée sera lim h(z) = 4.
w(z)  at 2—0

Enoncé 3 :

Soit f une fonction deux fois contintiment dérivable en tout point de R.

[l Par application de la formule de Taylor. Calculer

) o FE )+ f@ = R) — 2f(a)

h—0 h?

[  On suppose de plus que la fonction f vérifie

f(@) + £(y) = 2f (x -

) , z,y€eR
Montrer que f’ est alors croissante.

[0 Par application de la formule des acroissements finis, montrer la réciproque de la

question précédente.

I
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[1 La fonction f est deux fois dérivable, on peut appliquer la formule de Taylor et

ainsi, pour 6 et 6, tels que 0 < 61,05 < 1, on a

Fleth) = f@)+hf) + ot i)
2

fle—h) = ()~ hF'(e) + o (o~ ah).

Soit
flx+h)+ flx—h)=2f(x)  f"(x+6ih)+ f'(x — b:h)
h? B 2
La seconde dérivée de f étnt continue, on peut écrire

U Ona f(x+h)+ f(x—h)>2f(x) et alors
Flat )+ (=)~ 21(2)
2
d’ou f"(x) > 0 et f’ est croissante.

>0

[]  On suppose que f’ est croissante. Prenons par exemple x > 7, alors

r+y T—y T+ T —y
5 T3 “ YTy 2

x
On est amené a calculer la quantité f (%) Par application de la formule

T

des accroissements finis, on obtient

f@)::f<x+y)+xgyf<x+y+&@—y>

2 2 2
B xr+y =Y, (r+y T —y
I T G )

avec 0 < 61,0, < 1. Par addition membres a membres, on a

f)+ 1) = 2f ()

LY | Tty ToY\_ g (TtYy 5, Ty
+— f( 5 +&.2 ) f( 5 @.2 )

7

g

>0 puisque f’ est croissante

Dot f(x) + f(y) > 2f (9’ S y) .0
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Enoncé 4

[l En utilisant le déveleppement limité de cosz et sinz a l'ordre 2 et & l'ordre 3

respectivement, montrer que :

~ 4 e(z) (1)

" 1
cotgx = — — —
& r 3

au voisinage de x = 0.

[J Soit, pour n € Z, I'intervalle de R défini par
I, = Jnm — 72, nm + 72].

Montrer que dans I'intervalle I, I’équation tg x = z a une solution unique, que l'on
notera x,. Pour cela on pourra étudier les variations de la fonction g(z) =tgz — z

dans I,,. On a donc

tg T, = Ty, (2)
] Onposeun:nﬁ—l—g—xn. On a donc 0 < u,, < .

[1  Montrer que
cotg U, = nw + T2 — Uy, (3)

En déduire que lirf U, = 0.

[1 Montrer, en utilisant (1) et (3) que lorsque n — 400 on a u, ~ lnm. (On utilisera

la définition des équivalents).

[l On pose maintenant u,, = 1+ é,nmw,  lim,_.. . J, = 0. Montrer, toujours & ’aide

1
de (1) et (3), que 9, ~ = quand n — +oo. En déduire le développement de u,
n

a l'ordre 2 par rapport a — quand n — +oo, et ’expression correspondante de A,,.
n

[1  Etablir une expression analogue de x, lorsque n — —oco. On se rameénera au cas

précédent.

Solution.
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[0 En développant le numérateur et le dénominateur au voisinage de 0, on obtient

2
cos T 1— L +2%(x) 1
= . = —q(x).

sine p(l— 2 4 a%(z) @

On fait une division suivant les puissances croissantes dans ¢(x), on obtiendra

2
1
q(z) =1- % + z?2(x). D’ou cotg (z) = —- % + e(2).

[l Soit & € Z. Dans lintervalle I, la fonction ¢ : * — tgax — x est con-
tinue. On peut y appliquer la propriété de la valeur intermédiaire. Comme
limx_,;mig [tg © — x] = £o0, la fonction s’annule sur I;. Enfin, la fonction g est
croissante sur I, car ¢'(z) = (tg z —z) = tg ?z > 0. Donc la fonction ¢ s’annule

une seule fois sur l'intervalle I. Il existe alors x;, tel que tg x, = xy, k étant fixé.

[0 Ona
Cotg(uk):tg)\k:)\k:kﬂ+g—uk, k e N. (3)
Comme 0 < ug < 7 pour tout k € N, on a klim (lmr + g — uk) = 4o00. Donc
— 400
lim cotg (ug) = 400 et alors lim wuy = 0.
k——+o0 k——+o0

[ Comme u;, — 0 quand k tend vers +oo, d’apres (1) et (3), on obtient le
développement
1
cotg (uk):——%jts(uk):lmjtz—uk, k e N. (4)
On remplace uy par sa valeur et en divisant par km, k € N*, on obtient
1 2uk k
e gee(l)
kmu, 3k L 2km T km

Le terme de droite tend vers 1 quand k tend vers +oo car 0 < u, < w. Donc

lim (kmug) = 1. D’apres la propriété des équivalents et lorsque k tend vers

k—+o00
1
+00, on a up =~ T
, . 1+ 0 .
[] On peut écrire u;, = ————. On reporte cette valeur dans (4), on obtient +
km 3(km)
2 9 ork 1496 )
g(k—fr) — ﬁ — g +e (%k)) = 0. Comme ﬁ tend vers 0 lorsque k tend

N .. , ., . (Skkﬂ'
vers 400 et en passant a la limite dans cette égalité, on a lim =
k—+oo U1+ €

1 1
lim dpkm = —g. Ceci peut s’écrire §), = —— +¢ (—) et alors

k—+o00 2k k
11 1
= Ok = g o e (k:2)
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Donc, lorsque k tend vers 400, on a

o1 1 (1)
o= kT4 ——+ te .

2 km 2k*m k2
[1  Comme la fonction z — tg & — x est impaire, on a
T_f = —Tk, k € Z.

Posons m = —n. Quant m — +o0 et d’apres 5), on a

. T 1 n 1 . 1 1
Tm = MT _—— — _— —c | — .
2 mm o 2m2m m?2 \m

Ainsi, lorsque n tend vers £o00, on a

+7T 1 1 n 1 1
Ty =NT + — — — — —s(2).
2 nm 202w n? \n
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Enoncé 5

Soit @ un nombre réel positif. A tout x > 1, on fait correspondre le nombre
x—1
T) =14/ .
f() alx +1

1
[0 Lorsque z — 400, le réel t = = est un infiniment petit. Ecrire le développement

7
limité, a 'ordre 2, de f(z) par rapport a l'infiniment petit t.
[0 En déduire deux nombres réels a et b tels que

lim [f(x) —ax —b] =0.

T——+00

. 1
Solution. En posant t = —, I'expression en ¢ de f(x) devient
- x

_lvi-t
o(t) = am-

Son développement limité a 1'ordre 2 est donné par

1 VI—t 1 11/ 1 1 3
SVl -t () [1——75 —t2] £2(t).
a i a[ 2+4< 2) ] 202t T3t ) TEW
1+ —
(@

1
En développant la derniere expression et en posant ¢t = —, on obtient
x

f( ) 1 +1 14 1 1 1 1+ 3 n 1 2 1
) — —x+ - — ==+ —+ = el - .
« 2 o? ar | 4 2 2a% a2 T

Le deuxieme membre de cette égalité tend vers 0 quand x — —+oco. Il suffit donc de

Choisira:letb:—1 [1+i] .
« 2 o?
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Enoncé 6

[]  Soit la fonction définie par

x
- siz#0
1+e-
flz) =
0 siz = 0.
Déterminer quand x — +o00, le développement asymptotique d’ordre 2 par rapport

1
aux puissances de —. En déduire la position du graphe de f par rapport a cette
)

asymptote.

[0  Meéme question pour la fonction ¢(z) = (z + l)e%.

Solution.

1
[J  Quand z — +00, = — 0 et on a le développement
x

111
1+er = 2+—+—+—e<
T

d’ol
1
1+ ex

N — N~

[1—i+ ! +i5<l)] :
2¢  24xz?  2? \«x
Le développement limité de f(z) au voisinage de l'infini est alors
1 1 1 1 1
J@) =57 =3+ g T 2° (5)
La droite d’équation y = %x — i est une asymptote au graphe de fet se situe
1 1

au dessous de celui-ci puisque f(z) —y = + —¢e | — ) > 0 pour les valeurs
4822 2?2 \x

suffisament petites de —.
x
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[0 En effectuant le méme changement de variable, on obtient le développement

3 1
asymptotique p(z) = = + 2 + o0 +¢ (—) . La droite d’équation y = x + 2
x x

1
est donc une asymptote et comme f(x) — (z + 2) = oy +e| = ). Alors
x x

e Pour x voisinage de 400, la courbe est au dessus de 'asymptote.

e Pour x voisinage de —oo, la courbe est au dessous de 'asymptote.
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Chapitre

Intégration et Primitives

Dans ce chapitre I désigne un intervalle fermé borné de I’ensemble R des nombres réels.

5.1 Intégrale des fonctions en escalier

Définition. On appelle subdivision 7 (d’ordre n)de lintervalle I = [a,b] un ensemble

fini ordonné

T={a=xo<x1 << Ty < Ty, =b}.

La partition 7 détermine n sous-intervalles semi-ouverts, dits intervalles de la subdi-

vision 7, sous la forme I; = [x;_1,z;[, i =1,--- ,n. Le nombre

”77” = supizl,...,nﬂxi - a:i_1|}

est dit pas de la subdivision 7 .

La fonction f est dite en escalier sur 1, s’il existe une partition finie 7 de I tel que f

soit constante sur chaque intervalle I; de la partition .
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—

[] Exemple 5.1.1 Lorsque z; = a + ih avec h = on obtient une subdivision, dite

n
équidistante. Le nombre h est le pas uniforme de cette subdivision. []

On note par F(I,R) l'espace des fonctions réelles sur I et par E(I,R) le sous-espace

vectoriel de F(I,R), des fonctions en escalier sur 1.

[] Exemple 5.1.2 La fonction partie entiere qui a € R associe sa partie entiere E(x),

est une fonction en escalier. Par exemple, sur I'intervalle fermé [0, g], on a
0 sizel01]
E(x)=<¢1 sizecll,?2]
2 size (23]
Le pas de la subdivision 7 de I'intervalle fermée [0, g] est égal a 1 . U

Notons par yj la fonction caractéristique de l'intervalle J C I définie par

1 sizeld
xi3(r) =
0 sizé¢ld.

Ainsi si J et J’ sont deux sous-intervalles non disjoints de I, alors xyjny = x3.X3 et pour

tout a,b € R, on a

a.xy +b.xy = axyy + (a+b).x3ny + b.X31\3.

Le R-espace vectoriel E(I,R) des fonctions en escalier, est engendré par les fonctions

caractéristiques des sous-intervalles de I :

Chaque fonction en escalier est une combinaison linéaire de fonctions

caractéristiques.
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Lemme 5.1.1 Si f et g sont deux fonctions en escalier sur I'intervalle J, alors fg est

une fonction en escalier. De méme

sup(f,g), inf(f,9), f"=sup(f,0), f~=(=F)" et [fl=f"+f".

sont des fonctions en escalier.

Preuve : En effet, on a xjn3 = x3.x3. Ce qui prouve la premiere assertion. Pour
la seconde, on remarque que si f (resp. ¢) est constante sur les intervalles J (resp. J')
en nombre fini d'une partition 7 (resp. #’) d’'un méme intervalle I, alors f et g sont
toutes les deux constantes sur les intervalles de la partition = N 7’ de I. Ce qui donne
f=a.xiny et g =b.x3n3, a,b € R. Ces fonctions sont constantes sur J N J’ et nulles sur

son complémentaire dans 1. [

Définition. Soit f une fonction en escalier positive sur l'intervalle I = [a,b]. On
appelle intégrale de [ sur l'intervalle 1, le nombre qui mesure ['aire comprise entre
laxe 2'ox, les droites verticales d’équations x = a et x = b, et le graphe de la fonction

f. Lintégrale de f se note

1= [ ' f() da.

En particulier I(f) > 0 si f est une fonction en escalier positive.

Prenons une partition 7 de l'intervalle I de la forme : a = z; < 29 < -+ < x,11 = b.

Comme f est constante sur chaque intervalle de la partition 7 , posons f(x;) = a;, alors

If) = / fx)der =a1(xa — 1) + -+ + an(Tpi1 — Tn).

Cette intégrale ne dépend pas de la subdivision 7, elle dépend uniquement de la fonction

f comme on pourra le démontrer d’une facon générale dans la prochaine section.

b
Remarque. La variable  qui intervient dans Uintégrale J(f) = f(x) dz est dite

a
variable d’intégration. C’est une variable muette dans le sens ou la valeur de J(f) n’en
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dépend pas, c’est-a-dire que la variable x peut-étre changée par une autre variable sans

changer pour autant la valeur de I'intégrale.

[l Exemple 5.1.3 Dans I'exemple précédent, La subdivision de lintervalle [0, g] est

m={a=0<1<2<2=0b} Lintégrale de la fonction en escalier E(z) sur I'intervalle

[0,2] est I(E) = / E(z)dz =0.(1-0)+1.(2—-1) +2. <g - 2) =2 0O

0

5
2

[] Exemple 5.1.4 Si f est une fonction constante sur lintervalle [a,b], c¢’est-a-dire
f(z) = ¢ pour tout = € [a,b], alors ff f(z)dz = ¢(b — a). [

Lemme 5.1.2 Soient f et g deux fonctions en escalier positives sur l'intervalle 1.
L’application J : C(I, R)* — R* est linéaire. C’est a dire

If+9)=30f)+3(g) et IAf) =)

Preuve : . On choisit une partition finie 7t de l'intervalle I de la forme a = 21 < x5 <
-+ < xpe1 = bolles deux fonctions sont constantes sur U'intervalle [z, z;41[, i =1, n.
C’est a dire f(z) = a; et g(x) = b; pour tout & €]z;, ;41[. Alors (f+g)(x) = a;+b;,Vr €
|zi, x| et

(i1 — i)ai + (vig1 — 23)bg = (i1 — 23)(a; + by).

D’ou
n n

Z(%H — x;)a; + Z(%‘H —x;)b; = Z(%H — ;) (a; + b;).

i=1 i=1
Ce qui prouve la premiére égalité. De méme, (Af)(z) = A\a; pour z; < x < z;41. Donc

A [Z(ﬂji_’_l — xi)ai] = Z(xiﬂ —x;)(Aay).

D’oti la deuxieéme égalité. U

Lemme 5.1.3 Soient f et g deux fonctions en escalier telles que 0 < f < g.

L’application g — f est positive et en escalier et I'on a

Ig —£)=3(g) = I(f)- I
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Preuve : . Les fonctions en escalier forment un sous-espace vectoriel de & (I, R). Donc
la fonction g — f est en escalier et positive. Ainsi, J(f) +JI(g — f) = I(g). U

Lemme 5.1.4 Soit f € € (I, R), une fonction en escalier sur 'intervalle I. On a

() dx

< [[17@) as.

Preuve : . Avec les mémes notations que dans les lemmes précédents, on a

x)dr| = |(x1—x0)og+ -+ (Tpa1 — Tn) v

IN

|ao| T1 —20) + -+ (Tng1 — Tn)| |

/|f Ndo O

5.2 Intégrale des fonctions positives

A chaque fonction bornée sur un intervalle fermé I = [a,b], on associe deux nombres
appelés intégrales inférieures et supérieures de f sur I. La fonction f est dite intégrable

au sens de Riemann lorsque les deux intégrales sont égales.

5.2.1 Sommes de Darboux

Pour chaque subdivision w = {a = 2o < 71 < -+ < x,_1 < x, = b} et f une fonction

bornée sur l'intervalles I = [a, b], on pose

M; =sup f(x) et mz':lnff()

zel; z€l;
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16

15

14

13

12

11

10

9

8

7

6

16 5

15 4

14 3

13 2

12 1

11 0
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

0 1 2 3 4

On définie deux nombres appelés sommes de Darboux de f sur U'intervalle I, par

S(f,m) => Mi|L| et s(fym)=> mg|L.
=1

=1

L’aire A (f) de la surface délimitée par la courbe représentative de f, les droites verticales

d’équations x = a, r = b et 'axe des abscisses vérifie la relation

S(f,m) < A(f) < s(f,m).

[] Exemple 5.2.1 Soit la fonction f : x +— 2? définie sur l'inervalle I = [0,4]. Con-
sidérons la subdivision 7 de pas % de I. Les sommes de Darboux associées a cette subdi-
vision représentent simultanément les surfaces supérieure et inférieure des rectangles au

dessus et au dessous du graphe C; de f sur l'intervalle I. [
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Les inégalités précédentes ne dépendent pas de la subdivision utilisée. Pour le voir, con-

sidérons deux subdivisions 7 et 7w’ de I'intervalle [a, 0]
Tt={a=xy<n<--<z,=b} et wmw={a=y<y<--<y,=>b}

On dit que : 7 est un raffinement de 7w’ si @ C «’. Ainsi :

Proposition 5.2.1 Supposons que la subdivision 7 est un raffinement de la subdi-

vision 7/, alors :

S(f,m) < S(f,n'), s(fym) > s(f,m') et S(f,m) > s(f,=).

Si 1 et o sont deux subdivisions de I'intervalle I alors

s(f,m) < S(f,m2)- I

Preuve : . Posons Iy, --- I, les intervalles de = et Jy,--- , J,, les intervalles de =’ :

Pour tout ¢ = 1,--- ,m, posons I, -+, I, les intervalles contenus dans I,. Alors

S(f,m)=> M| < ZZM I < ZZZMJ,
j=1

]j| = S(fvﬂ',)'

i=1 r=1 i=1 r=1

Soit 7 le raffinement des deux subdivisions. Alors s(f,m) < s(f,w) < S(f,w) <
S(fa 772)‘ |:|

Etant donnée une fonction positive f bornée sur l'intervalle I = [a, b], on va cherchée a

définir I(f). Pour cela on considere :

Les intégrales associées aux fonctions en escalier sur I qui majorent

f forment un ensemble noté E£*(f,I) et les intégrales associées aux

fonctions en escalier sur I qui minorent f forment un ensemble noté

E(f, ).
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Soient p € E*(f,I) et w € E.(f,I) deux fonctions en escalier positives, alors w < f < p
et fabw(a?) dr < fab f(z) do < fabu(x) dx. Posons

J.(f)= sup I(w) et I*(f)= inf I(p).
we&*(f,I) ne&yi(f.I)

3.(f) < I°(f)- I

Définition. Une fonction f positive définie et bornée sur lintervalle [a,b] est dite

Alors

intégrable (au sens de Riemann) si

3.(f) = I*(£)- I

Leur valeur commune s’appelle intégrale de [ sur l'intervalle |a,b]. On note

10 = [ 1@ da.

[] Exemple 5.2.2 La fonction de Dirichlet

nction de

irichlet

1 z€Q

Xo(z) = 0 240

n’est pas Riemann-intgrable, car on a, pour toute partition 7 de [a, b], on a
s(f,m)=0 et S(f,m)=0b—a.

En effet, dans chaque sous-intervalle I; de la partition il existe un nombre rationnel et
un autre irrationnel, donc sup; f = 1 et infy f = 0. Ainsi, s(f,7) = 0 et S(f,7) sera la

somme des sous-intervalles de[a,b] qui n’est autre que b —a. [

Donnons-en, maintenant, une défintion équivalente de 'intégrabilité au sens de Riemann.
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Proposition 5.2.2 Pour qu'une fonction définie positive et borée sur 'intervalle I =
[a, b] soit intégrable, il faut et il suffit que pour tout € > 0, il y ait deux fonctions wy
et wy telles que 0 < wy < f <w; et J(wy) — J(ws) < e.

Preuve : La condition est nécéssaire puisque, Le nombre J*(f) (resp. J.(f)) est définie
comme une borne inférieure (resp. supérieure), pour tout £, (resp.) £3)) > 0, il existe une

fonction étagée wy (resp. ws) qui majore (resp. minore) f telle que
T (wa) < I(f) < T*(wg) + &2 (resp. Ji(wr) —e1 <I(f) < Li(wr)).

Montrons que la condition est suffisante. Soient € > 0, w; et wy deux fonctions en escalier
satisfaisant aux inégalités de ’énoncé, alors J(wy) < J.(f) < I*(f) < J(wy). Comme la
différence entre les extrémes est majorée par £, alors I*(f) —J.(f) < e. Ceci est vrai pour
tout € donc J*(f) = J.(f). U

Soient f et g deux fonctions intégrables. D’apres cette proposition il découle les propriétés

suivantes des intégrales de fonctions positives, a savoir :

e Pour tout A > 0, on a: I(f+¢g) =I(f) +I(g) et I(Af) = XI(f).

e Si f > g, la fonction f — g est positive et on a : I(f —g) =I(f) — I(9g).

e Les fonctions : sup(f,g), inf(f,9), fg, (f —g)F, (f —g)~ et |f — g| sont intégrables.

Les résultats sur I'intégrabilité des fonctions positives bornées sur un intervalle I = [a, ]
s’étendent aux fonctions réelles définies et bornées sur I. Ceci est une conséquence du

résultat suivant :

Lemme 5.2.3 Soient f et g sont deux fonctions définies, positives et bornées sur 1.

Si f et g sont intégrables, alors f — g l’est aussi et

I(f —g) =I(f) —I(g). I

Preuve : Comme les fonctions (f — g)™ et (f — ¢g)~ sont intégrables alors f — g est

intégrable. Comme sup(f,g) = f+(f—g)” =g+ (f —g)" alors I(f) +I[(f —g)7] =
I(g) +I[(f — g)*]. D’ou le résultat. [
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Les fonctions réelles, définies, bornées et intégrables sur un intervalles I forment un sous-

espace vectoriel de B(I,R) et 'application f — J(f) est une forme linéaire sur cet espace.

Théoreme 5.2.4 (La moyenne) Soit f une fonction réelle, définie bornée et

intégrable sur I'intervalle I = [a,b]. Posons m = in{ f(z) et M =sup f(zx), alors
z€ z€l

b
m(b — a) S/ f(x) de < M(b—a).

Preuve : Les fonctions m et M sont constantes sur l'intervalle I, elles sont des fonctions
en escalier sur I donc elles sont intégrables et on a J(m) < J(f) < IJ(M). Le théoreme
découle du fait que J(m) = m(b—a) et I(M) = M(b— a). [

La proposition précédente est un outil pour montrer 'intégrabilité de certaines classes de

fonctions intégrables :

0 Toute fonction continue sur un intevalle compact I = [a, )] & valeurs dans

R est intégrable.

Preuve : En fait, f est une fonction bornée et uniformément continue sur I. Par

définition : Ve > 0,3n(e) > 0,Ve, 2’ €I : |z —2'| <n=|f(z) — f(2)] < \bia\'

On choisit une subdivision w = {a =g < 11 < -+ < x,_1 < x,, = b} de [ vérifiant

|z; — x;_1] < 1n,i > 1. On définit deux fonctions en escalier w; et wy sur I par ses
restrictions sur les sous-intervalles de la subdivision 7r, pour tout x € I; = [z;_1, ],
par : wo(z) = gﬂf f(t) et wi(x) = stlel]gf(t), 1 < i <n. Les inf f et sup f sont finis
car f est continue sur les compacts I;, donc elle est bornée sur chaque I; et vérifie

alors : wy < f < wq sur .

5.2.2 Inégalités de Cauchy-Schwarz, Holder et Minkowski

Les inégalités suivantes sont utiles a plusieurs égards.
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Théoreme 5.2.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Si f et g sont deux fonctions

intégrables sur I'intervalle [a,b], alors on a

[ @g@iz < ([ 1@ - ([ 9@ a] -

Preuve : Soit A € R. Comme (|f| + A|g(z)])? > 0 alors le polynome de degre 2 en \

2 [Clg@)e v [ 1f@lo@lds + [Pz

qui est positif si et seulement si le descriminant réduit

5= (/ab|f(x).g($)|dx>2 /abIf(:v)lz/abIg(:ﬁ)l2
O

est inférieur ou égal a 0. D’ou le résultat.

Théoreme 5.2.6 (Inégalité Minkowski) Si f et g sont deux fonctions intégrables

sur 'intervalle [a,b], alors on a

([ (s +o@) ) < ([1r@rae) + ([ lo@pas)

b
Preuve : On développe / (f(z)+g(x))*dz et on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz. [

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de I'inégalité de Holder dont la preuve

sort du cadre de ce programme :

Théoreme 5.2.7 (Inégalité de Holder) Si f et g sont deux fonctions intégrables

sur I'intervalle [a,b] et si p et ¢ € R* sont conjugués c’est-a-dire — + — = 1, alors on a
P q

< ([1s@r) " ([ 19@sa] b

| f@g@lde
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5.3 Primitives des fonctions

Définition. Soit f une fonction définie sur l'intervalle I = |a,b], on peut lui associer
une fonction F définie sur [a,b] tel que F'(x) = f(x). La fonction F est dite dans ce

cas primitive de f et on note

pmg:/f@um+c

Ainsi, deux fonctions qui admettent f comme dérivée different d’une constante c’est-a-dire

que si une fonction admet une primitive sur un intervalle, elle en admet plusieurs.

[] Exemple 5.3.1 La fonction F : x — In(x) est une primitive sur Uintervalle R de la
fonction f: x +— 1/z. Il en est de méme de G :  — In(3x) car G(x) = F(z) + In(3). Par

contre F': x +— fn(x) est la seule primitive de f sur R} qui s’annule en 2 = 1. U

Dans ce qui suit, nous montrons que la dérivation et l'intégration sont deux opérations
inverses I'une de 'autre. De ce fait, on établit un lien tres étroit entre le calcul différentiel

et le calcul inétgral. Ceci est justifié par le théoreme fondmental suivant :

Théoréme 5.3.1 Considérons une fonction continue f : [a,b] — R. Alors, pour tout

x € [a,b] on a

d T
= / f(t)dt = f(=).

xT

Preuve : Posons I(z) = / f(t)dt. Soient x €]a,b[ et h > 0 tel que x £ h € |a,b].

a
Comme l'intégrale est linéaire et additive, on a

_ . x+h
ot =10 _ gy L () = fla))di
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Posons &1 = sup{|f(t) — f(x)| |t € [z,2 + h]} et e9 = sup{|f(t) — f(z)||t € [x — h,z]}. 1l

vient que

I(x+h)—I(z)

I(x —h) —I(z)
)19 i)

—h

—f(l') < és.

<e et ‘

De la continuité de la fonction f au point x, découle

oy L@+ h) = I(z)
I'(z) = Jim h

= /(@)

On montre de la méme maniere dans les cas otz = a et ou z = b. [

Théoréme 5.3.2 Considérons une fonction F : [a,b] — R continue qui admet une

dérivée continue sur l'intervalle [a, b]. Alors,

/ F'(z)dz = F(b) — F(a).

On note F(b) — F(a) par F(z)[®

Preuve : Considérons la fonction J(z) = / '(t)dt. D’apres le théoreme précédent, on
a J'(x) = F'(x). Ainsi, les fonctions J(x) et G(x) = F(z) — F(a) admettent la méme
dérivée sur 'intervalle [a,b], donc J(z) — G(z) = C ou C est une constante. Comme
J(a) = G(a), alors C' = 0, c’est-a-dire que J(x) = G(x) pour tout = € [a,b]. En prenant
x = b, il vient que J(b) = G(b) = F(a) — F(b). U

b

Donc, pour estimer / f(z)dz il suffit de trouver une fonction F'(x) telle que F'(z) = f(z)

et on a tout simplem((lent

[ﬂmm:me-

On traite maintenant deux propriétés importantes de 'intégrale : L’intégration par parties
qui correspond a la regle de dérivation d'un produit et la formule de changement de

variable qui correspond a la dérivation en chaine.

237



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

Théoréeme 5.3.3 (Intégration par parties). Soient f,¢ : [a,b] — R deux fonctions

continiment dérivables. Alors

| 1@9'@ do = f@9@)i- [ @)@ da.

Preuve : La dérivation du produit s’écrit

Lp@@)] = F@@) + F@)d (@)
Donc
f@o() = [ F@ge) do+ [ g @pde
Ainsi

b b
[ #@)g@) da = f@g@l - [ F@g) de. O

Remarque : Pour calculer une intégrale de la forme fab u(z) dz, il suffit d’écrire la

fonction sous le signe somme sous la forme u(x) = f(z)¢'(z).

Théoréme 5.3.4 (Changement de variable). Soit ¢ : [¢,d] — R une fonction
continiment dérivable et strictment monotone. Supposons que g vérifie g[c, d| = [a, b].

Pour tout fonction f : [a,b] — R, on a

/ﬂ@m=/fwmwwm

Preuve : Si F est une primitive de f alors (F(g(t)) = F'(g(t)).¢'(t) = f(g(t)).¢'(2).
Alors
Flo(®) = [ (Fla)at= [ 7ot Ot

Si g est croissante, c’est-a-dire ¢’ > 0, alors

/ fla(t).g'()dt = Fg(t)|e = F(g(c) — Flg(d)) = F(a) = F(b) = [ f(x) da.
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Si g est décroissante, c’est-a-dire ¢’ < 0 soit que —¢’ > 0, d’apres ce qui précede on a

d b
/ f(g(t))-(—g'(t))dtZ—F(g(t))lfz—F(g(C))+F(g(d))=—F(a)+F(b)=/ fl@)de. U

1
[] Exemple 5.3.2 Soit f(z) = P Le dénominateur s’écrit sous forme fac-
x? — 2z

—1\?
torisée 12 — 2 +5= (v —1)2+4=4 [(1’ 5 ) + 1|. Pour déterminer la primitive de

f, faisons un changement de variables en posant t = xT_l Il s’en suit que dt = %x et que

/f(x)dx: 1/ du :larctgu—i—C:larctg (:)3_—1) +C. []

2) w?+1 2 2 2
3 +5
[] Exemple 5.3.3 La fonction f(x) = se décompose sous forme
x(x? — 22 +5)
a bx + ¢
=4
/(@) +x+x2—2x+5

1
Mais a = lin%:)sf(x) =letbr+c= {f(x)—l—;} (2% — 22 +5) = 2 — 3. Ainsi

1 r—3 1 1 22-2 2

b 144 _ .
/(@) +x+x2—2x+5 +:)st2332—21'+5 2 —2x+5

Sa primitive est alors

1 —1
[ 1@s =+ 10+ Jnle? 2045 - arerg (152 ) 40 O

5.4 | Exercices Corrigés

Exercice 5.4.1. []

Un mobile parcourt une courbe avec une accélération a l'instant ¢t donnée par v, = 2 +
5sin 3t — 2 Calculer sa vitesse v; a cet instant ainsi que la distance parcourue x;. On

donne les valeurs initiales de la vitesse et la distance a l'instant t = 0 : v = 10 et 2y = 5.
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Solution. On a par définition

5

Pour t =0, on a vy = —g + C, donc C' = g Et alors

> 5 5
Utzg—gcos?)t—%—b—g.

La distance parcourue jusque la est

tt 5 5
.Tt:/Utdt:ﬁ—§SIH3t—t2+§t+0/.

Pour t =0, on a 2o = C' = 5. Soit que

tt 5 . 5
xtzﬁ—581n3t—t2+§t+5.

Exercice 5.4.2. []

[l Calculer les intégrales suivantes

Vv — Jx / xdx / dx 3
L = | ——dz, L= | ———=d Iy = | ———— =.
1 / x2 €T, 2 (.T2 L a2)n z, a 7é 07 3 2x — 3)7 T > 2

[l Calculer les intégrales suivantes

1, = /Sinxcosa:da:, Is = /xewd:ﬂ, Is = /Enxdx, I; = /ew sin xdzx.

Solution. On exprime les racines d’ordre n en terme de fonctions puissances et on

utilise la substitution des que 'occasion le permettra.

[0 On exprime la racine d’ordre n sous forme de fraction. Ainsi

1/2 _ .1/3
Il = /71. r dﬂf = / (.Z’_3/2 — J}'_5/2) dﬂf

72
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-3 2 0
o2 T

Dans 'intégrale I, on utilise la substitution ¢ = 2* + a?, alors d¢ = 2zdx. Donc

1 [de
=53] &

I

On distingue ainsi deux cas :
Si n # 1. On obtient

_ e +C = ! +C
21—n C2(n—1)(a2 +a2)nt T

Iy

Sin = 1. On obtient

—m(z* +a®) + C.

1
IQ—§£H£+C— B

Pour I3, on change de variable en posant u = +/2z — 3 > 0 ce qui donne dx = tdt.
Alors

[;;z/%lu:/du:\/%?—ii%—()

: o I
[0 Pour intégrer I, on peut écrire sinz cosz = 3 sin 2z. Donc

1 1
I, = §/sin2x: Z/sin2xd(2x)

1
= ——cos2zx+ C.

4

Dans I5, on integre par parties en posant
u=2x du=dx dv =e"dr v=-¢e".
Il vient que
I :xe:”—/e:”dx:xem—em—l—C’:ew(x—l)vLC.
Dans Ig, on procede de la méme fagon en posant
1
u=I{nr, du=—dx et dv=dx, v=ux.

X

Ce qui donne

I6:x€nx—/x.d—x:xﬁnx—x—FC:x(ﬁnx—l)—O—C.
T
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L’intégrale I se traite de la mme maniere, & savoir
7 )
T

u=sinx, du= cosxdx et dv =e*dr, v=-¢€".

Donc
I; =e®sinx — /e“" cos xdx.

On integre par parties cette derniere intégrale
/ e’ cosxdr = e* cosx + / e’ sin xdx.
En revenant a l'intégrale initiale, on obtient
I; = e"sinx — e* cosw — /em sinzdr = e*sinx — e* cosx — I.

Et alors .
I, = /e"” sinx = ier(sinx —cosx)+C.

Exercice 5.4.3. [

Calculer, en précisant dans quels intervalles cela est possible, les primitives suivantes

V2 o4y 3323 + 1022 — 22 dx
Ji = ————, J2= dr, J3= )
1 z(x?+1)2 9 (22 —1)2 (x+1p3 @2 +z+1)2

Solution. Pour .J;, posons u = z? donc du = 2zdx. Ainsi

J_/ﬂ 2dx _/2 du
A r(14+22)2  f; u(l+u)?

On décompose en éléments simples

1 A C B

W+a? w1t (FuE

On fait une division suivant les puissances croissantes

1 1 1 1

u(l+u)? uw 14+u (I4+u)?
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Donc

1121 4
Ji = [|u|]? =[]l +ul]f + [H——u} 1 =% + €n§.

L’intégrale J5 se calcul en décomposant la fraction sous le signe intégrale, a savoir

323 4+ 1022 — 2z A B C D

@12 (w—1p a1 @ri it

1 9
On obtient facilement que A = R et C' = T On multiplie chaque membre par z et on
fait tendre x vers 400 ce qui donne B4+ D =3. Pourz =0, ona B=4et D = —1.

Enfin
3% +102? — 22 11 4 9 1

@12  d@—12 o-1 (@+1P T+l

En intégrant, on obtient

11 9 1 P95
Jy=|-——+4djz—-1| ———— -/ ]| =—+/nl2.
9 - + 4n|x — 1| 1771 njr + \2 16+n
Dans J3, on décompose la fraction rationnelle en éléments simples. Pour le pole x = —1

d’ordre 3, on fait une division puissances croissantes a l'ordre 2, ce qui done

1 v .2 1 DetE  FatG@
(x+13@2+z+1)2 z+1 (2412 (z+13 22+2+1 (224+2+1)2

On multiplie chaque membre par (22 + 2 + 1)? et on pose z = j = €27/3

, ce qui donne
Fj+G=—1donc f =0et G=—1. On multiplie chaque membre par x et on fait

tendre x vers +o0o. On trouve D = —1. Pour x =0 on a £ = —2 et enfin

1 2 T+ 2 1
(z+132+z+1)2 2+1 (r+1)2 (z+13 224z2+1 (22+z2+1)2

On peut intégrer sur tout intervalle [a,b] ne contenant pas —1 car la fonction est
continue pour x # —1. Ainsi
2 1 2)d d
J3 = In|x + 1| — — _/(x—l—)x_/—m‘
r+1 2(x+1)2 v’ +x+1 (22 + 2+ 1)?

K Ko

Calculons les intégrales K et K5. On a

K - _1/(2x+1)dx_§/ dz

2] a22+x2+1 2 ) a22+x2+1

1 20 +1
= ——MmP+r+1)-V3 arctan( )
2 ) V3
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(x 4+ 2)dx 16 dx

KQZ 5 226 5 2"
T S I
TTy) Ty 3" 72

2 1 2
Posons X = — [z 4+ = ) donc dX = —=dz. Ainsi
V3 ( 2) V3

8\/3/ dX
K2: R
9 1+ X2

En décomposant la fonction sous I'intégrale en éléments simples par rapport a X et en

et

remplacant, on obtient

Finalement
|z + 1| dr+5 133 2x+1> 1 2r+1
Js = In — — arctan ——-—+ K.
’ Vel+r+1 20 +1)° 9 V3 322 4+x+1

Exercice 5.4.4. []

[l Calculer les primitives suivantes
0
I, = / Va2 + 2x + 2dx.
—1

On pourra écrire 2 + 2z + 2 sous la forme canonique et faire un changement de

variable en utilisant les fonctions hyperboliques.

[1 Calculer I'intégrale suivante

! 1
IQ:/ En( +x>\/1—x2d:ﬁ.

1 =

[0 Démontrer I’égalité suivante

™

s d - _
[ i
= 14sinx o l-+sinz
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En déduire la valeur de I'intégrale définie

/7T xdx
Is = —
o l+sinz

Solution.

[J  On peut écrire 22 +22+2 = (x+1)>+ 1 et poser z+1 =sh ¢. On a alors z = —1
pour t = 0 et 0 désignant le nombre tel que sh § = 1. On a dx = ch tdt, d’ou

0 0
I, = / Va2 4+ 22 + 2dx = / (sh ¢ — 1)ch *tdt
-1 0
0

0
= / ch ?tsh tdt — / ch 2tdt
0 0

0 3,7¢
h 3¢ 1
/chztshtdt: [C } = —(ch®) —1).
0 3 ], 3

et

0 0 0
hot+1 [shot ¢ Lot 0
/chztdt:/ chatt byt by _shet 0
. .2 1 IR

Or, sinh® = 1, ch?0 —sh 20 = 1, donc ch 20 = 2 et ch § = /2. puis sh 20 =
2sh fch 6 = 24/2. On a donc

1 V2 0
Ilzg(zﬂ—l)—7—§.

Pour calculer 6, écrivons e — e =2 ou e? — 2e? — 1 =0 d’out
e =14+V2 et 0=rn(1+V2).

On sait d’ailleurs que argsh 6 = ¢n|z + /22 + 1|. Finalement

L V2 1 (142
U6 3 2

[l La fonction sous le signe intégrale est continue sur lintervalle [—1,1] car
liH(l) xln|z| = 0, elle est donc intégrable sur cet intervalle. Effectuons le change-
r—
ment de variable ¢ = arccosx c’est a dire x = cos ¢ et dr = sinpdp. 1l vient

que

0
I, = /2£n’cothg’cos<psin<p(—sing0)d<p
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’ P
= —2/ /n )tg 5‘ cos @ sin’ pdyp

Nous effectuons maintenant une intégration par parties

dp

¥
uzﬁn‘tgi sin ¢

Mais

|"=o.

[Sin3 pln ‘tg L
2o

Il vient que

2 (T, 1 (¢
I, = - | {nsin®pdp = 3 (1 — cos2p)dy
0 0

3
1 1. 5 oo
= - |p— =sin =—.
31727, 73
[0 En posant x = m — t, on trouve
T
T xdx 0 Tm—1 9 T—x
/E1+sinx /EHsm(w—t)( ) /0 1+sing
2 2. -
2

S SN |
o l-+sinz o l+sinz

C’est a dire

T
s —- 1
x 2 m 1 9
——dr = ———dx = ———— 21 - t°dt
/01+sinxx /0 1+sing 7T/O 1+ 2t1 +¢2 i
11!
a=2n | ]
+

Exercice 5.4.5. [
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]

]
Solution.
[ Ona

1
I = [argsh 7]} = [€n|x +V1+22|| =m(+Vv2).
0

Pour J, on integre par parties de facon a abaisser le degré de la puissance de =,

il vient

™ ™
. s
/ 22 sinxdr = [—xQ cos x] ot / 2x cos xdx
0 0

™
™

= 7+ [2zsinz]y — [ 2sinzdx

) 0
= 7° —4.

1 . .
[0 En mettant — en facteur, la premiere somme s’écrit
n

z":l 1 :Z%<%_z;1) 1

L N
i1 m (i) —1
n

et on voit que la limite lorsque n — 400 est fol

dx

\/ﬁ = €n(1 + \/5) De la
Xz

méme fagon la deuxieme somme s’écrit

17 [im)? ) s
mz(z) ain ().

1=
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D’ou la limite est
1 [7 1 4
sinxdr = - — —
™ Jo T 7w

Remarque : On peut aussi écrire la deuxieme somme

ORIR0)

. . . i .
qui a pour limite fo 22 sin Trdz.

Exercice 5.4.6. [1 Calculer les intégrales suivantes

™

1 —zcosa

1 — 1
L = /_1(arccosx)2dx, I = /02 coszfn(l + cosx)dzx, I3 :/0 — 2xcosa+x2dx'

Meéme question avec les intégrales suivantes

]‘4 / arcsin xr_ " 1 2 , / arcsin x dx
vi1i—2x

Solution. Pour I;, on integre par parties deux fois. Posons le changement de variables

—2arccosx
u = (arccosz)?, dv=dr, du=-———="dr et v=u.

iz

Ce qui donne

+1
1 X arccos x
I = [z(arccos )] " +2/ ——dux.
= e B
Faisons un deuxieme changement
xdx dx
up = arccosx, dvy = ————, du; = ———=dxr et v =—V1— 22
1 — a2 V1—2x?

Ce qui donne

I [ ( )2 —2v/1— o2 rl o [TV,
= rlarccosxr) — — I“ arccos — —ax
! -1 1 V11— 2

+1
= [x(arccos r)? —2v1 — 2 arccos x — Qx}

= 7’ —4.

-1
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L’intégrale Iy se calcule par parties. On pose le changement de variables

inzd
u = fn(l+ cosx), du:—w, dv=cosz et v=sinz.
1+ cosx
Ce qui donne
T T
J— — . 2
d
I, = [fn(1+ cosx)sinz)? +/2 o e
o l+cosz

L2 = 2
d 1-
smxx:/Q cos"x
0

T
(1 —cosx)dr =[x — sina:]02
s
= ——1.
2

Pour le calcul de I3, procede d’abord au manipulations suivantes

! 1 —xcosa 'sin? v — cos a(1 — x cos @)
I; = dr = —5 dx
o (r—cosa)?—cos?a+1 o (z—cosa)?sin®a+1

B /1 dx /1cosoz(sc—cosoz)dx
0 1+($—cosoz)2 o 12—2zcosa+1

sin «v

1

T — COS v

= {(Sin a) arctan ( ) — (cosa)fmvx? — 2z cosa + 1 }

sin av 0
Soit

1 —cosa

I3 =sina [arctan ( ) + arctan(cotg a)] — cos [an —In ‘sin%’) :

sin v
Ces calculs sont valables pour o # g + kmou a # 2km ou « # 2k + 1)w, k € Z.
D’autre part, pour ces valeurs, on a

4 1
dx s T
= Sia=—+k
/01+$2 1 1« 2+7r

1
1
I3 = / dr =400 Sia=2krw
o (1—x)

1
/ d dx = (n2 Sia=(2k+ 1)m.
\Jo

1+z
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Pour Iy, on intégre par parties sur tout intervalle [a, b] inclus dans | — 1, 1]. Posons

) 6au"csinz Z‘d[[‘
=" du= ——dr, dv=-—— et v=-—V1-—2a2
V1 — 22 V1 — 22

Il vient que
I4 - _ /1 - xgearcsinx _._/earcsinxd‘r.
On procede a une deuxieme intégration par parties de I, en posant

6arcsin$dl,
u=x, du=dr, dv=——= et v=c¢

V1—a2

arcsin x

On trouve alors
I4 — xearcsmm _ /earcsm .’L'dx

En ajoutant les deux expressions de /4, on obtient

1 : 1 )
]4 — 5(1, — 1= xg)earcsmw ot ]5 _ 5(1, + M)GMCSIHJU.

Exercice 5.4.7. [

[l Calculer les intégrales suivantes

T
9 dx xdx
I = [ sin®axd L= [sh® I:/2L I:/i.
1 /Sln xrax, 2 /S Z, 3 0 (1+sinx)4? 4 ($2+1)3

[] Calculer les intégrales suivantes

xdx dx
Is= | ——, Is= [ arctanxzdr, I[I;= [ arcsinzdr, = | ———.
’ / Vat+2 ¢ / ! / ® /cosxsm3x

[l Calculer les intégrales suivantes

d d
Iy :/dxcos6x, I :/ 33 dzx, I = * , Iy :/\/tg rdx.
7

sin x coS

[l Supposons que b > a. Calculer les intgérales suivantes

b dx b dx
Ilgz/a \/(x—a)(b—a:)’ 114:/a V(z—a)(b—x)dr et 115:7(1_“52)7/2.
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Solution.

L Pour le calcul de I;, on utilise la formule de Moivre. Ainsi

iwx _ ,—ix\6
]1 = /—(e ¢ ) dx

2646

1 ) ) ) . . )
— _a [eﬁm + 6—6290 o 6(6421‘ + 6—421‘) + 15(6221‘ + 6—221‘) o 20} dx

1
= 33 [cos 62 — 6 cos4x + 15 cos 2z — 10] dx

in 6 3 15 5
= _511ng2x + 6—48in4x — 6—48in2x+ 1—6x + K.

La meém calcul que précédemment, on trouve
1 3 15 5
I, == —@sh 6x + @sh 4o — 6—48in2x+ 1—6m + K.

Pour I3, posons le changement de variable t = 1 + sinx ou x = arcsin(t — 1). 1l

I_/@_ RN
STt | 3, 24

Pour I, posons t = 22 + 1 ou = /1 — t. Ce qui donne

dt 1 1
== 4 K=—-— + K.
TERTo i+a22

vient que

I

O Pour I, on pose t = 22 donc x = ++/t. Suivant que z est positif ou négatif, on
obtient

el

2] V2ree 2

Pour I, on integre par parties en posant u = arctanx et dv = dx. Alors

1
Mm|t+V2+2|+ K= §€n|x2+1+\/2+x4| + K.

xdx
1+ a2

1
Ig = x arctanz — / =z arctanz — §€n(1 + )+ K

Pour I7, on procede la méme maniere en posant u = arcsinz et dv = dz. Ce qui
donne

xdx
I :xarcsinm—/i:xarcsinx+v1—x2+K.
! V1—2?

1
Dans Iy, on procede au changement t = cos 2z ou x = 3 arccost. Soit

dt 11+t 1
Iy =2 — - K = ftg o] —
i /(1+t)(1—t)2 21 1o K= tltedl

2sin?
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O

Posons t = tg x, pour trouver que

2 1
Iy = /(1 +2)%dt = tg x + gtg 3o+ gtg5x+K.

x
dans I'intégrale I o et I;1, on pose t = tg 5 Soit

d d
110:/ ar zfn)tg£)+K ot 111:/ * zﬁn‘tg (f+z))+K’.
sin x 2 cosT 2 4

Posons y = /tg x ou 2ydy = (1 + tg 2x)dz. Ce qui donne

2d
]1222/ v
1+ y

Il suffit de décomposer la fraction sous le signe intégrale en éléments simples et

de reprendre les calculs faits précédemment.

Remarquons que

a+br+(a—b)2.

a2 D)z —ab=— |z —
r“+(a+bzr—a {x 5 1

Ce qui donne

7 . a+bla—bl]°
= |arcs — =T.
13 I'CS1N X 9 9 . ™
—b b
Pour le calcul de I14 posons x = o | cos ¢ + @t . Ainsi
/ /’T(a—b)2 2o d (a—b)z/’rl—cosZpd (a —b)*nm
= ~——sin = =
14 . 1 P ap 1 . 5 ¥ 3

Pour I;5, on pose x = tg ¢ donc dx = (1 + 2?)dyp et

Li; = /0055 wdp = /(1 — sin® ¢)2d(sin @)
2 1
= singo—gsin3g0+gsin5g0+K.

Exercice 5.4.8. [
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Solution.

[J  L’étude de la fonction définie par f(z) = 2* — 4x = 3 sur lintervalle [2, 4] nous

donne
fx) <0 si z€[2,3] etf(x)>0 si xe€l3,4].

Par suite 5 A
I = —/ f(x) +/ flz)dz = 2.
2 3
Meéme remarque pour I,. On obtient
3 3
I, = / sin xdx —/ 2 Sinazde = [—cosz]j — [~ cosx]w2 = 3.
0 T

Pour I3, remarquons que

1>0, E[Oﬂ':| ; 1<0, E[ﬂ'ﬂ':|
COST — — si x —| e cosST — — si x € |=, =
2 3 2~ 372
Par suite
s T
I; = /3 (Cosx——) dx—/ﬂz (cosx——) dx
’ 2
m m
= [smx—z]?)—[sinx—z]%
0 21C
3
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[0 Dans I, posons le changement de variables z = sh ¢, on a

h 2t — 1
I, = / sh %tdt = / CTdt
B sh 2t t_chtsht t
4 2 2 2
w1422 argshux
- 2 2

Comme ch t = /1 4 22 alors t = argsh = /n(z + V1 + 22) d’ou

wv1+a® Iz +V1+2?)
2 2

I, = +C.

Dans I5 posons le changement de variables x = sint. Ainsi

1 — cos 2t
Iy = /sinztdt:/%dt

t t —sintcost
= ——ousin2td = —————
5 ~ vsin 5
. =2
_arcsinzg vy x el
2 2
. 14+a2%
Dans I posons le changement de variables ¢ = 5+ Alnsi
t2 t arctant
Iy = ———dt = —
6 / CESY 21+ 2

1 1 2 V1—at
= —arctan T — L +C.
2 1 — 22 4

Exercice 5.4.9. []

[0 Soit a>0et f:[—a,a] — R une fonction continue. Montrer que

/ Zﬂac)dx -

0 si f est impaire
2/ f(z)dz si f est paire.
0

254



Analyse, Algebre I et exercices corrigés e-mail : Hitta2@hotmail.fr

[ En déduire les valeurs des intégrales suivantes

1 2 T

* t

I:/ € CRTHDMT gz et J:/ (1+sinz +sin®z + - - - + sin®***' 1) dz.
1 (a2t —r

[ Montrer que

T T
/4 {n (sin (x + z)) dz — /4 (n (cos(z)) dx.
0 4 0
En déduire que
7r
A (n2
/4 (1l +tg (x))dr = e
0 8

Solution.
[l Lorsque f est une fonction impaire, avec le changement de variable t = —ux,

x € [—a,0], on a dt = —dx et

/_0 fle)do = /ao f(=t)(—dt) = /0 f(—t)dt = — /Oaf(t)dt
/_a f(z)dx = —/af(x)dx+/af(x)dx _

Lorsque f est une fonction paire, posons t = —x, x € [—a,0] on a dt = —dx et

/_Zf(x)dx:/aof(—t —dt) /f Dt = /f
/_ f(x)dx:Q/Oaf(x)dx

e’ coszarctan x
0 La fonction z — est impaire donc I = 0. D’autre part la
(1+ 22)4

fonction ¢ : x — sinz +sin®z + - - - + sin

Par suite

Par suite

22

I+l g est paire, donc

I:/ﬂdx%—/wg(x)dx:(W—(—ﬂ):27r.

—T —T
—_———
=0
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[l Avec le changement de variable t = % — x et puisque Ty +t+ T z, on a

4 4 2
T T
4 _ [4 T_ _ il
/0 (n(cosz)dr = /0 (n <COS <4 t)) dt = In <cos (t + 4)) dt.
Par suite
s s
2
/4 (n(cosz)dr = /4 En\g_(sinx + cosz)dx
0 0

et

™

(n(sinx + cosx)dr — /4 (n(cos x)dx
0

~
I
o\
A~

™
N 2
= /4 (nsin x + cos xg(sinx + cosx)dx
0

oo

Exercice 5.4.10. [

[0 Calculer I'intégrale :

1:/1fx.
Ox—i‘l

[0 Par une intégration par parties, obtenir & partir de I, la valeur de l'intégrale
1
d
J = / _dr
1 (z*+1)2

(x+1) dx
K =
/ x4+1

[l Calculer I'intégrale

Solution. On décompose d’abord la fonction sous le signe intégrale en éléments.

simples.
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[ On obtient
V2 o1 V2 1
1 e g
__ 4 2 4 2
t+1 2242v2+1 2?2+ avV2+1
De plus
V2 1 W2
vy 2 -
Tty =g +f)+
L’intégrale I s’écrit sous la forme de deux intégrales. La premiere s’écrit
V2 o1
Loty \f V2] ! da
) \/’ 2 \/’ 1 Z 4 2 2°
o 224+arV2+1 2+ V2 + 0 V2 NG
T+ —=| +| =
2 2
Donc
V2 L1
1 —x+ =
e S e |
— 2 = = o im@@?+aV2+1)| + 2= arctanx\/7+1}
/ox2+x\/§+1 8 ( o 4 )
2
- % Mm(2+V2) + f(arctan(\/i%—l) 4)
V2 V2 ™
= YZm(2 ye( 2t _f
3 (n( +v2) + i ( 4)
Calculons la deuxieme intégrale en posant X = —ux :
LY v2 V3
4 2 £nX2+X\/7+1} +—2[arctanx\/_+1}
| =5 ( 2 [arctan(eva + 1))
2 2
= —%fn(?—\/§)+§<7T4—arctan(l—\/§))
V2 V2 om
= Y2 -2 —(- —>.
< n( V2) + 173
Soit
Izéfn 24++/2 +7r\/§.
8 242 8
[l Pour faire apparaitre I'intégrale J, on Intégre par parties I en posant
1
U:m et dU:de
Il vient . . ,
x x*dx 1
I=|— 4 | —————=—=+41—4J.
Lﬂﬂ]ﬁ /0(934+1)2 2"
ce qui donne
1 3
J=-+-1I.
8+4
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[0 Remarquons que

1 (Y 2udx
K=J+ - - .
* /0 @+ 1)

Kl

Dans la derniere intégrale, effectuons le changement de variable X = 22,

K,_/l 2xdx _/1 dX
o Jo (@412 Jy (XtP+1)2

En intégrant par parties I'intégrale cette intégrale, on obtient K’ :

/1 ax [ 1 1+2/1 XX _1+2/1 da oK
o X2+1 | X2+1], o (X24+1)2 2 0 (X24+1)2 ‘

Soit .
1 1 dX 1 7
K ==-+- =+ —
4+2/0 1+ X2 2+4
d’ou .
T
K=J+-+—
+8+16

Exercice 5.4.11. [

[l Calculer Iy, — I, sachant que

T
9 sin(2 1)t
g = /2 sm@n £ Dt e N,
0 sin ¢
En déduire la valeur de I, 1.
[0 Calculer Iy, — I, 5 sachant que
T
9 sin 2nt
Ignz/zs‘uil "t neN
0 sin ¢

En déduire la valeur de Is,.

[J  Soit f une fonction continue telle que f(z) = f(a +b— x). Montrer qu'on a

/ab )t = 2 ; b /abf(a:)da:.
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En déduire la valeur de I'intégrale

i=
0

[1  Calculer les intégrales suivantes

rdx

et J

r

1+sinx

T sin

—— dzx.
1+ cos?z

T oxlnx o 9 arctan x —a dz
I, = ———dux, Ji = ———d t K= I
! / G+ap / TR / Pro+l
a étant une racine de 1'équation 23 +x +1 = 0.
Solution.
[0 On a pour chaque entier n
T
]2n+1 — Ign_l = 2/2 cos ntdt = 0.
0
Ainsi
I2n+1 = ]2n—1 == ]3-
Or
T
5 sin 3t m
I3 = dt = (1 +2 20)dt = —.
3 /0 e (1+ 2cos2t) 5
0 De méme on a

™

I2n_]2n—2 :2/2
0

cos(2n — 1)tdt

2

_1 n_l.
2n — 1( )

puisque [y = 2.

259

Soit que
1 1 (_1)n—3 (_1)71—2 (_1)71—1
Ly = L+2(—=4—+--
? 2 ( 35T T s T =3 T a1
1 1 (_1)n—3 (_1)n—2 (_1)71—1
= 2(1—+-+--
3+5+ +27’L—5+2n—3+2n—1
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[l Pour la premiere relation, poser y = a + b — 2. Pour le calcul, choisir f(z) =
1

———— Ainsi, en posant le changement de variables t = tg —, on obtient
14 sinz 2

m
I—/§ xdx _E/J”X’ ad w
~Jo l+sinz 2/, (1+t)2 2

Pour le calcul de J considérons la fonction f(z) = sinzl + cos*z. Pour tout
x €[0,m]on a f(r —x) = f(x). Donc

T m [T sinz

Posons u = cos I, on a

T (TP du T 1 2
J = 5/ =5 [arctan 2]}, = <§> .

-1 1+ U2
A
2zl
[J  Lintégrale [4. = / % dx se calcul par parties en posant
e (1+2?)
2x

=/ t dv = ————,

u = {nx e v 05227

on obtient

7 | Inx A+/A dz
Ae = 1+ 22 . x(142?)

€

/mA (ne Ade 1 (A
= — — —— | 2zdxl +2?
1+A2+1+52+/€ 2/5 rart

oA A e (e
= T2 n — €

— 1) + %611(1 + &2).

Or [, = lin;)l Ia. =0, alors

A—o0

A
2x
Meéme remarque, on a J; = lim Jy . ot J4. = / ————arctan zdx. On fait
e—0 ’ ’ R (1 + x2)2
dx

1+z

A—o0

Ainsi

une intégration par parties en posant u = arctanx et dv =

T _ arctan x A_I_/A dx
Ae T T g2 8 . (1+22)%

260
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La valeur de la derniere intégrale s’obtient par une intégration par parties de

d
fA Y Ainsi
1+ a2
A dx
—— = arctan A — arctane
. 1422
x A+/A 222 p
= |—— ———dx
1422, . (T4 a2)?
A € +2/A dzx /A dx
14 A2 14g2 . 1+a22 ). (14 22)2
Soit que
/A dx [ A € +1[ . ane]
= — — — larctan A — arctane
. (T4+2%)?2 2 [14+A%2 1+ 2
ou encore
7 arctan A arctane A 4 arctan A .
= — — arctan A — arctane]| .
R T R 1+ A2 1+
Et
. T
le lslg.l JA7521.
A—o0
frire 123 2 1 A 2 1
On peut écrire z°+x+1 = (r—a) | ° 4+ ax — — | et le polynéme | z° + ax — —
a a
est irréductible sur R. Par suite, on a 1é décomposition
1 B a 1 n a x4+ 2a
?+r+1 2a+3z—a 2a+3 , 1
e+ ar — —
a

D’autre part, on a
x2+ax—1—<x+g)2— a’+4 —<x+g)2+ o3
a 2 da ) 2 da )

Puisque @®> +4 = a®> + 1+ 3 = —a + 3. Mais -
a

> 0 et s’écrit sous la forme

a2, ot

1 1 a\ 2 1 /x a \?2
2 2 2
x—i—ax—a—a {1+?<x+§)}—a |:1+?<E+%>}
Ainsi

¢ x4+ 2a 1 7% 2z+a 3 @ dx
—1dx - 5 —1d$+—2 3
0 2 0 20[ 0 1+<£ a)

22+ ar — — 2+ ar — — +—
a a a2«
1 1N “ 3
= 3 [ﬁn <x2 +ax — E)} ) + ﬁ(—Qa) arctan %
a
= ——arctan —.
a a
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Exercice 5.4.12. [1 On désigne par I(a,b) l'intégrale

Y (1—2Yd
fla,0) = / (1+a)vVitat

[1  Montrer que I(a,b) = I(—a,—b) et que si a et b sont de mémes signes, on a

I(a,b) = I (% 1b> |

1
I = (a,—) = 0.
a

[l Calculer I(a,b). On pourra traiter d’abord le cas ou a et b sont supérieure a 1 et

Etablir enfin que

prendre comme variable t = z + —.
x

Solution.

[0 On prend pour variable u = —x

-t 1 —u?
I{a,b) = /_ ey ) = e ) = 1 )

1
Si a et b sont de méme signe, v = — définit un changement de variables continu
x

sur [a, b] et

L (s D,
lab) = / Aro izt
b (1 —v)dv

B /l (1+ UQ)WOZU

a

11
= I({—-,-].
- 1 1
En particulier I (a, —) =1 <—,a> = 0.
a a
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11
[J La fonction ¢ : & — x + [* — est continue et dérivable si z # 0. Sa dérivée est
T T
2
v —1

t = ——— et son tableau de variations montre que si a et b sont supérieurs a 1,

T
cette fonction ¢ définit donc un homomorphisme différentiable de [a, b] dans [« (]

1 1
oua=a+ —et f=0+ — et alors
a

b

o —a [ve A
I(a,b)—/a ﬁ—[7arc5m71 :

67

Ce qui donne

V2 b2 a2
I(a,b) = 5 |aresin o —aresin o

] si a et b sont supérieurs a 1.
. 1 1 .
SlO<a<1et0<b<1alors—>1etg>1parsu1te

a

7 11 V2 . b2 . a
Z 2 ) = XZ |arcsin — arcsin
a’ b 2 b2 +1

Si0<a<1<b, on obtient

o = 1(a2)er (L) =0 s (L)
V2 b

V2 a2

La valeur de I(a,b) est donc connue si a et b sont tous deux positifs. Si a et b sont
tous deux négatifs, on a I(a,b) = I(—a, —b). Enfin les fonctions a — I(a,b) ou
b — I(a,b) sont des fonctions continues puisque I est I'intégrale d’une fonction

continue. On obtient donc en prenant a du méme signe que b

. V2 V2
1(0,b) —tlll_I)I(l)I(a,b) = 5 aresin - —

D’ou la formule générale

I(a,b) = 1(0,b) — I(0,a) =
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5.5 | Problemes corrigés

Enoncé 1
& dx
Calculer I'intégrale suivante [ = / .
2 —.’L’2 aF 4oy — 3

Solution 1

On peut écrire —z2 +4x —3 =1— (z — 2)* d’olt

/3 dz B /3 dz
2 V—a?+4r—3 2 \/1—(z—2)%
Faisons un changment de variables : x — 2 = sin(¢). Il s’en suit que = € [2,3] si et

seulement si (z — 2) € [0,1]. Ainsi, ¢ = arcsin(z — 2) pour t € [0, %] et da = cos(t)dt.
Donc

cos dt

jus

Mais /1 — sin®(t) = | cos(t)| = cos(t) pour t € [0,%]. Ainsi [ = /2 dt = g
0

Enoncé 2

1
Pour @ € N, on pose [, = / 2" sinmaxdr. Calculer Iy, I; et établir la formule de

0
récurrence m2l, = 7w — (n — 1)nl,_5. Montrer que I,, tend vers 0 quand n — +o0.

Les premieres intégrale Iy et Iy ont pour valeur

1 1
Iy = /sinwxdmz[—coswx} =2
0

™ 0

L xrcosmaxll Lcosmr
L, = rsinrrdr = |— + dx
0 T 0 0 xr

1 [sinwx]l 1
T T 0o 7
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On a intégré par parties en posant u = x et dv = sinmxdr, donc du = dx et v =

COS T o
. Dans le cas général, on a

™

1

1
_ " cosTx n [t
2" sinmrder = |——| + — """ cosmrdx
r—7m |, T/

1 1
n—1 o .
— /x" 2gin mxdr
0

0 ™

n—1

n|x sin Tx

s
|

1
D’autre part, on a 0 < [, = fol 2" sin trdr < fol 2"dr = T D’ou lim I, = 0.

n —+ n—oo
l
Enoncé 3
. . sin wx )
Peut-on prolonger par continuité la fonction z — au point x = 1 7 Montrer,
! sin 7wz T sinx 1 sinmz
ensuite, que 45 = dx. Montrer que lim " der = 0. En
o 1—= 0 n—+oo f =

T sin x

déduire que lim (1+z+2>+---+2")sinwzdr = / dzx.

n—-4o0o 0 0 Hh

Solution. Posons X =1 — x. Alors, au voisinage de 0, on a

sintx  sin(r —7X)  sintX 71X
J— — ~

1—x X X X
. sinmzx . e
Donc hrr{ = 7. On obtient un prolongemet par continuité en posant f(1) = .
r— — 7
Comme la fonction a intégrer est continue sur 'intervalle [0, 7], son intégrale existe sur
sin sin
cet intervalle. De plus liH(l) = 1. Ainsi la fonction 7 — est continue sur [0, 7],
Tr— €T
son intégrale existe donc sur cet intervalle. Posons u = 1 — x, donc du = —dx et
1 . 1 . T .
sin Tx sinmu sinv
/ dr = / du = / dv.
o 1—u 0o U 0 U
sin T

La fonction xz — qui est continue sur [0, 1] est bornée sur cet intervalle par un

—z
certain nombre positif M. Ce qui donne

1 1
/ smmcdx SM/ z"dr =
o 1—x 0

n+1
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Ainsi

lim T
n—-+o0o 0 1 — X

D’apres ce qui précede, on a
1

1 . 1 .
sin sin
lim (1—|—x+---—i—x”)sin7mdx—/ t —/ dx. [
n—+oo J 0 11—z 0 T

Enoncé 4

Soit la fonction définie par

f(z) = /07r fn(1 — 2w cost + x?)dt.

[1 Montrer que pour tout x # =1, la fonction f(z) est bien définie au sens de Riemann.

On suppose désormais la condition x # +1 satisfaite.
[0 Montrer par un changement de variables que f est paire.
[1 Montrer de méme que f(x) + f(—z) = f(z?).
[1  En déduire que

f(z) = 5 f@), meN.

[ Montrer que pour tout z # £1 on a

|f(z)] < 2mln(1 + |z).

En déduire que f(y) tend vers 0 quand y tend vers 0, puis que si |z| < 1 on a

|f ()] = 0.

[] Montrer que pour tout z € {0,1,—1} on a

i (3) — /(@) — nta(z?).

T

En déduire la valeur de f(x) lorsque |z| > 1.
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Solution.

0 Siz#4l,ona
1 —2xcost + 2% = g(t) = (v — cost)® +sin’t >0, Vt<cR.

On ne peut avoir g(t) = 0 que si * — cost = sint = 0. Or sint = 0 donne
cost = 41, mais # — cost # 0 puisque x # £1. Donc 1 — 2z cost + 22 > 0
et par suite la fonction  — ¢n(1 — 2z cost + %) est définie et continue comme
composée de fonctions continues. Elles est donc intégrables au sens de Riemann

sur le segment fermé borné [0, 7].

[ Dans f(—z), on fait le changement de variables u = 7 —¢t. Ce qui donne f(—xz) =

f(z), dnc f est une fonction paire.

[0 Dans le calcul suivant, on fait le changement de variables 2t = u et dt = du ce

qui donne les égalités

flx)+ f(—z) = / (1 — 2z cost + 2°)(1 + 2w cost + x?)]dt
0
= / [l + 2* — 22*(2cos® t — 1)]dt + / [l + 2* — 22% cos 2t]dt
0 0

1 27
= 3 / [l + 2* — 22* cos uldu
0

1 ™ 1 2m
= 3 / [l + 2* — 22* cos u]du + 5 / [l + 2* — 22% cos uldu
0 s

Posons dans la derniere intégrale : v = 2 — u, il vient que

1 27 1 T
5 / [l + 2* — 22% cos uldu = 3 / [l + 2* — 22% cos v]dv.
™ 0

Ainsi f(2) + f(—) = f(?).

[J Comme f(—z) = f(z), on a f(z) =
n =0 et n = 1. Supposons que 2" f(x)

f(2?). La relation est donc vraie pour
f[2*"] pour n > 0. Mais

N —

AR L SN %] = %f [xznﬂ} .

Alors f [ﬁ”“} = 27" f(z). La récurrence est démontrée.
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(1 Pour tout t et pour tout y # %1, on a
0<1—2ycost+y* <1+2Jy||cost| +y° <1+ 2yl +y* = (1+ |y|)*
La fonction /n étant strictement croissante, on a
(1 —2ycost+y?) < (1 + |y|)* =2m(1 + |y|).
Ainsi
1f(y)] < /07r (1 — 2y cost + y?)|dt < /O7r 2n(1 + |y|)dt = 2mln(1 + |y|).

Quand y — 0, (1l + |y|) — ¢nl = 0 car la fonction ¢n est continue. Donc a

1
fortiori, limy /.0 |f(y)] = 0. Ainsi, en posant y = o qui tend vers 0 lorsque n

tend vers +o0,
fl@) = lmyf(y) = 0.

] Soit ¢ {0,1, -1} et considérons f(x) = [, fn(1—2x cost+x?)dt. Posons y = 1
T
On obtient
7r 2 1 " 2 2
flx) = /n 1—§cost+? dt = [Zn(1—2y008t+y)—€ny]dt
0 0
= fly) = mn(y”).
Soit
T

f (1) — f(z) + 7ln (%) — f(z) — nln(z?).

Si|xz| >1,0ona

1 1
—‘ < 1 et par suite f (—) = 0. Soit f(x) = mln(z?) si |z| > 1.
T T

Enoncé 5

Soit @ un nombre réel positif.

[0 Montrer que la fonction f, telle que f, = x*/nz est prolongeable par continuité en
z = 0. Calculer fol fa(z)dz.
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Solution.

[l La fonction f, est définie, continue, pour tout z > 0 et a > 0. Comme

lim+ x%nx = 0 car a > 0, on peut prolonger f, par continuité en posant
z—0
af,(0) = 0. On calcul l'intégrale par parties en posant u = (nx et dv = z%dx
a+1
donc v = . Ainsi
a+1

1 a+1 1 1 a
/ znxdr = ! x| — / * dz
0 a + 1 0 0 a + 1

B /1 x¢ dr — 1
B 0o a+1 e (a+1)2
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[0 Pour les mémes raisons que dans la premiere question, on peut prologer g, par

continuité en 0 en posant g,(0) = 0. Par ailleurs

z*  dnr lim (14+u)* m(l+u) 1

lim . = . .
z—otxz+1 x—1 ws0t 24u U 2

On a posé = 1+ u et In(1l 4+ u) ~ u au voisinage de 0. Ainsi, on peut prolonger

ga Par continuité au voisinage de 1 en posant g,(1) = 5"

[0 L’intégrale I, est bien définie car d’apres 2), c’est I'intégrale d'une fonction con-

tinue. De plus, on a

1 M43 _ 2041y
Ly — I, = / {(x 223 Jon dx
0 x? —1

1
= /$2n+1€ﬂ$:f2n+1($)d$
0

Ce qui donne
—1

Lppr — Iy = ———.
- A(n+1)2

[]  Décomposons l'intervalle [1,p] en (p — 1) intervalles égaux de longueur 1 et soit

[i,i + 1] T'un d’entre eux. Sur [i,i+ 1] on a — > et méme strictement
x

— (i +1)?
supérieur sur un intervalle ouvert non vide contenu dans ¢,7 + 1[. Donc

/i+1 dr - 1
;o i+ 1)

En ajoutant les inégalités obtenues pour les différentes valeurs entieres de ¢ entre

1 et p— 1, on trouve I'inégalité demandée

/pdx>p_1 1
1 fl:'2 i1 (Z‘l‘l)z

Par récurrence, on a

1
L=, = ——
- A(n + 1)
1
In_In—l = _W
:1
Il—I() - _Z

En ajoutant membre a membre, il vient que
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_ 1 .
La suite ( n—l 7) est crolssante et
ne

O+ 1)?) en
Yd 1
sup/ —f:sup(l——) =1.
n 0 X n n

Elle est donc convergente. La suite (I,,), est aussi convergente.

[] Pour 0 <z < 1, fnz et 22 — 1 sont tous les deux négatifs. D’olt

zinx
a1 0, x€]0,1].
Par ailleurs ¢ .
T 2 e 2z —22+1>0
2 —-1 2

car > —1 < 0 sur |0, 1[. Etudios la fonction z — y(z) = 2zfnx — 2? + 1. Elle
est définie et dérivable pour z > 0 et décroissante sur l'intervalle |0, 1]. Comme

y(1) =0, y est positive sur |0, 1[. Il résulte la double inégalité

1 1
0< 1, = / 2", vl dr < 1/ dx = !
0 0

2 —1 2 dn +2°
Donc
< lim [, < i =
0 - n—1>r—|{loo - n—1>r-|{loo 4dn + 2
Donc lim I, = 0.
n—-+00
(] De I'égalité
n—1
1 1
In — I(] - — .
4= (i+1)

Enoncé 6

On considere les intégrales définies par

oo 24t
Jn = T4 AN < 1v
/_oo CE
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trouver une relation entre J,, et J,,_;. Calculer J; et en déduire la valeur de J, puis J,.

Solution. Les intégrales J,, ont un sens pour n > 1, le dénominateur t* + 1 ne

s’annulant pas, et a Uinfini étant équivalentes aux intégrales des fonctions 2 qui
sont convergentes car 4n — 2 > 1. Partons de J,_; pour n > 1 et intégrons par parties
en posant
1 —4(n —1)t? t°
= dv=~tdt, du=——"""— et v=—.
(tt+ 1)1 (t*+1) 3

D’olt en ecrivant 1% = t2(t* +1 — 1) = ¢*(t* + 1) — t*. On obtient

S { 3 r"" An—1) [T 1Ot
T3+ 1)t / t4 +1)n
 An—1) [T dt 4(n < 3dt
B 3 /_OO GES= /_OO (t4+ 1)
t3

Etant donné que lim =0 pourn—1 > 0. D'ou la relation

S S T
(An — 7)Jp_1 = (4n — 4)J,.
Pour le calcul de J;, on remarque que
1= (V2 D) (- tV2+1).
Ce qui donne la décomposition

t? g { t? t2 ] .

1 4 [2—tV24+1 2+1/2+1
2
2 2 2 2
Remarquons que t2 —tv/2+1 = (t— \/52) + (g) . Posons t — g = gu ce qui

2
donne dt = Tdu et 'on obtient

t 1,

Un calcul semblable nous donne la deuxieme intégrale et enfin

2 _
Jp = g [arctan(ﬂt + 1) + arctan(v2t — 1) + %ﬁn (t V2t 1)

£2—V2t+1 _ ™2
24+ V2t+1 '

2
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Calculon maintenant .J, a ’aide de la relation de récurrence, on obteint

™2
T

De maniere générale d’apres la relation de récurrence, on obtient

Jy =

L n-T(n=1) =751 5v2
T 4n—4)(4(n—1)—4)---84 2

Enoncé 7

On pose, pour tout entier n > 1 :

(sinz)"dz.

=
I
o\
(N

Calculer I et Is.

Etablir, pour tout entier n > 1, la rela tion

n+1

In—i—l =

Montrer que 'on a, pour tout n > 1

"ok —1\ 7
L2n (H ok )5
k=1
)
I2n+1 HQ]{Z—i—l

L1 Vérifier que

Inp—1 > Iop > Iopg1, Vn > 1.
En déduire
) _ 22.42% ... (2n)? 1 _
2 on+1 3252 (2n—1)2 2n+1

s
—, Vn>1.
9’ n=

Montrer que :

s , - (2k)?
7 = {g 2k — 1)(2k + 1) } '
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Solution.

0 Onal;=1c¢et

T
9 1 —cos2x T
L= [22,, T
2 /0 2 Ty
(1 On integre par parties
T
Iopi1 = /2 sin™ ! 2. sin zdx
0
T

= [— sin" ™ . COSZL’}OQ +(n+1) /2 sin” x cos? xdx
0
= (n+ DIy — Iny2]

d’ou la relation cherchée.

[0 En appliquant les égalités précédentes, on obtient

2n — 1 (2n —1)(2n —3)---3 ok —17
Ly, = In_py =+ = g = =
: on m2n—1)---4 g 2k 2
2n 2n.2(n —1)---2 o2k
Ipyp = ———Tpp1=+++= I = .
antl o417 2n+1)2n—1)---3"" g2k+1
Y
2

[]  La différence I, | — I, s’écrit / g(x)dx, ou g est la fonction continue sur
0

[O, g} définie par g(x) = sin®** "' z.(1 —sinx), on a alors Iy,_; — I, > 0 puisque

T
la fonction g est positive sur 'intervalle [O, —] et comme g est non identiquement

nulle sur cet intervalle alors I, | — I, # 0. Ainsi I, 1 — I3, > 0. Un argu-

2n—1

ment similaire montre que I, > I5,,1. Comme [y, # 0 alors > 1 et en
2n
remplacant par les valeurs trouvées, on obtient
n—1 2
[1(2k)
f=1 2
T L —
[mek-1| ™
k=1
. R IR 2n
ce qui donne apres multiplication des deux membres par 1 2
n

22.4%...(2n)? 1 - 2n
3252 2n—122n+1  2n+1

™
5 .
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Partant de Iy, > I5,.1, on obtient de facon similaire

22.4%...2n? 1

T
. < —=.
325%2.-2n—1)22n+1 2
[1  Le résultat précédent s’écrit
T 2n s
—. <a,<—, Vn>1
2om+1 T

T SR

i 2t T or — 1)@k +1)
k=1

C lim T._2"__T déduit que la suite (a,) est te et
omime m  —. = —, On en dedur ue la suite (a. est covergente € ue
w2 2n 1 2 K " 5 4

.. ™
sa limite est 5

Enoncé 8

Le but de cet exercice est de montrer qu’il n’existe pas de polynome, non nul, de degré
inférieure ou égal a 2 dont le nombre e soit racine. On dit que e n’est pas quadratique.
On rappel la formule de Taylor avec reste intégral

)n—l-l

_ (g = (z — a)* " T(r—t
o=@+ s + [

mrn e

On suppose
Ja,b,c€Z : e +betc=0 (< e+b+ce ! =0).

[l Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction e® entre 0 et 1 puis

entre 0 et —1.

[l Pour n € N*, on pose

1 0
I, = / (1—t)"e'dt et J= / (=1 —t) e dt.
0

-1
Montrer que pour tout n € N*, al,, + bJ, est un entier.

Montrer que lim [, =0et lim J, =0.

n—-+o00 n—-+o00

En déduire que pour n assez grand al, + ¢J,, = 0.
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[J Montrer que a = ¢ =0 et que b = 0. ( On étudiera le signe de I,, et J,).

Solution.

[0 La formule de Taylor avec reste intégral s’écrit dans ce cas

Ve e R,¥n €N, ¢° —Z /x—t —dt.

[0  On applique cett formule en divers points de I'intervalle [-1,1]. En x = 1, -1,

on a alors

t
e = Zk' /1—t) ot
-1 ” (_1)k - net
et = > - +/0 (1= t)"—dt.

k=0

En reportant dans ae™ + b+ ce = 0 et en multipliant par n!, on obtient

Or, si k < n alors k! divise n!. On en déduit que le membre de gauche est un
entier relatif.

On a €' < e pour tout ¢ € [0, 1], donnc

1 1 (1 _ \n+171
OSIn:/(1—t)"etdt§e/(l—t)"dt:e{&} =
0 0

n+1 v n+1l

De méme €' < 1 pour tout ¢t € [—1,0] et J, = (—1)"*! f (1 +t)"etdt. Alors

0 1
|| g/ (1+t)"dt =

1 n+1

On en déduit que

lim I, = lim J, et lim (al, +bJ,) = 0.

n—-400 n—-—+o0o n—-4o0o

Comme al, + bJ, est un entier, il existe un entier N tel que pour tout n > N tel

1
que |al, +bJ,| < 3 donc al, + bJ, = 0.
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0 Pour tous n € N* et t € [0,1], on a
1—-t)"" >0 =1, >0.

De méme J,, est du signe de (—1)"*! alors —al, = c¢J,, I, > 0 et que J,, > 0 si
n est pair et J, si n est impair. Donc I’égalité n’a lieu que si a = ¢ = 0 ce qui

entraine b = 0.
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Chapitre

Problemes d’Examens non corriges

| Exercice 1. |

O

[

sin 2tdt
1+sin'¢
valeurs de x la fonction g est-elle dérivable 7 Quelle est alors sa dérivée ?

x
Soit ¢ la fonction définie pour tout z réel par g(x) = / . Pour quelles
0

Calculer g <g> .

T
9 in 2t
Calculer l'intégale I = / 2 L%dt.
0 (1 -+ sin t)Z
o : . . - k
Chercher la limite, lorsque n tend vers +o00, de ’expression suivantes S,, = Z — 3
c~n? + kin

Soit f la fonction définie pour tout = € R par

fla) = /0% sin(2z + 2t) gt

1+ sin*(x +t)

Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée. (On pourra u = = + t).

Soit h la fonction définie pour tout x € R par

h(z) /% sin(2x + 2t) COStdt
x) = :
o L+sin*(z+1)

Montrer que h est dérivable et calculer sa dérivée.
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| Exercice 2. |

On considere une fonction réelle f définie, continue sur R. On suppose que les dérivées
1!, f" sont continues et que f, f' et f” sont nulles en dehors de I’ intervalle compact
la,b]. La norme de f est définie par || f|| = sup|f(z)|. Soient t € RT et h tel que |h| < t,

on pose w(f,t) = sup |f(x+ h) — f(x)|. (w(f,t) est la borne supérieure des nombres
z,|h|<t

|f(x+ h) — f(z)| quant x parcourt R et |h| < ).

h
Calculer/ f'(z 4+ 0)do.
0

Montrer que w(f,t) < 2| f||. et w(f,t) <t f'-
Montrer que t||f]] < w(f,t) + kw(f’,t).

Montrer que pour tout ¢t € R*, on a || f”|[t* — || f'||t + 2| f]| > 0.

O 0O O o O

En déduire que ||f'||* < 0| £l £l

| Exercice 3. |

Soit, C(R) , l'espace vectoriel sur R des fonctions continues de R dans R. Soit T
Papplication définie sur €(R) par T(f)(z) = [ tf(t)dt. T(f) est dite transformée de

f
[1  Montrer que si f € € alors T(f) € C, T(f) est dérivable sur R et qu’elle admet une
dérivée seconde en 0 que 1'on calculera.

[0 Montrer que 'application T' est linéaire. Calculer Ker T. T est-elle injective ?

surjective 7

1
[l Montrer que la transformée F de la fonction x — f(x) = T admet un développement
ch z

limité a 'ordre n au voisinage de 0 pour tout n € N. La calculer pour n = 9.

(1 Calculer T(f) pour

F(#) = tarctant, f(t):ﬁ ot f(t):\/%.

(On pourra effectuer le changement de changement de variable u = % + 1).
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| Exercice 4. |

Soit, €, 'espace vectoriel sur R des fonctions continues de R dans R. Soit 1" ’application

définie sur € par

T(f)(x) = / @,

[ On suppose ici f(x) = Calculer g = T'(f) et donner le développement de

1422

g(x) suivant les puissances de — lorsque |z| tend vers +oc0.
T

[ Soit I’équation
f=XI(f), AeR (E)

Déterminer A pour qu’elle admette la solution f(z) = e** « € R. Soit ¢ la fonction

définie par p(z) = pour z # 0 et p(0) = 1. Etudier les variations et le

T __

graphe de . En déduire que si A est donné positif, on peut déterminer « tel que
f(z) = e** soit solution de (F).

[0 Soit B C € le sous ensembles des fonctions bornées de €. Montrer que
fe€C(resp. B) = g=T(f) €C (resp. B).
Montrer que si |A] < 1, 'équation (E) n’admet dans B que la solution f = 0.
[1  On définit la suite (f,) par
fo=1, far1 = AI(f) + 1.

Montrer que f,(x) a une valeur constante u,,. Calculer uy, uy ainsi que u,, en fonction
de A. Pour quelles valeurs de A la suite (u,,) a-t-elle une limite finie lorsque n tend
vers +00.

Montrer que I’équation
f=XT(f)+1, NeR, fec@C

admet une solution particuliere qui est la fonction constante. Montrer pour les
valeurs de A trouvées ci-dessus, que cette solution est la limite de la suite (f,) et

que (E’) n’admet pas d’autre solution dans B.

[] Dans le cas o A €]0, 1], former, & I'aide des résultats de 2) d’autres solutions de
I'équation (E’) dans C.
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Exercice 5. (Convolution de fonctions).

[ Montrer que si f est une fonction périodique de période T, alors faa+T f(t)dt ne

dépend pas du réel a.

Si f et g sont deux fonctions périodiques de périodes 7', on définit f % g par
a+T
fro= [ fa- gt

[l Montrer que f * g est périodique de période T' et que
frg=gxf.
On prend désormais 7' =7 f et g étant les fonctions égales sur [0, 1] a
f(t)=sint et g(t)=t
et prolongée a R par périodicité.
(1 Calculer fx* g(x) pour z € [0, 7).

[ Caleuler [ f(t)dt, [ g(t)dt, [ f *g(x)dx. Vérifier que la derniere intégrale est le

produit des deux premieres.

Exercice 6. (Formule de Stirling)

On désigne par (€) la courbe représentative, dans un repere orthonormé, du graphe de la
fonction f : x €]0, +oo[— f(x) = ¢nx. Pour tout entier n > 1, on note par M, le point
de (€ d’abscisse n et A,, B, S, et 8/ les parties bornées de R? définies comme suit :

A, est délimitée par (C), 'axe ses abscisses et les droites Dy et D,, d’équations respectives
r=1letx=n

B, est délimitée par l'axe des abscisses, les droites Dy, D, et les segments de droite
My My, Mo Mg, -+« My M,

S, est délimitée par le segment de droite M, M, et 'arc de la courbe (€) d’extrémités
M, et M,

8! est I'ensemble des images des points de §,, par la translation de vecteur — M, 1 M,.

On désignera par a,, b,, s, et s/ les aires (arithmétiques) respectives de A,,, B, S, et 8! .
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[1  Calculer les valeurs de a, et b, (> 1) et vérifier que
1
a, — b, = <n—|—§) mn —n +1—In(n!).

[ Montrer qu'u point M’ est dans S/, si et seulement si des coordonnées (2, y') vérifient

2n 2
| — | <y </Inad —1)+/ )
)+n<n)_y_n(x+n )+ nn+1

En déduire la valeur de s/, et vérifier que
s =8, Vn>1.

Montrer que si n et m sont deux entiers distincts (non nuls) alors on a
Sy NS ={M}.

Vérifier que tous les ensembles S! (n > 1) sont contenus dans le triangle M; MyH
(ou H est le point de coordonnées (1,¢n2). En déduire que la suite (d,,),>1, définie

par
n
/
k=1

converge vers une limite finie que I'on notera d. [Indication : Noter qu’il résulte de

ce qui précede que d,, est l'aire arithmétique de S U S, U---U S!].

[ Montrer que la suite (v, ),>1 définie par
1
(n(n!) = (n+§) m—n+1—d+awo, n>1

converge vers 0 quand n tend vers +o0.

[1  Déduire de la formule de Wallis que

ro] 5

n—-+00

lim {2716112 + 2/n(n!) — (n[(2n)!] — %6n(2n + 1)} =/(n

Montrer alors que

1—d=/nv2r.

[1 Etablir enfin, la formule d’approximation de Stirling

n! ~+2rnn"e ", n — +oo.
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