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Nature de l’épreuve : D.C.�E.F.� Documents : autorisés � non autorisés �
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Dans toute la suite, (Ω,A,P) désignera un espace de probabilité.

Exercice 1 : (6 pts)

1. Montrer que si X et Y sont deux v.a.r. presque-sûrement égales, alors elles ont la
même loi.

———————————————————————————————————

Pour tout borélien A; on a

P(X ∈ A) = P(X ∈ A, X = Y ) = P(Y ∈ A).

———————————————————————————————————

2. Soit f la fonction définie par f(x) = e−2|x| et X une variable aléatoire réelle de
densité f . Donner la loi de la variable aléatoire Y = |X|.
———————————————————————————————————

Pour t ≤ 0, on a FY (t) = P[Y ≤ t] = 0. Pour t ∈ R+; on a

FY (t) = P[Y ≤ t] = P[−t ≤ X ≤ t] = 2

∫ t

0

e−2xdx = 1− e−2t.

Donc Y suit la loi exponentielle de paramètre 2. ou encore Γ(2, 1).

———————————————————————————————————

3. Soient X et Y deux v.a.r. de même loi, g une application borélienne de R dans R.
Montrer que les v.a.r. g(X) et g(Y ) ont la même loi.

———————————————————————————————————

On a pour toute f , application borélienne bornée,

E[f(g(X))] = E[f ◦ g(X)] = E[f ◦ g(Y )] = E[f(g(Y ))].

Donc X et Y ont la même loi ———————————————————————
————————————



4. Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite. Donner la loi de probabilité
de la variable aléatoire Y définie par Y = F (X) où F est la fonction de répartition
de la variable X.

———————————————————————————————————

FY (t) =


0 si t < 0
P[Y ≤ F−1(t)] = F (F−1(t)) = t si 0 ≤ t ≤ 1
1 si t > 0

C’est la loi uniforme sur [0, 1]

———————————————————————————————————

5. Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite. Le couple (X,−X) admet il
une densité?

———————————————————————————————————

Non, car sinon on aurait P[(X,−X) ∈ ∆] = 0, avec ∆ = {(x,−x); x ∈ R} ce qui
est absurde

———————————————————————————————————

6. Soit X une variable aléatoire telle que X et −X admettent la même loi et Y une
v.a. indépendante de X telle que P[Y = 1] = 1− P[Y = −1] = 1

2
. Déterminer la loi

de XY en fonction de celle de X.

———————————————————————————————————

La v.a. XY admet la même loi que X car

FXY (t) = P[X ≤ t, Y = 1] + P[−X ≤ t, Y = 1] =
1

2
[FX(t) + F−X(t)] = FX(t).

———————————————————————————————————

Exercice 2 :(7 pts) Soient X et Y deux v.a. normales centrées réduites indépendantes

1. Trouver la constante α pour laquelle les v.a. Z = X + αY et Q = X − Y sont
indépendantes.

———————————————————————————————————

On a E[X] = E[Y ] = 0, V ar(X) = E[X2] = 1 = V ar(Y ) et E[XY ] = 0.

Comme (Z,Q) est un vecteur Gaussien; alors Z ⊥ Q ssi cov(Z;Q) = 0, ce qui donne
α = 1

2. Calculer la matrice de covariance du vecteur (Z,Q).

———————————————————————————————————

Ξ(Z,Q) =

(
2 0
0 2

)
On peut également l’ecrire en fonction de α.
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3. Déterminer le moment d’ordre 4 de X

———————————————————————————————————

E[X4] = i4Φ
(4)
X (0) = 3

4. Calculer E[Q2] et V ar[Q2].

———————————————————————————————————

on a Q ∼ N (0, 2) donc N =
√
2
2
Q ∼ N (0, 1) et on a:

E[Q2] = V ar(Q) = 2

et
V ar(Q2) = E[Q4]− E[Q2]

2
= 4E[N4]− 22 = 12− 4 = 8.

———————————————————————————————————

5. Donner la loi de U = 1
4
Q2.

———————————————————————————————————

Comme U = (Q
2
)
2
et Q

2
∼ N (0, 1

2
). On a

fU(t) =
1

2
√
t
{fQ

2
(
√
t)− fQ

2
(−

√
t)}1{t>0} =

1√
π
t−

1
2 e−t1{t>0}.

C’est la loi Γ(1; 1
2
).

———————————————————————————————————

Exercice 3 (7 pts): Soient (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes

identiquement distribuées de loi N (m;σ2). On pose Z1 = X1 et pour n ≥ 1; Yn = X2
ne

Xn

et Zn = θZn−1 +Xn.

1. Déterminer la loi de la v.a
√
n
σ
(X1+...+Xn

n
−m).

———————————————————————————————————

C’est une combinaison linéaire de v.a. gaussiennes indépendantes donc c’est une
v.a. gaussienne. En calculant l’espérance et la variance on trouve la loi N (0, 1).

———————————————————————————————————

2. Déterminer la loi de Zn; n ≥ 1

———————————————————————————————————

Zn ∼ N ((θn−1 + ...+ θ + 1)m, (θ2(n−1) + ...+ θ2 + 1)σ2)

———————————————————————————————————

3. Etudier la convergence en loi de la suite (Zn)n≥1

———————————————————————————————————

On étudie la convergence de la fonction caractéristique suivant la valeur de θ

———————————————————————————————————
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4. On supposera maintenant que σ2 = 1.

(a) Donner E(Y1).

———————————————————————————————————

E[X2
1e

X1 ] = 1√
2π

∫
R x

2ex−
x2

2 dx = e
1
2{ 1√

2π

∫
R x

2e−
(x−1)2

2 dx} = 2e
1
2

———————————————————————————————————

(b) Montrer que la suite ( 1
n

∑
1≤i≤n Yi)n≥1

converge P−presque sûrement vers une

limite que l’on déterminera.

———————————————————————————————————

Les v.a. Yn; n ≥ 1 sont i.i.d. Par L.F.G.N, on a 1
n

∑
1≤i≤n Yi →(P−p.s.) E[Y1] =

2e
1
2 .

———————————————————————————————————

Betisier:

• E[X2
1e

X1 ] = E[X2
1 ]E[eX1 ] complètement faux

• E[g(X)] = E[g(Y )] alors g(X) et g(Y ) ont la même loi. C’est pas suffisant !!!

• E[X] = E[Y ] et V ar(X) = V ar(Y ) alors X et Y ont même loi. Pas vrai dans le cas
général

• Par T.C.L., on a
√
n
σ
(X1+...+Xn

n
−m) ∼ N (0, 1). Le T.C.L. donne la convergence en

loi vers N (0, 1).
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