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Chapitre |
INTRODUCTION
GENERALE



La Résistance Des Matériaux (RDM), est la science du
dimensionnement des pieéces ou éléments Qui
constituent un ouvrage d’art ou tout objet utilitaire.

Le génie civil, domaine de la création intelligente,
s’appuie  essentiellement sur la RDM pour la
réalisation des ouvrages d’art ou des constructions
telles que les gros eceuvres des batiments, les ponts en
béton armé ou métalliques etc...










| Statique des corps rigides

1) Systéme matériel

a - Définition

Un systeme matériel est un corps, ou un ensemble de

corps, ou une partie d’un corps dont-on se propose
d’étudier I’équilibre ou le mouvement.

b - Remarque

Dans ce cours, on se limitera a I’étude des systemes

matériels en équilibre ou en quasi-équilibre
(hypothéses des petites déformations).




2) Equilibre d’un corps ou d’un systéme
a - Deéfinition

L'équilibre d'un solide signifie gu'il ne bouge pas
(dans un référentiel donnée) soit :
s Aucune translation;

s aucune rotation autour de quelque point (ou
pivot) que ce soit.

b - Remargue

L’équilibre d’un systeme matériel se réalise
uniquement grace aux forces extérieures

directement appliquées a sa surface limite (forces
de contact) ou a ses molécules (forces a distance).
Les forces intérieures ne sont pas pris en compte.




c - Transmission des forces

Les forces sont transmises par l’intermédiaire des
surfaces en contact. On détermine ces forces a partir
des conditions d’équilibre en utilisant la gcomeétrie du

corps non déformeé.
On néglige les variations d’angle et de longueur qui
résultent de ’application des forces.




3) Systéme isostatique ou hyperstatique

a - Systeme isostatique

Un systéme est isostatique ou statiquement déterminé
Sl le nombre d’inconnues (forces), est égal au nombres

d’équations  d’équilibre. Le  probleme  est
mathématiquement déterminé.

b - Systeme hyperstatique

Un systéme est hyperstatique si le nombre d’inconnues
est supérieur au nombre d’équations d’équilibre. Le
probleme est mathématiquement indéterminé. On leve

I’indétermination en prenant en compte la déformation
du systéme (petites déformations et compatibilité
géométrique).




c - Remarque

On ne doit faire aucune hypothese sur les forces
exterieures inconnues. En d’autres termes, on ne
connait ni leurs directions, ni leurs sens, ni leurs

intensités. La détermination de ces
caractéristiques fait I’objet de la résolution du
probleme.




Exercice 1

Déterminer la tension du fil T et la réaction R au point O
pour que la tige OA, de longueur L et de masse m, soit
en équilibre ( voir figure ci-dessous). On donne a.
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Encastrement

100kg

La figure ci-dessus représente une poutre AB encastrée au
point A. Au point B, on suspend une masse de 100 kg.

1) En négligeant la masse de la poutre, calculer les
¢léments de réduction du torseur des forces appliquées au
point A.

2) Refaire le méme calcul en tenant compte de la masse de
la poutre qui est de 10 kag.




Chapitre 11

NOTIONS DE
BASE



Introduction
1) Qu’est-ce que la R.D.M.

La résistance mécanique des matériaux (R.D.M.),
concerne leurs aptitudes a supporter les efforts

extérieures auxduelles 1ils sont soumis (traction,
compression, cisaillement, flexion, etc....)

2) Butdela R.D.M.

Le but de la R.D.M. est d’assurer qu’on utilise, dans
une piece donnée une quantité minimale de matériau,

tout en satisfaisant aux exigences suivantes
Résistance - Rigidité - Stabilité Endurance -

Résilience




Il Hypotheses de base

1) Objectif

Ces hypothéses permettent de réduire la complexité
des développements mathématiques tout en conservant
une certaine généralité. Ces hypothéses de base

concernent la continuité, ’homogénéité, I’isotropie, les
déformations et les forces internes du matériau étudié.




2) Remarque

Les forces internes, dites résiduelles sont souvent
présentes dans les matériaux. Elle résultent en
général du processus de fabrication (pliage, soudage,

etc....). On tient compte de ces forces résiduelles en
diminuant la force trouvée ou en augmentant le
section (On prend une certaine sécurité).




11 Méthode de résolution

On résout un probléme de R.D.M. selon une
démarche systématique qui comporte trois etapes
fondamentales :

me) I’¢tude des forces et des conditions
d’équilibre;

mm) D’¢tude des deplacements et de la

compatibilité géométrique;

=) |’application des relations forces-
déformations (E.L.S.).




IV Contrainte

1) Forces internes

Les forces internes prise en compte sont celles due
aux sollicitations externes et capables de déformer le
matériau.

La RDM consiste a dimensionner le matériau pour
qu’il supporte Paction des forces internes sans se
détériorer.




2) Etat des forces internes

On étudie dans un systéme d’axes Xyz, le point
Interne | d’un corps soumis a des forces externes




Le plan (m) est normal a I’axe des X et passe par |.
L_a section est soumise a des forces internes variant
en intensités et en direction d’un point a un autre.




Au point |, une
force d’intensité
moyenne AF agit
sur | ’élément de
surface AA,.

AF = AF, + AF, + AF,

AA, = Ay Az
" O
L’intensité moyenne =
de chacune de ces P
composantes, par AR, y . AR

unité de surface est : AVSES YAV ST



(AR J/AA,) : la force interne agit dans la direction
normale a la face considérée.
(AR JAA, et AFJAA)) : la force Interne agit

paralléelement a la face considérée.

Si AA, tend vers 0, ces trois rapports tendent vers des
limites qu’on définit comme étant les composantes
des contraintes qui agissent sur la surface normale a
I’axe des x au point I.




3) Etat de contrainte

a - Définition

Les sollicitations sont quantifiées par la notion de
contrainte o, qui est l'effort surfacique exercé sur
une partie de la piece en un point par le reste de la

piece.
c est homogeéne a une pression et est exprimé en
mega pascal (MPa) ou en Newton par millimetre

carré (N/mm?2).




b — Contrainte normale

Les contraintes normales notée o, sont définie par les
relations :

_ AF.
o, = o, = ||
‘ AL PN
AFE
- Vv
o, = o, —

‘ vy ¥ !'Ay%o AA,
> im ==
o_zz - Gz — II

B LS~



¢ — Contrainte de cisaillement

La contrainte de cisaillement ou tangentielle notée t,
est définie par la relation :

£y = liM <2 e = lim

> AA, —0 AA et e ALX 0 AA

. =1 AF, ot T AF,

- A,IAX S0 AA, é AA, 0 AA

: AF, ) AF,
sz:" et sz:"

AA; =0 A'A‘z AA, —0 AAZ



d — Convention de signe

mm» Une face est positive lorsque sa normale

externe est dirigée dans le sens positif d’un
axe.

mm» Une contrainte est positive lorsqu’elle agit
dans le sens positif d’un axe, sur une face
positive ou dans le sens négatif d’un axe sur
une face négative.




v y

Les mémes composantes de contrainte agissent au point |
sur la partie droite du corps sectionné (principe de la
coupe: solide en équilibre en deux parties).




e — Etat de contrainte en un point

Etat de contrainte au point |
montrant toutes les composantes
de contraintes sur les faces
négatives et leurs contreparties
(primées) sur les faces positives.
Lorsque les dimensions Ax, Ay et

Az de I’élément tendent vers
zéro, la valeur des composantes
primées tend vers celle de leurs
contrepartie non primées.




f — Réciprocité

Les vrelations qui régissent les contraintes de
cisaillement sont les suivantes :




V Déformation

1) Présentation - ~ Fy

Sous P’action des forces
externes et des variations
de température, le corps
se déforme : le point | se

déplace en I’, le point A
en A’, le point B en B’ et
le point C en C°.




Trois éléments paralléles aux
axes de référence avant
déformation ; leur position
relative et leur longueur apres
déformation.

Les angles entre les segments
de référence ne sont plus les
memes.




2) Déformation normale

La déformation normale notée € est le quotient de la

variation de longueur par la longueur Initiale,
lorsque celle-ci tend vers zéro.

. . |i I"A'— 1A
e * Ax—>0 IA
Les trois I'eB—IB
déformations | — Eyy — &y — ||| A B
normales - e
- e |i 1I'C'—I1C
- ““ - Az—>0 IC



3) Déformation de cisaillement

La déformation de cisaillement notée vy est la
tangente de la variation d’un angle originellement

droit lorsque les cotés, qui sous-tende I’angle tendent
VErs zero.

Yy = Yyvx = [l IM tan(——AI B
Ay—30

Les trois
déformations Y. =Y = lIM tan (— —B'1I'C)

Ay—>0
Az—>0

de cisaillement

Yz — YVzx — Illll tan (__A I C)

Ax—>0
Az—>0




3) Convention de signe

Une déformation normale € est positive lorsqu’il y a
allongement.

Une déformation de cisaillement y est positive,
lorsque I’angle droit, sous-tendu par les cotés dirigés
selon le sens positif d’axes de référence, diminue.




VI Relations constitutives

1) Notions de base

Les relations  constitutives  décrivent le
comportement des matériaux et font intervenir les
propriétés du matériau utilisé. On distingue les
comportements élastique, plastique et visqueux.




2) Lol de Hooke

Elle établit une corrélation entre la déformation
absolue suilvant une direction et la contrainte

dans cette direction.




3) Lol de Coulomb

Elle établit une corrélation entre la déformation
absolue de cisaillement et la contrainte de

cisalllement ou scission.

G est le module d’élasticité en cisalllement ou
module d’élasticité transversale ou module de

Coulomb.




4) Coefficient de Poisson




5) Relationentre Eet G




Chapitre |11
TRACTION
COMPRESSION



| Diascramme contrainte déformation

o _F
S

Elasticité

Plasticité

cyrupture
Gimite

S et L sont respectivement la section et la

longueur initiales du fil métallique.
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Plasticité




Diagramme contrainte déformation
de la fonte (matériau fragile)

A F ,
c=— Elasticité
S
Plasticité
G“I’nlte -
AL
g =—0
O L




Diagramme contrainte déformation
du marbre

A F
c=—
S
Elasticité
AL
Olimite1 T = o=
>
O
O |imite2' 2 O limitel

= F Olimite2



Diagramme contrainte déformation
du béton

A F
c=—
S
Elasticité
Olimite1f- AT
€=—
L
>
Oimite2 ‘G Iimitez‘ = © l[imitel




Il Loi de Hooke
1) Expression de la loi

Lol de Hooke en

¢lasticité linéaire ‘ On— E £
(1676) :

2) Module d’élasticité

E est exprimé en N/m? ou Pascals.



3) Remarque

La lol de Hooke est en effet une loi locale. Considérons

un troncon d'éprouvette de longueur infiniment petite b
et qui subit un allongement A b.

@ %

Trong:on d’éprouvette



En tout point M de la section S, la contrainte est
définie par :




4) Quelques valeurs du module de Young

Matériau E en GPa
Acier de construction 210
Cuivre 124
Bois 3a20
Fonte 83al/0
Aluminium 70
\erre 69
Béton 20 a 50




Exercice 3

Un barreau rectiligne de section constante S = 6cm?
et de longueur L = 4 m est soumis a une tension
axlale F = 126000 N.

1) Trouver son module de Young sachant que son

allongement total est AL = 0,40 cm.
2) Calculer la force nécessaire pour I’allonger de
omm.




1V Variations des dimensions

1) Dimension longitudinale

L'expérience montre que lors d’un essal de
traction ou de compression d’une barre d’essai, la

dimension longitudinale subit une augmentation
ou une diminution.

» AL > 0 pour une traction.

» AL < 0 pour une compression.



= AL
S = et St

S L

F : lacharge L : la longueur initiale

S : la section AL : la variation de longueur

donnent

Pour la traction Pour la compression



2) Rigidité du barreau

La rigidité du barreau notée K est donné par la
formule suivante :




3) Remarque

Pour toute variation de charge ou de section, Il faut
faire intervenir une longueur infinitésimale dL et
écrire :

A(dL) = E_FS dL | F estla charge appliquée a I’¢lément dLL

L I: L I:
AL:j—dl_ AL = —[—dL
) ES ) ES

En traction En compression



Exercice 4

Une barre d’aluminium de 3 m de long est soumise a
une contrainte de 700 Kg/cm?.

1) Calculer la longueur finale de la barre en traction.

2) Calculer la longueur finale de la barre en
compression.




4) Dimension transversale

L'expérience montre que lors d’un essal de
traction ou de compression d’une barre d’essai, la

dimension transversale subit une diminution ou
une augmentation.

On pose :

v est le module de Poisson (1781-1840), ou
module de compression transversale.



5) Variation du volume en traction

—— a ——
|
. I
I A
:/(Ap.déf m7
|
T _____ (1+eg )a
a Av.déf
—
| |
| |
I (1+g)a |
l<




La variation du volume de I’élément cube découpé
dans la barre d’essai est:

AV =a*(1l+g,)(A+¢g,)° —a’
—a’(1l+g,)(A1—ve ) —a’
~(1-2v)eg, a’

AL
~(1—2v)—V

( ) 2

AV AL

~—Y 2~ (1-2v)=—=
v )



D’apres I’expérience, le volume d’une barre augmente
en traction et diminue en compression, alors :

& | O<v< 1

2

matériau homogene




6) Quelques valeurs du coefficient de Poisson

Matériau \Y
Cuivre 0,33
Aluminium 0,33
Acier de construction 0,27 2 0,30
Laiton 0,37
Fontes 0,21 a 0,26
\erre 0,18 a 0,30
Béton 0,20




Exercice 5

Une barre d’acier de section carré (5cm x 5cm), de
longueur L=1m est soumise a une tension axiale
F=32.10* N. On donne v = 0,3.

1) Calculer I’allongement du barreau.

2) Déterminer la diminution de la dimension latérale
due a cette charge.

3) Déduire la variation de volume.




V Coefficient de sécurité pour les charges en traction

En pratiqgue on affecte a la limite élastique des
matériaux o, Un coefficient dit de sécurité 3

compris entre 1 et 10.

Condition de résistance :

O imite _ Olimite
admis < B avec Gmaxi admis B

0)




VI L’effet du poids en traction




Le troncon élémentaire est en état de traction sous
I’effet du poids du matériau situé au dessous de ce
troncon.

N= pgS(L-2).k

\/
Son allongement est:

&

A(dz) = %SZ) dz = pgS(ELS_ 2) 4z




L’allongement total du barreau est donné¢ par :




Exercice 6

Un barreau carré en bronze, de section constante de 49
cm? et de longueur 6 m, est fixé rigidement au sol. Sa

base supéricure est soumise a une charge de
compression de 5000 Kg.

1) Calculer la contrainte normale de compression et
déduire les nouvelles dimensions du barreau.

2) Déterminer les variations des dimensions due a son
propre poids ?

3) Comparer les variations trouvées a la premicre et a
la deuxiéme question. Conclure.

On donne: p;,..,.= 0,008 Kg/cm?,




VIl Dilatation thermique

Une variation de température entraine généralement
un allongement ou un raccourcissement. La
déformation due a la dilatation thermique est donné
par :

a est le coefficient de

. dilatation thermique.
& 8T - (XAT AT est Décart de

température.

I’allongement AL, correspondant a la variation de
température se calcule par :

AL, =g,L= oL AT




Exercice 7

On soumet une barre d’aluminium de longueur 2m et
de section 100 mm?, a une force axiale de traction de
10 kN.

On donne :

Module d’élasticité E = 70 GPa;

Coefficient de dilatation thermigue o = 23.10¢ °C-1,
1) Calculer I’allongement du barreau di a la force de
traction.

2) De combien doit-on abaisser la température de la
picce pour qu’elle garde ses dimensions initiales.
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| Effort et contrainte de cisaillement
1) Définitions

Toute force agissant le long d’un plan en travers d’un

matériau est appelée force de cisaillement ou effort
tranchant notée généralement T.

L’effort tranchant divisé par la surface sur la quelle il

agit est appelée contrainte de cisaillement notée
généralement t (contrainte moyenne).

2) Remarque

On admet que la contrainte de cisaillement est
constante dans la section subissant la force de

cisalllement.



Il Réciprocité

Considérons une piece en forme d’un cube, d’arréte
a, dont les quatre faces sont soumises a des efforts
tranchants comme I’indique la figure ci-aprés :




T
K

Ty

-

J

T3 ON

L’équilibre du cube est assuré par les relations :

& T;=T,=T3=Ty=7T



111 Distorsion

Les angles droits aux sommet du carré, subissent une
distorsion.

La diminution de Pangle au sommet du carré,
représentée ICI par I’angle y définit la déformation de
cisaillement (exprimé en radians).

Les angles entre les segments
de référence ne sont plus les
memes.







IV Module de cisaillement

Les expériences montrent que le diagramme de
cisaillement a généralement la méme allure que celui de
traction ou de compression.

Dans la zone d’élasticité, la contrainte et la
déformation de cisaillement sont liées par une relation
linéaire.




G est le module de cisaillement (ou module d’élasticité
transversale ou encore module de Coulomb) ayant la

dimension de N/m? (ou Pascals).




1\VV Condition de résistance

Comme dans le cas de la traction et de la
compression, on considére en pratique la limite
élastique maximal admissible (en cisaillement)

Tmaxi admis*

NOUS avons :

T i T -
limite _ “limite
T = avec Tmax admis

admis —

3

Condition de résistance




Exercice 8

[’assemblage de la figure ci-apreés est utilisé pour
déterminer la résistance au cisailllement d’un joint
colle.

1) Pour une charge de 1200 Kg a la rupture, quelle est
la contrainte moyenne de cisaillement dans le joint ?

2) Quelle sera la charge qu’il ne faut pas dépasser si le
coefficient de sécurité vaut 1,2 ?




Joint collé



Exercice 9

Un poincon circulaire 2 cm de diameétre utilisé pour
poinconner un trou dans une plague d’acier de 12 mm

d épaisseur. Sl la force nécessaire pour faire pénétrer le

poincon dans la plague est 3.10°> N, calculer la contrainte

de cisaillement maximale développée dans le matériau.







Exercice 10

On veut ¢étudier le cisaillement dun Dbloc
parallélépipédique en ¢lastomere collé entre une plaque
rigide et un support fixe comme le montre la figure.

On donne :

L=10cm:b=5cm:h=25cm.
G=800 kPa et T=100 daN.

1) Calculer I’angle de glissement .
2) Calculer le déplacement a.




Bloc en élastomere

/Support fixe



Avant déformation
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| Généraliteés
1) Présentation du probléme

Une poutre horizontale suspendue en ses extrémités
par deux cables verticaux ou placée sur deux appuis
fixes, subit une flexion qui se traduit par un
changement de courbure.




2) Hypotheses
a - Le solide étudie

La poutre possede un plan de symétrie vertical.

b - Les forces appliquées

Toutes les forces sont verticales et leurs lignes
d’action sont dans le plan vertical de symétrie de la

poutre.

+++++++¢¢+
AN A




C - Théorie des poutres

En théorie des poutres, on considere des fibres,
c'est-a-dire des petits cylindres de matiéres générés
par une portion dS et une courbe parallele a la

courbe moyenne (la « direction de la poutre ») ; la
courbe moyenne passe par les centres de gravité des
sections droites (sections perpendiculaires a la
courbe moyenne).




section
droite

caurbe

I'I'IIII}I'EI'II'IE‘--..._I_...

SE

fibire
neufre

Poutre quelconque



http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_definitions.svg

d - Hypotheéses de Navier et Bernoulli

‘*Lors de la déformation, les sections droites restent
perpendiculaires a la courbe moyenne.

*»La fibre neutre a un allongement nul ;

‘*Les fibres a I'extérieur de la courbure sont étirées.

“*Les fibres a I'intérieur de la courbure sont
comprimees.

“*La déformation longitudinale € varie de maniére
linéaire en fonction de ).




Elément d’'une poutre fléchie : les fibres forment des arcs de
cercle concentriques, les fibres du haut sont donc
comprimées et les fibres du bas étirées.



http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_rayon_courbure.svg

|| Définitions
1) Poutre

Grosse piece de charpente horizontale en bois, en

béton ou en métal soutenant une construction.

2) Fibre neutre

La fibre générée par la courbe moyenne est appelée
« fibre neutre ». Elle garde sa longueur lors de la

flexion.




3) Fléche

La fleche est le déplacement vertical d’amplitude

u[x) du point de la courbe moyenne situé a
|"abscisse x.

Le déplacement d’amplitude
u,x) donne la forme finale de la
fibre neutre. Cette amplitude est
relié au rayon de courbure local



http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Poutre_deplacement_et_rayon_courbure.svg

4) Déformé de la poutre

La déformée de la poutre est le graphigue de la

fonction ¢ (x). Il donne la forme de la courbe
moyenne.

5) Rayon de courbure

C’est le rayon du cercle formé par la courbe
moyenne.

Pour les faibles déformations : 1 _ y
p



111 Etude expérimentale des déformations

Dispositif de mesure de la fleche


http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Versuchsaufbau_Biegung.png

Test de flexion trois points sur un échantillon de béton.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Trois-points-p1040189.jpg

1) Variation de la fleche

a - Intensite de la charge

Pour une charge appliquée au méme point, on
constate que la fleche est d’autant plus importante

gue la charge est plus grande.

b - Position de la charge

La fleche est d’autant plus importante que la

charge est appliquée loin des appulis.



c - Dimension de la section

Une poutre fléchit d’autant plus que sa section se

trouve située dans sa position de moindre inertie.

2) Déformations longitudinales

L’expérience fait apparaitre :
== Uun plan de fibres neutre qui conservent une

longueur constante;

=» les fibres situées au-dessus du plan neutre
sont comprimées;
= les fibres situées au-dessous du plan neutre

sont tendues.




3) Déformations transversales locales

Dans certaines zones de la poutre (surtout au
voisinage des appuis), on Vvoit apparaitre un

phénomene de (glissement transversal. Ces
déformations sont négligeables devant les
déformations longitudinales.

4) Conclusions

La flexion est une sollicitation complexe pour
laquelle nous retrouvons des notions telles que :
=) la traction;

mm) |2 cOmpression;
mm) le glissement longitudinal;
mmp le glissement transversal.




1V Contraintes et déformations

1) llustration

Machoires d’un
étau fixe



Etat non déformé
de la surface
Ligne laterale

Moyenne

Etat déformé
de la surface

latérale




Apres déformation, les couches supérieures s’allongent
tandis que celles du bas se resserrent. La couche
moyenne conserve pratiguement sa longueur.

Découpons, par imagination,
dans la barre, un troncon de

longueur suffisamment petite
dL.

Le segment infinitésimal sur

la ligne moyenne conserve sa
longueur dL.




La section transversale reste plane. Par conséquent le
raccourcissement et P’allongement des couches sont

proportionnelles a la distance transversale de ces
couches mesurée a partir de la ligne moyenne.

; _Aprés déformation
[~ ,./ ¥~ Avant déformation




La contrainte normale dans chaque couche est

N\ N\

proportionnelle a son allongement ou a son
raccourcissement.

g est la déformation absolue;
Ch== m‘ y‘ m coefficient de proportionnalité;

| y | distance par rapport a la fibre neutre.
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O, &St la contrainte normale au niveau de la couche

la plus éloignée de la ligne moyenne.



Remarque: Peffort normal exercé sur la section

transversale droite du troncon élémentaire est nul.
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b désigne la largeur de la section transversale.



V Moment de flexion

1) Calcul du moment

Calculons le moment de flexion exercé sur la section
transversale :

a/2
M, = - [ydF
—al2
al2 Dbl/2 2 2
M :—j jc 2Ldydz:- D G ey 2
f max 3 6
—al2 —b/2

Ce moment est compté négatif d’apres le sens
conventionnel de la figure.
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l;, est le moment quadratique de la section
transversale par rapport a son axe de rotation Gz.



2) Moment de résistance

Le moment de résistance de la section transversale
est donné par :

IGZ -n IGz

(A/2) Ve

Gz

poi: M| = o, Wa,



3) Moment admissible

L_es moments de flexion admissibles dans le domaine
de DPélasticité linéaire sont donnés par Dinégalité
sulvante :

‘Mf‘ < Gimite Vo, = M

4) Remarques

limite

Dans le cas de la déformation de flexion pure, le

N\

moment de flexion est proportionnelle a Ila

contrainte normale maximale.




Dans le cas de P’exemple étudié, le moment de
flexion est le méme dans toutes les sections
transversales de la barre (ou poutre).

Le moment de flexion est le méme dans toutes les
sections transversales de la barre (ou poutre),
puisque son poids est négligé et que la barre n’est
sollicitée qu’en ses extrémités par un couple. Dans ce
cas on dit qu’il s ’agit d *une flexion pure.




Principe de la flexion simple d’une poutre



Si la barre (ou la poutre), supporte des charges
localisées ou des charge réparties ou que son poids
n’est plus négligé, alors chaque section transversale

droite subit a la fois un moment fléchissant M; et un
effort tranchant noté T. On dit quw’il s’agit d ’une
flexion simple.
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Fonctionnement du béton armé en flexion




VI Equation de la déformée




Ay dy do d°y
lgo=—-=—"=0 ‘ =
y Ax  dXx dx dx°

Lol de Hooke appliquée a la couche supérieure, donne :

29de  Zda
2 2 _ £
e dx dx 2 dx?

nous obtenons :




L’équation différentielle de la déformée est :

L’expression du rayon de courbure de la déformée
est donné par :




VI Calcul de la fleche

ﬁ

F

Admettons que l'extrémité (x = 0) est encastrée et
gue la section est constante.

Les conditions aux limites : x =0 :y =0 et (dy/dx) = 0.



d’ou :

La fléche ‘maximale’
correspond dans ce cas a
la position x = L, soit :




VI Charqges

1) Charges concentrées

Les charges sont appliquées en des points précis. En
dehors de ces points les charges sont nulles.

2) Charges réparties

Les charges sont distribuées sur une certaine longueur
de facon uniforme ou non.

3) Intensité de charges

L’intensité de charge notée ¢ (force par unité de
longueur), est donnée par I’équation différentielle :

AR dE
gq=lm —=—
Ax—0 AX dX



4) Remarque

Il est utile, lorsque nous utilisons les équations
d’équilibre, de remplacer la charge répartie par sa

résultante qui lui est par définition statiguement
équivalente.

L L
R = _[dF = Jqu L est la longueur de la poutre.

; L < 3 Xest le point d’application de
R X — J‘ xdE = J‘ CIXdX la résultante équivalente.

0 0
L
— J‘qxdx

La position Xest donnée par : X — 2



| X Relations différentielles d’équilibre
1) Effort tranchant T

dT

& d_x__q

En intégrant entre deux sections de la poutre définies
par les coordonnées X, et X,, pour lesquelles les efforts
tranchants sont respectivement égaux a T, et T,, nous

avons .



2) Moment fléchissant M,

dM.
dx

=-T

&

En intégrant entre deux sections de la poutre définies
par les coordonnées X, et X,, pour lesquelles les
moments fléchissant sont respectivement égaux a M, et
Ts,, NOUS avons :

M, —

2



3) Calcul pratique de T et Mf

1 L’effort tranchant T est égal a la somme algébrique
des forces extérieures située d’un méme coté de la
section (par convention a gauche).

d Le moment de flexion M; est égal a la somme
algébrique des moments de toutes les forces extérieures
située d’un meéme coté de la section (par convention a
gauche).

A la section précise ou T = 0, le moment fléchissant
atteint une valeur maximale ou minimale.



X Etat des contraintes

1) Expression de la contrainte normale o

O = O ux

d
ﬂ et O, = M; ——
d

par conséquent : C=Y—



2) Contrainte normale maximum

La contrainte o est maximum dans la section pour
laquelle M; est maximum. En plus dans cette section, la
contrainte maximale est obtenue lorsque la variable y

est maximale.

fmaxi __

G _ y M I\/If maxi
? maxi maxi IGZ WGZ

3) Condition de résistance

La condition de résistance a I’extension du matériau
constituant la poutre est :

3 O < O limite B est le coefficient de sécurité.

maxi — B




Exercice 11

Une poutre de longueur L, posée sur deux appuis O et A
supporte une charge uniformément répartie d.

1) Déterminer les réactions aux appuis O et A.

2) Donner I’expression de I’effort tranchant et tracer le
diagrammes T(x).

3) Trouver I’expression du moment fléchissant et tracer
le diagramme M(X).

4) Vérifier les équations différentielles d’équilibre.

5) Application numérique: q = 40daNm-tet L = 4m.



g est une force par unité de longueur. C’est une
constante.

La poutre repose sur un appui fixe au point x=0 et sur
un appul mobile au point x=L.
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1) Calcul des réactions, T(x) et M(x)

Etudions I’équilibre global de la poutre.
ty
R(O)

@OZ .........................................................................

R(O) + R(A)—JL'q.dx -0

mm) R(O)=R(A)= %
L.R(A)— [xqdx =0



2) Calcul de P’effort tranchant T(x)

Etudions I’équilibre d’un troncon de poutre de longueur x.

g

T v

R(O) X

IT(x) ©z

T(X) =R(0)-0gx > T(X) =—0X +—



Diagramme de ’effort tranchant

1T

X

gL/2

O

-qL/2




3) Calcul du moment fléchissant M(x)

Etudions I’équilibre d’un troncon de poutre de longueur x.

R(O) X
Tl\_/I?(X) © z

Mf(x):—xR(O)+§qx me> M (X)_EX —7x



Diagramme du moment fléchissant

» M¢(X)

O

-gqLY8 |- Tm——— - - - -

‘ Mf maxi ‘ - qL2/8



4) Les équations différentielles d’équilibre

LI
dx
& 2
dM; (X) _ T
. dX

NB : Ces équations sont indépendantes des conditions
aux limites ( conditions d’appuis ).

Remargues :

v' La section correspondant a la valeur maximale du
moment de flexion est appelée section dangereuse.

v L’effort tranchant T subit une discontinuité au
niveau des appuis (lieu des forces concentrées).




5) Application numérique

g=40daNm*;L=4m

R(O)=R(A) 800 en N
T(x) - 400(x-2) en N
T maxd 800 N
M¢(x) 200 x(x-4) en Nm
M fmaxi 800 Nm




Exercice 12

Une poutre de longueur L, prenant appuis en O et A
supporte une charge localisée en son centre C.

1) Déterminer les réactions aux appuis O et A.

2) Donner I’expression de I’effort tranchant le long
de la poutre et tracer le diagramme T(X).

3) Quelle est ’expression du moment fléchissant le
long de la poutre et tracer le diagramme M¢(x).

4) Trouver I’expression de la fleche maximale 7.






1) Calcul des réactions

En tenant compte de la symétrie, on peut écrire :

& RO)=RA)-—

X

>

~ tRO) - ﬁ(A)I

A




2) Calcul de P’effort tranchant T(x)

Soit M un point d’abscisse X :

Zone OC (x < L/2) Zone CA (x> L/2)

T(X) = R(O) T(X) =R(O)-F
= =

T(X) =— T(X) =——
(%) > (%) >




Diagramme de P’effort tranchant

t T(x)
F/2 D :
:
1L
—
L
O 52 :
| i
' :
| I
_ F/2 ------------------------- | q:




3) Calcul du moment fléchissant M(x)

Soit M un point d’abscisse X :

Zone OC (x < L/2) Zone OC (x > L/2)

M; (¥) =—XR(0O) M. (X) = _Xg+(x_%)|:
F F  FL
M. (X) =——X M,(X) =—X——
¢ (X) > (%) X



Diagramme du moment fléchissant

t Mi(x)

O

- FL/4




4) Calcul de la fleche maximale

On sait qu’on un point M d’abscisse X situé dans la
zone OC, le moment de flexion est donné par :

F
M: (X) =—§x

L’équation différentielle de la déformée entre O et C
est la suivante :

2El_, d’y

= X
F  dx?

El, —2=—-M, ou



, = _ 2El dy_x2+C
Intégrons une premiére fois : F dx 2 1

En x = L/2 nous avons un extremum ; (dy/dx) =0

e — —LZ d’ou 2E|Gz dy - X2 o |_2
1 3 ey (0 L At
3 2
Intégrons une deuxiéme fois : ZEFIGZ y = %—%x +C,

Pour x =0,y =0, ce qui entraine C, = 0.




La fleche maximale en C est donné pour x = L/2.

3
FL
=
A8EI .,
f.en mm; Fen N; L en mm;

Een Nmm? | en mm?



Exercice 13

La poutre illustrée a la figure ci-dessous repose sur
deux appuis simples en A et C. Elle supporte une
charge P concentrée en B.

1) Déterminer les réactions en A, R, eten C, R...
2) Etudier 1’effort tranchant T(x), le long de la poutre

et tracer le diagramme correspondant.

3) Etudier le moment fléchissant M(x), le long de la
poutre et représenter la fonction sur un graphique.

4) Trouver en fonction des données la position de la
section dangereuse.




AC=L




Exercice 14

La figure ci dessous représente une poutre soumise a un
effort concentré en G de 12 kN, a un moment localisé en
F de 8 kNm et a un chargement uniformément répartie
de 10 kN/m entre A et E. La poutre repose sur des
appuis simples en A et I.

1) Calculer les réactionsen AR, eten | R,.

2) Déterminer la loi de variation de T(X). Représenter
sur un graphique T(x).

3) Déterminer la loi de variation de M(X). Représenter
sur un graphique M(Xx).

4) Quelle est la section la plus vulnérable ?.




10 kNm-t 8 kNm 12 kN
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