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Introduction Composantes
I. L'oscillateur a 1 degré de liberté : Structure dissipative excitée * d'inerties
1) Sollicitation harmonique Energie cinétique

IIl. Structures discrétes
1) Définition

M masse du systeme

v vitesse du centre de la masse
I moment d’inertie de la masse
 vitesse angulaire

1 1
E.=—mV’+= 1o’
© 2 2
2) Les éléments barres

3) Applications * de raideur,
4) Les éléments poutres (exemple) F force appliquée
1. Méthodologie de résolutions des équations du mouvement F =kx x changement de l'allongement

. k raideur (N/m)
1) Fréquences et modes propres

2) Superposition modale * d’amortissement
3) Méthode d'intégration directe F force appliquée

F=cv c coefficient d’amortissement (kg/s)
Vv vitesse
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Ondes stationnaires / modes de vibration
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Ondes stationnaires / modes de vibration

Mouvement résultant de la somme de deux ondes sinusoidales de méme amplitude, de
méme fréquence, et de méme longueur d’onde se déplagant dans des directions

opposées q
y(%,t) <A sin(kx— af) 2 A sinkxcos(at) o

Y S o : : " “‘ Tiré de Physique et optique moderne, R.A.Serway

Ondes stationnaires dans une corde fixée a ses deux extrémités

2L
l 1 A, =—(n=1,2,3...) Longueurs d'ondes des modes normaux
ventre noeud 2
f, =—(n=1,2,3...) Fréguence des modes normaux
L'onde stationnaire résultante y(x,t) A
- cesse d’'étre en mouvement — onde stationnaire F n [E
- est le produit de deux fonctions, I'une spatiale, 'autre temporelle v= [—=|f =— |—(n=123..)
- est de forme sinkx oscillant & la pulsation @ y2 2L\ u
2r 27 w L i s
k=""w="—=2af;c=Af == 5 Un mode de vibration libre de la corde est une onde stationnaire résultant de la 6
A T k

combinaison de deux ondes de méme amplitude se déplacant en sens opposeés.




Introduction
Résonance

La résonance est la capacité d’'un systeme mécanique a emmagasinner
de plus en plus d’énergie, lorsque celle-ci est appliquée sous forme
périodique et proche d'une fréquence dite « fréquence de résonance »
ou « fréquence naturelle » ou fréquence propre.

Cette excitation entraine des oscillations dont I'amplitude croit. Le
mouvement du systéme peut alors atteindre un régime d’équilibre
dépendant de son amortissement, ou aller jusqua la rupture d’un
composant du systeme.

Resonance Transmissibeiy I;

,= Natural Frequency
.= Input Frequency
Disastrous resonance when = 0 for o fi, = 1

Transmissibility
Damping coefficient

oo,

http://en.wikipedia.org/wiki/Mechanical_resonance
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Introduction

Degrés de liberté

Un systeme a 1ddl pos_séde un mode et une fréquence de vibration

v .

Un systeme a 2ddl posséede deux modes et deux fréquences de vibration

e .
v . v .
L

Un systeme a 3ddl posséde deux modes et deux fréquences de vibration

Un systéme a 4ddl possede deux modes et deux fréquences de vibration

e
. . . . . . ®
¥ . o . . v . v .

.
- . . "

Un systeme continu posseae une Intinité de modes et rrequences de vibration

R AVEAVALVAY,

f=vi(2l) < f,=2vi(2l) < f,=8vi(2L) < f,=4vi(2L)

Animation courtesy of Dr. Dan Russell, Grad. Prog. Acoustics, Penn State

<....

=
w
a
=
<
&
—



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/07/Resonance.PNG
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Tacoma Narrows Bridge

Introduction
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Séries de Fourier

y(t) = y(t+T,) = %+ D" (A, cos 27t +B, sin 2 t) = i D (A cosm,t+ B, sinw,t)

n=l,0 2 n=l,0

Rupture du pont, le 7 nov. 1940.

1 1 .
f,= nT— =nf; f, =— Fréquence la plus basse
0 :
y(®)

et . T

2 (T =
A,:fjlo y(T,)cos w,t dt

2 To . 0 3
B, :—j y(T,)sinw,t dt & ‘ i
To 0 4T %I‘ By A
wET | P
" T 8 Mode de torsion : 0.2 Hz « La vitesse du vent n'était que de
w8 67 km/h, tandis que le pont avait
LIS P e of été dimensionné pour des vitesses
+ W beaucoup plus élevées, mais en ne
tenant compte que des effets
° statiques. » 10
(figure adaptée d’Ewins) Source : Wikipedia



../../cours_polytech/16832525.flv
F:/laurent/video/Tacoma Bridge.flv
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Séisme de Golcik

—
w
r}
=
<<
Q
4

Yann
Arthur
Bertrand

"La Terre
vue
du ciel"

Séisme de Golcik, aolt 1999, magnitude de 7.4 (échelle de Richter), 15 500 morts.
[...] L'effondrement partiel ou total de 50 000 immeubles a suscité une polémique
mettant en cause les entrepreneurs, accusés de ne pas avoir respecté les normes de
construction antisismique. [...] Les tremblements de terre ont provoqué la mort de 169
000 personnes a travers le monde entre 1985 et 2000. u
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Dynamique des milieux continus solides

QO Equations analytiques des ondes dans les milieux élastiques

Equation vectorielle de I'équilibre local
2

. o°u
leg+j=pz:paT; (f=pg.)

Loi de Hooke (comportement élastique linéaire)

o=el +2us (e=divu =trace(s); ¢ =%(gradg+ grad’u))

= Equation vectorielle du mouvement de Navier

2

g+ (A+ p)grad (divu) + pAu = p%

ol u={u U, U} et u(x %Xt

P.Germain, Mécanique des milieux continus 1962
S.Laroze, Mécanique des structures, tome 3, 1992

L.BAILLET

12



http://www.yannarthusbertrand.com/
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Introduction

Dynamique des milieux continus solides

Equation vectorielle du mouvement de Navier
. o°u
pg+(A+ m)grad(divu) + phu = p—=
N T
ol u={u U, U} et U(X,X,X,t)
Décomposition du champ de déplacement en un champ irrotationnel
et un champ de divergence nulle

u=u_+U;, avec rotu7L=Q et dlvui:O

T

ondes transversales

ondes longitudinales
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Introduction
Dynamique des milieux continus solides : Onde longitudinale (P-Wave)
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Mouvement alternatif de traction/compression.
Mouvement de la particule // & la direction de
propagation.

© Copyright 2004. L. Braile. Permission
granted for reproduction and use of files and
animations for non-commercial uses

. . . 14
Rotation identiquement nulle




Introduction
Dynamique des milieux continus solides : Onde transversale (S-Wave)
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Mouvement alternatif de cisaillement.
Mouvement de la particule L a la direction de
propagation.

Aucun changement de volume

© Copyright 2004. L. Braile. Permission
granted for reproduction and use of files and
animations for non-commercial uses
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Introduction
Dynamique des milieux continus solides : Onde de Rayleigh (Surface)

L.BAILLET
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Particle motion consists of elliptical motions (generally retrograde
elliptical) in the vertical plane and parallel to the direction of
propagation. Amplitude decreases with depth. © copyright 2004. L. Braile. Permission

granted for reproduction and use of files arids
animations for non-commercial uses
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Méthode des éléments finis en dynamique
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Introduction

Dynamique des milieux continus solides : Onde de Love (Surface)

Champ de déplacement u={u, u, Uu,}

Direns:

C,

tiop OF Py, .
Pagatio,,

Tty
< P
i T e g
e e e i
T o e P o,
o
B e T e
e o s
O e v e Ll 0 e
R et T St S
[ e it o e P s
Tty o

ui(Xl’XZ’XSIt): Nj(X:l’XZ’XS)qj(t)

e, h vy
et e T
e o T
B e e Tl e o g
e e Vecteur des ddi : g(t)={q,(t) o) - q®}
#ﬂa%ﬁﬁ%, ecteur aes : 9 =10, g, d,

L s

e i Wy o gt

... iy S et 4-.,4--.."«;r -
""“'"",."

vitesse déplacement,

Loy,
E WA VE accélérat\ion | rotation.:.

arﬂt‘.‘le Mofron 6‘2q 8‘q M : matrice de masse (nxn)
M—=+C—=+ C : matrice d’'amortissement (nxn)
o’ ot _ . .
: K : matrice de raideur (nxn)
/ \ E : vecteurs des forces extérieures (n)
Particle motion consists of alternating transverse motions. Particle Force Force
motion is horizontal and perpendicular to the direction of propagation dinertie d'amortissement
(transverse). Amplitude decreases with depth. © Copyright2004. L Braile. Permission
Snmations or non-commercial ses T = Analyse modale, analyse temporelle 18




Introduction

Analyse modale en vibrations libres : bases théoriques

Structure a n ddl
But : calculer les n fréquences de résonance f; (ou pulsations «, = 2 «f)
et les modes de vibration ¢

o%u

Mat—;‘+K$=Q

Solutions U =g sin(ot+¢)

(~0™M +Kg)sin(@t+9) =0=| M7'Kg =w'g

i=1,...,.n

n valeurs propres (@)? = fréquences de résonances f;

n vecteurs propres g = modes de vibration ¢

19
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Introduction

Analyse modale en vibrations libres : bases théoriques

Les degreés de liberté u, peuvent étre décrits par une combinaison linéaire des n
modes de vibrations indépendants

u = > asin(at+9)g = Z [c; sin(t) +d; cos(at)]4

~ i=ln i=1,n

u

u = > &g =Pa

i=1,n

a; vecteur des composantes modales (dim n)
O=[¢, & & .... 4,] matrice modale dim(nxn)
a;, ¢ .C;, d;, constantes obtenues par les conditions initiales

TN

“OA | [l L w04

i

3

b
Tz 0.4 0.6 0.8

Tz 0.4
7.z 0.4

]

Lo = a4 + ab)¢

T 2
+ ot)d +

0

L.BAILLET




Introduction

La corde vibrante : Analyse modale

L.BAILLET

x=L/3 X
Solution générale g(t) en prenant 4 modes
Déplacement initial g(t=0)

imposé a la corde qt) = Zai O]
1,4

/\ [ ‘
2 45

Solution générale g(t) en prenant un 02
nombre important de modes

a®) => ag

http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos/string/Fixed.html

7

2 0 10 111213 14 15 1617 1210 20

2 6

hamnoodc purber
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Introduction

Traveling Wave Equals Sum of Stationary Modes

L.BAILLET

g(t) avec 3 modes

g(t) avec 5 modes

a(t) avec 9 modes

g(t) avec « o » modes

- http://www.youtube.com/watch?v=GMXIzCX5gio&feature=related

11


F:/laurent/video/Traveling Wave Equals Sum of Stationary Modes.rm

Introduction

Méthode des éléments finis en dynamique :Analyse modale

Modes propres d’une plaque appuyée en son centre

" (archet) T (pot vibrant)

http://www.youtube.com/watch?v=EprMFajNzfQ

Une structure continu posséde une infinité de modes propres

L.BAILLET

http://www.youtube.com/watch?v=GtiSCBXbHAg

23
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Méthode des éléments finis en dynamique :Analyse modale

Modes de vibrations d’une barre libre-libre

0 0.z 0.4 0.6 0.8 1

http://iwww.youtube.com/watch?v=XkmgMkDKAyU&feature=related

L.BAILLET
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F:/laurent/video/Cymatic experiment.flv
F:/laurent/video/Chladni Plate.flv
F:/laurent/video/Vibrations - Modes of a Free Free Beam.flv

Introduction

Méthode des éléments finis en dynamique :Analyse modale

Modes propres d’'une membrane tendue (type « tambour »)
Appuyée

Déplacement /
= N -

Mode 1 : 38 Hz

Mode 4 & 5 : 82 Hz

U

L.BAILLET

f, EF
f, analytique

38Hz

Introduction

Méthode des éléments finis en dynamique :Analyse modale

Mode 1

L.BAILLET

13



Analyses modale et temporelle par éléments finis
Analyse modale en vibrations libres : membrane rectangulaires

The (1,1) Mode The (1,2) Mode The (3,1) Mode

http://www.kettering.edu/physics/drussell/Demos/MembraneSquare/Square.html 27

Animation courtesy of Dr. Dan Russell, Grad. Prog. Acoustics, Penn State

Introduction

Méthode des éléments finis en dynamique :Analyse modale

Modélisation de la maquette SMART sous séisme : utilisation d’un modéle d’endommagement anisotrope 3D
G. Lebonl, F. Ragueneaul, R. Desmoratl, Giens 2009

maquette SMART = éléments barre élastoplastique, modéles
élastiques 3D (poutres, fondation) ou 2D (planchers).

Analyse modale

9Hz 16Hz 31Hz 32Hz

Quatre premiers modes propres de la maquette

=
w
a
=
<
&
—
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F:/laurent/video/Standing wave in a soap film          - YouTube.mp4
http://www.kettering.edu/physics/drussell/Demos/MembraneSquare/Square.html

Introduction

Méthode des éléments finis en dynamique :Analyse temporelle

Vecteur des ddl = q(t)={g,(t) () - a,®)

o’q _oq
M?+C§+K9:E = gum = f(gtfﬁtygl,Et)
o (t
S~ 1 (q0-o0.0,0.9,0+0)
Séries de Taylor :
%, (t)
?w(qi (t-5t),q; (1), (t+t))

La résolution dépend du développement de Taylor utilisé :
- explicite (différence centrée, Runge Kutta,...)

- implicite (Newmark, HHT,...)

L.BAILLET

29

Introduction
Méthode des éléments finis en dynamique :Analyse temporelle
Comportement d'un immeuble en béton armé sous séisme

Instanit= 301

L.BAILLET

x40

T T
&

Source :

http://www.necs.fr/

-DZD -10 a 10 20 30 40
NECS

Structure étudiée: batiment a ossature en béton armé

Comportement mécanique: fissuration béton (mécanique de I'endommagement),

plasticité armatures

Conditions aux limites: encastrement & la base 30

Chargement: séisme mono-directionnel (repére relatif)

15



m Introduction

L.BAILLET

Méthode des éléments finis en dynamique :Analyse temporelle

Déplacement horizontal Amplitude accélération

Séisme d’intensité »
0.1g A e

Séisme d'intensité
0.4g o

Séisme d'intensité  |; [2
0.8g. ¥

Isovaleurs
endommagement 31

Temps Fréquence N

Evolution du spectre des accélérations et de la variable d’endommagement pour 3 séismes

Sommaire

Introduction

I. LCoscillateur a 1 degré de liberté : Structure
dissipative excitée

1) Sollicitation harmonique
II. Structures discrétes
1) Définition
2) Les éléments barres
3) Applications
4) Les éléments poutres (exemple)
IIl. Méthodologie de résolutions des équations du mouvement
1) Fréquences et modes propres
2) Superposition modale

3) Meéthode d'intégration directe

L.BAILLET
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I. Coscillateur a 1 degré de liberté
Structure dissipative excitée

L.BAILLET

Oscillations forcées amorties | mX(t)+cx(t)+kx(t)= f (t) W
f(t)
k m

Solution générale = superposition de deux mouvements

- réponse transitoire (ou libre)
solution de I'équation homogéne : mX(t)+cx(t)+kx(t)=0

- réponse stationnaire (ou forcée)
solution particuliére de I'équation complete : mX(t)+cx(t)+kx(t)= f (t)

33

I. LCoscillateur a 1 degré de liberté

L.BAILLET

Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

. F
Réponse & une sollicitation harmonique f(t)=Fsino,t DAAAAAAAN

A VVVVVTTTY

Solution stationnaire (particuliere) — x(t)=Xsin(w,t-¢), X >0

tang= 25ﬁ2,X:F 1 o

=—-, ¢<|0180°
1-p k\/(l—ﬂz)h(zfﬂf{% =y 9<L01]

F = déflexion statique fad=facteur d’amplification dynamique
k
k
o= [—
m

34
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n I. Coscillateur a 1 degré de liberté

L.BAILLET

R— Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

Solution générale = réponse libre (transitoire) + réponse forcée (stationnaire)

X(t) =e*5M[Acosa)at+Bsin wat]+ Xsin(wt-g) Régime permanent

1

F 1
K @y (aepy Pt 2efeoson)

Sx(t)=e [ Acosw,t+Bsina,t |4

A et B obtenues par les conditions initiales, a)a:a)\ll—gz et p=—1-
[0

F oo
k @-%)"+22p)°
:Fw{ 285~ BU-p") }+X'o+xows
k o, |@-4°)"+(2p5) o

a

%o

35

I. LCoscillateur a 1 degré de liberté
Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

Angle de phase ¢

Facteur d’amplification dynamique

/ 15 3 3 3

£=0.6 @

fad=—— =+
J-B22+(22p)?

1
fad,, =———=pour f=41-2&2
281-¢2

=
w
a
=
<
&
—

18


F:/laurent/video/MIT Physics Demo -- Driven Mechanical Oscillator - YouTube.flv

I. Coscillateur a 1 degré de liberté
Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

Exemple : systéme au repos excité a t>0 par

®=0.5 rad/s

=2 rad/s

=
w
]
=
<
e
-

ft)=Fsino,t

fad
en vert:sin ot e ,
en rouge : x(t) : /\
t € [180,200] a
w=1radls
p="1
[0)
=20 rad/s

I. LCoscillateur a 1 degré de liberté

Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

L.BAILLET

Exemple : systéme au repos excité at>0 par f({t)=Fsinoit ;0,20

- 9 K - o N\
e‘étotI:ACOSa)at+BSIn ot HX sin(wt-¢) ) it
— %;%X]. >
N\ k m

Soit @;<w dou (X(t)

L I T T T [l v s s % o o E W W W W W e @ @]

Réponse totale Réponse libre Réponse for%%e

Tracés de x(t) en fonction de t pour les paramétres @, =0.Lw=1F =10,k=5.,£=0.02

19



I. Coscillateur a 1 degré de liberté

Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

Exemple : systéme au repos excité a t>0 par  f(t)=Fsinaot

L e T T B o i r I L T e T

Réponse totale Réponse libre

(ou transitoire)

Réponse forcée
(ou stationnaire)

La réponse libre (ou transitoire) s’amortit au cours du temps d’autant plus vite que
I'amortissement £ est élevé.

= La réponse totale tend vers la solution stationnaire pour t—co

39

L.BAILLET

I. LCoscillateur a 1 degré de liberté
Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique, résonance

Exemple : systéme au repos excité a t>0 par ft)=Fsino,t
o, =w= f=1= fad =1
28
1
= T,
2 o] -

Réponse totale Réponse libre

=
w
a
=
<
&
—

Réponse forcée

1

Tracés de XU en fonction de t pour les parametres o, =Lo=1F =10,k =5.;§=0.02;E=25

(F/k)

F 1 Fila Xop 1
X(t) - s t—g)=——sin(w,t-¢)= =
R (122 +22p)? e M T

40
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I. Coscillateur a 1 degré de liberté

Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

Application
f(t)

L=1.6m; E=200 x10°Pa, 1=1.6x10°m*
m=45kg

L’amplitude de la force appliquée a la masse est de 125N.

Quels sont les intervalles de la pulsation forcée (sollicitation) entrainant en régime
en permanent une amplitude maximale de 0.2mm ?

L'amortissement est négligeable.

41

L.BAILLET

I. LCoscillateur a 1 degré de liberté

Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

L.BAILLET

< 2 (rad/s)
Application p
?: 0 m=M+m, masse totale du systéme

()

C\Ek

Le systéme est déséquilibré par une masse m, tournant & une vitesse angulaire

Q et située a une distance e de son axe de rotation.

S =esind ;=
0=Qt—x

ij = —eQ’ cos(Qt — )

é’:_

eQ?sin(Qt — )

mX(t) +cx(t) + kx(t) = -m,eQ’ (sin Qt — ) = m,eQ’ sin Ot

42
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I. Coscillateur a 1 degré de liberté

L.BAILLET

Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

mX () +cx(t) + kx(t) = meQ’ sin Qt = Fsin Ot

avec F = meQ’.
La réponseen régime permanent est donnée par | x(t) = X sin(Qt—¢)

X m,eQ’ 1 ef’ my/m
k  Ja-p2+@e8)  Ja-p2)%+(25)
288
tan¢_1_ 5
et[i’z9
(4]

43

I. LCoscillateur a 1 degré de liberté
Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

L.BAILLET

Tiré Dyn.of Struc. J.L.Humar

< {2 (rad/s)
£
Egmo X |€,
o
x(t) £
M g
3
§ 2
£
E Mg = e
<
|
"N :
| | |
0 1 2 3
Frequency ratio, B
o _ e(m, /m) 1 Q
Lamplitude maximale X, = P est obtenue pour B= T
25\ 1-¢& 1-282 o
http://www.youtube.com/watch?feature=player_detailpage&v=xHcimWmUVCA 44
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I. Coscillateur a 1 degré de liberté

Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique
E =200000MPa
| =25.8x10°mm*
L =3000mm
1]y, =249x10°mm?

&=~0 <~ 2(radss)
M,=250kg

=
w
]
=
<
e
-

Tiré Dyn.ofStruc. J.L.Humar

a3 = 10mm

€

464rpm  865rpm
|
500rpm | 1000rpm  1500rpm
L

m=2500kg masse totale du systéeme

Donner les intervalles de vitesse 2telles que les contraintes de flexion dans les 4
poteaux n’excédent pas 100MPa. 45

I. LCoscillateur a 1 degré de liberté

Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

=
w
a
=
<
&
—

Excitation harmonique du support X (t) = A sino;t

X(t)
X(t) déplacement de la masse
- [ dans le repére mobile lié au support
X(t)+x¢(t) déplacement de la masse
X (t) k m dans un repére fixe

MX(t) + CX (1) +kX(t) = ~m¥, (t) = MA®] sin(a; ) = Fsin(e; 1)
avec F = Ame?
Solution  X(t) = X sin(w; t —¢)

En régime permanent, le déplacement total u,,, de la masse dans le repére fixe est

U _ \/ 1+ (286
A @52+

46

http://www.youtube.com/watch?v=aZNnwQ8HJHU&feature=player_detailpage
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I. Coscillateur a 1 degré de liberté
Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

g

Amplitude ratio, m:D

N

A

> Figure 6.13 Variation of the amplitude of

transmitted motion with frequency ratio and

Frequency ratio, B damping.

Tiré Dyn.of Struc. J.L.Humar

a7

L.BAILLET

n I. Loscillateur a 1 degré de liberté
Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique
Application
X(t)
X(t) c=1.8x103Ns/m

—l @ =3

k=1.4x106N/m

Le sol est animé d’'un déplacement harmonique de 10mm d’amplitude a une
fréquence de 35Hz.

Quelle est 'amplitude relative et absolue de la masse en régime permanent ?

48
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I. Coscillateur a 1 degré de liberté
Structure dissipative excitée : sollicitation harmonique

Application —, v=52m/s

R K=Ax105N/m ¢c=3000Ns/m

Quelle est 'amplitude absolue du systéme se déplagant a une vitesse v sur
une route ayant un profil sinusoidale ?

49
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. N [ - N i
Structures discretes 2 Structures discretes s
2.1. Définition EE 2.2. Les éléments barres (cas 2D) §
Une structure discréte est composée d'éléments discrets de forme simple Objectif : Construire les matrices de masse et de raideur (M et K) ainsi
(barres, poutres) interconnectés en structures plus complexes (treillis, ossature). que 'équation dynamique (sans amortissement : Mg+Kg=F )
U Treillis (structure réticulée) : les F = a) Discrétisation
extrémités articulées des barres sont ] ]
assemblées pour former des structures b) Interpolation des déplacements
planes (2D) ou spatiales (3D). Les c) Déformations et contraintes
barres travaillent seulement en 3 ) i ) ) )
traction/compression (pas de flexion). d) Energie de déformation : matrice de raideur
Neeuds = articulations parfaites e) Energie cinétique
Dans la pratique la liaison peut étre rigide (soudure) ou souple (boulon d’attache) 1. Matrice de masse cohérente
E F 2. Matrice de masse concentrée
0 Ossatures : les poutres assemblées f) Passage de repéres local-global
travaillent aussi en flexion (liaison g) Assemblage des éléments

encastrement). . .
h) Equations de Lagrange

Ces structures sont trés utilisées: Légeéreté, résistance, éléments préfabriqués 51 52




. N = . N |
Structures discretes 2 Structures discretes =
2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Discrétisation 3 2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Interpolation des déplacements 3
Les eléments barres sont soumis seulement a des efforts normaux (pas de Hypothése : Au sein de I'élément e [12] le déplacement varie linéairement de g,
couple transmis) a g, entre les noeuds 1 et 2
<L—> % -
ﬁﬁ:@ o 0o, o  3Eements u(x,t) =N, (x) (1) + N, (x) a, (1)
1 2 3 4 4noeuds .
Elément réel Maillage N, (x) :1_T
avec :
N X
1,S, p,E : longueur, section, masse volumique, module d’Young (scalaires) X (%) 0
X 1 X 2
Y
G, 9 v, 2 o, (t)
E 1,8, p,E E L, u(xt)=[ N, (x) N, (x)]<™
_’l—x. 2 X o Forme matricielle : (1) [ () N )] a,(t)
X
u(x,t)=Nq,
u () —
_Ja® | Axeslocaux — Axes globaux v, (t) _
= |g,(t)] Formulation locale - Formulation globale ~ ¢; = ul ® N, : Fonctions de formes (ou de base)
2 N : Matrice d’interpolation N=[N,(x) N,(x)]
v, (t . 4 _
(U,.V.). . :déplacements nodaux (scalaires) 2(1) a 0. : Vecteur des déplacements nodaux de la barre e 0 O ={a®) w0} -




Structures discrétes
2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Déformations et contraintes

Une seule déformation (axiale), pas d’effort tranchant

_ol _du(xt) dNy(x) dN,(x)
£q(t) = T T dx - dx g, (t) + ; 0, (t)
£l {d N d Nz(x)} {ql(t)}
Forme matricielle : | dx d x q,() avec B :{
£, =BQ,

La contrainte axiale est donnée par la loi de Hooke:

o) =E&,()=EBg,

=
w
]
=
<
e
-
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Structures discretes
2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Energie de déformation

L'énergie de déformation dans la barre e s’écrit :

1 1
U, :E\Jg:fdve :E;"o-ij &; dv,

_1 T T
ue_zqeL[B E dee}qe

1
U,=-aK.g, avec K,=[B'E Bay,

Ve

K, : Matrice de rigidité élémentaire de la barre e

L.BAILLET
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Structures discretes

2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Energie de déformation

Application : matrice de rigidité d’une barre a 2 noeuds _F.,

L.BAILLET

1 1
« _ES
I {-1 1

Energie de déformation

ES
U, =ﬁ(q12 - 20,0, +0;)

57

Structures discrétes
2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Energie cinétique

L’énergie cinétique dans la barre e s’écrit

2
T, :%J‘pvz(x,t) dv, :;J‘p[au (X’t)j dv, Vitesses nodales

ot

60
000-{30)
= ) 60

—= ot e

Te=;7[,D(N E)T(N qe)d"e:;q:hpNT'N dvelqe

Te:%iM& avec M, =[pNT.N dv,

VE

M, Matrice de masse élémentaire de la barre e

L.BAILLET
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Structures discrétes
2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Matrice de masse cohérente

M, :vijT.N dv, :Vjpmlxﬂ[m(x) N, (x)]dv,

Remargue : La matrice de masse est symétrique
L'intégration sur le volume avec S et p constants donne pour une barre a 2

e

noeuds
CONZ() N(X)N,()
M=l om0 N
M :Lsfz 1}
61 2

1 )2
T.=>[p(Na) av,
Calcul de T a partir des 2 formulations : Ve

100, .
T==q M

e=50 MG,

=
w
]
=
<
e
-
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Structures discretes
2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Matrice de masse concentrée

On suppose que la masse m de la barre est concentrée aux 2 nceuds

()= pSl/2=m/2 si x=0
| pSl/2=m/2 si x=I

o MC = NF(x) Ni(X)N; (%)
D'od ME—S.I[p(X) NOONL() NE(X) dx

MC_LS,IlO_mlo
¢ 2|0 1] 2|01

Avantages : - Construction facile

- Matrice diagonale = inversion immédiate

Inconvénient : résultats moins précis (spatialement et temporellement)

Montrer que T et T © sont égaux avec g, =4,

L.BAILLET

60

30



Structures discrétes
2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Passage de repéres local-global

Structures discretes

=
w
]
=
<
e
-

L.BAILLET

2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Passage de repéres local-global

Repere local Repere global
On montre que

ES[ a -a
KS :I{—a N =TK.T,
G ﬂz’ -
1 X 2 “ al
_J% Sl 2 cos® (6 cos(8)sin(@
ot} w2 Y 2| e ] w0 ws(o)singo)
u, |- Dépl /X noeud 1 Uy 6la cos(@)sin(0)  sin*(0)
o JVi | Dépl/Ynoeud1| o |V 2 ]
G4 = 9, =
L Uy
v, V3

g cosd sing 0 0
0. =T.0. avec T =

0 0 cos@ sin@

61 62




Structures discretes

2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Assemblage

Les énergies cinétique et de déformation de la structure
constituée de n barres sont obtenues par sommation :

L.BAILLET

63

Structures discretes
2.2. Les éléments barres (cas 2D) : Equations de Lagrange

| Cinétique .
Energies < Déformation — ‘ Equation du mouvement
Dissipation
.
={4 9 - Oyi Oy} les déplacements et vitesses des

Soit

Qo 1Q

(G 0 - Gua Gl N ddl dans le repére global.

Pour un systéme conservatif (pas de dissipation)

Q(ang_aTg LY e i=1..,N
ot ag, ) oq, o,
Tg—%ng -
A partir de : 1 Ma+ka=F
Ud==g"'K
Z4'Ka

Pour un systeme non conservatif :

L.BAILLET
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Structures discretes
2.4. Les éléments poutres

i j
L L
12El  6El 12El 6El
T T
4Bl 6El  2E1
K = F K, = L L2 L
B 45
L
12EI 6EIl
ERTE
4E1
L L

[T

L.BAILLET
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< £

= F R

o

cos 6,
sin 6,
0

0
0
0

Structures discretes
2.4. Les éléments poutres

sing, 0 0
—cosg, 0 O
0 1 0

0 0 coso,

0 0 siné,
0 0 o0

0
0
-siné,
cosé,
0

O O ©O o o

Qi
iy
Hi
A
qjy
0

<0 =19, =T/q =g =T.a

i

KEg = TeT KETG

Meg = TeTMeTe

L.BAILLET
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Structures discretes

2.4. Les éléments poutres

L.BAILLET

La matrice de masse de I'élément poutre a la forme suivante :

L
¢ 420

(140

| sym.

156

22L
412

70

140

54
13L

156

-13L
-31°

-22L
41

67

Structures discretes

2.4. Les éléments poutres

— -—
——_—— e == =

Modes de vibration en flexion d’une passerelle

2nd WM

3ieme "M
Modes de vibration en torsion d’'une passerelle

L.BAILLET
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Structures discretes

L.BAILLET

— 3.1. Fréquences et modes propres

Equation du mouvement pour un systéme discret & N degrés de liberté

Mg+C%+K%:5

g le vecteur des inconnues globales dépendant de la structure (dépl, rot®)

On recherche la solution de I'équation pour une vibration libre ( K =0 )
On suppose qu'il n’y a pas d’amortissement (introduction par la suite):

1) Mg +Kg=0

Par séparation des variables d’espace et de temps (indépendantes) puis écriture
sous forme d’une fréquence pure, les solutions de (1) sont

g, = xsin(wt +9)

b, = -’ xsin(wt+¢)

70
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Structures discretes

3.1. Fréquences et modes propres

1) & —o’Mxsin(wt+g¢)+Kxsin(owt+¢)=0
vt, (-o’M+K)xsin(@t+4)=0 = (-o’M+K)x=0

Si M est inversible, alors on a un probleme « classique » aux valeurs propres:

(K_O)ZM)XZO — MilKZZCOZ)ﬁ( {dim(M‘lK)szN

dim(x)=N

Ce probléme admet N valeurs propres a)i2 et vecteurs propres ﬂ

(0, x?) i=1.N , M'Kx®=g?x"

(a)l ,ﬁ) correspondent aux N pulsations (rad/s) et modes propres de vibration

L.BAILLET
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Structures discretes

3.2. Superposition modale

La réponse d’une structure a N degrés de liberté s’écrit sur la base modale en
fonction des N modes propres

N .
G = ()X® + a2, (O)x? +..+ o XN =D o (t)x?
- i=1

Remarque : pour les structures continues N — o0

Sous forme matricielle :

®=[x"..x"V] avec dim(@)=NxN
% =P

C’est un passage, une projection dans la base formée par les vecteurs propres.
@ est la matrice modale de changement de base NxN

Intérét: dans cette base modale, les N équations du mouvement couplées
deviennent indépendantes.

L.BAILLET

a, ={a(t) ... ay (t)}T vecteur des coordonnées modales

72
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Structures discretes

3.2. Superposition modale

L.BAILLET

Les matrices de masse et de raideurs sont diagonales a travers le changement de base:

k, 0
k="K ® = '
0 Ky
m, 0
IMi=®d"M D =
0 m,
Démonstration : LT M., ML
DMD=M,,, = : [x® o x™)]
xMT [ M, M,
Mo {0, j} = xOTMxD K poa {ir j} = xOTKxD .

Structures discretes

3.2. Superposition modale
A partir de la (a) x (DT (K&—a)leﬂ):O
définition de V{i, J} el.,N ,
(@ ) (b)[ X (Kx? ~0Mx?) =0
Les matrices K et M sont symétriques, ce qui implique :

X x @) = xOTK x()

XM x® = xOTp 5D

(2)—(b) & XITK X — XK XD + 02X MxD — 2 x T Mx® =0

izj= xO"Mx® =0

Soit (a)jz—a)iz)x“)TMﬂ:O =

KM =

i=j= o
XOTR X —
M. et K : masses et raideurs modales du mode i 7

L.BAILLET
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Structures discretes
3.2. Superposition modale

Dans labase réelle: M{, +Kg,=0 et

Dans la base modale : @' (Mq) o, +Kdq, ) =0

m, 0 (e

0 my || &y (T

kl
+
) 0

4 =P

=
w
]
=
<
e
-

i, +0key, =0

0 ||eu(D)

Ky aN- (9]

si ()= sin(at+4) 6 (1)=-a!fsin(ot+4)

alors: Vi=1.,N

, —a)lzmi+ki =0

Une équation par ligne avec pour solution

o (t) = S sin(at+4)

—L letc.l.pour B, ¢

75

Structures discretes

3.2. Superposition modale

Equation du mouvement dans la base modale :

(P"MD G +D'C DG + DK Doy ) =D F

Hypothése de Basile : ®'C @ =[1¢[]

Exemple: C=aM +bK

Alors:  Umlg, +clie, +Kl e, = D'F

L.BAILLET

soit| Vi =1,.., N , me;@t)+co,(t)+keo, (t) = £ (1)

* Solution analytique pour les formes simples de fi(t)

* Solution numérique de Duhamel pour les formes quelconques de f(t)
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Structures discrétes E Structures discrétes :
3.2. Superposition modale 3 3.3. Méthode d'intégration directe 3
Structure conservative excitée : sollicitation quelconque . .
f® _— M () + 6., () + ke (©) = £, (1) Mg +Cq +Kg=F
La force appliquée f(t) est décomposée ? } H}b‘t
en somme d’impulsion f(7)dr agissant (o a | Qs
(2 alinstant t=7 - T
% & qt+b‘t
% % qt+(5t
t 2
. . (ot
T A Séries de Taylor : G =G + GOt +&%+---
Pour un systéme au repos a t=0, la réponse totale a l'instant t
Oli(t)=jé f.()h(t—z)dz = 1 f(t) f.(r)sine (t-)dz La force est facilement prise en compte par intégration directe
mia;
Intégrale de Duhamel = produit de convolution de I'excitation et de la réponse La résolution dépend du developpement de Taylor utilise :
impulsionnelle - explicite (différence centrée, Runge Kutta,...)
- a . . S
Casgénéral  aft) :(aocosa),t+5?sma),t)+jé fi(z)sin e, (t—7)dz 77 implicite (Newmark, HHT,...) s




Structures discretes

~ 3.3. Méthode d’intégration directe : Schéma explicite différences centrées

Equation a t
(©) M%+C%+K%=5

(ot) ®) 4 ="

@ G-tz 2iths G —Gn

@+ b+ ©= | Gua=(5t) M (R -Kg,~Cd)+20, 0

« Si la matrice de masse est concentrée, N éguations indépendantes

Pas de systeme a résoudre = opérations vectorielles

|
« Condition de stabilité : St < St [ —element

critique
avec c la vitesse des ondes longitudinales dans les barres c= «/E/p

5tcrmque correspond au temps du parcours de I'onde longitudinale a travers un
élément de taille |

element*

=
w
]
=
<
e
-

Structures discrétes
3.3. Méthode d'intégration directe : Schéma implicite de Newmark

=
w
a
=
<
&
—

@ % zw@t%(&t)z{(l—w)% +2 ) , {OSﬂSJ/Z

(0) (Gun = G +Ot{(1-7) b +7thu

(c) Equation a t+38t M qt+§t +C qt+5t +K Oiist = Ft+é‘t

@)+ (b)+ ()=

[M+75tC+,B(5t)2 K}@ —F - K[(i+g5t+(5t)2 (Y2-5)4,

~Cl g +at(1-7)4 |

| I—

*Résolution d’'un systeme couplé a chaque pas

* Schéma unconditionnellement stable
80
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