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Introduction

Pré-requis : la maitrise des cours de Probabilités et ds&iat Inférentielle (disponible en ligne sur mon site)
de troisieme année GIS est indispensable a la bonne conmsiéhele ce cours.

Les modéles

Dans ce cours nous chercherons a modéliser une vatiapMariable a expliquer, réponse) en fonction d’une ou
plusieurs variables explicatives , . . ., X,, (covariables). Lorsqu¥ sera quantitative (montant d’épargne investit,
durée de rémission d’'une maladie...), nous parlerons desgign ou encore d’'analyse de variance (ou covariance)
selon la nature des variables explicatives, qui peuveatassemblées sous I'appellatimodele linéaire
LorsqueY est une variable aléatoire qualitative (défaut de remlesnent, achat d’un produit...), nous parlerons
généralement delassification superviséelorsque I'on dispose d’observation @ et non supervisée dans le cas
contraire. Nous verrons dans ce cours deux méthodes ddicktsmn supervisée : la régression logistique, qui est
une extension du modéle linéaire a la famille des modelégiias généralisés, ainsi que I'analyse discriminante
probabiliste. Ces notions sont reprises dans la Table 1.

Variable a expliquer Variables explicatives Nom de l'asaly
1 quantitative 1 quantitative régression simple (Sectjon 1
1 quantitative plusieurs quantitatives régression mieliection 2)
1 quantitative plusieurs qualitatives analyse de varig8eetion 3)
1 quantitative plusieurs gualitatives et quantitatives algse de covariance (Section 3.5)
1 qualitative plusieurs quantitatives et qualitatives reggion logistique (Section 4)
1 qualitative plusieurs quantitatives (voir quali.)  arsyiscriminante probabiliste (Section 5)

TaB. 1 — Les différentes techniques de modélisation étudiées dacours

Remarque. Concernant la classification supervisée, il existe bieruttes méthodes que les deux méthodes abor-
dées dans ce cours :

I'analyse factorielle discriminante qui est une méthodergétrique cherchant a construire de nouvelle va-
riables discriminant au mieux les classes (cours Statigtifxploratoire GI1S4)

la méthode dek plus proches voisins,

les arbres de décisions (cours Modélisation Avancée GIS4)

ou encore des méthodes qui estiment directement la fremt&classification (SVM, réseaux de neurones).

Objectifs

Les objectifs d’'une modélisation statistique peuvent d&elifférentes natures, que I'on peut tenter de répartir

en deux classes, les objectifs prédictifs et les objectifdieatifs :

— prédictifs : prévoir a partir des renseignements dont on dispose sulient ¢age, catégorie CSP, salaire,
situation familiale, statut dans son habitation actug)lg’il va ou non souscrire un crédit a la consommation
qui lui est proposé. Ces prévisions peuvent également pentke cibler les bons clients a qui proposer ce
crédit.

— descriptifs
— sélection des variablepertinentes : parmil’age d’un patient, son poids, son tausttlestérol, le nombre

de cigarettes fumées par jour (...), quelles sont les Vasajui influent significativement sur la survenue
d’un cancer des poumons ?
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— forme du modéle: comment le montant de I'épargne d’'un client évolue-t-ifemction de son salaire ?

Les étapes

Les différentes étapes d’'une modélisation statistiquélssrsuivantes

(i) identifier le probléme pour choisir le modéle statistique a utiliser (en fonctiena nature d&”, de X, des
résultats attendus...),

(ii) choisir les variables pertinentes (par des étudeslabéss de corrélation par exemple, mais pas seulement),
(iii) estimer les paramétres du modéle (généralement paimen de vraisemblance),

(iv) évaluer la qualité de la modélisation obtenue (testtistiques), I'apport des différentes variables, et éven-

tuellement revenir au point (ii) pour remettre en cause fxtes variables, voir en (i) si c’est le modéle qui
doit étre remis en cause,

(v) utiliser enfin le modéle pour répondre aux objectifs wusul



Chapitre 1

Régression lineaire simple

Logiciel R : fonctionl m
Logiciel SAS: procr eg.

1.1 Le modele théorique

SoitY et X deux variables aléatoires gaussiennes. L'objectif degeession linéaire est de modéliser la variable
aléatoireY” par une certaine fonction d&, f(X), qui soit la meilleure possible au sens de I'erreur quagivati
moyenneE|[(Y — £(X))?]. Nous avons vu en cours de probabilité que la fonction misami cette erreur n’était
rien d’autre que I'espérance deconditionnellement & : F[Y|X].

Dans le cas de variables gaussiennes, le calcul de I'esmcanditionnelle donne le résultat suivant :

ElY|X =] = Bo + iz

Bo=E[Y]-BEX] et pi= %

La meilleure fonction deX permettant de modéliséf est alors une fonction affine ou linéaire de d’ou le nom

de régressiofinéaire.

Ceci constitue Ipostulat de basede la régression linéaire. Nous chercherons dans ce ohapitodélisel” par

une fonction linéaire d&, qui est la meilleure modélisation possible lorsque legatdes sont gaussiennes.

Il conviendra donc en pratique de s’assurer de la normadité\@riables (avec un test de Shapiro-Wilk) avant
d’effectuer une régression linéaire. Si une variable rpastgaussienne, nous chercherons a la transformer de sorte
gu’elle soitla plus gaussiennpossible.

Remarque 1.1.1.Si X etY sont indépendantes, leur covariance est nulle et d@négalement. La meilleure
modélisation d&” que I'on peut avoir en fonction d& n’est alors queE[Y].

1.2 Le modele statistique

Soit un échantillor{ X;, Y;);=1,, d’observations indépendantes et identiquement distefué
On suppose dans ce cours quelessont déterministes, fixés par I'expérimentation, mais nel@hange rien au
modéle et aux estimations si 16§ sont aléatoires.
Le modele de la régression linéaire suppose :

Y = Bo + 51X + € (1.1)

ou 5y (appeléintercep) et 5, sont des parametres fixés du modélg, (3; € R), que nous chercherons a estimer
par la suite, et ou les résidusvérifient :
- E[él] = 0,
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— V(e;) = o? (02 étant également un paramétre du modeéle). On dit dans ce edssyésidus sont homoscé-
dastiques (i.e. variance constante),
— Cov(ej, ;) = 0sii # j (ce quiimplique la non corrélation des résidus).
Ces hypotheses sont généralement appéigestheses faiblesLeshypotheses fortesupposent en plus faor-
malité des résidus (ce qui implique donc leur indépendance puisgont non corrélés), qui nous permettra par la
suite d’effectuer des tests sur le modéle de régressioaitmé
D’un point de vue matriciel, le modéle de régression lirgalécrit :

Yl 1 X1 6 €1
. _ 0 .
= R 1.2
Yn 1 Xn €n
Y = XfB+e (1.3)

1.3 Estimation des parametres

Comme nous le verrons dans le cas de la régression multigdtimation par maximum de vraisemblance
sous les hypothéses fortes est équivalente a I'estimagiopmpindres carrés (hypothéses faibles). Dans le cadre de
I'estimation par moindres carrés, nous cherchons a mieintés écarts entre les valeurs prédites

Y* = Xg (1.4)
et les valeurs observéd& Nous choisissons traditionnellement le carré de la nounkdienne comme mesure de
I'écart :

n n

D) = ||Y—Y*||§ZZ(Yi—ﬁo—Xiﬁl)Q:ZQz- (1.5)

i=1 i=1

La minimisation deD(3) suivants, et3; conduit aux estimateurs suivant :

S%
ou classiquement = ;371 X, ¥ = 1301V, 8% = o L (X - X)L SY = o L (Vi - Y) et
Sxy = (- X))
XY — 1 i i

On montre que ces estimateursgleet 5; sont des estimateurs sans biais, et de variance minimaie feer
estimateurs fonctions linéaires dgs(resp. parmi tous les estimateurs dans le cas gaussien).

A chaque valeuX; de X correspond donc une valeur préditedeY :
Yi = 51X, + fo.

L'écart entre cette prédictiotj etY; est appeléésidu: ¢; = Y; — Y;.
La variance résiduelle? est estimée par :

e

¢ n—2

]
M>,
=

=1

Remarque. L'utilisation du modéle linéaire dépasse le cadre simplend relation linéaire entreX etY'. En effet,
de nombreux modéles non linéaires se raménent facilementaele linéaire par des transformations simples :
— le modéleY = aX” trés utilisé en économétrie (élasticité constanteYd@ar rapport a X) devient un
modele linéaire en étudiant le logarithme des variables
— le modéle & croissance exponentiéfle= ae”® devient un modéle linéaire en travaillant avieqY")
— ... et bien d'autre.
Un simple nuage de points{;, Y;) pourra aider & identifier une relation non linéaire.
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1.4 Tests sur le modele de régression linéaire

Une fois le modéle de régression linéaire estimé, il corndans un premier temps de vérifier si les hypothéses
faites lors de I'estimation par moindres carrés sont rasgsgnormalité des variables ou des résidus, non corré-
lation des résidus, homoscédasticité des résidus). Daseagnd temps, nous testerons la validité du modéle de
régression et évaluerons sa qualité.

Nous nous placons cette fois dans le cas des hypothéses forte

1.4.1 Vérification des hypothéses du modeéle linéaire
1.4.1.1 Normalité et homoscédasticité des résidus

L'hypothése de normalité des résidus peut étre testée pasticlassique de normalité comme le test de Shapiro-
Wilk.
L’homoscédasticité peut quant a elle étre vérifiée visuadiet en représentant le nuage des résfdist;), out;
sont une normalisation des résidus (résidus studentiéfridau paragraphe 1.6.2). Ce nuage de point devrait se
répartir uniformément de part et d’autre de I'axe des abssisi les résidus ont bien une variance constante.

ST0P
L . L]

9;?‘ . oa S o.. : ..... #e *
D g @
[=3 . ..‘ e ® o o
= ry .
] °

Valeurs prédites Valeurs prédites

Fic. 1.1 — Homoscédasticité des résidus.

1.4.1.2 Test de non corrélation des résidus

Les propriétés de I'estimation par moindres carrés regasgamment sur I'hypothése de non corrélation des
résidus. Le test de Durbin-Watson permet de vérifier que;lae sont pas corrélés. La statistique utilisée est

d— Z?:Q(ei - 6i—1)2
Z?:l 612

qui doit étre proche de si les résidus sont non corrélées. Cette statistique n@asiitle loi particuliere, mais ses
valeurs critiques ont été tabulées.

1.4.2 Tests de la nullité des paramétres du modele

Sous I'hypothése de normalité des résidus, les estimatiues 5; des paramétres, et 5; suivent des lois
normales
~ 0‘2
ﬂl ~ N<ﬂl’(n—1)53()’
~ o? o2 X?
fo ~ N <50a o + m) )

dont on estime la variance en remplagahpar son estimatios?.
On peut montrer que

2 2
Se ~ Xn—2

0—2
et que

Bo — Bo

/1 X2
Se n + (n—1)5%

B — B

Sey/ g

~Tp_2 et ~tp—2.
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Ceci permet donc de construire des intervalles de confidrietester la nullité de chacun des deux parametres. A
noter que le test portant s@r est équivalent au test sur le coefficient de corrélatioralieéentreX etY'.

1.4.3 Analyse de variance de la régression

Il est d'usage de décomposer la variance totale en la varixmliquée par la régression et la variance résiduelle.
La somme des carrés totale (SST) se décompose en la sommeardssexpliqués par la régression (SSReg) et la
somme des carrés résiduelles (SSR) :

2
(n—1)S% = (n— 1)SXY +(n —2)8?
—_——

2
Py 52,
SST ——— SSR
SSReg

SST SSReg SSR
variance variance variance
totale expliquée résiduelle

FIG. 1.2 — Analyse de variance de la régression.

Le coefficient de déterminationR? :

R 2 S%y  SSReg
TPy T 9262 T 5T

exprime le rapport entre la variance expliquée par le modéleégression et la variance totajex§ étant le
coefficient de corrélation linéaire entfe et Y'). Il est compris entre 0 et 1 et est un bon indicateur de laitgudé
la régression, quoi que trés subjectif.

Sous I'hypothésél, de non régression linéairgy( = 0), la statistique suivante

R? SSReg
F=n=27"5% =0 -2 g

suit une loi de FisheF} ,,_s.

1.5 Prédiction
Pour une valeur donnée de X, la prédiction d&” est
§* = prz” + Bo.

On définit I'intervalle de confiance d’une prévisionde la fagcon suivante :

ot 1+(x*—X)2 ot 1+(x*—X)2
Olp—2 o — Q5 — Olp—2. 2 — -
Y >2\In " (n— 1)S% Y »2\n T (n = 1)5%

Cette intervalle de confiance définit les limites dans lelgsise situe probablement une valeur individuelle lue sur
la droite de régression : lorsqu’on a construit un modelesguyprésente sous la forme d’une droite de régression,

IC)_o(E[Y|X =2%]) =
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l'intervalle de confiance en question dit que, pour une vatmnnéezr* de la variableX, la vraie valeur de la
variableY devrait se situer au sein de cet intervalle de confiance.

On définit égalementihtervalle de prédiction d’'une prévision définit les limites dans lesquelles tombera vrai-
semblablement une nouvelle observatioryds elle fait partie de la méme population statistique quehi&ntillon :

)" + ot PTGl O G 95
Olp—92 « — s —0O0tp—9 a — -
Y >3 n  (n—1)8% Y >3 n  (n—1)8%

Iclfa(y*) =

1.6 Détection d’observations atypiques

Les méthodes d’estimation utilisées sont trés sensible®bservations atypiquesitliers). Nous proposons
dans cette section quelques outils permettant de détexteligs observations.
Une fois ces observations détectées, il n’'y a pas de remédersel : supprimer une valeur aberrante, sonder si elle
est due a une erreur de mesure, ne rien faire... Tout dépecaohdiexte et doit étre négocié avec le commanditaire
de I'étude.

1.6.1 Effetlevier

Une premiere fagon de détecter un individu atypique est drireel'impact de I'observatiol; sur la détermi-
nation deY;. Pour cela, on montre qu'il est possible d’écrire

. . (X, - X)X, - X)
Y, = h;i Y ou hiyi = — + oy = .
Z 7 T om Zj:l(Xj - X)?

j=1
Les h;; forment la matriceld appeléehat matrix Les termes diagonauk; mesurent 'impact dé&; dans l'es-

timation Y;. Cet impact est directement lié & I'éloignement de I'obation X; & la moyenne des observations
X.

1.6.2 Etude des résidus

Différents types de résidus peuvent étre considérés.

— résidus:¢; = Y; — Y;

— résidus standardiséqinterne) : les résidus bruts n'ayant pas la méme variance, on calcule des versions
standardisées afin de les rendre comparables :

€

T, = ———/——

Sev/1 — hy

— résidus studentiségexterne) : une autre standardisation (externe) des i€pielunet d’obtenir des résidts
suivant une loi de Student :

€

=

SeiyV1 — hii

ou S, ;) est une estimation de la variance résiduelle ne prenantrpesnepte laiieme observation (contrai-
rement asS, ci-dessus) :

n—2 1 €
S e

En pratique, une observation sera considérée comme agyiig+a-vis de son éloignement}) si son
résidu Studendisé dépasse les borhgs
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1.6.3 Distance de Cook

Les deux indicateurs précédents s’intéressent a I'élomgpme d’'une observation a la moyenne et a I'importance
des résidus. La distance de Cook est un indicateur syrdahéties deux informations, construit en comparant les
prédictions obtenues avec et san&dane observation ;

D, — =1 Vi —Y5)? i
i 252 20— )

ou Yj(i) est I'estimation d&’; obtenue sans utiliser f@&@me observatio(X;, Y;).

Une stratégie de détection classique consiste dans ungartamips a repérer les points atypiques en comparant les
distances de Cook a la valeur 1, puis a expliquer cette inflien considérant, pour ces observations, leur résidu
ainsi que leur effet levier.
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1.7 TP 1:Régression linéaire simple

Simulation _
Cet exercice est a réaliser sdris

On considére dans cet exercice le modéle de régressionesamiphnt
yi = Bo + Brx; + €& i=1,...,n
avece; ~ N(0,02). On choisitdy, = 3 et3; = 2. Lesz; sont supposeés étre répartis uniformément sur l'intervalle
[0, 1].
(i) Simuler les couple$z;,y;)i—1....» pour une taille d’échantillon = 10 et une variance résiduelte¢ = 1.

Stocker vos résultats dans deux vecteuety.

(i) Dans I'écriture matricielle du modéle de régressibn= X3 + e avec = (0o, £1), comment est définie la
matriceX ? Construisez-la a partir de votre vectsur

(i) Nous avons vu en cours que le meilleur estimateugdait 3 = (X'X)~1X"Y. Calculer cet estimateur.
Que pensez-vous de vos résultats ? Recommencez la simwdatiestimation plusieurs fois.
Indication : la fonctionsol ve( A) sous R permet de calculer I'inverse de la matrite

(iv) Représentez graphiquement le nuage de point (fongtioh ) ainsi que la droite de régression (avec la
fonctionlines puis avec la fonctiomabline ).

(v) Estimer la variance résiduelte.
(vi) Calculer un intervalle de confiance sty et 31, de niveal95%.

(vii) Créer une fonctiomylm(x,y,plot,alpha) , qui pour un vecteux ety effectue la régression desur
x. La fonction devra retourner les estimations des coeffisignet 5;, des intervalles de confiance sur ces
derniers de niveaalpha , I'estimation de la variance résiduelle, ainsi qu’'une éspntation graphique du
nuage de point et de la régression lorsque l'oppitmt  est aTRUE

(viii) Recommencer avec une taille d’échantillon de 100)@.0

(iX) Retrouvez vos résultats avec la fonctionde R ;

res=im(y ~x)
summary(res)

Explorer toutes les informations que contient le résultahé procédurdm a l'aide de la fonctiorstr
str(res)

1.7.1 Revenus immobiliers
Cet exercice est a réaliser sous SAS.

Le fichierimmeublesUSA.dat contient pour 47 immeubles d’appartements locatifs d'uramde ville améri-
caine, le revenu net en fonction du nombre d'appartemeoits@h, 1991). L'objectif est de modéliser le revenu net
des immeubles (premiére colonne) en fonction du nombrepdidpments (seconde colonne), par une régression
linéaire.

Analyse préliminaire

(i) Représenter graphiquement les variables (histogrgromeplot), et donner une estimation de la densité par
la méthode du noyau.

(i) Les variables vous semblent-elles gaussiennes ?

(i) Refaire la méme chose en transformant les variableg @t racine). Quelles variables choisir pour notre
régression linéaire ?

Premiére modélisation On considéere le modélevenu = By + Binb_appart.
(i) Estimer les paramétres du modéle.
(i) Représenter le nuage de points ainsi que la droite dess@n.
(i) Effectuer des tests de significativité des paramétres
(iv) Calculer les résidus studentisés ainsi que la distdedgook. Quel est votre diagnostic ?
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Seconde modélisation On considere le modeéleg(revenu) = By + B1log(nb_appart).
(i) Estimer les paramétres du modéle.
(i) Représenter le nuage de points ainsi que la droite dess@n.
(iii) Effectuer des tests de significativité des parameétres
(iv) Calculer les résidus studentisés ainsi que la distdedgook. Quel est votre diagnostic ?
(v) Comparer la qualité d’ajustement des deux modéles,retloce.



Chapitre 2

Régression lineaire multiple

Logiciel R : fonctionl m
Logiciel SAS: procr eg.

Nous cherchons désormais a expliquer une variable aléaoantitative” en fonction dep variables explica-
tives X1, ..., X,, toutes quantitatives. Nous supposons toujours que lésblas explicatives sont déterministes,
mais encore une fois cela ne change rien au modéles et amagstis.

2.1 Le modele

Soit un échantillor{ X, ..., X;;, Y;)i=1 , d’observations indépendantes et identiquement distetué
Le modéle de la régression linéaire suppose :

P
Y, = 0o+ Zﬂinj +é€ (2.1)
j=1
ougs = (Bo, 41, - .., 0p) sontles parametres réels du modéle & estimer, et ou lessésicrifient comme pour la
régression simple l@sypothéses faibles
- E[él] = 0,
- V(&) = o2,

— Cov(e;,e5) =08ii # j.
Nous rappelons que lds/pothéses fortesupposent de plus laormalité des résidus (ce qui implique donc leur
indépendance puisqu'’ils sont non corrélés).
L'écriture matricielle du modele (2.1) est la suivante :

Y1 1 X11 le g‘i €1
o= 5 N (22)
Y, 1 Xp1 oo Xnp p €n
P
Y = XB+e (2.3)

La matriceX, déterministe, est souvent appelée matricdetsgn

2.2 Estimation des paramétres du modele

2.2.1 Estimation par moindres carrés

On se place sous les hypothéses faibles. Nous cherchonsmiseinles écarts entre les valeurs prédites
Y* = Xg (2.4)

17
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et les valeurs observéd& Nous choisissons traditionnellement le carré de la nounidienne comme mesure de
'écart :

D) = Y=Y " =) €. (2.5)
i=1

L'estimateur par moindres carrés du paramgtest donc :

0= argéninD(ﬂ). (2.6)

En développanD(3) et en prenant le gradient, on obtient
f=(X'X)"'X'Y. (2.7)
Exercice. Faire la démonstration de I'équatidn (2.7). Montrer égalenhgue I'on a bien un minimum de(g3).

Remarque 2.2.1.Notation : la hat matrix définie dans le chapitre précédennore la matrice telle queY =
HY estdoncH = X(X'X)"1X".

Remarque 2.2.2.Nous avons supposé gqXeX était inversible, ce qui est le cas dés gliesst de rang + 1. Se
reporter au paragraphe 216 pour le cas contraire.

Propriété 2.2.1. 3 est un estimateur sans biais de
Exercice. Faire la preuve.

Propriété 2.2.2. BAest I'estimateur de variance minimale parmi les estimatalgs sans biais et linéaires en.
Savariance est' (3) = 0?(X'X) !

L'estimateur non biaisé de® sera quant a lui :

Y — Y2
52 |l |13

e (2.8)

On notera qu'il est fonction dg.

2.2.2 Estimation par maximum de vraisemblance

On se place sous les hypotheses fortes, c’est-a-dire qeerlagse; sont supposées gaussiennes. Nous avons
donc

Y ~ N(XB,0%1,) (2.9)

d’ou la vraisemblance du modéle de régression linéaire :

L(B.0) = exp{—5llY — X3} (2.10)

1
(V2mo2)n
On montre facilement, aprés passage a la log-vraisemblgnedéa maximisation de (2.10) en fonction@leonduit

a l'estimateur (2.17). Quant&?, la maximisation conduit & un estimateur biaisé auquel po&&érerons sa version
non biaisée (218).

Exercice. Faire la preuve.

Propriété 2.2.3. Les estimateurs du maximum de vraisemblancg des? sont efficaces (de variance minimale).
De plus, ils sont indépendants et leur lois sont :
B=X'X)'X'Y ~ N(8,02(X'X)™}) (2.11)

et

&2 9
(TL —PpP—- 1); ~ anpfl (212)
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2.3 Tests sur le modele linéaire

Comme pour le modéle linéaire simple, les hypothéses dessign linéaire doivent étre vérifiées (normalité
des variables ou des résidus, non corrélation des résidomstédasticité des résidus). La démarche est identique
a celle de la régression simple (paragraphe 1.4.1).

Nous nous placons dans le cadre des hypothéses fortes.

2.3.1 Tests sur les paramétres

Pour chaque paramétfk, on peut montrer que son estimateur suit une loi de Student :

M ~ tn—p—l (213)

93,
ou &% est I'estimation de la variance de I'estimateur, égald jay 1)iéme terme de la diagonale de la matrice

J
62(X'X)~1. A partir de cette statistique, il est possible de tester un & nullité des différents parametres du
modéle de régression linéaire multiple (penser a maitiésaisques encourus par une correction de Bonferroni par
exemple), ou de construire des intervalles de confianceesyrarametres, trés utiles lors de la phase d’interprétatio
du modéle.

Remarque. Les estimateurs des différents paramétres n’étant papert#ants, il est possible de tester la nullité
de chaque parametre séparément mais il ne faut rien en canctinjointement.

2.3.2 Analyse de variance de la régression

Comme dans le cas de la régression simple (paragraphe, 1.48)possible de tester globalement le modele
(Ho : f1 = ... = (B, = 0) par une analyse de variance du modeéle de régression. Qustoa décomposer la
dispersion totale{ST) en une part de dispersion expliquée par le modeéle de régmel$sS Reg) et une part de
dispersion résiduelleS(S R)

1Y = Y||35 = |IY - Y|+ ||Y - Y3 (2.14)

SST SSReg SSR

L'analyse de variance de la régression est généralemesdniée dans un tableau d’analyse de variance

Source Somme  degrésde carré F
des carrés liberté moyen
Régression SSReg p MSReg = SSReg/p F = M5l
Erreur SSR n—p—1 MSR=SSR/(n—p-1)
Total SST n—1

La statistique’ = 4222 qui sousH, suit une loi de Fisher fietn — p — 1 degrés de liberté, permet de tester

cette hypothése.

Remarque. La statistiqueF’ est liée au coefficient de détermination gar= % "‘T{"l.
2.4 Preédiction
Pour une valeur™ = (1,27,...,z;) de X, la prévision d&” sera donnée par
g =a"'p. (2.15)

Un intervalle de confiance de niveau « pour la valeur* sera construit & partir de cette prévision ponctuelle :

Bty p11aspoV/1+ 2 (XX)Lar. (2.16)
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2.5 Sélection de variables et choix de modele

Parmi I'ensemble deg variables disponibles, toutes n’ont pas nécessairememténét dans la modélisation
deY, et il peut alors étre néfaste de les utiliser. De plus, ilpesisible d’hésiter entre I'utilisation d’'une variable
X; ou une certaine transformation de cette variahieX(;, X7...). Nous sommes alors en présence de différents
modeles possibles parmi lesquels il faut faire un choix.

Intuitivement, le fait de ne pas utiliser assez de variablebien de trop en utiliser, conduit a une mauvaise esti-
mation de I'espérance conditionneliéX) = E[Y'|X], notéeh(X). Il est possible de définir comme mesure de la
qualité de I'estimatiorh(X ), la moyenne des erreurs quadratiques moyenh&s@Q M) :

MEQM = =3 Bl(h(X:) = h(X.))’] (2.17)
= % > | V((X3)) HER(X:)] - h(X)))? (2.18)
=\ variance biais
= % D_VHR(X))  + % > _(E[h(X:)] = h(X:))? (2.19)
=1 i=1

moyenne des variances moyenne des biais

Un modéle

— trop peu complexe (pas assez de variables) aura un bia{gfamne variance faible),

— trop complexe (trop de variables) aura une variance fettar( biais faible),
tout I'intérét étant d’avoir un modéle ayant id EQ M le plus faible possible, c’est-a-dire réalisant le meilleu
compromis biais/variance possible.
Malheureusement ce critére théorique n’est pas calcuteipeatique (X ) inconnue) et des criterepproximatifs
doivent étre utilisés.

2.5.1 Criteres de comparaison de modele

Remarque. La sélection de variables par tests d’hypothéses (parduyeah3.1) n’est pas pertinente pour deux
raisons : le grand nombre de tests a effectuer rend peu poteda stratégie globale, et cette stratégie n’est appli-
cable que pour comparer des modéles emboités ('ensembleadiables d’'un modéle doit étre inclus dans celui
de l'autre).

Remarque. Lorsque I'échantillon dont on dispose est de tres grandeetaine fagon simple d’évaluer la qualité
d’'un modeéle, et donc de choisir parmi plusieurs modéles ichats, est de séparer I'échantillon global en une partie
apprentissage2/3 de I'échantillon global) et une partie test (l¢/'3 restant) servant a I'évaluation (par calcul de
la somme des carrés des erreurs par exemple). Malheuremsgleg échantillons sont souvent de tailles réduites,
et ce procédé n’'est pas toujours applicable.

Nous présentons ci-aprés plusieurs critéres évaluantdbtéu’'un modéle utilisand variables parmi lep
disponibles{ < p)
2.5.1.1 Limitation du coefficient de déterminationR?

Le coefficient de détermination est une fonction croissdata complexité du modele. Il conduira donc toujours
a choisir le modéle qui épouse le mieux les données, auttatitéemmodele le plus complexe. Son utilisation n’est
donc pas recommandée sauf dans le cas de modéle a nombrembkesadentiques.

2.5.1.2 Coefficient de détermination ajustéz?

A partir du coefficient de déterminatidg? = 1 — % on définit le coefficient de détermination ajusté :

_ 2 _
R2:w (2.20)
n—d—1
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qui consiste a pénalisét? par 'augmentation du nombrede variables utilisées.
Attention : il peut prendre parfois des valeurs négatives.

2.5.1.3 Critére de validation croisée : PRESS (ou CVSS)

La somme des carrés résiduelles._, e souffre du méme probléme que le coefficient de déterminaiomo-
tante?,, le iieme résidu obtenu en estimant les paramétres du modelgréssén sans utiliser f&&me observation,
le critere PRESS :

PRESS= > ¢, (2.21)

i=1

permet de sélectionner les modéles ayant un bon pouvoiictifédn veut le PRESS le plus petit).
Bien qu’étant un des critéres a privilégier, ce critére geurfois étre lourd a calculer pour des modeéles complexes,
et on lui préférera souvent dans ce cas les criteres ci-dgskmt le calcul est immédiat.

2.5.1.4 C, de Mallows
Dans le cas d’'un modéled+ 1 variables (intercept, y compris), un estimateur dd£2* est donné par
_ SS5Rat

0¢

C, +2(d+1)—n (2.22)

ou
— SSR441 estlasomme des carrés résiduelles pour le modéle resiréintl prédicteurs,
— o2 est I'estimateur de? obtenu par le modéle le plus complexe.
Selon ces critéres, les sous-ensembles el variables fournissant de&s, proches del + 1 sont debonssous-
ensembles. Parmi ceux-ci, pla§ est grand, moins bon est le sous-ensemble.
2.5.1.5 Critere AIC

L'utilisation de la vraisemblance souffre également du mgmmobléme que le coefficient de détermination. Le
critere AIC pénalise la log-vraisemblance du modéle pamsonbre de variables :

AIC = =21 +2(d+1) (2.23)

ou! est le maximum de la log-vraisemblance. Ce critére est grdaiCp de Mallows.
On retient le modele ayant le plus petit AIC.

2.5.1.6 Critere bayésien BIC
D’origine théorique différente, le critére BIC pénalisefdeon un peu plus forte la log-vraisemblance :
BIC = —2[+ (d+ 1) In(n). (2.24)

On retient également le modéle ayant le plus petit BIC.

2.5.2 Algorithme de sélection de variables

On recherche le meilleur sous-ensemble de variables awddandes critéres précedents.

2.5.2.1 Recherche exhaustive

La facon la plus simple de faire est de tester tous les sosendvles de variables possibles. Mais cela devient
vite impossible lorsqug est grand.
2.5.2.2 Recherche descendante pas a pas

On part de toutes les variables et on élimine celle qui proedg plus faible diminution duk?. On fait cela
jusqu’a éliminer toutes les variables, et le nombre de bgest ensuite choisi par un des critéres précédents.
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2.5.2.3 Recherche ascendante pas a pas

On procéde de fagon inverse : on part du meilleur modéle aarigble et on introduit ensuite les variables une
aune.

2.5.2.4 Recherche stepwise

C’est une recherche ascendante, qui de plus, effectue aepag un test de significativité de toutes les variables
utilisées a I'étape courante pour éventuellement en éimiralgorithme s’arréte lorsqu’on ne peut plus ni ajouter
ni supprimer de variables.

2.5.2.5 Algorithme de Furnival et Wilson

Cet algorithme est peut étre le plus efficace pour séleatiolermeilleur modéle pour un nombre de variahles
fixé. Tout I'intérét de cet algorithme est de rechercher ldlewe modéle (selon les criteres précédents) sans avoir
a explorer tous les modéles possibles. Il est limité~a 15 sous SAS.

2.6 Multicolinéarité des variables

L'estimation des parametres nécessite I'inversion de laioeaX’'X. Lorsque des variables sont colinéaires,
cette matrice n’est pas de rang plein et n’est donc pas ilNer£eci n’est rarement le cas en pratique. Par contre,
il arrive fréquemment que des variables soit trés corrééancquasicolinéaires, ce qui rend le déterminent
de X'X proche de 0 : on dit que le systéeme asdl conditionnéLinversion de la matrice conduit alors a des
estimations ayant une variance trés importante, voir mérfeig a des problémes numériques. Il est donc important
de diagnostiquer de tels problemes.

Nous nous contenterons ici de donner des outils de diagsostes solutions (régressiaitige, régression sur
composante principaleseront abordées dans le cours de Modélisation avancésg )Gl

Matrice de corrélation L'examen de la matrice de corrélatidhpermet de détecter des fortes corrélations entre

deux variables : )

n —

ou X est la matriceX sans la premiére colonne de 1 et & laquelle on a retranché&aeligne le vecteur moyen
X, etS la matrice diagonale contenant les écarts-types empBides variableX;.

R= 15—15(’5(5—1

Facteur d'inflation de la variance VIF  On définit le facteur d’inflation de la variance (VIF) par

1

2
1 - R;

‘/j:

ou R? est le coefficient de détermination de la régression de labiarX; sur les autres variables. Sa racine carré
R; est le coefficient de corrélation multiple entkg et les autres variables. PIUS; estlinéairementproche des
autres variables, pluB; est proche de 1 et le VIF grand, et donc plus la variance denfiateur des; est élevee.
L'avantage du VIF par rapport a la matrice de corrélatiorgest prend en compte des corrélations multiples.

Conditionnement Soit A4, ..., A, les valeurs propres dB, classées dans I'ordre décroissant. Son déterminent
est égal au produit des valeurs propres, et est donc procbéodsgque certaines valeurs propres sont tres petites.
On définit I'indice de conditionnement comme le rapport :

_M
-3

Lorsquex < 100 il n'y a pas de probléme, par contre lorsque- 1000 les problémes de mauvais conditionnement
sont importants.

K

On regardera donc dans un premier temps l'indice de comdiéiment, puis on se penchera sur les forts VIF en
cas de probleme pour détecter la source de la colinéarité.
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2.7 TP 2 :Reégression linéaire multiple

2.7.1 Simulation
Cet exercice est a réaliser sdris

On considére dans cet exercice le modéle de régressiomsuiva
Yi = Bo + Brzi1 + Bariz + B3xiz + € i=1,...,n

avece; ~ N(0,0%). On choisit3y = 3, 31 = 2, fo = —2 etf3 = 1. Lesx;; sont supposées étre répartis
uniformément sur l'intervalléd, 1] et indépendants entre eux.

(i) Simuler les coupleéx;, y;)i=1,...» pour une taille d’échantillon = 1000 et une variance résidueke¢ = 1.
Stocker vos résultats dans une matrice 3 x et un vecteuy.

(i) Estimer le parameétrg = (5o, 51, 82, 03) par3 = (X’X)~1X"Y. Donner un intervalle de confiance sur ces
estimations.

(i) Nous allons maintenant introduire une corrélatiortreries variables explicatives. Pour cela, nous allons
corréler la seconde variable a la premiére en remplacantdgsarv;z = x;1 + u; oUu; ~ N(0,7%) estun
bruit de variancey. Pour plusieurs valeurs dg(10,1,0.1,0.01 et 0) estimer les paraméti&s 31, 82, 53) du
modele et calculer leur variance. Qu’en concluez-vous ?

(iv) Pour chaque valeur dg précédente, calculer les facteurs d'inflation de la vagaf\dF). Interpréter les
résultats.

2.7.2 Données réelles
Cet exercice est a réaliser sous SAS.

Le fichierukcompl.dat (Jobson, 1991) contient les résultats comptables de 4@miges du Royaume-Uni.
Dans ce fichier, la premiére colonne est la variable RETCARYR on capital employed), qui est la variable que
nous chercherons a prédire en fonction des 12 autres vesiabl

— WCFTDT : Ratio of working capital flow to total debt

— LOGSALE : Log to base 10 of total sales

— LOGASST : Log to base 10 of total assets

— CURRAT : Current ratio
QUIKRAT : Quick ratio
NFATAST : Ratio of net fixed assets to total assets
FATTOT : Gross sixed assets to total assets
PAYOUT : Payout ratio

— WCFTCL : Ratio of working capital flow to total current lidities

— GEARRAT : Gearing ratio (debt-equity ratio)

— CAPINT : Capital intensity (ratio of total sales to totatats)

— INVTAST : Ratio of total inventories to total assets
L'objectif de ce TP sera de trouver le meilleur modéle de @ggjon en effectuant une sélection parmi les 12
variables explicatives disponibles.
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Modele complet
(i) Vérifier graphiquement que les variables ont une distidn approximativement gaussienne. Si besoin, n’hé-
sitez pas a en transformer certaine.
(i) Estimerun modéle de régression complet utilisanteslgs variables. Semble-t-il y avoir des points atypiques
(résidus studentisés, distance de Cook) ? des probléemedidéarité entre variables (VIF) ?

(iii) Calculer le R? et sa version ajustée.

Recherche d’'un modéle parcimonieux On appelle parcimonieux un modeéle dont le nombre de paras&tt
donc ici le nombre de variables explicatives utiliséesyé&dtit, tout en ayant un bon pouvoir prédictif.
Recherchéackward:
(i) Itérer ala main le processus suivant :
— choisir la variable dont le test de Studeffy(: 5; = 0) est le moins significatif (p-value la plus grande),
— la supprimer et ré-estimer le modele.
Arréter la procédure lorsque tous les coefficients sontfsigifs (seuil5%). Attention, on gardera toujours
l'intercept (5y), qui ne doit pas étre considéré comme les autres variables.
(i) Comparer avec la procédure automatique de SAS utiliaption backward .
(iii) Calculer les critéres de choix de modelés,( AIC et BIC, R? et R? ajusté) pour le meilleur modéle obtenu.

Recherchdorward :

(i) Itérer & la main le processus suivant : commencer paoduire dans le modele la variable la plus corrélée
avec RETCAP.
— estimer le modéle,
— choisir la variable la plus corrélée avec les résidus duaiegarécédent.
Arréter la procédure lorsque la variable ajoutée n’est pigsificative (seuib% voir un peu plus).

(i) Comparer avec la procédure automatique de SAS utilisaption forward
(iii) Calculer les critéres de choix de model€s,( AIC et BIC, R? et R? ajusté) pour le meilleur modéle obtenu.
Recherche automatique par Furnival et Wilson
(i) Estimer le meilleur modele a I'aide de 'algorithme derfival et Wilson.

(ii) Calculer les critéres de choix de model€s,( AIC et BIC, R? et R? ajusté) et comparer avec les modéles
précédents (complets et ceux obtenus par sélection fomtdrackward).

Prediction Récupérer le fichiaukcomp?2.dat

(i) Estimer la variable RETCAP sur ce fichier a l'aide du mad&mplet, du modéle maximisanti ajusté,
celui maximisant leC, et celui maximisant BIC.

(i) Pour chaque modele, calculer la somme des carrés dagree prédiction. Comparer alors les modéles.

Pour ce faire, nous vous proposons l'astuce suivante (s &oez d'autres idées n’hésitez pas) :

— Concaténer les deux fichiemkcompl.dat etukcomp2.dat , en appelant difféeremment la variable
RETCAP dans ces deux fichiers (RETCAP1 et RETCAP2 par exgnmyadichier concaténé contriendra
ainsi 80 lignes, dont les 40 premiéres (correspondarkcdmpl.dat ) auront la variable RETCAP1
renseignée tandis que RETCAP2 ne le sera pas, et vice-vausieg 40 suivantes.

— Estimer le modeéle de régression de RETCAP1 en fonctionatésbles explicatives retenues, et demander
a SAS d'effectuer des prédictions (optipra indiquer a la suite de la ligrmaodel ). Ainsi, seules les 40
premiéeres lignes auront servi a estimer le modéle, carseelkes-ci ont une valeur pour RETCAP1, mais
les prédictions seront faites pour les 80 lignes (pour lebgsiles variables explicatives sont renseignées).

— Il suffit ensuite de créer une variable résidus, comme féardifice entre la prédiction obtenue et la variable
RETCAP2. Seules les 40 derniéres lignes auront un résidsecdes ces lignes disposent de RETCAP2.

— Il suffit finalement de calculer la moyenne des carrés dadugga I'aide d'unePROC MEAN$ar
exemple).

Remarquons qu'’il est possible de comparer les modéles suicbantillon puisqu’il n'a pas servi a estimer le
modele (on parle &chantillon testalors que I'échantillonkcompl.dat ayant servi a I'estimation est appelé
échantillon d’apprentissageAu contraire, évaluer des modeles sur I'échantillon aganvi a estimer le modéle
conduirait a choisir un modeéle trop complexe : on parlsgieapprentissage



Chapitre 3

Analyse de variance et de covariance

Pour TANOVA :
Logiciel R : fonctionaov.
Logiciel SAS : proc anova dans le cas de plans équilibrés (définition ci-apres) ou gbmdans le cas général.

Pour TANCOVA :
Logiciel SAS : proc gl m

L'analyse de variance (ANOVA) a pour objectif d’expliquanaivariable aléatoire quantitatiué a partir de
variables explicativegqualitatives appeléesacteurset notées dans ce chapitde B ... L'objectif est alors de com-
parer les moyennes empiriquesdeour les différentes modalités (oiveauy prises par les facteurs.

Lorsque nous ajoutons des variables explicatives quénéita I'analyse s’appelle analyse de covariance (AN-
COVA). L'idée générale sera de comparer pour chaque cr@sede niveaux des variables qualitatives, le modeéle
de régression d¥ sur les variables quantitatives.

3.1 Analyse de variance a un facteur

3.2 Graphiques préliminaires
Une représentation graphique a I'aide de boite a moustdbbgplo) des distributions d&  correspondant a

chaque niveau d’un facteur permet bien souvent de donneresmi@r avis sur la situation.

3.2.1 Le modele

Soit Y une variable quantitative dont on observe les valeurs pifiérents niveaux d’un facteur qualitatif.
On suppose disposer deéchantillons indépendants #fede taillesn; an; correspondant a chacun désiveaux
du facteurA :

- Y11,Y51,...,Y,,1 correspondant au niveady du facteurA,
— Y12, Y59, ..., Y, 2 correspondant au niveads, du facteurA,
- Y1,,Y2y,...,Y,, s correspondant au niveall; du facteurA.

On noten = ijl n; la taille d’échantillon totale.

On suppose que pour chaque niveauAldes échantillons sont i.i.d. d'espéraneg et de variance homogene
032 = ¢2. On suppose ainsi que le factedim’influe que sur 'espérance des échantillons et non suniaxiance.
Le modele peut alors s’écrire :

Yij = pj + € (3.1)

ou lese;; sonti.i.d., d’espérance nulle et de variance constafit©n supposera de plus que lessont gaussiens
pour réaliser des tests sur le modéle d’analyse de varibesegparametres du modeéle d’analyse de variance sont
donc les espérances ainsi que la variance?.

25
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Fic. 3.1 — Boite a moustaches illustrant la distribution desatgs clients d’une banque allemande suivant les
différents statuts maritaux.

On note respectivement

nj

ZK]a

_ 1 _ g
Y=— g Yi; et Y =
i=1

S|

J
J=1

la moyenne empirique de I'échantillon correspondangi@me niveau du facteud et la moyenne empirique glo-
bale. De méme, on définit la variance empirique au seijiéae niveau del par :

nj

> (Vi —Y5)%

=1

1
nj—l

S2 =

J

3.2.2 Estimation des effets

Il est possible d’écrire le modeéle d’analyse de variancerneran cas particulier de la régression multiple, en
considérant une variabiedicatrice pour chaque niveau du facteur. Le modeéle s'écrit alors :

Y =01+511+...+ 8515 +¢

ouY = (Y11,..., Y1, Y10, ..., Yo1,..., Y1,..., Y, ,s) est le vecteur colonne des observatiochgst une
colonne de 11 les variables indicatrices de niveau, et enfia vecteur colonne des;. Ce modéle s’écrit encore

Y =X[+¢
ouX =(1,14,...,1;) et3 = (6o, b1,-..,0s)". Or, lamatriceX n’est pas de plein rang (la premiére colonne est

égale a la somme de toutes les autres). La maki®é n’est donc pas inversible et le modele admet une infinité de
solution : on dit que les paramétr8sne sont donc paslentifiables
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Une solution est alors de considérer un sous-ensembleiddlearindicatrices de sorte a rendeX inversible.
La facon la plus simple de faire est de ne pas considérer oietepnstant :

Y=01+4+...+8;1;+e€

Onaalorss; = p; (1 < j < J), etc’estle modéle considéré en (3.1).
Le parameétre:; est estimé sans biais par la moyenne empiriqugiéme niveau :
fij = Yy,
tandis quer? est estimée sans biais (sous I'hypothése d’homogénéitadasces) par une moyenne pondérée des
variances empiriques de chaque niveau :

J
1
22 @2 _ , 2
g =S = JE (n; I)Sj.

Jj=1

Le probleme de ce modéle est que les tests découlant coosisdettudier la nullité des parameétres tandis que nous
sommes intéressés par tester leur égalité.
Une autre solutionase cell modebldoptée par SAS) et de considérer le modele

Y=p;1+(m—p)li+...+pjo1—ps) o1 +e
~ —— —_—
Bo B Br-1

Ainsi, les parametres; estimés seront des différences d’espérance, en adégaatioce que I'on cherche a tester
par la suite.

3.2.3 Tests

Le principal objectif de I'analyse de variance est de tesithr facteurA a une influence sur la variab¥e. Sous
les hypothéses précédentes, le probléme revient donea test

Hy:pp=...=puj=p contreH; : 31 <i,1 < Jt.9. p; # .

On montre facilement lformule d’analyse de variance:

nj

J J J
D> (¥ —Yr =3 m(Vy =¥ 4D D (Y —Y,)’
< et

j=1 i=1

SST SSA SSR

qui représente la décomposition de la dispersion t#&l& en ladispersion SS A due au facteur A (dispersion
inter-groupe) et ladispersion résiduelleSS R (ou dispersiorintra -groupe).

Exercice. Ecrire la preuve.
2 _ SSR _ 1 J V2 ANT2 1 nj 5 v\ 2 n Y2 _
En remarquant qu&; = =2= = =30 n;V7Z ol V7 = n—jzigl(Yw —Y;)?, on montre ques V; =

Vi . N . . p LT . N P
S8R _ E" "-;2-7 suit une loi duy? an — J degrés de liberté, car chaqﬁg\i suit une loi duy? an; — 1 degrés

o = 2=t
de liberté.
De méme, sou#, cette fois, >3 suit une loi duy? an — 1 degrés de liberté (car sol& 22T est la variance d’'un

n-échantillon de loj\V (1, 0%)) et 252 suit une loi dux? a.J — 1 degrés de liberté (cat>4 peut étre vue comme

la variancepondéréedu J-échantillon( X1, ..., X )).

L'équation de I'analyse de variance revient alorg?a ; = x%_; + x2_;, ce qui permet en outre de conclure via
le théoreme de Cochran (non abordé dans ce coursy §ueet SSR sont indépendantes.

La statistique du test est donc

19}
S

S

—1

S
n—J

qui suit soudH une loi de Fisher-Snedecsy;_; ,,_ s, et on rejette I'hypothésH, si la statistique est supérieure

au quantile de laloF’y_; ,,_; d'ordrel — a.

N

F =

o)
=

Les résultats de I'analyse de variance sont généralemanédalans un tableau analogue a celui-ci :
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Source Somme  degrés de carré F
descarrés liberté moyen
Modele (inter)  SSA J—1 MSA=5SA/(J-1) F=1222
Erreur (intra) SSR n—J MSR=S5SR/(n—J)
Total SST n—1

Comparaison des moyennes deux a deux

RejeterH, permet de dire que toutes les moyennes ne sont pas égalest tgpendant étre intéressant de tester
I'égalité des moyennes deux a deux.

Pour cela, on effectue un test de comparaison multiple dgenmes (pout < 7,5’ < J):

HO DG = g

Etant donné le grand nombre de tests que I'on va étre ameiir Aldaproblématique des tests multiples doit étre
prise en compte (cf. cours Statistique Inférentielle GI&B)e solution simple peut étre d’appliquer une correction
de Bonferroni en réalisant chaque test avec un risque deignerspéce égal au risque de premiére espéce global
divisé par le nombre de tests effectués.

Une méthode plus conservative due a Scheffé, utilise lefast

> > 1 1
p <|X.7 = Xjr =y —py)l < SR\/(J - 1)fK71,an,1—a”n_j + nj/) =1l-a

oU fy_1n—J1-« €Stle quantile de la loi de Fisher de paraméttes1 etn — J d’ordrel — a.
On rejette donc 'hypothése d’égalité des moyennest 11,/ si

_ _ 1 1
X, — X S J—Dfr1m—gi—ar/ — .
| X; il > R\/( Vr—1n—11 ”nj +nj/

Remarque. Attention, I'égalité des moyennes n’est pas transitive.

3.2.4 Contréle des hypothéses

Outre la normalité (que I'on peut vérifier classiquementyis1avons supposé I’homogénéité des variances,
gu’il peut étre intéressant de vérifier. Pour cela, sougiitlgeése de normalité, Bartlett propose un test permettant
de tester

HQIO’%Z...ZO%:O'Q contreHl:ngz‘,ngt.q.af;éalz.

Posons

J iy -1
M =3 (nj—1)In($%/S7) et c= 3(J1— ) (223; n;z-l_l )

j=1
SousH, la statistique

M 2
c+1 XJ-1

permet de réaliser le test.

Dans le cas ou I'hypothése de normalité est violée, unenaltee proposée par Levene réalise une analyse de
variance sur les variable€s; = |Y;; — Y|, la statistique de Fisher découlant de 'ANOVA fournissambon test

de 'homogénéité des variances.



3.3. ANALYSE DE VARIANCE A DEUX FACTEURS 29

3.3 Analyse de variance a deux facteurs

On suppose désormais gdeest observeé en présence de deux factduetB, a respectivement et K niveaux.
En présence de plus d'un facteur, certains problémes nawvegaparaissent, parmi lesquels l'interaction entre
facteurs. Nous supposons dans cette partie plusieurshgges simplifiant les calculs :
— les niveaux d'un facteur ne sont pas conditionnés pargdatteur,
— pour chaque combinaison de facteur, on observe un mémeradgatbctement supérieur a 1) de répétitions
(njk =c>1).
Les autres points seront abordés dans la section 3.4.

3.3.1 Le modele

On note:
— Y1 lai-éme observation d€ pour lesj-éme etk-eme valeurs respectives des factedirest B,
— nj, = cle nombre d’observations

- n; = Zle njr = Ke,ny = Z;}:l n;p = Jcetn = Z;}:l Zszl nr = JKc.
Le modele d’ANOVA s’écrit alors
Yijk = p.. + o + B + Yk + €ijks (3.2)

ole;jx ~ N(0,0?%), u.. estl'effet généraly; est I'effet du niveay du premier facteur; celui du niveaw de B,
et;, 'effet de l'interaction entre les niveayxet k des deux facteurs.

Effetd’interaction Leffet d’interaction existe lorsque le niveau d’un facteaodifie I'influence de I'autre facteur
surY. Considérons I'exemple suivant : on reléve dans différewities francaises le taux de fumedf)en fonction

de la classe d’age (facteulr) et du sexe (facteuB). En I'absence d’effet d’interaction, I'effet de la clastége

sur le taux de fumeurs serait identique pour les hommes defemes. Dans la réalité, il semble (cela reste a
prouver par une ANOVA!) que les femmes fument en proportieauzoup plus a un certain moment de leur vie
(de I'adolescence au début de I'age adulte), tandis quekation de fumeurs chez les hommes est plus constante
entre les différentes classes d’age. Ceci semble mettrgidanee un effet d’interaction entre les facteurs age et
sexe : le fait d'étre de tel ou tel sexe modifie I'impact quagk sur le taux de fumeurs.

3.3.2 Estimation des effets
On considére les moyennes empiriques suivantes :

J K
ZZ Yijk.

i=1 J=1 k=1 Jj=1k=11i=1

<
ol

Il
alr
]
o
T
~
x>

I
=
bk<‘
F
]~
Sl'—‘

Sous les hypothéses de contraintes (assurant l'unicitéalesons)} ", a; = Z) Bi = Dk Vik = 2 Vik =
les paramétres , «;, 5 et~ de la décomposition (3.2) peuvent étre estimés par Iescm$a$uwantes

fp.o=Y., a;=Y; Y., [Gpe=Yj-Y et Au=Yu-Y,; -Yi+Y.

3.3.3 Tests

Soient les sommes des carrés suivantes :
J K c J K
SST =3 3 > (Vin=Y.)’,  SSA=cK) (V; -V, 8SB=cl) (Vu—Y.)

j=1k=1i=1 j=1 k=1
C

J K J K
SSAB=c 3 (Y -V, -V, +Y. )% et SSR=Y 33 (Vi —Y)?

j=1 k:l j=1 k=1 i=1



30 CHAPITRE 3. ANALYSE DE VARIANCE ET DE COVARIANCE

ou SST estla somme des carrés totafe5 A est la somme des carrés relatifs au factéus S B est la somme des
carrés relatifs au facted, SSAB est la somme des carrés relatifs a I'interaction entre legfasA et B et SSR
est la somme des carrés résiduels.

J K ¢
En remarquant que que I'on peut écrf67 = » Z — nY?, on obtient I'équation d’analyse de la
j=1k=11=1

<.

variance a deux facteurs :
SST =SSA+ SSB+ SSAB + SSR.

Exercice. Ecrire la preuve.

Comme en analyse de variance a un facteur, sous I'hypoffigsey; = 0, les quantites§'S A et SSR suivent
ao? prés des lois di? indépendantes & — 1 etn — JK degrés de liberté. La statistique suivante est donc de loi

de Fisher de parameétrds— 1 et K — 1 :
P SSA/(J—1)
A7 SSR/(n— JK)

De méme, sous les hypothéses respecttiies 5, = 0 et Hy : ;5 = 0, les statistiques

SSB/(K 1) o o _ SSAB/(K —1)(J ~1)

Fe = 5oRtn = JK) SSR/(n— JK)

suivent des lois de Fisher de paraméfkes- 1 etn — JK pourFp, (K —1)(J — 1) etn — JK pourF4p.

Ainsi, on peut donc tester I'existence des effets prinoques deux facteurs et de leur interaction en comparant ces
statistiques aux quantiles de la loi de Fisher : si les valehservées de ces statistiques sont supérieures au guantil
de la loi de Fisher d’ordré — o on conclura a un effet significatif.

On présente usuellement I'analyse de variance sous la fdurtebleau suivant :

Facteur Somme degrés de carré F
des carrés liberté moyen
SSA/(J-1
A SSA J—1 SSA/(J - 1) Fa = gomiisis
SSB/(K—1
B SSB K—1 SSB/(K —1) Fp = gomhorh
Interaction AB| SSAB | (J = 1)(K — 1) | SSAB/(K —1)(J — 1) | Fap = 2528
Résidu SSR n—JK SSR/(n— JK)
Total SST n—1

3.4 Problemes spécifiques

3.4.1 ANOVA pour mesures répétées

Dans de nombreuses applications médicales, les mesuresala réalisées plusieurs fois sur un méme patient.
Les répétitions ne sont plus indépendantes et la méthogottassique n’est plus valide. L'idée consiste alors a
introduire un facteur supplémentaire : un facteur indiviélimsi, cela permet, en incorporant un effet sujet aléatoir
d’incorporer la corrélation intra-unité et de mieux estirl@erésiduelle.

3.4.2 Plan sans répétition
Dans le cas ou une seule observation est disponible pouuelagisement de niveau, I'effet d’interaction est
alors confondu avec I'effet résiduel et ne peut donc pasévahié.

3.4.3 Plans déseéquilibrés ou incomplets

Le cas de plans déséquilibrés;{ non constant) ou incomplet3f & : n;. = 0) conduit & des modéles
beaucoup plus compliqués, le eag = c simplifiant grandementles calculs lors des décompositlesvariances.
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La solution consiste alors a écrire le modéle d’ANOVA commenodéle de régression, de facon similaire a ce qui
a été fait dans le cas de ’ANOVA a un facteur.

Ceci ne sera pas abordé dans ce cours, mais nous précisomsaidéaque la procéduigdm de SAS permet de
traiter ce cas (se référer aux résultatsype 111 ).

3.5 Analyse de covariance

Nous cherchons a expliquer une variable quantitaties fonction de plusieurs variables explicatives, cergine
qualitatives et d’autre quantitatives. L'idée général@aske comparer pour chaque croisement de niveaux des va-
riables qualitatives, le modéle de régressiorYdeur les variables quantitatives.

Nous nous plagons dans le cas dumque facteur qualitatif A, &.J niveaux, et d'uneinique variable quan-
titative X. La procédurglm de SAS permet de considérer des situations beaucoup plysexes.

Pour chaque niveagide A on observe les couplés(;;, Y;;)1<i<n;. Soitn = E;’Zl n; le nombre total d'ob-
servations.

3.5.1 Graphiques préliminaires

Comme pour ’ANOVA, une représentation graphique du nuageaints(X;;, Yi;)1<i<n, 1<j<n, €n différen-
ciant les couleurs pour chaque niveau du facteur permetmieed@n premier avis permettant de guider I'analyse.

3.5.2 Le modele

On considére un modéle de régression par niveau du fadteur
Y;‘j:ﬂoj—l—ﬂleij—f—eij jzl,...,J l’:l,...,n]‘ (33)

ole;; sonti.i.d. centrés de varianeé et supposés de loi normale pour réaliser les tests.
La résolution simultanée desmodeles peut étre obtenue en écrivant le systeme de fagoicieik :

Y =XB+¢ (3.4)

avec les notations suivantes :

— Y ete sont les vecteurs colonnes dgs ete;;,

- @ = (5017511, ce ﬁowﬁw)l,

— X est la matricer x 2J constituée ded blocs[1;|X.1;] ou 1, est I'indicatrice de niveauX est le vecteur

colonnes de<;; , etX.1, correspond au produit terme a terme des deux vecteurs.

Afin d’obtenir directement les bonnes hypothéses pour ks tgue nous chercherons a effectuer, des logiciels
comme SAS utilisent une reparamétrisation du modeéle (aigamt intervenir des effets différentiels par rapport au
dernier niveau. Le modéle considéré s’écrit alors

Y =061+ B1sX +(Bor — Bos)li + ...+ (Bos—1 — Bos)li—1+ (i1 — Brr)X L1 + ...+ (Bry—1 — £17)X.1;-1(3.5)
effet dex effet dea effet d’interaction

Nous pourrons alors tester directement :
— l'effetdeX surY,
— I'égalité des intercepts desmodéles de régression en testant I'effetdje
— I'égalité des pentes desmodeles de régression en testant I'effet de I'interactdreehet X.

3.5.3 Tests

Des tests de Fisher peuvent étre mis en place en comparamdeélencomplet (3.5) a des modéles réduits
n'intégrant que I'effet deX, que I'effet deA ou que I'effet d'interaction. Ces tests permettent de tdstetrois
hypothéses suivantes :
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- Hél) : B11 = ... = By il ny a pas d'interaction, les pentes de la régressiordsur X sont toutes
identiques a cellg, ; du dernier niveau du facteut,

- H(SQ) 1B =0,

- Hé?’) : Bo1 = ... = Bos :les ordonnées a l'origine de la régressiontdsur X sont toutes identiques a celle

Bos du dernier niveau du facteut.
La démarche d’analyse de ces tests est la suivante :
— on commence par tester l'interaction a\léﬁ).
— sil'interaction n’est pas significative, on tesﬁ’ég), qui, s'il n’est pas non plus significatif, conduit a con@ur
al'absence d’effet d&(,
— toujours siHél)n’est pas significative, on tesféé?’) pour juger de I'effet du facteud.
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3.6 TP 3: Analyse de variance et de covariance

3.6.1 Analyse de variance a deux facteurs
A faire sous R.

Le fichiermilk.dat  contient les résultats d’une étude visant a évaluer I'inhpac la consommation de lait de
quatre campagnes de publicité. Quatre villes, une par cgnepant été choisies dans cing régions différentes. Les
données mesurent les consommations de laijeaprés deux mois de campagne.

Le fichier comporte 6 colonnes (région, consommation poyaréanieére campagne publicitaire, la deuxiéme, la
troisieme, la quatriéme et taille de la famille).

Analyser cette étude en commencant par effectuer des espadions graphiques adéquates, puis en réalisant une
ANOVA afin d’évaluer I'effet des différents facteurs prétedans cette étude.

3.6.2 Analyse de covariance
A faire sous SAS a I'aide de leroc GLM.

Nous considérons le méme jeu de données que précédemmengmpeenant en compte désormais la taille de la
famille. L'objectif de I'étude est alors de tester I'impalets différentes campagnes publicitaires.

(i) A partir du fichier de données, construire un fichier a plat
data milkl; set milk;
array c{4} consommationl-consommation4;
do pub=1 to 4;
consom=c{pub};
output;
end;
drop consommationl-consommation4;
run;

(i) Réaliser une analyse de covariance étudiant I'impadedaille de la famille et de la campagne publicitaire
sur la consommation :
proc gim data=milkl plot;
class pub;
model consom=pub taille pub +taille/ solution;
run;
Interpréter les différents effets.

(iii) Nous avons vu dans ’ANOVA a deux facteurs, que le facteégion avait un effet. Refaites I'analyse précé-
dentes par région (on n'oublira pas de trier la table de desiné préalable).

3.6.3 Analyse de variance a mesures répétées
A faire sous SAS.

Le fichier health.dat contient des données d’'une étude sur I'impact du régimeealiaire sur les capacités
physiques. Pour cela, on a mesuré le rythme cardiaque deottffspprés des exercices d’échauffement, aprés un
jogging léger et aprés une course a pied intense (respeeivePULSE1, PULSE2 et PULSE 3). Pour chaque per-
sonne, on a noté son régime alimentaire (DIET : 1 pour careigb2 pour végétarien), ainsi que le type d’exercice
gu’'elle pratique habituellement (EXERTYPE : 1 pour aerdbtep), 2 pour tennis ou squash et 3 pour fitness).

(i) Créer un fichier a plat, qui contiendra entre autre unéatdeind identifiant de I'individu et une variable
time indiguant le numéro de la mesure effectutdmé =1,2 et 3 pour PULSE1, PULSE2 et PULSE 3).

(i) Donner des représentations graphiques signifiantesp(bt). Certains facteurs vous semblent-ils influencer
le rythme cardiaque ?

(iii) Analyser I'impact des différents facteurs intervenaans I'étude, a I'aide d’une proc mixed.
proc mixed data=health plat;
class time EXERTYPE DIET ind;
model PULSE=EXERTYPE DIET EXERTYPDIET;
repeated time /subject=ind;
run;
Le modéle est-il significatif ? Si oui, quels effets sont #igatifs ?
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3.7 Un exemple d’application de '’ANOVA et TANCOVA

Le fichiermilk.dat  contient les résultats d’'une étude visant a évaluer I'impacla consommation de lait
de quatre campagnes de publicité. Quatre villes, une papagne, ont été choisies dans cing régions différentes.
Les données mesurent les consommations de laff)apres deux mois de campagne au sein de plusieurs familles
de tailles différentes.

Afin d’organiser le fichier sous une forme habituelle indidd variables, nous commencons pas créer un fichier
aplat:
data milkl; set milk;
array c{4} consommationl-consommation4;
do pub=1 to 4;
consom=c{pub};
output;
end;
drop consommationl-consommation4;
run;

Nous réalisons ensuite une ANOVA a deux facteurs, campagjplecpiaire et région, a I'aide de la commande
suivante :
proc glm data=milkl plot;
class region pub;
model consom=pub region pub *region;
run;

Les résultats obtenus sont les suivants :

Source DF Type Il SS Mean Square F value Pr>F
pub 3 4585.680487 1528.560162 3.61 0.0160
region 4 4867.511417 1216.877854 2.87 0.0268

region *pub 12 8937.917430  744.826453 1.76 0.0658

lIs indiquent un effet région et un effet campagne publictéau risques %), alors que I'effet d’interaction est plus
contrasté.

Intégrons désormais la variable taille de la famille a kpet concentrons nous sur I'effet des campagnes pu-
blicitaires. La taille de la famille étant une variable gti@tive, nous réalisons une ANCOVA :
proc glm data=milkl plot;
class region pub;
model consom=pub taille pub * taille/ solution;
run;
L'option solution  permet d’afficher les coefficients des modéles estimés{@prds). Les résultats sont les sui-
vants (on se référe bien toujours aux résultats de type ) :

Source DF Type Il SS Mean Square F value Pr>F
pub 3 227.18067 75.72689 0.57 0.6377
taille 1 40926.01565 40926.01565  306.57 <.0001

taille  *pub 3 309.84511 103.28170 0.77 0.5111

La seconde ligne indique qu'’il y a un effet significatif de #le. Lexamen des valeurs des coefficients (tableau
ci-dessous), montre qu’en effet la consommation augmeobagment de fagon assez forte£ 12) avec la taille

de la famille.

La premiére ligne indique qu’il n’y a pas de différence sfaitive entre les intercepts des 4 modéles de régression
de la consommation en fonction de la taille, ce qui ce trguauit’absence d’effet campagne de publicité.

De méme, la derniére ligne indique I'absence de différerggeficative entre les pentes des 4 modéles de régression
de la consommation en fonction de la taille, ce qui ce trguit’absence d’interaction entre le type de campagne
de publicité et la taille.
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Parameter Estimate Standard Error t Value Pr > [f|
Intercept 8.27253333 4.81033834 1.72 0.0882
pub 1 -6.65546667 6.80284572 -0.98 0.3300
pub 2 -7.44426667 6.80284572 -1.09 0.2762
pub 3 -7.51253333 6.80284572 -1.10 0.2718
pub 4 0.00000000 . .

taille 12.21651429 1.23518086 9.89 <.0001
taile *pub 1 -2.03891429 1.74680952 -1.17 0.2456
taille *pub 2 -1.12554286 1.74680952 -0.64 0.5207
taile *pub 3 -2.44765714 1.74680952 -1.40 0.1639

taile +pub 4  0.00000000

La figurd 3.2 représente les 4 modeéles de régression conéapts aux 4 campagnes de publicités

Analysis of Covariance for consom
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‘\
+ B ep ) mome
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FiG. 3.2 — Régression de la consommation en fonction de la f@lle les différentes campagnes publicitaires

Néanmoins, étant donné I'effet région détecté dans I'aadle variance, nous avons envie d’aller plus en avant
dans I'analyse en réalisant la méme ANCOVA mais région pgiorécette fois :
proc gim data=milkl plot;

by region;
class pub;
model consom=pub taille pub * taille;
run;
On obtient alors les résultats suivants :
Région Source DF Type Il SS Mean Square F value Pr>F
1 pub 3 72.029738 24.009913 4.62 0.0164
taille 1 7178.321423 7178.321423 1380.25 <.0001
taile *pub 3  217.370477 72.456826 13.93 <.0001
2 pub 3 231.734221 77.244740 30.36 <.0001
taille 1 8655.252009 8655.252009 3402.34 <.0001
taile *pub 3 50.150687 16.716896 6.57 0.0042
3 pub 3 79.546880 26.515627 6.01 0.0061
taille 1 6993.301603 6993.301603 1585.35 <.0001
taile *pub 3  173.193053 57.731018 13.09 0.0001
4 pub 3  415.666636  138.555545 15.23 <.0001
taille 1 9743.378300 9743.378300 1071.32 <.0001
taile *pub 3  361.395564  120.465188 13.25 0.0001
5 pub 3 15.354936 5.118312 0.79 0.5168
taille 1 8513.285160 8513.285160 1314.71 <.0001
taile *pub 3 52.751193 17.583731 2.72 0.0793

On constate alors, en réalisant les analyses région pamégie les différences d’intercept et de pentes sont
toujours significatives (sauf pour la région 5 concernantdicept). Le type de campagne publicitaire influe donc
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sur le lien entre la consommation et la taille. La figure 3isstre les différences entre les différentes droites de
régression.
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Fic. 3.3 — Régression de la consommation en fonction de la fadle les différentes campagnes publicitaires,
région par région.

L'analyse globale faite précédemment, prenant en compteddes régions ensemble, avait eu pour effet de cacher
les différences d'influence des campagnes publicitaitgg)gsont décelables qu’en concentrant I'étude région par
région.



Chapitre 4

Régression logistique

Logiciel SAS: proc| ogi sti c.
Logiciel R : fonctiongl m

La fin de ce cours est désormais consacré a modéliser unéledriagualitative, aK modalités, a partir de
p variables explicativeX = (X1, ..., X,) qualitatives ou quantitatives. On parle généralement darcadre de
classification (chaque modalité dé représentant une classe d’'individus). Nous verrons deukadélogies, la
régression logistique ainsi que I'analyse discriminamtbpbiliste (Chapitre 5).
Comme dans le reste de ce chapitre, nous supposons disposécHantillon d’'observations conjointes Heet de
X : on parle alors d’apprentissage supervisé, et plus p&éiement ici de classification supervisée.

Nous supposons dans ce chapitre, pour simplicité de pedsEntque les variables explicatives sont quan-
titatives. Dans le cas de variables qualitatives, il suffieaconsidérer les variables indicatrices correspondantes
Attention : par soucis d'identifiabilité, nous ne considérs que/ — 1 indicatrices pour une variableamodali-
tés.

4.1 Le modele logistique dichotomique (K=2)

On se place dans le cas duprend deux modalités (0 ou 1, présence ou absence d’'uneimgladne ou non
d’'un composant électronique, bon ou mauvais client... udNeprésenterons ces deux modalités par O et 1 dans
la suite. La modalité 1 est généralement utilisée pour laatare que I'on cherche a étudier (achat d'un produit,
présence d’'une maladie, panne...). Les modeles de régnesss précédemment ne s’appliquent plus puisque le
régresseur linéaire habituXls ne prend pas des valeurs simplement binaire.

41.1 Le modele

Lidée est alors de ne plus modélisér mais les probabilités d’avolr = 0 etY = 1 conditionnellement a la
connaissance des variables explicatXes- x :

m(x) =P =1X=x) et 1-—mn(x)=PY =0X=x).

Méme sit n’est plus binaire, elle est toujours bornée dans l'intéeva, 1], ce qui ne convient toujours pas a un
régresseur linéairX 3 qui prendra a priori des valeurs sur t@utLa régression logistique consiste donc & modéliser
une certaine transformation de appelée transformatidagit, par une fonction linéaire des variables explicatives :

m(x)

lOth(’iT(X)) =In m

P
=po+ Zﬂ,x,

j=1
Ce modele s’écrit également

o exp(Bo+ 200 Biay)
C Ltexp (o + X Bixs)

(x) (4.1)

37
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Dans la suite, nous noterons parfaisk; 5) pour signifier que la probabilité(x) est paramétrée pdt, et de

mémeP(Y = 1|1X = x; ).

Remarque. Justification du modeledans le cas d’une unique variable explicati¥e on modélise la probabilité

m(x) = P(Y = 1|X = x) par une fonction de la form?% dont I'allure correspond bien a la représentation

du nuage de pointr;, y;) dans le cas d’observatios binaire (cf Figure 4.1).

1.0

O O O OO0 05 O EROECHD— OO e O

0.6
|
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0.2

- ol eB: aEn Do e oo
T T T T
V] 1 2 3 4 5
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FiG. 4.1 — Modélisation d&” par une fonction de la form@% (rouge) et par une fonction linéaire de
(pointillé vert).

4.1.2 0Odds et odds-ratio
Le succes de la régression logistique, trés utilisée ergnse (finance, assurance, médecine, marketing...), est

en partie d aux capacités d’interprétabilité du modéle.

On définit parodds le rapport
7(x)

1 —7(x)
qui représente combien de fois on a plus de chance d'&veir1 au lieu d’avoiry” = 0 lorsqueX = x.
On définit de méme lesdds-ratio par le rapport

oddgx) =

. oddgx;)
odds-ratigx;, x;) = ———=

i, %) oddsx;)
qui représente combien de fois on a plus de chance d'&veir1 au lieu d’avoirY” = 0 lorsqueX = x; au lieu de
X = Xj.
Remarque. Bien que I'on ait défini les odds et odds-ratio pour une vaeaxplicativeX multidimensionnelle, on
ne fait généralement varier qu’'une seule dimension ensreérix valeurs; etx;, et on définit donc autant d’odds
et odds-ratio qu'’il y a de dimensions.

Exemple On considére comme variable a prédiféa présence ou I'absence d’un cancer des poumons, et comme
variable explicative (qualitative) le fait d’étre fumeun mon fumeur. Les données sont fictives bien que pas si

éloignées que cela de la réalité :
— La probabilité d’avoir un cancer du poumon chez un fumetr¥% = 1|X = fumeup = 0.01, d’ou

P(Y = 0|X = fumeun = 0.99. On a alors oddsY = fumeun = 1/99. On dit que 'on a unehancesur 99
d’avoir un cancer des poumons lorsque I'on est fumeur.
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— Chezles non fumeurs, la prévalence du cancer du poumastgede” (Y = 1|X = non fumeuy = 10~%.

On a donc odds-ratifumeur non fumeuy = 1%339 = 101, d’ou 101 fois plus de chance d’'avoir un cancer

des poumons pour un fumeur que pour un non fumeur.

4.2 Estimation des parametres et prédiction
4.2.1 Estimation desg,

Les paramétres a estimer sght= (5o, 51, ..., 3,)". Si on dispose d’un échantillofy;, x;)i=1,,, OUx; =
(41, .., 2ip), telle que lesy; soient indépendants conditionnellement ayxon peut estimefy par maximum
de vraisemblance. Les probabilités Heétant exprimées conditionnellement aux variables exjplieaX, nous
maximisons la vraisemblance conditionnelle :

L(B) =[] P(Y = wilX = x).
=1

Or, en utilisant la notation habitueble = (1x;)’,ona:

B'%i B o ~ : B 1—y:
P(Y = ;X = x;) = { 1?2%6}3 slyp=1_ <M>y <1 _ M) !
ex X . o yray =

1- 1+e§p5/§ci Sly; = 0 1+ eXpﬁ Xi 1+ eXpﬂ X;

d’ou la log-vraisemblance
=> WmPY =X =x;) =Y 8% — In(1 + exp '%;).
i=1 i=1

Exercice. Refaire le calcul.

La maximisation de cette vraisemblance se fait en dérivantapport au vecteyt. On obtient

olp) - PR expﬂxZ
8/8 _Zylxl 1—|—expﬂ’ ZX’L l ’L

=1

qui n’est pas une équation linéaire @nSa résolution peut étre réalisée numériquement par unithige de type
Newton-Raphson.

D’apres les propriétés du maximum de vraisemblance, laiceatie variance de I'estimatey est donnée par
l'inverse de la matrice d’information de Fisher. Ainsi :

~ — 2 3 -1 ~ A~
(3 = [ i )] —(XVR) @2)

ou X est la matricer x (p + 1) dont les lignes sont composées deset V est la matrice diagonale x n des

(%) (1 — m(x3)).

4.2.2 Estimation des odds-ratio

Dans le cas d'une seule variable explicatkreon a

N oddgx;)
oddgz;)
= logit(n(z;)) — logit(m(x;))
Bo + Brwi — (Bo + Brwy)
= 51(331' - xj)a

In odds-rati¢z;, v;) =

d'ou odds-ratigz;, z;) = exp(By (z; — x;))
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4.2.3 Redressement dans le cas d'une modalité rare

Nous avons supposé que I'échantillon utilisé pour I'estiarerespectait les proportions réelles des deux moda-
lités (échantillonnage simple classique). Or il est trégfient en pratique, lorsqu’une des deux modalités est rare
(présence d'une maladie, client a risque...), d’utiliseéahantillonnage stratifié : on sur-représente artifreieint
dans I'échantillon la modalité rare.

Cette modification du schéma d’échantillonnage n’a un irhgae sur I'estimation dgy, qu'il suffit alors dere-
dresseren ajoutant le termin p—‘l) ol pg etp; sont les taux de sondage des modalités 0 etY = 1 (py est donc
le rapport de la probabilité d’avol’ = 0 apres ré-échantillonnage sur cette méme probabilité dapggulation
initiale).

4.2.4 Prévisions
4.2.4.1 Classement d’'une nouvelle observation

Pour une nouvelle observatiari, on cherche a préding . Il existe plusieurs facons d’effectuer la prédiction.
La regle dumaximum a posteriofiMAP) consiste a affecter I'observation a la classe la phabable : on prédit

donc la valeur deg par la modalité maximisant la probabilité’ (Y = k|X = x;; 5) :

Girap = argmax P(Y = k|X = x*; ).
ke{0,1}
Puisqu’on est en présence de deux classes, une obsenatariassée dans la cladse= 1 si sa probabilité d’étre
dans cette classe est supériedr/a. Or, ce choix est totalement arbitraire et peut étre remicagise, notamment
lorsque les risques encourus en cas de mauvais classensnttEs symétriques (codte-t-il aussi cher d’accepter
un mauvais client que de ne pas en accepter un bon ?). On dédlaos généralement la prédiction, ou régle de
classement, au seuilde la fagon suivante :

. 1 sSiPY=1X=x*0)>s
Y= 0 sinon

4.2.4.2 Notions de score

Dans de nombreux domaines, commetedit-scoringou la médecine, ce n’est pas tant la prédictjorqui
nous intéresse que la probabilitéx*) queY prenne la modalité 1. Cette probabilité est appstae Elle pourra
représenter la probabilité qu’un client achéte un prodaiprobabilité pour un patient de contracter une maladie,
etc.

4.2.4.3 Tableau de classement ou matrice de confusion

Le résultat d'un procédé de classification est souvent sepité sous la forme d’un tableau de classement (ou
matrice de confusion) obtenu en appliquant la méthode dsifitzation sur des observations pour lesquelles la
variableY (i.e. la classe d’appartenance) est connue et en comparaokasses prédites :

prédit total
Y=0 Y=1
réel Y=0| VN FP N
Y=1 FN VP P
total N P n

TAB. 4.1 — Matrice de confusion contenant les effectifs de wnégatifs (VN), vrais positifs (VP), faux négatifs
(FN) et faux positifs (FP)

Dans ce tableau figurent les effectifs des observations rctiém de leur classe réelle et de la prédiction de
celle-ci. On parle parfois d'observations classées corpasitiveslorsqu’elles ont la modalité 1 d¥ (car bien
souvent on associe a la modalité= 1 le caractére que I'on cherche a détecter : maladie, aghat.négatives
dans le cas contraire. Avec ces appellations, le contencades du tableau peut étre décrit de la fagon suivante :
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— vrai négatif (VN) : nombre d’observations pour lesquelesmodalité 0 d&” a correctement été prédite,
— vrai positif (VP) : nombre d’observations pour lesqueliemodalité 1 d&” a correctement été prédite,
— faux négatif (FN) : nombre d’observations détectées &tmrtme négatives,
— faux positifs (FP) : nombre d'observations détectéestatomme positives,
— N,PN etP respectivement les nombres de négatif et positif réeléelits.

En général, les fréquences sous forme de pourcentage figgalement dans ce type de tableau.

Sensibilité et spécificité On appellesensibilitédu modéle le pourcentage de vrais positifssgcificitéle pour-
centage de vrais négatifs.

4.3 Tests, intervalles de confiance et choix de modele

Nous présentons ici les tests permettant d’évaluer I'appes différentes variables explicatives, ainsi que des
intervalles de confiance, notamment sur les odds-ratiigségidans I'interprétation du modéle logistique.

4.3.1 Tests surs,

On cherche a tester si une composafjtdu paramétreg est nulle :
Hy:8;=0 contre Hy:8; #0

Plusieurs tests sont disponibles :
— letest du rapport des vraisemblances maximakesusH,

maxg LHO (ﬁ) 2

—21n
maxg Ly, () !

ou Ly, et Ly, sontrespectivement les vraisemblances du modéle sanecieavariableX ;,

— letest de Wald sousH,
5
~2
J

2
— X1
o

ou 47 est la variance de I'estimateur de, donnée par (4.2),
— etenfin letest du score

U(BHO)/V(BHO)U(BHO) - X%

ouV (3y,) estlinverse de la matrice d'information de Fisher &3y, ) est le vecteur des dérivées partielles
de la log-vraisemblance estimée sdils
Pour tout ces tests, on rejettera I'hypothése de nullitéahfficient 3; si la statistique du test est supérieure au
quantilex?, .

Remarque.
— Sion conclut a la nullité d'un coefficient, tous les autresficients doivent étre ré-estimés.
— Bien souvent, le test du rapport des vraisemblances ehidegppissant, mais nécessite I'estimationtsous
H,, ce qui n'est pas le cas pour le test de Wald.

4.3.2 Intervalles de confiance

Sachant qu@j est asymptotiguement distribué suivant une loi normaletrée eng3;, et de variance donnée
par (4.2), il est facile d’en déduire des intervalles de @mdfe asymptotiques sur I6s.
En pratique, ces intervalles de confiance ne sont que peesbutilisés car leg; ne sont que rarement interprétés,
au contraire des odds-ratio. Les intervalles de confiancleswdds-ratio sont construits a partir de résultats sur la
normalité asymptotique du logarithme d’un odds-ratio.
Un intervalle de confiance sur un odds-ratio qui contienidieur 1 ne permettra pas de conclure a un effet quel-
conque de la variable en question.
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4.3.3 Choix de modeéle

Comme pour tout modeéle statistique, le principe généraledpas évaluer un modéle sur les données qui ont
servi a estimer le modéle doit étre respecté.

4.3.3.1 Algorithme de sélection de variables

Comme en régression multiple, il existe des algorithmeséticson (forward, backward, stepwise...) dont le
principe est a chaque étape de comparer un modeéle avec tmsaiéde et d’évaluer I'apport de termes supplé-
mentaires. Le critere utilisé est généralement la statistissue des tests de Wald ou du rapport des vraisemblances
maximales.

4.3.3.2 Critéres de choix de modéles

Les algorithmes de sélection de variables précédentsigavitrla qualité d’'ajustement du modéle. Afin de
s'intéresser au pouvoir prédictif, d’autres criteres silises comme les critéres AIC, BIC, ou de validation croisée
peuvent étre utilisés.

Ce dernier critére, dans le cas d'une validation croiséee-one-oyts’écrit :

1 n
CV = E Z :uf/(i):yq'
=1

ouy; estl'estimation de; obtenue sans utiliser i&@me observatiofy;, x;).

4.4 Un outil d’interprétation : la courbe ROC

Nous avons défini précédemment les notions de sensibilitdr¢pntage de vrais positifs) et spécificité (pour-
centage de vrai négatif). La courbe ROReteiver Operaor Characteristic cuvdonne I'évolution du taux de
vrais positifs (sensibilité) en fonction du taux de fauxiitss(1-spécificité) lorsqu’on fait bouger le seuilutilisé
pour la prédiction.

courbe idéale courbe ROC

decision
au hasard

c=aire sous la courbe

1 1-Sp(s
Courbe ROC P(s)

Cette courbe permet de voir I'évolution des sensibilitépgicficité en fonction du seuil choisi. Le praticien
pourra alors choisir le seulil :
— ala main en fonction d’'une sensibilité ou spécificité sitdiea
— de facon a minimiser I'erreur totale de classement (sdiféreincier les FP et FN), c’est-a-dire le seuiil
minimisant :

po(1 — Se(s)) + p1(1 — Sp(s))

ou Se(s) etSp(s) sont les sensibilité et spécificité (en fonction du se)iktp, etp; sont les proportions de
négatifs et de positifs dans la population totale,



4.5. LE MODELE LOGISTIQUE POLYTOMIQUE (K>2) ET ORDINAL 43

— en cherchant a étre le plus prés possible du point idéalateloonée$0, 1) (Se = Sp = 1), C’est-a-dire en
minimisant :
(1= Se(s))® + (1 = Sp(s))*.

La courbe ROC permet également d’évaluer la qualité du neo8@lur cela, on calcule I'aire sous cette courbe,
notée AUC Area Under Curvg:

1
AUC = /O Se(s)d(1 — Sp(s)).

Le meilleur modéle sera celui qui se rapprochera le plusAlé® maximale égale a 1. Cette aire correspond a la
probabilité de détecter un positif d'un négatif.

4.5 Le modele logistique polytomique (K>2) et ordinal

Le modeéle logistique présenté précédemment se généralisasad’une variablé@” a K modalités (K>2).
Lorsque ces derniéres sont ordonnées on parle de régrésgistiue ordinale.
Notons7(x) = P(Y = k|X = x). Dans cette situation, on se fixe une modalité de référeYice-( K par
exemple), et on réalisE — 1 régressions logistiques deg (x) versusrg (x) :

Wk(x)

WK(X)

p
=Bor+ Y _ Bixw; VI<E<K-—L

Jj=1

Cette procédure ne dépend pas du choix du groupe de réfédamce les logiciels le groupe de référence est
généralement soit le premier soitA&ééme).
Lorsque la variable est ordinale, on modélise généraledeshbgits cumulatifs

7Tk+1(X) +...+7TK(X)
m(X) + ...+ m(x)

P
:50}’@4-25]‘1@.%]' Vi<k<K-1.

Jj=1

Ce dernier modéle comportant un grand nombre de paramises;, sont souvent Supposés constants par classe
Bik=0; V1<k<K-1.
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4.6 TP 4 :Reégression logistique

4.6.1 Simulation
A faire sous R.

SoitY une variable binaire que I'on va chercher a prédife et X» deux variables aléatoires uniformes sud, 5].
(i) Simuler un lien de type logit entrE et (X7, Xo) :
n=100; a=-2;b=2;,¢c=3
x1 = runif(n, -4, 5); x2 = runif(n, -4, 5)
exp(a *x1+b=*x2+c + rnorm(n))
yl(1+y)
rbinom(n,1,y)

<K K
I nnu

(i) Représenter graphiqguement le nuage de point formégsavdriables explicatives, en représentant les points
d’'une couleur différente selon la modalité He Représenter égalemeériten fonction deX;, et en fonction
de X5.
(iii) Estimer le modele de régression logistique a I'aiddal®onctionglm :
gim.res <- gimly ~ x1+x2, family=binomial)
Affichez et commentez les résultats a I'aide de la commandenary(gim.res)  etplot(glm.res)
Analyser I'apport de chaque variable explicative.

(iv) Effectuer les prédictions dg pour votre échantillon de simulation a I'aide de la commande

predict(glm.res,data.frame(x1=x1,x2=x2),type="respo nse’)
et représenter les résultats a I'aide d’'une matrice de somfu
table(ychap,y)

Les prédictions seront réalisées a l'aide de la regle du MAgl€édu seuilavecs = 0.5)

(v) Simuler un nouvel échantillon de données de taille 1@@lEer la sensibilité et la spécificité pour
s=seq(0,1,0.01) . Tracer la courbe ROC (sous la forme d’'une fonction en esgali

(vi) Faites la méme chose en utilisant une seule variablécextive dans le modele logistique. Superposez les
deux courbes ROC et choisissez le meilleur modele.

4.6.2 Cancer du sein
A faire sous R.

Ce jeu de données classique est disponible dans le fiBheastCancer.dat
L'objectif est de prédire si la tumeur est maligne ou bénigmpartir de plusieurs variable explicatives.

(i) Découper aléatoirement le fichier en une partie appssagie et une partie test, a I'aide de la fonction
sample .

(i) Estimer le modele complet. Analyser I'apport de chagagable explicative. Calculer le critéere AIC a I'aide
de la commandsummary.
gim.res <- glm(Class ~ ., family=binomial, data=data_app)

(i) Estimer un premier modéle simplifié en intégrant queVariables significative lors de la précédente régres-
sion (@ = 5%). Calculer AIC.

(iv) Estimer un modéle simplifié a I'aide de I'algorithme ¥eard suivant :
prl.gim = gim(Class ~1,family=binomial,data=data_app)
prl.step <- step(prl.glm, direction="forward", scope=li st(lower= ~1,
upper= ~Cl.thickness+Cell.size+Cell.shape+Marg.adhesion+Epi th.c.size+Bare.nuclei+
Bl.cromatin+Normal.nucleoli+Mitoses), trace = TRUE)
Examiner I'ordre d’introduction des variables.

(v) Estimer un modeéle simplifié a I'aide de I'algorithme famd/backward suivant ;
pr2.gim = gim(Class ~1,family=binomial,data=data_app)
pr2.step <- step(pr2.glm, direction="both", scope=list( lower= ~1,
upper= ~Cl.thickness+Cell.size+Cell.shape+Marg.adhesion+Epi th.c.size+Bare.nuclei+
Bl.cromatin+Normal.nucleoli+Mitoses), trace = TRUE)
Examiner I'ordre d’introduction des variables.
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(vi) Quel estle meilleur des modéles, au sens de AIC ?
(vii) Etselon I'échantillon test?
(viii) Tracer la courbe ROC pour chaque modéle. Quel est lidene?

4.6.3 Cancer de la prostate
A faire sous SAS.

Les données sont dans le fichmpstate.dat

Il y a encore quelques années, le traitement du cancer deo$tape dépendait de son extension au niveau des
ganglions du systeme lymphatique. Afin d’éviter une intatian chirurgicale, des médecins ont cherché a prédire
cette extension a partir de plusieurs variables explieatiW'age du patient, le niveau derum acid phosphatase
le résultat d’une radiographie (0 : négatif, 1 : positif)tddle de la tumeur (O : petite, 1 : grande), le résultat d’une
biopsie (0 : moins sérieux, 1 : sérieux). En plus de ces vimsabe jeu de données contient une derniére variable
exprimant la contamination (1) ou non (0) du systéme lymighat
L'objectif de cet exercice est de trouver le meilleur modadssible permettant de prédire la contamination du
systeme lymphatique.

(i) Etudier graphiquement les liaisons entre les variablgsicatives et la variable a expliquer.

(i) Estimer le modeéle complet, avec variables qualitatigequantitatives, sans interaction.
proc logistic data=prostate;
class radio taille gravite lymph;
model lymph (REF=FIRST) = age acid radio taille;
run;

(iii) Interpréter les odds-ratia@pports de cotes en francais) obtenus. Si SAS ne les donne pas automati-
guement, calculez-les a partir de I'estimation des coefiits du modeéle de régression logistique.

(iv) Rechercherunmodele plus simple par la méthode step®isur cela, il suffit d’'indiquer I'optioselection=stepwise
a la fin de l'instructiormodel .

(v) Comparer le modéle complet au modéle simplifié en fonatio pourcentage de biens classés.

(vi) Rechercher d’éventuels points particulierement eflis. La suppression du point le plus influent a-t-elle un
effet favorable sur le pourcentage de bonnes classificafion
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Chapitre 5

Analyse discriminante probabiliste

Logiciel SAS: procdi scrim
LogicielR : fonctionl da etqda du package MASS.

Seconde méthode de classification supervisée abordéealangrs, I'analyse discriminante probabiliste a pour
objectif d’affecter une observationdeX € R? (le cas de variable qualitative peut également étre trait&ection
[5.3) a une de classes connues, que I'on noté#y, . .., G, et qui correspondent aux modalités . ., K de la
variableY'.

L'objectif est donc identique a celui de la régression logige, mais I'approche est différente. En régression lo-
gistigue on modélise directement la probabii€Y” = k|X = x), autrement dit la probabilité que I'observation
x soit dans la class€', tandis que 'analyse discriminante probabiliste coesésmodéliser la distribution d¥
conditionnellement a la classe.

5.1 Formalisme de la discrimination probabiliste

5.1.1 Définitions

Proportion d’'une classe On notep, = P(Y = k) la probabilité qu’un individu a de provenir de la clagsg.
Cette probabilité est aussi appef#eportionde la classé&y, et vérifier:1 pr = 1.

Densité conditionnelle & une classe X a pour densité de probabilifg (x) s'il provient de la classéy, :

Xy =k ~ fr(x).

Densité marginale deX C’est une densité mélange

K
X~ pefu(x) = fx(x).
k=1

Probabilité conditionnelle La probabilité qu’'une observatian € R? provienne de la classg; est donnée par
le théoréme de Bayes :

_ pee(®)

tr(x) = P(Y = k|IX =x) <)

Remarque. Nous supposons dans cette section que toutes les carigiées des lois sont connues : proportions,
densités... Nous verrons dans la section suivante les néshdiestimations de ces quantités.

47
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5.1.2 Regle d’'affectation et probabilité d’erreur

Unerégle d’affectation(ou de classement, de décision:.gssocie a une observatiarune deds classes :

r:xeR? - r(x)e{l,...,K}.

La définition der revient a partitionneR? en K régions();, telle que
x € Q& r(x) =k
La probabilité de classer un individu d&, dansG; (I # k) avec la régle: est :
ep(r)=Pr(X)=1lY =k) = fr(x)dx.
Q
La probabilité qu’un individu dé&7. soit mal classé avec la regteest :
ex(r) = P(r(X) 2 kY =k) =Y en(r) = [ fr(x)dx.
Qp

£k

Et finalement la probabilité de mauvais classement glohaé(oeur global de classement) :
K
e(r) =Y prex(r).
k=1

5.1.3 Reégle de classement optimale de Bayes

L'objectif est de définir la meilleure régle de classemerssiue.
On définit lecolt de mauvais classemetd classer un individu d&, dansG; :

C:(k)ef{l,....K}yx{l,.... K} = C(k,1) € RY,

ou par conventiod'(k, k) = 0.
Les fonctions de colt ne sont généralement pas symétriGoesme nous I'avons déja dit, classer un individu sain
comme malade n’a pas le méme codt que I'erreur inverse. Qs seront a définir :
— avec le praticien en fonction de son expérience,
— en testant plusieurs systémes de coits possibles et eracmhfes résultats obtenus,
— enles fixant tous a 1 lorsque I'on a aucune idée.
On définit lerisque conditionnedssocié & par le colt moyen de classement :

K
R(r(X)IX =x) = E[C(r(X),Y)[X =x] = Y C(r(x), k)tx(x),
k=1

et lerisque moyerwomme le colt moyen de classement inconditionnel

K K
R(r) = Ex[Rr(X)[X =x)] =Y pr Yy _C(L k) i fre(x)dx.
k=1 =1 l

Exercice. Faire le calcul.

On cherche donc la régle de classement optimalgui minimise le risque moyen, ce qui revient & minimiser
le risque conditionnel pour chaque individu car :

R(r*) = min Ex[R(r(X)|X = x)] > Ex[min R(r(X)|X = x)].
La regle optimale affecte donca Gy, si

R(r(X) =kX=x) < R(r(X) =l|IX =x) Vi # k.
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Comme

K
R(r(X) = kX =x) = E[C(k, Z)|]X =x] = > _ C(k,)ti(x) Zcmn ),
=1 £k

la régle optimale de Bayes est :

r(x) =k S|ZCkltl ch’ Yo(x) VE # k.
1#£k Ik

Cas de I'égalité des codts Si tous les colts sont égauxde risque conditionnel est alors

etdoncr*(x) = ksic(l — tx(x)) < ¢(l — t1(x)) VE' # k ouencore
r* (X) =k Si tk(X) <ty (X) vk’ 7& k.

L'observationx est donc affectée a la classe conditionnellement la plusaile (régle dumaximum a posterioyi
Les colts étant égaux, en posast 1, le risque moyen de classement

Zka/ fr(x dX—Zpk/ fr(x dX—Zpkek = ¢

k=1 £k

est égal a I'erreur globale de classement.

Cas de deux classesOn a

r(x) =1 si C(1,2)ta(x) < C(2,1)t1(x),
et rf(x)=2 si C(2,1)ti(x) < C(1, 2)ta(x),
soit en posang(x) = 728328
r*(x)=1 si g(x)>1,
et  r'(x)=2 si g(x) < 1.

L'équation de lssurface discriminantéou frontiére de classemenestg(x) = 1.

5.2 Discrimination paramétrique gaussienne

Lorsque les variables sont continues, une des lois les phandues est la loi gaussienne. Nous allons donc
dans ce chapitre supposer que les variables explicaXivasvent des lois normalgsvariées, dont les parameétres
sont conditionnés par la claskeAinsi, la densitéfy (x) du groupesy, est :

1 1
fr(x) = WQXP{— (x Nk)z (X—Nk)}

ou i, etY, sont respectivement les espérance et variance de la élasse
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5.2.1 Regle de classement théorique

On se place ici dans le cas de 2 classes, la généralisatiavsaatmucun probléme.
L'équation de la surface discriminante gék) = 1, ou encoréng(x) =0.On a:

C(2,1)p1f1(x)
C(1,2)pa fa(x)
1(x) (2,D)p1
2(x) (1,2)p2

S

1 b
— 5 (152 O D5 ) = (xS k) )

Ing(x) = In

—|—lnC
C

= In

=

Cette équation étant quadratiquexgon dit que la frontiére de classementgsadratique On parle alors dinalyse
discriminante quadratiquéQDA).

Lorsque les matrices de variances sont identigigs= ¥, = X (cashomoscédastiqupar opposition au cas
hétéroscédastiquB; # X,), I'équation de la surface discriminante est

)
2

qui est une équation linéaire an On dit que la frontiere de classement kséaire ou plus correctement que la
séparation entre les classes est un hyperplan. On parealgse discriminante linéairg.DA).

(u1 — p2)' S (x ) +5=0,

5.2.2 Taux d’erreur théorique

On se place ici dans le cas de 2 classes, avec hypothése dbédasticité.
On affecte une observationa la classe 1 (régle) si G(x) = In g(x) > 0, ce qui est équivalent a

+
B e N

(11— p2)' S (x
1

& (= p2)'E % — 5 (h = p2)' S (i + p2) + 5 > 0.

La probabilité qu’'un individu dé75 soit mal classé avec cette regle est :
ea(r) = P(G(X) > 0]Y =2) = P(G(X) > 0|X ~ N (uz2,%)).

Il nous faut donc connaitre la loi d&(X') pour calculer cette probabilité. @f(X') est une combinaison linéaire de
loi normale a une dimension (produijt; — x2)’Y~1x) donc suit également une loi normale a une dimension, dont
il nous suffit de calculer les moments.

ElGX)] = (11 —p2)S o — %(ul — p12)' X7 (1 + p2) + 5

1 _
= —3 (b1 — p2)' Sy — p2) +s

D2

ou D? est ladistance de Mahalanobentre les deux classes. La variance est quant a elle

V(GX)) = V((m —p2)'E7'X)
(p1 — p2) STV(X)D ™ (11 — pa2)
= (1 —p2)'S  ( — p2)

D2

On adond?(X) ~ N (-D?/2 + s, D?) d'ou

e2(r):1—q><§—%>
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ou & est la fonction de répartition de Je((0, 1).
On obtient de méme

er(r) = @ <_

D ]
2 D)’
et on en déduit la probabilité globale d’erreur ;

rns(F-5)on(1-0(2-5)

Remarque. Lorsque les colts et les proportions sont égales, on obtignt= & (—%), et donc plus les classes
sont séparées, plus leur distance de Mahalanobis est gratgdus I'erreur globale de classement est petite.

5.2.3 Estimation de la regle de classement

On suppose qu’on dispose d'un échantillen, y;)1<;<, de réalisations indépendantes et identiguement distri-
buées.
A partir de cet échantillon on veut estimer le paramétee (p1,...,px, 41, - -, K, 21, - -, LK) €t en déduire
I'estimation de la régle de classemepnt(qui dépend dé).
La méthode du maximum de vraisemblance peut étre utiliséda Draisemblance :

K
=11 II pesetx),

k=1x;€G

on déduit la log-vraisemblance

K
1 1 _
= Z Z Inpy, — §1n27r— §ln|E;€| - §(xi — k) S (ki — ).

k=1x;€G

En dérivant puis égalant a 0 on obtient les estimateurs dunmuam de vraisemblance suivant :

n N :
e = — ouny est le nombre d’'observations d&,

n
N 1
M = n_ Z Xiy

x; €EGk
o _ 1 Zk 1 2oxseq, (Xi — i)' (xi — pg) - dansle cas homoscédastique
b= nk > iea, (Xi — ) (i — ) dans le cas hétéroscédastique

Les estimateurs dE;, étant biaisé, on en déduit les estimateurs sans biais $siivan

E = _Mk)a
k=1x;€G
A 1
Yy = x; — ) (Xi — )
— x;;k( 1) (xi — k)

5.2.4 Estimation du taux d’erreur
Quelle que soit la méthode de classification utilisée, itestion de I'erreur de classement est intéressante
puisqu’elle permet d’évaluer la qualité de la discrimioati
Taux d’erreur apparent é¢* Cela consiste a appliquer la regle de classement sur lesvalisas qui ont servies
a estimer le modéle. On montre que cet estimateur est enal®igfisé et optimiste ;
Ey[e"|X] < Eyle(ry)|X]

OUX = (Yl, Ce ,Yn)
Cet estimateur est donc a proscrire.
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Méthode de la partition é?  Cela consiste a diviser I'échantillon en un échantillorpgi@ntissage (enviro2y3
a75% de I'échantillon global) et un échantillon test. L'errew classement pourra alors étre estimée sans biais sur
I'échantillon test.

Remarque. Cette technique demande une taille d'échantillon suffisanigrande.

Méthode de la validation croiséez®”  On définit I'estimateuvalidation croisée leave-one-ode I'erreur par

U
é 2526@)

ou é”i) est I'évaluation de I'erreur sur une partition test congtit d’'uniqguement ldéme observatiofx, y);.
On parle devalidation croiséev-fold lorsque I'échantillon initial est partagé ersous-échantillons servant chacun
tour a tour d’échantillon test tandis que le reste des édluarst est utilisé pour I'apprentissage.

On montre que I'on obtient un estimateur sans biais de Leymyant une variance plus faible géfe avec une

partition test réduite a une seule observation.

Remarque. Cette technique demande de ré-estimer les parameétres pague échantillon test considéré. Dans
le cas de la validation croisée leave-one-out, les paraesatiu modéle sont donc estiméfois.

Remarque. Cette technique est a privilégier dans le cas de petits édlwars.

5.2.5 Sélection de variables

Les taux d’erreurs précédents (sauf I'erreur apparente)eye étre utilisés afin de choisir les variables intéres-
sante (rappelons nous le principe biais-variance vu pefoétent).
Afin d’éviter de comparer toutes les combinaisons de vagglan peut utiliser des algorithmes de sélection simi-
laires & ceux utilisés en régression.

5.2.6 Choix de modéle

Il s’agit de choisir entre le modéle homoscédastique erbstédastique.
On peut comme précédemment utiliser les taux d’erreursnoare des critéres classiques comme le critére BIC
gue I'on veut le plus petit possible :

BIC =-2InL(#) +vinn

ou . est le nombre de paramétres du modéle :

1 . .
v = K—-1+Kp+ % dans le cas homoscédastique
1 s . .
v = K-1+Kp+ K% dans le cas hétéroscédastique

5.3 Analyse discriminante pour variables qualitatives

L'analyse discriminante probabiliste peut facilemen¢ &rendue au cas gevariables explicatives qualitatives
X(Xy,...,X,), arespectivementy, ..., m, modalités.
Pour cela, il suffit de considérer comme loi Heun modéle multinomiale complet, en définissant une prohébil
pour chaque croisement de modalité possible. Ainsi, emmota. ., m; les modalités de Igéme variable, on a :

P(X = X) = P(Xl =J1,--- 7XP = J;D) = Q.. hp

avec la contraintg_7L | ... 350 gy, = 1
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5.4 Mise en oeuvre informatique
5.4.1 SAS:PROC DI SCRI M

La procédurdISCRIM de SAS permet d’effectuer une analyse discriminante Iieéai quadratique. La syn-
taxe est la suivante :

PROC DISCRIM DATA=...CROSSVALIDATE OUTSTAT=Dis_Func POO = TEST;
CLASSiIndiquer ici la variable définissant les classes

PRIORS PROPORTIONAL;

VARIindiquer ici les variables explicatives

RUN;

L'option CROSSVALIDATElonne une estimation du taux d’erreur par validation ceisé

L'option OUTSTAT=Dis_Func permet de sauvegarder la fonction discriminante dans ldduatasser de futures
observations.

L'option POOL = TESTpermet de tester entre I'égalité des matrices de variaetemnc de choisir entre une
analyse discriminante quadratique ou linéaire. Pour irapbtilisation d’'une analyse discriminante linéaire; in
diquerPOOL = YESoption par défaut), et pour I'analyse discriminante ga#idue il faut indiquePOOLED =
NQ

L'instancePRIORS PROPORTIONAtonduit a estimer les proportions des classes. Il est desbitles imposer
a étre égale graceRRIORS EQUAIl(option par défaut).

Pour ensuite classer de nouvelles observations, il facggler de la fagon suivante :

PROC DISCRIM DATA=Dis_Func TESTDATA=NEWDATA TESTLIST;
CLASSiIndiquer ici la variable définissant les classes dans Disn¢u
RUN;

L'option DATA=Dis_Func utilise la fonction discriminante précédemment estiméag ptasser les individus spé-
cifié¢ dans TESTDATA=NEWDATA
L'option TESTLIST affiche chaque nouvelle observation ainge sa classe estimée.

5.4.2 R:fonctionsl da etqda du package MASS

Toutestdans le titre ! L'aide de ces deux fonctidda ( pourlinear discriminant analysistqda pourquadratic
discriminant analysisest trés bien faite sous R.
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5.5 TP 5: Analyse discriminante probabiliste

5.5.1 Simulation
A faire sous R.

SoitY ~ B(1/2) une variable binaire que I'on va chercher a prédie,et X, deux variables aléatoires gaus-
siennes, dont les parametres des lois dépendent de la tdalkdi, et que I'on va utiliser pour prédirg :

- X1 NN(l,l) et X, NN(3,1)5|Y:O,

- X1 NN(Z,l) et X, NN(2,1)S|Y= 1.

(i) Simuler un échantillon de taille = 100 de réalisations du triplél’, X, X5).

(i) Représenter graphiquement le nuage de point formégsavdriables explicatives, en représentant les points
d’une couleur différente selon la modalité He Représenter également les distributions marginales,det
X5 (histogramme et estimation non paramétrique de la densité)

(iii) Estimer les parametres du modéle LDA (proportionsyemmnes et matrices de variance de chaque classe).
Vérifiez ensuite vos résultats a I'aide de la fonctida :

library('MASS’)
l[dal=ldaly ~x)
plot(ldal)

(iv) Simuler un échantillotestde taille 100. Prédire la variablé par la regle du maximum a posteriori, et évaluer
le taux de bon classement.

(v) Evaluer le taux de bon classement par validation crdesee-one-outldal _CV=Ida(y ~x,CV=TRUE)
table(y,ldal_CV$class)

(vi) Faites de méme avec QDA. Comparer les deux modélesn($eltaux d’erreur sur I'échantillon test et la
validation croisée). Commentaires ?

(vii) A l'aide de I'échantillon test, comparer aux résutate la régression logistique. Les prédictions a I'aide des
modéles LDA/QDA se font également a I'aide de la fonctiwedict
pred=predict(ldal,data.frame(x),type="response’)

5.5.2 lris
A faire sous R.

Le fichier de donnéeisis est disponible sous R. Ce célebre jeu de données donne lesames centimétres des
longueur et largeur des sépales et des longueur et largepétees pour 150 fleurs réparties en trois espéces d'iris.
(i) En croisant les variables explicatives deux a deux,é&sgnter les nuages de point avec des couleurs diffé-
rentes selon les espeéces.
plot(iris[,1 :4],col=iris$Species)
Certaines variables semblent-elles plus discriminaniestputres ?

(i) Calculer les matrices de variance de chaque groupd-&tas semblables ?
(iii) Estimer les modéles QDA et LDA utilisant les 4 variable
(iv) Calculer les taux d’erreurs de classement par validatroisée leave-one-out. Quel est le meilleur modéle ?

(v) Estimer maintenant les deux modéles QDA et LDA sous SA&@d de laproc discrim . Existe-t-il des
procédures pré-définies permettant de sélectionner lesbles ?



Chapitre 6

Annexes

6.1 Dérivées de matrice et de vecteurs

Nous donnons ici quelques formules de dérivée par rapparié@cteur ou une matrice, sachant que
— la dérivée d’'un réel par rapport & un vecteur est un vecteur dont les composantes sont les dérivées de

par rapport aux composantesale (9%), = 2=,
— inversemenf22) = 9,
- et(%)ij = g_(;f'
Soienta etx deux vecteurs :
ia'x = ix'a =a
ox T ox B
Soit A et B deux matrices :
0 o
54Ir(AB) = B
0 , _
S IrA'B) = B
0
0 ’ o /
a—ATr(ABA ) = AB+B)
0 _ —1\/
Al = (4™

ouT'r est la trace de la matrice.

6.2 Lois de probabilités

6.2.1 Loi multinomiale

On répéten fois une expérience A résultats possibles, de probabilijés. . . , px (Zszl Dk)-
On appell€Y le vecteur de dimensioR tel que saieéme composantE; soit égale au nombre de résultats d’expé-
riences ayant conduit au résultat
AlorsY suit une loi multinomiale d’ordre de paramétreg,, ..., px

Y ~ M(napla cee 7pK)
La probabilité d’avoiy” = (y1,...,yx) est

n!
PY =y1,...,yx) = ——p¥1 ... pUx.
( Yy YK ) TR K
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Son espérance est

ElY] = (np1,...,npK),
et sa matrice de varianée= (o;;)1<;,j<p définie par :

oy = npi(l—pi),

Oij = —Np;ipj sii 7& J-

6.2.2 Loi gaussienne multivariée

Une variable aléatoirX € R? de loi normalep-variée, d’espérange € R? et de matrice de varianée a pour
densité de probabilité

100 = g {5 @ — )2 e = )

ou|X| est le déterminant de la matrize
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