UNE INTRODUCTION AUX ALGEBRES DE HOPF COMBINATOIRES ET
A LA RENORMALISATION
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RESUME. Nous développons quelques exemples d’algebres de Hopf combinatoires. Celles-ci snt
graduées et connexes pour la plupart, ce qui permet d’implanter la décomposition de Birkhoff-
Connes-kreimer sur le groupe de leurs caracteres. La notion de comodule-bigebre est également

abordée, avec I’exemple des foréts enracinées traité en détail.
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1. QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE ET D’ALGEBRE LINEAIRE

Dans ce chapitre préliminaire, nous passons en revue quelques structures algébriques de
base : semi-groupes, monoides, groupes, anneaux, corps. Des propriétés telles que 'associati-
vité du produit ou l'existence de 1’élément neutre et de l'inverse sont reformulées a 1’aide de
diagrammes, pour habituer le lecteur a leur utilisation systématique. Puis 'algebre linéaire
est abordée, avec une description détaillée du produit tensoriel dans la catégorie des espaces
vectoriels sur un corps. Enfin nous abordons les notions de filtration et de graduation, pour

terminer par la description du foncteur covariant Gr des espaces filtrés vers les espaces gradués.
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1. Disponible sur sa page personnelle : http ://web.mit.edu/~darij/www/algebra/manchon-errata-

update.pdf
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1.1. Semigroupes, monoides et groupes.

Définition 1.1.1. Un semigroupe est un ensemble E' muni d’un produit
m:ExFE — E
(z,y) —ay
tel que, pour tout x,y,z € E, on ait la propriété d’associativité suivante :
(1.1.1) (xy)z = x(yz).

Le semigroupe est de plus commutatif si on a la relation de commutativité xy = yx pour tout
r,y € L.

Il est important de noter que l'associativité du produit équivaut a la commutativité du

diagramme ci-dessous :

ExExE—2" _ExE
mxldEl lm
ExE—— E
Autrement dit :
(1.1.2) mo (Idg xm) =mo (m x Idg).

Dans le méme esprit, le semigroupe E est commutatif si et seulement si le diagramme suivant

commute :

ou 7 est la volte, définie par 7(x,y) = (y, x).

Définition 1.1.2. Un monoide est un semigroupe M admettant un élément neutre, c’est-

a-dire un élément e € M tel que ex = xe pour tout v € M.

Soit {*} un ensemble formé d’un seul élément noté *, et soit u : {*} — E 'application
donnée par u(x) = e. La propriété d’élément neutre pour e équivaut a la commutativité du

diagramme suivant :

uXxIdys Idyr Xu

{x} x M M x {x}
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Proposition 1.1.1. L’élément neutre dans un monoide est unique.
Démonstration. Soient e, ¢’ deux éléments neutres dans un monoide M. Alors ee’ = e =¢'. [

Définition 1.1.3. Un groupe est un monoide G muni d’une application

G — G

z —s z7t

1

telle que v~ 'x = xo~! = e pour tout v € G.

Soit € : G — {x} la seule application possible, qui envoie tout élément de G sur I'unique
élément x. Le fait que ¢ est I'application inverse équivaut a la commutativité du diagramme

suivant :
GxG—2¢"  _axa
% X\
G = {x} . G
N A
Gxd Gxd
(X1dg

ou A : G — G x G est le plongement diagonal défini par A(g) := (g,¢g) pour tout g € G.
Proposition 1.1.2. Soit G un groupe. Tout g € G admet un unique inverse.

Démonstration. Supposons que x’ et 2" sont deux inverses pour = € G. Alors on a :

¥ =1a'e =1 (x2") = (2'x)2a" = ex = 2.

1.2. Anneaux et corps.

Définition 1.2.1. Un anneau est un triplet (R, +,-) ot :
(1) (R,+) est un groupe abélien (c’est-a-dire commutatif) avec un élément neutre 0.
(2) (R,-) est un monoide, avec un élément neutre 1.
(8) Pour tout z,y,z € R, on a les propriétés de distributivité a gauche et a droite
respectivement :
x(y+2) = zy+ xz (distributivité a gauche),
(r+y)z = xz+yz (distributivité o droite).
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Ces propriétés sont respectivement équivalentes a la commutativité des deux diagrammes
suivants, avec les notations s(z,y) = x + y, m(z,y) = zy et m3(x,y,2,t) = (x,z,y,1),
autrement dit 73 := Idg X7 X Idg.

gy Axunxiin gy dnxnxs
] - s -
RxR R* RxR R*
T e
R R xR R R xR

En particulier, dans un anneau, 0 est un élément absorbant : pour tout z € R on a
z0=z(1l-1)=zl—-2l=0—2=0,

et de méme 0.z = 0.

Un anneau commutatif est défini de la méme maniere, en ajoutant la propriété de com-
mutativité pour le produit. Dans ce cas les propriétés de distributivité a gauche et a droite

coincident.

Remarque 1.2.1. Sauf mention contraire, nous considérerons toujours des anneaux unitaires.

Des anneaux non-unitaires R sont toutefois considérés au Paragraphe 2.1.

Soit R un anneau, qu’on supposera commutatif ici. Un diviseur de zéro dans R est un élément
x # 0 tel qu’il existe y # 0 avec xy = 0. Un anneau commutatif est dit integre s’il ne contient
pas de diviseurs de zéro.

Exemple 1.2.1. L’ensemble Z = {...,—2,—1,0,1,2, ...} des entiers, muni de I'addition et de

la multiplication usuelle, est un anneau integre.

Exemple 1.2.2. Soit R un anneau commutatif. L’anneau R[X| des polynémes a une indéterminée

a coefficients dans R est défini par :
+o0 '
R[X] := {erXJ, r; € R, rj =0 pour j assez grand} .
=0

L’addition est effectuée terme a terme : pour tout P = ijo X7 et Q = ijo 5; X7 dans
R[X],on a:
J=0

Le produit est entierement déterminé par la regle X°X7 = X étendue par distributivité.

PQzZ( > Tasb>Xj.

320 \a,b>0,a+b=j

Explicitement :
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Le degré du polynome P est donné par
deg P :=sup{j > 0, r; # 0},
et la valuation du polynome P est donnée par
val P :=inf{j > 0, r; # 0}.
Un monome est un polynome P tel que deg P = val P, et s’écrit donc P = rX7 avec r € R—{0}
et 7 > 0.

Exemple 1.2.3. Soit R un anneau commutatif. L'anneau R[[X]] des séries formelles en une

indéterminée a coefficients dans R est défini par :

R[[X]] == {frj)(j, rj € R},

sans autre condition sur les coefficients. La somme et le produit sont définis de la méme maniere
que pour les polynomes. La notion de degré n’a pas de sens ici, mais on peut encore considérer

la valuation.

Définition 1.2.2. Un ideal dans un anneau commutatif R est une partie non vide J C R
telle que xy € J pour tout x € R ety € J. Autrement dit,

RJ C J.

St Uanneau R n’est pas commutatif, on doit faire la distinction entre les idéaux a gauche, les

idéaur a droite et les idéaux bilatéres, caractérisés respectivement par les propriétés
RJ C J, JR C J, RJUJR C J.

L’ intersection de deux idéaux a gauche (resp. a droite ou bilateére) est un idéal a gauche (resp.

a droite ou bilatere).

Définition 1.2.3. Un corps est un anneau commutatif k qui n’admet aucun idéal excepté {0}

et k.
Proposition 1.2.1. Tout élément non nul d’un corps k est inversible.

Démonstration. Soit a € k—{0}, et soit J le plus petit idéal (pour 'inclusion) contenant a. On

a J = k par définition d’'un corps. En particulier 1 € J, donc il existe b € k tel que ab=1. [

Exemples de corps :
— le corps Q des nombres rationnels,
— les corps de nombres, c¢’est-a-dire les extensions finies de Q,
— le corps R des nombres réels,
— le corps C des nombres complexes,
— le corps k(X)) des fractions rationnelles sur un corps k,
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— le corps k[X 1, X]| des séries de Laurent sur un corps k, c’est-a-dire

KX 1 X])] = {Zanj, aj €k, a; =0for j <<} ,
JEZ
— le corps QQ, des nombres p-adiques, ot p est un nombre premier,

— Le corps fini F, = Z/pZ, ol p est un nombre premier.

Définition 1.2.4. Soit k un corps. Sa caractéristique est le plus petit nombre p # 0 tel que,
pour tout a € k, on a pa:=a+ ---+a=0. 5%l n'existe pas de tel nombre p, on convient que
———

P times

k est de caractéristique zéro.
La caractéristique d’un corps est toujours égale a zéro ou un nombre premier.
1.3. Modules sur un anneau.

Définition 1.3.1. Un module sur un anneau commutatif R est un groupe abélien (M, +) muni
d’une loi binaire

m:RxM — M
(\z) —

telle que :
— 0z = 0y for any x € M,
— lx =x for any x € M,
— Mpzx) = (Aw)zx for any v € M and \, 1 € R,
— Mz —y)=AXx— Ay forany A € R and z,y € X.

Le terme espace vectoriel est utilisé pour désigner un module sur un corps. Lorsque ’anneau
de base R n’est pas commutatif, on doit distinguer entre les R-modules a gauche et les R-

modules a droite.

1.4. Rappels d’algebre linéaire. Soit k un corps, et soit V un k-espace vectoriel. On rap-
pelle qu'une partie /' C V est libre si, pour tout (xq,...,x,) € FP? et pour tout (A1,...,\,) €
kP, si \jxy 4 -+ + Nz, = 0 alors Ay = --- = A\, = 0. Par ailleurs, une partie F' C V est
génératrice si tout élément de V' peut s’écrire comme une combinaison linéaire A\jx1+- - -+ A\, x,
d’éléments x; € F', avec des coefficients coefficients \; € k. Une base est une partie a la fois
libre et génératrice. Dans ce cas, tout élément de V' s’écrit comme une unique combinaison
linéaire d’éléments de F'. Rappelons que toutes les bases on le méme cardinal : la dimension

de I'espace vectoriel V.
Proposition 1.4.1. Tout espace vectoriel admet une base.

Démonstration. (esquisse) C’est une conséquence de I” axiome du choix : toute partie libre peut

étre complétée de maniere a former une base. O



UNE INTRODUCTION AUX ALGEBRES DE HOPF COMBINATOIRES ET A LA RENORMALISATION 7

Définition 1.4.1. Soient V et W deux espaces vectoriels sur le méme corps k. Un morphisme
de k-espaces vectoriels
p:V—W
est appelé application linéaire. Autrement dit, une application linéaire @ est un morphisme
de groupes abéliens qui de plus commute avec la multiplication par tout scalaire, c’est-a-dire
p(Az + py) = dp(x) + pe(y)
pour tout A\, € k et tout x,y € V.

L’ensemble des applications linéaires de V' vers W est noté L(V,W). C’est naturellement un

k-espace vectoriel.

Définition 1.4.2. Soit V un k-espace vectoriel, et soit W C V' un sous-espace vectoriel,
c’est-a-dire une partie de V' stable par l'addition et par la multiplication par tout scalaire. Le

quotient V/W est l'ensemble des classes dans V' sous la relation d’équivalence définie par :
r~y<=zx—yecW
Le quotient V/WW est un espace vectoriel : en notant z la classe de x € V/W, les opérations

d’espace vectoriel sur V/W sont définies par 7 + § := = +y et AT := Az. La projection

canonique V' —» V/W est une application linéaire.

Définition 1.4.3. Soient Vi, Vi et W trois k-espaces vectoriels. Une application ¢ = Vi x Vo —
W est bilinéaire si elle est linéaire en chacun de ses arguments lorsque 'autre est fixé, c’est-
a-dire,

(1.4.1) flax +by,d'x +b'y") =ad f(x,2') + ab f(x,y") + bad f(y, ") + b f(y,y)

pour tout x,y € Vi, pour tout x,y € Vs et pour tout a,b,a’, b’ € k.

1.5. Le produit tensoriel. Soient A et B deux espaces vectoriels sur le méme corps k. Le

produit tensoriel A® B est un k-espace vectoriel qui satisfiait la propriété universelle suivante :

il existe une application bilinéaire
J:AxB — A®B
(a,b) — a®b

telle que, pour tout k-espace vectoriel C' et pour toute application bilinéaire f: A x B — C'il
existe une unique application linéaire f: A ® B — C telle que f = f o, c’est-a-dire telle que

le diagramme suivant commute :

A®B

1N

Ax B——=C
f
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Proposition 1.5.1. Le produit tensoriel A ® B eziste et est unique o unique isomorphisme

pres.

Démonstration. On démontre d’abord l'unicité : si (77, 71) et (1, 72) sont deux candidats au
role de produit tensoriel, la propriété universelle appliquée aux deux implique l'existence et
I'unicité de deux applications linéaires ¢ : Ty — Ty et ¢ : Ty — 17 telles que 75 = @ 0 et

n=voyj:
T
]
n
©
Ax B T2
72

En appliquant deux fois encore la propiété universelle, on a ¢ o ¢ = Idp, and ¢ o) = Idp,,

et donc le produit tensoriel est unique a unique isomorphisme pres.

On prouve maintenant l'existence du produit tensoriel, ce qui nécessite 'axiome du choix
dans les cas de dimension infinie : on choisit une base (e;);e; de A et une base (f;);cs de B.
L’espace vectoriel A ® B est alors défini comme ’espace librement engendré par les symboles

cij, © € I, 3 € J. Plus précisément,

A® B := { Z NijCij, Nij € k, Ajj = 0 sauf pour un nombre fini de couples (z’,j)} ,
iel,jeJ

et on définit I'application bilinéaire j par j(e;, ;) = ¢;;, soit encore ¢;; = e; ® e;. Pour toute

application bilinéaire f : A x B — (' (ou C est un autre k-espace vectoriel), 'application

linéaire f : A® B — C uniquement déterminée par f(c;;) = f(e;, e;) est la seule telle que

foy=f.Lespace A® B construit de cette maniere vérifie donc la propriété universelle. [J

Les éléments a®b € A® B, avec a € A et b € B, engendrent A ® B. Les produits tensoriels
k® Aet A® k sont canoniquement identifiés avec A via 1 ® a >~ a ® 1 >~ a pour tout a € A.
Considérant trois espaces vectoriels A, B et C', 'application linéaire définie par

a:(AB)@C — A®(B®CO)
(a®@b)®@c — a® (b®c).

est un isomorphisme. On notera A ® B ® C' 'une ou 'autre de ces deux versions du produit

tensoriel itéré.

Soient A et B deux k-espaces vectoriels. La volte 7 : A B — B®A definie par 7(a®b) = b®a
est un isomorphisme linéaire. Ceci se généralise a une collection finie (A1, ..., A,) d’espaces
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vectoriels : toute permutation o € S, induit un isomorphisme linéaire
T, AR --®A4, A1 @ @A
Q- - Qa, a0;1®---®a051,

et on a 7,, = 7,7, for any w,o € 9,. Ceci induit une action du groupe symétrique S,, sur
la somme directe @, . g, Aoy @+ ® A,,. Le quotient sous l'action de S, est appelé produit
tensoriel non-ordonné de Ay, ..., A,, que 'on note

&) A,
je{l1,...,n}

Proposition 1.5.2. Soient Ay, By, As, By des k-espaces vectoriels. Il existe une application
linéaire injective naturelle :

7 L(A1, Ay) ® L(B1, By) — L(A1 @ B, Ay ® By)
donnée par

(I(f @ 9))(a®b) = f(a) ® g(b).

Lorsque les espaces vectoriels sont de dimension finie, ce plongement est un isomorphisme.
Démonstration. L’espace L(A; ® By, As ® By) muni de l'application bilinéaire :

] ,C(Al,AQ) X ,C(Bl,BQ) — ,C(Al & Bl,AQ & BQ)
(f.9) — (a®br fla) @ g(b))

induit 7 par propriété universelle. Cette application 7 est manifestement injective. En effet si
IO fi®g) =0ona) . fila)®gi(b) =0 pour tout a € Ay et b € By, et ce pour tout i.
On peut supposer pour a fixé, quitte a réduire le nombre d’indices 7, que les f;(a) forment une
partie libre de A,. On obtient alors f;(a) ® g;(b) = 0 pour tout b € By, et donc g; = 0.

Dans le cas de la dimension finie, la bijectivité peut étre montrée soit par comptage des
dimensions, soit en prouvant que L£(A; ® By, Ay ® By) muni de I'application linéaire j vérifie

la propriété universelle. Les détails sont laissés au lecteur. O]

1.6. Dualité.
Définition 1.6.1. Pour tout k-espace vectoriel V', le dual V* est défini comme
Ve =LV, k).

Pour toute application linéaire p : V. — W ou W est un autre espace vectoriel, la transposée
fo: W* — V* de ¢ est définie par 'p(a) := a o p, c’est-d-dire que le diagramme ci-dessous
commute :
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vV 2w

tgo(a\ l

k

Proposition 1.6.1. Il y a un plongement canonique A : V' — V** qui est un isomorphisme
si et seulement si V' est de dimension finie.

Démonstration. Tout v € V induit A(v) = v € V** defini par v(&) := £(v) pour tout £ € V*.
L’application linéaire A : V' — V** ainsi définie iest clairement injective. Soit (e;);e; une base
de V. Toute combinaison linéaire finie ), \;e; appartient a V**. Pour tout i € I, soit ¢; € V*

définie par €;(e;) = 5f .51V est de dimension finie, alors I est fini, et tout v € V** peut s”ecrire

v = Z v(e;)e;,
el
d’ott v =v = A(v) avec v:= )., v(e;)e;. Si [ is infini, la famille
F = {(5i>i€b f}
est libre dans V*, ou & € V* est défini par {(e;) = 1 pour tout i € I. On peut compléter F
en une base de V*. Soit § € V** défini par 5(£) = 1 et f(n) = 0 pour tout autre n dans cette

base. En particulier, S(g;) = 0 pour tout i € I, donc  ne peut pas s’écrire sous la forme A(v)
avec v € V. 0J

comime :

Remarque 1.6.1. Lorsque V est de dimension finie avec un choix de base (e;);cs, la famille
(€i)ier définie ci-dessus est une base de V*, la base duale, caractérisée par €;(e;) = o;.

1.7. Espaces vectoriels gradués. Un espace vectoriel est Ny-gradué si :
(1.7.1) V=@V,
n>0
Le k-espace vectoriel V,, est la n®®™ composante homogeéne de V. On s’intéresse particulierement
au cas ou les composantes homogenes sont de dimension finie. La série de Poincaré-Hilbert de

V' est donnée par :
(1.7.2) fo(e) == (dimV;)a".
n>0
Le dual gradué de V est défini par :
(1.7.3) Ve =P
n>0

Proposition 1.7.1. Le dual gradué V° est un sous-espace du dual V*, et le bidual gradué V°°
est canoniquement isomorphe a V' comme espace vectoriel gradué si et seulement si toutes les

composantes homogenes sont de dimension finie.

Démonstration. Facile et laissé au lecteur a titre d’exercice. |



UNE INTRODUCTION AUX ALGEBRES DE HOPF COMBINATOIRES ET A LA RENORMALISATION 11

Définition 1.7.1. Un espace vectoriel Ny-gradué V' est connexe si dim Vy = 1.
1.8. Filtrations et gradué associé.

Définition 1.8.1. Soit V' un espace vectoriel sur un corps k. Une Ny-filtration croissante

est une collection (V"),>0 de k-espaces vectoriels, avec VI C VIT1 pour tout j > 0 et
Yvi=w
Jj=0

On conviendra de poser Vi, = {0} pour tout entier £ < —1.

Définition 1.8.2. Soit V un espace Ny-filtré. Le gradué associé de V est donné par
GrV =PV Vi
Jj=0
Il existe un isomorphisme linéaire canonique 7y : V' — GrV défini comme suit : m(x) est
I'image de x par la projection m, : V" —» V"/V""! oli n est ici le degré de w, c’est-a-dire :
(1.8.1) n = |r| =inf {j € Ny, z € V/}.
Proposition 1.8.1. Soient V' et W deux espaces vectoriels munis d’une filtration croissante.

Toute application linéaire @ : V. — W telle que p(V"™) C W™ pour tout n > 0 induit une

unique application linéaire Gry : GtV — GrW telle que le diagramme suivant commute :

1% i W
GrV GrW
Gro

De plus, la correspondance Gr ainsi définie est un foncteur covariant : pour trois espaces
vectoriels filtrés V. W, X et deuz applications linéaires p:V — W et - W — X, on a

(1.8.2) Gr(ipop) = GriyoGrep.
Exercices pour le Chapitre 1.

Exercice 1.1. Soit M un monoide. On suppose que tout élément © € M admet un inverse a droite
z”, c’est-a-dire tel que zx” = e, et un inverse a gauche ', c’est-a-dire tel que 2’z = e. Montrer que

I'inverse a gauche et I'inverse a droite coincident, et donc que M est un groupe.

Exercice 1.2. Soient A et B deux ensembles. Décrire une bijection naturelle de A x B sur B x A.

En déduire que la multiplication des nombres naturels est commutative.

Exercice 1.3. Soient A, B et C' trois ensembles. Décrire une bijection naturelle de (A x B) x C sur

A x (B x C). En déduire que la multiplication des nombres naturels est associative.

Exercice 1.4. Imaginez deux exercices dans 'esprit des exercices 1.2 et 1.3, pour montrer la com-

mutativité et 1'associativité de ’addition des nombres naturels.
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Exercice 1.5. Soit R un anneau integre. Montrer que R[X] est aussi un anneau integre. Méme

question pour 'anneau R[[X]] des séries formelles.

Exercice 1.6. Soit R un anneau (non nécessairement commutatif), et soit R[[X]] son anneau de
séries formelles. Définir une distance sur R[[X]] par la formule :

(1.8.3) d(f,g) =279,

Montrer que d est une distance, faisant de R[[X]] un espace métrique, et montrer que cet espace

métrique est complet.

Exercice 1.7. Soit k un corps. Montrer que I'anneau k[X !, X]] des séries de Laurent & coefficients

dans k est un corps.

Exercice 1.8. Montrer que la caractéristique d’un corps est soit nulle, soit égale a un nombre premier
(Indication : considérer le noyau de la multiplication par un nombre premier p : que peut-on en dire 7).

Exercice 1.9. Montrer que les opérations décrites a la Définition 1.4.2 sont bien définies et munissent

le quotient V/W d’une structure de k-espace vectoriel.

Exercice 1.10. Soit (V;);e; une collection de k-espaces vectoriels, indexée par un ensemble . La

S::@Vi

el

somme directe :

est I’ensemble des combinaisons linéaires formelles finies Zz‘e 1 Aivi avec \; € k et v; € V. Ici, finies
signifie que les \; sont tous nuls sauf un nombre fini.
— Montrer que S est un k-espace vectoriel, et montrer que la somme directe résout la propriété
universelle suivante : pour tout espace vectoriel W et pour toute collection (f;);er d’applications
linéaires f; : V; — W, il existe une unique application linéaire f : S — W qui fait commuter le

diagramme :

Décrire les applications 7; et montrer qu’elles sont injectives.
— Montrer que la somme directe, abstraitement définie par la propriété universelle ci-dessus, est

unique a unique isomorphisme pres.

Exercice 1.11. Soit (V;);er une collection de k-espaces vectoriels indexée par un ensemble I. Le

P::HV;-

el

produit direct :

est 'ensemble des combinaisons linéaires formelles Zie 7 Aivi avec \; € k and v; € V;. Contrairement

a la somme directe, aucune condition de finitude n’est requise ici.
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— Montrer que P est un k-espace vectoriel, et montrer que le produit direct résout la propriété
universelle suivante : pour tout espace vectoriel W et pour toute collection (g;);c; d’applications
linéaires g; : W — V;, il existe une unique application linéaire g : W — P qui fait commuter le

diagramme :

Vie— W

9i
™ T /
s

P

Décrire les applications m; et montrer qu’elles sont surjectives.
— Montrer que le produit direct, abstraitement défini par la propriété universelle ci-dessus, est

unique a unique isomorphisme pres.
Exercice 1.12. montrer la Proposition 1.7.1.
Exercice 1.13. Soit (V;);c; une collection de k-espaces vectoriels, avec I fini. Définir le produit

T::®V;

el

tensoriel non-ordonné :

au moyen d'une propriété universelle (Indication : utiliser le produit P := [[,.; Vi et des applications
multilinéaires). Montrer I'unicité & unique isomorphisme pres, et montrer que cette définition concrete

est cohérente avec la définition donnée au Paragraphe 1.5.

2. UNE INTRODUCTION AUX ALGEBRES DE HOPF

2.1. Algebres et modules.

Définition 2.1.1. Soit R un anneau commutatif. Une R-algébre est un anneau A, pas
nécessairement commutatif ni unitaire, muni d’une structure de R-module compatible, en ce
sens que l'on a :

(2.1.1) Azy) = (Ar)y = z(Ay)
pour tout A € R et x,y € A.

Si A est unitaire, on note 14 I'unité, ou simplement 1, a ne pas confondre avec I'unité 1 de
I’anneau de base R.
Proposition 2.1.1. Soit k un corps, et soit A une k-algébre. Alors

(1) A est un k-espace vectoriel.

(2) Le produit induit naturellement une application linéaire m : A® A — A via m(a® b) :=
ab.

(8) Lorsque A est unitaire, lapplication u : k — A définie par u(X\) := A1 4 est linéaire.
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(4) L’associativité du produit et la propriété d’unité pour 14 sont respectivement équivalentes

a la commutativité des deux diagrammes suivants :

m&Id g u®Id 4 Id 4 @u

A AR A A A ke A— AR A<—AREk
] N
AR A — A A
Démonstration. Immeédiat et laissé au lecteur. |

Lest idéaux a gauche, a droite et bilateres sont définis de la méme maniere pour une R-
algebre A que pour un anneau, avec la propriété supplémentaire d’étre des R-sous-modules de
A. Une sous-algébre de A est un sous-anneau qui est aussi un R-sous-module.

Exemple 2.1.1. Soit V un k-espace vectoriel. " algebre tensorielle de V' est définie par :
(2.1.2) (V) :=EPver,
n>0

with V€0 =k, VO =V V® =V @V, etc. Le produit est donné par la concaténation :
(213) m('Ul cUg e Up R Upgl * Upga * "o e vp-i—q) = UL Ug e Uptq-

Nous notons ici avec un point - le produit interne a 7'(V'), a ne pas confondre avec le produit
tensoriel ”externe” @ dans T(V) @ T(V'). L'unité est le mot vide 1 € k ~ V0.

Proposition 2.1.2. Soit V' un k-espace vectoriel. L’algébre tensorielle T'(V)est algébre as-
sociative unitaire libre engendrée par V.

Démonstration. On doit montrer la propriété universelle suivante : pour toute k-algebre uni-
taire A et pour toute application linéaire f : V — A, il existe un unique morphisme d’algebres

unitaires f: T(V) — A tel que le diagramme suivant commute :

ou 7 est le plongement canonique de V' dans T'(V'). L’application fest alors manifestement

définie par :
f(vl """ vp) = f(v1) - flop),

ou le produit est le produit de A dans le membre de droite. Pour p = 0 ceci se réduit bien

évidemment a f(1) = 14. O
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Exemple 2.1.2. Soit V' un k-espace vectoriel. Soit J I'idéal bilatere engendré par 1’ensemble
{r-y—y-x, z,y € V}, cest-a-dire 'intersection de tous les idéaux bilateres contenant cet
ensemble. L’algébre symétrique de V' est définie comme le quotient S(V) =T'(V)/J.

Proposition 2.1.3. S(V) est lalgébre commutative unitaire libre engendrée par V.

Démonstration. Montrons d’abord que S(V') est une algebre commutative. Soient v = xy+- - -+,
et w=1yp+---- Y- 11 faut montrer que [v, w] = v+w —w-v appartient a J. On le voit facilement
par récurrence sur p + ¢ : les cas initiaux p4+ ¢ =1 et p + ¢ = 2 sont évidents. Si p + ¢ > 3,
alors p > 2 ou ¢ > 2. Supposons ici p > 2. Alors

[v,w] = @+ RTINS Yo —Yre e g e x,
— gy e Ty e Yg— 1Y g Tz e x,
N TP g+ T w e Ty — e Yo Ty e z,
= ay- g Ty Y v o+ [, yr e DT z,

appartient a J par hypothese de récurrence. Le cas g > 2 is traité de maniere analogue.

Montrons maintenant la propriété universelle : soit f : V — A une application linéaire,
et soit f : T(V) — A l'unique prolongement de f en un morphisme d’algebres unitaires.

Comme A est commutative, on a de maniere évidente ﬂJ = (. Donc f se factorise a travers
S(V) = T(V)/J, induisant un morphisme d’algébres commutatives unitaires f : S(V) — A
faisant commuter le diagramme suivant :

V——A
f
Icij=moy, et m:T(V) =V est la projection canonique. L’application f ainsi construite

est unique car j(V') engendre 'algebre S(V). O

Définition 2.1.2. Soit A une algebre unitaire sur le corps k. Un module a gauche sur A
est un k-espace vectoriel M muni d’une application linéaire

a: A M — M

a®Qr —— ax,

telle que 1 4x = x pour tout x € M, et a(by) = (ab)y pour tout a,b € A ety € M. Cela revient
a la commutativité des deux diagrammes suivants :
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A A M —22 Ao M koM " _ Ao M
mA®Id]Ml la \ lo‘
A® M - M M

Les A-modules a droite sont définis de la méme maniére, en remplacant A ® M par M ® A.

Un A-module a gauche M est simple s'il ne contient aucun sous-module a part {0} et M.
Un module a gauche est dit semi-simple s’il peut s’écrire comme somme directe de modules

simples.
2.2. Cogebres et comodules.

Définition 2.2.1. Soit k un corps. Une k-cogebre est un k-espace vectoriel C muni d’une

application linéaire A : A — C®RC co-associative, c’est-a-dire telle que le diagramme suivant

commaute :
CoCaC-—— _ _cgcC
Ide ®A T T A
CxC C

A

La cogebre est co-unitaire si de plus il existe une co-unité € : C — k telle que le diagramme
suivant commute :

k@C~—2% rcoc—2% _cok
c

Une cogebre est co-commutative si de plus To A = A, ou 7 :C ®C est la volte, définie par
T(rRy):=y® .

Définition 2.2.2. Soit C une k-cogebre. Un sous-espace vectoriel J C C est applelé :
une sous-cogébre si A(J) C J® J,

un co-idéal a gauche si A(J) CC® J,

un co-idéal a droite si A(J) C J®C,

co-idéal bilatére si A(J) CC®J+ J&C.

Proposition 2.2.1. Soit k un corps. Le dual C* d’une k-cogebre est co-unitaire est une k-
algébre unitaire. le produit (resp. l'unité) est donné par la transposée du coproduit (resp. de la

co-unité).

Démonstration. On a m ='A = (C ® C)* — C*. le produit m est donné par la restriction de

m a C* ® C* (qui est contenu in (C ® C)*, et ceci strictement si C est de dimension infinie).
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La preuve de I'associativité est facile et laissée au lecteur, de méme que les axiomes de 'unité

pour la transposée de la co-unité u ='c : C* — k. U

Pour tout élément = d’une cogebre C, le coproduit Az € CRC est une somme finie d’éléments

indéecomposables. Ceci permet I’emploi de la notation de Sweedler :
(2.2.1) Az = le ® Ta.
(=)

L’équation (2.2.1) doit étre maniée avec précaution, car la décomposition en indécomposables
n’est pas unique. Elle peut toutefois étre fort utile dans certains calculs. Par exemple, le

coproduit itéré s’écrit avec la notation de Sweedler :
(AId)Az = Z T11 @ Tr2 & Ty,
(=)

(Id®A)Ar = Z Ty ® T2 & T2:2.
()

Les deux expressions sont égales par co-associativité, et s’écrivent alors plus simplement :
(2.2.2) (A@Id)Ar = (Id@A)Az = Y " 11 @ 25 @ 73,
(=)
La propriété de co-commutativité 7 o A = A se traduit dans la notation de Sweedler par :
(223) Z.Tl X x9 = ZSL’Q X x1.
(=) (=)

Exemple 2.2.1 (cogebre d’un ensemble). Soit F un ensemble, et soit C I'espace vectoriel
librement engendré par E :

C:= {Z Aa, A = 0 sauf un nombre fini d’entre eux}

acE

La comultiplication est définie par

(2.2.4) A (Z )\aa> = Z At @ a.

ack ackE
la co-unité est donnée par e(a) = 1 pour tout a € E et étendue linéairement. On peut noter

qu'on a Aa = a ® a pour tout a € E.

Exemple 2.2.2 (cogebre tensorielle). Soit V' un espace vectoriel sur un corps k. La cogébre
tensorielle est définie par :

(2.2.5) T°(V) = Pver

n>0
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Elle est isomorphe a l'algebre tensorielle T(V) comme espace vectoriel gradué. La comultipli-

cation est donnée par la déconcaténation :

n

(226) A(vl"'vn) = Zvlu'vp(gvp-i—l”'vn'

p=0

Définition 2.2.3. Soit k un corps. Un comodule a gauche sur la k-cogébre co-unitaire C
est un k-espace vectoriel M muni d’une coaction ® : M — C @ M telle que les diagrammes

suivants commutent :

C®C®M A®Ide C®M k®M eQId s C®M
o .
CoM . M M

La notion de comodule a droite est définie de maniére semblable, avec M @ C a la place de
CoM.

La notation de Sweedler pour une coaction est :

(2.2.7) O(m) = my @ my.
(m)
On a alors :
(2.2.8) (A ©1de)®(m) = (Ide @P)®(m) = > my @ my @ m.

(m)

Théoréme 2.2.1 (Théoreme fondamental de structure pour les comodules). Soit M un co-
module a gauche sur une cogebre co-unitaire C. Pour tout m € M, le sous-comodule engendré

par m est de dimension finie.

Démonstration. On peut trouver une collection finie ¢y, . . . cs d’éléments linéairement indepen-

dants de C et une collection my, ..., mg d’éléments de M tels que :

s

O(m) = Zci ® m;.

i=1

Soit N le sous-espace vectoriel de M engendré par mq,...,ms. En utilisant 'axiome de la

co-unité on voit que m appartient a N. En effet,

S

m = (e ®Idc) o ®(m) = Z&t(cj)mj.

=1
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Montrons maintenant que N est un sous-comodule de M. On choisit des formes linéaires

fiseoy fs de C telles que fi(c;) = 67. On a alors :
O(m;) = (f; ®Ilde®1Ide)(c; ® ®(my))

= (f; ®Ide®1de) (Z ¢; ® <1>(mj)>

i=1
= (fi®Ide®Idc) o (Ide @) o d(m)
= (fi®lde®Ide) o (A®Ide) o ®(m)

Jj=1

= Y (@ Tde)(Ac) @ m,.

Donc ®(m;) € C ® N, ce qui montre le Théoreme 2.2.1. O

Corollaire 2.2.1. Soit M un comodule a gauche sur une cogebre co-unitaire C. Tout sous-
comodule a gauche engendré par un ensemble fini est de dimension finie.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si P = {mq,...,m,}, le sous-comodule a gauche
engendré par P est la somme des sous-comodules a gauche engendrés par m;, et ensuite d’ap-
pliquer le théoreme 2.2.1. O]

Théoréme 2.2.2 (Théoreme fondamental de structure pour les cogebres). Soit k un corps, et

soit C une k-cogebre. La sous-cogebre engendrée par un élément x est de dimension finie.

Démonstration. La cogebre C est un comodule a gauche sur elle-méme. Soit N le sous-comodule
a gauche, c’est-a-dire ici le co-idéal a gauche, engendré par x. D’apres le théoreme 2.2.1, N est
de dimension finie. L’orthogonal N+ est donc de codimension finie dans C*, égale a dim N. Le
dual C* est une algebre (voir I'exercice 2.3), et N+ en est un idéal & gauche, voir 'exercice 2.4.
L’espace quotient £ = C*/N*t est un module & gauche de dimension finie sur C*. Soit K I’an-
nulateur de ce module a gauche. Comme noyau de la représentation associée p : C* — End E,
c’est un idéal bilatere de codimension finie.

Maintenant, I'orthogonal K" de K dans C est une sous-cogebre de C, voir I'exercice 2.5. Elle
est de plus de dimension finie, car dim K ' = codim K '+ < codim K. Finalement K C N+
entraineN+" C KT, donc z appartient & K. La sous-cogebre engendrée par x est donc

contenue dans la sous-cogebre de dimension finie K, ce qui prouve le théoreme. O]

Définition 2.2.4. Une cogebre C est dite irréductible si deux sous-cogebres non nulles de C
ont toujours une intersection non nulle. une cogebre simple est une cogebre qui ne contient
aucune sous-cogébre différente de {0} et d’elle-méme. Une cogebre C est dite pointée si toute

sous-cogebre de C est de dimension 1.
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Lemme 2.2.1. Toute cogebre C contient une sous-cogebre simple.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.2.2, on peut supposer que C est de dimension finie, et
le lemme est immédiat dane ce cas. O]

Proposition 2.2.2. Une cogebre C est irréductible si et seulement si elle contient une unique

sous-cogebre simple.

Démonstration. Supposons C irréductible, et supposons que D; et Dy sont deux sous-cogebres
simples. Leur intersection D;NDy n’est pas nulle et donc, par simplicité, D; = D,. Inversement,
supposons que & est la seule sous-cogebre simple de C, et soit D une sous-cogebre. D’apres le
lemme 2.2.1 on a £ C D, donc &£ est incluse dans toute intersection de sous-cogebres, ce qui
montre que C est irréductible. O

2.3. Produit de convolution. Soit A une algebre et C une cogebre (sur le méme corps k).
Alors il existe un produit associatif sur I'espace L£(C,.A) des applications linéaires de C to A,

appelé le produit de convolution. Il est donné par :

p*rth=mgo(p®R1h)oAc.

Le produit de convolution s’écrit en notation de Sweedler :

pxP(z) = Z p(z1)Y(x2).
(z)

L’associativité est une conséquence directe de 'associativité de A et de la co-associativité
de C.

2.4. Intermezzo : algebres de Lie. Soit k un corps de caractéristique différente de 2. Une
algebre de Lie sur k est un k-espace vectoriel g muni d’une application bilinéaire (X,Y) —
[X, Y] telle que :

(1) Pour tout X, Y € gon a [V, X| = —[X, Y] (antisymétrie).
(2) Pour tout X,Y,Z € gona [[X,Y], Z]+[[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identité de Jacobi).

L’axiome (1) est équivalent a [X, X] = 0 pour tout X € g. En notant ad X I"endomorphisme
lindaire Y — [X,Y] : g — g, l'identité de Jacobi est équivalente au fait que ad X est une

dérivation de l'algebre de Lie g, c’est-a-dire :
(2.4.1) ad X.[Y, Z] = [ad X.Y, Z] + [V, ad X.Z]

pour tout X, Y, Z € g.
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2.5. Bigebres et algebres de Hopf.

Définition 2.5.1. Une bigébre (unitaire et co-unitaire) est un espace vectoriel H mini d’une
structure d’algébre unitaire (m,u) et d’une structure de cogébre co-unitaire (A, e) compatibles
entre elles. La condition de compatibilité s’exprime par le fait que A et € sont des morphismes
d’algébres unitaires (ou, de maniéere équivalente, que m et u sont des morphismes de cogebres
co-unitaires). Ceci s’exprime par la commutativité des trois diagrammes suivants :

T23

HOIHOHOH HOHROHOH
TA@A lm@m

HOH———H———HOH

HoH s kok HoH L kek
EE ERE
H : k H “ k

Définition 2.5.2. Une algebre de Hopf est une bigébre H munie d’une application linéaire
S H — H appelée antipode, telle que le diagramme suivant commute :

HoH —L _HeoH
% X\
H : k “ H
X V
HoH —2" _HeoH

En notation de Sweedler, ceci se traduit par :

D S(a)ar = 21S(xs) = (uoe)(x).
(z) (z)
Autrement dit 'antipode est I'inverse de l'identité Idy pour le produit de convolution sur

L(H, H). L’unité pour la convolution est I'application u o €.

Définition 2.5.3. Un élément primitif dans une bigebre H est un élément x tel que Ax =
r®1+1®x. Un élément de type groupe est un élément x non nul tel que Ar = x ® x.
On remarque que la notion d’élément de type groupe a un sens dans une cogebre en général.

Un bi-idéal dans une bigebre H est un idéal bilatere que est aussi un co-idéal bilatere. Un
idéal de Hopf dans une algebre de Hopf #H est un bi-idéal J tel que S(J) C J.
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Exemple 2.5.1 (I'algebre de Hopf d’'un groupe). Soit G un groupe, et soit kG l'algebre du
groupe G (sur le corps k). C’est par définition I'espace vectoriel librement engendré par les
éléments de GG : le produit de GG s’étend de maniere unique en une application bilinéaire de
kG x kG dans kG, ce qui donne une multiplication m : kG ® kG — kG, qui est associative.
L’élément neutre de G fournit 'unité de m. L’espace kG est aussi muni de la structure de

cogebre de I'ensemble GG définie dans I'exemple 2.2.1.

Proposition 2.5.1. L’espace vectoriel kG muni des structures d’algebre et de cogebre définies

ci-dessus est une algébre de Hopf. L’antipode est donné par :
S(g)=9""9€G.

Démonstration. La compatibilité du produit avec le coproduit est une conséquence immeédiate
du calcul suivant : pour tout g, h € G on a

A(gh) = gh® gh = (g ® g)(h @ h) = Ag.Ah.

Maintenant m(S® I)A(g) = g 'g = e et de méme pour m(I ® S)A(g). Mais e = uoe(g) pour
tout g € GG, ainsi S est bien 'antipode. O

Remarque 2.5.1. Si GG est seulement un monoide, la méme construction aboutit a une struc-
ture de bigebre sur kG : la structure de Hopf (i.e. 'existence de I'antipode) reflete la structure
de groupe (I'existence de l'inverse). On a S? = I dans ce cas, mais I'involutivité de I'antipode

n’est pas vraie en général pour une algebre de Hopf.

Exemple 2.5.2 (Algebres tensorielles). Nous décrivons ici une structure naturelle d’algebre
de Hopf cocommutative sur I’algeébre tensorielle T'(V') de tout espace vectoriel V. Le coproduit
A est 'unique morphisme d’algebres de T'(V') dans T'(V) ® T'(V) tel que :

Al)=1®1, Alz)=2®1+1®z, xeV.

On définit la co-unité comme 'unique morphisme d’algebres tel que £(1) = 1 and Ely = 0. On

munit ainsi 7'(V') d’une structure de bigebre cocommutative. L’anti-automorphisme principal :
S @ ®@zn) =(-1)"2, ® - Q1

vérifie les axiomes de I'antipode, donc T'(V') est une algebre de Hopf. On a S(x) = —x pour
tout € V, donc S % I(x) = I x S(z) = 0. On conclut grace au fait que V' engendre T'(V)

comme algebre.

Exemple 2.5.3 (Algebres enveloppantes). Soit g une algebre de Lie. Son algebre enveloppa-
pante universelle est le quotient de T'(g) par I'idéal J engendré par x@y—yQx—[z,y], =,y € g.

Lemme 2.5.1. J is a Hopf ideal, c¢’est-a-dire A(J) CH® J+J@H et S(J) C J.

Démonstration. 1'idéal J est engendré par des éléments primitifs (d’apres la proposition 2.5.3
ci-dessous), et tout idéal engendré par des éléments primitifs est un idéal de Hopf (tres facile

et laissé au lecteur). O
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Le quotient dune algebre de Hopf par un idéal de Hopf est une algebre de Hopf. Donc

'algebre enveloppante U(g) est une algebre de Hopf cocommutative.
Nous résumons dans la proposition ci-dessous les propriétés essentielles de 'antipode :

Proposition 2.5.2. (cf. [31, Proposition 4.0.1]) Soit H une algébre de Hopf avec multiplication
m, comultiplication A, unité u : 1 — 1, co-unité € and antipode S. Alors :
(1) Sou=wuetcoS =c.

(2) S est un antimorphisme d’algébres et de cogébres, c’est-a-dire que si T désigne la volte

on a :

mo(S®S)or=Som, 7o(S®S)oA=Ao0S.
(3) Si H est commutative ou cocommutative, alors S* = 1T.
Pour une preuve détaillée, voir Chr. Kassel [20].
Proposition 2.5.3. (1) Si x est un élément primitivf, alors S(x) = —z.
(2) Le sous-espace vectoriel Prim H des éléments primitifs de H est une algebre de Lie.

Démonstration. Si z est primitif, alors (e ®e)oA(x) = 2¢(x). Par ailleurs, (e®e)oA(x) = e(x),

ce qui donne (z) = 0. Donc :
0= (uoe)(x) =m(S®@I)A(x) =S5(x) — .
Soient maintenant x et y deux éléments primitifs de H. On a alors

Alzy—yr) = 01+122)y01+10y) - (ye1+10y)(r®@1+1®1)
= (2y—yr)@1+1@@y+yr)+rR0Y+yYRr—yr—rQy
= (zy—yz)@1+1Q® (zy — yz).

Exercices pour le chapitre 2.

Exercice 2.1. Soit A une k-algebre, ou k est un corps. Un A-module a gauche M est simple s’il
ne contient aucun sous-module & part {0} et M. Un A-module & gauche M est semi-simple s'il est
isomorphe & une somme directe finie de A-modules a gauche simples. Montrer que, pour tout idéal a
gauche maximal de A, le quotient .A/J est un A-module & gauche simple. Réciproquement, montrer
que tout A-module & gauche simple s’écrit A/J ou J est un idéal & gauche maximal.

Exercice 2.2. [Théoreme de densité de Jacobson| Soit .4 une k-algebre, ot k est un corps. Pour tout
A-module & gauche M on note A, I'algébre des endomorphismes de M en tant que A-module, et on
note A’j, l'algebre des endomorphismes de M en tant que A’ ,-module.

(1) Mettre en évidence une application linéaire naturelle ¢ : A — A,
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(2) Soit M un A-module & gauche semi-simple, et soit z1,. .., z, une collection finie d’éléments de
. Montrer que pour tout a” € , il existe un élément a € el que a"z; = ax; pour tou

M. Montrer que pour tout a” € A}, il exist Slément A tel que a"z; ; pour tout
j =1,...,n. (Indication : utiliser la semi-simplicité pour montrer que tout A-sous-module de

M est un A’{;-sous-module.)

Exercice 2.3. Montrer que le dual C* d’une cogebre co-unitaire C est une algebre unitaire, dont le
produit (resp. I'unité) est la transposée du coproduit (resp. de la co-unité). Le dual A* d’une algebre

unitaire A est-il une cogeébre co-unitaire ?

Exercice 2.4. Soit C une cogebre co-unitaire, et soit J un sous-espace vectoriel de C. On note J+-
Porthogonal de J dans C*. Montrer que :

— J est un co-idéal bilatere si et seulement si J- est une sous-algebre de C*.

— J est un co-idéal & gauche si et seulement si J- est un idéal & gauche de C*.

— J est un co-idéal & droite si et seulement si J* est un idéal & droite de C*.

— J est une sous-cogebre si et seulement si J+ est un idéal bilatere de C*.

Exercice 2.5. Soit C une cogebre co-unitaire, et soit K un sous-espace vectoriel de C*. On note K "
l'orthogonal de K dans C. Montrer que K = K+ NC ou K est 'orthogonal de K dans le bidual
C**. Montrer que :

— KT est un co-idéal bilatere si et seulement si K est une sous-algebre de C*.

— KT est un co-idéal & gauche si et seulement si K est un idéal & gauche de C*.

— KT est un co-idéal a droite si et seulement si K est un idéal a droite de C*.

— KT est une sous-cogebre si et seulement si K est un idéal bilatere de C*.

Exercice 2.6. Soit A une algebre associative sur un corps k, et soit [a,b] := ab — ba pour tout
a,b € A. Montrer que (A,[,]) est une algebre de Lie sur k.

Exercice 2.7. [Algebres pré-Lie] Un algébre pré-Lie a gauche sur un corps k est un k-espace vectoriel

A muni d’une application bilinéaire > : A x A — A telle que :
(2.5.1) a>(b>c)—(a>b)>c=b>(a>c)— (b>a)>c

pour tout a,b,c € A.
— Montrer que toute algebre associative est une algebre pre-Lie a gauche.
— Soit (A,r>) une algebre pré-Lie a gauche. Montrer que [a,b] := a > b — b > a définit un crochet
de Lie sur A.

Exercice 2.8. [Algebre de Hopf quadri-dimensionnelle de Sweedler] Soit H I’algebre unitaire en-
-1 1 -1
=9 g=1

(1) Montrer qu'il existe un unique coproduit A : H — # ® H such that :

gendrée par les trois elements g, ¢~ ", x avec la relation gg~

Ag=g®y, Ar=1Rz+2x®g.

Montrer que ’algébre unitaire H munie du coproduit A, de la co-unité donnée par

e(g) =1, e(x) =0

et de I'antipode donné par

S(g) =g, S(x) = —zg !
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est une algebre de Hopf.

(2) Montrer que I'idéal J engendré par 22, g> — 1 et 2g + gz est un idéal de Hopf. Montrer que le
quotient H := H/J est de dimension quatre, de bases (1, z, g, gz), ot 'on désigne toujours par
by g and x leurs images respectives dans le quotient.

(3) Calculer le carré S? de I'antipode dans H.

3. GRADUATIONS, FILTRATIONS, CONNEXITE

Nous introduisons la propriété cruciale de connexité pour les bigebres. L’intérét principal
de cette notion réside dans la possibilité de mettre en place des procédures récursives dans les
bigebres connexes, la récurrence ayant lieu par rapport a une filtration (par exemple la filtration
coradicale) ou une graduation. Un exemple important d’application de ces techniques est la
construction récursive de 'antipode, qui “vient gratuitement”, montrant que toute bigebre

connexe est aussi une algebre de Hopf.

3.1. Bigebres graduées connexes. Soit k un corps de caractéristique zéro. On note kl[t]]
'anneau des séries formelles sur k, et par k[t~ t]] le corps des séries de Laurent sur k. Un

algebre de Hopf graduée sur k est un k-espace vectoriel gradué :

H=EPH.

n>0

muni d’un produit m : H ® H — H, un coproduit A : H — H ® H, une unité u : k — H, une
co-unité € : H — k et un antipode S : H — H vérifiant les axiomes d'une algebre de Hopf, et

tel que :

(3.1.1) HpHg C Hpig

(3.1.2) AM,) € P H, oM,
ptg=n

(3.1.3) S(H,) C Hn,

Lemme 3.1.1. L’unité 1 appartient a Ho, et e(H,) = {0} pour tout n > 1.
Démonstration. > Supposons 1 = Ejzo a; avec a; € H;. L'égalité 1lag = apl = ay entraine

(314) Qpl; = ity = 0

2. D’apres une note Mathoverflow par E. Wofsey.
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pour tout 5 > 1. Maintenant 1.1 = 1 implique :

2
ap = aop,
a; = a1ap + apay,
2
as = Q00+ aj + asao,

ap = GnpQgo + Aoay, + E a;ag,
i+j=n, i#0,j#0

ce qui, au vu de (3.1.4), implique récursivement a,, = 0 pour tout n > 1. Donc 1 = ag € H,.
La seconde assertion s’obtient de maniere analogue par un argument de dualité. En effet,
la transposée & de la co-unité est I'unité dans l'algebre H* = [[,.(#H;)*. L'élément unité

correspondant e € ‘H* s’écrit comme une somme possiblement infinie :

6256]‘

=0

avec e; € (H,;)*. Il faut maintenant prouver que e appartient a (Hy)*, ¢’est-a-dire e,, = 0 pour

tout n > 1. La fin de la preuve est semblable a celle de la premiere assertion, grace a I'inclusion
A((Hp)" @ (Hy)") C (Hprg)"
O

Si on ne demande pas l'existence de 'antipode dans H, on a la définition d’une bigébre
graduée. Dans une bigebre graduée H on considérera la filtration croissante :

-y,
p=0

Supposons de plus que H est connexe, ¢’est-a-dire que Hy est de dimension un (voir la définition

1.7.1). Alors on a :
Kere = @'Hn

n>1

Proposition 3.1.1. Pour tout x € H",n > 1,

Ar=2®1+1®z+ Az, Are P H,oH,
p+q=n,p#0,q7#0

L application A est coassociative sur Kere et Ay = (1% @ A)(I®2 @ A)..A envoie H"
dans (an—k)@k—l—l.

Démonstration. Grace a la connexité on peut écrire :

Ar=u®1+1®0v+Ax
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avec u,v € H et Az € Kere ® Kere. La propriété de co-unité nous dit alors que, avec k @ H

et H ® k identifiés canoniquement a H :

(3.1.5) r=(e®I)(Ax) =, r=(I®e)(Ax) = u,
d’ott w = v = x. On utilisera les deux variantes de la notation de Sweedler :
(3.1.6) Axr = Z:L’l ® Tg,

(z)

(3.1.7) Az = Zx'@x",
(z)

la seconde étant valable uniquement sur x € Kere. Si x est homogene de degré n on peut
supposer que les composantes 1, To, ', " dans les expressions ci-dessus sont aussi homogenes,
et on a alors |z;| + |x2| = n and |2'| + |2”| = n. On vérifie facilement :

AQDA(z) = 20191+10201+1810x

+ Zx'@x"®1+x'®1®x”+1®x'®x"
()

+ (A® DA(x)
ainsi que

IT@AA@R) = 7911+10r01+101@x

+ Zx'@x"®1+x'®1®x”+1®x'®x"
()

+ (I®A)A(2),

donc la co-associativité de A provient de celle de A. Enfin on voit facilement par récurrence

sur k, que pour tout x € H" on peut écrire :

(3.1.8) Ap(z) = S e galth),

avec |#U)| > 1. La graduation impose :

kt1
>l =
j=1
ainsi chaque |2V)| est de degré au plus n — k. O

3.2. Bigebres filtrées connexes. Une algebre de Hopf filtrée sur un corps k est un k-espace

vectoriel munie d'une filtration indexée par N :

HCcH c-CcH ' C-, | JH'=H
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ainsi que d'un produit m : H ® H — H, un coproduit A : H — H ® H, une unité u : k — H,
une co-unité € : H — k et un antipode S : H — H, le tout vérifiant les axiomes d’une algebre

de Hopf, et tel que :

(3.2.1) HP HI c pra

(3.2.2) AHY ) HPRH!
p+g=n

(3.2.3) S(H") C H"

Sans 'existence de 'antipode on a une bigébre filtrée. Pour tout x € H on pose : :

(3.2.4) |z] == min{n e N, z € H"}.
Toute bigebre ou algebre de Hopf graduée est filtrée par la filtration canonique associée a la
graduation :
(3.2.5) n =P,
=0

et dans ce cas, si x est un élément homogene non nul, x est de degré n si et seulement si |z| = n.
Lemme 3.2.1. L unité d’une algébre filtrée H appartient a HC.

Démonstration. Considérons 'algebre graduée associée GrH. En appliquant le foncteur Gr
(voir le paragraphe 1.8 et aussi 'exercice 3.5 ci-dessous) au produit et a 1'unité, on obtient le
produit m = Grm : GrH ® Gr'’H — GrH ainsi que I'unité © = Gru : K — GrH. Ici k est
concentré en degré zéro et coincide avec Grk. Si I'unité u ne prend pas ses valeurs dans H°,
sa graduée associée u ne prend pas ses valeurs dans (GrH)g, ce qui contredit le lemme 3.1.1.
La conclusion découle alors de H® = (Gr H)o. O

On dit que la bigebre filtrée H est connexe si H° est de dimension un. Voici maintenant un

analogue de la proposition 3.1.1 dans le cas filtré connexe, dont la preuve est assez similaire :

Proposition 3.2.1. For any x € H" NKere, n > 1, we can write :

(3.2.6) Az=2®1+1®z+ Az, Az € Z HP @ HI.
p+q=n, p#0, g#0

The map A is coassociative on Kere and A, = (I @ A)I® 2@ A)--- A sends H" into
(Hr k)RR

Démonstration. On montre d’abord 1 € H° : supposons |1| = d > 0. Alors

d
Al € ZHk ® Hd—k C Hd ® Hd_l + Hd_l ® Hd,

k=0

3. La preuve ci-dessous m’a été suggérée par Darij Grinberg.
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dott 7 ® T(Al) = 0, olt 7 est projection de H¢ sur HY/H4 1. De A1 = 1 ® 1 on déduit
T@7(Al) = n(d) ® 7(d) # 0, ce qui aboutit ¢ une contradiction. Ensuite, pour tout n > 1 on

a:
AMHY) € HH +H'@H' + Y H OH!
p+q=n,p#0, ¢#0
C HoH'+H'@H + > HIioH,
p+q=n, p#0, ¢#0
avec HY = H, N Kere, et de méme pour H%. C’est une conséquence immédiate du fait que

HP = H° 4+ HE pour tout p > 1. Ainsi, pour tout n > 1 et pour tout € H'} on a (utilisnt ici

la connexité pour la premiere fois) :
(3.2.7) Ar=u®1+1®v+ Az
avec u,v € H" et Az € HL @H T+ + HT @ HL. Utilisant la propriété de co-unité on
obtient alors
r=(e®Id)(Azr) =v+¢e(u)l = (Id®e)(Az) = u+ e(v)1.
d’out
(3.2.8) Ar=u®1+1@v+Ar=2®1+10z+ (c(u) +£(v))1 + Az
Appliquant e ® Id a (3.2.8), et compte tenu de £(z) = 0, on obtient e(u) 4+ ¢(v) = 0, d’out
(3.2.9) Ar=2®1+1®z+ Az

La fin de la preuve est analogue au cas gradué (Proposition 3.1.1). U

L’exemple principal de filtration est donné par la filtration coradicale, définie sur oute cogebre
co-unitaire C de la maniere suivante :

— C% = 0 et C! est le coradical de C, c’est-e-dire la somme de ses sous-cogebres simples
(voir la définition 2.2.4). Cette notion est duale de la notion de radical de Jacobson d’une
algebre unitaire A, qui est lintersection de tous ses idéaux a gauche maximaux non
triviaux.

— Les C" sont récursivement définis par :
(3.2.10) C":={zxecC AreC'®C+CxC.

On peut montrer que la filtration coradicale est compatible avec la structure de cogebre, ¢’est-
a-dire AC" C )

Théoréme 3.2.1. Soit H une algébre de Hopf pointée (voir la définition2.2.4). Alors la filtra-
tion coradicale munit H d’une structure d’algebre de Hopf filtrée.

piq—n Cp @ Cy. Le théoréme suivant est dit a S. Montgomery [26, Lemma 1.1].

Remarque 3.2.1. I image de k par I'unité u est une sous-cogebre simple de dimension un de
H. Si ‘H est une cogebre irréductible, il n’y a que celle-ci d’apres la proposition 2.2.2; et donc
le coradical est H° = k.1. Toute algebre de Hopf irréductible est donc pointée, et connexe par

rapport a la filtration coradicale.
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3.3. Caracteéres et caracteres infinitésimaux.

Définition 3.3.1. Soient H et A deux k-algebres unitaires. Un caractére de H a valeurs
dans A est un morphisme d’algébres unitaires de H dans A.

Définition 3.3.2. Soient H et A deux k-algébres unitaires, et supposons qu’il existe un mor-
phisme d’algébres unitaires € : H — k (I'augmentation). Soit ¢ = ugoc : H — A. Un
caractére infinitésimal de H a valeurs dans A est une application linéaire o : H — A
telle que :

(3.3.1) a(zy) = a(z)e(y) + e(x)a(y) for any x,y € H.

L’algebre-cible A sera commutative en général, et H sera une bigebre ou une algebre de

Hopf, I'augmentation étant alors la co-unité.

Proposition 3.3.1. Soit H une k-bigebre, et soit A une k-algébre commutative unitaire.
L’ensemble G 4 des caractéres de H a valeurs dans A est un groupe avec unité e, l'inverse
étant donné par ¢ — po S, ou S est l'antipode. L’ensemble g4 des caracteres infinitésimaux
a valeurs dans A est une algébre de Lie.

Démonstration. Soient f,g € L(H,A). Utilisant le fait que A est un morphisme d’algebres, on
a pour tout x,y € H :

fxg(xy) = Z f(z1y1)g(z2y2).
(2)(y)

Si A est commutative et si f et g sont des caracteres a valeurs dans A on obtient :

Frgley) = D f)f(y)g(r2)g(ye)
@)

= > flangl@) f(y)g(y2)
(@)w)

= (f*xg)@)(f*9)(y)

L'unité e = uy o £ est un morphisme d’algebres unitaires. La formule pour l'inverse d’un
caractere se vérifie facilement : pour tout z € H on a

[r(foS)(x) = D fla)(foS) ()
()

= Z f(xlS(:EQ))

()

= [|D_=S(xs)
(z)
= fluoe(x)) = e(x).
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Enfin si a et 8 sont deux caracteres infinitésimaux on calcule, pour x,y € H :

(axB—=pxa)zy) = > alleyh)B((xy)2) — B((xyh)e((zy)z)

(zy)

= > alwy)Bea) — Bliy)a(rys)
(z)(y)

= Z (a(z1)e(y) + e(zr)aly)) (B(x2)e(y2) + e(22)B(y2))
(@)(y)

—(B(z1)e(y) + e(z1)B(yn)) (alz)e(ya) + e(z2)a(y2))
= (axf—Bxa)(z)e(y) +e(x)(ax B — Bx*a)(y)

0

Le calcul de l'inverse ci-dessus ne fonctionne que si f est un caractere. La relation entre

I’algebre de Lie g4 et le groupe G4 peut étre précisée sous des hypotheses supplémentaires :

Proposition 3.3.2. Sile corps de base k est de caractéristique zéro, et si H est filtrée connexe,

alors l'exponentielle

exp*:ga — Gy

0 xk

« «
o —> exp o= E I
k=0

est une bijection. Son inverse est donné par :

log*:GA — 04
)*k

* = € -
p log QOZZ(TSO
k=0

Démonstration. Soit m un entier > 0. Pour tout x € H™ on a :

A(x):x®1H+1H®x+Zx'®x",
(z)

avec o', 2" € H™ ! Par conséquent, pour toute application linéaire o : H — A telle que
a(ly) = 0, on a o (x) = 0 pour tout n > m + 1. Cela s’applique en particulier lorsque
« est un caractere infinitésimal. Donc I'exponentielle de « est bien définie, par une somme
localement finie. Le méme argument s’applique au logarithme. Le fait que ’exponentielle d'un
caractere infinitésimal est un caractere se vérifie par calcul direct (facile et laissé au lecteur).
Considérons enfin un caractere ¢ € Gy(A). Les puissances ¢*™ sont aussi des caracteres pour

tout entier positif m. Définissons maintenant pour tout A € k :

0 = exp” ()\log*(@)).



32 DOMINIQUE MANCHON

Pour tout x,y € H, I'expression ™ (z)¢** (y) — ¢**(xy) est polynomiale en \ et s’annule en
tout entier positif. Elle s’annule donc partout :
(3.3.2) (@) (y) = ¢ (2y).

Il s’ensuit que ** est un caractére pour tout A € k. On différencie alors (3.3.2) par rapport a
Aen A =0, ce qui donne la prorpiété de caractere infinitésimal pour log* (). Un calcul direct

standard montre alors que le logarithme et I’exponentielle sont mutuellement inverses. 0

Exercices pour le chapitre 3.
Exercice 3.1. Montrer qu’il existe un unique élément de type groupe dans une cogebre filtrée connexe.

Exercice 3.2. Soit H une bigebre filtrée connexe, et soit A une algebre unitaire (pas nécessairement

commutative). Montrer que
Ga={p € L(H,A), p(1y) = 14}
est un groupe, et que
g4 = {y € LM, A), p(1n) = 0}

est une algebre de Lie. Montrer que, si k est de caractéristique zéro, ’exponentielle exp® est une

bijection de g4 sur C~3A dont 'inverse est donné par log*.

Exercice 3.3. Déduire de I'exercice 3.2 que toute bigebre filtrée connexte est une algebre de Hopf.

Donner une procédure récursive de calcul de ’antipode.

Exercice 3.4. Soit ‘H une algebre de Hopf garduée connexe, telle que les composantes homogenes

H,, sont de dimension finie. Montrer que le dual gradué H° est une algebre de Hopf garduée connexe.

Exercice 3.5. Soit H une bigebre filtrée. Montrer que GrH est une bigebre graduée. Indication :
appliquer le foncteur Gr au produit, au coproduit, a I'unité et a la co-unité. Méme question avec une
algebre de Hopf filtrée.

Exercice 3.6. Soit ‘H une algebre de Hopf et soit A une algebre unitaire (pas nécessairement com-
mutative). Un élément ¢ € L(H,.A) est un cocycle si p(zy) = ¢(yzx) pour tout z,y € H. Montrer
que I'ensemble des cocycles ¢ tels que (1) = 14 est un sous-groupe G 4 du groupe G 4 défini dans
Iexercice 3.2, et que 'ensemble des cocycles ¢ tels que ¢(19) = 0 est une sous-algebre de Lie g4 de
ga. Montrer que, si k est de caractéristique zéro et si H est filtrée connexe, I'exponentielle exp* est

une bijection de g4 sur G 4 dont I'inverse est donné par log*.

4. EXEMPLES DE BIGEBRES GRADUEES

Nous détaillons quelques exemples importants de bigebres graduées, connexes ou non. La
plupart d’entre elles proviennent de la combinatoire : de maniere plus précise, elles sont définies
au moyen de bases données par des objets combinatoires : mots, foréts enracinées, graphes,
ensembles partiellement ordonnés... De telles bases sont souvent multiplicatives, ce qui veut

dire que le produit de deux éléments de la base est encore un élément de la base.
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4.1. L’algebre de Hopf des foréts enracinées. Un arbre enraciné est une classe de graphes
orientés connexes (non planaires) ayant un nombre fini de sommets, dont un distingué appelé
la racine, tels que tout sommet admet exactement une aréte sortante, sauf la racine qui n’a au-
cune aréte sortante. Tout arbre enraciné induit une structure ’ensemble partiellement ordonné
(poset) sur 'ensemble de ses sommets : deux sommets z et y vérifient = < y isi et seulement
s'il existe un chemin de y a une racine passant par x. Deux tels graphes sont équivelents (et
définissent ainsi le méme arbre enraciné) si et seulement si les duex posets sous-jacents sont
isomorphes. Boici la liste des arbres enracinés jusquaa cing sommets, avec la racine en bas et

les arétes orientées de haut en bas :

b dvie YRThuese

Une forét enracinée est une collection finie d’ardres enracinés. L’ensemble vide est la forét qui

ne contien pas d’arbres, que I'on note 1.

Définition 4.1.1. L’opérateur de greffe B, associe a toute forét [’arbre obtenu en greffant

tous les arbres qui la composent sur une racine commune. En particulier, B, (1) = e.

Soit T I’ensemble des arbres enracinés (non vides) et soit H = k[T] I'algebre commutative
unitaire libre engendrée par les éléments de 7. On identifie un produit d’arbres avec la forét
constituée par ces arbres. L’espace vectoriel sous-jacent a H iest donc librement engendré par
les foréts enracinées. Cette algebre est une algebre de Hopf graduée connexe, appelée algebre de
Hopf des foréts enracinées, avec la structure suivante. La graduation est donnée par le nombre
de sommets d’une forét. Le coproduit d’une forét u se décrit comme suit : 'ensemble V(u) des
sommets d’une forét u est muni de 'ordre partiel défini par x < y si et seulement s’il existe un
chemin de y vers une racine passant par z. Toute partie W de I'ensemble V(u) des sommets
de u définit une sous-forét Uy de u de maniere évidente, en gardant les arétes de u qui relient
deux éléments de W. La structure de poset est donnée par restriction de l'ordre partiel a W,

et les éléments minimaux sont les racines de la sous-forét. Le coproduit est alors défini par :

(4.1.1) Aw)= Y up, @,
VIW =V (u)
w<v

Ici la notation W < V signifie y £ x pour tout sommet = dans V et tout sommet y in . On
all < VetV <. Un tel couple (V, W) est aussi appelé coupe admissible, avec branchage Uy

et tronc Uy On a par exemple :

A(l) = I91+1@1+.®.
AW) = V1410V +2. 01+ ..®..



34 DOMINIQUE MANCHON

La co-unité est donnée par (1) = 1 et ¢(u) = 0 pour toute forét non vide u. La coassociativité
du produit est aisément vérifiée grace a la formule suivante pour le coproduit réduit :

Alw)=Aw) —u®l—-1Qu= Z upy, ® Uy,

VIW=V(u)
W<V, V,W£0

La restriction 7V et W non vides” se traduit par le fait que V and W forment une partition

ordonnée de V(u) en deux blocs. Le coproduit restreint itéré s’écrit alors a ’aide de partitions

de V(u) en n blocs :
An_l(u): Z u|V1®.”®u|V'

VT 1TV, =V (u)
Vi <<V, V;#0

On obtient le coproduit itéré non réduit A"~!(u) en autorisantdes blocs vides dans la formule
ci-dessus. Notons que la relation < n’est pas transitive sur les parties de V(u). La notation
Vo, < --- < Vi doit se comprendre comme V; < V; pour tout ¢ > j avec 4,5 € {1,...,n}.

Cette algebre de Hopf apparait pour la premiere fois dans un article d’A. Diir en 1986 [12].
Elle a été par la suite redécouverte et étudiée en détail par D. Kreimer in 1998 [21], pour
la description de I'algorithme combinatoire BPHZ * de renormalisation en théorie des champs
scalaires 3. D. Kreimer and A. Connes ont aussi montré [9] que l'opérateur B, vérifie la

propriété
(4.1.2) A(Bi(ty-tn)) = Bi(ti -+ t) @ 1+ (Id®By) 0 Aty -+ - t,),

pour tout ty,...,t, € T. Autrement dit B, est un l-cocycle pour la cohomologie de Hoch-
schild de H a valeurs dans H, et le couple (H, By) est universel parmi les algebres de Hopf

commutatives munies d'un 1-cocycle.

Pour toute algebre commutative unitaire A, le groupe G 4 de ‘H peut s’identifier a I’ensemble
des séries formelles en arbres enracinés avec coefficients dans with A, ¢’est-a-dire I'ensemble des
applications de ’ensemble des arbres enracinés non vides vers A. Ces B-séries sont actuellement
largement utilisées pour approximer les solutins d’équations différentielles non linéaires® [17].
Une telle application s’étend multiplicativement de maniere unique en un caractere de H a
valeurs dans A.

4.2. Algebres de Hopf de battages et de quasi-battages. Soit k un corps, et soit V une
k-algebre commutative (pas nécessairement unitaire). Soit H = T(V) = @,,5, V" la cogebre
tensorielle de V' (voir 'exemple 2.2.2), o l'on note A le coproduit de déconcaténation. Le
produit de quasi-battage 11 est défini récursivement sur 7¢(V') comme suit :

— lmov=vml=nuvforany v eTV),

4. ainsi nommé d’apres N. N. Bogoliubov, O. S. Parasiuk, K. Hepp et W. Zimmermann
5. Une B-série est une application de ’ensemble des arbres enracinés, y compris 'arbre vide, vers le corps

de base R ou C des nombres réels ou complexes. Une B-série s’identifie a un élément du groupe de Butcher si

et seulement si le coefficient de I'arbre vide est égal a 1.
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— av wbw = a(v 1w bw) + b(av 1w w) + [ab](v 1 w) pour tout a,b € V et v,w € T¢(V), ou
[ab] est le produit de a et b dans V, & ne pas confondre avec le mot ab € V®2.

Par exemple, pour trois lettres a,b,c € V', on a :
ab 1 ¢ = abc + acb + cab + [ac|b + albc|.
Proposition 4.2.1. H = (TC(V),LH ,A) est une algebre de Hopf filtrée connexe commutative.

Démonstration. La filtration est donnée par :
(4.2.1) H = Pve.
5=0

La connexité et la compatibilité de A et 1 par rapport a la filtration sont évidentes. Il reste
a montrer que 1 est commutatif, compatible avec A et associatif. La commutativité se vérifie
facilement par récurrence. On vérifie la relation de commutativité v mw’ = w' W' et la
condition de compatibilité A(v" mw') = A(v') m A(w') pour toute paire de mots v', w’ par

récurrence sur la somme |v'| 4 |w’| de leurs longueurs. Ecrivant v' = av et w’ = bw avec a,b € V

on calcule :
vVmw = avmbw
= a(vmbw) + b(av 1w w) + [ab](v 1 w)
= a(bwmv)+ b(w 1 av) + [bal(w 1 v)
= bwmav
= w' m
ainsi que :

A mw) = Aavmbw) = A(a(v mbw) + b(av m w) + [ab](v 1 w))
= 1®avmbw)+ (a®@ 1A(vmbw) + 1 ® b(av i w) + (b® 1)A(av 1 w)
+1 ® [ab](v m w) + ([ab] ® 1)A(v 1 W)
= 1@ (awmbw) + (a®1)(Avw Albw)) + (b® 1) (A(av) 1 Aw)
+([ab] ® 1)(Av 1 Aw)
= 1@ (awmbw)+ (a®1)(Avm (1®bw)) + (a®1)(Avm (b® 1)Aw)
+(b®1)(1®av)m Aw) + (b®1)((a ® 1)Avw Aw) + ([ab] ® 1)(Av m Aw)
= 1@aw)m1lebw)+1eaw)m ((be1)Aw) + (1Qbw)m ((a® 1)Av)
+((a®1)Av) 1 ((b® 1)Aw)
= 1®a+ (a®1)Av)m (1®bw+ (b®1)Aw)
= A(aw) m A(bw) = Av' 1 Aw'.
La condition d’associativité (v’ m w’) w2’ = o' w (w' 1w z’) se vérifie de maniere analogue, par

récurrence sur la somme [v'| 4+ |w'| 4 |2/]. O
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Un cas particulier se produit quand le produit interne de V' est identiquement nul, c’est-a-
dire quand [ab] = 0 pour tout a,b € V. Dans ce cas, le produit de quasi-battage devient le
produit de battage, que I'on note 11. La définition récursive prend alors la forme plus simple :

(4.2.2) av mbw = a(v mbw) + b(av mw).

4.3. Algebres de Hopf d’incidence. Les algebres de Hopf d’incidence sont des algebres de
Hopf construites a partir de familles bien choisies d’ensembles partiellement ordonnés. Elles
ont été mises en évidence par W. R. Schmitt en 1994 [29], a la suite des travaux de S. A. Joni
et G.-C. Rota sur les algebres et cogebres d’incidence ([28, 19], voir aussi [30]). Elles forment
une famille importante d’algebres de Hopf, incluant ’algebre de Hopf des arbres enracinés ainsi
que celle de Faa di Bruno [15]. Nous décrivons rapidement ici la sous-famille des algebres de

Hopf d’incidence “standard réduites”, qui sont toujours commutatives.

Définition 4.3.1. Soit P un ensemble partiellement ordonné (souvent abrégé en poset), avec
ordre partiel noté <. Pour tout x,y € P, l'intervalle [x,y| est le sous-ensemble de P formé

des éléments z tels que v < z < y.

Soit P une famille de posets finis P tels qu’il existe un unique élément minimal Op et un
unique élément maximal 1p dans P (ainsi P s’écrit comme lintervalle P = [0p, 1p]). Cette
famille est dite stable par intervalles si pour tout poset P € P et pour tout x < y € P,
I'intervalle [z,y] est un élément de P. Soit P le quotient P/ ~, olt P ~ Q@ si et seulement si P
et @ sont isomorphes comme posets®. La classe d’équivalence de tout poset P € P est notée

P (notation empruntée a [13]). La cogébre d’incidence standard réduite de la famille de posets
P est le k-espace vectoriel librement engendré par P, le coproduit étant donné par

AF = Z [OP,ZL‘] & [l‘, ].p],

zeP

et la co-unité par e({*}) = 1 et e(P) = 0 si P contient deux éléments ou plus.

Définition 4.3.2. Le produit direct P x () de deux posets P et () est le produit cartésien des
deur posets, l'ordre partiel étant donné par (p,q) < (p',q') si et seulement sip < p' et ¢ < ¢ .
Une famille de posets finis P est dite héréditaire si le produit P x ) appartient a P pour
P.QeP.

Le quotient P d’une famllle héréditaire est le semigroupe commutatif engendré par I’ensemble
Py des classes de posets indécomposables, c’est-a-dire de posets R € P tels que pour tout
P, Q) € P de cardinal > 2, P x ) n’est pas isomorphe a R. La commutativité provient de
I'isomorphisme évident P x Q) ~ ) x P pour tout P, € P. L’élément unité 1 est la classe de
tout poset a un seul élément.

6. W. Schmitt introduit des relations d’équivalence plus générales, appelées relations compatibles avec
Pordre.
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Proposition 4.3.1. [29, Theorem 4.1] Si P est une famille héréditaire de posets finis, la
cogebre standard réduite H(P) de P est une algebre de Hopf.

Démonstration. Le produit de semigroupe s’étend bilindirement en un produit associatif sur
H(P). La compatibilité du coproduit avec ce produit est évidente. L'unité est un morphisme
de cogebres et la co-unité est un morphisme d’algebres. L’existence de I’antipode vient du fait
que pour tout poset P € P de cardinal, mettons, n, on a de maniere évidente :

AF:F®1+1®F+ZW®W,
(P)

ou P’ et P” contiennent strictement moins de n éléments (le fait que P est I'intervalle [0p, 1p]
est crucial ici). Considérant le coproduit réduit A(P) = A(P) — P®1 —1® P, le coproduit
réduit itéré A™ (P) s’annule donc pour m > n. On a vu que (voir 'exercice 3.2) cette propriété
de conilpotence permet de définir I'inverse de I'identité pour la convolution, et méme 'inverse
de toute application linéaire ¢ : H(P) — H(P) telle que ¢(1) = 1. O

Plusieurs algebres de Hopf rencontrées jusqu’a présent sont des algebres de Hopf d’incidence.

Nous donnons trois exemples, tous tirés de [29].

Exemple 4.3.1 (L’algebre de Hopf binomiale et 1'algebre de Hopf des puissances divisées).
Soit B la famille des algebres booléennes finie. Un élément de B est un poset isomorphe au
poset P(A) des parties d'un ensemble fini A. L’ordre partiel sur P(A) est donné par I'inclusion.
Si B et C sont deux parties de A avec B C C, l'intervalle [B,C] dans P(A) is isomorphe a
P(C\B), donc B stable par intervalles. De plus, la propriété évidente :

(4.3.1) P(A) x P(B) ~ P(AILB)

montre que B est héréditaire. L’algebre de Hopf d’incidence H(B) est appelée algébre de Hopf
binomiale, a cause de I'expression du coproduit sur les générateurs. En effet, I'espace vectoriel
H(B) est clairement engendré par {zg, z1, 29, ...}, ou x, désigne la classe d’isomorphisme de
P({1,...,n}). Le produit est alors donné par z,,z, = Ty 1y, 'unité est 1 = xg, la co-unité est
donnée par £(zg) = 1 et e(z,) = 0 for n > 1, et le coproduit est entierement déterminé par
A(x1) =21 ®1+1® z7. On a explicitement :

Alz,) = kzn% <Z) T @ Tp.

Le dual gradué H(B)° est connu comme 1" algébre de Hopf des puissances divisées : elle se

présente comme 'espace vectoriel k{yo, y1,y2, ...} avec le produit

m-+n
Ym * Yn = Ym+n
m
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et I'unité 1 = yo. La co-unité est donnée par e(yg) = 1 et e(y,,) = 0 if n > 0, et le coproduit
est donné par
Alya) = Y 4,®y,
p+g=n

Exemple 4.3.2 (L’algebre de Hopf de Faa di Bruno). Soit SP la famille des posets isomorphes
a l'ensemble SP(A) de toutes les partitions d'un ensemble fini non vide A. L’ordre partiel sur
les partitions est donné par le raffinement. On note 04 ou 0 la partition par singletons, et par
14 ou 1 la partition n’ayant qu'un seul bloc. Soit Q la famille de posets isomorphe au produit
cartésien d’un nombre fini d’éléments de SP. Si S et T" sont deux partitions d’un ensemble
fini A avec S < T (c’est-a-dire S plus fine que T'), la partition S induit par restriction une
partition de tout bloc de T'. Notant /S I'ensemble des blocs de S contenus dans un bloc W
de T, toute partition U telle que S < U < T induit une partition de I’ensemble W/S pour

tout bloc W de T'. On en déduit l'isomorphisme suivant entre posets :
(4.3.2) (S, T)~ [ SPW/S).

WeA/T
Ceci montre que Q est stable par intervalles (et héréditaire par définition).

Définition 4.3.3. [29, Example 14.1] L’algébre de Hopf d’incidence H(Q) est l’algébre de
Hopf de Faa di Bruno.

On notera X, la classe d’isomorphisme de SP({1,...,n+ 1}). On note que Xy est I'unité
de 'algebre de Hopf. D’apres (4.3.2), on a :

A(X,) = > 0,8]®[S 1]
SeSP({1,....,n+1})

(4.3.3) - > [T sPW)|eSPHL ... .n+1}/9).

SeSP({1,...n+1}) \We{l,...n+1}/S

Le coefficient devant X¥' ... X*» @ X, dans (4.3.3) compte le nombre de partitions de l'en-
semble {1,...,n+ 1} en k; blocs de taille j + 1 (pour j = 1 a n), formées de m + 1 blocs en

tout, et ke =m+1—k; —--- — k, blocs de taille 1. On a alors :
(4.3.4) A(X,) =) Bugrar(Xo, X1, Xa, ) @ X,
m=0

ou les By,i10+1 sont les polynémes de Bell partiels [29, Example 14.1].

Exemple 4.3.3 (L’algebre de Hopf des foréts enracinées comme algebre de Hopf d’incidence).
Soit P un poset fini, pas nécessairement isomorphe a un intervalle. Par exemple, P peut étre
I'ensemble V(F') des sommets d'une forét enracinée I, avec v < w si et seulement sil existe un
chemin de w & une racine en passant par v. Un idéal (ou segment initial) de P est une partie [
de P telle que pour tout w € I, si v < w, alors v € I. Pour une forét enracinée F', un segment
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initial de V(F') est une sous-forét dont chaque composante connexe contient une racine de F.
Pour tout poset fini P, on note J(P) le poset de tous les segments initiaux de P, ordonnés par
inclusion [29, Paragraph 16]. L’élément 0;(p) est I'ensemble vide, et I'élément maximal 1;(p)
est P. Pour deux posets finis P et () on a de maniere évidente :

(4.3.5) J(PTLQ) ~ J(P) x J(Q).

La classe d’isomorphisme d’un poset P est uniquement déterminée par la classe d’isomorphisme
du poset J(P). Pour le voir, considérons deux posets P et @), et supposons qu'il existe un
isomorphisme ® : J(P) — J(Q). Pour tout = € P, considérons le segment initial P, := {y €
P, y <z}, qui a x comme unique élément maximal. Maintenant, ®(P<,) possede un unique
élément maximal que I'on note (), et il n’est pas difficile de voir que 'application ¢ : P — @

ainsi construite est un isomorphisme de posets.

Pour un poset P et deux segments initiaux Iy C I C P avec [; fixé, la correspondance

Iy — I\ I; définit un isomorphisme de posets :

Les différences Q = I)\[; sont des parties convexes de P, c’est-a-dire telles que pour tout
r,y € Q, on a [z,y] C Q. Réciproquement, toute partie convexe () C P peut s’écrire comme

une différence P-p\ P de deux uniques segments initiaux :
Peg == {z€P, e, v<y}
Peq = {zeP VyeQ, 2y}

Soit maintenant F une famille de posets finis stable par union disjointe et telle que pour tout
poset P € F, les parties convexes of P appartiennent aussi a F. Alors la famille correspon-
dante :

J(F):={J(P), Pe F}
est héréditaire au vu de (4.3.5) et (4.3.6).

Proposition 4.3.2. La famille F des foréts enracinées est stable par union disjointe et parties
convezes, et l’algebre de Hopf d’incidence associée H(J(]—")) est isomorphe a l’algebre de Hopf
des foréts enracinées définie au paragraphe 4.1.

Démonstration. Via I'isomorphisme ® défini ci-dessus, 1’espace vectoriel ’H(J (F )) s’identifie a
'espace vectoriel librement engendré par les foréts enracinées. Par (4.3.5), la produit est donné
par 'union disjointe, et le coproduit s’écrit :
A(P)= Y (P\)&1,
I€J(P)
ce qui est bien le coproduit (4.1.1) modulo I’échange des termes (on a noté avec la méme lettre

une forét et le poset sous-jacent). La co-unité est donnée par (1) =1 et £(P) = 0 pour toute

forét non-triviale P. O
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Cet exemple peut s’étendre, toujours dans le contexte des algebres de Hopf d’incidence, aux

graphes orientés sans cycles [23].
4.4. Le coproduit d’extraction-contraction sur les foréts.

Définition 4.4.1. Une sous-forét couvrante d’une forét enracinée u est une collection de
sous-arbres disjoints de u telle que tout sommet de u appartient a un (unique) arbre de la
collection. Pour toute sous-forét couvrante s de u, la forét contractée u/s est obtenue a

partir de u en contractant chaque arbre de s sur un seul sommet.
On adopte la notation s C u pour ”s est une sous-forét couvrante de u”.

Lemme 4.4.1. Soit u une forét enracinée, soit t une sous-forét couvrante de u. Alors

(1) La correspondance s — s/t est une bijection de l’ensemble des sous-foréts couvrantes s

telles que t C s, sur l'ensemble des sous-foréts couvrantes de u/t.
(2) (u/t)/(s/t) = u/s.
Soit, H l'algebre de Hopf des foréts enracinées introduite au paragraphe 4.1. On introduit le
coproduit suivant sur H :

(4.4.1) T(u) = > s®u/s.

s covering subforest of u

Théoréme 4.4.1. (H,-, ') est une bigebre graduée, la graduation étant donnée par le nombre

d’arétes.

Démonstration. La multiplicativitéle I' est évidente, de méme que la compatibilité par rapport
a la graduation donnée par le nombre d’arétes. La coassociativité provient de la formule :

@I (u) = (deD)D(w) = > t®s/t@u/s,

tCsCu

qui est une conséquence directe du lemme 4.4.1. O

On peut remarquer que (H,-,I') n’est pas une algebre de Hopf : en effet, 'arbre a un seul

sommet e est de degré zéro, est de type groupe et n'admet pas d’inverse.
Exercices pour le chapitre 4.

Exercice 4.1. Montrer que 'équation (4.1.2) ainsi que A1l = 1 ® 1 déterminent entierement le

coproduit A (Indication : raisonner par récurrence sur le degré).

Exercice 4.2. Soit D un ensemble. Une forét enracinée D-decorée est une paire (u, @) ol u est une
forét enracinée et ¢ est une application de V(u) vers D. Mettre en évidence une structure d’algebre
de Hopf graduée connexe sur I'espace vectoriel H” librement engendré par les foréts enracinées D-
decorées. Montrer que Bi vérifie (4.1.2) pour tout d € D, ou Bi est l'opérateur de greffe sur une

racine commune décorée par d.
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Exercice 4.3. Soient p, ¢, r trois entiers positifs. Un (p, ¢)-quasi-battage de type r est une application
surjective

o:{l,....p+q} > {1,...,p+q—71}
telle que o1 < -+ < op et opy1 < -+ < 0ptq. Montrer la formule explicite suivante pour le produit
de quasi-battage :

J— ag o
(4.4.2) VU B Up g Upgg = E E V] VD
720 o€ash(p,g;r)

ou gsh(p, ¢; ) désigne I'ensemble des (p, q)-quasi-battages de type r, et ou v] = I o—j Uk- Le produit
se comprend comme la multiplication interne a V', et contient un ou deux termes. Donner la formule

explicite du produit de battage 111.

Exercice 4.4. Soit J l'idéal de la bigebre d’extraction-contraction (H,-,I') engendré par e — 1.

Montrer que J est un bi-idéal, et que H/J est une algebre de Hopf graduée connexe.

5. DECOMPOSITION DE BIRKHOFF ET RENORMALISATION

5.1. Décomposition de Birkhoff. On considere ici la situation ou l'algebre A admet un

schéma de renormalisation, c¢’est-a-dire une décomposition en deux sous-algebres :
A=A_o® A,
avec 14 € A,. On note 7 : A — A le projection sur A_ parallelement a A, .

Théoréme 5.1.1.

(1) Soit H une algébre de Hopf filtrée connezxe, et soit A = A_ DA, une algebre commutative
unitaire munie d’un schéma de renormalisation. Tout caractere p € G 4 admet une unique
décomposition de Birkhoff :

(5.1.1) p=¢"x gy,

ot p_ envoie 1 sur 14 et Kere dans A_, et ot ¢ envoie H dans A,. Les applications
linéaires ¢_ et @, sont données sur Kere par les formules récursives suivantes :

(5.12) (@) = —m(p@)+ Y p-@)el")
(z)

(5.1.3) prle) = (I=m)(p(2)+ Do (2)e(a").
(z)

(2) Les composantes o_ et @, de la décomposition de Birkhoff de ¢ sont aussi des caractéres

a valeurs dans A.

Démonstration. Nous suivons la démonstration du théoreme 4 dans [10] : pour la premiere
assertion, il est immédiat d’apres la définition de m que ¢_ envoie Kere dans A_, et que ¢

envoie Kere dans A, . Il reste a vérifier I'égalité o, = @_ *p, ce qui se fait par un calcul facile :

@) = ([=m(p@)+ Y e @)ela").
(2)
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= (@) +o_(2)+ Y _ o (2)p(z")
@

= (o *9p)(x).

La preuve de la seconde assertion se fait comme dans [10] et se base sur l'identité de Rota-

Baxter suivante dans A :
(5.1.4) m(a)w(b) = 7 (7 (a)b+ an (b)) — w(ab),

qui se vérifie aisément en décomposant a et b en leurs A,-composantes. Soit ¢ un caractere
de H a valeurs dans 4. Supposons que 'égalité ¢_(xy) = p_(x)p_(y) soit vraie pour tous
x,y € H tels que |x| + |y| < d — 1, et calculons pour z,y tels que |z| + |y| =d :

o (2)p-(y) = 7(X)m(Y),

avec X = () — 32, p-(@)p(") et Y = p(y) — 32, ¢ (¥)p(y"). Utilisant la formule :

m(X) = —p_(2),
on obtient :
o_(x)p_(y) = —m(XY + o_(2)Y + Xo_(y)),
d’ot
o-@e-(y) = —m(e@ey) +p-@)el) +e@)e- )

+> o (@)@ (e(y) + - ) + Y (#(@) + o (@) - () ey")
@

()

+ > e (@)oo W)el")-
()(y)

On doit alors comparer cette expression avec :
o (wy) = —m(ploy) + o (2)ely) + o W)e(a)
+3 (o= @y)e”) + o-(@)e(x"y) + D (o-(2y)eW") + - )p(zy"))
(z) )
+ ) w—(x’y’)so(x”y”)>-
(z)(y)
Ces deux expressions coincident grace a la commutativité de I'algebre A, la multiplicativité de

@ et 'hypothese de récurrence. O

Remarque 5.1.1. On définit la préparation de Bogoliubov comme I'application linéaire b :
G4 — L(H,A) donnée récursivement par :

(5.1.5) b(p) (@) = p(x) + ) o-(a)p(a").
(@)
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Alors les composantes de ¢ dans la décomposition de Birkhoff s’écrivent :
(5.1.6) o = —mob(p), pr = (I —m)ob(p).

La préparation de Bogoliubov s’écrit aussi, de maniere plus concise :
(5.1.7) b(p) = p-*x(p—e).

insérant 1'équation (5.1.7) dans (5.1.6) et posant a := ¢ — e, on obtient l'expression suivante
pour ¢_ :

(5.1.8) p_. = e— P(p_*a)
(5.1.9) = e—P(a)—l—P(P(a)*a)+~-~+(—1)"P(P(...P(a)*a)~-~*a>—|—~-~
times

ouP: L(H,A) — L(H, A) est la projection définie par P(a) = mo a.

5.2. Un petit apercu de la renormalisation en physique. Les systemes en interaction
sont tres répandus en physique. Lorsque 1'on considere les parametres caractéristiques du
systeme (masse, charge électrique, accélération, etc.), il est essentiel de distinguer entre les
parameétres nus, qui sont les valeurs que ceux-ci prendraient si l'interaction était nulle, et
les valeurs effectivement mesurées. La renormalisation peut se voir comme toute procédure
transformant les parametres nus en les parametres effectivement observés (c’est-a-dire en te-
nant compte de l'interaction), qui seront donc appelés paramétres renormalisés. Considérons

(d’apres [10]) I'exemple suivant : 'accélération initiale d’un ballon sphérique est donnée par :

mg — M
5.2.1 -
( ) g ) n21 9o

oll go ~ 9,81 m.s2 est 'accélération gravitationnelle & la surface de la Terre, my est la masse du
ballon, et M est la masse du volume d’air qu’il occupe. On note que cette accélération décroit
de go & —2go lorsque l'interaction (représentée ici par la masse d’air M) croit de 0 & +oo. La
force totale F' = mg agissant sur le ballon est la somme de la force de gravité Fy = mggo et de
la poussée d’Archimede —M gq. Les parametres nus (c’est-a-dire en 'absence d’air) sont donc

mo, Fo, go (masse, force et accélération respectivement), alors que les parametres renormalisés

sont :

M M mg — M
5.2.2 m = mgy+ —, F=(1-—)F, = — 0.
( ) 0 5 ( mo)o g m0+%go

En théorie quantique perturbative des champs, une difficulté supplémentaire apparait :
les parametres nus sont en général infinis, reflétant le fait que le “systeme isolé” idéal ne peut

pas exister, et encore moins étre observé. Les parametres nus sont typiquement donnés par des
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intégrales divergentes’ telles que :

1
5.2.3 / - __dp.
(5.2.3) o TP

On doit alors soustraire une autre quantité infinie au parametre nu pour retrouver le
parametre renormalisé. En effet ce dernier est fini puisqu’il peut étre effectivement mesuré! Ce
procédé requiert deux étapes :

— une procédure de régularisation, qui remplace le parametre nu infini par une fonction

d’une variable z qui tend vers I'infini lorsque z tend vers une certaine valeur z.

— la procédure de renormalisation proprement dite, de nature combinatoire, qui extrait de
maniere appropriée une quantité finie de la fonction ci-dessus lorsque z tend vers z.
Lorsque cette procédure peut étre menée a bien, la théorie est dite renormalisable.

Il y a en général beaucoup de liberté possible dans le choix de la procédure de régularisation.
On peut mentionner, entre autres, la régularisation par troncature, qui revient a considérer
des intégrales comme (5.2.3) sur une boule de rayon z (avec zy = +00), et la régularisation
dimensionnelle qui consiste, en gros, a “intégrer sur un espace de dimension complexe z”, avec
2o = d, la dimension de 'espace-temps considéré (par exemple d = 4 pour 'espace-temps de

Minkowski). Dans ce cas, la fonction qui apparait est méromorphe en z avec un pole en 2

([8],18]).

5.3. Renormalisation a partir de la décomposition de Birkhoff. On regarde ici un
exemple particulier : soit H une algebre de Hopf graduée connexe sur le corps C des nombres
complexes. Soit A 'algebre des germes de fonctions méromorphes autour d’un certain z, € C.

L’algebre A admet une d’ecomposition en deux sous-algebres :
.A - A+ S¥) .A,,

ot A, est l'algebre de germes de fonctions holomorphes en z = 0, et ott A = 27 'C[z7!]
est l'algebre des polynomes sans terme constant en la variable z7!. Cette décomposition est

connue sous le nom de schéma minimal de soustraction.

Définition 5.3.1. Soit ¢ : H — A un caractére a valeurs dans A. En physique, un tel caractere
est typiquement obtenu a partir dintégrales divergentes par une procédure de régularisation,
par exemple la régularisation dimensionnelle. Le caractére renormalisé de A est le caractére
a valeurs dans C défini par :

(5.3.1) P (w) = o1 (@)(2)|

7. Pour préciser, les parametres physiques intéressants sont donnés par une série dont chaque terme est une
intégrale divergente. Nous ne traiterons pas ici la question de la convergence de cette série une fois que chaque

terme a été renormalisé.



UNE INTRODUCTION AUX ALGEBRES DE HOPF COMBINATOIRES ET A LA RENORMALISATION 45

Notons que p, prend ses valeurs dans les fonctions méromorphes qui n’ont pas de poles en
z =0, donc la définition a un sens. Le caractére p_ a valeurs dans A est appelé le caractére

des contre-termes.

exercices for Section 5.

6. COMODULES-BIGEBRES

La notion of comodule-bigebre a été étudiée par R. K. Molnar [25, Definition 2.1.(e)].

6.1. Définition.

Définition 6.1.1. Soit B une bigebre (unitaire et co-unitaire) sur un corps k. Un comodule-
bigébre sur B est une bigebre dans la catégorie des B-comodules.

Plus précisément, un comodule-bigebre sur B est une bigebre unitaire et co-uniatire H munie
d’une application linéaire

b H—->BRH

telle que :

— & est une coaction a gauche, c’est-a-dire que les diagrammes suivants commutent :

H ¢ BoH H ® . BoH
l/q) lAB(X)Id \ l&‘g@ld
BoH —"%° BoBoH ko H

— Le coproduit Ay et la co-unité £4 sont des morphismes de B-comodules a gauche, la
structure de comodule sur k£ étant donnée par I'application unité ug, et la structure de
comodule sur H ® H étant donnée par & = (mg ® Id ®@1d) o 793 0 (P ® ). Ceci équivaut

a la commutativité des diagrammes suivants :

(<] o]

H B®H H—BH
lAH lm@AH J{m lld@eﬂ
H R FH o ¢ ~BOHQH k—= B
\Lq)@q) Tm8®1d®1d
BOHRIBIH —— ~BIBIHIH

oll Teg est ’échange des deux facteurs du milieu.

— my et uy sont des morphismes de B-comodules a gauche. Ceci équivaut a dire que ¢
est un morphisme d’algebres unitaires. Autrement dit, les deux diagrammes suivants

commutent :
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1 2 BoH H—>BeH
Tm;.[ Id ®mHT TW Tld Quy
HRQFH ¢ >BRHQH | mpomy F—2 . B
lq)@q) mB®Id®IdT
BOHRIBIH —— ~BIBOIHIH

Le comodule-bigebre H est un comodule-algebre de Hopf si de plus H est une algebre de Hopf
avec antipode S tel que le diagramme suivant commute :

H—2BoH

lS lI®S
Lo}

H—2BoH

6.2. La structure de comodule-algebre de Hopf sur les foréts enracinées.

Théoréme 6.2.1. L’algebre de Hopf (H,-,A) des foréts enracinées définie au paragraphe 4.1
est un comodule-algébre de Hopf sur la bigébre d’extraction-contraction (H,-,T") définie au

paragraphe 4.4. La coaction ® est simplement donnée par le coproduit T'.

Démonstration. On doit vérifier que 1'galité suivante entre applications linéaires de H dans
H®H® H est vérifiée :

(6.2.1) (Idy @A) o ® =m'? o (T @T) 0 A,

oum'P HOHOIHRXH — H®H®H est définie par :

(6.2.2) mP(a@b®ced) =a®bd.

La vérification est immédiate pour la forét vide. Pour toute forét non vide on a :

(Idy @A) oT(t) = (Idy®A) > s®t/s

s sous-forét
det

- 2 > 9,

s sogs—forét AUB=V(t/s), ANB=0, B<A
et
Par ailleurs on calcule :

mBoT @M oAl) = mPo(T®l) Z
A'UB'=V(t), A'NB'=0, B'< A’

_ m1,3 Z Z Z s ® A//S/ ® s Q B//S//

A'UB'=V(t), A'NB’'=(, B’<A’ s'sous-forét s’ sous-foét
de A’ de B’/

by @t
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_ Z Z Z /”®A,/S®B/S”

A'UB'=V(t), A\nB'= 0, B'<A s sous foret s!! sous-forét

de B’
= g E s®A’/3ﬂA’®B’/5ﬂB’
A'UB'=V(t), AANB’'=0, B'< A’ s sous-forét de t avec

composantes connexes contenues dans A’ ou B’

= D > 5 (t/5),® (t/5))

s sou;—forét AUB=V(t/s), ANB=0, B<A
et

ce qui prouve le théoreme. O

Exercices pour le chapitre 6.

7. STRUCTURES DE REGULARITE

Les structures de régularité sont un outil tres puissant récemment mis au point par Martin
Hairer pour donner un sens a certaines équations aux dérivées partielles tres singulieres, et
pour les résoudre. Nous donnons ici un petit apercu des algebres de Hopf en jeu : ce sont des
algebres de Hopf d’arbres dont les sommets et les arétes sont décorés, avec un jeu subtil des

décorations dans la définition du coproduit.

7.1. Foréts colorées. Soit (F, F) une forét colorée, c’est-a-dire :
— F est une forét enracinée. On note N(F') I'ensemble de ses sommets et E(F) 'ensemble
de ses arétes.
— F:N(F)UE(F) — N ={0,1,2,...} est une application telle que “1({i}) est
une sous-forét de F' pour tout 7 > 1.
L’indice ¢ doit étre vu comme une couleur, ¢ = 0 correspondant au noir. La seconde condition
revient a dire que pour tous z,y € N(F) tels que ﬁ(:p) = ﬁ(y) >1,o0n a F\([:p,y]) = F\(x) =
F(y), o [z, y] désigne I'aréte joignant z 4 y dans F. Pour tout i > 1, soit I; : (F, F) — U;(F, F)
une collection de sous-foréts de 'argument (F), F ) telle que :

Hypothése 7.1. Pour tout i > 1, pour toute forét colorée (F, ﬁ) et pour toute sous-forét
AelU(F F),

(1) Fy;n A =0 pour tout j > 1,
(2) Fic A,

(3) i 0 < j <1, alors soit T C A, soit TN A =0 pour toute composante connexe T de ﬁ’]

Pour toute forét colorée (F, F ) et pour toute sous-forét A de F', on note F 4 la restriction

de Dapplication couleur F' & A, et on note F'U; A : N(F) U E(F) — N Iapplication couleur
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définie par F U; A(z) :=isiz e N(A)U E(A) et F U Az) = ﬁ(:p) sinon.

FIGURE 1: La figure ci-dessus montre trois fois la méme forét F' (qui est ici un arbre) avec trois couleurs :
le rouge représente 1, le bleu 2 et le jaune 3. Le noir, qui n’est pas considéré comme une couleur, représente
0. Les bulles désignent une sous-forét A; vérifiant ’hypothese 7.1, pour ¢ = 1,2,3 de gauche a droite.

Ainsi A; pourrait étre un exemple d’élément de U, (F, ﬁ) pour tout 7 = 1, 2 ou 3.

Lemme 7.1.1. Supposons que la correspondance U; vérifie [’hypothese 7.1.Alors pour toute
forét colorée (F,F) et pour tout A € U;(F, F), les deux couples (A, F‘A) et (F,FU; A) sont
des foréts colorées.

~

Démonstration. C’est évident pour (A,F\|A). Posant G = F U; A, il faut vérifier que G; =

@*1({2}) est une sous-forét de F' pour tout ¢ > 1. C’est une simple conséquence de 'hypothese
7.1. (]

pour résumer, la forét colorée (F, F U A) est obtenue a partir de (F), F ) en repeignant toutes
les arétes et tous les sommets de A\ F; avec la couleur numéro ¢, étendant ainsi cette couleur

a A tout entier. Il est maintenant naturel de considérer la comultiplication :
(7.1.1) N(FFY:= Y (4 ﬁ|A) ® (F,FU; A),
AcU; (F,F)
et de rechercher des propriétés de U; telles que le A; correspondant soit is coassociatif. Cette

procédure sera en fait valide dans une situation plus compliquée, impliquant des foréts typées

et décorées.

7.2. Contractions. Soit (F, ﬁ) une forét colorée. La contraction KC(F), ﬁ) se définit en contrac-
tant chaque composante connexe de Fj, pour ¢ > 1, sur un sommet auquel on donne la couleur
i. L’application K ainsi définie est idempotente (c’est-a-dire Ko KK = K), et (F, F) = K(F, F)

si et seulement si les sous-foréts F; sont constituées de sommets isolés pour tout ¢ > 1.

FIGURE 2: La contraction de la Figure 1. Les bulles délimitent les sous-foréts C(A;) pour ¢ = 1,2,3 de
gauche & droite. Les sous-foréts IC(A;) vérifient aussi 'hypothese 7.1.
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Soit (F), F ) une forét colorée. Une sous-forét A C F est admissible si pour tout i > 1 et pour
toute composante connexe C' de ﬁ’i, soit C' C A soit C'N A = (). L’application de contraction
K induit une bijection de 'ensemble des sous-foréts admissibles de (F F ) sur I'ensemble des
sous-foréts de IC(F), F ), ces derniéres étant nécessairement admissibles. Considérant ce fait, il

est naturel de faire I’hypothese supplémentaire suivante sur les U; :

Hypotheése 7.2. Pour touti > 1 et pour toute forét colorée (F, ﬁ), l'application de contraction
K induit une bijection de Us(F, F) sur U; (K(F, F)).

Notons que les éléments de U;(F, F ) sont admissibles d’apres ’hypothese 7.1.

7.3. L’identité de Chu-Vandermonde. Soit S un ensemble fini, et soit k,¢ : S — N avec

N:={0,1,2,...}. Les factorielles et les coefficients binomiaux sont définis par :

(7.3.1) o= [ @), (’;) =11 (’;g;)

TES z€S

b

maintenant S un autre ensemble fini, et soit 7 : S — S une application (pas nécessairement

|
ou (a) = ﬁ sia,b e Neta>b, avec la convention (Z) —0siabeNeta< b Soit

surjective ni injective). Pour toute application ¢ : S — N on définit 7.¢ : S — N par :

0 si x n’est pas dans 'image de T,

(7.3.2) ml(z) = Z ((y) si x est dans I'image de .

yeS, m(y)=x

Proposition 7.3.1. Pour tout (S = Net pour tout k : S — N l’identité ci-dessous est
vérifiée :

(7.3.3) <7rzk) == ~<’;)

0, =0

Démonstration. Considérons I’égalité immédiate suivante entre polynomes a variables indexées

par§:

(7.3.4) IT (1t + %)™ =TT (1 + x9)™ .

Il suffit alors de considérer le coefficient de monome H X»s{(a des deux cotés de I’équation. [J
seS

7.4. Un jeu avec les décorations. On supposera ic que les arétes de nos foréts colorées

son de différents types, ce que l'on visualise par une application t : E(F) — L, ou L iest

une ensemble fini. On notera Z(L)le groupe abélien libre engendré par les types. L’application

type est sous-entendue et donnée une fois pour toutes : elle ne doit pas étre confondue avec

I’application couleur. Soit d un entier positif fixé, la dimension.
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Définition 7.4.1. Une forét décorée est un 5-uplet (F), ]3)‘;"’, ot
(7.4.1) n: N(F) — N% 0:N(F) = Z*®Z(L), ¢: B(F) — N

Le produit de deux foréts décorées est donné par leur concaténation munie de la somme de
leurs décorations correspondantes, c’est-a-dire :

~ n, ~ n/’ / L fas = n+n/, + /
(F,F)°. (G, Q) = (FUG, F + G)tete

On introduit quelques notations supplémentaires : pour toute sous-forét A d’une forét £, le
bord de A dans F' est défini par :

(7.4.2) I(A,F) :={[v,w] € E(F)\ E(A),ve N(A)}.
Soit m : E(F) — N(F) lapplication "sommet d’en bas”, définie par 7([v, w]) = v. Pour tout
e: E(F) — Z% Tapplication m.e : N(F) — Z% est définie par :

(7.4.3) mee(v) = Z e(a).

a=[v,w]€E(F)

On utilisera aussi la notation abrégée % a la place de 1g(B)\E(4a)e pour tout A C B C F. Voici

maintenant la définition de notre famille de coproduits :
(7.4.4)

no n’+7r*e,u|N(A) ~ nfn’,o+n’+7r*(€fe€)
A(F, By = Z Z€,< ) (47, o (U A)", |

AU (F,F) “lea) cate

La somme interne court sur toutes les applications n' : N(F) — N¢ avec n'(v) = 0 if v ¢ A,
et sur toutes les applications € : E(F) — N telles que €(a) = 0 pour a ¢ 9(A, F). Cette
somme est infinie, et doit donc étre comprise comme un élément d’une complétion adéquate
du produit tensoriel. Ceci peut étre précisé en termes d’espaces bigradués, voir [4, Section 2].

Voici maintenant une autre hypothese sur la collection U; :
Hypothese 7.3. Les correspondances U; : (F), ﬁ) — U, (F, ﬁ) vérifient (pour i >1) :
(1) U(FUG,F+G)={CUD,CeU(F,F) and D € U;(G,G)}.
(2) On a l’équivalence suivante :
<A e U(F, F) et B e U(F,F U A)) — <B CUF,F) et A Z/ll-(B,ﬁ|B)) .

Théoréme 7.4.1. Sous les hypothéses 7.1 et 7.3, les coproduits A; sont multiplicatifs and

coassociatifs.

Démonstration. La multiplicativité est une conséquence directe du point (1) de I'hypothese

7.3, et de la définition du produit de deux foréts décorées, grace au fait que les factorielles

(resp. les coefficients binomiaux) vérifient (f + g)! = flg!, resp. (J‘ij:g/) = <J{') <§/) si
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f and g ont leurs supports disjoints. La coassociativité se prouve par un calcul direct. Tout

d’abord on a :
(A @ I)A(F, F)r

1/n ~ 0 e, °ln(B) ~
= wen| ¥ Ya(n)(58,) o (R Fus)

BGUZ'(F,F\) e ?‘E(B)

e e T e e

BeU;(F.F) eE(F)—N% suppeCd(B,F) Aeui(B,ﬁlB) n:E(B)—N®, supp nCO(A,B)

n—n" o4n" 47, (z—:feg)

F
egte

n:N(F)—N% suppn”’ CN(B) n':N(B)—N? suppn’ CN(A)
~ ' +men, 0 NA ~ n”—n’+7r*5,oN B +n/+7r*(n—e€) ~ n—n//,w*(a—eég)—ko-i-n”
<A,F‘A) | ()®<B,F‘BUiA>B veE) (F,FUZ-B>F
¢5a) eatn epte

(7.4.5)
Par ailleurs,

(I ® A)A(F, F)e*

1 /n ~ H/er*g’UIN(A) —~ nfﬁ/,o+ﬁ’+ﬂ*(§fe€)
- qgea)| X Z§<g/) <A,F‘A) ®<F,FUiA>

P~
Aeui(F,ﬁ) Bl lE(a) €xte

- X )3 )3 )3 ST

B R . A TANEA
AcUy(F,F) &E(F)—N?, suppECO(AF) Bell;(F,FU;A) 7:E(A)—N?, suppeCO(B,F)
W:N(F)—N? suppn’ CN(A) 7":N(F)—=N% suppn” CN(B)

=/ = =[N =[N =~F - B
>n +TE, %|n(a) n—n'—n" o0’ 41’ +7r*(5B+n+e® )

)ﬁ”+7r*ﬁ7 [a+’ﬁ’+m(§—e1@“)]|]\,(3)

(A,ﬁ|A ® (B,(ﬁ Ui A),), ® (F,ﬁui B) o
“E(a) tatea epteptn

(7.4.6)
Ici on a utilisé I’égalité (ﬁ Ui A)Y; B = Fu; B, qui est vérifiée parce que A C B ici. De plus on
a gl = 28 +2L et les supports des deux composantes sont disjoints. On effectue le changement

d’indices suivant :

/ ~

£ =541, n:= &%, n =L =c—17.

Cette transformation est injective, et son image est caractérisée par la contrainte ¢ — n’ > 0.

Son inverse, défini sur cette image, est donné par :
E=n-+17, n=c—1.

Le pré-facteur combinatoire dans (7.4.6) peut donc se ré-écrire ainsi :
LI N S ll(g)
gty =) ntet\n')

On obtient donc :

(T'® A)A(F, F)p*
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_ n—n
S IED YD DD DF- = 1 [ [ G
AelU;(F,F) Bel;(F,FU;A) &' w'n”
N\ T ()0 ~ T (e =), [0+ (1 —eg))] ~ T R 0 T s (e )
(A,F ) v o (B, (FU; A) ) 0l o (F Fu B) '
|A e‘E(A) |B ef{-}—n ngrs

(7.4.7)

)

ce qui fait que la contrainte e —n’ > 0 est maintenant encodée dans le pré-facteur combinatoire.

On effectue maintenant un deuxieme changement d’indices :
- ,ﬁ/_'_,ﬁ/,’ n o= ﬁ/+ﬂ*n/,
qui est encore injectif. L’inverse (défini sur I'image) est donné par :

U 7],*?7/7 7=+ 7"*77/-

On a donc les identités suivantes entre coefficients binomiaux :

n fn-w\ nl(n — )! - nl(® 4 7)! (o [t
v\ w ) T W)W - ww )l —w -8 \waar)\ w

Insérant ceci dans (7.4.7) on obtient :

(I ® A)A(F, F)™®

SHD ORI SRS ob ot (A T4 Tl

AcU;(F,F) Bel;(F,Fu;A) &nn’ wn”

~ n4mem, 0 ~ W =1/ 4 mie, [0+ i (n—eid)] ~ n—n’" o404+, (e+e)
(A,F|A> V& & (B, (Fu; A), ) P g (FF Us B) ’
‘lzca) B/ B4n epte
(7.4.8)

Le terme générique dans le membre de droite de (7.4.8) dépend de 7' seulement par l'in-

termédiaire du coefficient binomial. Grace a l'identité de Chu-Vandermonde (7.3.3) on a :

() len) - 2 2 ()5

n a 0, mn =o

- (D))

«

(7.4.9) - (“” N W*S).

n/

En tenant compte de 'hypothese 7.3, il suffit d’insérer (7.4.9) dans (7.4.8) et de comparer avec

(7.4.5) pour prouver la coassociativité des coproduits A;. O
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7.5. Décorations et contractions. On étend l'opérateur de contraction K défini au para-

graphe 7.2 aux foréts décorées comme suit :

(7.5.1) K ((F, ﬁ)gﬂ) = K(F, B)fh 0

avec

[](x) :=> n(v), [o](x) == o(v) + ) _ t(a), (€] =€) o 5

vET vET acx?
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