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avant-propos

Depuis plus de 20 ans aucun ouvrage d’électronique destiné aux sections de Techniciens Supérieurs
de la filiére Electronique n’a été publié. Cela a été di a ’évolution trés rapide des technologies de
I’Electronique, et aux modifications apportées aux programmes de ces sections.

Actuellement la définition de ceux-ci permet de penser qu’ils ne subiront pas de modifications
importantes avant plusieurs années.

Cependant afin de ne pas risquer de réaliser un manuel obsoléte dés sa sortie, nous nous sommes
attachés a faire ressortir les grands principes qui réglent I’électronique et qui ne dépendent pas de
la technologie.

Nous espérons ainsi avoir réalisé un livre de référence ou tout ce qui est nécessaire a ’électronicien,
du technicien supérieur, de I'éléve en premier cycle universitaire technologique, en classe préparatoire
aux grandes écoles a I'ingénieur, est présent.

Ce cours se décompose en deux tomes, nous abordons dans le premier tous les éléments théoriques
nécessaires pour Iétude du «signal» et les connaissances suffisantes pour comprendre le
fonctionnement des composants électroniques. Dans le second nous mettons en ceuvre les acquis en
étudiant les systémes sur I’ensemble des domaines de Iélectronique.



table des matieres

THEORIE DU SIGNAL

Chapitre 1: Lois générales des réseaux Chapitre 4 — Signaux quelconques . . . . .. 84
linéaives......................... 3 ,
e L . 1 — Transformée de Laplace ..... 84

1 — Les éléments actifs .......... 3 2 — Application 4 la résolution des

2 — Les éléments passifs ......... 5 SYStEMES . ... 86

3 — Les reseaux resmt.lfs R 6 3 — Transmittance de Laplace.... 90

4 — Les réseaux associant résistance 4 — Impédance opérationnelle .... 90
et capacité................. 8 EXCICICES . . oo vvvveveanens 93

5 — Réseaux associant résistance et
inductance................. 13

6 — Les reseaux assoclant resistance Chapitre 5 — Signaux échantillonnés . ... 94
inductance et capacité . ...... 16 i
Exercices .................. 24 1 — Echantillonnage ............ 94

. . 2 — Spectre du signal échantillonné 95

Chapitre 2 : Signaux sinusoidaux . ... ... 26 3 — Reconstitution du signal .. ... 96

1 — Préambule . ............ ... 26 4 — Transforméeen Z........... 97

2 — Vecteurs de Fresnel ......... 26 5 — Détermination des équations de

3 — Nombres complexes......... 29 TECUITENCE « . v v v vee e eveens 100

4 — Impédance complexe ........ 30 Exercices .................. 107

5 — Lois des réseaux linéaires en
régime sinusoidal permanent . 31 i

6 — Circuit associant résistance et Chapitre 6 — Etude énergétique . . . ... .. 109
capacité . .................. 31 - . -

7 — Circuit associant résistance et 1 — Equations générales ... 109
. 2 — Puissances absorbées par les
inductance................. 34 , 1z .

. . " récepteurs ¢lémentaires . ... .. 111

8 — Circuits associant résistance, .. . , L
. ., 3 — Application : étude énergétique
inductance et capacité . ...... 35 . . ]

, . ; de deux régulateurs de tension 114

9 — Représentation des fonctions de e . .

4 — Application : adaptation en puis-
transfert................... 37
10 — QuadripOdles passifs linéaires 51 Sance ....... S 15
. o 5 — Mesures de puissance. ....... 116
Exercices .................. 61 :
EXercices . .....cvovvnennan.. 117
Chapitre 3 — Signaux périodiques . . . ... 63

1 — Théoréme de Fourier........ 63 . . L

2 _ Forme exponentielle. .. ... ... 68 Chapitre 7 — Signaux aléatoires . . . . . . .. 119

3 — Spectre bilatéral ............ 69 1 — Introduction ............... 119

4 — Transformée discréte de Fou- 2 — Grandeurs aléatoires ........ 119
19 153 S 70 3 — Variables aléatoires ......... 121

Exercices . ..........ovunn. 80 4 — Application a I’électronique .. 125



COMPOSANTS

Chapitre 1 — Théorie générale simplifiée

des semi-conducteurs . .............

1 — Rappels d’électrostatique. . ...
2 — Rappels sur la structure de la

matiére ...................
3 — Semi-conducteur intrinséque. .
4 — Semi-conducteur de type N ..
5 — Semi-conducteur de type P ...
6 — Conduction des semi-conduc-

145100 ¢
7 —EffetHall ..................
8 — Diffusion ..................
9 —Jonction P-N ..............
Exercices ..................

Chapitre 2 — Diode d jonction P-N . . ...

1 — Description et symbole . .....
2 — Diode en court-circuit .. .....
3 — Diode polarisée en direct . ...
4 — Diode polarisée en inverse ...
5 — Caractéristique d’une diode a

jonction ...................
6 — Schéma équivalent d’une diode

ajonction .................
7 — Diode idéale et degré d’ap-

proximation ...............
8 — Limitations d’une diode & jonc-
tion ........ ..,
9 — Temps de commutation d’une
diode .....................

10 — Quelques applications des diodes
ajonction .................
11 — Diode Zener ...............
12 — Photodiodes ...............
Exercices ..................

Chapitre 3 — Le transistor a jonctions . . .

1 — Description et symbole ......
2 — Effet transistor .............
3 — Mise en équations ..........
4 — Caractéristiques du transistor .

130

131

133
133

134

135

136
137
138
138
144

145

145
145
145
146

146
147
147
147
148
150
157

159
150

161

161
161
163
163

5 — Régimes de fonctionnement du
transistor. .. ...............
6 — Fonctionnement du transistor
en commutation............
7 — Fonctionnement du transistor
en amplification ............
Exercices .............o....

Chapitre 4 — Le transistor d effet de

champ ... ... ... ... ... ... ....

1 — Description du transistor a effet
de champ a jonctions (JFet ou
TEC) ..o

2 — Fonctionnement du J. FET. ..

3 — Mise en équations ..........

4 — Caractéristiques du J. FET ...

5—JFETacanal P............

6 — Influence de la température .

7 — Capacités du J. FET ........

8 — Utilisation du J. FET en ampli-
fication ...................

9 — Fonctionnement en porte ana-
logique....................
Exercices ..................

Chapitre 5 — Amplificateur de différence

1 — Principe . ..................
2 — Montage a sortie flottante ...
3 — Montage a référence commune
4 — Comportement en grands si-
-3 710 QO
EXercices . ........ooovue.n.

Chapitre 6 — Amplificateur opérationnel .

1 — Définition et propriétés fon-
damentales ................

2 — Equation des montages fon-
damentaux ................

— Amplificateur opérationnel réel
Erreurs dites de «calcul» . ...
Erreurs dites «statiques» . ...
Erreurs dites « dynamiques». .
Exercices ...........ouuvn..

>RV I N
|

165

166

173
195

200

200
200
201
202
207
207
208

209

221
226

227

227
227
230

231
234

237

237

237
241
242
245
249



r

el
<L
=
O
7
-
o
L
o
O
LL
T
e




lois générales

— des réseaux linéaires

Les circuits électroniques linéaires sont décrits a
partir de cing éléments principaux :
— deux ¢éléments actifs :
e générateur de tension,
e générateur de courant,

— trois éléments passifs :
e résistance,
e capacité,
¢ inductance.

Chaque élément est caractérisé par la relation
qu’il impose entre la tension & ses bornes et le
courant qui le traverse. Cette relation u = f(i) est
la caractéristique de I’élément :

)

u

gt

1.1. GENERATEUR DE TENSION

Le générateur de tension dont le symbole est le
suivant :

impose la valeur de la tension a ses bornes quel
que soit le courant qui le traverse; sa carac-
téristique est donc :

u=e Vi

On T'appelle aussi force électromotrice e.

1.2. GENERATEUR
DE COURANT

Le générateur de courant dont le symbole est le
suivant :

impose la valeur du courant qui le traverse quelle
que soit la tension a ses bornes; sa caractéristique
est donc :

1.3. DIFFERENTES FORMES
DE SIGNAUX

La grandeur électrique imposée (courant dans le
cas du générateur de courant, tension dans le cas
du générateur de tension) peut avoir une forme
quelconque.

Cependant on peut séparer quelques formes
fondamentales :

1.31. Signal constant

Dans le cas du générateur de tension, on utilise
alors le symbole suivant :

u=E Vi
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1.3.2. Signal périodique

Le signal électrique se reproduit identique a lui-
méme au cours du temps. La période T est le plus
petit intervalle de temps au bout duquel le signal
reprend la méme valeur. La fréquence f est
I'inverse de la période :
1
f=
On définit, pour le signal périodique af(t), les

grandeurs caractéristiques suivantes :
— valeur moyenne :

to+T
Apey = T J‘ a(r) dt;
t

0
— valeur efficace : A telle que

1 to+T
Ar = — f a*(¢) dt.
T t

0
Remarquons que le carré de la valeur efficace est
la valeur moyenne du carré du signal, ce qui
permet de donner le schéma synoptique d’un
appareil capable de mesurer les valeurs efficaces

(fig. V).

Racine
carrée

a(')l: >< a2(t) valeur |A?

Multiplicateur mayenne

Fig. 1.

1.3.3. Signal sinusoidal

Le signal représenté sur la figure 2 s’écrit
a(t) = Ay cos (wt + @)

a |

Ay

N L
N4

Fig. 2.

e A, est la valeur maximale;

e w est la pulsation mesurée en radians par
seconde (rad . s™!); la définition de la période
conduit aux relations :

2
w=7n=21tf;

e ¢ est la phase a I'origine mesurée en radians.

Le signal sinusoidal étant un cas particulier de
signal périodique, on peut calculer :

1 to+T
o Apoy = T J Ay cos (wt + @) dt
to
A to+ T
= [J sin (wt + (p)] =0,
Tw to

ce qui est évident d’aprés l'observation de la
courbe af(z) :

1 to+T
o A2 = ‘J A% cos? (wt + @) dt
t

T 0
_An t+sin Qot + 2¢) ]"’”
2T 2w to
_ Ax
==
A
soit A="M

Nous écrirons donc le signal sinusoidal sous la
forme :

a(t) = A /2 cos (ot + ).

1.3.4. Signal échantillonné

. . : C s . 1
Le signal, échantillonné & la fréquence F, = ok

e

est constitué d’une suite de valeurs
{..a(0), a(T,), aQ2T,), ..., a(nT,),..} = a*().

Cette suite de valeurs peut étre convertie en
tension par lintermédiaire d’un convertisseur
numérique analogique. On obtient alors les
formes de signaux donnés par la figure 3 selon
que le signal est bloqué ou non entre deux
échantillons.

L’observation des courbes (fig. 3) permet de
constater un « retard » du signal échantillonné et
bloqué par rapport au signal échantillonné.
L’étude théorique le confirmera.
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a(t) échantillonné

Fig. 3.

~

~Y

a(t) échantillonné et bloqué

1.3.5. Signal aléatoire

Il est, dans ce cas, impossible de connaitre la
valeur exacte du signal a(t) a I'instant t. Le signal
est alors défini en termes de probabilité :
P(x, t) dx est la probabilité pour qu’a l'instant ¢,
le signal a(t) soit compris entre x et x + dx.

Suivant la forme du signal, il existe des méthodes
spécifiques d’analyse du comportement des
circuits électroniques : ces méthodes seront
exposées dans les chapitres suivants.

Si les éléments actifs produisent le signal, les
¢léments passifs subissent le signal et réagissent
en fonction de leur caractéristique.

2.1. ELEMENT PASSIF
NON REACTIF.
RESISTANCE R

Compte tenu des sens d’orientation :
— de l'espace vis-a-vis de la tension u,
— du conducteur vis-a-vis du courant i,
la caractéristique de la résistance est la suivante :

i _R i R
- [t
S E—‘—
u o u
u= + Ri u= —Ri

R est la résistance, elle se mesure en ohms (Q).

2.2. ELEMENTS PASSIFS
REACTIFS

Les ¢éléments réactifs font intervenir une
dérivation dans leur caractéristique.

2.2.1. Capacité C

Compte tenu des sens d’orientation, la caractéris-
tique d’une capacité est la suivante :

—H—

. du . du
l=+Ca l——Ca

C est la capacité du condensateur, elle se mesure
en farads (F).

2.2.2. Inductance L

Compte tenu des sens d’orientation, la caractéris-
tique d’une inductance est la suivante :

L . L
—Y Y Y e Y
= u = u
di di
=+ L— -7
u=+ dt “ dt

L est I'inductance de la bobine, elle se mesure en
henrys (H).

On peut dégager, pour le signe intervenant dans
les caractéristiques, une propriété générale pour
les éléments passifs :
— le signe est + si 'espace et le conducteur
sont orientés en sens inverse,
— le signe est — si 'espace et le conducteur
sont orientés dans le méme sens.
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Ce sont des réseaux dont les seuls éléments passifs
sont des résistances.

3.1. LOIS DE KIRCHHOFF

3.1.1. Loi des nceuds

On appelle nceud N, un point ou arrivent
plusieurs branches (fig. 4).

Fig. 4.

Il ne peut y avoir accumulation permanente de
charges en un point, car le potentiel y deviendrait
infini. On en déduit

il—iz_i3+i4—i5=0.

Dans le cas général, on écrit :

X +i,=0 signe + sileconducteur est

orienté vers le nceud

3.1.2. Loi des mailles

On appelle maille, un ensemble de branches
formant un circuit fermé (fig. 5).

63
Fig. 5.

En écrivant que la somme des différences de
potentiel est nulle lorsqu’on tourne sur la maille,
on obtient :

6

ey — Ryi; —e; — Ry,
+ R3i3 —_ 83 —_ R4i4 —_ Rsis = 0,
soit
81 — €y — e3 = Rlil + Rziz
— Rjiy + Ryiy + Rsis.
Dans le cas général :

— on oriente chaque branche;
— on choisit un sens de parcours sur la maille.

On écrit :

X +e,=2+R,i,

— La force électromotrice e, est précédée du
signe + si son sens est identique au sens de
parcours de la maille.

— Le terme R, i, est précédé du signe + sile
sens d’orientation de la branche n est
identique au sens de parcours de la maille.

3.2. THEOREME DE MILLMAN

Considérons le réseau a n branches de la figure 6.

[
N—.—” ”—

Fig. 6.
La loi des nceuds au point N
(il +12+"+1n=0)

conduit a :
u - el u - 82 u - e,,
+ .+ =0
R, R, R,
soit
81 e2 n
R S S
R, "R, R,
"= R
Rl RZ Rn

Cette formule est connue sous le nom de
théoréeme de Millman.
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3.3. GENERATEUR DE THEVENIN. GENERATEUR DE NORTON

Fig. 7.

Considérons un composant dont la caractéris-

tique u = f(i) est décrite par la courbe de la

figure 7.

Tant que le point de fonctionnement M ne sort
pas du segment AB (fonctionnement linéaire), la
caractéristique u = f(i) s’identifie 4 :

u=E —i(tan «) = E — Ri en posant R = tan a.

Tant que le point M reste entre 4 et B, on peut
donner, du composant, le schéma équivalent de
la figure 8 :

; E R
- u
u=FE —Ri

Fig. 8.

Ce schéma constitue le générateur de Thévenin

équivalent au composant.

u

La formule précédente peut s’écrire i = R R ce

qui conduit au schéma équivalent de la figure 9
(dit générateur de Norton équivalent).

L’équivalence entre les schémas des figures 8 et 9
permet de résoudre certains problémes par simple
transformation de schémas.

3.4. THEOREME
DE SUPERPOSITION

Soit un réseau possédant n forces électromotrices
€1, €5, oy €.

Compte tenu de la linéarité des lois de Kirchhoff,
le courant i, dans la branche p du réseau est une
fonction linéaire de ¢, e,, ..., ¢,, soit :

ip,=a,e +a,e,+..+a,e,.
Le§ coefficients a,,, a,,, .., a,, dépendent des
résistances du réseau.
Le courant i, peut s’écrire :
L, =1p, +1p + .+ 1,
ou i, = a,e; est le courant quimpose, dans la
branche p, le générateur e; supposé seul.

D’ou I’énoncé du théoréme de superposition :

Théoréme

Le courant dans une branche d’un réseau
inéaire est la somme des courants qu’impose
- dans cette branche, chaque force électromotrice
' supposée seule.
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3.5. THEOREME
DE THEVENIN

Soit un réseau résistif et soient deux points 4 et B
de ce circuit; branchons une résistance R entre les
deux points A et B. Nous obtenons alors le
schéma de la figure 10 (état I).

ETATI

Ae— ]

B e—

Fig. 10.

On se propose de calculer le courant i dans la
branche AB.

Pour cela, on imagine, a partir de I’état 1 les deux
états suivants.

3.5.1. Etat li

On place en séric dans la branche 4B un
générateur de tension tel que le courant soit nul
dans cette branche (fig. 11).

ETATI

[(Va-Va)al

A o—o

B e

Fig. 11.

La valeur d’un tel générateur de tension est
(V4 — Vg)o : tension qui apparait entre les
points A et B lorsque la branche est ouverte.

3.5.2. Etatlll

A partir de I'état II, on imagine que toutes les
forces électromotrices du réseau sont rem-
placées par des courts-circuits a 'exception de
(V. — Vp)o- Le réseau est alors équivalent 4 une
résistance R., (fig. 12) et le courant dans la

, . Vy— V;
branche AB s’écrit : i" = — M.
R+ R,
ETAT I
(Va—Va)o
i

'.l'.;'-_' A o—

Ik "

. Be
Fig. 12.

L’état II résulte de la superposition des états I
et III : le théoréme de superposition permet
décrire i’ =0 =i + i", soit
[= — i (VA - VB)O
R+ R,

et le réseau peut étre décrit par le schéma
équivalent de la figure 13, dans lequel :

A
Ryq

(Va-Yako g

Fig. 13.

o (V, — V), est la tension qui apparait entre les
points A et B lorsque la charge est débranchée,

e R, est la résistance vue entre les points A et B
lorsque la charge est débranchée et lorsque toutes
les forces électromotrices sont remplacées par des
courts-circuits.

4.1. PROPRIETES
DES CAPACITES

4.1.1. Equation fondamentale

. C
- u t

4 .1.2. Conséquences de I'équation
fondamentale

En régime continu établi : les grandeurs élec-
triques sont constantes :

du_

u=Cte = —=0 soit i=0.
dt

En régime continu établi, la capacité se comporte
comme un circuit ouvert.
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En régime périodique établi: les grandeurs
électriques reprennent périodiquement la méme
valeur :

u(ty + T) = u(ty), quel que soit t,.

Le calcul dela valeur moyenne du courant dans la
capacité conduit a :

1 to+T 1 to+T
Imo),:”,]‘:j ide :T_f C du
t t,

C
= Z [ulto + T) — u(t)] = 0

En régime périodique établi, la valeur moyenne
du courant, dans une capacité, est nulle.

En régime quelconque : I'équation fondamentale
conduit éd_u = L
d C
de zéro (sinon il n’y aurait pas de capacité), on

, C étant par définition différent

du . P
peut en conclure que — n’est jamais infini a

dt
moins que le courant dans la capacité puisse étre
considéré comme infini. Nous en tirons les
propriétés suivantes :
— la tension aux bornes d’une capacité ne
peut pas subir de discontinuité :

utor) =ulty_), quel que soit ¢,

a moins qu’a I'instant t,, le courant puisse
étre considéré comme infini;

— la capacité s’oppose aux variations de la
tension a ses bornes et ce d’autant plus
que :

e C est plus grand,
e le courant dans la capacité est plus faible.

Les remarques précédentes permettent de
comprendre le fonctionnement de certains
dispositifs. Considérons par exemple le schéma de
la figure 14.

Fig. 14.

T est un composant (ou un ensemble de
composants) dont la caractéristique u = f(i) est
donnée a la figure 15.

o |
E 4
S
T
S :tL-<O
du_ P B
Y \ Ul ?
\
A
%
Fig. 15. A E=— -
R

La tension u est obtenue par résolution du

systéme d’équations :

E=Ri"+u
U =i+
. du
i, = —
dr
u = f(i)
qui se ramene au systéme
du E—u
C—= —i
dt R
u = f(ij)

L’équationu = f{(i) étant donnée graphiquement,
la résolution ne peut étre que graphique; tragons,
E—u

pour ce faire, la droite d’équation i=

(ou u = E — Ri).

Elle partage le plan (u, i) en trois sous-ensembles :
— Tlensemble des points de la droite pour

u . du
—i=0,cest-a-dire — = 0;
dt

— Tl’ensemble des points situés a gauche de la

lesquels

—u
—i>0, cest-

droite, pour lesquels
du
a-dire — > 0;
dt
— Jlensemble des points situés a droite de la

d
droite pour lesquels d—b: < 0.

Le point de fonctionnement de coordonnées (u, i)
se trouve obligatoirement sur la courbe u = f(i).
Supposons qu’a l'instant initial, ce point soit

du .. . . .
en A, ou—— est positif. La tension u doit donc étre

dt
croissante et le point de fonctionnement monte
jusqu’au point P ou il rencontre les deux
conditions contradictoires :

o caractéristique décroissante de tous cotés,

du .. .
. i > 0 qui impose la croissance de u.
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La seule solution pour le point de fonctionne-
ment est de passer en B, et ce, horizontalement, car
la tension aux bornes du condensateur ne peut
pas subir de discontinuité.

du . . .
En B, a est négatif et le point de fonctionnement

descend jusqu’en V, ou il rencontre les deux
conditions contradictoires :
— caractéristique croissante de tous cotés,
du

dt

La seule solution, pour le point de fonctionne-
ment, est de passer horizontalement en A et le
cycle recommence.

< 0 qui impose la décroissance de w.

Le systéme, ne possédant aucun état stable,
constitue un oscillateur.

Remarquons que les oscillations ne sont possibles
que parce que le point de concours de la
caractéristique u = f(i) et dela droiteu = E — Ri
se trouve sur la portion décroissante de la
caractéristique u = f(i). Le point de fonctionne-
ment ne se trouve jamais sur la droiteu = E — Ri.
Sl en était autrement, il rencontrerait la

. du . .
condition i 0, soit u = Cte, et le point de

fonctionnement s’arréterait 1a.

4.2. ALIMENTATION
D'UNE CAPACITE
PAR UN GENERATEUR
DE COURANT CONSTANT

Considérons le réseau de la figure 16. A instant
t =0, la tension aux bornes de la capacité est
égale a U,,

du du I,
; I,=C— soit —=-—2
° o=ty M g T o
u c 1,
u=Et+U0
u
Uo
0 T
Fig. 16.

On obtient donc une « rampe » en alimentant une
capacité a courant constant. Cette propriété
conduit a de nombreuses applications; on peut en
déduire, par exemple, le schéma synoptique d’'un
générateur de tension triangulaire (fig. 17).

/ _________ \
2 s \
K | —o o——-—-———X
1 i
(o] u T Vs
lo o T I

Fig. 17.

e Le bloc T établit entre les tensions vg et u la
relation décrite par le diagramme ( fig. 18) :
Vs

E

+ Ug

<

-E

Fig. 18.

* lorsque u atteint + U, par valeurs croissan-
tes, vg bascule de + E a — E,

+ lorsque u atteint — U, par valeurs décrois-
santes, vg bascule de — E a + E.

¢ L’interrupteur K est commandé par la tension
Vg :

x K est en 2 lorsque vg = — E,

+ K est en 1 lorsque vg = + E.

Le courant i dans la capacité prenant alternative-
ment les valeurs + I, et — I, la tension u évolue
conformément au diagramme de la figure 19.

u

Up | —,
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4.3. ALIMENTATION D’'UNE
CAPACITE A TRAVERS
UNE RESISTANCE

4.3.1. Alimentation par un générateur
de tension constante

Soit le schéma de la figure 20.

el L
- u
T T
Fig. 20.
A Tlinstant t=0, wu=U, on ferme
I'interrupteur K.
Des équations :
E=Ri+u . d
on tire E=RCVu+u,
i—C du dr
T de

équation différentielle du premier ordre dont la
solution est déterminée de la maniére suivante.

SOLUTION DE L’EQUATION
SANS SECOND MEMBRE

du du dr
R ™ = —_— — —
Catu=0=+ RC
u t
=ln—=——
k RC
u==ke RC

SOLUTION PARTICULIERE
Le second membre étant constant, on cherche la

. du
solution sous la forme u = Cte, soit s 0.1

vient alors :

SOLUTION GENERALE

Elle est obtenue en faisant la somme de la solution
particuliére et de la solution de I’6quation sans
second membre :

u=E+ ke "k,

CALCUL DE LA CONSTANTE
D’APRES LES CONDITIONS INITIALES

u(0—-)=U, _
{u(O+)=E+k #0+) = ul®0-)

car u est la tension aux bornes de la capacité et a
I'instant t = 0, la résistance R limite le courantia

E-U
9 donck=U, —E.

Solution finale : u=E+ (U, — E)e k¢

Tragons la courbe donnant les variations de la
tension u en fonction du temps :
— lorsque ¢ tend vers l'infini u tend vers E,
— la pente de la tangente a 'origine est

du _i0+) E—u(0+)
E(OH" C  RC

_E—u(0-) E-U,

RC " RC

La tangente a I'origine coupe donc 'asymptote
u = E a P'instant 7 = RC.
Les courbes décrites figure 21 donnent les
variations de u dans les conditions :

o Uy=E,

e Uy>E,

° Uo < E,
7= RC est la constante de temps du circuit
résistance-capacité.

Dans le cas ou Uy = 0, on définit le temps de
montée t, par le temps nécessaire a la tension pour

u=EFE. passer de 10% a 90 % de la valeur finale.
u i u i v
Uo E
/
\\ £y ) /——
AN o //
E : U, 4
!
0 T t (0] t (0] T t
U>E E=U, U,<E
Fig. 21.

1
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Le calcul de ¢, 4 partir de ’équation
u=E — Ee k¢
conduit & :
t,=RCIn9 =22RC.

On définit, dans les mémes conditions, le temps de
réponse a 5 %, t,,,, par le temps au bout duquel la
tension u ne différe que de 5 % de sa valeur finale

(fig. 22).

vy
E L]
09E PBE oEmmm= =
/] [
/| |
y |
/ | | |
I | l
/____J_L__..l I
01E r—l ) , |
o] - S
T bsy t
Fig. 22.

Le calcul de t,5., a partir de u=E — E ¢ "/RC

conduit a :
trs% = 3RC

Variations du courant

De l'expression de u = E + (U, — E) e "%¢ on
déduit I’équation de i a partir de "'une ou l'autre
des équations initiales :

d
i=C :5’ E-U
it j = 0 o—tRC
E=Ri+u soi i R e

Les courbes décrites figure 23 donnent les
variations de i dans les conditions :

e Uy=E,

o Uy > E,

e Uy <E,

4 .3.2. Alimentation par une rampe
de tension

Soit le schéma de la figure 24 avec e = at + E,

Fig. 24.

A l'instant ¢ = 0, la tension u étant égale a Uy, on
ferme l'interrupteur K.

Des équations :

e=Ri+u,
du
¥
' dt’
du

on tire e=at+ E, = RC — + u.

dr

SOLUTION DE L’EQUATION
SANS SECOND MEMBRE
u=ke RC

SOLUTION PARTICULIERE

Le second membre étant une fonction linéaire du
temps, on cherche la solution particuliére sous la

. du
forme u = mt + n, soit — = m.

dt
du

ar dans I’équation différentielle,

Remplagons u et

il vient :
at + Eg = RCm + mt + n.
Cette équation devant étre vérifiée quel que soit ¢,
on obtient :
m=a

m=da soit
RCm+n=E, n=E, —aRC

=Y

Up<E

12
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SOLUTION GENERALE

u=at+ E,— aRC + k e "/RC

CALCUL DE LA CONSTANTE D’INTEGRATION
D’APRES LES CONDITIONS INITIALES

u@ +)=E;, —aRC + k
u@©—-)="U,

u(0 +) étant égal a u(0 —), on en déduit la valeur
de k
k=U0_E0+aRC.

SOLUTION FINALE

u=at+ Ey,— aRC + (U, — E, + aRC) e "'’

Tragons la courbe donnant les variations de la
tension u en fonction du temps :

— lorsque ¢ tend vers I'infini u se rapproche de
la droite at + E, — aRC; la tension u suit
donc I’évolution de la tension e — aRC;
aRC constitue Perreur de trainage;

— la pente de la tangente a I'origine est

du _i(0+) e(0+)—u(0+)
a0t ="¢"=""re
—e(0+)'—u(0_)_E0‘—UO
h RC - RC
E,—U
son équation est u = ———2¢ + Up;

RC
a Iinstant t = 7 = RC sa valeur est E;

la courbe représentative de u est donnée par la
figure 25.

v ) .
o\x
U o’ /690
0 —— U x€°
s
\)/
Eo
Erreur de | //\\
trainage | N
aRC Y 7
7 |E~aRC |
o] : oul
T=RC t
Fig. 25.

433 Remarques a propos
de la solution de I’'équation
différentielle

La solution de I’équation sans second membre, de
la forme k e ¥R dépend des conditions initiales,
et disparait au cours du temps. Elle constitue le
régime transitoire.

La solution particuliére,
conditions 1initiales,

indépendante des
et qui subsiste, aprés

disparition de I'équation sans second membre,
constitue le régime permanent.

5.1. PROPRIETES
DES INDUCTANCES

5.1.1. Equation fondamentale

L ~NY Y di
— u=Ld—;

B5.1.2. Conséquences de I'équation
fondamentale

En régime continu établi, les grandeurs électriques
sont constantes, soit
di

i=Cte = —=0

@ u=0.

En régime continu établi, linductance se
comporte comme un court-circuit.

En régime périodique établi, les grandeurs élec-
triques reprennent périodiquement la méme
valeur : i(t, + T) = i(to) quel que sait ¢t,.

Le calcul de la valeur moyenne de la tension
conduit a

1 to+T 1 tot+T
U oy TJ; u T_L i

[¢]

= il + T) — i(t9)] =0.

13
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En régime quelconque, ’équation fondamentale
L.dioou e .
conduit a @=L L étant, par définition, différent

de zéro (sinon il n’y aurait pas d’inductance),

di . e
on peut en conclure que I n'est jamais infini a

moins que la tension aux bornes de I'inductance
puisse étre considérée comme infinie. Nous en
tirons les conclusions suivantes :

— le courant dans une inductance ne peut pas
subir de discontinuité,

i{ty,) =ilto-) quel que soit ¢,

a moins qu’a l'instant t,, la tension aux
bornes de I'inductance puisse étre considé-
rée comme infinie;

— Tlinductance s’oppose aux variations du
courant qui la traverse et ce d’autant plus
que :

o L est plus grand;

¢ la tension aux bornes de I'inductance est
plus faible.

Ces remarques permettent de comprendre le
fonctionnement de certains dispositifs comme par
exemple I'alimentation a découpage.

En effet, on peut donner, d’'une alimentation a
découpage, le schéma équivalent de la figure 26.

r est la résistance de la
bobine d'inductance L

Fig. 26.

L’interrupteur est basculé périodiquement de la
position 1 & la position 2 :

Kestenl
K esten 2

ou a < 1 est le rapport cyclique.

nT <t<nT + aT
nT +aT <t<(n+ 1T

14

Ce qui donne pour la tension v la courbe de
variations décrite a la figure 27.

v A

E

0 atl T t

Fig. 27.

La capacité s’opposant a la variation de la tension
a ses bornes, la tension u reste sensiblement
constante et égale a U,,.

Les équations entre valeurs instantanées
v=u,+ri+u
{ i =ic+1,
conduisent &
{ Visoy = Moy + Uo = aE

Imoy = Iumoy

car la tension moyenne aux bornes de I'induc-

tance et le courant moyen dans le condensateur
sont nuls en régime périodique établi.

On en déduit :
Ug = aE — 1l ey
Pour l’alimentation de la charge R, le montage se

comporte comme un générateur :

— de force électromotrice aE réglable par le
rapport cyclique a,
—~ de résistance interne r.

B5.2. ETABLISSEMENT
DU COURANT DANS
UN CIRCUIT INDUCTIF

Considérons le schéma donné figure 28.

7 L i

K

= R

Fig. 28.

A Tlinstant t = 0, on ferme l'interrupteur K. On
obtient, pour le courant i, ’équation suivante :
di E Ldi

E=RI+LE ou E=l+§5
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Cette équation différentielle du premier ordre est
identique a celle qui a été résolue au para-
graphe 4.3.1. On en déduit par analogie 1a loi de
variations du courant i :

Ce qui donne, pour le courant i, la courbe de
variation décrite a la figure 29.

A

o|m -

Y

Fig. 29.

Lorsque t tend vers I'infini, i tend vers R’ ce quiest

normal, car nous avons vu qu’en régime continu
¢établi 'inductance se comporte comme un court-
circuit.

5.3. RUPTURE DU COURANT
DANS UN CIRCUIT
INDUCTIF

Reprenons le schéma de la figure 28 et supposons
qu’alinstantt = 0, le courant étant établi aE, on

ouvre l'interrupteur K. Il apparait alors deux
exigences contradictoires :

— celle de l'expérimentateur qui veut faire

passer instantanément le courant i de R
ao;
— celle de I'inductance qui ne tolére aucune

variation brutale du couranti qui la
traverse.

En définitive c’est I'inductance qui 'emporte en
provoquant aux bornes de linterrupteur une
surtension telle qu’elle provoque l'ionisation de
I'air entre les lames de interrupteur. Il y apparait
donc une étincelle conductrice qui referme le
circuit que lexpérimentateur pensait avoir
ouvert.

I1 faut donc ajouter a 'inductance un circuit lui
permettant de prolonger le courant qui la
traverse; ce circuit peut étre réalisé par une simple
résistance R, conformément au schéma de la
figure 30.

K
R
I u
e Ay
. L
Hy
Fig. 30.
Des équations
di
u=Ri+ L—
dt
1= — il
u=Rji;
on tire L d +i=0
—_— 1= 5
R+ R, dt

équation différentielle du premier ordre sans
second membre dont la solution est de la forme

L
" R+R,’

i=ke avec T

k est calculé d’aprés les conditions initiales

. . E .. E
<at—0,l—§>s01tk—Ret

On en déduit les lois de variation de i, et de u :

R\ E

—t/t

il_

Les courbes de variation correspondantes sont
données figure 31.
La surtension apparaissant a 'ouverture de K,
R,E
R

petite; mais le dispositif présente I'inconvénient

est d’autant plus faible que R, est plus

. .. (E?

de dissiper dans R; une puissance inutile (R_>
1

d’autant plus importante que R, est plus faible.

On peut y remédier en plagant en série avec R, un
¢élément (diode) qui supprime le courant i, positif

15
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i E b i
R R, R
N
T T
0} \11 - o} 7 - lo} - —
t t t
Y/ V/
E _RE S
R R
Fig. 31.

tout en conservant le courant i, négatif qui 6.1.2. Circuit R-L-C paralléle
prolonge le courant dans I'inductance lors de alimenté par un générateur
I'ouverture de K. de courant
Considérons le schéma de la figure 33.

i

o

e R
c u
L
6.1. EQUATIONS
DES MONTAGES Fig. 33.
FONDAMENTAUX R
Des équations initiales
6.1.1. Circuit R-L-C série i =ic+i
alimenté par un générateur . du
de tension ie=Cqr
Considérons le schéma de la figure 32. di
=Ri+ L—
R L u L+ dr
on déduit :
u c — TPéquation différentielle de la tension u :
T R, 1di, d’u Rdu 1

rcetca ~aF TTar Tic”

Fig. 32.

— Téquation différentielle du courant i :

Des équations initiales : ) .
i, d% Rdi 1

. di = ——+—
e=Ri+ Ly +u icTetta T ic
_ odu |
i=Cq 6.1.3. Forme générale
L g de I’'équation différentielle
on déduit : du 2¢ ordre
— Iéquation différentielle de la tension u : On constate dans les deux exemples précédents
e d’u Rdu 1 que les circuits associant une inductance et une

’ capacité sont régis par une équation différentielle

du 2¢ ordre a coefficients constants de la forme :

Ic"a "La " IC
— I’équation différentielle du courant i :

ld_e_d_zt:+£di+ L d?x ) dx+ .o
Lar —d? " Lar " LC” 47 2o g +wox = [0,

16
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Le second membre f(t) dépend de la forme du
signal imposé par les générateurs de tension ou de
courant.

Dans les exemples précédents, on obtient, par
identification :

R 1
2mwgy = I Wy = —Té

soit

o - L R [C
¢ LC Mm=3NL

wq est 1a pulsation propre du circuit;
m est son coefficient d’amortissement.

6.2. CIRCUIT R-L-C- SERIE
EN REGIME LIBRE

Considérons le schéma de la figure 34.

Fig. 34.

A Tinstant ¢t = 0, on ferme l'interrupteur K, les
conditions initiales étant les suivantes : i{(0 —) =0,
u(0 —)="U,.
Les variations de la tension u sont régies par
I’équation différentielle du 2° ordre sans second
membre :

2
%—t—? + 2mw03—? + wdu =0

! et m R \/E
/LC 2\ L

La solution de cette équation est de la forme
A, fi1(t) + A, f>(t) dans laquelle :

e A, et A, sont deux constantes a déterminer
d’aprés les conditions initiales,

e f,(t)et f,(¢) sont deux solutions particuliéres.
Afin de déterminer f,(¢) et f,(t) cherchons a tel
que €* soit solution de I’équation différentielle. Il
vient alors

e“[a? + 2mwya + 3] =0,

avec Wy =

soit a? + 2mwga + w§ = 0, équation caractéris-
tique de I’équation différentielle.
Le discriminant est

A = m*wi — 0l = wi(m? —1).

6.2.1.

Les solutions de I’équation caractéristique sont
réelles et négatives :

a, = — mwy + wg /m? — 1

et a, = —mwy — 0y /m* — 1,

m>1

et 1a solution de I’équation différentielle est de la

forme :
u= Al ealt ‘Jf‘ A2 eazt.

Pour la détermination de 4, et A, les conditions
initiales permettent d’écrire
{u(O+)=A1+A2

u0—)="U,
u est la tension aux bornes d’une capacité, soit
A+ A, =Uy;

et u(0 —) = u(0 +), car

. du
i(0—)=0

et i(0 —) =i(0 +) car i est le courant dans une
inductance; soit a; A, + 4,a, = 0.

(0+) = Cl[A,a, + A;a,]

A, et A, sont donc solutions du systéme
Al + A2 = Uo
a; Ay +ayA, =0
Uoa,

soit A =——— A, =
a, — a;

Uoay
al - az '

La courbe décrivant les variations de u est donnée
figure 35.a.

A
Uo

Fig. 3b.a

6.22. m=1

L’équation caractéristique a une racine double :
a, = — wy, et la solution de I'équation différen-
ticlle est de la forme u = (At + B) e™ .

A et B sont déterminées d’apres les conditions
initiales et la courbe donnant les variations de u a
la méme allure que celle obtenue pour m > 1

(fig. 35.).

17
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6.23. m<1

Les racines de I’équation caractéristique sont
imaginaires conjuguées :

a1=”‘mwO+j0)0.\/1—m2
a, = — mwy — jwg /1 — m?

et la solution de I’équation différentielle est de la

forme :
u=A e+ A4, e

Le calcul de A, et A, d’apres les conditions
initiales conduit a

anz _ Uo(mwo + j(l)o«/ 1— m2)
a; — a, 2jwg /1 —m?

en posant ® = w, /1 — m?, il vient alors

A=

(maw + jw)
A = U QA
1 ° " e
A = Upa, _ Ug(— mwy + jwey/1 — m?)
? a, — a, 2jwg/1 — m?
— mwy + jo
0 2jw

il vient alors
u="U,e ™"
ma)o ejwt _ e—jwt eja)t + e*jwt
- +
W 2] 2

. _ mwg .
soit u= U, e ™| cos wt +—-2 sin wt
1)

. mw sin 0 .
Si 'on pose — = = tan 6 il vient :
cos 0
UO — mwot : b
= o5 0 e [cos wt cos O + sin wt sin §]
U
= 09 e~ " cos (wt — ).
s
7 U
o050 [N Yo moy
\/ cos O
AN
~
o) e
—_ t
_
/
Uo b
- — _—— g mugt
cos 6 / cos 0
Fig. 35.b
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La courbe décrivant les variations de u est donnée
figure 35.b. Le cosinus évoluant entre + 1et — 1,
la courbe est comprise entre les deux exponen-

0 —moot

0 g=mwot ot _ e
cos 6

tielles v
cos

De cette étude nous retiendrons :

REMARQUE

La condition m =0 étant un cas particulier de la
condition m < 1, la solution correspondante est de la
Jorme u = Aq cos (wot + @).
Les conditions initiales

u(0 +) =u(0 —) =U,,

d ‘
i0+)=C ditt 0 +)=0, mposent

Uy=4 Ay =
0 o COS (/", soit o="U,
0= —wyA, sin ¢ =0,

ce qui conduit a u = U, cos wyt, d’oti 'on déduit

: du .
i= Ca = — CwoU, sin wyt.

C
= 0 impose R = 0 (ce qui

est un cas limite) ; le schéma correspondant est donné
Sfigure 36.a et les lois de variations de u et de i
Sfigure 36.b.

. R
La condition m = 7
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UO“A[

i -
| % \\ |

u
L
20,
|

Fig. 36.b

Il apparait, dans le circuit, des oscillations
permanentes, dont on peut donner Dlexplication
Physique suivante :

— d l'instant t=0, u=U, on ferme
Uinterrupteur K; on offre ainsi, d la capacité, un
circuit lui permettant de se décharger;

— alinstant t = r , la capacité est déchargée,
2wy

mais le courant i est extrémum et linductance, ne

tolérant aucune variation brutale du courant i,

prolonge ce courant en provoquant la charge de la

capacité en sens inverse;

N . n . . gy
— alinstant t = —, i = 0, mais la capacité se
Wo
trouve chargée sous u = — U,, d’ou une nouvelle
décharge, et ainsi de suite.

6.3. CIRCUIT R-L-C _
SERIE ALIMENTE
PAR UN GENERATEUR
DE TENSION CONSTANTE

Considérons le schéma de la figure 37.

A Vinstant t = 0, u(0 —) =0, i(0 —) = 0, on ferme
linterrupteur K.

Fig. 37.

Dans ces conditions, la loi de variation de la
tension u, est appelée réponse indicielle.

L’évolution de la tension u en fonction du temps
obéit a I’équation différentielle :

d%u

du
—d?+2ma)o a+w3u=w§E

avee

Solution particuliére

Le second membre étant constant, on la cherche
sous la forme :

. du d?u
u=Cte soit TS =0 et P =0;
il vient alors u=E.

Reprenons les résultats établis au paragraphe 6.2.

e a) m>1: La solution de I’équation sans
second membre se met sous la forme :

u=A; e+ A4, e

a; = —mwg + wy/m* — 1

avec
= 2_ 1

et dy = — MWy — Wo/ M — L.

Ce qui donne pour la solution générale

I’équation :

u=FE+ A, e+ A4, e,

19
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Les conditions initiales conduisent au systéme :
u0+)=u(0—-)=0=E+A4,+ A4,

d
i(o+)=i(0—)=cd—‘t‘(o+)
=a1A1+a2A2=0
soit Ayt A, =—E
alAl +a2A2 =0,

dont la résolution conduit a :

—a,E m+ . /m*—1
Aj=——=—E—F—Fn,

a, —a, 2./m*—1

—a,E — 21
4= mE __ pm Jm ’

a,—a, 2./ m?—1

La courbe de variations de la tension u est
donnée figure 38. Lorsque ¢ tend vers l'infini, a, et
a, étant négatifs, u tend vers E.

uj

E
095 E

\
i
I
|

tso, t

Fig. 38.

La pente de la tangente a I'origine est :
_i(0+) i(0—)

=0.
C C

du
a—t—(O +)

— Cas particulier m > 1

Jm*—1
A, sz_E’

T T 2 /mr1

m—m/1—1/m* E
4,=E ~

2. /m?*—1 4m?’
w
a, = —mwy +wom/1—1jm* ~ — 2,
2m
a2 = _mwo_w041m2‘1z-2ma)0,

m étant supposé grand par rapport a 1, [4,| est
infiniment grand par rapport a |A4,|,
|a,| est infiniment petit par rapport a |a,|.

Le terme A, ¢** devient donc trés rapidement
négligeable par rapport au terme A, e et la
tension u se rapproche trés rapidement de

_®0
u=E— Ee Znm'

On est alors en présence d’'un mode dominant.

20

— Temps de réponse @ 5 % dans le cas oi m > 1

wo
De lexpression u=E — E e 2Zm', on tire

_®o, 5 it
e 2m'r5" = —— = —, SOl
100 20’
2m m
tysy, =—1In20=3 x —,
(00 (20
) t, 5o 3m
soit rs%ho—
27 T
Wo

L tys0,
La courbe donnant les variations de ;_* en
n

Wy
fonction de m est donnée figure 41 en échelle In-
In. :

e b) m < 1: La solution de I'équation sans
second membre se met sous la forme :

u = Ao € ™ cos (wt + @)

avec © = wy/1 — m-

Ce qui donne pour la solution générale
I’équation :
u=E+ A, e " cos (ot + ).

Les conditions initiales conduisent au systéme :
u(0+)=u(0—)=0=E+ A, cos ¢

i(O+)=i(0—)=Cfid—l:(0 +)=0

= Ay[— mwg cos ¢ —w sin @].

mmy m
tan ¢ = — = — ,
" 1) 1 —m?
sol
E E
AO = — = —

cos @ Jl—m*

La courbe des variations de la tension u est
donnée sur la figure 39.

La pente de la tangente a l'origine est :

du(0+)=i(0+)=&—l=

@ C C 0.

Au cours du temps, la tension u passe au-dessus
de la valeur finale E.

On définit le dépassement d par :
Umax —E

d= i3
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u
: .
E+ @ -mot
I J_— NTm?
: /—E— \/1E > e Mm%t cos (ot + @)
-m
TN S N T
E EﬁEZ
ﬁp\sﬁ—f— S
|
E
L V1-m? et |
loso t
Fig. 39.
d
1 ————
— \
~3
\‘
\\
AN
i o N
el /1 —m?
0,1
X
\
\
0,01 \
0,01 0,1 0,2 1 m
Fig. 40.

— Calcul du dépassement

u est extrémum lorsque
du E

o —mawot
e 0!

& 1w

[mwq cos (wt + @)+ w sin (wt + @)]=0

c’est-a-dire pour
mw
tan (wt + @) = —T():tan o,

soit wt = k.

. . . T
Le premier maximum se produit pour t = — soit
)

E mwon

e o

U..,=E— cos

m

T Aom . .
soit Up,,=E+ Ee Vit ce qui conduit a :

—Tnm

d=ey1—-m

La courbe donnant les variations de d en fonction
de m en échelles In-In, est donnée figure 40.
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HHE

10

H_F

e

1A

oM — —— —

|
|
0,2 I
|
|

otl .

Fig. 41. 01 0,7

— Temps de réponse d 5%

Le temps de réponse a 5% est le temps au bout
duquel la tension u reste comprise entre les deux
horizontales d’ordonnées 1,05 E et 0,95 E.

Le tracé point par point montre que t,s., est
minimal pour m = 0,7. Sa valeur est alors

e 2n
tsoumin = 0,44 —.
r5%min ,
Ce qui correspond, pour u, a la courbe de
variations de la figure 42.

u
1056 } o —
095 [~ f— " —— —"E
[
[
|
o) ! -
b5 min t
Fig. 42.

Lorsque t tend vers l'infini, e ~™“ tend vers zéro,
et u tend vers E.

. trso,
La courbe donnant les variations de — 2%

21w,
fonction de m en échelles In-In est donnée figure
41.
Dans le cas ou m est trés petit par rapport 4 1,

en

= est trés voisin de E, les oscillations sont
1—m
trés importantes et 'on peut assimiler le temps de
réponse 4 5% au temps au bout duquel
I’exponentielle

E-— e ™o & E[1 — e mo0r]

1 —m?

22

1 2 10 m

coupe I'horizontale 0,95 E, soit

—mootrs% _ i — i
100 20°
. 3
soit tyso, = —
bsw _ 3
2r  2mm’
oo

Nous retiendrons les résultats suivants qui nous
seront utiles, en particulier
asservissements linéaires :

pour Pétude des
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6.4. APPLICATION :
ANNULATION
DE LA SURTENSION
AUX BORNES
D’UN CIRCUIT INDUCTIF

Nous avons vu au paragraphe 5.3 que, lorsqu’on
ouvre linterrupteur K du schéma donné a la
figure 28 il apparait une forte surtension aux
bornes du circuit inductif.

Pour annuler cette surtension, on place aux
bornes du circuit inductif R, L, un élément qui
s’oppose a la variation brutale de la tension a ses
bornes, ¢’est-a-dire une capacité. On obtient ainsi
le schéma de la figure 43.

L j

"C} } R

T__‘i GT v L

Fig. 43.

A Tinstant ¢t = 0, le courant i étant établi a R

et u étant égal a E, on ouvre K. Des équations
générales :

di
=Ri+ L —
u i+ i
3 ic=—1
du
=C—
¢ dt
: du d?u
on t RC— LC —
n tire u+ a + FrEl =0,
. d? du
soit dg+2ma)0d +wdu=0
1
avec Wy = —,
/LC

3
Il
| =
s

4L
e Pour m > 1 cest-a-dire C > —- R la loi de

variations de u est exponentielle (fig. 44) et la
tension u revient vers zéro sans devenir négative.

\U

\
\
0 \
RC

Fig. 44.

La pente de la tangente a l'origine est

i0+)
_(O H=-—"¢c "¢

i0—) E
-

4L
e Pour m< 1, (C<F>, la réponse est

sinusoidale amortie, de la forme

u=Ae ™ cos (vt + @).
Les conditions initiales conduisent a :

u@O+)=u(0—)=E=Acos ¢

—i(0+)  i0-) E
c  C ~RC

du
Ht—(0+)—

= A[— mw, cos ¢ —w sin @],
soit
t 11 11 R
o=l rRc ™ |Tw|RC 2L

_ E
T cos @

1

. 2L
Pour — soit C =z ¢ est nul et la

R
2L
tension u varie suivant la loi

u = E e” ™" cos wt.

Comme e~ ™" et |cos wt| sont inférieurs a 1, |u]
restera inférieur a E ce qui élimine la surtension.
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6.5. REGIME TRANSITOIRE
REGIME PERMANENT

Nous avons vu que la solution de I’équation
différentielle du deuxiéme ordre se compose de :

— la solution de Péquation sans second
membre, qui dépend des conditions initiales et

1. Le schéma de principe d’'un convertisseur numérique-
analogique est donné flgure L.

6 68

1

$.99
D

Les sources sont indépendantes et les courants ne dépendent
pas des potentiels des nceuds 0, 1, 2
On a alors :

W=kolo + kil + kyly + ... + kyly
ou ky, k,, ..., ky sont des coefficients ne dépendant que des
résistances du réseau.
1° On ferme le seul interrupteur a, (fig. 2). Montrer que
pour le calcul des courants et tensions dans le dipdle B, on
peut remplacer le dip6le A par un dipdle équivalent (source
de Norton), constitué par une source de courant en paralléle
sur une résistance dont on calculera les valeurs en fonction
de I, et R.

qui disparait au cours du temps quelle soit
exponentielle ou sinusoidale amortie; comme
pour I’équation différentielle du premier ordre,
elle constitue le régime transitoire;

— la solution particuliére, indépendante des
conditions initiales et qui persiste aprés dispari-
tion de la solution de I’équation sans second
membre représente le régime permanent.

2° Le seul interrupteur fermé étant toujours a,, recommen-
cer ce calcul de dip6le équivalent en incluant successivement
a A les neeuds (n + 1), (n + 2), ..., (N); en déduire Vy en
fonction de I, net N.

3° Pour exprimer la tension Vy en fonction de I'état des
interrupteurs, on convient de représenter les sources de
courants aux nceuds par la notation : agly, a, I, a1, ...,
ayly (a; ayant la valeur 0 ou 1 suivant que I'interrupteur a;
est ouvert ou fermé).

Montrer que I'application du théoréme de superposition
permet d’exprimer Vy en fonction de (Io, I,, I, .., I,).
Montrer que si tous les courants sont égaux a une valeur
unique I on peut alors écrire :

Vy = K(a2° + a; 2" + a,2% + .. + ay2Y)
K étant un paramétre que I'on déterminera.

4° On s’intéresse au courant I dans la derniére résistance 2R
du réseau. Donner 'expression de I en fonction de I, et des
variables binaires aq, a,, ..., ay.

5° On veut obtenir 251 valeurs différentes du courant I (en
comptant la valeur nulle).

Combien de générateurs de courant doit-on utiliser (valeur
numérique de N +1). Dans quels états sont les
interrupteurs a, a ay pour la valeur la plus élevée de I?

n motifs

Fig. 2.

N-n motifs

2. Soit le dispositif ci-dessous.

. . a1 E
1° A Pinstant ¢t = 0, la tension u étant égale a u(0 —) = 7
on ouvre l'interrupteur K.

a) Etablir 'équation différentielle régissant les variations de
la tension u.

b) Intégrer cette équation compte tenu des conditions

initiales.

¢) Calculer, en fonction de Ry, R, et C, Iinstant t,, pour
2E

lequel u = 53

2E
2° Alinstant ¢’ = 0, la tension u étant égale d u(0 —) = R

on ferme ['interrupteur K.
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a) Etablir I'équation différentielle régissant les variations de
la tension u.

b) Intégrer cette équation compte tenu des conditions
initiales.

¢) Calculer, en fonction de R, R, et C, I'instant t} au bout

. .  E
duquel la tension u est égale a 3
3° Undispositif électronique ouvre 'interrupteur lorsque la

tension u devient inférieure a 3 et le ferme lorsqu’elle

devient supérieure a 3

a) Tracer I'évolution de la tension u(t).
b) Quelle est la période de u(t).

3. Soit le schéma ci-dessous.

K L

CTR

Le condensateur est supposé suffisamment grand pour que
la tension a ses bornes V; soit constante.

L’interrupteur K est alternativement basculé sur la
position 1 et sur la position 2, suivant le chronogramme ci-
dessous :

pour 0 <t<aT, Kestenl,

pour aT<t<T , Kesten?2.

Ken 1 Ken 1

]
ienq

-

alr T

i° K étant en position 1, établir ’équation différentielle du.

courant i en fonction de E, Vet L.

2° Sachant qu’a linstant ¢t =0, i=I,, résoudre cette
équation et établir 1a loi de variations i(t) en fonction de Vg,
L,Eetl,.

3° Calculer la valeur I, de i pour ¢t = aT.

4° A linstant t = aT, K est basculé en position 2.
Etablir la nouvelle équation différentielle du courant i.

5° Résoudre cette équation et déterminer la loi de
variations de i(t), pour aT < t < T, en fonction de a, T, Vs,
E et I,.

6° Sachant qu'a linstant t =T, i=1I,, calculer ¥, en
fonction de a et E.

7° La valeur moyenne du courant dans le condensateur
étant nulle, calculer I, + I, en fonction de g, E et R.

8° En utilisant les questions 7° et 3°, calculer I,, en fonction
dea, E,R,LetT.

9° On s’impose que le courant I, ne puisse pas devenir
négatif.

Déterminer la valeur maximale de R en fonctionde L,a, T.

4. Le circuit de déviation magnétique d’un tube cathodique
radar (d’inductance L, et de résistance r) est attaqué par un
générateur de tension e comme l'indique le montage.

I

R
e
L
e c u
r

A Pinstant t =0, u(0_) =0, i,(0_) = 0, on ferme K.

diy

1° Montrer que aroy) =

2° Etablir Iéquation différentielle donnant i, en fonction
- L
des éléments du circuit. On donne rC < R etr < R

Simplifier cette équation et la mettre sous la forme :

2 25
wie d% d;
2 ="Liom wo-’?"+a)§iz.

d

Exprimer m et w, en fonction de R, L et C.

3° Donner la relation entre R, L et C pour que la solution de
équation sans second membre soit celle de I'amortissement
critique :

i, = (At + B)e™o"

Cette condition est supposée satisfaite pour la suite du
probléme.

4° La tension délivrée par le générateur est de la forme
e=at+b.

a) Intégrer I’équation du 2°. (On cherchera la solution
particuliére sous la forme ut + v.)

b) Etablir la relation entre a, b, L, R et C pour que la
solution finale soit du type :

t

i, = Dt[1 —e7].

Préciser les valeurs de D et . Tracer les variations de i/(t).

t

5 Ondonne L =45mH, r = 25Q. On admet e = < 1 dés
que t > 5t.

L’émission de 'onde RADAR et le départ du spot sont
simultanées. Le spot se déplace de O en P proportionnelle-
ment & i;. L’onde RADAR se déplace a la vitesse de la
lumiere 3.10%2 m.s™!. Lécho E apparait comme un
point brillant sur le rayon OP.

Montrer que la mesure de OP n’est proportionnelle 4 la
distance de l'objectif qu’a partir d’une certaine distance d.
Calculer C pour avoir 4 = 2250 métres. En déduire R.
Vérifier que les approximations du 2° sont justifices.

25



signaux
—sinusoidaux

Nous avons vu qu’un signal sinusoidal est de la
forme

a = Ay cos (wt + ¢)

. A
dans laquelle 4,, est la valeur maximale, 4 = =%

est la valeur efficace, w est la pulsation, ¢ est la
phase a l’origine.

Fig. 1.

Proposons-nous, a titre d’exemple, de déterminer
la tension u sur le schéma de la figure 1, dans
lequel

e = Ey cos (wt + 0).

L’évolution de la tension u est régie par ’équation
différentielle :

wie =wiu+ 2mw du+d2u
0 0 Odr T de?

= w3 E,; cos (wt + 0).

La solution se compose de :

o la solution de I’équation sans second
membre que nous avons étudiée au chapitre 1.
Elle représente le régime transitoire et disparait
au cours du temps;

e la solution particuliére qui dépend du second

membre, donc de la forme du signal.
Nous exposerons, dans ce chapitre, deux
méthodes permettant de déterminer la solution
particuliere des équations différentielles dont le
second membre est sinusoidal.

Sachant que cette solution se met sous la forme
Ay cos (wt + @), dans laquelle w est imposée par

26

le signal, il faut déterminer deux inconnues A, et
¢@. Pour cela nous utiliserons des outils
mathématiques qui transportent deux informa-
tions. Ce seront :

— les vecteurs d’un plan; ils sont caractérisés
par deux grandeurs :

composante horlzontale
composante verticale

module
angle avec un axe orienté

ou bien {

les nombres complexes; ils sont caractérisés
par les deux grandeurs :

{ partie réelle module

.. .. ou bien
partie imaginaire

argument

Remarquons (fig. 2) que lexpression d’une
grandeur sinusoidale

a = Ay cos (ot + ¢)

correspond 4 la projection, sur un axe Ox, d’un

vecteur Z de module A,,, qui fait avec 'axe Ox
Pangle wt + ¢.

N
A
Ay I
I
ot +¢ H o
(o) x
Fig. 2.

En figeant le diagramme de la figure 2 4 l'instant
t =0, nous conviendrons d’associer a toute
grandeur sinusoidale a = A4, cos (wt + ¢) un
vecteur Z de module 4,,, faisant un angle ¢
avec un axe Ox. Cette correspondance est
schématisée sur la figure 3 :
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a = Ay cos (ot + @) @

Fig. 3.

On réalise ainsi une application de I'ensemble des
grandeurs sinusoidales dans I'ensemble des
vecteurs d’un plan. Ces vecteurs sont appelés
vecteurs de Fresnel et le plan correspondant, plan
de Fresnel.

REMARQUES

La définition que nous avons choisie pour cette
application n’est pas la seule possible :

e on peut choisir pour la longueur du vecteur associé,
la valeur efficace de la grandeur sinusoidale; les
diagrammes obtenus ne différent que d'une homothé-

tie de centre O et de rapport \/5 ;

e on peut aussi prendre 'application correspondant
a la figure 2; la définition que nous avons choisie
permet de nous affranchir du terme wt, commun d
toutes les grandeurs sinusoidales du circuit.

Passons en revue les opérations effectuées, sur le
signal, par les composants passifs, ceci afin de
déterminer les opérations correspondantes dans
I'ensemble des vecteurs associés. Il s’agit de :

— Tlopération somme comme, par exemple, la
loi des nceuds : i =i; + iy + ... + iy

— lopération multiplication par un nombre
comme la loi d’ohm : u = Ri;

— lopération dérivation, par - exemple :
du
i=C—;
dt
— lopération intégration, par exemple :
1
i=—|udt.
L

2.1. OPERATION
SOMME

Soient deux grandeurs sinusoidales
a, = A, cos (ot + ¢,)
et a, = A, cos (wt + ¢,)

auxquelles sont associés, respectivement les
—_ —_—
vecteurs 4, et 4,.

Proposons-nous de déterminer le vecteur associé
ala somme a =a; + a, :
a= A, cos (0t + ¢,) + A, cos (vt + @,)
= A, cos wt cos ¢; — A, sin wt sin @,
+ A, cos wt cos ¢, — A, sin wt sin @,
= cos wt[4, cos ¢, + A, cos ¢,]
—sin wt[A, sin ¢, + A, sin @,]
= [A, cos ¢, + A, cos ¢,]
Ay sin @, + A, sin ¢,
A, cos ¢y + A, cos ¢,

fcos wt — sin wt]

ou en posant

sinp Ay sin ¢, + A4, sin ¢,

tan ¢ = cos ¢ A; cos ¢, + A, cos @,
avec Q<@ <@,

Ay cos @y + A, cos @,
a= cos @

[cos wt cos ¢ — sin wt sin ¢]
Ay cos oy + A, cos @,

cos (wt + ).
cos @

Le vecteur A associé a la somme a = a; + a, fait
donc, avec I'axe orienté Ox, I'angle ¢ tel que

Ay sin @, + A, sin @,
Ay cos @ + A, cos @,

tan ¢ =

et son module est 4,, tel que

Apcos @ = Ay cos @ + A, oS @;.

Tragons, dans le plan de Fresnel, le vecteur 4’
obtenu en faisant la somme vectorielle des

vecteurs Zl et ZZ (fig. 4).
AY

A, sin @y + Ay sin @,

(0] Ay cos @ + Ay COS @y X
Fig. 4.

La projection, sur un axe quelconque, de la
somme de deux vecteurs étant égale a la somme
des projections, on peut écrire :
4 Cos ¢ = A, cos ¢, + A, cos @,
{ A, sin ¢, + A, sin @,
- Ay cos @; + A, cos @,

tan ¢’
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avec ¢ <@ < @,,

ce qui permet de conclure que le vecteur A est
identique au vecteur A4’.

2.2. OPERATION
MULTIPLICATION
PAR UN NOMBRE

Soit une grandeur sinusoidale
a = Ay cos (wt + ¢)
a laquelle est associé le vecteur A Al grandeur

sinusoidale ka = kA, cos (wt + @) est associé le
vecteur de module kA4,, et d’argument ¢, c’est-a-

dire le vecteur ﬁ( fig. 5).
R A
A
®

Fig. 5.

2.3. OPERATION
DERIVATION

Soit une grandeur sinusoidale

a = Ay cos (wt + @)
alaquelle est associé le vecteur A. Déterminons le

o da
vecteur associé a la grandeur @ :

da
dt

— Ay sin (ot + @)

= Ay w cos (wt +-¢ + g)

28

— ., .da
Le vecteur 44 associé agt— apourmodule w . Ay,

et fait avec I'axe Ox l'angle (go + g) (fig. 6).

-

Ag

Fig. 6.

©
Z

2.4. OPERATION
INTEGRATION

Soit une grandeur sinusoidale
a = Ay cos (wt + @)

alaquelle est associé le vecteur 4. Déterminons le
vecteur associé & | a dt :

Ay .
Iadt=—ngm(a)t+(p)

A
=——”icos<a)t+<p—z>
w 2

—- f A
Le vecteur 4; associ¢ a j a dt a pour module =¥

et fait avec I'axe Ox l'angle ((p - g—) (fig. 7).

A A
hd ——
X

;\: Fig. 7.
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2.5. APPLICATION
A LA RESOLUTION
DU PROBLEME DU
PARAGRAPHE |

La traduction dans le plan de Fresnel de
I’équation :
du d%u
wie = wju + 2mwy — + —
0 ° Y3tz

est décrite par la figure 8.
On en déduit que u est en retard sur e d’'un

Wy
0} — w?

0
maximale U, est telle que

W EY = UZ[(0 — 0?)? + dm> w? »i].

angle ¢ = arctan et que sa valeur

u s’écrit donc :

2E
U= M
\/(Cl) 2)2 + 4m2 2 2
2mww,
cos | wt — arctan ———— |.
w§ —
w%UM |
o
=
UM((/J(Z)‘- 2)‘ Do& %]
-t 0
2mwgwly,
w?*Uy
Fig. 8

Considérons le diagramme vectoriel de la figure 3

et complétons-le par un axe vertical. Nous
obtenons alors le plan de la figure 9 que nous
pouvons identifier au plan complexe.

/mn

b
=
>,

Fig. 9.

Sachant que tout vecteur A du plan complexe est
Iimage d’'un nombre complexe 4, on associe
ainsi & toute grandeur sinusoidale

a = A, cos (wt + )
un nombre complexe 4 dont le module est égal a
Ay, et dont Pargument est égal a ¢, c’est-a-dire
A = Aylcos ¢ + j sin @] = A4,, .
On réalise ainsi une application de ’ensemble des

grandeurs sinusoidales dans Pensemble des
nombres complexes :

a= Ay cos (ot + ¢) &> A=Ay .

Déterminons, dans [I’ensemble des nombres
complexes, les opérations correspondant a celles
effectuées dans l'ensemble des grandeurs
sinusoidales.

3.1. OPERATION
SOMME

Soient deux nombres complexes A1 et 4, et leurs
vecteurs images, respectivement A1 et A2 Le
vecteur image de 4, + A4, étant A= A + Az,
on peut en conclure que 'opération somme dans
I’ensemble des grandeurs sinusoidales se traduit

par Popération somme dans l’ensemble des
nombres complexes.

3.2. OPERATION
MULTIPLICATION
PAR UN NOMBRE

Si le vecteur A est Iimage du nombre
complexe 4, I'image du nombre complexe k4 est

le vecteur k4. On peut en conclure que
Iopération multiplication par un nombre dans
Pensemble des grandeurs sinusoidales se traduit
par Yopération multiplication par un nombre
dans 'ensemble des nombres complexes.

3.3. OPERATION
DERIVATION

—

Si le vecteur A est
complexe A4, le vecteur obtenu a partir de A par

I'image du nombre

7r .
rotation de +§ est limage du nombre

complexe jA.
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L’opération dérivation dans I’ensemble des
grandeurs sinusoidales, se traduisant, dans
I'ensemble des vecteurs par une multiplication

. T
par et une rotation de + 7 correspond dans

I'ensemble des nombres complexes & une multi-
plication par jo.

3.4. OPERATION
INTEGRATION

Le méme raisonnement nous permet de conclure
que P'opération intégration, dans I'ensemble des
grandeurs sinusoidales, se traduit dans 'ensem-
ble des nombres complexes par une division
par jo.

3.5. APPLICATION
A LA RESOLUTION
DU PROBLEME
DU PARAGRAPHE 1

d%u

u
L’équati te=wfu+2 — + —— se tra-
equation wge = wyU + 2mw, dar + a2 s¢ fra
duit dans le plan complexe par
W3 E = UL} + 2joma, + (0)*]

ou E et U sont les nombres complexes associés
respectivement a e et u.

, w3E
Soit U = —  BIRCT , le module U, de
- 05— 0+ Ymw,w
2
wsE
U est 0—M , son argument

V(@3 — 0?? + 4m? 0} ?

mww, .
est — arctan ————; u s’écrit donc
wg —

z_
ngM
V(@3 — 0 + dm* 0} o?

2mww,
COS { wt — arctan =3
0)0 —

Traduisons, dans le plan de Fresnel et dans
I’ensemble des nombres complexes les relations
imposées par les caractéristiques des éléments
passifs.
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4.1. RESISTANCE R

. R
-~ 31—

u

L’équation u = Ri se traduit dans le plan de
Fresnel par le schéma de la figure 10 et dans le
plan complexe par :

¢ n " Fig. 10.

. d .
Léquation i = C d—l; se traduit dans le plan de

Fresnel par le schéma de la figure 11 et dans le
plan complexe par : I = jCoU.

Fig. 11.

4.3. INDUCTANCE L

i L
—_,—YY Y

u

di .
L’équation u =L a% se traduit dans le plan de

Fresnel par le schéma de la figure 12 et dans le
plan complexe par : U = jLwl.

Fig. 12.
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4.4. IMPEDANCE COMPLEXE

D’une maniére générale, nous appellerons
impédance complexe d’un élément passif le
rapport entre les nombres complexes associés a la
tension aux bornes et au courant qui le traverse :

Z =

I~

1

L’inverse de I'impédance Y = — oSt 'admittance

du composant soit :

— pour une résistance Z = R, Y=

1
R,

1 .
— pour un condensateur Z =——, Y =jCo,

1
Y=o

— pour une inductance Z =jLw,
- JLow

La relation U =ZI en régime sinusoidal
permanent, est identique a la relation u = Ri des
réseaux résistifs, relation a partir de laquelle ont
été démontrés un certain nombre de théorémes.
En conséquence, tous les théorémes démontrés au
paragraphe 3 du chapitre précédent, sont vala-
bles en régime sinusoidal permanent, a condition
de raisonner dans lensemble des nombres
complexes associés.

Soit le circuit schématisé sur la figure 13, avec
u = U, cos (wt + 0). On peut écrire, entre les

nombres complexes U et 1, la relation

1
U=(R+—]1I
- ( +JC0))'

A/_[___I” ”C__tg_

u Fig. 13.

qui se traduit dans le plan de Fresnel par le
diagramme de la figure 14.

L RL

¢

Y

!

jCw Fig. 14.

On en déduit que i a pour valeur maximum

UM a'l
I,y = ——————— ¢t qu’ll est en avance sur u

R? +

C?w?

de ¢ = arct
e ¢ = arctan -~

Son expression est donc

Uy 1
| = ——————cos| wt + 0 + arctz .
i ( arctan RCco)

R?> +

C*w?

6.1. CIRCUIT RC
PARALLELE EQUIVALENT

On peut donner, du schéma de la figure 13, le
schéma équivalent de la figure 15. Les éléments
R’ et C’ sont calculés en fonction de R et C de telle
sorte que les circuits des figures 13 et 15
présentent la méme impédance entre les points 4
et B.

=
— {1
A L B
*r——=8 c >—
v
Fig. 15.
1 _ 1
iCo 1 .
®o F+JC/CO
1+'C’ _
ou R 1Cow = . 1
jCw
jCo  jCau(l —jRCw)

" 1+4jRCow 1+ R*C20?*
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En égalant parties réelles et imaginaires, il vient :

1 RCo?
R 1+ R:Ce?¥
Co
Co=———5—
?ET TR’
’ i 1 ’
R=R|1 +m]
soit -
4 1
22 2
C=C R“C io
I+ R2C?@?
1 iy N
On pose Q = RCo : facteur de qualité du circuit
R-C série. 1l vient alors :
QZ
R =R[1 2 C=C—.
[ + Q ]’ 1 + QZ

Par combinaison des formules précédentes, on
peut exprimer Q en fonction de R’ et C’ soit :

0= 11 1+¢0° Q> @
"RCo o R COA+0) RCow
1
=R/ d =
e Co RCo

Condensateur réel : on peut donner, pour un
condensateur, le schéma équivalent de la
figure 15, dans lequel la résistance R’ traduit les
phénoménes parasites suivants :

— résistance de fuite de I'isolant,

— pertes par hystérésis diélectrique.

Dans le cas d’un condensateur de bonne qualité,
Q est trés grand par rapport a 1, et on peut écrire
les formul hées:{ € =€

es formules approchées : § o, 0°R’

On définit aussi, pour un condensateur, 'angle de
perte J par

1
tan 6 = — = RCw = ———
0

J est relié & ¢ par tan 6 = RCw = ,
tan ¢

soit
d=—=— 0.

Pour un condensateur parfait le courant est en

i .
avance de 5 sur la tension a ses bornes.
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Pour un condensateur réel cet angle est égal a
b L , e
p=7- 4, ce qui justifie la dénomination d’angle

de pertes.

6.2. CIRCUIT PASSE-BAS
DU PREMIER ORDRE

Redessinons le schéma de la figure 13 sous la
forme donnée a la figure 16 et déterminons le

vV .
rapport T = T appelé fonction de transfert :

R

A lz

Fig. 16.
1
jCo 1 1
- 1 1+jRCo
R+—— +Ree 1+j 2
jCw We
en posant w, = RC

Ecrivons I’équation précédente en module et en
argument :

o T =|T]|est le rapport des valeurs maximales
de u et de v; C’est aussi le rapport de leurs valeurs
efficaces V et U, soit :

Vv 1
T=—=

CE)
14+{—
W

e ¢ = arg T est angle d’avance de la tension v
sur la tension u, soit :

¢ w
= — arctan —.
@ @

Les représentations graphiques de T et ¢ en
fonction de w seront étudiées au paragraphe 9.

Remarquons, d’ores et déja, que
U

2
1+ <3>
Wo

est d’autant plus faible que w est plus grand. La
valeur maximale est, pour @ =0, V,,,, = U.

V =

|
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On définit la bande passante par 'ensemble des
max
V2
U U .

>—, soit

T

soit :

pulsations telles que V >

o < 0.

Wo
Le circuit de la figure 16, dont la fonction de

transfert est T = , est un circuit passe-

.0
1+j—
Wo
bas. Sa pulsation de coupure est w, = RC
Remarquons, d’autre part, que pour des
pulsations w tres grandes par rapport a w,, T est

peu différent de 4 = L ,so0it U = V_]—— Cette
U w Wo
Yoo
équation est la traduction dans 'ensemble des
complexes de I’équation différentielle
1 dv
wp dt’

soit en intégrant v = w, ju dt.

La tension de sortie est donc proportionnelle a
l'intégrale de la tension d’entrée.

Pour des signaux sinusoidaux dont la pulsation est

trés grande par rapport a @, = , le circuit de la

1
RC’
figure 16 se comporte comme un intégrateur.

6.3. CIRCUIT PASSE-HAUT
DU PREMIER ORDRE

Redessinons le schéma de la figure 13 sous la
forme donnée a la figure 17.

A.____I C
TL—/- R tv Fig. 17.
. vV .. .
La fonction de transfert T = = s’écrit :
- U
- o
T L R _ jRCw o
- U 1 1+4jRCo . ®
I+j—
_]C(D 1 Cl)o
ave =
C Wy RC

Ecrivons I’équation précédente en module et en
argument :

e T =|T| rapport des valeurs efficaces de u et
de v s’écrit : o
)

T:—V-=-—*’
1+(_>
@y

e p=arg T est langle d’avance de la
tension v sur la tension u :

T W
¢ = — — arctan —
2 Wy

Les représentations graphiques de T et ¢ en
fonction de la pulsation @ seront étudiées au
paragraphe 9.

Remarquons, dés a présent, que

Wy U

)

est d’autant plus grande que la pulsation w est
plus élevée. Sa valeur maximale est pour  infinie,
=U.
max

La pulsation pour laquelle

U  Vaax U
i + <w0>2 2 2
w
est W= wq.

Le circuit de la figure 17 dont la fonction de

e
transfert est T' = est circuit passe-haut.
L "o
1+j—
Wo )
La pulsation de coupure est wg = RC"

Remarquons, d’autre part, que pour des
pulsations w, trés inférieures & w,, T est peu
- Vv
different de T = = —J—— soit V= U]-——
- U Wo
Cette équation est la traductlon, dans 'ensemble
des nombres complexes, de I’équation différen-
1 du
tielle v = — @ La tensmn de sortie est donc
(20
proportionnelle a la dérivée de la tension d’entrée.
Pour des signaux sinusoidaux dont la pulsation
est trés petite par rapport a
1
RC’ le circuit de la figure 17 se comporte
comme un dérivateur.

w0=
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Soit le circuit de la figure 18, avec
u = Uy cos (ot + 0).

Fig. 18.

On peut écrire, entre les nombres complexes U et
I,larelation U = (R + jLw)1, qui se traduit dans
le plan de Fresnel par le diagramme de la
figure 19.

Fig. 19.

On en déduit que i a pour valeur maximale :
Un

JR* + L20?’

> Lw
et qu’il est en retard sur u de ¢ = arctan "

IM=

Son expression est donc :

U
i=—-M _ cos <cot + 6 — arctan %)

VR* + L*w?

7.1. CIRCUIT R-L
PARALLELE EQUIVALENT

On peut donner, du schéma de la figure 18, le
schéma équivalent de la figure 20. Les éléments
R’ et L’ sont calculés, en fonction de R et L, de
telle sorte que les circuits des figures 18 et 20
présentent la méme impédance entre les points 4
et B:

RY
1
| S—|
A B
r—de r—e
Lt
Fig. 20.
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1
R+jLw=1—T
®R Tire
ou
1 1 1 R—jLw

RYiLo R+jLo RtLlo®

En égalant parties réelles et parties imaginaires, il
vient :

1 R
R R*+ L*&?
ﬁ 1 Lo

Lo R+ Lo
_R+ L R+ L0

R/

soit { R R’
L/ B R2 + L2w2 _ RZ + LZCOZ
T Lo? - L*w?

L "
On pose Q=—Rg: facteur de qualit¢é du

circuit R-L série; il vient alors :
1
R =R[1+0%], L'=L |:1 +?}

Par combinaison des formules précédentes, on
peut exprimer Q en fonction de R’ et L', soit :

Lo  LQ? 1+9> Lo

=%k =1+ “ ® ¢x
R Lo
=T~ R

Bobine réelle

On peut donner pour la bobine le schéma
équivalent de la figure 18, dans lequel la
résistance R traduit les phénoménes parasites
suivants :

— résistance du bobinage,

— pertes par hystérésis magnétique.
Dans le cas d’une bobine de bonne qualité, Q est
trés grand par rapport 4 1 et on peut écrire les
formules approchées :

L'~ L
{ R ~ Q*R.

On définit, pour une bobine, 'angle de pertes §
par

R
tan 6 = m

Q| =
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s . R .
6 est relié a ¢ par tan § =L—=cot @, soit
W

§=2—

Pour une bobine parfaite, le courant est en retard

7 . .
de 5 sur la tension a ses bornes. Pour une bobine

réelle, cet angleest égala @ = g — J, ce qui justifie

la dénomination d’angle de pertes.

7.2. FERMETURE
DU CIRCUIT R-L

Soit le schéma de la figure 21 dans lequel
e = Ey cos (wt — 0).

K R

Fig. 21.

A linstant t = 0, on ferme linterrupteur K.
De I’équation différentielle

di
e = E, cos (ot — 6) = Rl+Ld—
on tire :
— la solution de I’6quation sans second
R
membre : i =k e LY
— la solution particuliére :
E
i=——M _ cos (0t — 6 — @),
VR + L?o?
avec tan ¢ = Lo,
(p - R ’

— la solution générale

E
\/RZHMWCOS (wt — 0 — @)
+ L°w

Le calcul de la constante k conduit a

R
i=ke L' 4+

i(0—)=0=i0+)
: E
kM o5 (0 + ),
R+ L*w?

En

Nl

soit k= —

Remarquons que si 6 + ¢ = g, k est nul, et le

régime transitoire disparait. Ce cas correspond
au diagramme de la figure 22. L’interrupteur est
fermé a Iinstant ou le courant correspondant au
régime permanent passe par zéro par valeurs
croissantes. On congoit bien que, dans ces
conditions, le régime transitoire disparaisse.

b
N\
£\ /
¢ ot
‘—l_- \ / .
~ Fig. 22.

Cette remarque est utilisée par les relais statiques
dans lesquels :

— un circuit repére le passage de la tension
d’alimentation par zéro;

— un circuit temporisateur réglable retarde la
fermeture de Iinterrupteur.

8.1. CIRCUIT R-L-C
SERIE

Soit le circuit de la figure 23, dans lequel
u = U, cos wt, on peut écrire entre les nombres
complexes la relation :

———II—’”‘—D

U=|R+jL —I,
< +ij a)+JCw I

qui peut étre mise sous la forme :

. }

U/L=R+jLo |1-2%

1 ?

=R+ |[1-2
+jCCU l: w%J

1
CUO-—‘**ii;.

avece
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On en déduit que :

— pour la pulsation @ = w, le circuit se
comporte comme une résistance R; ses
éléments L et C se neutralisent;

— pour les pulsations w supérieures a wg, le
circuit se comporte comme un circuit
inductif résultant de la mise en série
de la résistance R et de linductance

2
]
w

— pour les pulsations  inférieures a w,, le
circuit se comporte comme un circuit
capacitif, résultant de la mise en série de la

résistance R et de la capacité C’ =
1——
on

8.1.1. Sortie aux bornes
de la capacité :
circuit passe-bas
du deuxiéme ordre

Redessinons le schéma de la figure 23 sous la
forme donnée a la figure 24.

R L

IS
_|

~ 1+ jRCw + (jw)’ LC
1

= 2
1+2jm-?~+(j£>
)

o Wo
1 RCwy R |C
aveC Wy =—r7— €t Mm=—r—=— [—.
/LC 2 24 L
Les représentations graphiques du module et de
I'argument de T, en fonction de la pulsation o,
seront étudiées au paragraphe 9.
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Remarquons, dés a présent que le module de T
tend vers zéro lorsque la pulsation @ tend vers
I'infini. Il s’agit d’un circuit passe-bas du deuxiéme
ordre car la transmittance posséde un terme en
(jw)? au dénominateur.

8.1.2. Sortie aux bornes
de lI'inductance :
circuit passe-haut
du deuxiéme ordre

Redessinons le schéma de la figure 23 sous la
forme donnée a la figure 25. La transmittance

_Y s’écrit : c
Y
iL
Tr= L Y ]z L
R +jLo + —
+j w+ij
_ (jw)’LC Fig. 25.
1 + jRCw + (jw)’LC
.o\
Wo
- (0] (0] 2
1+ 2jm—+ <J—>
0 (20
avece

Les représentations graphiques du module et de
'argument de T, en fonction de w, seront étudiées
au paragraphe 9. Remarquons, cependant que le
module de T tend vers zéro, lorsque w tend vers
zéro. 1l s’agit d’un circuit passe-haut du deuxiéme
ordre.

8.1.3. Sortie aux bornes
de la résistance :
circuit passe-bande

Redessinons le schéma de la figure 23 sous la
forme donnée a la figure 26. La transmittance

|4
T= T s’écrit L c
R I
T= — |u vi||a
R+ jLow +—
Lo + iCa
RCw Fig. 26.

~1+jRCa + (jw) LC
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avec WD = ! Ct"l_E\/E
° JLC 2L

Les représentations graphiques du module et
de l'argument de T, qui seront effectuées au
paragraphe 9, nous permettront de conclure qu’il
s’agit d’un circuit passe-bande.

8.2. CIRCUIT R-L-C PARALLELE

Soit le circuit de la figure 27 alimenté par un
générateur de courant i,. La tension V s’écrit :

16 by

TM

Fig. 27.
L 1!0
E + ]—[5 +jCow
Rloj—
1 +j— + (jw)*LC
=RI, ° p)
1+ 2jm— + (J —)
0 0
1 Lo, 1 |L
avec o= m=—=_—— |—

La tension V s’écrit aussi :

V_ R!O

- w w b
1+j0,| ———=2
+JQ0|:wO w:l
1

Qo=§;n‘

avec 1
Wy = ——.
° JLC

Ces formules seront exploitées au paragraphe 9.

Remarquons que pour w = w,, V =Rl le
circuit se comporte comme une résistance R.
Cette propriété est utilisée pour réaliser un circuit
possédant une faible résistance en continu et une
forte résistance en régime sinusoidal de pulsation

1 . N
Wy = —E Considérons, en effet, le circuit de la
figure 28.
L 14
— c —
Il
1] ]
Fig. 28.

Résultant de la mise en paralléle d’une capacité C
et d’'une bobine de résistance r et d’inductance L.

e En continu le courant dans le condensateur
et la tension aux bornes de I'inductance sont nuls.
Le circuit est équivalent a la résistance 7.

o En régime sinusoidal la bobine peut étre
remplacée par son schéma équivalent résultant de
la mise en paralléle de I'inductance

1
et de la résistance

R=r[l+ Q.

L=

Lo,
Dans le cas ou Q = TO est grand par rapport

al,L = Let R=Q?r. Ala pulsation w, =

K-

le circuit se comporte alors comme une résistance
R = Q?r trés grande par rapport a r.

Rappelons que, si le rapport des nombres

complexes X, et X, associés a deux grandeurs
. .. , . X

sinusoidales x; et x,, s'écrit T = }—2 :
21

— lemodule de T, soit T, donne le rapport des

valeurs efficaces de x; et x,,
— largument de T, soit ¢, donne I'angle

d’avance de x, sur x;.
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La connaissance de I'évolution de T et ¢, en
fonction de la pulsation w, permet de conclure
sur les propriétés du dispositif admettant T
comme fonction de transfert.

Nous avons vu apparaitre, lors des paragraphes
précédents, un certain nombre de fonctions de
T . @ . W 1
transfert particuliéres :j —, 1 +j —, ———,
Wy (61 . W
1+j—
Wo

1
-
1+ 2im 2+ (j 3)
(20 Wo

Ces fonctions de transfert se retrouvent dans
I'étude de nombreux systémes électriques,
¢lectromécanique ou autres.

Nous étudierons dans ce paragraphe deux

représentations des fonctions de transfert élémen-
taires en fonction de la pulsation w.

9.1. DIAGRAMMES DE BODE

Soit la fonction de transfert T, on obtient sa
représentation dans les diagrammes de Bode en
tracant 20 Ig T et ¢ = arg T en fonction de la
pulsation w, repérée en échelle logarithmique,
c’est-a-dire en fonction de 1g w.

20 Ig T est la mesure de T en décibels (abrévia-
tion : db).

9.1.1. Echelle logarithmique

Soit un axe orienté et son vecteur unitaire
(fig. 29). On réalise une échelle logarithmique en
associant a tout nombre m un point M tel que

OM = (Ig m)u. Nous obtenons ainsi la gradua-
tion représentée a la figure 30.

Décade

Soient deux nombres m, et m, auxquels sont
associés les deux points M,; et M,. Nous
dirons qu’entre M, et M, il y a une décade si
m, = 10my, soit lg m, = lg m; + 1.

Octave

De la méme fagon, nous dirons que deux
points M, et M, sont séparés par un octave si
m, = 2m, soit g m, =1g m; +1g2 ~1g m; +0,3.

REMARQUE

Considérons trois nombres my, m, , m, auxquels sont
associés les trois points Mo, My, M, et cherchons la
condition pour que le point M, soit situé au milieu du
segment M M,.

1 o

74
. 4 , /7 )

o M, Mo M

_— ] — —
Cette condition s’écrit OM, =§(0M1 +0M,)

soit
2 1g mott = 1g myii + lg myii;
u étant différent de zéro, la condition s’écrit
lg md =lg mym,,
soit : mi=mm,.

En échelle logarithmique mg est donc la moyenne
géométrique de m, et m,, alors qu’en échelle linéaire,

la méme condition conduit & la moyenne
arithmétique :
mi + my
My = ——
0 2

9.1.2. Intérét des diagrammes
de Bode

Supposons qu’une fonction de transfert T se
mette sous la forme d’un produit de fonctions
de transfert élémentaires T;, T,,.., T, soit
T=T .T,....T, et supposons, de plus, que
nous connaissions les représentations du module
et de largument de Ty, T, ..., T,.

- - M - Le module d’un produit étant le produit des
& v m modules, nous pouvons écrire
Fig. 29 T=T.T,....T,
o g

" t t f } -
w=0esta 1 10 100 103 104 105 m
l'infini & gauche

Fig. 30.
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donc
201lgT=201g T, +201g T, +..+201g T,

et

arg T =arg T, +arg T, +..+arg 7,.

9.1.3. Fonction de transfert To= j—;;—)
0

Représentation du module

T=(T=—,
o

soit
201g T=201g @ — 20 1g w,.

La représentation de 20 lIg T en prenant pour w
une échelle logarithmique (c’est-a-dire en fonc-
tion de lg w) est donc une droite passant par
(wg, 0) et dont la pente est définie de la maniére
suivante :

e Pourw=w, :201lgT,=0 décibel,
o Pour w =10w, : 20 1g T, = 20 décibels,
e Pour w=2w, :20lg T, =20 (Ig2)
~ 6 décibels.

La pente de la droite est donc de 20 décibels par
décade ou encore de 6 décibels par octave.

Nous obtenons ainsi la représentation de la
figure 31.

L 20log Ty
20db A

Représentation de I'argument

T
arg T, = > quel que soit w. Nous obtenons donc

la représentation. de la figure 32.

4\ arg Ty

= |

Fig. 32.

9.1.4. Fonction de transfert

n __ '3”
Io= ]0)0

20 Ig | Ty|" =20n 1g w — 20n 1g w,,
7

arg T} 5

=narg Ty=n

Nous obtenons donc :
— pour le module une droite de pente
20n décibels par décade et passant par wg;

— pour argument une horizontale d’ordon-

, W
née n-.
2

9.1.5. Fonction de transfert

(O]
T,=14+j—
I +](Do

Représentation du module

o Pour w = wy,

20 1g T, =20 lg \/2 =3 décibels.

e Pour les pulsations o trés grandes par
rapport & w,, T; devient peu différente de

To =] @ La courbe admet donc, pour
2 g
asymptote, la droite de pente 20 décibels par
décade et passant par w,.

e Pour les pulsations w trés petites par rapport
a g, 201g T; =®201g 1 =0, la courbe admet

pour asymptote I'axe des .
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Ecart par rapport aux asymptotes: &

e Pour w < wy,

(J)Z 1/2 (,02
E=201g|1+—] =101g|l1+—|.
o[ 1ia] o]

e Pour w > w,,

C()Z 1/2
=201g| 1+ —
& Og[ +a)2]

0

2
—201g2=101g[1+°—”%].
™o W

On en déduit que :

— lécart € par rapport aux asymptotes est

maximum pour @ = @, et vaut 3 décibels;

— pour deux points symétriques par rapport

4 , les écarts aux asymptotes sont égaux.

On obtient ainsi la représentation donnée a la

figure 33. Les écarts aux asymptotes étant faibles,

la courbe pourra, pour certaines applications &tre

assimilée a ses asymptotes; on obtient ainsi le
diagramme asymptotique.

Représentation de Pargument

o Pour w = wy :

arg T, = arg (1 +j) = 7.

ey

90°
84°

45°

ey

l
|
|
“o o

10 wy
Fig. 34.

—_
o
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¢ Pour des pulsations trés grandes par rapport

a wy, T; devenant peu différente de j P T,
0

) n
tend vers g : la courbe admet I’horizontale 5

pour asymptote.

e Pour des pulsations trés petites par rapport &
wy, Ty devient peu différente de 1 et arg T; admet
l’axe des w pour asymptote.

Wy

e Pour w = 0
1 (]
arg T; = arctan 0° 6°.

e Pour w = 10w, :

arg T, = arctan 10 = 84°.
On obtient une bonne approximation de la

courbe entre 10w, et -i—o(l en I’assimilant & 'oblique

. . w
passant par les points de coordonnées (~°, 0> et

10
(10(00, g) (fig. 34).

9.1.6. Fonction de transfert

1
L=
T+i—
)

1 .
De la relation T, = ok on déduit :
1

~201g T,
—arg T,

201g T,
arg T,
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Les courbes de module et d’argument se
déduisent donc de celle de T, par symétrie par
rapport a I'axe des pulsations d’ou les courbes de
la figure 35.

Les circuits admettant T, pour fonction de
transfert laissent passer prioritairement les basses
fréquences : ce sont des circuits passe-bas.

’

2max
\/5 b

ou 201g T, = — 3 db, est

La pulsation de coupure, telle que T, =

1
cest-a-dire T, = —
2 \/i

égale 4 w,.

9.1.7. Fonction de transfert
.
1%
Ty= 2
- . ©
1+j—
®o
La fonction de transfert T, étant égale 4 Ty, . T5,
on en déduit que :

{mgn=mgn+mgn

arg T, =arg T, +arg T,

Les courbes de module et d’argument représen-
tées a la figure 36 s’obtiennent par addition des
courbes correspondantes de Ty, et T;. Les circuits
admettant T; pour fonction de transfert sont des
circuits passe-haut dont la pulsation de coupure
est wq.

201l0g Ty o

Fig. 36.

9.1.8. Fonction de transfert

1
Ta= ® o \?
14+ 2im— + (]—)
W Wy

Représentation du module

Remarquons dés a présent :

— pour des pulsations @ trés petites par
rapport a w,, T, devient peu différente de 1
et la courbe 20 Ig T, est asymptote a I'axe
des w;

— pour les pulsations w trés grandes par
rapport a w,, T, devient peu différente de

1
YAy etlacourbe 20 Ig T, est asymptote
Wo
a la droite, de pente — 40 décibels par
décade, passant par ;.

Quelle que soit la valeur de m, toutes les courbes
s’inscrivent donc dans le diagramme asympto-
tique de la figure 37.

4 20log T, , 10 ®,

ey

Fig. 37.

Le facteur d’amortissement m, n’influe que sur le
comportement de la courbe au voisinage de w,.

Dans le but de ramener I'étude de T, a I'étude
des fonctions de transfert étudiées précédem-
ment, tentons de mettre T, sous la forme

1

w o\
{42 e
< +Jw1)(1 +J‘“2>

Afin de factoriser le dénominateur

2
Q:l+ﬁm£i+62),
Wo Wo

I, =

0nposex=']—w~soitD= 1+ 2mx + x>

X% o, E4 X T X
Les racines en x de D ne sont réelles que si
A" =m? —1 est positif. Nous sommes donc
amenés a séparer les cas suivants.
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a) m>1: les racines de D sont réelles et
s’écrivent

{xlz—m+,/m2—1

X, = —m— . /m*—1

(jw2+m+¢m)
=(m—/m> —1)(m+/m*—1)

L4 1)

[ +Jw0(m—. /m? — 1)]
L 1) :I

[ +qu0(m+\/m2 —1)

w; = wolm — /m? — 1)
avec
w2=0)0(m+«/m2—1)

Remarquons que @, w, = w3 ; nous en déduisons
que les points représentatifs de w, et w, sont
symétriques par rapport a w,, d’ou le diagramme
de la figure 38.

Fig. 38.

b) m < 1 :il n’est plus possible de factoriser le
dénominateur et une étude directe est nécessaire.
Etudions, pour ce faire, les variations du
module D du dénominateur de T, en fonction de

w:
272 2
®
o=@ ()
Wo Wo
Posons y = D? et cherchons les variations de y en

fonction de x = @ :
@y
d
&Y o 201 — x?)2x + 8mPx
dx

=4x[—1+2m? + x?].

42

La dérivée s’annule pour x = 0 (soit w = 0) et
pour x = /1 — 2m?2.

La racine x = 0 ne présente pas d’intérét et la
racine x = /1 — 2m? n’est réelle que si m est

/2

inférieur a T=0,7. Nous sommes donc

conduits a distinguer les cas suivants :
N

em< 5 : la dérivée s’annule et la courbe

présente un extrémum conformément au tableau
de variations suivant:

X 0 \/W +
w 0 (1)0\/1_——2_1112 +
d

é - 0 +

y 1 ~— 4m?[1 — m*] 7 + o
D |1 ~ 2m./1 —m? —7 +
ZOIg%O/’ —20Ig2m /1 —m> ™S> —

Ce qui conduit au diagramme de la figure 39.

20log T,

| )
woV 1-2m?2 ©
%
%
%
%

Fig. 39.

-20 log (2m \/1-m2)

Remarquons que pour m = 0,5,
2 4
o w
T,=-—101g|1—{— —
i - 10 1= () (]
et 201g T, =0 pour w = w,.
La courbe coupe l'axe des pulsations pour
= w,.
V2 ,
e l>m> =R : la courbe ne présente pas de

maximum et reste toujours au-dessous de I'axe
des pulsations.
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20log ;
im (i 2 )2
1+2jm -+ (o) I
30
m=0,01
20
m=20,05
m=0,1
10 SN =0
V4AEAN
1 \
(4] 1
e S A —
——— ~J_ \\\\ m=0,707
—10 - \\w m;__1
0 < \ N
m=2// \\\
—30 m=57 T~
@
0,1 0,2 1 2 10 o
Fig. 40.

L’ensemble des courbes 20 lg T,, tracées pour
différentes valeurs de m sont données sur la
figure 40. Notons les valeurs remarquables
suivantes :

— pour w = g, 20 1g T, = — 20 Ig 2m,
NG
2 H

— 6 décibels pour m = 1.

soit — 3 décibels pour m =

Représentation de Pargument

¥
e Pourw=w,, T, = et arg T, = —5

o Pour des pulsations tres inférieures a wy, Ty
devient peu différent de 1 et arg T, tend vers 0; la
courbe admet donc I'axe des @ pour asymptote.

o Pour des pulsations trés supérieures a w,, T

devient peu différente de

<‘ w )2’
J_
Wo

donc vers — n et la courbe admet pour asymptote
I’horizontale d’ordonnée — .

arg T, tend

2im @ L’ensemble des courbes arg T,, tracées pour
quel que soit m. N différentes valeurs de m, est donné a la figure 41.
00
\\ZTO‘\S /77§0"\\_-m=0,05 arg ‘ I 1! l l ‘2'
2 N DN o o
— 450 2 ~
AN
LS
\5\\\\\
\\\\\
]
— 900
\ \\\ i
~
— 1360 N - N
N N
|
| 0
—1800L 1 —_— ©
0,1 0,2 1 2 10 ©,
Fig. 41.
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9.1.9. Fonction de transfert

Représentation du module

Effectuons sur T le changement de variable
o W,
que —=—

suivant o — o’ telle soit

w . o = w3; cela se traduit :

— sur 'axe des pulsations par une symétrie
par rapport a la droite w = w,,

)
20log v @o >

— sur le module par

(@) =— =
BRI
o) | @
_ 1
T F AVaY 7N 2
IR
L wo _ wo
soit T (') = Ty(w).

La courbe représentative du module de T se
déduit donc de celle de T, par symétrie par
rapport a la droite d’équation w = w,, ce qui
conduit au graphe de la figure 42.

.0 o
1+2im o=+ (oo )2

A
1L

1

!

o

o~
gle

180°

135°

\
\\\ :\\ m= 0,05
\\ N \ arg ®  \?
L N | =o 1+2jm—+(jv)
(Do (1)0
\\ Ny m=05
\\\ i \\ r’: :;
:\ \\ m=5
‘&
\\
\ \\
I~
a5 \\\ - N
Nl
\\\\\~4-
— \\"u._. ®
0,1 0,2 2 10 "o

Fig. 43.
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Représentation de argument

2
De la relation Ty = (j g—) T,, on déduit que
o

arg Ty = n + arg T,. La courbe représentative
de 'argument de T; se déduit de celle de T, par
translation verticale de =, ce qui conduit au
graphe de la figure 43,

9.1.10. Fonction de transfert

Représentation du module

o Pourw = w,, Ts=1et201g T; = 0;quel que
soit m toutes les courbes passent donc par le point
de coordonnées (w,, 0).

o T, peut étre écrit sous la forme :

20 1g Ty est donc maximale pour w = w, et vaut
alors 20 1g Tg = 0.

o Le changement de variable o — «’ telle que
o . o = o}, conduit 4

1

1 (o, o

1+ — _
\/—i_4m2 (w’ w0>

La courbe est donc symétrique par rapport a la
droite @ = wy.

Ty(w) = — = Ty(0)

o Pour des pulsations trés inférieures a w,, Ts

devient peu différente de
) )

2jm— = j—.

Jm J‘wo

2m

(2

La courbe est donc asymptote de la droite de

T 1 pente + 20 décibels par décade et coupant I'axe
s = .
1+ 1 + L ;0 des pulsations au point d’abscisse &.
2m
. 2m- w,
2jm—
Wo
1 e Pour des pulsations trés supérieures a wy, T
- . 1 [0 o\ devient peu différente de
2m \wy o o
soit Ty = 6002 = )
1L (2@ NCE
dm*\w, o on Jmeo
0 —
2 A ald //j \\\\ J
— 2 // \\ \\\ 2 @ i
jm —
—_0 a2 A /// . ":20\'5 NG J(u’O — 2|
2N " -(2)
R o
1
N
[}
|
S &
! |
10
y
N @
10 o
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La courbe est donc asymptote d la droite de pente
— 20 décibels par décade et coupant I'axe des
pulsations au point d’abscisse 2maw,,.

— Pour m=0,5 les deux asymptotes se
coupent sur 'axe des pulsations au point
d’abscisse wg.

— Pour m< 0,5 les deux asymptotes se
coupent au-dessous de I'axe des pulsations.

— Pour m>0,5 les deux asymptotes se
coupent au-dessus de 'axe des pulsations.

On obtient ainsi le diagramme de la figure 44.

Les circuits admettant Ty pour fonction de
transfert sont donc des circuits passe-bande.
Nous allons préciser leurs caractéristiques. Nous
pouvons écrire :

. 1
On pose parfois Q, =om que l'on appelle le

coefficient de qualité du circuit sélectif. Il vient

e T est maximale et vaut 1 pour w = w,.
e La bande passante, définie comme I’ensem-

6max

T,
ble des pulsations telles que T >—2, est

limitée par des pulsations telles que :
Wo
1 —— =) =2,
roi(2-2)
W W
———}=+1
02 -2) -+

Elles satisfont donc I’équation du second degré

soit

®
0+ o= —wd=0.

Qo

Les solutions en sont :

= Po Do |- L4
w, 2Q0+2 %+
L@ _®o (1 -,
1720, 243"
Wy W 1

= —— 4= 4

P27 720, "2 Va3 T
Wy g 1

= B0 Qo [ Ly
=729, 2Va2 "

Les pulsations étant obligatoirement positives,
les seules solutions possibles sont w, et w,; la

T, = ! ] bande passante s’écrit :
Wo
\/1+Q0<_0_;> B=w1-—w2=%=2mwo,
0
o ey —
— T H
\\ o
\ \ 2im &
450 ™~ arg [ @, ¢
AN . A%
1 +2im2 4 ('J —)
9 1\ P
\ ‘
00
i \ \\\
— 450| l ™ N
é S
i \\ L
z % \\\\H‘:’
| [ ; —
—900_ L] — T e
0,1 0,2 10 oo
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Courbe d’argument
De I'égalité

T
=3 +arg I,

nous concluons que les courbes d’argument de Ty
se déduisent de celles de T, par translation

arg Ty

verticale de E; d’ou les courbes de la figure 45.

2

9.1.11. Fonction de transfert

Courbe de module

¢ Pour des pulsations w trés inférieures a w,,
T, devient peu différente de 1, 201g 7, =0 et
la courbe admet l'axe des pulsations pour
asymptote.

¢ Pour des pulsations w trés supérieures a w,,
T, devient peu différente de 1; la courbe admet
l'axe des pulsations pour asymptote.

e Pour w = w4, T, =0 et 20 1g T, tend vers
— 0. La courbe admet donc le diagramme
asymptotique de la figure 46 et cela quelle que
soit la valeur de m.

Pour des valeurs de m supérieures ou égales a 1,1a
fonction de transfert peut étre mise sous la forme :

20 1g T,
2
1+(3>
W
w w
1+j— 1 +j—
( +Jw1>< +Ja’2)

avec w; = wy(m — /m? — 1)
w, = wo(m + /m? — 1).

On obtient ainsi le diagramme asymptotique de
la figure 47.

I =

ey

L’ensemble des courbes correspondant a différen-
tes valeurs de m, est donné figure 48. Les circuits
admettant T, pour fonction de transfert sont
donc des circuits réjecteurs.

*20 log T7 o
0 y r—
0 ‘® Les limites de la bande rejetée sont définies
par les pulsations telles que T, =7L;" soit
Fig. 46. 201g T, = — 3 db. V2
0
\\\ [~ \ 1 e
I~ \\\\ N /f / —1 1 | LK
~ N N\ ]
\ N ; p //
—10 AN \ { 7
N \ / / / A
NN/ A"
N
—20 )

i/

1 S o)\?
[/ A
201g o

)

5
\\.

0,1 0,2 1

2 10 "o

Fig. 48.
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Ces pulsations satisfont I’équation :

(&) T2 T o)

d’ou
2772 2
)T -w(2)
Wy Wo
ou encore

®? 1+ 2mww, — w3 = 0. Nous avons vu que les
deux seules solutions possibles de cette équation
sont

{w,=mw0+w0,/1+m2,
Wy = —mwy + wo/1 + m?.

La bande rejetée est donc :

B =w, - 0, =2mw,.

Courbe d’argument

Des égalités :

® 2
o arg T, = arg [1—(6—>:I+arg1"4
0

2
. arg[l—(—ai) ]: {0pourw<wo,
Wy T pour @ > w,.
Nous déduisons que les courbes d’argument de T,
se déduisent de celles de T, en translatant de + =
la portion de courbe correspondant aux pul-
sations supérieures a w,. Nous obtenons ainsi le
diagramme de la figure 49 qui présente bien sir
une discontinuité de 7 pour w = w,.

91.12. A retenir

De I'étude des fonctions de transfert, nous
isolerons les résultats suivants :

o T=
= )
1+j—
o
ordre (décroissance a 20 db/décade), pulsation de
coupure .

, circuit passe-bas du premier

)
Yoo
e T= p.
1+ on
ordre (décroissance a 20 db/décade), pulsation de
coupure m.

, circuit passe-haut du premier

1
A
14+2m—+(j—

(20 120
J2

avec m = =3 ~ 0,7,

o« T=

circuit passe-bas du deuxiéme ordre (décroissance
a 40 db/décade), pulsation de coupure w,.

o T

circuit passe-haut du deuxiéme ordre (décroissance
a 40 db/décade), pulsation de coupure w,.

90° | 5
co
Tt (j w_) \\\
0
a9 . o . ©)? \ \'\
o 14+2im—+(j— NG ™~
40— " w, N -
N
\\ ™~
\\ \\
I~ L
\\\ ]
0k ) M—— —1

s\ R m =005
\\ N m=0,1
! N \ m=0,5
I N < e -
~ OSSN |
; m=5
T~ \m\gg | z
| ! | N L o
0,2 1 2 10 o
Fig. 49.
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s, circuit passe-
<- w)

bande, pulsation centrale w,, bande passante

Wo
2
0
- (i _)
Wy

. @ . 0
1+ 2jm— + (]—
W Wy

= 2mw,.
o]

o« T= )2, circuit réjec-

teur, pulsation centrale w,, bande rejetée 2mew,.

9.2. DIAGRAMME DE NYQUIST

On obtient le diagramme de Nyquist d’une
fonction de transfert T en tragant, dans le plan
complexe la courbe représentative de T.

A toute pulsation w, on associe un point dont
Pordonnée est la partie imaginaire de T et dont
'abscisse est 1a partie réelle de T. Le diagramme
obtenu peut ainsi étre gradué en pulsations w.

9.2.1. Fonction de transfert

T,o=1+j—=
T o

La partie réelle de T; étant égale & 1 quelle que

soit la pulsation w, on obtient le graphe de la
figure 50.

| Im(Ty)

1+j2
g
i ——— (=0
2 ————— (0=0y2)
T
(@=0) Re(i)
o 1
Fig. 50.
La demi-droite représentative est graduée

linéairement en w.

9.2.2. Fonction de transfert

1
L=—

. w
1T+)—
@o

. 1 .
De la relation T, = T on tire
1

_1
-1,
arg T, = —arg ;.

T

On passe donc de la courbe représentative de T a
celle de T, par les transformations géométriques
suivantes :

e inversion de centre O et de rapport 1 pour

. 1
tenir compte de T, = —;
L
e symétrie par rapport a I'axe réel pour tenir
compte de arg T, = — arg T;.

L’inverse d’une demi-droite étant un demi-cercle,
on obtient le graphe de la figure 51. Sachant que
deux points liés par inversion sont alignés sur le
centre d’inversion, on peut graduer le graphe en
pulsations.

| Im(T,)
1 Re(Ty)
(=] -
® ! w=0
\
\ 1
2w l (02 1”%0
% (0y/2)
o N 2
\ |
I
Ny

Si on effectue sur T;, le changement de variables

© 0. .
» — o, telle que — = —2 il vient :
w, o
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.
g 1
T(w) = = Y
1+j— 1—jw
0

soit

(@) = Ty(w)
arg Ti(w') = — arg T, (w).

Nous en déduisons que le diagramme de Nyquist
de T; est symétrique de celui de T, par rapport a
l'axe des réels (fig. 52). La graduation du
diagramme se fait 4 partir du changement de
variables : si un point M correspond, sur 75,4 la
pulsation de kawy, il correspond, pour Tj, 4 la

)
pulsation —ko—.

AIm(Ts)
J———/——~
/|
/|
L 7 % 2wy
2
|
/
w=0 l weo
o 1 Re(Ts)
Fig. 52.

9.2.4. Fonction de t%'ansfert
T4 =

2
- . W . w
1+ 2jm— + (J —)
Wo Wy
La représentation de

2

w w

Ty =1+ 2jm— + [ j—
T,=1+ meo + <jw0)

=1—k* + 2jmk

est une parabole admettant ’axe des réels pour
axe.

Lareprésentation de T, est obtenue a partir de T/,
par symétrie par rapport a I’axe réel et inversion
de centre O et de rapport 1. Les graphes sont
donnés a la figure 53.

50

R R
S | )
N

Fig. 63.

9.2.5. Fonction de tranzsfert

Le changement de variable w — o', telle que
0wy

— = —- conduit 4 :
@
()
w/
T5(w') = P}
1 ‘ pe
1+ 2jm w? — (-%)
0} w
1
= ’ 7\ 2
. LW
1 —2jm @ + (] )
20 Wo
soit

pour le module : T5(w") = T;(w),
pour Pargument : arg T5(w') = — arg T (w).

Le diagramme de Nyquist de Ty est donc
symétrique de celui de T, par rapport a I'axe réel.
De plus, si un point correspond 4 la pulsa-
tion kw, sur T, son symétrique correspond a la
Wo

Isati
pulsation X

sur T;.
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9.2.6. Fonction de transfert

.
2ijm—
Wo

2
. L@
14+ 2im— + (1 —>
@o Wo
A partir de Iécriture de Ty sous la forme

1 .
- , on trace la courbe représen-
j < o w0>

Is=

1+

2m w

j [0 o

=1 +J—<— ——0). Clest une
2Zm\w,

droite verticale qui coupe I’axe des réels au point

d’abscisse 1 pour @ = w,.

Wo

tative de T

. 1 g
De la relation Ty = - on deéduit
~-6

o
, e Ty
arg T = —arg T

Le diagramme de Nyquist de T, est obtenu a
partir de celui de Ty par symétrie par rapport a
I'axe des réels et inversion de centre O et de
rapport 1. D’ou le graphe de la figure 54.

Am(Te)
3
4 w 7 Fig. 54.
Re(.fe)
m=1

. N
/I

4

La graduation en « dépend de la valeur du
facteur d’amortissement m. Le graphe de la
figure 54 est gradué pour m = 1.

Deux points correspondants aux pulsations kw,
Wo

9.2.7. Fonction de transfert

co\?
1+<J-—)
Wo
. W o)
14 2im—+{j—
Wo Wg

T, peut étre écrite sous la forme :

I

. i 1
7= — T
2 2
dm 1+ w”"w
e (-2
(4]

Le changement de variable  — o', telle que

2m 1

o Wy
w, ® 2m\w, o)

ORI

conduit a T,(w) = Ty(w’)

Nous en concluons que les diagrammes de
Nyquist de T et T, ont la méme forme ( fig. 54).
Les graduations se déduisent 'une de 'autre par
le changement de variable. Remarquons que pour
w = w,, le point représentatif se trouve a ’origine
et que pour v = Oet @ — oo le point représentatif
se trouve sur ’axe des réels au point d’abscisse 1.

Définitions

¢ Un quadripdle est un circuit possédant deux
bornes d’entrée et deux bornes de sortie.

o Un quadripdle est dit passif §’il est possible
d’en déterminer un schéma équivalent ne
comportant ni générateur de tension, ni généra-
teur de courant.

o Un quadripéle est dit linéaire, si son schéma
équivalent ne comporte que des éléments
linéaires (inductance, capacité, résistance).

et X sont symétriques par rapport a 'axe réel.
h h
——1T e [
lu %]
—e [ —

Convention récepteur en sortie

Fig.

r—

—e

55. Convention générateur en sortie
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Convention de signe

On adopte pour les orientations, 'une ou I'autre
des conventions représentées a la figure 55.
Dans chaque cas il faut préciser la convention
choisie car certaines relations caractéristiques en
dépendent.

10.1. PARAMETRES
IMPEDANCE

Adoptons pour le quadripdle la convention
récepteur en sortie (fig. 55). Supposons que le
quadripdle posséde n branches (y compris les
branches d’entrée et de sortie) et soient
1, I,, .., I, les courants correspondants. Si on
admet que le quadripble ne posséde qu’un état
stable, I, I, .., I, sont solutions des n équations
indépendantes a n inconnues :

U=zl + 2zl + oo+ 2441,
U, =231 + 25515 + . + 25,1,
0 =z31y +z3,1, + .. + 23,1,
0 = anIl + EnZIZ + ..+ Znn!n

Le quadripdle étant supposé passif, seules les
mailles d’entrée et de sortie possédent des
générateurs de tension, respectivement U, et U,.

Considérons les (n —2) derniéres équations
comme (n — 2) équations a (n — 2) inconnues
I, .., I,, a partir desquelles on peut exprimer les
courants I, I, .., I, en fonction de I, et I, :

Iy _
(1) = fls, - L).

En reportant ces expressions dans les deux
premiéres équations, on exprime U, et U, en
fonction de I, et I, soit :

{g.l =Z I+ 2,1,
Upy=21,+ 25,1,

Le quadripdle est complétement décrit par deux
équations entre les quatre grandeurs d’entrée et
de sortie.

Les coefficients Z;; sont les paramétres impédance
du quadripdle.

52

10.1.1. Relation entre Z,, et Z,,

Les équations aux paramétres impédance peu-
vent étre écrites sous la forme :

Uy=Zy —Z)I + Z,(I + 1)
Uy, =(Z3, —Z)I, + Zx(I; + 1)
+1,(Z51 — Z12).

D’ou l'on déduit le schéma équivalent de la
figure 56.

Fig. 56.

Le quadripéle étant passif, son schéma équivalent
ne doit pas posséder de générateur. La seule fagon
de faire disparaitre le générateur de tension
(Z,1 — Z,,)1, est de 'annuler, donc

le =Zz1

10.1.2. Quadripdle symétrique

Un quadripdle est symétrique s’il présente le
méme aspect vu de I'entrée ou de la sortie. Nous
pouvons en conclure que si 'ensemble U, U,,
1, I, constitue un état d’équilibre, la permuta-

tion { Uil conduit a un état d’équilibre.
I 1,

Ce qui améne aux équations suivantes :

Ui=2Z1i+ 2,1, (1)

Uy,=2Z,l, + 251, (2

Uy=Zul,+Z2li )

U=2,1,+Z,1, 4

La comparaison de deux de ces équations ((1) et
(4) ou bien (2) et (3)) conduit a :

Zu =Zzz
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10.1.3. Remarque sur les
conventions de signe

Les relations des paragraphes 10.1.1 et 10.1.2 ont
été établies en prenant la convention récepteur en
sortie. L’adoption de la convention générateur en
sortie revient a changer I, en — I, c’est-a-dire a

changer le signe de tous les paramétres
intervenant en facteur de I,.
Les relations entre paramétres impédance
s’établissent donc ainsi :

e quadripdle passif Zi,=—2,,

e quadripdle symétrique Z,, = — Z,,

En résumé

10.1.4. Signification physique
des paramétres impédance

A partir de conditions particuliéres de fonction-
nement, on peut établir les relations suivantes :

Ul . ’ r Ay
© Z), = (-I-— , impédance d’entrée a sor-
-1 /I1,=0

tie ouverte :

h
vt

Fig. 57.

U2 . r r r
¢ Z,, = 7— , impédance du générateur
-2 /1,=0

de Thévenin équivalent au quadripdle attaqué
par un générateur de courant :

Fig. 58. —+ 41

Y .
0 Zy, =25 = (_—2) , impédance de
N/
transfert a sortie ouverté :

h
[ r=
L i

Ces égalités sont utilisées pour déterminer de
maniére pratique ou théorique les paramétres
impédance d’un quadripdle particulier.

Fig. 59.

10.1.5. Schéma équivalent a partir
des paramétres impédance

Il s’agit du schéma de la figure 56 dans lequel le
générateur de tension est nul; on obtient ainsi le
schéma en T de la figure 60.

Fig. 60.

10.2. PARAMETRES
ADMITTANCE

Ui=Z2,1,+Z,,1,
U,=2y1 + 25,1,
étre résolues en I, et I,, fonctions de U, et U,.
Soi {11 =1,U; + YU,
oit
L=Y,U+1,U,

Les équations { peuvent

ZZZ ZlZ
Y,, === Y, = —===
211 A 212 A
avec - - 5
Y. ZZl Y. _le
= = A 222 — A

Les coefficients Y;; sont les parametres admittance
du quadripéle.

10.2.1. Relations entre Y,,, et-Y,,
d’'une partet Y, etY,,
d’autre part

Le tableau du paragraphe 10.1.3, combiné aux
relations précédentes entre les paramétres
impédance et admittance, nous permet de con-
clure par le tableau suivant.

53



théorie du signal

10.2.2. Signification physique
des paramétres admittance

I
o Y= _(_T >
1/U;=0

sortie court-circuitée :

admittance d’entrée a

/1
Fig. 61. ulT 5
1—:—'-0 (=
o Y, ==~ , admittance du générateur
~2/U=0

de Thévenin, équivalent au quadripdle attaqué
par un générateur de tension :

’2
Fig. 62. B qu
I, .
e Y=Y, == , admittance de
. . .gl U,=0
transfert a sortie court-circuitée :

- b

Fig. 63. U,

10.2.3. Schéma équivalent a partir
des paramétres admittance

Les relations aux paramétres admittance peuvent
étre écrites sous la forme ;
I =Y+ Y)U, + Y1,(U, - U)),
L= +Y)U,+(U,-U,)Y,.

Ce qui conduit au schéma équivalent en = de la
figure 64.

I, AL I
| hd
| S | B
U, Y11+ Y12 Yty | U
Fig. 64.
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L’équivalence entre les schémas des figures 60
et 64 est connue sous le nom de Théoréme de
Kennely.

10.3. PARAMETRES
DE TRANSFERT

U =21+ Z,1,
Uy =211 + Z5,1,
étre résolues en U, et I,, fonctions de U, et I,.
U, =AU, + BI,

Les équations peuvent

Soit { —
* I, =CU, + DI,
A:_Zii B:-Z—12—2—21 —Z1Zy,
avec T Za T Za
1 Z,,
C=——— D_ ——
- Zy Zs

Les coefficients 4, B, C, D sont les paramétres de
transfert du quadripdle.

10.3.1. Relations entre

les paramétres de transfert
Le tableau du paragraphe 10.1.3, combiné aux
relations précédentes entre paramétres impé-
dance et paramétres de transfert, conduit au
tableau suivant :

10.3.2. Signification physique
des paramétres de transfert

U
° é = —_1
Ya/n=0 .
transfert en tension a sortie ouverte :

, inverse de la fonction de

Fig.es.  wi], [Tw
I, . .
e D=|= ,inverse de la fonction de
transfert en courant a sortie court-circuitée :
,1 12
—- =
Fig. 66. — j
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1 1 .
e C=—-—= (-=1~> , admittance de trans-
Z3 Us/n=0
fert 4 sortie ouverte : ~

Fig. 67. ] A
1 U L,
e B=— = (——1) , impédance de trans-
- Y I Jy,=0

fert a sortie court-circuitée.

h

Fig. 68. U I: ::]

10.4. ASSOCIATIONS
DE QUADRIPOLES

10.4.1. Quadripdle équivalent

Nous appellerons quadripdle équivalent a un
ensemble de quadripdles, le quadripdle, qui,
soumis aux mémes tensions d’entrée et de sortie
U, et U, que I'ensemble, appelle les mémes
courants I, et I,.

10.4.2. Association en série

Deux quadripéles, associés en série, sont par-
courus par les mémes courants d’entrée et de
sortie, ce qui conduit au schéma de la figure 69.

——— | —}—  —-—
Y 1 Q 12'2
Y h b L
U T Q" Tl_j_z
|_ o >
Fig. 69.

A partir des relations :

{ Ui=241,+ 27,1,
_/2 = 2/21!1 + lezlz

{ Ul =271, + 21,1,
Uy =2l + 251,
U =Ui+U

{Hz =U,+U;

On peut écrire :
21 = (Z/u + Z’1,1)£1 + (Z/n + erz)iz
= Zub + Z12£2
U, =(Z5 + Z3)1 +(Z5, +
= Z21£1 + Zzz!z

ADLE

et conclure :

— les paramétres impédance dun qua-
dripble Q, équivalent a la mise en série de
deux quadripdles Q" et Q" s’obtiennent
par addition des paramétres impédance
des quadripoles Q” et Q".

10.4.3. Association en paralléle

Deux quadripdles associés en parallele sont
soumis aux mémes tensions d’entrée et de sortie,
ce qui conduit au schéma de la figure 70.

I

Fig. 70.

A partir des relations :

{1’1 =Y, U, + Y, U,
IL=Y,U +Y5U,
IN=Y,U,+Y,U,
[ﬁ = X’2’121 +
L=+
L=L+1I

1"
_ZZQZ

On peut écrire :
L=Yu+Y DU, +(Y+Y)U,
=Y.U; +Y,U,
I, =(Y5% + Y3)U, + (Y5 + Y3)U,
= Xqu + Xzzgz

et conclure :

— les paramétres admittance dun qua-
dripole Q équivalent a la mise en paralléle
de deux quadripdles Q" et Q” s’obtiennent
par addition des parametres admittance
des quadripoles Q’ et Q”.
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Exemple d’application : quadripéle en double T

Soient les deux quadripdles symétriques de la
figure 71.

C C
—F—=——

XY s}

T2C

Quadripéle Q'

Quadripdle Q"
Fig. 71.

A partir des expressions

1
Yu=Y;, =<:UL>
~1/U>=0

1
et Y,=Y,= (&—2> s
1 Uz_O

et d’aprés les schémas correspondants des figures
72 et 73, on peut déterminer les parameétres
admittance des quadripdles Q’ et Q.

1
R

1+ 2jRCw

1+ 2jRCw

" 2R(1 + jRCw)

Yu=Y5=
R +

Y T 2C

Fig. 72.

R
1 1% 2%RCo
R R
R -
T+ 2RCa

7 4
_12-!21 = -

1
~ 2R(1 + jRCw)
1

__’1’1 = ng = R
2

_jRCo(2 + jRCw)
2R(1 + jRCw)
Iy J

L

Fig. 73.
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Yi,=Y3=-jCo

__ (RCw)
2R(1 + jRCw)

Le quadripdle de la figure 74, résultant de la mise
en paralléle des quadripéles Q' et Q”, admet donc

comme paramétres admittance

—4:

Flg. 74.

1 + 4jRCw + (jRCw)?

2R(1 + jRCw)

1 + (RCw)?
2R(1 + jRCw)
De Iégalite I, = Y,, U, + Y,,U,, on déduit la
fonction de transfert en tension a vide (c’est-a-dire
pour I, = 0):

ar—-

Yy=Y,=

Yo=Y,=-

T—gz— Y, 1 + RCw)?
— U, Y, 1+4RCw + (jJRCw)?
@ 2
1+ (i)
Wo
1+ 2jm— + <J—)
! 0 Wo
avec g = etm=2.

RC
D’apres les €tudes faites aux paragraphes 9.1.11
et 9.2.7, nous concluons qu’il s’agit d’un quadri-

1 .
pole réjecteur centré sur o, = RC’ dont les limites

1
de la bande rejetée sont RT(*/E —2) et

TQIE(\/E + 2), ce qui donne une largeur de bande

4
t le d —
rejetée égale a RC
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Les diagrammes de Bode et de Nyquist sont
donnés aux figures 75 et 76.

b 200097 g0 Vo) @y wg(2+ V) ©

Fig. 75.

I(T)

w0+ ® ©°

Po- 1 po=0 pyT)
Fig. 76.

10.4.4. Association en cascade

Deux quadripdles associés en cascade sont tels
que les grandeurs de sortie du premier
constituent les grandeurs d’entrée du second ce
qui conduit au schéma de la figure 77.

R LI - I

TQ'z ?9"1 Q" Uy

Fig. 77.

Remarquons que les équations aux paramétres de
transfert peuvent étre écrites sous la forme
matricielle :

(52)-(@)(z)-m(z)

Des équations :

AN AN ANNAY
(Tz)“m(l;)’ (1' )'(1’1)’
UU ” U”
)-m(®

U, Ao US
()-wen()

on déduit

La matrice de transfert du quadripdle équivalent
a la mise en cascade de deux quadripoles Q" et Q"
est obtenue en faisant le produit des matrices de
transfert des quadripdles Q' et Q".

10.5. IMPEDANCES
PARTICULIERES

DU QUADRIPOLE

10.51.

C’est I'impédance vue a 'entrée du quadripOle
lorsqu’il est fermé sur une impédance Z, (fig. 78).

Impédance d’entrée Z,

Fig. 78.

A partir des paramétres de transfert,
écrivons compte tenude U, = — Z, 1, :

U, AU, +Bl, B—A4Z,
- CU,+DI, D-CZ,

nous

=L

10.5.2. Impédance de sortie Z

Cest I'impédance du générateur de Thévenin
équivalent au quadripdle attaqué par un
générateur d'impédance Z,. La détermination de
Zg conduit au schéma de la figure 79.

h la

® -
2] 1u lo

* or—f——

Fig. 79.

Uy=AU, + Bl euvent étre
I, =CU, + DI2 P

résolues en (U,, I,), fonctions de (U,, I,).
Compte tenu de I'égalit¢t AD — BC= —1, il
vient :

Les équations {

U,=—-DU, + BI,
1, =CU, - AL

, _Us_ DU +Bl, __B+DZ,
=L, CU-Al, A+CZ,
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10.5.3. Relations remarquables

Remarquons que :
e I'impédance d’entrée a sortie court-circuitée
. B
(Z,=0)s%crit Z,.. = o

e I'impedance d’entrée 4 sortie ouverte (Z, o)

secrit Z,, = ?;

e I'impédance de sortie 4 entrée court-circuitée
. B
(Z,=0) s¢crit Zs_ .= — VL
o I'impedance de sortie 4 entrée ouverte (Z, o)
E34 : D
secrit Zg, = — E
Nous en déduisons les relations suivantes :
Zecc — ZSCC.
2
Zeo ZSO
Z Z,
z,=7,5= "2,
- Zs, + Z,
Z. . +Z,
ZS = Zso =<
Zeo + Zg

10.5.4. Impédance itérative
ou caractéristique Z,

C’est 'impédance telle que le quadripdle, fermé
sur cette impédance Z, présente une impédance
d’entrée égale a4 Z.. Elle est donc définie par
I’équation :

7, - B-4Z

- D-CZ/

A D B
2_7 =
Z C(c C>+§ .

Z est donc solution de I"équation :

ZZC + gC(ZSo - Zeo) - _Z_Sccgeo =0.
Si le quadripdle est symétrique, Zg, = Z,,
Zsce = Zooo» équation s’écrit :

Zt=127

Zecc * eo

soit

10.6. LIGNE A RETARD

La ligne a retard (fig. 80) est un quadripdle dont
les valeurs instantanées des grandeurs d’entrée et
de sortie, obéissent aux équations :
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[ i
——{—e —}—
uy T Up
_- ! o o—]
Fig. 80.

ou 7 est le temps de retard.

uy(t) = uy (t — 7)
() =it —1)

En régime sinusoidal ces équations se traduisent

par :

u,(t) = Uy cos wt,

u(t)=Upy cos ot — 1) =

iy(t) = I cos (wt — 0),

i5(t) = Iy cos [w(t — 1) — 0]
= I, cos (wt — 6 — wr).

U, cos (ot — wr);

Ce qui conduit aux relations suivantes entre les
grandeurs complexes associées :

(Goger

I, =1 e

10.6.1. Conséquences

e A partir des relations précédentes, on peut
U, _

I, 1 1
doit étre fermé sur son impédance caractéristique.

e Les relations de départ, devant étre vérifiées

quelle que soit 1a forme du signal d’entrée, doivent
donc étre indépendantes de la pulsation en régime
sinusoidal; nous en concluons que :

— limpédance caractéristique doit étre indé-
pendante de la pulsation : elle doit donc
étre résistive;

— le déphasage ¢ introduit entre les grandeurs
d’entrée et de sortie doit étre proportionnel
a la pulsation :

écrire : == , et conclure que le quadripdle

¢ = ot

10.6.2. Etude d’une structure
particuliére

La ligne étudiée est réalisée par la mise en cascade
de n quadripdles identiques en T conformément
au schéma de la figure 81.
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18" quadripdle 2eme quadripdle neme quadrip6le
VAN N\ /___/;\
/ \ / N\

I Z 2 P4 Z 4 Z Iy
o——r] —o—] o ———-0— _}=—o
Y 2 (X 2 2 Yz
O —0— O — —— — - O—

Fig. 81.
. U U P .
o La relation =2 = =L est vérifiée si la ligne  ou encore

12 21
est fermée sur l'impédance caractéristique du
quadripdle en T élémentaire. Elle est définie par :

Zé=ZecC'Z
eo=ZI+Z2

Z.Z, Z%+2Z1Z2
Z1 +2Z, Z,+2Z, °

Z: +2Z,Z,.

€eo

avec Z

et Z,c.=2;

soit Zt =

Cette impédance devant étre résistive, les
impédances Z, et Z, doivent étre telles que :
Z; + 2Z, Z, soit un réel positif.

e Afin de déterminer les conditions dans

, .1 .
lesquelles on peut écrire Tzz e 1" calculons
1

’

ST . I
pour un quadrip6le ¢lémentaire le rapport }—1 et
1

’

.. . N —
cherchons les conditions conduisant 4 =L = ¢ i
1

avec f réel. -
Nous pouvons écrire :

U _ L,

Ui n

U - Ui =2, + 1)

U1 = (Zl + Zz)! Zzﬁ

car le quadripdle ¢lémentaire est, de proche en
proche, fermé sur son impédance caractéristique,
soit

_ Z,+ 1)
Zi+Z)I, - 2,1,

L
_ Zl<1 *z)

7
(Zl + ZZ) - ZZ;_I
21

n\ .Z,+2Z,(1
= _2————_ = ]: A
Q) z, \,)tt=0

Calculons la valeur du nombre réel f tel que e =3
soit solution de cette équation (transmission sans
affaiblissement), il vient :

ZI +ZZ

e b _ 2= e ¥ 4+1=0
~2
ou e e ib—rfitZs
Z,
soit
Z, +2Z,
cos :;.
B Z

Les impédances Z, et Z, doivent donc étre telles

+Z, . , .
que =——== soit un nombre réel compris entre

=2
—1et +1.

Soit encore

Z
+_Z_2 +

Z,
27,

ou —1< <0.
Si les conditions précédentes sont réalisées, la
ligne retarde le signal d’un angle nf tel que
Z, +Z,

z,
Sachant qu’on souhaite avoir ¢ = nf = wr, il
faut que les impédances Z, et Z, soient telles
que :

cos ==

Z,+Z,
n arccos —————
Z;

= or,

condition qui semble, a priori, trés difficile a
satisfaire en toute rigueur.
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Exemple de réalisation

Le quadripéle élémentaire est réalisé conformé-
ment au schéma de la figure 82.

Fig. 82.

M est le coefficient d’inductance mutuelle entre
les deux bobines.

A partir des équations reliant les valeurs
instantanées :

di, di,
= — M—
1 dt a T
di, di,
= _— M—
up=Lg a T

on déduit les équations entre nombres complexes
associés :

1
U, =jLwl, — jMwl — (I, +1
U, =)oty — Mol +jCa)(—1+—2)
. 1 .
=j(L + M)ol, + (I, + 1) a—JM(U)

. . 1
U, =jLol; — jMol, + C

—(; + 1)
JjLw —

. 1 .
=j(L + M)ol, + (I, + 1,) .——]Mw).
- Cw

On peut donc donner, du schéma de la figure 82,
le schéma équivalent de la figure 83. On I'identifie
au quadripdle élémentaire de la figure 81 avec :

h L+M L+M_ b

Fig. 83.
1
Z, =i(L+Mw e Z,=——jM
£y il ) et £, iCa JMw

e La condition de transmission sans affaiblis-
sement (C’est-a-dire f§ réel) se traduit par :

soit -1 —-—FF
1

2l — + Mo
w
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Condition qui se résume a

1
(L+Mo< 2<— + Mw)
Cw

2
@<@=J@L-mc

wcest la pulsation de coupure de la ligne a retard.

soit

o L’impédance caractéristique Z, solution de
I’équation :
Zé = Z? +22Z,.2,= Z,\(Z, + 2Z,)

s’écrit :
. . 2
Z¢=j(L + M)CO|:_](L — Mo +@:|
_ LM, (L — M)Co?
T C 2

L+M o \?
Z: = 1—|—
=2t ()]

Pour o < w¢, ZZ est bien un réel positif et Z¢ est
une résistance. Mais, on ne peut considérer que
cette résistance est indépendante de la pulsation
que si cette derniére est trés petite par rapport
a o soit : 2

@ <ec=JT-mc
L’impédance _aractéristique s’écrivant alors

P+ M)
Ze= [T

¢ Déterminons les conditions dans lesquelles le

. Z,+Z
déphasage B, défini par cos = =IZ——1 est
proportionnel a la pulsation o : =2

Z
=1+=
cos f + Z,
soit
. V4 j(L+M
1—cos[3=2$1n2§=—2—1=___ﬂ1 )

. p_ [L+MC?
soi sin 5 = 2[1 + MCo™]’

équation quon voudrait pouvoir identifier a
B = wty, ol t, est le temps de retard apporté par
un quadripodle élémentaire.

Il est bien évident que cette identification ne
pourra étre réalisée qu’approximativement.

Effectuons un développement limite de 'équation
précédente :
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2
+
LS
A
|
<
S
SN

N (L+ M)C : MCaw?

~ 2 2 b
soit
BB (L+M)C o (L+M)C MC
248 2 2

Pour que la relation f§ = wt,, soit vérifiée quel que
soit w, nous devons écrire

(L+ M)C (L +M)C MC

ts = 48 5 3

La compatibilité de ces deux équations exige :

oL +2M)C L +2M)C _ 48__ C fL+mcC + M)C

soit : M =0,2L.

Le temps de retard ¢, correspondant & un
quadripdle élémentaire s’écrit alors ;

=2./3/MC = J24LC

En résumé

1. Soit le circuit de la figure ci-dessous, attaqué par deux
générateurs identiques, sinusoidaux, de valeur efficace V;, et
de pulsation w.

1° Calculer, en fonction de Vi, R, C et o, le courant Idans
I'ensemble R, C.

V, . .

==, en fonction de jRCw.

21

3° En déduire que la tension de sortie V, garde une valeur
efficace constante, que 'on déterminera, et qu'elle est
déphasée par rapport a Vi, d’un angle que I'on précisera.

2° Calculer le rapport T=

2. Le schéma équivalent d’un émetteur est donné ci-
dessous :

1

1° Calculer, en régime sinusoidal permanent de pulsa-
tion @, 'impédance du circuit R, L, C paralléle, et la mettre
sous la forme

R

1+j0 2 _%
1090 Q

Calculer Q, et 2, en fonction de R, L et C.
Montrer que, lorsque o = Q — Q, < Q,, Z se met sous la
forme

£=

R
Z=

. w
0

2° Le courant i est un courant sinusoidal modulé en
amplitude :

i(t) = Io(1 + m cos w,,t) cos Qut

a) Montrer que le générateur de courant i(¢) est équivalent a
la mise en paralléle de trois générateurs de courant i, (t), i, (),
i3(t), dont on précisera les amplitudes et les fréquences.

b) Calculer les trois tensions wu,(t), u,(f) et us(t), créées
respectivement par chaque générateur de courant, supposé
seule source d’alimentation.

¢) Parapplication du théoréme de superposition, calculer la

tension u(t) correspondant 4a [lalimentation du
circuit R, L, C par le courant i(t), et la mettre sous la forme

u(t) = Uy[1 + m’ cos (w,t + @)] cos Qqt.

Calculer les éléments U, m’, ¢ en fonction de m, w,,, 2, et

Qo-

Conclure en analysant influence, sur la transmission du
signal.
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3.

Dans tout le probléme, les circuits sont soumis a une
excitation sinusoidale de pulsation w.

On utilisera la notation complexe. Toutes les grandeurs
complexes seront représentées par des lettres majuscules et
seront comptées positivement confcrmément aux conven-
tions matérialisées par fléchés sur les schémas.

Ep ‘S b
%, Y. Fig. 1.
et s

A) Pour tout quadripie passif et linéaire, de bornes
d’entrée EE’ et de bornes de sortie SS”, il est permis d’écrire :
L=SV,—YV,

1° Donner une signification physique des paramétres S et
Y 2
Proposer, par un schéma explicite, un générateur équivalent
au quadripéle vu de ses bornes de sortie.

2° On envisage deux quadripdles du type précédent, I'un de
parametres S,, Y, et l'autre de parametres S,, ¥,.

Etablir et justifier la loi simple de formation des
paramétres S, Y du quadripdle obtenu par la mise en
paralléle des deux quadripdles envisagés (entrées en
paralléle, sorties en paralléle).

3° Formuler les paramétres S et Y pour les deux
quadripdles représentés ci-dessous :

W$

On posera : RCo = x
C’ = nC (n = nombre réel positif différent de 0).
Montrer que
e pour le quadripdle 0, (fig. 2.a)
1 L 1+jx,
! ' R2+jx

S, =—— et
BTRC+ O

e pour le quadripdle Q, (fig. 2.b)

1—nx*+jn+ Dx
R(2 + jx)

s _ 1—nx® + 2njx ot Y =
=27 R+ -

B) Deux quadripdles Q,, Q,, de paramétres respectifs S,
Y, et S,, Y,, sont associés suivant schéma (fig. 3) 4 un
amplificateur A4

e de résistance d’entrée infinie (I, =1_ = 0);

e d’amplification 4 (V = AU’).

vV .
1° Montrer que la transmittance T = ? peut s’exprimer
par : o
— 85,4
T=—=——
- L+ L +5,4

2° Que devient la valeur T, de T quand on choisit pour A
une valeur infiniment grande?

reste inférieur

e R L, —T
3° On désire que lécart relatif = T
ou au plus égal a une valeur ¢ donnée.

En déduire, en fonction des paramétres de Q, et Q,,
l'expression de la valeur limite a attribuer & A.

S E

C) Onadopte comme quadripdles associés a 'amplificateur
opérationnel :

pour @, — celui de la figure 2.a;

pour Q, — celui de la figure 2.b;

On donne : R = 10 kiloohms; C = 10 nanofarads.

1° Quelle valeur limite A, faut-il attribuer & A pour que

-T —
=% = < 0,1 % dansle domaine des pulsations les plus

basses concevables?

2° On admet, pour la suite, que A est pratiquement infini.

R4

Q,

Il 3—1

Fig. 2a. Fig. 2b.
o— ET S
Q
ek ok
U
Fig. 3.

A\

Montrer que la transmittance T peut se mettre sous la
forme :

T k
=1+ px? 4 2547
ou k, u et A sont des constantes réelles que 'on explicitera.
3° Application :
a) On désire que G =20log,|T}
w = 20000 rd/s.
Quelle valeur faut-il adopter pour C’ = nC?
b) Montrer que, pour cette valeur de C’, G passe par une
valeur maximale pour une pulsation w, que I’on calculera.
Calculer, en outre, G, .
¢) Tracer le diagramme G = F (log;, w).

soit nul pour
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On démontre, dans le cours de mathématiques,
que, sous certaines conditions de dérivation et de
continuité, toute fonction f(t), périodique de
période T, peut étre mise sous la forme d’une
série de Fourier :

f)=A4o+ ), (A,cosnwt + B,sin nwt)
n=1
ec = 2
av =7
1 fto+tT
Ao == f()dt
¢ T-/to
2 ftotT
A, =— f(t)cos nwt dt
T Jito
2 fto+T
B, =— f(t)sinnwt dt
leu
REMARQUES

e A, est la valeur moyenne de la fonction
périodique f(t).
o Le terme général

A, cos nwt + B, sin not

est une fonction sinusoidale, appelée harmonique
d’ordre n; il peut étre mis sous la forme

B
A, [cos nowt + A—" sin nth;

n
B, .
en posant tan @, = i il s’écrit :
n

n

cos @,

[cos nwt cos ¢, + sin nwt sin @, ].

n

cos @,

- s’exprime, en fonction de A, et B, par

A,/1 + tan’ g, = /A2 + BZ.

L’harmonique d’ordre n devient :

Co= A2+ B

B,
¢, = arctan —
n

C,cos (nwt — ¢,) avec

et la fonction périodique f(t) s’écrit :

©

fy=A4,+ Y. C,cos(nwt — o@,)

n=1

e L’harmonique d’ordre 1 est appelé fondamental.

1.1. CAS PARTICULIERS

1.1.1. La fonction f(t) est paire

La relation f(t) = f(— t), quel que soit ¢, conduit
a:

o0
Ao + Y (A,cosnot + B,sinnowt)
n=1

= Ao+ Y. (4,cosnwt — B, sin nwt)

n=1
La relation précédente devant étre vérifiée quel
que soit t, on en conclut que :

B, = 0 quel que soit n.

1.1.2. La fonction f(t) est impaire

La relation f(t)= — f(—t), quel que soit t,
conduit a :

Ao + Y, (A,cosnwt + B, sinnwt)
n=1

= —Ap+ Y, (— A,cosnwt + B,sinnwt).
=1

n=

Cette relation devant étre vérifiée quel que soit ¢,
nous concluons :

A, = 0 quel que soit n.
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1.2. SPECTRE
DE FREQUENCES

Le signal périodique f(t) peut étre mis sous la
forme d’'une somme de fonctions sinusoidales
dont les pulsations sont des multiples entiers de

2n . . .
= On obtient la représentation spectrale

du signal f(t) en portant en ordonnée 'amplitude
des harmoniques et en abscisse les pulsations
correspondantes, ce qui conduit au diagramme
de la figure 1.

J .
<4 AO

Fig. 1.

C
Cs

Iq
Cs

C

| IITS

20 30 40 50 6w

Y

o o

1.3. EXEMPLES
DE DECOMPOSITION

1.31. Signal rectangulaire

Considérons le signal de la figure 2. La fonction
f(t) de période T est impaire. La décomposition
ne contiendra donc que des termes en sinus.

()
+A
T |r -
2
Al I
Fig. 2.
Soit
Ao =0,
2 +T/2
B, = —j f(t)sinnwt dt
T ) 1)

24 { [ cos nwt}o [ cos nwt:|m}
=220+ +] -
T nw  |_1p nw |,

A
= g— [1 — cos nx],
nn

avec cos tn = 1 pour n pair,cos tn = — 1 pourn
impair.
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La décomposition ne comprend donc que des
harmoniques d’ordre impair.
Le signal rectangulaire s’écrit :

. 44 . sin3wt  sin Swt
f(t) = —1| sinwt + + + ..
T 3 5

Son spectre est donné a la figure 3.

LM Fig. 3.
T
4A 4A
3 br
0 : Tr r S S
(] 2w 3w 40 5w

1.3.2 Signal triangulaire

Considérons le signal ¢g(t) (fig. 4. La valeur
moyenne A, de g(t) est nulle. g(¢) est obtenu par
intégration du signal carré de la figure 2.
L’identification de la pente entre les instants O et

T
5 conduit & :

Ao (n)
+B +— — g — - — —_
A _V_ _ __\/_
Fig. 4.
2B 4B
A=—=—.
T T
2
L’intégration permet d’écrire g(t) sous la forme :
44| coswt  cos3mt
— K —_ -
90) = T |: ) 32w
cos(2n + Dot
@2n+ 1)’w '

La valeur moyenne de g(t) étant nulle, il en est de
meéme pour la constante d’intégration K, ce qui
donne pour ¢(t), compte tenu de wT = 2x et

4B
A=—:

T 8B cos3wt  cosSwt
g(t)=_F oSt +—3—+——+.. |.
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Le spectre de fréquences est donné a la figure 5.

A _ 88
2
88
on?
0 . T — -
(O] 2w 3w 4w 5w
Fig. 5.

On peut remarquer que les harmoniques d’ordre
supérieur a 1 sont beaucoup moins importants
pour le signal triangulaire que pour le signal
carré, ce qui est naturel car la forme du signal
triangulaire est plus proche de celle du signal
sinusoidal.

Remarquons que, pour les signaux que nous
venons d’étudier, 'amplitude des harmoniques
décroit a mesure que leur ordre augmente. C'est le
cas de la plupart des signaux que nous aurons a
considérer. Ils nécessiteront donc pour leur
transmission une bande passante limitée.

1.4. APPLICATION

Considérons le signal formé par la superposition
d’un signal périodique f(f) de période T, et d’un
signal sinusoidal A cos wct. Supposons de plus,
que la fonction f(t) soit telle que les harmoniques

. L . 207 .
de pulsation supérieure i 10w, = soient

négligeables.

Afin de supprimer le terme sinusoidal, on pré-
sente le signal & I'entrée d’un filtre passe bas du
premier ordre dont la fonction de transfert est

IT= . Les diagrammes de Bode corres-
o)
1+j—
®o
pondants (fig. 6) ont été étudiés au paragraphe
9.1.6 du chapitre 2.

¢ La transmission, sans déformation, du signal
periodique, impose qu’aucun harmonique ne soit

| |
8 B8 o
ey

atténué. Elle impose aussi qu'ils ne soient pas
déphasés par la fonction de transfert T; ce qui
conduit a la relation :

Wy 20z

— > 10w,, = —.

10 " T

m

e Supposons que le signal sinusoidal, de
pulsation w¢, puisse €tre considéré comme
¢éliminé, si son amplitude est divisée par 100,
(— 40 décibels), par la traversée du filtre passe-
bas. Nous en déduisons la relation :

¢ > 100w,
La pulsation de coupure du filtre doit donc étre
telle que : 2001 _oc
— < Wy < —¢.
T, ® 7100

m

1.5. ANALYSEUR
DE SPECTRE ANALOGIQUE

Proposons-nous de déterminer le schéma synop-
tique d’un appareil permettant de mesurer 'ampli-
tude des harmoniques d’un signal périodique f(t).

Les coefficients de la décomposition :

2 to+T
A, = T J f(t) cos nwt dt
to
2 to+T
et B, = T f f(t) sin nwt dt.
to

apparaissent comme deux fois la valeur moyenne
du produit de la fonction f(¢) par un signal
sinusoidal. Nous en déduisons le schéma
synoptique d’un analyseur de spectre (fig. 7).
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f(t)

Générateur
Wobulé

X

A oosrc%t

Multiplicateur

e(t)=Kf(t) Acos wyt s(t)

Valeur
moyenne

Fig. 7.

e Le générateur Wobulé fournit un signal
sinusoidal 4 cos w,t, dont la pulsation w, varie
linéairement avec la tension de wobulation v(z).

Soit C, cos (w,t + ¢,), 'harmonique d’ordre n
de f(t). Le signal correspondant, & la sortie du
multiplicateur, s’écrit :

e(t) = KAC, cos w,t cos (w,t + ¢,)
KAC

== "1 Tcos [(w, — @)t + @]

+ cos [(w, + o)t + ¢,]].

o Le dispositif permettant de prendre la valeur
moyenne de e(t) peut étre réalisé par un filtre
passe-bas du deuxiéme ordre dont la fonction de
transfert s’écrit :

1
Z:

p o2 avec
14 2im— + (j —>
Wo 12N

m=0,7.

Lorsque la pulsation w, est telle que
Iwn - CObl < C0()9

le signal s(f) est une sinusoide d’amplitude

AC . . .
K 2", proportionnelle a l'amplitude C, de

I’harmonique. I1 suffit alors de détecter 'amplitu-
de de cette sinusoide pour obtenir C,.

Si aucun harmonique ne fournit, dans e(t), un
signal sinusoidal de pulsation inférieure a w,, le
signal s(t) est nul.

o La tension de wobulation v(t) est une rampe
(fig. 8).
A

-

Fig. 8.

Cette rampe est présentée simultanément au
générateur wobuléet a 'entrée X d’un oscillosco-
pe. L’entrée Y étant attaquée par le signal
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donnant I'amplitude de s(z), nous obtenons un
oscillogramme conforme a celui donné a la

figure 9. c,
C.
2 ¢
J
A

Fig. 9.

w

o La pulsation w, étant proportionnelle a v(t),
I’axe horizontal peut étre gradué¢ en pulsation
alors que I’axe vertical, gradué en volts, permet
la mesure des C,,.

REMARQUES

a) La largeur des raies, obtenues sur ['oscillogramme
de la figure 9, est égale d 2w, . Elle est donc d’autant
plus faible que le filtre passe-bas est plus serré sur le
continu. Loscillogramme se rapproche ainsi du
spectre théorique. L’analyseur permet de séparer des
raies dont les pulsations ne différent pas de plus
de 2w,.

b) La fonction de transfert du filtre passe-bas :

résulte de I'équation différentielle

N 2mdv 1 d%v
v+ ——+—S—=u,
wo dt  w}dr?
o d% dv )
S0it — +2mwy— + Wi = WHuU.

de? dt

Nous avons vu, au premier chapitre, que, pour une
attaque par un échelon de tension et pour m = 0,7, le

temps de réponse d 5 % est minimum et vaut 0,44 620—”

0
Afin de laisser, au filtre passe-bas, le temps de
répondre, il est nécessaire que la tension de
wobulation varie suffisamment lentement et ce
d’autant plus que la pulsation de coupure w, est plus
faible.
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¢) Nous en déduisons que I'obtention de raies fines
est incompatible avec une analyse rapide, ce qui est
parfaitement intuitif (vite et bien étant difficilement
conciliables ).

d) En pratique le filtre passe-bas est remplacé par
un filtre passe-bande centré sur w,. Les raies
apparaissent alors, non plus lorsque w, = w,, mais
lorsque la différence \w, — w,| est égale d w,. Le
principe genéral restant le méme.

1.6. VALEUR EFFICACE
D'UN SIGNAL PERIODIQUE

Soit un signal périodique f(t) dont la décomposi-
tion s’écrit :
f)=A, + ), C, cos (not + @),
n=1

sa valeur efficace F, est telle que :
1 T
Fi=— 2(t) dt
eff T J‘O f ( )

f2(t) comprend les termes suivants :

[0y =A%+ Y. C?cos® (nwt + ¢,)

n=1

+ 24, Y, C,cos(nwt + ¢,)

Y. C,Cycos(nwt + @,) cos (kot + @)

On peut vérifier que :

— la valeur moyenne d’une fonction sinu-
soidale est nulle;

— la valeur moyenne du produit de deux
fonctions sinusoidales de pulsations diffé-
rentes est nulle;

— la valeur moyenne du carré d’une fonction
sinusoidale est égale a 1/2.

Nous en déduisons que :

L
2

2 o

n=1

F:ff = A% +

le carré de la valeur efficace d’une fonction
périodique est la somme du carré de sa valeur
moyenne et des carrés des valeurs efficaces des
harmoniques.

1.7. DEFINITIONS

1.7.1. Facteur de forme

Le facteur de forme F est défini par le rapport
entre la valeur efficace et la valeur moyenne :

1&
[43+5 3 €
F= eff: n=1 .

F A,

moy

o Pour un signal continu F = 1.
e Pour un signal sinusoidal redressé double
alternance (fig. 10) :

L

"

Fig. 10.

T
2./2

F =

=111

1.7.2. Taux d’ondulation

On définit Pondulation par les variations de la
fonction f(¢f) autour de sa valeur moyenne A4,

(fig. 11).

t
i) Ondulation

Ao —_

~

Fig. 11.
Elle est donc égale a

Y. C, cos (not + ¢,).

n=1

Le taux d’ondulation § est le rapport entre la
valeur efficace de londulation et la valeur
moyenne de la fonction périodique f(t), soit :

1 e}
[— C?
2 ngl "
Ag )
Remarquons que le facteur de forme F et le

taux d’ondulation § sont liés par la relation :
FZ — 1 + pzl

B =
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1.7.3. Taux de distorsion
harmonique

Le taux de distorsion harmonique 7 est défini par
le rapport entre la valeur efficace de I'ensemble
des harmoniques d’ordre supérieur a 1, et la
valeur efficace du fondamental, soit :

JOE+CG .+
7= .
¢,
Il permet de chiffrer la pureté d’un signal

sinusoidal.
Remarque : Pour un signal présentant un faible

. . . Cy
taux de distorsion, on peut assimiler — & la

valeur efficace F., du signal f(t). On obtient
alors :

T~\/C§+C§+...+C,?
Feff 2 ‘

Cette remarque est utilisée dans certains
distorsiométres : la détermination du taux de
distorsion commence par la mesure de la valeur
efficace, F = C,/./2, puis le signal est passé
a travers un filtre réjecteur qui élimine le
fondamental. On mesure alors la valeur efficace
du signal résiduel,

Cycos 2ot + @,) + Cycos(Bwt + @3) + ...,

et on en déduit le taux de distorsion.

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu'on

peut associer a la grandeur sinusoidale
A cos (wt + @) le nombre complexe 4 = A4 .

e A la grandeur A, cos nwt est associé le
nombre complexe 4,

e A la grandeur
B, sin nwt = B, cos <nwt — g)

est associé le nombre complexe
B,e "= —jB

ne

o AT’harmonique n, on associe donc le nombre
complexe 4, —jB, = C,, soit
to+T

C,=— Sf(®)[cos nwt — jsinnwt] dt

T .
2 [T .
== j f() et dr.

1

0
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L’amplitude C, de I’harmonique d’ordre n est
donnée par le module de C,. Sa phase est obtenue
par I'argument de C,.

Soit :
f@®=4,+ ) C,cos (not + ¢,)
n=1
2 to+T )
C== f f@) e7 " de,
avec - T to
C.=IC) et o¢,=argC,

2.1. EXEMPLES DE CALCUL
A L'AIDE DE LA FORME
EXPONENTIELLE

2.1.1. Signal carré
de rapport cyclique a

Soit le signal de la figure 12 :

Ao

E

aT T
Fig. 12.

Sa valeur moyenne est A, = aE.

2 T 2 aT
- = —jnot —— — jnot d
C, Tfof(t)e dt TL Ee t
—2E ) —2E .

— —jnotyal _ e~]na2n -1
jThw [e="To 27nj [ ]
2E » ejnan _ e*jnan

=" g man{~  ~
i 2j

C,=2aE sin na g inam,
- mna

L’amplitude de I’'harmonique n est donc :

Cn — 2aE S nna.

nna
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Le spectre correspondant est donné par la
figure 13.

2akE A\
N
S
AN
Ao=aE 1 X -
\ /}, ‘g\
0 AV, \//r -
© 20 O 20 w
a a
Fig. 13.

Remarquons que si le rapport cyclique est a, les

. ) k
harmoniques d’ordre — sont nuls.
a

2.1.2. Peigne de Dirac

Le peigne de Dirac est obtenu, a partir du signal
de la figure 12, en faisant tendre le rapport
cyclique a vers zéro, tout en maintenant la sur-
face aET constante et égale a I (intensité d’une
impulsion).

Nous obtenons ainsi la courbe de la figure 14.
f(t)

intensité /

0 T 2T T

Fig. 14.

-~

L’amplitude de ’harmonique » s’écrit alors :

21
Cn = 2aE = —7':

Le spectre correspondant est donné a la figure 15.

~ -~ ‘Il&

0]

&Y

® 20 30
Fig. 15.

L’observation des spectres précédents nous
permet de conclure que la bande nécessaire a la
transmission d’un signal est d’autant plus
importante que ses variations sont plus rapides.

Remarquons que 'harmonique n peut étre écrit
sous la forme :

A, cos nwt + B, sin nwt

ejm»t +e —jnot ejncot —e ~jnot

= n + n .

2 2j

A —iB, . A, +iB, _.
—n n _jnot n n L —inot
e e

Des expressions

to+T
A, = —J f(t) cos not dt
T t

to+T
et B, = —J‘ f(®) sin nwt dt,
T),
on déduit A, =A4_,etB,=—B_,.
Posons :

to+T

1 .
_[_/n= _(An_JBn)=? f(t)e_mwdt-

2

to

D’aprés les relations 4, =A_, et B,= — B_, il

-hn

. 1 .
vient V_, = E(A" + jB,)

L’harmonique n peut donc étre écrit sous la
forme :

jnot —jnot
Voot 4 V_, et

et le signal f(t) devient

AO + Z (Yn ejnwt+l/7n e*jnwt)’

n=1
soit :
+ w X
f@= ) V,e™
n= — oo
to+T
avec L/n = 7 §{03) e ot g
to

11 apparait, dans cette expression, des harmoni-
ques pour les fréquences s’é¢tendant de — oo a
+ o0, d’out le nom de spectre bilatéral.

REMARQUES
a) Dans les transformations précédentes :

— f(¢) est resté le signal périodique réel;
— V,et V_, sont des nombres complexes et n’ont
pas d’existence réelle, mais :

o 2|V =V +|V_,|=/A} + B} correspond d
Iamplitude de I’harmonique n;
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n

B
e arg ¥, =arctan — L correspond a la

phase de I'harmonique n;
b) sile signal f(t) est sinusoidal;
f@t) = cos(wt + @),
on peut écrire :
ejwrejw + e iota~ie
f)=—— ————

2

soit

d’ou le spectre bilatéral du signal sinusoidal ( fig. 16).

’ f(o)

_],J __r_
-® Io) +0 o

Fig. 16.

€

L’apparition de microprocesseurs puissants et
rapides permet aujourd’hui d’agir sur le signal a
partir de valeurs numériques prélevées a des
instants réguliérement espacés. Ces valeurs sont
appelées échantillons. L’ensemble des opérations
effectuées numériquement constitue le traitement
numeérique du signal.

Proposons-nous, dés lors, de déterminer le
spectre d’un signal périodique f(f) a partir
d’échantillons prélevés a la fréquence :

e = Tea
F, est la fréquence d’échantillonnage,
f(nT,) est la valeur numérique de I’échantillon
prélevé a linstant nT,.
Afin d’approcher le spectre du signal f(t), pré-
levons N échantillons
f(O)’ f(’I:z)’ f(2T;), --"f((N - 1)7-;)5

calculons la fonction complexe :

n=N—-1

A@= T foT)er,

et cherchons si la fonction A(w) a un rapport avec
le spectre de f(¢).
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4.1. CAS D'UNE
SINUSOIDE

Soit le signal sinusoidal f(t) =V, cos(wqyt + @)
dont le spectre bilatéral est donné figure 17.

Calculons I’expression A(w) correspondante :

Vo Af(t)
2
-® [o) +® a
Fig. 17.
n=N-1 .
Alw)= ) Vycos[nw,T, + ¢]e "oTe
n=0
n=N-1 jnwoTe j¢@ —jnwoTe o —jo
. v eli®0legl? 1 e 0lee o~ inoT.
- 0 s
= 2
VZ) n=N—-1 .
A(a)) = __[ejrp z e ~inTelw —wo)
- 2 n=0
n=N-—-1
+e oy ej"““”*“"”}
n=0
Compte tenu de
n=N—1
Y e"=1+e "+
n=0
1_ e—aN
s + eva(N_l) = — 3
1—e ¢
il vient :
Vo . 1_e—jNTe(w—wo)
Aw)=2|elo——
ki 2 l—e jTe(w — wo)
1 _eijTe(w+wo)
+ e_j(p—._
1— e*jTa(w+wo) '
Posons :
1 e—JNTew
E_(Cl)) = 1 —jTew
N N
‘J———_IT ™ CJETM € JgTee
=¢ "2 Ta T,
elz79 __e7izo
_NT,
N_y SIn w
—j—5Tew 2
=e 2
. T,
sin
2
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lm
a2

ni=Z

&IZ

]
| /V
—we
N

O e ©

N

Fig. 18.

Etudions alors, les variations du module |E(w)| de
E(w):

La courbe de variations est donnée a la figure 18.

Propriétés

o |[E(w) est maximum pour
iE(w)lmax = N.

e La courbe est symétrique par rapport a la
verticale o = 0.

w=0 et

e Le rapport des amplitudes du pic central et
du premier lobe secondaire varie trés peu avec N.

o |E(w)| est périodique, de période
2
W, = ?7: =2nF.,.

e

2nk sin km
o E(Fﬁ) = Sm—k{ = 0 :lalargeur dulobe
N

2w
central est T"’, la largeur des lobes latéraux est

w,

N

Conséquences pour la détermination du spectre
de f(1)

A(w) peut étre écrit sous la forme :
Voo . .
A() = P [”E(© — wo) +¢ ™ Ew + o)}

Le module d’une somme, n’est, bien siir, pas €gal
a la somme des modules, cependant si NT,
est suffisamment grand, les deux fonctions
|E(w — o)l et |[E(w + wo)| n’empiétent pas I'une
sur l'autre et on peut écrire :

A(@)] ~ 2 [E@ — 0o + E@+ 00

Wo
2n’
obtenons la représentation de la figure 19.

Dans le cas ou F, est supérieur a 2f, =2 nous

L’observation de la courbe dans la bande Aw
permet, en mesurant lamplitude des lobes

centraux )

bilatéral de la sinusoide ¥}, cos (wyt + ¢).

NV, )
—— ], de reconstituer le spectre

Remarquons qu'une telle analyse n’est possible
que si F, est supérieure a 2f,, soit @, > 2m,; s'il
en était autrement les raies situées aux pulsations
w, — Wy et wy, — w, entreraient dans le domaine
d’analyse, de largeur Aw, et perturberaient la
mesure.
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NV,
O
l ' ) l | \ l
I r\ I l
l | % | |
| I . > | | | | -
W - W ~ @y (o} w0, g - W @
| o T | |
| i
| - |
|: Aw |
| Fig. 19. l
La condition F, > 2f,, connue sous le nom sinusoide composante de f(f) le méme
de Théoréme de Shannon sera reprise dans le raisonnement.

chapitre concernant les signaux échantillonnés.

4.2. CAS D'UN SIGNAL
PERIODIQUE

Soit le signal périodique, dont le spectre
unilatéral, limité a w,,, est donné a la figure 20.

Gy

0203
0 ]J . -

Wy
Fig. 20.

e

Si le nombre d’échantillons N est suffisamment
grand pour que les différents E(w) n’empiétent
pas I'un sur l'autre, on peut répéter pour chaque

On obtient pour |4 (w)| la courbe de la figure 21.

Si la condition F, > 2f}, est respectée, 'observa-
tion de |4 (w)| entre 0 et w,, permet de déterminer
le spectre de f(f) par lamplitude des lobes
centraux.

4.3. CALCUL NUMERIQUE
DU SPECTRE

La fonction |4 (w)] est calculée numériquement a
partir d’échantillons prélevés sur le signal f(z).
On ne peut donc pas la déterminer complétement
de fagon continue. On ne peut que la calculer
pour des valeurs particuliéres de la pulsation.

Revenons au cas d’un signal f(t) sinusoidal et
considérons la fonction | A(w)| de la figure 19. On
peut alors distinguer deux éventualités.

d'analyse
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a) La pulsation w, est un multiple entier de la
pulsation d’échantillonnage. On balaie alors la

courbe |A(w)| avec le pas d’incrémentation FZ

Toutes les valeurs de |4 (w)| obtenues sont nulles
sauf celle correspondant a la pulsation w, qui

NV, ) ..
vaut - On reconstitue ainsi exactement le

spectre de la sinusoide en calculant le module de
I'expression :

) n=N—-1 kn
A(k9)="% " Ty e .

Pour des valeurs de k allant de 0 4 N — 1, on
décrit ainsi une plage d’analyse, s’étendant de 0 a
w,, qui contient la raie de pulsation w, et son
image a la pulsation w, — w,.

Cette expression est connue sous le nom de
transformée rapide de Fourier (T.F.R.), ou, en
anglais, fast fourier transform (F.F.T.).

Rappelons qu’elle ne peut conduire au spectre de
f (@) que s’il y a synchronisation entre I'échantil-

. w, .
lonnage et le signal (cuo =k ﬁ)’ ce qui ne
constitue pas une condition évidente a réaliser.

Si la synchronisation n’est pas réalisée, on calcule
|A(w)| pour des points mal répartis et la courbe
obtenue s’¢carte du spectre théorique; la valeur
maximale de la courbe obtenue n’a d’ailleurs
aucun rapport avec 'amplitude de la sinusoide

(fig. 22).

| 1A )| 1]

Courbe expérimentale
en cas de
non-synchronisation

Fig. 22.

b) Pour éviter les effets de la non synchronisation,
on peut balayer la courbe |4 (w)| avec un pas plus

faible (par exemple fﬁe) On obtient ainsi

4 points par lobe secondaire et 8 points sur le
lobe central et la courbe expérimentale passe trés
prés du maximum.

On calcule ainsi :

w, n=N-1
Akge)="% o

23N 4N

Pour des valeurs de k comprises entre O et N — 1,

on décrit une plage d’

qui ne contient que la raie de pulsation w,.

Exemple de simulation sur ordinateur

Soit le signal f(t) = cos 2nf,t avec f, = 500 Hz,
sur lequel on préléve 128 échantillons a la
fréquence F, = 10 kHz (T, = 10~ % ).

Pour représenter le signal, on introduit donc,
dans l'ordinateur, le tableau :

E(n)=cos 2z 500nT, = cos 0,1nn.

A partir de ce tableau, on calcule :
_ﬂ _ f 127
( 4N Ksip) = X B

127 127

kn ) kn
Z E(n) cos 2nm —j Z E(n) sin Znﬁi'

_kn
T 2ni513

n=0 n=0

On commence par entrer en mémoire les tableaux

2nm 2nm
C(m) = cos 50 et S(m)=sin 10 pour m

compris entre 0 et 511.

Pour chaque valeur de k, comprise entre O et 127,
on calcule :

F' 127 kn
R( 512) Z E(n) cos27r—5—ﬁ

n=0

n=0

P; 127 k
et I(k 512) = Y E(n)sin 2z 3

puis
F 7 F F
e — e 12 e

A(k 512)' \/R (k 512) * (k 512>

Soit le programme BASIC n° 1.
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Programme 1.

10DIM E(127),C(511),8(511) réservation de la mémoire pour les tableaux
20FOR M =¢TO 511

36C(M)=C0OS(2%P1xM/512) } mémorisation des tableaux C(m) et S(m)
49S(M) =SIN(2+PIxM/512)

5ONEXT M

60FOR N=0¢TO 127

7OE(N) =COS(.1%PIxN) } mise en mémoire des échantillons £(n)
8ONEXT N

90SCALE 9,500,0,72

100X AXIS 8,5 } définition des axes

110Y AXIS 25,8

120FOR K=@TO 50 début du balayage en fréquence.

130A=0 B=9

140FOR N=@TO 127

150M =K«N

160IF M <512 THEN 180

176M=M—512 ¢ GOTO 160

127
k

186A=A+E(N)*C(M) ... calcul de Y, £(n) cos 2= %

127 kﬁ
190B =B+ E(N)*S(M) ... calcul de Y £(n) sin 2n§1—2

o
208NEXT N

F

216F=(AA2+BA2)A .5 .. calcul deA(k 51e >
226PLOT K,F
230NEXT K
248END

Le tracé fourni par I'ordinateur est donné figure 23.

32

WM M

0 10Fe 20Fe 488,3Hz 30Fe 40Fe
512 512 512 512

Fig. 23.

74



signaux périodiques

4.4. DIMINUTION
DES LOBES LATERAUX :
FENETRE
DE HAMMING

Dans les calculs précédents, tous les échantillons
ont la méme importance. On dit qu’on a réalisé
une fenétre rectangulaire.

On congoit que pour avoir une meilleure réponse,
il faut diminuer le poids des échantillons situés
aux extrémités du prélévement, car le début de
I'échantillonnage sur la fonction périodique est
aléatoire.

Etudions Ieffet provoqué par la multiplication de
I’échantillon d’ordre n par :

n
e_Z‘lt]ﬁ'

La fonction A(w) devient :

n=N-1 n
é’(a)) — Z E(n) e—jane e*an;\;
=0
n=N-—-1 2
— E(n) e jnTe(a)+NT )
n=0
2n
=4 .
w + NT. )
A'(w) est obtenue en translatant 4(w) de N;
La multiplication de I’échantillon d’ordre » par :
) 2mn ) ¢t2MN g 2miR
TSN T T T

transforme la fonction 4(w) en
Ap(w) = A(w)

1 2n 2
‘5[4<w‘ﬁ>+4(“’+wn>]

La fonction E(w), (paragraphe 4.1) devient :

. NT,w
_ven ST
Ep(w)=e"72"7¢ T ol
sin —
NT, 2n
(o)

Si le nombre N d’¢chantillons est grand par
N1 .

rapport a 1, e "N xetitax — 1.

Ey(w) sécrit alors :

N-1
Eglw)=e 7277

NTo  _ NT. o
2 1 2 \“7NT

ol T2 i T 2
Sin —-— | W —

2 2 NT,
GNL(
1n

1M\ AT

zinTe +2n
M\ TNT

Le module du crochet est obtenu par addition de
trois courbes :

sin

e une courbe |E(w)| multipliée par 1, restée
centrée;

e |
e une courbe |E(w)| multipliée par > décalée
1 -
NT,

e

de

., r.
e une courbe |E(w)| multipliée par 7 décalée
1
NT,

de

La multiplication de I’échantillon d’ordre n par

1 — cos Zn% conduit a la courbe de la figure 24.

La courbe résultante |Ey(w)| posséde un lobe
central de méme amplitude que le lobe central
obtenu avec une fenétre rectangulaire. La largeur

du lobe central est doublée et passe a . Les

e

lobes latéraux sont atténués car ils sont obtenus
par addition de lobes alternés.

Pour simuler ’analyse sur ordinateur, il suffit
de modifier le programme BASIC du para-
graphe 4.3 en modificant la ligne 70 de la maniére
suivante :

70 E(N) = (COS(.1«PIxN))+
(1 —COS(2xPIxN/128))

La courbe fournie par 'ordinateur est donnée a la
figure 25.
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Ey()

\ sin nfNTe

sin nfTe

Fig. 24.
sintNTe (f ! )
1 NTe
sinttNTe (f +—
( NTe ) sinnTe(f—ﬁ )
. 1
sinnt Te (”NTe )
f
64
48
Fig. 25.
32
16

10Fe_ 20Fe  488.3Hz goFg 40Fe_ f

512 512

4.5. ALGORITHME
DE TRANSFORMEE RAPIDE
DE FOURIER

La transformée rapide de Fourier :
fe Nt T 21:]
k)= L STy 2w

avec O0<k<N-— 1,

est trés utilisée malgré ses défauts en cas de non-
synchronisation.

76

512 512

En effet, lorsque le nombre d’échantillons N est
une puissance de 2 (N = 2%), elle conduit a des
algorithmes de calcul trés rapides et la rapidité de
calcul est un des éléments essentiels du traitement
numérique du signal.

Pour simplifier Iécriture, nous poserons
kn
A( ﬁ?) A(k), f(nT) = f(n), e ¥ = Wy,

soit :
N-1

A(k)y= > f(n).W}, transformée d’ordre N.
n=0
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k.n
4.5.1. Propriétés des W~

21!]N

. Wllcv:/(g/Z) — Wkn Wg'c//%)n

N
e Pourn <7,

N n
W2 = ¢ 2N e M = — W

kn. kp
o WKIP — e 20N o 20iN — pin ks,

4.5.2. Algorithme de T.F.R.

En séparant les échantillons d’ordre pair et
d’ordre impair, on peut écrire :
N/2-1
Z f(2z) Wk 2i
N/i2-1

+ Y fQi+1). WD
i=0

A(k) =

gqu'on transforme en utilisant les propriétés des
k.n .
Wi" N/2-1 .
z f(zl) Wk2:
i=0 N/2-1

+ Wkt z fQi+1). wgi,.

Soit A(k) = X, (k) + W’;, X,
N/2-1
avec: X, (k) = Z f(2i). Wk}, transformée

d’ordre N/2 effectuee sur les échantillons d’ordre
pair;

N/2-1

Xz(k) Z f(21 +1). WN/2,

d’ordre N /2 effectuee sur les échantillons d’ordre
impair.

transformée

Prenons par exemple N = 8.

Nous représenterons une addition par :

a a+b
b;

une multiplication par :
a :
Remarquons que

X (k+N/2)=X,(k)
et X,k + N/2) = X, (k).

Le calcul peut alors étre représenté par la
figure 26.

N
Comme N = 2F, 3 est un nombre pair et nous

pouvons partager chacune des T.F.R. d’ordre N/2
en deux T.F.R. d’ordre N/4, suivant la représen-
tation de la figure 27.

X1(0)
f(0) ——— - A(0)
X,(1) \
f(2) —e— T.F.R. - o A1)
d'ordre X1(2) \\ /
f(4) —w—oA N2 - o A2
X(3) AN\ X
£(6) —m—i\ - - A
X2(0) 3
f(1) ——] Wi -1 A (4)
X(1) s
f(3) —m—o 1(;. FaR. N -1 A (5)
‘ordre Xo(2)
f(5) —s—of N2 : 2 -1 A(6)
Xo(3) 3
F(7) ——] N -1 A7)
Fig. 26
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f(0)
; — T.F. R
. d'ordre
f(4
pair 4) N/a
f(2)
. T F.R
! d'ordre
impair f8) N/4

N/4 étant aussi un nombre pair, on partage
chaque T.F.R. d’ordre N/4 en deux T.F.R. d’ordre
N/8, suivant la représentation de la figure 28.

En regroupant les graphes des figures 26, 27, 28,
on obtient pour N = 8 le graphe de la figure 29,
dans lequel chaque étape du calcul est repérée par
le nombre G, variant par puissance de 2, ici entre
1etd

Le graphe de la figure 29, montre que les
échantillons doivent, au préalable, étre ordonnés
de la maniére suivante :

f@),
S

7, 1)
f@3), 1)

1),
fQ),

Si on représente 'ordre des échantillons par leur
valeur binaire, on obtient :

000 100 010 110 OO1 101 oO11 111

0> 4> 27 6> 17 57 37 7
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Il faut donc renverser l'ordre des bits dans la
représentation binaire. On peut représenter cette
transformation de la maniére indiquée a la
figure 30.

O
~N——

Fig. 30.

Cette remarque facilite la programmation sur
microprocesseur. De plus si le microprocesseur
posséde Padressage indirect indexé, on introduit
la transformation de la figure 30 dans un tableau
et la recherche de I’échantillon adéquat se fait
automatiquement.

Pour une programmation en BASIC, la transfor-
mation peut étre réalisée par le programme 2.

Programme 2

79 K=0

80 FOR J=0TO 7

90 1=2

100 IF K<8/I THEN 120

110 K=K—8/I Cl=I+1 € GOTO 100

120 K=K+8/I

130 IF K< =J THEN 150

140 A=R(J+1) CR(J+1)=R(K) CR(K)=A
150 NEXT J

L’indice J se déplace dans 'ordre naturel, alors
que lindice K compte dans l'ordre des bits
renversés. La permutation, ne devant &tre
effectuée qu'une fois, n’a lieu que si K < J.

Programme principal

Si N =2F, le programme principal comporte
p étapes, correspondant chacune au passage de la

transformée d’ordre a la transformée

2i +1°
N
d’ordre —.
2! N
nombre G, variant de 1 4 — par puissance de 2

2
(fig. 29 et 31).

Les étapes sont repérées par le

Y(l)

>
®

[l

Fig. 31.

Lors d’une étape, on calcule 2 valeurs de sortie
Y(J), & partir de 2” valeurs d’entrée X (J).

X (J) et Y(J) sont des nombres complexes. Nous
utiliserons les mémes tableaux pour mémoriser
les grandeurs d’entrée et de sortie soit R(J) pour
la partie réelle, I(J) pour la partie imaginaire.

Afin d’accélérer le calcul, on limite le nombre de
multiplications complexes en calculant simulta-
nément les valeurs de sortie reliées par un
croisillon sur la figure 29, c’est-a-dire Y (J) et
Y(J + G), a partir de X(J) et X(J + G).

De plus, lors de chaque étape, on regroupe les

calculs faisant intervenir le méme WY avec m
2Pt N

de0a——1.

G 2

variant par pas de

Pour N = 128, on obtient le programme BASIC
n° 3.

SHORT ROL1EF2, I0127 0 COR3 .50

()]

FOR H=@ TO 63

CON»=COScZEPI¥NA128"

SCNI=SIHCZEPIRNA1280

MEXT N

FOR N=& TO 127

RE(NXI=COSCZ2¥PI¥N-83

I(HN>=@

39 MEXT N

190 BEEP @ K=@

114 FOR J=@8 TO 127

128 I=2

138 IF K<128-1 THEN 158

148 K=K-128-1 & I=I+1 ® GOTO 138

1968 K=K+128-1

1e@ IF kK<=J THEN 138

178 A=RCJ+1) ® ROJH1I=RIKD) @ RCK
*=R

128@ HNEXT J

198 BEEP

2@ F1=7 @ G=eS ® L=128

218 FOR I=1 TO P1

228 G=G+G

238 L=L~2

24@ M=8

258 FOR R=8B TO G-1

26@ FOR J=R TO 127 STEP G+§

270 Y=J4+40G

280 A=CC(MIZRCKI+SCMIKI (KD

298 B=C(MO>XICKOI-S(MIXRCKD

268 RCKI=R(JID>-A

318 [(KX=ICAO-B

326 R(CJI=R(JII+A

338 I1(Jr=ICIr+B

Z4@ NERT J

358 M=M+L

260 NEXT R

378 NEXT 1

328 SCALE B,127.6.64

398 XAXIS 8.5

488 YAXIS 8.2

41@ FOR ¥=1 TO 127

420 Y=SQR(R(KIAZ2H+ICKI~2D

433 PLOT X¥.VY

448 MEXT ¥

458 ENDO

[y
)

Lo Q08 -SRI B )
BT S S m
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48

40+

32

24 -

16+

A ! 1 I 1 1 1 1 1

S5Fe
128

Fig. 32.

Le tracé fourni par l'ordinateur est donné
figure 32.

e

. ) , F
La fréquence du signal a analyser étant f = 3

la synchronisation est respectée. Nous obtenons

une raie a la fréquence f et son image a la

fréquence F, — %E

1

Un onduleur est un dispositif qui permet de convertir une
tension continue en tension alternative.

Le schéma de principe d’un onduleur autonome a
commande décalée est donné sur la figure 1.

£ Ky - Ks
=T Charge
K> Ky
Fig. 1.

Les interrupteurs K, K,, K,, K,, sont alternativement
ouverts et fermés avec une période T suivant le
chronogramme de la figure 2.

L i
Ky A ———
]| I /|Interruptéur|fdrmér
Ko w1 Vi (|
R \\i\ T 1 11
- [Interruptguriogvert
kot 11 T Interruptduodvert —
11 =1 11
k1L T
] 1 P
+—— —— ——
-7 i_ . 2|12 T/2—1:/% ,
-Tr2+t/2 (o T2
| LS -
Fig. 2.
1° Tracer la courbe représentative des variations de la
tension u(t) et vérifier qu’il s’agit bien d’une tension
périodique alternée.

80




signaux périodiques

2° Montrer que la décomposition en série de Fourier de la

R e 2n
tension u(t) s’écrit, en posant w = T

T
cos 3In—

4E nT o, .
u(t) = — —1| cos — sin wt + sin 3wt
n T

T
cos St—

+ ——sin St + ... |.
5 smw+:|

3° Etablir la relation entre t et T pour que ’harmonique 3
soit nul.

4° Calculer le taux de distorsion harmonique dans le cas
ou 7=0 (on se servira du résultat de la série entiére

TL'Z

1
—=14—=+4—+ = + .., que 'on pourra éventuelle-
8 yiwTp A P

ment démontrer a partir de la décomposition d’une fonction
triangulaire en série de Fourier).

2.
Soit le dispositif de la figure 1 :

cT'u

Linterrupteur K est basculé alternativement de la
position 1 a la position 2 avec la période T et le rapport
cyclique a.

Il a été établi que la loi de variations du courant i, est
périodique. La figure 2 donne les variations de i; pour
a=0,5.

Fig. 1.

. ente £_ _E
iy P ap pente 5T

: AN
2R / \/ \

T2 T t
Fig. 2.

2n
1° En posant w = —, établir la décomposition de i, (f) en
série de Fourier.
2° Par application du théoréme de superposition et en
supposant RCw > 1, montrer que la tension u(t) s’écrit :

u—E 4 E sin t+sin3wt+sin5wt+
T2 noce? | T TR R

3° Montrer que I'on peut, avec une bonne approximation,
établir le taux d’ondulation par

T?
b= n3\/§LC'

Conclure.

3

Un canal de transmission numérique permet de transmettre,
al'aide d’une sinusoide porteuse, des signaux qui ne peuvent
prendre au cours du temps que deux états notés 0 et 1. Les
états O et 1 correspondent aux motifs de la figure 1. On les
appelle bits.

Eg
Etat 1

Etat 0

— EO

Fig. 1.

1° Emission : Le modulateur, dont le schéma synoptique est
donné sur la figure 2, regoit :
— la sinusoide porteuse sous la forme de deux tensions

T .
déphasées de 5 1 A, cos w,t et A, sin w,t;

Y A cos ot

(t)
—1X

e (1)
_}__s_'_
|

b
0K

4Ac sin @ t

Fig. 2.

— deux signaux numériques a(t) et b(¢) constitués par une
succession de 0 et de 1.

Le modulateur contient deux multiplicateurs de constante k
et un additionneur.
Montrer que le signal transmis s(t) se met sous la forme
s(t) = kA, [a(t) cos w,t + b(t) sin w,t]
= S cos (w.t + ).
Exprimer S en fonction de k, A, et E, et montrer que la

phase ¢ peut prendre quatre états, que 'on précisera,
suivant P'état des signaux numériques a(z) et b(t).

2° Réception : Le démodulateur, dont le schéma synoptique
est donné sur la figure 3, permet de reconstituer les signaux
a(t) et b(t) a partir du signal regu

s(t) = kA [a(t) cos w.t + b(t) sin w,1]
Le démodulateur contient deux multiplicateurs de
constante k et deux filtres passe-bas.
a) On suppose, dans un premier temps, que les signaux a(t)
et b(t) sont sinusoidaux :

a(t) = b(t) = E cos wt.
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Filtre
passe-bas

u(t)h
A cos @t
s(t) F— ><

>< Agsin @t
L] .
k

V(t)+

Filtre
passe-bas

Fig. 3.

B(1)

Montrer que les signaux u(t) et v(t) contiennent chacun trois
composantes sinusoidales dont on précisera les amplitudes
et les fréquences. Tracer le spectre correspondant.

b) En réalité, les signaux a(t) et b(t) ne sont pas sinusoidaux.
Ils ne sont méme pas périodiques, car la succession des 0 et
des 1 est aléatoire. On peut cependant montrer que leur
décomposition spectrale est constituée d’un bloc fréquentiel
limité a la pulsation w,, (fig. 4).

} A©)=B ()

Fig. 4.

Wy ®

En supposant w,, < w,, donner la décomposition spectrale
de u(t) et de v(r) et montrer qu’il est possible de caler les
filtres passe bas de fagon a restituer par a(z) et B(t) les
signaux a(t) et b(z).

c) Application numérique : la pulsation de la sinusoide
porteuse est

£ =% _ 70 MHz
2n

On désire effectuer une transmission a 17,2 mégabauds

Clest-a-dire 17,2 x 10° bits par seconde, ce qui correspond a
1 -6

T= 172 % 107° = 58 ns.

En supposant que la succession des 0 et des 1, sur les

signaux a(t) et b(t) est périodique et alternée, montrer que la

transmission est possible.

3° Bande de fréquence encombrée par le signal modulé
Nous supposerons dans cette question que les signaux a(t) et
b(t) sont alternativement égaux a 0 et a 1 (fig. 5).

Latt)=b()

Eo

~Y

— _EO —

Fig. 5.

a) Décomposer le signal a(t) = b(t) en série de Fourier.

b) Montrer que le signal s(t) émis par le modulateur se met
sous la forme

©

1
t)=3S ———— [si 2P + Nw]t
0=y ¥ g5y in Lo+ @P + Dol + )
—sin [[w, — (2P + Hw]t + ¢]].
Exprimer S, w et ¢ en fonction des données du probléme :
k, A, Eo, T.

¢) En supposant qu’on obtient une transmission correcte
avec P < 2, déterminer la largeur de la bande de fréquence
encombrée par le signal émis.

d) On décale les signaux a(t) et b(t) d’'un demi-motif, c’es*-4-

T
dire de 3 (fig. 6).

A (t) b(t)
I

— r -
| | ‘ i
| | | |
| Tl T | . -
* } t -
| | | | t
I I ' I
__I —‘ l_ = ey o —
Fig. 6.

Moantrer que le signal s(t) émis par le modulateur se met sous
la forme

©

s(t) =S Y

—_ —1PRP+1 t.
T sprpeosloc+ (- 070P+ Do)

En supposant toujours P <2, quelle est la bande de
fréquence encombrée par le signal émis. Conclure.
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— quelconques

Nous avons vu que, dans le cas général, les
signaux d’entrée x, et de sortie y, d’'un systéme,
sont liés par une équation différentielle de la
forme :

S ta
"dtn n—1 d[" 1 Oy
d™x dm 'x
=bmW+bm 1dm 1+ +b0X

Dés que Pordre de I’équation différentielle devient
supérieur a 2, la résolution mathématique directe
devient compliquée. Nous allons exposer une
méthode permettant d’effectuer cette résolution
en transitant par un ensemble associé.

1.1. DEFINITION

A toute fonction du temps f(t), on associe une
fonction de la variable complexe P, soit
LLf(©)] = F(P) définie par :

UoI=£) - [ roe e

t = 0~ étant un instant aussi proche de zéro que
I'on veut mais avant t = Q.
F(P) est la transformée de Laplace de f{(¢).

1.2. PROPRIETES

Etablissons, dans le plan de Laplace, les relations
correspondant aux principales opérations effec-
tuées sur les fonctions du temps par I'équation
différentielle (somme, multiplication par un
nombre, dérivation, intégration).

1.2.1. Somme

LA+ f(0]= J L0+ f(]e 2d
= Fy(P) + F5(P).

L’opération somme sur les fonctions du temps se
traduit par 'opération somme sur les grandeurs
de Laplace associées.

1.2.2 Multiplication par un nombre

Kf () €72 di = kF(P)

E[k-f(t)]=f

o-
L’opération multiplication par un nombre k, sur

les fonctions du temps se traduit par la méme
opération sur les grandeurs de Laplace.

1.2.3. Dérivation

@] [ drw
Cdt - dt

=[f(t)e‘f‘]n +£joof(t)e‘f’ de.

o-

e P dt

Si la fonction f(t) est telle que lim f(t)e & =0:

ﬁ[wJ =P.F(P)—f(07)
dr - ==
ou f(07) est la valeur de f(¢) 4 I'instant t = 0.

124 Intégration

(], o]
J‘ [ f(u)du}e Prdt
o~ LJo-
RS RCEIR UL

F(P)

| ], s a0

Soit
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1.3. THEOREME
DU RETARD

Soit f(¢) une fonction du temps nulle pourt < 0_
et considérons la fonction g(t) = f(t — t,) en
retard de t, sur f(t):

o1 = | - sget an
to
En posant t — t, = u, il vient :

G(P) = | f@) e 2+ du=c 2o, F(P)
o-
Un retard de t, sur les fonctions du temps se
traduit sur les grandeurs de Laplace associées par
une multiplication par e~ 2',

1.4. TRANSLATION
DANS LE PLAN
COMPLEXE

Soit F(P) la transformée de Laplace de f(¢) :

F(P— Py = J OOf(t) ¢ (B~ Pox
o-

) f @ e e de = [f () )

La multiplication par e£* sur les fonctions du
temps se traduit par une translation de F, sur les
transformées de Laplace.

1.5. THEOREMES
DE LA VALEUR INITIALE
ET DE LA VALEUR
FINALE

Soit F(P) la transformée de Laplace de f(z).

84

Remarque d propos du théoréme de la valeur
initiale

Soient deux fonctions du temps x(t) et y(t) liees
par la relation :

dx(r)

L’écriture de cette relation sur les transformées de
Laplace conduit a :

Y(P) = K[PX(P)—x(07)],

Y@ + Kx(07)

it :
soi KP

X(P) =

Appliquons a x(t) le théoréme de la valeur
initiale :
x(0") = lim PX(P)

P~

= 1 - 1' = =
Jim >0+ lim Zep

PY(P)
KP

PY(P)

P
=x(07)+ lim
Pow

Or lim PY(P) = y(0"), PY(P) est donc borné,
P—o — T -

lorsque P tend vers I'infini 4 moins qu’a I'instant
t =0, y(t) devienne infini.
Y(P)

, . P ,
En conséquence lim ? = 0, car le numéra-

Powo r
teur est borné et le dénominateur tend vers
I'infini.
En définitive x(0™) = x(07), si y(¢) ne devient pas
infini a l'instant ¢t = 0.
Nous avions déja vu cette propriété :

dt
laquelle il ne peut y avoir de discontinuité
de courant, & moins que la tension puisse
étre considérée comme infinie;

. di
— pour une inductance (u = L — ), pour

. . du
— pour une capacite 1=Cat— , pour

laquelle il ne peut y avoir de discontinuité
de tension, & moins que le courant qui la
traverse devienne infini.

Elle apparait aussi pour la mise en vitesse d’une

piéce tournante, pour laquelle la vitesse de

rotation Q(t) et angle de rotation 6(t) sont liés

do(t)

ar Q(t) = ———.
par Q(f) =—

peut pas subir de discontinuité & moins que la

vitesse de rotation Q(t) soit infinie.

L’angle de rotation 6(t), ne
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1.6. TRANSFORMEES
DE LAPLACE
DE FONCTIONS SIMPLES

1.6.1. Impulsion de Dirac (t)

Il s’agit de la fonction représentée a la figure 1,
pour laquelle ¢, tend vers zéro avec Aty =1, I
¢tant une constante (intensité de 'impulsion).

43
A e

Y

Fig. 1.

Sa transformée de Laplace s’écrit :

ﬂD=Jmﬂﬂe?m

to 1 _ e*f!o
= lim f Ae ®dt = lim A|:——:|
to—0 0- to—0 B
— e P
to—0 Iy

F(P)=1.

=AtO=I.

1.6.2. Echelon U.(¢)

Ils’agit dela fonction représentée a la figure 2, qui
est, en fait, 'intégrale de la fonction de Dirac. En
conséquence sa transformée de Laplace s’écrit :

1
F(P) = E
J%(t)
I
O g
t
Fig. 2.
1.6.3. Rampe

I1 s’agit de la fonction représentée a la figure 3.
Pour t > 0, f(t) = at.

(1)

Fig. 3.

Il s’agit de I'intégrale de ’échelon d’amplitude a.
En conséquence, sa transformée de Laplace
s’écrit :

a
E(I_’) = _P7
1.6.4. Exponentielle
£ = e

® 1
F(P) = eBo=Br g = ,
- 0- P—-F

soit

F(P) =

P-PR

1.6.5. Sinusoide
jot e—jwt
f(t) =sin ot = % 5

soit :

© Ljot L~ jot
F(P)=j 78 kg
- 0- 2

_1 1 1 o
"2 |P—jo P+jo| P*+w?
£(£)=m-

1.6.6. Cosinusoide

jot —jot
f(t) =cos wt =S——ie—
2
. 1 1 1
soit F® E[P —jo P +]0):|’
P
F(P) = P? 1 @?

Soit un systéme dont les grandeurs d’entrée x(¢) et

de sortie y(t) sont liées par I'équation
différentielle :
dny dn -1 y
a, W_’_ a, 1 Adtnj_;h +aoy
dmx dm1x
=bmw+bm_1 W+...+b0x.
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L’application de la transformation de Laplace a
cette équation conduit a :

dn*l
an[l_’"_Y(E) = Py(07) — .~ Tj(o-)]
+an~1[£"‘lf(£)—£"‘2y(0‘)
dll
— g 2(0 )}

m—1
=bm[£mgxP)—-B“*lxM*)_VW%E;—T(ow]
; b,,,_l[f""l{(_l’) — P"2x(0)

dm2x
- ——(0" -
dem—2 ( )] +
qu’on peut écrire sous la forme :
Y(P)[a,P"+ a,-P"" ' + .. + ao]
= X(P)[byP" + by 1 P" " + .. + o] + Co(P),
ot Cy(P) est un polynéme en P qui dépend des
conditions initiales, a I'instant t = 0, soit :
[byP" + .. + bo1X(P)+ Co(P) _ N(P)

_Y_(B)z an£n+an_1£"_l+...+ag _2(_13)

2.1. METHODE
DE RESOLUTION

Dans le cas ou 'ordre de ’équation différentielle
est supérieur a 2, la résolution devient compli-
quée. Plutdt que de résoudre directement cette
équation, on préfére alors transiter par les
transformées de Laplace (fig. 4) :

a) Pour une entrée x(t) donnée, on calcule la
transformée de Laplace X (P).

b) Compte-tenu de I'équation différentielle et des
conditions initiales, on calcule Y (P).

¢) On cherche 'originale y(t) dont la transformée
NP)
D(P)’
procéde de la maniére suivante :

de Laplace est Y(P) = Pour ce faire on

— soient By, P, .., B, les valeurs de P qui
annulent le denommateur D(P); on les
appelle péles de Y (P).

— Y(P) se met alors sous la forme

-~ KN(P) |
T E-RE-PR)(E-B)

toute fraction rationnelle en P peut étre
décomposée en éléments simples, soit :
AO Al An

P = = __:
YO=s"p p- TP B

— Pour calculer le coefficient 4j, on multiplie
les deux membres de I’équation par P — P,
etonfait P = P;dans chacun des membres,
soit :

=[®- Ij)X(D]g:gj
KN(Py
(B —Bo).-.(B—F - (B~

__1+1) ( Pn)

est la transformée de

1
d) Sachant que P

Laplace de €2, on revient sur les fonctions du
temps en prenant l'originale de chacun des
termes, soit :

y(e)=Ag el + A4 P + L+ A4,

x(1) équation différentielle V) = Ag &P + .. + A, B
. calcul
transformation d
) e
N 'originale
Laplace ]
l Compte-tenu de I’équation Y(P) + . + A
X(P - P P P—P
AP) différentielle et des conditions initiales =0 - -
Fig. 4.
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REMARQUES
a) Dans le cas ou il existe un pdle multiple,
F(P) N(P) t
=-—— " On montre que :
== T P=R)D,(P) !
B, B,
P)=__= =
Ty Y
B,-1 [ N.(P)
+...+£_£0 _D_1(£)

avec
F\(P) = (P — PP F(P)
By =[Fi(Plpapy.

5 _[YE® 1
i = — * -, ..
- dEJ P=Po -]!

L'existence de poles multiples correspond, en
général, a des cas particuliers limites entre deux
modes de réponse.

b) Les coefficients du polynéme D(P) étant réels, ses
zéros, qui sont les poles de Y(P), sont réels ou
imaginaires conjugués (P, et E’,F)

Dans le cas ot les poles sont imaginaires conjugués,
posons :

P,=a+jo,

B_,’f =a—jo,

R(P)
=2 ou
(P — P)(P —P)
R(P) est une fraction rationnelle en P.

Les coefficients A, et Ay correspondant aux péles P,
et Pf s'écrivent :

Y(P) peut s’écrire: Y(P) =

R(P)
A, = —
=+ (P, — PP
. _R(PYH
=+ PE- Py

Ay se déduit donc de Ay, par remplacement dejen — j
(A, et A; sont aussi imaginaires conjugués).
Posons : A, =A¢e*
et A, =Ae7
A Uensemble des péles conjugués correspond donc la
réponse :
A elv glation L g o~io gla=jot)
=A eﬂt[ei(wt+¢) +e—j<mt+¢)]
=2A e” cos [wt + ¢].
Nous retiendrons :

Dans le cas ou il existe deux pdles complexes
conjugués, la réponse s’écrit :

24 € cos [wt + o],
avec
a : partie réelle
P s }d’unpélePk.
w : partie imaginaire =
A : module } du coefficient Ay
¢

: argument | correspondant.

Remarquons d’ores et déjd que :

— Si la partie réelle d’'un péle est positive,
Iamplitude de y(t) augmente indéfiniment : le
systéme est instable; cette remarque sera
exploitée lors de I'étude des systémes boucles;

— si un des pdles posséde une partie réelle
nettement plus faible que les autres en valeur
absolue, la réponse correspondante disparait
moins rapidement, on a affaire a un péle
dominant.

2.2. EXEMPLE DE RESOLUTION :
REPONSE D’UN CIRCUIT
DU 2°"° ORDRE
A UNE IMPULSION
DE DIRAC

Soit le systéme dont I'entrée x et la sortie y sont
liées par I’équation :

d*y dy

'd?+ 2m(1)0 a+w§y=w§x

Prenons pour signal d’entrée x, une impulsion de
Dirac X (P) = I, et étudions la réponse dans le cas
ou les conditions initiales sont nulles :

d
y07) =5 (0 =0:

Y(P)[P? + 2mwo P + 0] = wil,

Y(P) = ol
== P? 4 2mwoP + 0
_ Wil
(P—P)P—-B)
_ A, 4

a) m > 1: Les deux pdles P, et P, sont réels :

P, = — mwy + wo/m* — 1,
Py = — mwy — wo/m?> — 1
T wol

_1_21_22_2 m?—1
et
w3l — ol

—2_22—21—2 mz—l.

La réponse correspondante est :

y() =

ol 1 [eﬁlt _ eﬂzt].

2./ m?
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b) m<1: Les deux poles P, et P, sont
imaginaires conjugués :

P, = — mw, + jwo/1 —m?,
P, = — mwy — jwo/1 — m?.
wol _ wol o2 _ A oo

A:
= /1-m 2 /1—m?

La réponse correspondante est :

wol —m T
——e “’°‘cos[w01 /1 —mzt——i].

1—m

y(@) =

2.3. DIAGRAMME DES POLES
ET DES ZEROS

Y(P) = %g_j; peut étre mis sous la forme :
Y(P) = K P—-Z)P-2Z)..(P-Z,)

(P—P)P—P)..(P—F)’

dans laquelle Z,, ..., Z,, sont les zéros de Y(P),
Py, ..., F, sont les poles de Y (P).

Le calcul d’un coefficient 4, conduit a :
4,=K
(B —Z1)--(B—Za)
(B—P)..(Be— B )(B — Bev o) (B — B’

Soient :

e Z;, le point associ¢é a Z; dans le plan
complexe et représenté par O,

o P ,,le po,int associé a P; dans le plan complexe
et represente par X.
Le vecteur associ€ au nombre P; — Z, étant Z; P;,
il vient, en appelant Ox I'axe réel :

(Z,PY)(.NZ Py

(Py P )(Py— 1 PPy PY()(P, Py

|4 = K

arg A, = (0x, Z,P,) + .. + (Ox, Z, P,))
—[(Ox, PyP) + .. + (Ox, P, P)
+(0X, Py y P) + .. + (Ox, P,P)]

d’ou on tire graphiquement |4,] et arg 4,.
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Exemple : trouver Poriginale de

Y (P) = P+1
—(—)_(g+2)(£2+2g+2)

Y (P) présente :

— lezéro Z, = — 1,

— lespoles Py = —2, P, = — 1 +],
Py=—-1-]

La représentation dans le plan complexe est
donnée a la figure S.

Calcul de A,
_zyp 11
" RPA.PP 2.2 2
-argA1=(a:ZlP1)
— (0x, P,P)) — (Ox, P3P)

=(0x,Z,P,)=m.

1
Soit : A = ~5

Calcul de A,
Z,P, 1

P1P2~P/2P2_ﬁ.2_
. argé;,:(a: Z,P,)
—(0x, P,P,) — (Ox, P;P,)

TC T 7'C T

NE
4

oA, =

La réponse s’écrit donc :

2
y= —le‘2‘+—\2£e'cos|:t—;—:].
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REMARQUE

La stabilité d’un systéme impose qu’il n’y ait pas de
poles a droite de l'axe imaginaire. Si un pole se
rapproche de cet axe, le mode correspondant
disparaitra d’autant plus lentement.

Dans le cas général, les poles sont fonction des
paramétres du systéme (résistance, amplification,
amortissement,...). Le tracé, a [lordinateur, de
l’évolution des péles, en fonction d’'un paramétre
permet de déterminer les conditions de stabilité du
systéme et son réglage optimum.

Nous avons vu que, dans le cas général, I'entrée
x(t) et la sortie y(t) d’un systéme, sont liées par une
équation différentielle de la forme :

n m

y d"x
ndtn+ +a0y b de™

—+ ..+ byx.

D’autre part les dérivations intervenant dans
cette équation se traduisent sur la transformée de
Laplace par :

[df “’] PELf©] - 0.

On peut y distinguer :
— la multiplication par P qui est caractéris-
tique de la dérivation;
— le terme f(07) qui tient compte des
conditions initiales, ¢’est-a-dire d’un fonc-
tionnement particulier.

Dans le cas ou toutes les conditions initiales sont
nulles :

10 =0 =.. =52 09)=0

I’équation différentielle conduit a :

[a,P"+a, P"" '+ .. +ag]Y(P)
= [bm£m+ bm—lgm_1 + ..+ bO]_X(_BL

soit

Y(P)

—_— T

xp TP
avec

m -1

TP =b,,,£ +b,_P" 4.+ b

aP' +a,_ P4+ +a,

T(P) est la transmittance de Laplace du systéme.

REMARQUES

— T(P) est caractéristique de la nature de la
relation liant Uentrée et la sortie. On peut, en
effet, reconstituer I’équation différentielle, a
partir de T (P), enremplacant toute multiplica-
tion par P, par une dérivation.

— Un fonctionnement particulier du systéme
dépend, non seulement de 'équation différen-
tielle, mais aussi des conditions initiales. Ainsi,
tout comme l'équation différentielle seule, la
transmittance de Laplace seule ne peut pas
conduire a la solution d'un probléme
particulier.

Pour tenir compte des conditions initiales il
faut, @ partir de I'équation
Y®P)=T(P). X(P),

retrouver l'équation différentielle et repasser
en transformées de Laplace, compte-tenu des
conditions initiales.

— Notons cependant que Y(P) et T(P) ont le
méme dénominateur

a,P"+a,_P"" '+ .. +a,=D(P).
La stabilité, ainsi que la forme de la réponse
dépendent des valeurs de P qui annulent
D(P) . T(P) suffit donc pour traduire la nature
de Ta relation entre lentrée et la sortie.
L’opération dérivation se traduit :

e sur la transmittance complexe, en régime
sinusoidal permanent, par une multiplication par
jo.

e sur la transmittance de Laplace, par une
multiplication par P,

On passe donc de la transmittance de Laplace
4 la transmittance complexe en remplacant P
par jo.

Ecrivons la transmittance de Laplace pour les
trois éléments passifs; x(¢) et y(¢) sont alors des
tensions ou des courants. du
Les relations fondamentales u = Ri, i =C

di de’
u=1L i conduisent  respectivement  a
U@ =RIP), I(P)=CPUP);

U(P) = LPI(P)

Ces relations peuvent étre mises sous la forme
générale uwp) = Z(p1(P)
ou Z(P), est limpédance opérationnelle de
I’élément, soit :

e Z(P) = LP pour une inductance,

1
e Z(P)= P pour une capacité,

o Z(P)= R pour une résistance.
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La forme de la relation U(P)= Z(P)I(P) est
analogue a la relation u = Ri pour les réseaux
résistifs. En conséquence tous les théorémes que
nous avons établi au paragraphe 3 du premier
chapitre sont valables en régime quelconque, a
condition de raisonner sur les impédances
opérationnelles.

4.1. EXEMPLE
DE RESOLUTION : )
ATTENUATEUR COMPENSE

4.1.1. Atténuateur parfait

Soit le schéma de la figure 6. Quelie que soit la
forme de la tension u, nous pouvons écrire :

R,

:Riz“ .
u, 2 R1+R2u

Fig. 6.

4.1.2. Atténuateur réel
Compte tenu des capacités d’entrée des étages

suivants, on peut donner pour I'atténuateur réel
le schéma équivalent de la figure 7.

Ry

Fig. 7.

La capacité C,, s’opposant 4 la variation de la
tension a ses bornes, perturbe la réponse de
l'atténuateur dans le cas ou les variations de u
sont rapides. Etudions, en particulier, cette
réponse lorsque la tension u est un échelon de
tension d’amplitude E, la tension u, étant nulle a
Iinstant t = 0.
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Toutes les conditions initiales étant nulles
(u,(07) =0 et u(0™) = 0), nous écrivons :

UB) = R () + UaP)
-&| L8 s crvp |+ v

2

R, 1
L0=U® Ry + R, g 1 R,R,C, P
+R1+R2—

_E

avec Q(I_’)—E.
Uap) = e | L
(tRy (P R AR,
~— RyR,C,

D’ou la loi de variation de u,(t) :

RzE 1 _(RitRo)
)= ——— — €& RiR2C> |,
uy(t) R, + R,

Les courbes de la figure 8 donnent I’évolution de
la tension u, correspondant aux atténuateurs
réels et parfaits.

b
R1 + Rz /I

Atténuateur parfait

Atténuateur réel

~Y

I RyRoC;
R +R,

Fig. 8.

4.1.3. Atténuateur compensé

Afin de compenser leffet de la capacité C,, on
place en paralléle sur R, une capacité C,, ce qui
conduit au schéma de la figure 9.
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On espére ainsi accélérer Pévolution de la
tension u,. Supposons, en effet, que la tension u
soit un échelon de tension et qu’a linstant
t =07, les condensateurs soient déchargés
(u(07) = u,(07) = 0). A l'instant ¢t = 0 il appa-
rait un court-circuit instantané par les capacités
C, et C,, et le courant i(0) est infini : on se trouve
ainsi dans le cas exceptionnel qui autorise des
variations brutales de la tension aux bornes du
condensateur et dans ce cas u,(0") n’est pas égale
au,07).

Les  conditions initiales étant nulles
(u,(07) = u,(07) = 0), on peut écrire :
2(—) +C,PU,(P)

1

{ S® cpu,p=
up)=

U(P)+U,(P)

soit :

1 1
gz(E)I:E+I{z +(C, + Cz)f]

=U(P) [Ri+ C P]

E
U{(P) étant égal a — il vient :

ER, 1+R,C,P
_Z(B)_R TR R R — s
1 2 118,
Pl14+——-(C,+C,)P
_,: +R1+R2( 1+ 2)_]
U,(P)=
U=k

C. _RitR,
i+C1+C2 R,
R, +R,
RiRy(Cy +Cy)

—1

P
il £+

D’ou la loi de variations de u,(t) :

ER,
R, +R,

(R1+R>2)
':1 + G .Rl R 1) e mmcicn |.

Remarquons :

uy(t) =

a) Si la condition
C, R; +R,

—1=0

est satisfaite, c’est-a-dire R,C, = R,C,,

ER,
u,(t) = ———, loi identique a celle de latté-
2(0) R, 1 R, q
nuateur parfait : Patténuateur est parfaitement
compense.
. C
b) A l'instant t = 0%, u,(0*)=E ——1
C,+C,’
99 R2
A Tinstant t - o0, uy(0) = E ————,
R, + R,
C R
Si L >_ 2 soit R,C,>R,C,,
C,+C, R,+R, ter o 2t
u,(07) > u,(o0), l'atténuateur est surcompensé.
.G 2 -
Si — -<—"—, soit R,C; <R,C,,
Cl +C2 Rl +R2 1~1 2%2

u,(0%) < u,(00), I'atténuateur est sous-compensé.

Suivant la compensation, nous obtenons pour
I’évolution de u,(¢), les courbes de la figure 10.

hu(t)
c Attuateur parfaitement
1] compensé
Ci+C, \ A
tténuateur surcompensé
R, \Z
R1 + RQ
C | Atténuateur sous
C.+C 1 compensé
1+ C2 | -
O RR(Ci+Cy t
Ri+R;
Fig. 10.

Remarquons que la résolution du probléme par
I'équation différentielle présente une difficulté,
qui n’apparait pas dans la résolution par la
transformée de Laplace. En effet u,(0") n’étant
pas égale a u,(07), la détermination de la
constante d’intégration nécessite, au préalable la
connaissance de u,(0").

Remarquons, de plus, que I'étude par la
transformée de Laplace se faisant a partir de

t =07, la relation u = u, + u, ne conduit pas d
du, du . .
—d?l —; =0, car a I'instant t = 0 la tension u

présente une discontinuité. Une telle écriture
aurait conduit a

PU(P)= — PU,(P)
soit UiP)= = Ua(P)

ce qui est absurde.
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1.

1° Un échantillonneur (fig. 1) est un dispositif qui délivre
une suite d’impulsions d’intensité f(nT,) ou f(nT) est la
valeur du signal d’entrée f{(¢) a 'instant nT,. Pour un signal
d’entrée en échelon d’amplitude E,, nul avant linstant
t =0, le signal s() a la forme décrite a la figure 2.

*Te

—»— ECHANTILLON }—=—
e(t) s(t)
Fig. 1.

s (t) Impulsion
dmtensne E
Te
Fig. 2.

Montrer que la transformée de Laplace du signal s(t) s’écrit
alors :

S(P)=E, Y, e e
n=0
E,
= 1— e‘PTe

2° Un bloqueur (fig. 3) est un dispositif, qui, a une
impulsion d’entrée u(t), d’intensité E,, fait correspondre un
signal de sortie wv(f), constitué par un créneau
d’amplitude E, et de durée T,.

Impulsion

u(t) /d'intensité )
0

t Te

BLOQUEUR -—l

— t
u(t)

Fig. 3.

Calculer les transformées de Laplace U(P) et V(P) des
signaux u(t) et v(t).

En déduire que la transmittance de Laplace du bloqueur
s’écrit

V(P)_1-—e T
HP)= up P
t"
—— ECHANTILLON —{BLOQUEUR
e(t) v(t)

Fig. 4.

3° On monte en cascade les deux dispositifs précédents
(fig. 4). Le signal d’entrée e(t) est un échelon d’amplitude E,,
nul avant Pinstant ¢ = 0. Calculer la transformée de Laplace
du signal o(¢). En déduire que les signaux e(t) et v(t) sont
identiques. Le justifier par un raisonnement physique.

4° Le résultat précédent est-il valable quelle que soit la
forme du signal e(t)? Le justifier en montrant qu’on ne peut
pas caractériser I'échantillonneur par une transmittance.
(On pourra vérifier, par exemple, qu'un méme signal s(t)
peut étre obtenu a partir de signaux e(t) différents.)

2.

Soit le dispositif décrit sur la figure, dans lequel
I'interrupteur K est basculé alternativement de la position 1
a la position 2 avec la période T.

1 2
———o | 00—
E K %
== ¢ T u, -

On prend comme origine des temps linstant du piéme
basculement de linterrupteur K, de la position 1 vers la
position 2. Le condensateur C, est alors chargé sous la

tension u,(0_) = U,,—p et u,(0_) = E
1° Montrer que la transformée de Laplace U,(P) de la
tension u,(f) s’écrit :

1 E + C2 U2(n—1)
C,+C,P C,+C, P

U=

2° Montrer que I'application, & U,(P), du théoréme de la
valeur finale conduit au méme résultat que I'application du
théoréme de la valeur initiale.

Justifier ce résultat par un raisonnement physique.

Soit U, la valeur de u, aprés le n'®™ basculement.

, établir la relation de récurrence
1 2

Usw =7E+ (L =0V,

En posant y = C

3° En déduire que U,, s’écrit sous la forme
Uy =[1-(1—-»1E

4° La courbe représentant u,(t) est formée d’une succession
de marches d’escalier.

Montrer que si la capacité C, est tres faible devant C,,
I'amplitude de ces marches est faible et qu’on peut assimiler
u,(t) a une fonction continue.

T
5° En posant (1 — y) = e~ 7, montrer que I'évolution de la
tension u,(t) est identique a celle qu'on obtiendrait en

. , . T
branchant entre les points 1 et 2 une résistance R = o
1

Conclure en montrant qu’on réalise ainsi une résistance,
fonction d’une fréquence.
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Soit un signal f(t). On réalise un échantillonnage
sur le signal en prélevant ses valeurs a la

1
ik dite fréquence d’échantillon-

nage. On fait ainsi correspondre, au signal f(z),
une suite de nombres :

{..f0), f(T)), ..., f(nT), .. }.

Les nombres ainsi obtenus sont destinés a étre
traités numériquement.

T, étant la période d’échantillonnage, on
représente un échantillonneur par le schéma de la
figure 1, dans lequel Pinterrupteur est fermé

pendant un temps trés court aux instants ¢ = nT,.

fréequence F, =

f*(t)

Te
>

Fig. 1.

()

Afin de représenter le signal échantillonné par
une fonction mathématique f*(z), (fig. 2), on
convient d’associer a I'échantillon d’amplitude
f(nT,), une impulsion de Dirac d’intensité f(nT,) :

f(T)o,(t — nT,)

A

SUNS

ou d,(t — nT,)est lafonction de Dirac, centrée sur
t = nT, et d’intensité unité.
En conséquence, le signal f*(r) s’écrit :

FHO= X ST x 0,00 = nTy)

f(t)
f(t)

t

Fig. 2.

La fonction f*(t) étant nulle pour t # nT,, on
peut encore écrire :

F*) = f() _Z 0,(t —nT,),
Y 6.t —nT,) est un peigne de Dirac,

= — 0

représenté sur la figure 3.

On peut alors donner, de I'échantillonnage, le
schéma équivalent de la figure 4.
“Z 5

o (2= nTe)

N=—00 intensité 1 €

-y

Fig. 3.

(1)

(0

MULTIPLICATEUR

r T‘h\]\ﬁh L

£ty =f(t) X 8, (t —nT)

X

Fig. 4.

N=-00
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1l est intuitif que la représentation de f(t) par
f*(t) est d’autant meilleure que la période
d’échantillonnage T, est plus faible. Les para-
graphes suivants le confirmeront.

2.2. SPECTRE )
D'UNE SINUSOIDE
ECHANTILLONNEE

2.1. SPECTRE DE
Y é,(t—nT)

Soit la fonction g(t) représentée a la figure 5. 11
s’agit d’une fonction périodique, de période T,.
Décomposons-la en série de Fourier en utilisant
la forme exponentielle.

A9 ()
A —_— —
o T To ks
Fig. 5.
At
A, = valeur moyenne de g(t) = T
2 (7 ~2nig |
¢ omi e “MT.
C,.:#f g()e *MT. dt = —
B ’1:3 0 e an 0
T,
24t _meMTe—e YT.
= ,
¢ 2njE
T.
AT . 5 SN 7tn—‘Z
C,= e ™
- T, nt
T
T,

Le peigne de Dirac est obtenu, a partir de g(t), en
faisant tendre t vers zéro, tout en maintenant le
produit At = 1, ce qui conduit a :

1 2
Ao == t C,=—.
°Tr, % =TT
En conséquence :
+ 0 1 © t
nzz_:méu(t—nTe)=i+"=lfcos2n%.
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Soit le signal f(t) = A cos 2xnfyt.
Le signal échantillonné correspondant s’écrit :

T,

e n=1 ‘e

1 £ 2
f*(t) = Acos 2nf0t(— + Y T ©08 27mFet>

e n=1

A [ o)
= ?[cos 2nfot + Y. cos2n(nF, — fo)t

+ cos2n(nF, +f0)t:|.

Le spectre correspondant est donné sur la
figure 6.

F*(f)
Al _ _
Te
Fe 2F, Fy
o f, Fuf, 2F -, 3Ff, | f
Fo+fy 2F g+, 3Fg+f,
Fig. 6.

2.3. SPECTRE D'UN SIGNAL

PERIODIQUE
AF(H)
Enveloppe du
Fig. 7 spectre
o Fu T

Soit un signal périodique f(t) dont le spectre F( f)
s’inscrit dans une enveloppe limitée a F, (fig. 7).
En répétant, pour chaque sinusoide de Ia
décomposition de f(f), le raisonnement du
paragraphe précédent, nous obtenons pour le
spectre de f*(¢) le diagramme de la figure 8.

F*(f)
Enveloppe
du spectre
o Fu Fo-Fu F, Fo+Fu f
Fig. 8.
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3.1. RECONSTITUTION
PAR FILTRAGE
PASSE-BAS

L’observation des spectres des figures 7 et 8
montre qu'on peut isoler, a partir de f*(t), toutes
les composantes sinusoidales de f(¢). Il suffit pour
cela de caler un filtre passe-bas entre F,, et
F,— Fy.

Cette reconstitution n’est
Fy < F,— Fy, soit ;

possible que si

F,>2F,,

Théoréme de Shannon

La reconstitution d’un signal f(f) a partir
d’échantillons prélevés a la fréquence F,, n’est
possible que si la fréquence d’échantillonnage F,
est supérieure a 2 fois la fréquence maximale
- des harmoniques de £{(7).

3.2. RECONSTITUTION
PAR BLOCAGE

A partir de f*(¢), nous obtenons le signal
échantillonné et bloqué b(f) en maintenant la
valeur d’un échantillon jusqu’a Papparition de
I’échantillon suivant (fig. 9).

Aty

b (t) : signal échantilloné et bloqué

£(t)
\

0

t#
Fig. 9.
3.2.1. Effet du maintien
d’un échantillon pendant 7,

Maintenir un échantillon pendant T, revient a
faire passer le signal échantillonné a travers un

circuit dont la fonction de transfert H(P) réalise
Popération décrite a la figure 10.

x(1) intensité 1 y(t)
X(p)

]

Fig. 10.

A une impulsion de Dirac en entrée (x(f) = 6,(¢)),
correspond en sortie un créneau y(t) d’amplitude
unité et de durée T,.

Afin de déterminer H(P), calculons X (P)et Y(P) :
X =1

Te
Y(P) = j e dr =
0

Y(P) 1—e £
Nous en déduisons H(P) = XE_E; = A%___

La transmittance complexe, en régime sinusoidal
permanent, s’écrit donc :

_ e JoT. oTe
o= g2
- Jw w

Si un échantillon est maintenu pendant le temps
T,, tout se passe comme si le signal f*(¢) était
passé a travers un filtre dont la fonction de
transfert s’écrit :

. oT,
sin
oTe 2

H(ow)=Te '3

e

2

3.2.2. Conséquences

e L’harmonique de pulsation w est retardé de
I'angle R ce qui correspond & un temps

oT,1 T, .

> w5 °c qui est
logique d’aprés 'observation des courbes
f*(t)et b(¢). Ce temps de retard peut €tre un
facteur d’instabilité pour certains systémes.
Nous en reparlerons lors de I’étude des

asservissements numériques.

de retard 7=
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e L’amplitude de  T’harmonique de
pulsation ® est multipliée par :

2 T sinf T,

oT, ¢ ofT,

) 2

Sile signal f(t) est sinusoidal (f(t) = A cos 2nfyt),

on obtient pour le spectre de b(t), le diagramme de

la figure 11.

sin

T.

AN
/ sin T T,
Ty Fig. 11.
o) T—
A Fet Fi Fe+f, 2"-e'fo2}_-9 2Fq+f, 3F, f
REMARQUES

a) L’effet du blocage provoque une atténuation de
tous les harmoniques de fréquence supérieure d f,.
Un filtrage rudimentaire suffira donc pour reconsti-
tuer la sinusoide de fréquence f,. Ce résultat pouvait
étre prévu car le signal b(t) est plus proche de f(t) que
ne l'est f*(t).

b) Si fo < F,,les harmoniques de fréquence F, — f,
F,+ fo,2F, — fo, ..., Se regroupent sur les points o

sinwfT,

la fonction s’annule. 11 ne reste alors qu’une

. -
seule raie d’amplitude A et de fréquence f,, ce qui est
logique car, alors, la fonction b(t) est trés proche de
@)

¢) Par contre si fy n'est pas trés faible par rapport
a F,, l'amplitude de la sinusoide obtenue aprés
AsinzfT,

T,

filtrage n’est pas égale a A mais d

4.1. DEFINITION

Soit un signal f(¢), nul avant I'instant ¢t = 0, et soit
f*(t)1a fonction obtenue en échantillonnant f(¢) a
la fréquence F,. Compte tenu de f(t) = 0 pour
t <0, il vient

1*0 =10 3, 8 —nT)

= Y fnT)s0 — ).
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Appliquons la transformation de Laplace a la
fonction f*(t). Il vient :

F*(P) = j

0

Y, f(nT)o,(t —nT,)e F'dt.
- n=0

La fonction §,(t — nT,) étant nulle pour t # nT,,
F*(P) s’écrit :

F*(P) =f Y f(nT)e 2"e5,(t— nT)dt.

D’autre part, I'intégration est distributive par
rapport a 'addition, soit :

F*(P)= iof(nn)e_f"“j wéu(t —nT)dt,
n= 0o~

5,(t —nT,) étant la fonction de Dirac unité,

jwéu(t —nT)dt=1,
o-
F*(P) = Zjof(nﬂ)(e@“)‘"-

En effectuant le changement de variables :
Z = efTe, F*(P) devient F(Z) telle que :

F@) = ¥ fT)Z™

F(Z) est la transformée en Z de f(t): Cest la
transformée de Laplace du signal échantillonné
f*(¢) : nous la noterons aussi Z[ f(¢)].

REMARQUE

Nous avons établi, qu’en régime sinusoidal perma-
nent, il est possible de passer de la transmittance
complexe F a la transmittance de Laplace F(P) en
remplacant jo par P. On passe donc de la
transmittance complexe, d la transmittance en Z par
lopération Z = ei®Te = e*27i/Te, -

Cette relation n’est pas univoque; en effet deux

1
valeurs de fréquence distantes de — conduisent d la
e
méme valeur de Z. Ce phénoméne est arapprocher de
celui observé lors de l'étude spectrale : un bloc
fréquentiel de f(t) conduit, aprés échantillonnage, d

une infimité de blocs fréquentiels séparés par T

e

4.2. PROPRIETES

4.21. Linéarité

Par suite de la distributivité de la somme et de la
multiplication par un nombre par rapport au
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)
signe Y ' nous déduisons :
0

o ZLAHM + ,(0]1=Z[/1(0]+ Z[£(1)]
o Z[Af(D] = AZ[ /(1]
4.2.2. Retard temporel

Soit un signal f{t) échantillonné a la fréquence

F—l
e_T’

e

et soit F(Z) sa transformée en Z.

Considérons la fonction f(t — kT,), nulle avant
Iinstant t = kT,, en retard de kT, sur f{(z):

ZLfe - kT)] = f It —WTIZ ™

En effectuant le changement de variables
m=n—k, il vient :

ZLfe KT = 3 fnT)Z "L

-2 3 fnmyz "

Z[ft—k
REMARQUE

D’aprés la relation precedente, le produit d’une
transformee en Z par Z~ ', provoque un retard de T6,
c’est-d-dire le passage de [léchantillon f(nT) a
Uéchantillon f[(n — 1) T,]. Cette remarque nous sera
trés utile pour I'établissement des algorithmes de
traitement numérique.

T)]l=Z*Z[f(9].

4.2.3. Translation complexe

Soit F(Z) la transformée en Z de f{(1).

Nous avons vu que la multiplication de f(t) par
P se traduit sur la transformée de Laplace par
le remplacement de P par P — P,,. L’opération se
traduit donc sur la transformée en Z par le
remplacement de e£7 par e®~PoTe (est-a-dire

par une multiplication de Z par ¢ PoTe
Z[eP' f(t)] = F[Z e FoT].

424, Multiplication par t

Soit F(Z) la transformée en Z de f(¢)

F2Z)=} fT)Z
n=0

s’écrit :

~",sadérivée parrapporta Z

E@_ i __nf(n )Z~n—1

n=

Calculons la transformée en Z de tf(1) :

e o]

ZIfWl= Y nTf(T)Z™"

n=0

~2T, Y Tz

n=0

4.2.5. Théorémes de la valeur initiale
et de la valeur finale

Soit F(Z), la transformée en Z de f{t); on montre
que :

lim f(nT,) = Z]im F(2),

n-0 Z—- o

lim f(nTe) = ;1_13} (- Z YHF2).

4.3. TRANSFORMEES EN Z
DE FONCTIONS SIMPLES

4.3.1. Echelon
f®)=Apourt=0
=0 pourt <0

sa transformée en Z s’écrit :

FZ)= Y AZ" =AY 27 =1,
A == 1-2
F(Z) = A—l

4.3.2. Rampe

f(t) = At pour t = O,
=0 pourt<0.

La rampe étant obtenue a partir de I’échelon par
multiplication par ¢, nous en déduisons :

d Z
FZ)= - ZTedZ [A?:I
1

Z -1

ZT,
Z-1n*

= —ZTA

F(Z)=Ad-2="¢_

97



théorie du signal

4.3.3. Exponentielle

f(t)=Ae * pourt =0,
=0 pour t < 0.

f(t) est obtenue, a partir de I’échelon, par une
multiplication par e ™% soit

A
—e —aTe Z— 1°

Z
E(_Z)'__Agve—aTe_ 1

4 .3.4. Sinusoide

f(t) = sin wyt pour t = 0,
=0 pour t < 0.

eja)()t —e — jwot

- , soit
2%

F(Z)=i.[ Z ‘ ]

sin wyt =

—\= 2| Z - eiwoTe Z— ¢ JwoTe
A eiwoTe _ e*jone
F(Z2)== g .
(—) 2j ZZ _ Z(ewoh + e*onTe) + 1’
Z sin 0, T,
F(2) = -

= =ZZ—ZZcosw0Te+1'

4 3.5. Cosinusoide

f(t) = cos wyt pour t =0,
=0 pour t < 0.

On démontrerait, avec la méthode appliquée
pour la sinusoide :

Z(Z —cos o, T,)
F(Z)=—==—= .
Lt Z? —2Zcos o, T, + 1

4 3.6. Sinusoide amortie

f(t) = e sin wyt pour t =0,
=0 pour t < 0.

A partir de la transformée en Z de sin wyt on
déduit :

Ze Tesinow,T,
Z*—2Z e T cos 0, T, + e 2T’

F(Z) =
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4.4. INVERSION )
DE LA TRANSFORMEE

EN Z

Proposons-nous de retrouver, a partir de F(Z),la
fonction originale f(¢).
Il existe plusicurs méthodes. Cependant, dans la
plupart des cas, F(Z) peut étre mise sous la forme
d’une fraction rationnelle en Z~ 1 :
N(Z™Y
F(Z)==——".
H2=5z
Comme pour la transformée de Laplace, on
décompose F(Z) en éléments simples. Soient
Zo, - Zy» les valeursde Z ! quiannulent D(Z7Y).
Il vient :

N(ZY
F(Z) = ——
RO =gz =2
. Ao k
Tz g
avec
A N(z))

= (zi—zo)(zi— 2i- D(Zi—zip 1)z — _Z_k),

En remarquant que 'original de

A t
A; z; A; 1\7-
= = est — — x [ — .
Z -z { z! Zi \Z
Z;
il vient
2k A1\ L
=3 - 2(1)%
i=o  Zi \%/ .
REMARQUE
Si z; est une valeur de Z~' qui annule le

dénominateur, — est une valeur de Z qui annule ce
méme dénominElteur‘ Nous appellerons pole.

Posons le e Ti® Afin que f(t) ne devienne pas
infinie, [a stabilité d'un systéme impose que a soit

négatif, ¢ ‘est-d-dire que le module de - sSoit inférieur
i

dal. -

Cette remarque est liée, par la relation Z = ¢

celle que nous avons énoncée sur les transformées de

Laplace, pour lesquelles aucun pole ne doit présenter

de partie réelle positive.

Elle sera exploitée ultérieurement.

PTe ,
eya
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5.1. PROBLEME

Le schéma général d’une chaine de traitement numérique est donné figure 12 :

N
x (1) Converti.sseur Xq Unité de Ya Convef'ti_sseur y(t)
——1 analogique - caleul - numérique ——
numérique analogique
7, .
Fig. 12.

— le convertisseur analogique numérique
préléve, sur le signal d’entrée x(t), une suite

d’échantillons x,, a la fréquence F, = T;

e
— lunité de calcul détermine, a partir des
¢chantillons  précédents, une suite

d’échantillons y,, qu’elle place a 'entrée du
convertisseur numérique analogique, avec
la méme fréquence F;

— le convertisseur numérique analogique
transforme la suite d’échantillons y, en
signal de sortie y(¢).

Soient X(P) et Y(P) les transformées de Laplace
de x(t) et y(z). Proposons-nous de réaliser, a I'aide
de la chaine de traitement numérique, une
Y

transmittance de Laplace H(P) = X@)

Il s’agit de déterminer, a chaque instant nT,, la
valeur de I’échantillon y, que le calculateur doit
présenter a sa sortie. La valeur de y, devra
conduire, par l'intermédiaire du convertisseur
numérique analogique, & un signal y(nT,) égal a
la valeur que prendrait le signal y(z), issu du
systeme de transmittance H(P), attaqué par le
signal x(t).

Il nous faut donc déterminer une équation de la
forme :
n—1
Yo =X, + Y, (@ + b;y)),
dans laquelle les coefficients g; et b; dépendent de
la transmittance de Laplace H(P) et de la
fréquence d’échantillonnage F..

Cette équation de récurrence est aussi appelée
¢quation aux différences.

5.2. EQUIVALENCE
DE LA DERIVATION

Nous avons montré, dans le chapitre précédent,
quil était possible, a partir de P'équation
Y(P) = H(P) X(P), de retrouver I'équation diffe-
rentielle originelle. Afin de déterminer I'équation
aux différences, il est nécessaire de traduire, sur les
échantillons x, et y,, les opérations de dérivations
successives.

Soit la fonction x(t) de la figure 13 sur laquelle
sont prélevés les échantillons X, Xq, ...y X,—2,
X,_1, X, Une premiére approximation consiste a

- - L., dx
assimiler, & linstant nT,, la dérivée a a

X

n T Xn—1

T,

e

xn

Xn-1
*n-2

~y

Fig. 13.

1l est bien évident que cette approximation est
d’autant meilleure que la période d’échantil-
lonnage T,, est plus faible. Les développements
ultérieurs le confirmeront.
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Rappelons :
— L’opération qui consiste a passer de x, a
X, est un retard de T,. Elle se traduit sur
la transformée en Z par une multiplication

e Xy Xy .
par Z~'. L’opération "—T"-l—, se traduit

1-2!
—

e

e

donc par une multiplication par

On passe ainsi de la transformée en Z de
. dx e .

x(t), a celle de T par ia multiplication par

1-z!
T

— L’opération dérivation sur les fonctions du
temps, se traduit, sur la transmittance de
Laplace, par une multiplication par P.

En conséquence, 'approximation proposée per-
met de passer de la transmittance de Laplace a
la transmittance en Z en remplagant P par
1-z!

T, —1
P L—Z_
— Te
REMARQUE

La relation exacte est Z =¢efTe. Si T, est
suffisamment faible, un développement limité au
premier ordre conduit a Z~'=e¢ £Tex 1 — PT,
o1 £ =
#—, qui est bien la relation établie

e
par la dérivation.

soit : P =

. -1
——=— conduit a
T,

e

Le remplacement de P par
une équation de la forme :
YD) [anZ ™ ™ + a1 Z" "V + .+ ag]

= X(2)[bp,Z™™ + ... + by].
La multiplication par Z~™ faisant passer de

I'échantillon d’ordre n a I'échantillon d’ordre
n — m, ’équation aux différences s’écrit :

AmYn—m + ..+ AoYn = bmxn—m +.o.t bOxn-

Exemple

Soit a synthétiser la transmittance

Y(P w?
HP) =D o @
X(P) w§+2mwP + P

avec : wy = 1007 rad/sec; m = 0,1.

100

La période d’échantillonnage étant 7,=2.10"3s,
soit F, = 500 Hz.

03 X(P) = [w} + 2mwP + P*]Y(P)

1—2771
03X = (o + 2mo0—E—
(1—z 'y
T Y2

W3 T2X(Z) = [(@3 T? + 2mw, T, + 1)
—-2Z7'(1 + mw,T) + Z7*1Y(2),

qui conduit & I'équation de récurrence :
2(1 + mw,T)
n = VYn-1 2 72
1+ 2mo,T, + 05T,
1
Y dma, T, + 02 T2
. o) T;
"1+ 2mw,T, + 03 T?'

y

+

Le calcul numérique conduit a :
y, = 1,39805y,_, — 0,65770y, _, + 0,25965x,,.

Il est possible de simuler sur ordinateur la
réponse de la chaine de traitement numérique, a
un échelon unité (x, = 1, quel que soit n = 0).

Le programme BASIC correspondant est le

programme 1.

Programme 1

SCALE &, .
HARIS B, .6
YAKIS @, .1

NEXT N
END

LI Gl P o 5000000~ T L ) P e
TEDDDEEDDEES DR EE
)

r
o
pur
]S
b
N4 5P

. pa bk ek et

La réponse de la chaine de traitement numérique
est donnée a la figure 14, alors que la réponse
théorique est donnée a la figure 15.

La fréquence d’échantillonnage n’étant pas
suffisamment élevée par rapport a f,, le calcul des
coefficients par équivalence de la dérivation
conduit a une réponse d’une médiocre précision.
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1,5

—— Fig. 14.

0,5
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15 /\

T T T
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5.3. EQUIVALENCE
DE L'INTEGRATION

t
Soit y(t) = J x(u) dula fonction intégrale de x(t).
0
Le passage de y,_, & y, se fait en ajoutanta y,_,,
la surface hachurée dans la figure 16. En
assimilant cette surface a un trapéze, il vient :
Xn + Xp~1
2

Yn—=VYn-1= T(;'
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Traduisons cette opération sur les transformées
en Z :

.1+ 272 1
Y(Z) = ;

2) =31 >=X©2)

On passe ainsi de la transformée en Z d’un signal

a la transformée en Z du signal intégral par une
T,1+ Z !

2 1—

L’opération intégratlon se traduit, sur les
transformées de Laplace, par une division par P.
En conséquence, 'approximation proposée per-
met de passer de la transmittance de Laplace
a la transmittance en Z en remplagant P par
21-2z71

TL1+z™ "

multiplication par —=

—Zl
P o 21 -
- T1+Z

Ce remplacement est aussi appelé transformation
bilinéaire.

REMARQUE

La relation exacte: est Z =efTe. Si T, est

suffisamment  faible, un développement hmlte au
troisiéme ordre conduit ad :

272 373
Z+1: +PTe_1+PT+PT ETE.
- 2 6
La transformation bilinéaire s’écrit :
1+ £T.
2
Z=——+.
- PT,
2

Effectuons-en un développement limité au troisiéme
ordre :

Z= L 1+£TE+£ZT§ pre
= 2 2 2 T3

2T2 P3T3
=1+4+PT,+= ==,
+ 5+

La transformation bilinéaire s'identifie donc a la
transformation exacte, jusqu’'au deuxiéme ordre.
Nous pouvons donc en conclure qu’elle est meilleure
que celle provenant de la dérivation.

Exemple

Reprenons I'exemple traité par 'équivalence de la
dérivation :

Yip _ g

X(P) w(z) + 2mwy P + P¥’

HP) =

102

avee

@, = 1007 rad/sec,
m =01,
T, =2.1073%s

Le passage a la transformée en Z conduit a :
21-2771
T,1+Z"

N 4 17;71 2 3
T?\1+2Z27') |
Y(DU@F T2 +4mo, T, +4) +2Z " (05 T2 —4)

+ Z X @d T2 +4—4mow,T)]
= X(D[w§T;(1 +2Z7 ' +Z7%)].

Y(Z) [(uo + 2mwy —

w3 X(2),

Ce qui donne pour I'équation de récurrence :

1 X
4 + dmo, T, + 0} T?
[2y,,,1(4—wéTg)—yn;2(4—4mw0Te+w(2) 73)
+ w(z)Tg(xn + zxn—l + xn—Z)]

Yn =

L’application numérique donne :
y,=1,55193y, , — 0,89181y,_,
+ 0,084971(x, + 2x,_, + x,_,)

Le programme 2 permet de simuler la réponse
sur ordinateur.

Programme 2

=
fa

— e

B e e (D) -
m.

LY I 4N I

[
B
DOy 9

V)

£ GM
]
oo
[
s
o
[}
o~
o
=)
-
+
L)

S @

AR R )

BN Y ¥ K
]
I

O

[¥u ]
(SR
no
or
DO
CT
z
I
(]
m

S5

ok
A-.82181%6+.884971

B=A 2 A=C
M¥=N¥z-1G84
FLOT ¥.C
NEXT N

END

[ENPTNI N
NP P
T

La courbe obtenue est donnée a la figure 17. On
peut constater qu’elle est trés proche de la courbe
théorique de la figure 15. On peut cependant y
déceler une légére erreur sur la pulsation propre.
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Courbe obtenue par la transformée bilinaire

l
Courbe théorique

JZANN

Fig. 17.

N

5.4. UTILISATION
DE LA REPONSE
IMPULSIONNELLE

Rappelons que le signal échantillonné x*(t)

s’écrit, en fonction du signal d’entrée x(t) :
0

X*(t) = Z x(nn)(su(t - nT:z),

n=0
x*(t) est une somme d’impulsions de Dirac.

Par suite de la linéarité des systémes étudiés, la
suite y, est obtenue en échantillonnant le signal
de sortie résultant de toutes les réponses
impulsionnelles antérieures. En d’autres termes
y(nT,) s’écrit :

n

yT) = Y x[(n—m)T.1h(mT,),
m=0

ou h;(mT,) est la valeur, a linstant mT,, de la
réponse impulsionnelle.

Pour résoudre le probléeme proposé en 5.1,
établissons I'équation de récurrence, qui, a une
impulsion d’entrée, fait correspondre une suite
de valeurs y,, obtenues par échantillonnage de
la réponse impulsionnelle du systéme de trans-
mittance H(P).

Considérons '«impulsion» d’entrée x() repré-
sentée a la figure 18, dont la transformée en Z est
X(Z)=A. Remarquons que la chaine de
traitement numérique est incapable de distinguer
le signal x(t) de tout autre signal dont I'amplitude
serait égale a4 a linstantt=0 et qui

60 80 t (ms)

s’annulerait avant I'instant ¢t = T,. Pour elle, en
I’absence de nouvelle information, le signal
d’entrée est égal a A. Elle voit donc un créneau
d’amplitude 4 et de durée T,. Ce créneau est
représenté par x’(t) a la figure 18.

| T X'(t)
A
| Fig. 18.
l
l
o]l | -
T T, s
Sa transformée en Z est :
X@2Z)= Y X(T)Z "= A
n=0
Sa transformée de Laplace est :
© 1 —¢ ETe

gl(_}z) = Jo_x'(t)e_ﬂdt = AT

La transformée de Laplace du signal de sortie
s’écrit :

Y(P) est donc la somme de deux réponses :

H(P N
— T'une, A “;—), étant la réponse du systeme a

un échelon d’amplitude 4;
H(P
— lautre, — A:i——) e ETe
P
du systéme a un échelon d’amplitude — 4,
en retard de T, sur le précédent.

, étant la réponse
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en éléments simples :

A.

13

_B’

13

Décomposons ==
H(

H(P)
P

[~ I"UE

0

H
ot P; sont les poles de —(

La réponse correspondante s’écrit :

k
rt)y= Y A;eb
i=0

N
I~

~5

La transformée en Z de r(r) s’écrit :

e’}

Y rnT)z™,

n=0

R(Z) =
soit :

@ k
R2Z)= ) ) Agelrtez™
n=0i=0

L’opération somme étant distributive par rap-
port a elle-méme, on peut permuter les deux
signes ) et écrire :

k ©
=L AT ez
i=0 n=0

Y. (e2TeZ ™'y étant la somme des termes d’une
progression géométrique de raison efTeZ 1

L 1 .
s’écrit m‘zj, soit
A

11

_ efiTeZ*l :

R(Z) est la transformée en Z du signal dont la

( ).

transformée de Laplace est ===
En conséquence la transformée en Z du signal
H(P) _,,
==te Fleest 271
B —
cations par e £Tc et par Z~! traduisent toutes
deux un retard de T, sur les transformées
correspondantes.

x R(Z). En effet, les multipli-

La transformée en Z du signal de sortie s’écrit
donc :

YOH=(1-2 ’1)R(Z)A

=(1-Z 1)ZTFA,
Y(Z)—(l—Z’l)Ek: A"— Xz
Y@=0-2"0 2 t—rz=r X2

car X(Z2) = A.
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L’expression :
Y(Z) u
Xp - HO=0-2 gﬁ

est la transmittance en Z de la chalne de
traitement numérique.

Sachant que toute multiplication par Z~' se
traduit par le passage dun échantillon au
précédent, la connaissance de H(Z) permet, a
partir de Y(Z)= H(Z)X(Z), de déterminer
I’équation de récurrence.
Exemple
Reprenons I'exemple précédent :

@
f + 2maw, P + P?

H(P) =
avec o = 100n, m = 0,1, T,=2.10"3 s
H(P) w}

P P(P—P)(P— Py

{ Py = —mwg +jwe/1—m* = — mwo A jo,
P, = —mwy —jwg /1 —m? = —mw, — jo.

La décomposition en éléments simples donne :

avee

H(PP) A A A
%zf%—l&%—z&
avece

w3

A_£ p, = 1,

A, = w§ _ 1 ’
Pi(Py =Py 25 /1—m*(/1—m?—m)

A, = 9% _ ! .
Py(Pa—P1) 2j /1—m?(/1—m* +m)
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La transmittance en Z s’écrit donc comme dans I’encadré ci-dessous.

L’application numérique conduit & :

g mwoTe — 09391, cos wT, = 0,8109,
sin T, = 0,5852,
2¢ Mm@ Tecos T, = 1,523, 2m0Te = (,8819,

m
J1—m?

g mooTe <e'"“”°T‘-’ —coswT,

1 — e""“*"’“(cos oT, + sin wTe>

= 0,18325,

+ Lsinaﬂ}) — 0,1756,
J1—m?
soit
0,18325Z7 1 +0,1756Z >

Y(2)
H = = =
HD =1 sz 7+ 0,8819Z 2~ X(2)

d’ou ’équation de récurrence :
Yn = 1$523yn—1 - 098819yn—2
+ 0,18325x,_, +0,1756 x,,_ .

Le programme 3 permet de simuler la réponse sur
ordinateur.

Programme 3

L SZEEE+ 183225+ . 1756
PLOT @.9

FLOT .@@az,B

FLOT .@84,A

FOR H=2 TO 5@
C=1.522%A—-. 981946+ 18325+ 1758
E=f ® A=C

A=N¥2-1386a

FLAT x.C

HEXT H

END

[ O Y P Y I s D I N A
B R A A N

L

La courbe obtenue est donnée a la figure 19. Elle
est confondue avec la courbe théorique de la
figure 15.
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2

I
\«—— Courbe théorique

T
==

Courbe obtenue par la réponse impulsionnelle

1,5

S\
\/

20 40

t (ms)

1.
Une chaine de traitement numérique préléve, avec une

1
fréquence f, = T des échantillons x, = x(nT,) sur un signal

x(t). ‘

x(Y) Yo
—=— C.AN. CALCULATEUR

3

1° L’unité de calcul détermine a chaque instant d’échantil-
lonnage, une valeur y, = y(nT,) telle que

1
Yn =7 (xn + zxn-l + xn—Z)'

4
a) En supposant que le signal x(f) est sinusoidal
(x(t) = X cos wt), calculer la valeur y(nT,) de

I’échantilion y,.
b) Montrer que y(nT,) correspond a I’échantillon qui serait
prélevé sur la sinusoide

X
y(t) = 0 (1 + cos wT,) cos (wt — wT,).

Quelle est la fonction réalisée par la chaine de traitement
numérique?

2° On désire retrouver les résultats précédents a I'aide des
transformées en Z.

a) A partir de

1
Y=g ot 2601 4 x0m)

établir la transmittance en Z

Y(Z
-2

b) En posant Z = e&/“Te, déterminer la transmittance
complexe H(jw) et retrouver les résultats de la question
e,

¢) Tracer les courbes

[H(jo)l = flw) et arg H{jo)= f(w).

3° En pratique, les échantillons sont présentés a& un

bloqueur dont la transmittance de Laplace est
1—e 2T

BP)=——

B(P) PT.

Etablir que la transmittance complexe de la chaine compléte
s’écrit

H.(jw) ‘3!'“’% sin o7, cos 0T,

w)=¢e — .

— oT, 2
2.
Une chaine de traitement numérique fournit des échantil-
lons y, = y(nT,) qui sont les moyennes des N échantillons
précédents, soit

1
Yn :N(xn + X+t xn~N+1)'
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. . Y(Z
1° Déterminer la transmittance en Z, H(Z) = # et la
- X2

mettre sous la forme

1 /1-27~
ﬂ@:ﬁ(I;Z—r)

2° En déduire que la transmittance complexe se met sous la
forme

. T,
. ~sin No )
HG :,eqm—l)mf

H(jw) N . -

sin @ —

w 7

3° Tracer les courbes
arg H(jo) = f(w) et [H{jo) = g(w).

3.
Le schéma d’un filtre a capacités commutées est représenté
sur la figure 1.

R
1
—_

= = o
1T

Fig. 1.
Toutes les capacités sont égales : C, = C, = ... = Cy.
Les interrupteurs K, K, .., Ky sont fermés séquentielle-
ment, pendant un temps 7, avec une période T,, comme
indiqué sur la figure 2.

e(t)

t
. -—
-

)
!
N ,
Interrupteur fermé
} . P T
T 1
\_p_lnterrupteur ouvert
i

i —_—
) . | T,
Fig. 2.

~

-

|

On s’intéresse au signal s(f) en régime permanent apres le
temps d’établissement.

On suppose que le nombre N de cellules «capacité-
interrupteur » est suffisamment grand pour que le signal e(t)
soit pratiquement constant pendant l'intervalle de temps 7.
1° Ftudions Iévolution de la tension aux bornes de la
capacité C; pendant [lintervalle de temps [nT,+ i,
nT, + (i + 1)1].

a) Ecrire I'équation différentielle reliant s(t) et e(t) pendant
cet intervalle de temps.

b) Soit e,, la valeur de e(t) a 'instant nT, + it, et soit s;, la
tension aux bornes de la capacité C; a cet instant. Intégrer
I’équation précédente en supposant que la tension e(r) reste
constante et égale a e,,.

¢) Soit 5,4, la valeur de s(¢) a instant nT, + (i + 1)z.

Montrer que Sy, 1, = €;, + (5;, — e;,)€” RC.

:
En posant a = 1 — e Rc, établir la relation de récurrence
suivante :

Sim+ 1) = (1 — a)s;, + ae,,.

d) En déduire la transmittance en Z : H(Z) = ﬁ
—= E(2)

2° A partir des résultats de la question 1°, on peut donner le

schéma équivalent du dispositif (fig. 3), avec E(Z) = E,(Z)

+ Ey(Z) + .. + Ex(2). -

E@ Si@
1 H ol
2@ / Additionneur

£@ S0
TTLEY T S@

| | +

| |
B — . S@
= Hw |+

Fig. 3.

a) Etablir la relation S(Z) = H(Z)E(Z).
by En posant Z = ei®Te établir la transmittance complexe
H(jw) et 1a mettre sous la forme

a

H(jw) = ———=.
AGe) a—1+ ¢l

¢) Montrer que le module |H(jw)| de H(jw) sécrit

a

Ja® =2a+2 +2a— 1) cos oT,

[H(jo) =

En déduire que |H (jw)| est périodique de période m, =

SR

Tracer 'allure de la courbe |[H(jo)| = f(w).

d) Application numérique : R = 150 kQ; C = 10 nF;
T,=10"%s; N = 64.

Déterminer les valeurs maximale et minimale de [H (jw)|.
) Justifier, par un raisonnement physique, que |£ﬁw}| est

2nk
égal a1 pour les pulsations o= et quil est
3
. . 2nk w
pratiquement nul pour les pulsations w = T + T
e e
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Nous choisirons, pour ce chapitre les conventions
d’orientation de la figure 1.

Fig. 1.

Avec ces conventions, toute énergie ou puissance
absorbée par 1’élément placé entre les points 4
et B, apparaitra positive, toute énergie ou
puissance fournie sera négative.

Pendant le temps dt, la charge dg =i dt passe
du point A au point B. Elle perd I’énergie
u dg = ui dt qu’elle fournit au dipdle, soit :

énergie fournie au dipdle pendant le temps

dt : dW = ui ds;

puissance instantanée fournie au dipdle
aw

P=—=ui.

= ar

Les grandeurs u et i étant, dans le cas général,
susceptibles de variations rapides, nous sommes
amenés a définir la valeur moyenne P de la
puissance instantanée par :
1 N Y
P=1lim~- | pdt =tm - | widte

= 0 2w T 0

1.1. CAS PARTICULIER
DE SIGNAUX
PERIODIQUES

Les grandeurs u et i dela figure 1 sont périodiques
de période T. Dans l'expression de la puissance
moyenne P, T peut-€tre écrit sous la forme :

t=nT +¢, avec 0<ty<T.
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1 vient alors :

1 nT nT +to
P = lim —[J uidt-l—J‘ uidt:|
noo BT ) nT

car to € nT.

u et i admettant T pour période, on peut écrire :

nT T
J uidt=nJ‘ ui dt,
0 0

nT +1to
ui dt.

soit :

1 T

n->wo Nl nT

Si I’énergie absorbée pendant une période n’est
nT +to

pas infinie, la grandeur J ui dt est bornée et

aT
nT +to

ui dt = 0, soit :

1 T
P=?JO uidt,

qui est bien 'expression de la valeur moyenne que
nous avons définie, au premier chapitre, dans le
cas des signaux périodiques.

lim —
n-o nT nT

1.2. CAS PARTICULIER
DE SIGNAUX
SINUSOIDAUX

Aux grandeurs sinusoidales u et i sont associés,
—_— o
deux vecteurs, respectivement U et I et deux

nombres complexes, respectivement U et I.
1.2.1. Conventions

Nous appellerons ¢ I'angle de retard de i sur u,

soit :
{u=U 2 cos t,
i =1

2 cos (wt — @),
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ou U et I sont respectivement les valeurs efficaces
de u et i.
Avec ces conventions

{Q=UJ5
I = Iﬁe*w

1.2.2. calcul de la puissance P
absorbée par le dipdle

de la figure 1
1 T
Pz?J U./2coswtl \/2cos(wt — @)dt
0
Ul T T
= — [J cos(2wt—q))dt+J coswdt]
T 0 0
= UI cos ¢.
P=Ulcos ¢

Cette puissance moyenne est aussi appelée
puissance active.

1.2.3. Utilisation des nombres
complexes pour le calcul
de la puissance P

Effectuons, pour cela, le produit § = UI*, ou I*
est le nombre complexe conjugué de I; S est
appelée puissance complexe :

S=UI*=2UIe"=2UI[cos ¢ + j sin ¢].

Par comparaison avec
puissance active, il vient :

I'expression de la

1
P=

1
= — - — I*
S R.[ST =5 R.LUI"),

avec R, [S] = partie réelle de S.

1.2.4. Puissance réactive

Il apparait dans lexpression de la puissance
complexe le terme

1
Q=UI sin¢=§Im[§]

ou Im [S] est la partie imaginaire de S.
Nous l'appellerons puissance réactive.

Cette puissance, ne correspondant a aucune
puissance réelle, n’est pas mesurée en watt mais en
V.AR. (volts-ampéres-réactifs).

1.2.5. Puissance apparente

Le produit des valeurs efficaces de u et de i

S = Ul est appelé puissance apparente. Par
comparaison avec la puissance complexe, il
vient :

1
S=UI==|S|
5 18]

Cette puissance est mesurée en V.A. (volt-
amperes).

1.2.6. Formulaire

Pour I’étude en régime sinusoidal, nous retien-
drons les formules suivantes :

1.2.7. Théoréme de Boucherot

Récepteurs en série

Considérons la mise en série de n récepteurs
décrite a la figure 2.

<

Fig. 2.

A partir des équations :

{§=gt

on écrit :
S=UI*+
=S, +5,
ou S;, S5, .., S, sont les puissances complexes
absorbées par les récepteurs €lémentaires.
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Récepteurs en paralléle (fig. 3) ou I;./2 cos (w;t + 0; — @;) est le courant qui

A partir de I* = If + If + .. + I*, on peut établir parcourrait le dipole si la seule tension u

de la méme fagon que S = S, 4 S, + .. + 5, appliquée était égale & Uy(/2 cos (ot + 0)).
Calculons, dés lors, la puissance moyenne
~ i L absorbée par le récepteur :
1 5 . o P = val. moy. [ui].
v

On peut vérifier que :

s S — la valeur moyenne de
cos(w;t + 8;) . cos(w;t + 0; — @)

Fig. 3. CcoS ¢;
est égale a @i

;

La puissance complexe étant, dans tous les cas, la — la valeur moyenne de
somme des puissances complexes absorbées par
les récepteurs €lémentaires, on peut écrire :

S . . . est nulle si w; # ..
= (P +J00) + (B + 502 + e+ (B Q) T

=P, +P+..+P) Il vient alors :
+3Q1+0,+..+0Q,)=P+jQ, P=U,I cos ¢, +U,I,cos ¢, +
«+ U,l, cos ¢,.

cos (w;t + 0;)cos(w;t + 0; — ;)

ou, en égalant parties réelles et imaginaires :

P=P +P+. +P, La puissance absorbée par le récepteur apparait
, ainsi comme la somme des puissances que lui

Q=Q1'\'Q2+---+Qn- .. . 'p . q ,
fournirait chaque tension sinusoidale supposée

seule, mais il est nécessaire pour cela que le
récepteur soit linéaire et que les fréquences des
tensions sinusoidales soient différentes.

1.3. CAS PARTICULIER D'UNE
SOMME DE SIGNAUX
SINUSOIDAUX
DE FREQUENCES
DIFFERENTES 2.1. SOURCE DE TENSION

CONSTANTE (fig. 4)

La tension u de la figure 1 s’écrit :

u=U,;./2cos{w,t + 6,) La puissance instantanée i E
s’écrit p = ui = Ei.
+ Uzﬁ cos (w,t + 6,) P —
+ .+ U, /2 cos (w,t + 6,). Fig. 4. u

Le dipdle récepteur étant supposé linéaire, Sa valeur moyenne est

lapplication du théoréme de superposition P = val. moy. [Ei] = Eval. moy. [i],
conduit a écrire le courant i sous la forme :
i=11\/§cos(w1t+ 0, — o) +

o+ I,,ﬁcos (w,t + 6, — ¢,), quelle que soit la forme du courant i.

P = El,,,
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2.2. SOURCE DE COURANT
CONSTANT (fig. 5)

Fig. 5.

La puissance instantanée s’écrit p = ui = ul,.
Sa valeur moyenne est

P = val. moy. [ul,] =1, . val. moy. [u],

P=1,U

moy

quelle que soit la forme de la tension u.

2.3. RESISTANCE (fig. 6)

Fig. 6.

La puissance instantanée s’écrit

p=ui=Ri*=—.
Sa valeur moyenne est

1
P = R . val. moy. [i*] = E.val. moy. [u?].

2.3.1. En régime continu

i et u sont constants et égaux respectivement a [
et U, il vient alors :

2

U
P=RI?=—
R

2.3.2. En régime périodique établi

Les valeurs moyennes de i> et de u? s’écrivent
respectivement :

1 (T 1 (7T
—| i%dt t — 2 dt.
T.[o i € TJ; u® dt

Ce qui correspond a la définition de la valeur
efficace que nous avons donnée dans le premier
chapitre :

1 to+T 1 to+ T
I =~—‘[ i?dt et Uk =—~J- u?dt.
T to T to

Il vient alors :

Uk
R

P= RIesz =

2.3.3. En régime sinusoidal
permanent

La puissance complexe sécrit S = UI*, avec
U = RI, soit
U* 1%

U
= RII* === S=R|I*==-.
S=RI*==2— ou S=RIIP’=

Nous en déduisons les expressions des puissances
active et réactive :

UZ
P=—=RI* et

R =0

expression dans laquelle U et I sont les valeurs
efficaces de u et i.

2.4: CAPACITE (fig. 7)

_."_”____

u

Fig. 7.

2.4.1. Energie emmagasinée
par une capacité

Si pendant le temps dt, la tension aux bornes de
la capacité varie de du, elle regoit I’énergie
du .
dW = ui dt. Sachant que i = C 7 cette énergie
s’écrit :
du
dW=CEt—udt=Cudu.

La capacité n’absorbe donc I’énergie que dans la
mesure ou du n’est pas nulle, c’est-a-dire lorsque
la tension u varie.
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Pour faire passer la tension u de 0 a U, il est donc
nécessaire de fournir & la capacité I’énergie

Uo 1
W=f Cudu==CU3,
o 2

1
W =2CU3

Cette énergic est emmagasinée, sous forme
- électrostatique, en tous les points de I'espace ou le

champ électrique E est non nul.

2.4.2. En régime continu

La tension u aux bornes de la capacité étant
constante, elle n’absorbe aucune puissance :

2.4.3. En régime périodique
établi

La puissance moyenne absorbée par la capacité

s’écrit :
1 T ) 1 T
P—Tfo ul dt_?fo Cu du
P =S A1) - w20y
2T )

La tension u admettant T pour période :

P=0

2.4.4. En régime sinusoidal
permanent

La puissance complexe s’écrit § = UI* avec
I =jCwU, soit I* = — jCoU*, soit :
. CII*
S=—jCoUU*= —j=
- - Co
Iy

u S=-—jColUP=—j=—.
o S jCw|U| o

Nous en déduisons les expressions des puissances
active et réactive :

—J?

P=0, =— 2 -
Q ColU Co
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Expression dans laquelle U et I sont les valeurs
efficaces de u et i.

Remarquons que Q est négative : la capacité est
un générateur de puissance réactive.

2.5. INDUCTANCE (fig. 8)

. L
—L Yy

u
Fig. 8.

2.5.1. Energie emmagasinée
par une inductance

Si, pendant le temps dt, le courant dans
I'inductance varie de di, elle regoit I’énergie
dW = ui dt. Sachant que u = L%, cette énergie
s’écrit :

di

dW = L—idt = Li di.
dt

L’inductance n’absorbe donc d’énergie, que dans
la mesure ou di n’est pas nulle, c’est-a-dire lorsque
le courant i, qui la traverse, varie.

Pour faire passer le courant i de 0 a Iy, il est donc
nécessaire de fournir a I'inductance 1’énergie :

Io 1
W = f Lidi==LI,
o 2

1

Cette énergie est emmagasinée, sous forme
électromagnétique, en tous les points de I’espace

ot le champ magnétique H est non nul.

2.5.2. En régime continu

Le courant i parcourant Pinductance étant
constant, elle n’absorbe aucune puissance :
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2.5.3. En régime périodique
établi

La puissance moyenne absorbée par I'inductance

s’écrit :
1(7T 1 (T
P= ?JO ui dt = ?J‘O Li dl,

L _. .
P= ﬁ[lz(T) — i2(0)].

Le courant i admettant T pour période :

P=0

2.5.4. En régime sinusoidal
permanent

La puissance complexe sécrit S = UI* avec
*

. . U .
U =jLwl, soit I* = j=—, d’ou
— - - Law

. .UU* . UP?
= L II*= = = 2= _—
S =jLoll* =] T o S=jLwl|l* =j T

Nous en déduisons les expressions des puissances
active et réactive :

2

Q=Lw12=y—

P =0;
’ Lo

expression dans laquelle U et I sont les valeurs
efficaces de u et i.

3.1. PROBLEME (fig. 9)

Charge

[—e —]
E_r REGULATEUR ’ U
T 1. —

Fig. 9.

R

Nous nous proposons de construire un dispositif
qui, alimenté par une tension constante E, fournit
a une charge résistive R, une tension
constante U, dont la valeur peut étre réglée par le
régulateur.

3.2. REGULATION PAR BALLAST

Le schéma général du dispositif est donné sur la

figure 10.
E-U

Ballast Charge

"

[ 1o
eMm
’\

Amplifi-
cateur

|'T'|

Fig. 10. l Référence de potentiel
e Le ballast B est un ensemble d’é¢léments
électroniques qui fonctionne a la maniére d’'un
amortisseur :
— il délivre sur sa sortie E le méme courant [
que celui qui entre par le point C;
— quelle que soit la difference de potentiel
E — U apparaissant entre 'entrée C et la
sortie E, il impose entre les points B et E
une tension constante de I'ordre de 1 volt.
e L’amplificateur A4 est supposé idéal :
— il n’absorbe aucun courant sur ses entrées
+ et —;
— il fournit en sortie une tension
Vs=A(V, — V).

e La référence R, fournit une tension

constante U,.

3.2.1. Fonctionnement

A partir des équations :
Vs = A[V, —V_]

V+=U0
R
y oo RU
R, + R,
VS=V8E+U
R,U
il vi Vo=A|Uy——"— =V U
11 vient s l: 0 R1+R2] BE+
oit U1+ 4 R, =AU, -V,
s R, + R, = 0 BE>
AU, — W
d’ou : U=———°~RL.
144 ——2
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Si lamplification A est trés grande, on a
R, + R,
R,
régler la valeur de la tension U par le rapport des

résistances R, et R,.

sensiblement U = Uy. On peut donc

3.2.2. Etude énergétique

Les résistances R; et R, peuvent étre choisies
suffisamment grandes par rapport 4 R pour que la
puissance qui y est dissipée soit négligeable.

Le principal inconvénient du dispositif provient
de la puissance dissipée dans le ballast :

P=E-U)=(E- U)%,

alors que la puissance fournie a la charge est
UZ
P,=—.
7R
2

E E
VU ==, Pp=P, =—1 -
Dans le cas ou 7 Pg=Py iR e rende

ment du dispositif est de 50 %.

3.3. REGULATION
PAR DECOUPAGE

Le schéma général du dispositif est donné a la
figure 11.

Charge

E C3

Hacheur

Fig. 11.

Le hacheur est un ensemble d’éléments électro-
niques fonctionnant a la maniére d’un interrup-
teur basculant périodiquement de la position (1)
a la position (2) avec le rapport cyclique a.

3.3.1. Fonctionnement

La tension v a l'allure décrite a la figure 12. Sa
valeur moyenne est V,,,, = aE.

e La capacité C a une valeur suffisamment
élevée pour que la tension 4 ses bornes reste
constante et égale a U.
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'\

t

(0] alr T

Fig. 12.

o De I’équation entre les valeurs instantanées
v=uy + U, on tire la relation entre les valeurs
moyennes V., = aE = U, soit U = aE.

On peut donc régler la valeur de la tension U par
le rapport cyclique a.

3.3.2. Etude énergétique

Lorsque le régime périodique est établi, I'induc-
tance et la capacité ne consomment aucune
puissance. Toute la puissance fournie par le
générateur de tension E se retrouve donc, dans la
charge R. Le rendement du dispositif est donc de
100 %, et ce, quelle que soit la valeur de la
tension U.

41. PROBLEME

Considérons le dispositif de la figure 13 constitué
par un générateur sinusoidal d’impédance
interne Z; et une impédance de charge Zy,.

Charge

L GENERATEUR l

Posons

Zy =Ry +jXy
Zs =R +jXg
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et cherchons les conditions pour lesquelles le
générateur fournit le maximum de puissance a la
charge Z,,.

A partir des équations
Z
U=E_——="—
- T ZutZg
E
Lo+ Zs

La puissance complexe fournie a la charge s’écrit
£
S=UI*= ZoEL .
- (Zy+Ze)(Zy + Zo)
Zy2FE?
(Ry + Rg)* + (Xy + X)*’

soit S =

formule dans laquelle E est la valeur efficace de la
force électromotrice du générateur.

La puissance active fournie a la charge s’écrit
Ry
(Ry + Rg)* + (Xy + X0

P = E?

Cherchons, dés lors, les conditions pour
lesquelles cette puissance est maximale, sachant
que Ry et R sont positifs et que X, et X

o sont négatifs si 'impédance correspondante est
capacitive,

e sont positifs si 'impédance correspondante est
inductive.

Il apparait ainsi que la premiére condition a

réaliser est X, = — X
soit P = E? qRU——
(Ry + Rg)?

Afin de déterminer le maximum de P, cherchons

d
la valeur de Ry qui annule iR,

dP ., Rs—Ry

= —*—zo =
dR, Ro + R, pour R; =R,
Ce qui donne pour la puissance maximale

E2
Pmaxz_‘

4R

Au total, la puissance fournie a la charge est
2

E
maximale et vaut —— lorsque
4R, ™4

G
RG=RU
Xe=—Xy
soit Z,=Z¢.

4.2. ADAPTATION
D'IMPEDANCE

Dans le cas ou le générateur et la charge sont
quelconques, on peut intercaler, entre la charge et
le générateur, un quadripdle (fig. 14) qui, fermé
sur 'impédance Z;, présente une impédance
d’entrée égale & Z§.

Afin d’éviter toute dissipation de puissance dans
le quadripdle Q, ce dernier est réalisé avec des
¢éléments réactifs (inductances et capacités). La
puissance fournie par le générateur a 'impédance
d’entrée Z¥ du quadripodle se retrouve intégrale-
ment dans I'impédance de charge Z;.

5.1. SCHEMA SYNOPTIQUE
D'UN WATTMETRE

A partir de lexpression de la puissance
P = valmoy.[ui], on peut donner le schéma
synoptique d’un wattmeétre (fig. 15) :

_H MUTIPLICATEUR

kpui | vaLEUR | 4PP

MOYENNE

Fig. 15.
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5.2. WATTMETRE

ELECTRODYNAMIQUE
Un wattmetre électrodynamique posséde
(fig- 16)

— un circuit gros fil parcouru par un courant i,
— un circuit fil fin soumis 4 une tension w.

Circuit gros fil

~—00000——

Circuit
fil fin

1. Soit le montage ci-dessous.

1° L’interrupteur K étant ouvert, le montage est alimenté
par une tension sinusoidale de valeur efficace U = 140 volts
de fréquence 50 hertz. Il absorbe alors un courant de valeur
efficace I, = 1 A et une puissance active P = 60 W.
Calculer R et Lo.

2° L’interrupteur K étant fermé, le montage est alimenté
par une tension sinusoidale de valeur efficace U = 80 volts
de fréquence 50 hertz.

11 absorbe alors un courant de valeur efficace I, = 1,5 A et
une puissance active P = 120 W.

1
Calculer R, et .
alculer R, e Co

2.

On alimente a I'aide d’un générateur sinusoidal de fréquence
f = 1,6 kHz et de résistance interne R, une impédance de
charge Ry. Afin de réaliser 'adaptation d’impédance, on
intercale un quadripdle Q entre le générateur et la charge

(fig. 1).

R
o A C o
Quadripdle
E leo Ry
e B D o
Fig. 1.

Le couple instantanné agissant sur le cadre
mobile est proportionnel au produit ui.
Compte tenu de son inertie 'équipage mobile se
fixe sur une position moyenne pour laquelle
le couple moyen, proportionnel a val.moy. [ui],
est égal au couple de rappel. Le wattmétre
électrodynamique indique donc la valeur moyen-
ne du produit wui.

Dans le cas particulier d’une utilisation en régime
sinusoidal permanent,

{u=U
i =1

L’indication du wattmétre est :

2 cos wt

2 cos (wt — @)

1
P=Ulcos ¢ = 3 R, [UI*]

Le quadripéle Q est réalisé, a I'aide d’éléments purement
réactifs, suivant l'une des deux structures de la figure 2.

iXa
A Cc
Structure iXy
' B D
O O
X
A c
Structure iXy
2 B D
[og L4 O
Fig. 2.

Limpédance Z, = jX, est une inductance.

1° Quelle structure faut-il choisir pour le quadripdle ¢
dans les cas suivants :

a) Rg > Ry; b) Rg <Ry.

2° Calculer les réactances X, et X, du quadripdle, et en
déduire les valeurs correspondantes des inductances et des
capacités dans les cas suivants :

a) Rg = 3kQet Ry =30kQ;

b) Rg=30kQet Ry = 3kQ.

3° Calculer la puissance fournie a la charge Ry, d’une part
lorsqu’elle est connectée directement au générateur, d’autre

part lorsqu’elle est alimentée a travers le quadripdle Q et ce,
dans les cas suivants :

a) Rg= 3kQet Ry = 30 kQ;
b) Rg=30kQet Ry = 3kQ.
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k3
Un systéme triphasé équilibré en tension est constitué de
trois tensions sinusoidales de méme amplitude et déphasées

2n
de £ 'une par rapport a lautre : -

e, = E cos wt;
4

e, =Ecos|wt ——|;
3
4

e; = E cos (wt — ~37£>

1° Montrer que les nombres complexes qui leur sont
associés sont respectivement :

Ei=
E,=a’E
Ey=aE
2 2 1 \/3
avec a=¢€3 =cos—+jsin—=—-+j<—.
2 R T R
2° Vérifier les égalités suivantes :
—
1 3
=1 a=a*=—>j¥7
- = 2 2

@=1; 1+a+d=0.

3° Les trois tensions triphasées sont utilisées pour alimenter
le dispositif de la figure 1.

4 J
i ~ A
E 2R
R L
sl |, -
o ”
_’.52 o}
i3
Fig. 1.

1
On donne 2R =2Lw = — = 100 Q.
Co
a) Calculer, en fonction de E, la puissance active P
absorbée par le montage.
b) Calculer en fonction de E, les expressions complexes des

courants J,, J,, J5, puis Iy, I,, I5.

4° On branche deux wattmeétres comme I'indique la
figure 2.

Fig. 2.

e Lecircuit gros fil du premier wattmétre est mont¢ en série
sur le conducteur parcouru par le courant ;. Son circuit fil
fin est soumis a la tension — Ej.

o Le circuit gros fil du second wattmeétre est monté en série
sur le conducteur parcouru par le courant I,. Son circuit fil
fin est soumis a la tension E,.

Calculer les indications W, et W, des deux wattmeétres.

Comparer la puissance active P absorbée par le montage a
la somme W, + W,.
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— signaux aléatoires

Nous n’avons étudié jusqu’a présent que des
signaux parfaitement connus, on les appelle
généralement déterministres : ils sont connus par
leur représentation et elle est unique, ce n’est pas
toujours une fonction mathématique simple a
calculer, mais on peut toujours connaitre le
spectre en fréquence de cette fonction : cest-a-
dire, la répartition en fonction des fréquences de
I’énergie contenue dans le signal; ces éléments
permettent a tout instant ¢ de déterminer avec
certitude la valeur du signal a Pinstant ¢ + 7,
quelque soit 7.

I1 existe une classe de signaux qui ne répondent
pas a ce critére, et qu’il est facile de mettre en
évidence sur un exemple.

On envisage la sortie d’un amplificateur différen-
tiel dont les deux entrées sont mises 4 la masse.
Si la tension d’offset a été parfaitement réglée, la
sortie doit étre égale a zéro, or si on augmente
de fagon importante la sensibilité de 1'oscillos-
cope, on constate que la sortie n’est pas nulle :
elle fluctue autour de zéro et est totalement
imprédictible.

— Oscilloscope

— Ve

7 e
Fig. 1

Ce sont les propriétés intrinséques du composant
qui sont mises en évidence dans cette expérience.
Ces fluctuations vont nous géner si nous
introduisons une tension différentielle trés faible
a lentrée de 'amplificateur; il nous appartient
de les connaitre le mieux possible pour sen
affranchir.
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Les grandeurs mises en ceuvre sont les courants;
ce sont donc des passages d’électrons (ponctuels
et porteurs d'une charge quantifiée d’¢lectricité).
Leur déplacement en absence de différence de
potentiel a4 'entrée de 'amplificateur est lié au
hasard et il en passe donc — en temps
suffisamment long — autant dans un sens que
dans l'autre. Toutefois, a aucun moment, il nous
est possible (méme si 'on pouvait les peindre!)
de les désigner nommément et de prévoir leur
mouvement, donc de connaitre la quantité
d’électricité qui est passée a un instant ¢ donné :
ces phénomeénes sont étudiés par la physique
statistique.

Nous étudierons ensuite sur quelques cas en
¢lectronique les propriétés de ces signaux.

2.1. QUELQUES PROPRIETES

Les grandeurs ou le hasard intervient portent
le nom de grandeurs aléatoires (du latin aléa :
«les dés, le hasard»); les statisticiens ont
développé la théorie des probabilités pour les
étudier.

Nous nous contenterons des lancers de piéces, et
jets de dés afin d’en découvrir les principales
propriétés.

21.1. Approche intuitive

Prenons le probléme posé au lanceur de piéces
de monnaie. Les probabilités et leur théorie
permettent non de percer les secrets du hasard,
mais d’apporter des renseignements sur le
résultat d’une expérience dépendant du hasard;
nous savons intuitivement qu’il a une chance sur
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deux d’avoir pile (ou face) a chaque lancer, nous
ne pouvons pas prévoir le résultat au lancer, mais
avec un risque minime, nous affirmerons que
pour 2000 lancers, il aura approximativement
obtenu autant de fois pile que face, soit 1000 de
chaque.

2.1.2. Début d’axiomatisation

Chaque lancer de pi€ces correspond a une
expérience. C’est celle-ci qui dépend du hasard,
elle donne deux résultats; on appelera le résultat
de I'expérience : un événement (aléatoire) élémen-
taire. Il y a deux événements élémentaires : pile,
face; I'espace des événements ¢lémentaires s’ap-
pellera Pensemble des événements élémentaires :
(pile, face).

Exemple d’application

Un dé comporte six faces numérotées de 1 a 6.
Quels sont les événements élémentaires et quel
est 'ensemble des événements élémentaires?

Réponse

Les événements élémentaires sont ;

face 1, face 2, face 3, face 4, face 5, face 6.

L’ensemble des événements élémentaires :
(1,2, 3,4,5,6).

Cet exemple va nous permettre de définir d’autres
types d’événement, car de cet ensemble on peut
tirer un grand nombre de sous-ensembles qui
définiront alors un événement aléatoire non
¢élémentaire par exemple :

— événement pair : (2, 4, 6)

— événement impair : (1, 3, 5).
Nous voyons immédiatement que deux événe-
ments viennent compléter la liste, ce sont :

— Iévénement certain : il contient tous les
événements élémentaires;

— Tévénement nul : il ne contient aucun des
événements élémentaires.

2.1.3. Probabilité

On peut défmir intuitivement la probabilité
comme la limite, si elle existe, de la fréquence
relative d’occurrence d’un événement par rapport
au nombre d’épreuves réalisées lorsque ce nombre
d’épreuves tend vers l'infini.

Pour obtenir I’¢vénement (A) :

Nbre d’occurrence de (A)

Pr(4) = Nbre d’épreuves
On notera
N
Pr(4) = lim 4)
N->ow

Exemple d’application

Le lancer des dés.
On constate immédiatement que la probabilité
de I’événement certain vaut 1 car, en effet, c’est

N
1 t de —.
e rappor &N

De méme, on constate que la probabilité de
I'événement nul vaut 0.

Nousavons: N=N1+N2+ N3+ N4+ N5+ N6.

Si les dés ne sont pas pipés, nous aurons au bout
d’un grand nombre de lancer :

N{=N2=N3=N4=NS5= N6,
car chaque événement est équiprobable,
donc N =6N,, ie[la 6],
1

et Pr(1) = Pr(2) = Pr(3) = Pr(d) = Pr(5)= Pr(6) = .

2.2. PRINCIPAUX THEOREMES

2.2.1. Somme de deux événements

. On appelle somme de deux événements A et B,
*événement 4 + B ou AU B (A union B)
_ consistant en la réalisation de Pévénement A
- ou de Pévénement B ou de A et B ensemble.

On représente habituellement les événements par
des domaines de ’espace probabilité, 'union des
deux domaines est représenté par :

Fig. 2

Si les deux événements n’ont aucune partie
commune, on dit alors qu’ils sont incompatibles,
c’est par exemple :

— TI'événement P : faces paires;

— D'événement I : faces impaires.

119



théorie du signal

Ils seront alors représentés disjoints :

Fig. 3

2.2.2. Produit de deux événements

£ Cest PPévénement consistant en la réalisation

A.BouAdnB.
AnB
Fig. 4

On constate immédiatement que dans le cas de
Pexemple précédent représenté sur la figure 3
A . B est 'événement nul.

Exemple

Soit A I'ensemble des événements pairs
A=(2,4,6)

et Bl’ensemble des événements nombres premiers

B=(1,23)5),

alors : A.B=(2).

2.2.3. Théoréme des probabilités totales

= a) La probabilité d’obtenir Pévénement somme

e deux événements incompatibles est égal a la

¢+ somme des probabilités de ces deux événe-
- ments.

e Pr(4 + B) = Pr(4) + Pr(B)

Application

Soit C I'événement certain, en définissant par A
le contraire de I’événement A, on aura :

C=A4+A.
La probabilité¢ de I’événement certain valant 1
on a donc 1 = Pr(A4) + Pr(4)

ou Pr(4) = 1 — Pr(A).

120

b) La probabilité d’obtenir ’événement somme
de deux événements compatibles est égal a la
somme des probabilités de ces deux événements
diminuée de la probabilité de Pintersection de
ces deux événements.

Pr(4 + B) = Pr(A4) + Pr(B) — Pr(4 . B)

Application
On en déduit immédiatement que :
Pr(4 . B) = Pr(4) + Pr(B) — Pr(4 + B).

2.2.4. Probabilités conditionnelles

1 Deux événements sont dits indépendants si la
éalisation de I'un ne dépend pas de la
. réalisation (ou de la non réalisation) de P’autre.
Si la réalisation de I'un dépend de l'autre, on
traduit cette dépendance par la probabilité
conditionnelle.

Si I’événement X dépend de I'événement Y, on
définit la probabilité Pr(X/Y) comme étant la
probabilité d’obtenir X lorsque Y est réalisé.

On démontrerait que :

X.Y
Pr(X/Y) =%T)
et que Pr(Y/X) =£%i(—(#‘)

On en déduit que la probabilité d’obtenir le
produit de deux événements indépendants est
égale au produit des probabilités des deux
événements.

Si 4 et B sont indépendants :

Pr(A . B) = Pr(A) Pr(B).

3.1. DEFINITION

A chaque événement aléatoire on fait corres-

pondre un élément de R.

A Tévénement a, de A, on fait correspondre
x(a;)eR, ce nombre réel ou complexe varie en
fonction des différents événements a;; on le note
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indifféremment x(a;) ou X : c’est une variable
aléatoire.

Si x prend un nombre discret de valeur on dit
que la variable aléatoire est discréte.

Si x est défini sur tout ou partie de 'axe des réels
c’est une variable aléatoire continue.

3.2. VARIABLE )
ALEATOIRE DISCRETE

3.2.1. Définition des moments

On appelle espérance mathématique notée E(x),
la valeur moyenne de x.

Pour une variable discréte, appelons X; les
valeurs de la variable aléatoire, Pr(x = X,) la
probabilité d’obtenir la réalisation de X.

Ex)=X,Prx=X)+ X, Pr(x =X,)
4ot X, Pr(x = X,),
ou E(x) =) X Pr(x =X).
i=1

On pose en général :

E(x) =m.
On appelle espérance mathématique des carrés :

E(x?) = i X2 Pr(x = X)).

1

On définit la variance comme I'espérance mathé-
matique de (x — E(x))? on la note o2.

62 = E(x — E(x))*
On la calcule aisément :
62 = E(x?) — m>.
On définit de fagon analogue, les moments

d’ordre k comme étant I'espérance mathématique
de x* :

E(x) = Z X Pr(x = X).

i=1

3.2.2. Exemple d’application

On prendra comme expérience aléatoire le lancer
de deux dés, et comme variable aléatoire discréte
la somme des deux faces visibles.

Nous allons utiliser les différents résultats énon-
cés préalablement pour calculer les grandeurs
statistiques intéressantes de cette variable aléa-
toire.

11 nous faut connaitre la loi de probabilité pour
I'obtention d’une face d’un dé.

Il y a six faces, elles sont équiprobables, donc
Pr(x =1)=Pr(x =2) = .. = Pr(x = 6).
Comme Pr(x =1, 2, 3, 4, 5, 6) = 1 (événement

certain), on en déduit

1
Pr(x=ipouri=1 é6)=8.

Nous devons ensuite calculer la loi de probabilité
de la variable aléatoire somme de deux dés.

Nous allons recenser les différents cas possibles :
Xe{2,3,456,7,38,9,10, 11,12}

X; événements « somme » Pr(x=x;)
1
211+1 —
+ 36
3114+2,24+1 2
’ 36
411+3,2+2,3+1 i
b £l 36
4
S5114+4,2+3,3+2,4+1 —
36
5
6|1+52+43+3,4+35+1 %
6
7(1+4+6,2+5,3+4,4+3,5+2,6+1 %
5
8[2+6,3+54+45+3,6+2 %
4
913+6,4+55+4,6+3 —
36
10[4+65+56+4 3
b 9 36
11{54+6,6+5 2
’ 36
126+ 6 !
36
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On vérifie bien sur que :
Pr(x)=(2,3,4,5,6,7,8,,9, 10, 11, 12)
= 122: Pr(x =1i)
3%

" 36
=1

On représente cette loi de probabilité par le
graphique suivant : Pr(x = i).

| Pr(x=i)

6/36
5/36
4/36
3/36
2/36
1/36

1 |
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fig. 6

On remarque sur ce graphique que la loi de
probabilité de la variable aléatoire discréte
(V.A.D.) est symétrique autour d’un axe vertical
centré sur x = 7.

Calcul de la valeur moyenne de la V.A.D.

12
E(x)=) ixPr(x=i)
i=2
2x1 2 3 4
=35 T3X3e x5
5
6 x
+ X36
6 5 4
+7x£+8x%+9x3—6
3 2 12
+10><%+11x%+%

E(x)=1.

On retrouve ainsi une propriété importante des
variables aléatoires : lorsque la représentation de
la probabilité d’une variable aléatoire est symé-
trique, cet axe de symétrie se trouve toujours en
E(x).
On calcule aisément E(x?) :

12

E(x*) =) i* Pr(x =1i)
i=2

= 54,833.
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On en déduit le carré de I’écart-type o2 :
6% = E(x?) —m?
= 5,833

d’ou o, =241

3.3. VARIABLE
ALEATOIRE CONTINUE

3.3.1. Densité de probabilité

Nous venons de voir que nous pouvions connaitre
les propriétés d’une variable aléatoire au travers
de la connaissance de la loi de probabilité de
cette grandeur.

A partir de 'exemple du paragraphe 3.2.2. nous
avons pu représenter la probabilité d’obtenir
I'une des valeurs de I’espace des x;, nous pouvons
intuitivement comprendre que si I’espace des x
est un espace continu les points représentatifs
sont infiniment voisins et la représentation de la
loi de probabilité sera une courbe continue.

| p(x)

X4 P X
Fig. 7

Nous appellerons densité de probabilité et noterons
p(x)la fonction caractérisant la loi de probabilité.
Nous en déduisons immédiatement que la
probabilité d’obtenir un événement sera définie
sur un intervalle ]x, x + dx]

Pr{Xe]x, x + dx]} = p(x) dx.

Nous pouvons immédiatement en déduire la
probabilité de 'événement certain, qui est donnée
par I'intégrale sur 'axe des x; on peut la calculer :
+ o0

Pr{xe[oo+oo]}=j p(x) dx

=1
(résultat du paragraphe 2.1).

— 0

Cette propriété est trés importante et permet de
vérifier que la fonction décrivant la loi de
probabilité est exprimée correctement.

A retenir :

J wp(x) dx =1

— O
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33.2 Quelques lois de probabilité

a) Densité de probabilité des variables aléatoires
équiprobables

Soit x une variable aléatoire équiprobable sur
intervalle [0; 2], la courbe représentant la loi
de probabilité¢ ne peut étre qu’une portion de
droite horizontale.

p(x)

0 ' 1 ‘ 2
Fig. 8

Nous voyons que pour calculer la valeur de q, il
nous suffit d’appliquer la relation que nous avons
démontrée précédemment.

+ 00
p(x) = a; f adx=2a=1,

donc a=025.

p(x) = 0,5 pour xe[0, 1[
P(x) = 0 pour x¢[0, 1[

b) Loi de probabilité gaussienne

Nous rencontrerons souvent des variables aléa-
toires gaussiennes. Pour en connaitre toutes les
propriétés il faut les rechercher dans les ouvrages
de mathématique.

Cependant il faut connaitre la densité de
probabilité d’'une variable aléatoire gaussienne,
elle est définie lorsqu’elle est centrée sur 0 par :

plx) = —1—— X (e‘zi:f).
o./2n

P(x)
1

oV2n

™ T -r

-46 30206 - 0 o©

Fig. 9

26 36 46 ~

On peut calculer les premiers moments de cette
loi de probabilité :

E(x) =0
E(x?) = o2
E(x?) = 3%,

Lorsque la loi n’est pas centrée sur 0, Pextremum
se trouve en a.

1
o\2n

l
|
I
|
|
I
l

a X
Fig. 10

L’expression de la densité de probabilité se déduit
de la précédente par un changement d’axe
vertical, soit

1 _(x—a?
X € 202
g./2n

p(x) =

On calcule aisément les 2 premiers moments
E(x)=a
(ce résultat est évident vu la symétrie de la
fonction p(x) autour de a)
E(x?) = a2
On peut effectuer un changement de variable en

posant y = x — a variable aléatoire centrée en 0.

Ce résultat permet de définir une variable
aléatoire gaussienne par deux valeurs o et a,

o appelé écart-type,
a appelé moyenne.

Exemple physique

Superposition d’un bruit gaussien centré et
d’une grandeur continue.

source gaussiénne X
[centrée sur O]
[écart type O]

source continue a
parfaite

Yy =x+a

Fig. 11

123



théorie du signal

La variable aléatoire y a le méme écart type
o que x et aura pour valeur moyenne a.

¢) Densité de probabilité de la loi de probabilité
de Poisson

Cette loi est rencontrée fréquemment en phy-
sique lorsque I'on compte des événements se
produisant & intervalles aléatoires, tels que la
désintégration d’un élément radioactif.

a8
~1

dt

Fig. 12

On définit la probabilité pour qu’il y ait un
événement dans l'intervalle dt par
Pr{l,]t, 1+ dr]} =Are *dr,

At

on notera p(l, 1) = Ate”

et la probabilité, pour quil n’y ait aucun
événement dans l'intervalle ]z, t + dz], est définie
par sa densité de probabilité.

Pr{0,]t, 1 +dt]} =e *dr1,

on notera p(0, 1) =¢" %,

| p(0.T)

Fig. 13

T
On constate a ’évidence que plus l'intervalle est
long et plus la probabilité qu’il n’y ait pas des
événements diminue.

Pour de plus amples développements, il faut se
reporter aux ouvrages spécialisés de mathéma-
tique.

4.1. STATIONNARITE
ERGODICITE

Jusqu’a présent nous n’avons raisonné que sur
des événements aléatoires, ol le temps n’interve-
nait pas comme une variable. I1 nous faut
reprendre I'exemple du paragraphe 3.3.25.
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Nous pouvons définir un premier événement
aléatoire comme étant la sortie de 'additionneur
entre l'instant ¢, et t,, un deuxiéme événement
comme étant la sortie de I'additionneur entre ¢,
et t5..

Comment peut-on caractériser ces différents
événements aléatoires puisque la connaissance
des lois de probabilité ne fait pas intervenir le
temps?

Nous devons introduire la stationnarité.

On dira que x(t) est stationnaire si toutes ses
propriétés statistiques sont invariantes dans le
temps, donc du choix de P'origine des temps.
Dong, quelque soit I’échantillon, les propriétés
statistiques sont identiques; or pour obtenir
expérimentalement E(x), il faut étre capable de

réaliser : + o
E(x) = f xp(x) dx,

—
soit posséder un échantillon de durée infinie pour
que I'ensemble des x puissent étre présents.
Nous constatons que nous devrons nous contenter
d’une moyenne sur un intervalle de temps de
durée finie.
Nous définirons ainsi l'ergodicité.
On dira qus x(f) est un processus aléatoire
ergodiques  moyennes tatistiquesser “gales
aux moyen::. . temporelles correspondartes.

Donc tw 1 Hts

siE(x)=jo0 xp(x)dx = }i—I»I}n?J‘,lI x(t)dt,
. e

siE(x?) = j_m x?p(x)dx = Tlizralo?jn_z x2(t)dt

2
Cela veut dire qu’elles sont indépendantes du
choix de ¢,.

4.2. BRUIT

Nous définirons comme bruit, les processus
aléatoires que nous rencontrons en électronique.
Ils sont caractérisables par leurs propriétés
statistiques qui sont pour la plupart déduites par
le calcul et vérifiées expérimentalement.

4.2.1. Bruit blanc

Nous avons caractérisé jusqu’a présent un signal
par sa forme, c’est-a-dire son évolution dans le
temps. Il ne nous est pas possible de donner la
fonction de variation du temps, mais seulement
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les moments (E(x), E(x?).. et la densité de
probabilité p(x) de la grandeur.

Nous devons pour mieux le connaitre essayer
d’approcher sa composition spectrale.

On définira un bruit blanc, comme un bruit dont
le spectre est infini et constant.

| Amplitude

Fig. 14

On constate alors qu’il est d’énergie infinie, et
qu’il nous sera plus facile de raisonner sur les
puissances. Nous détaillerons au paragraphe 4.3
ces problémes d’analyse spectrale.

4.2.2. Bruit coloré

Par opposition au bruit blanc, nous définissons
un bruit coloré par analogie au spectre lumineux
(le blanc contient toutes les couleurs a niveau
egal). Il aura donc un spectre fini et sera d’énergie
finie. '

LA

®
Fig. 15

Les bruits peuvent avoir différentes natures
physiques.
4.2 3. Bruit de grenaille

Ce bruit est obtenu en analysant le courant qui
traverse une diode alimentée dans le sens passant.

R P

T =

Fig. 16

€

On constate avec une observation fine que le
courant I est variable, alors qu’il devrait étre
constant.

On peut démontrer que le courant électrique
dans la diode est un processus de Poisson, on
Pappelle bruit de grenaille (li¢ a I'état corpus-
culaire de Iélectricité). Cest un bruit blanc
jusqu’a 1 GHz si on ne tient pas compte du temps
de transit.

4.2.4. Bruit thermique

Une résistance parcourue par un courant élec-
trique voit sa différence de potentiel aux bornes
varier. Les fluctuations autour de i sont une fois
encore liées a un processus poissonnien dont
lamplitude est liée 4 la température absolue T
de la résistance. 11 peut étre considéré comme
blanc jusqu’a 10 GHz.

I L

Fig. 17

4.2 5. Autres bruits

On peut encore citer le bruit de génération
recombinaison, le bruit de scintillation, qui eux
sont des bruits colorés, phénoménes dépendant
des grandeurs électriques et de la géométrie des
composants.

4.3. ANALYSE SPECTRALE

4.3.1. Fonction d’autocorrélation

Nous nous intéresserons aux processus ergo-
digues et stationnaires.

On définit la fonction d’autocorrélation par :
T
.1 [z
[y(t,, t;) = lim — x(t;) . x(t;) dt.
Tow T ;I
2
Le processus ¢tant stationnaire, l'origine des
temps n’intervient pas.

Onpose t,—t; =tett, =t dou
T

1 (2
I'y(r) = ql"l—{rolo T _[T x(t — 1) . x(t) de.
2
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La fonction d’autocorrélation au point T = O vaut
E(x?); cette valeur est supérieure a 0.

La fonction d’autocorrélation est symétrique; on
obtient par exemple :

® I (v)

T
® Y]

T

Fig. 18

L’exemple ® est facile a interpréter. Comme
I'y(t) ne varie pas beaucoup en fonction de T,
C’est que x(t) et x(¢t — 1) sont trés voisins, donc
I'y(7) traduit la reproductibilité du processus, ou
la ressemblance des deux échantillons. Dans ce
cas on dit qu’ils sont fortement corrélés.
L’exemple @ montre un phénoméne ou les
deux échantillons, méme pour un temps faible,
n’ont pas beaucoup de ressemblance. L’auto-
corrélation traduit en quelque sorte la mémoire
du processus, on dit alors que les deux échan-
tillons sont faiblement corrélés.

On constate donc que si I'y(t) est périodique, le
phénoméne que nous étudions est lui-méme
périodique et n’est que pseudo-aléatoire.

Réalisation d’un autocorrélateur

x(t)
- T
X x(t-1)x (1) J | [
i
Py . _
x(t=) Moyenneur

Fig. 19

En général il est trés difficile de réaliser un
dispositif donnant un retard pur en électronique
linéaire, il est fait en général appel a des systémes
de conversion afin de réaliser le retard de fagcon
numérique.
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432, Analyse spectrale

a) Rappel sur les notions d’énergie et de puissance
d’un signal

Nous considérerons Iénergie dissipée dans le
montage suivant :

x(t) E—) []R

Fig. 20

Pendant le temps dt I’énergie dissipée dans R
vaut dE

x*(1)
R

dw = dt.
Nous définissons la puissance normalisée instan-
tanée, en prenant R=1Q:

dw
P(t) = — = x*(t).
0=5"=x0
Nous pouvons calculer I’énergic normalisée
contenue dans ce signal dans l'intervalle [t,, t,] :

t2 t2
Wipis = f P() dt = f *2(1) dt.
t) t
On connait ainsi I'énergie normalisée totale du
signal en calculant :

+
We b = j x2(t) de.
— 0
On peut ainsi définir deux classes de signaux :
— les signaux a énergie finie, c’est-a-dire pour
lesquels w_ o, 1o < 00,
— les signaux a énergie infinie, c’est-a-dire
pour lesquels w_ 4, = 0.
Pour ces signaux une grandeur significative peut
étre ajoutée a la puissance instantanée; la
puissance moyenne sur un intervalle de temps T
est :

1 [t 2 Weirr
Pmoy(t’ T)=? t X (t) dt=—T—7‘
Cette grandeur ainsi définie permet de calculer
le signal continu possédant la méme puissance
pendant lintervalle de temps [t, t + T1].
Nous constatons que la notion de puissance
moyenne sur un intervalle d’amplitude T, corres-
pond a la définition du moment d’ordre 2
E(x?) lorsque I'on fait tendre T vers l'infini.
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b) Densité spectrale de puissance moyenne

Nous pouvons par un calcul mathématique
utilisant la transformation de Fourier, montrer
que la connaissance énergétique temporelle du
signal est équivalente a sa connaissance énergé-
tique spectrale.

Nous 'appellerons densité spectrale de puissance
Sx(f) ou Sy(w) (c’est la transformée de Fourier
de la fonction d’autocorrélation). Elle a pour
unité des volts carrés ou des ampéres carrés par
hertz.

Exemple
S

X

(O]

Fig. 21

a x (w, — w,) = aire comprise entre w; et ,.
Elle représente la puissance moyenne temporelle
dans la bande de pulsation [w,, w,].

On utilise un moyenneur quadratique précédé
d’un filtre de bande pour calculer a x (w, — w,):

t Filtre 2 a
X g bande P X KT _%__.(32)
0,0,
\___v____J
Moyenneur

Fig. 22

Maintenant on peut mieux appréhender les
notions intuitives de bruit blanc et de bruit colore.

¢) Largeur de bande

Nous avons vu que ce type de bruit avait une
répartition spectrale horizontale, nous savons
qu’il est d’énergie infinie et de puissance moyenne
finie, donc de densité spectrale constante égale a :
2 x I'x(0).

Exemple d’application

Bruit thermique d’une résistance de valeur R a
température T.

Rappel
K : constante de Boltzmann.

Puissance moyenne temporelle :
P, =4KTR df.

4[ Sg(b)
4KTR

f o fedf
Fig. 23

-~

Connaissant la puissance, on en déduit le
générateur équivalent pour la bande de fréquence
considérée :

_ 2
Py = e

e = JAKTR df.

donc
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théorie générale simplifiée
‘—1des semi-conducteurs

1.1. CHAMP
ELECTRIQUE

On appelle champ électrique toute portion
d’espace ou la charge au repos est soumise a
une force. Ce champ est caractérisé en tout
point par :
— un vecteur : le vecteur champ électrique E
— un nombre : le potentiel V.

e On appelle ligne de champ, une courbe
orientée qui en chacun de ses points est tangente
au vecteur champ électrique (fig. 1).

E

Ligne de

Fig. 1. champ

¢ On appelle équipotentielle, une surface dont
tous les points sont au méme potentiel.

1.2. CREATION DU VECTEUR
CHAMP ELECTRIQUE E

M £

Fig. 2. 77°
Une charge ponctuelle g placée en un point O
crée en tout point M de I'espace environnant un
vecteur champ électrique E (fig. 2):

— dirigé suivant OM,

— d’intensité E =9 . 10° =, dans le vide ou

dans lair, r
— orienté vers la charge si elle est négative.

Dans le cas d’une répartition plane uniforme et
infinie de charges, les lignes de champ sont
perpendiculaires a la surface portant les charges

(fig. 3). o
ignes de cham
T,V gn P

t+++++r+r e+ —ourface

T infinie

l Fig. 3.

1.3. ACTION DU VECTEUR
CHAMP ELECTRIQUE E

Toute charge électrique ¢ mise en présence d’un
vecteur champ électrique E est soumise & une
force F = qE (fig. 4).

- F

'//E'//
Fig. 4. 9

Si la charge g est positive, la force est orientée
dans le sens du champ.

1.4. RELATION
CHAMP POTENTIEL

Soient deux points 4 et B, d’un champ ¢électrique,
distants de dl, et portés respectivement aux

potentiels Vet V + dV, et soit E le vecteur champ
¢lectrique entre 4 et B (fig. 5).

E

dl
B(V +dV)

Fig. 5. A(V)
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En posant dl = AB, E et V sont liés par la
relation :

dv = —E dl.

On en déduit les propriétés suivantes :
— le vecteur champ électrique E est orienté
suivant les potentiels décroissants;
— les surfaces équipotentielles sont perpendi-
culaires aux lignes de champ.

1.5. CONDENSATEUR

On obtient un condensateur en mettant en
présence deux conducteurs 4 et B, appelés
armatures, séparés par un isolant (fig. 6).

Isolant
A+ B
+
T
Vv, Vv
A i B
Fig. 6.
ia T
@ + as

Si on porte respectivement ces conducteurs aux
potentiels V, et Vy, il apparait sur les faces en
regard des conducteurs deux charges égales et
opposées g, = + ¢, et qg = — ¢ telles que :

q=CWV,— Vp).

C étant la capacité du condensateur. Elle se
mesure en Farads.

1.6. TRAVAIL DE LA FORCE
ELECTROSTATIQUE

Soit une charge g que I'on déplace dans un champ
électrique d’un point A porté au potentiel V, vers
un point B porté au potentiel Vj (fig. 7).

B (vg)

my

Fig. 7.
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En un point intermédiaire M, ou le vecteur

champ électrique est égal a E, la force
électrostatique fournit, pour un déplacement

élémentaire El—l: le travail :
dW=FEI>=qEEI,= —qdV.

Pour le déplacement total de A en B, cette force
fournit le travail :

B B
W=J dW=qf —dV =q(V, — Vp).
4

A

En conclusion : en augmentant de ¥}, le potentiel
d’une charge g, on lui fournit I'énergie potentielle

W0=qV0.

1.7. THEOREME DE GAUSS

Soit une surface fermée S englobant la charge Q

(fig. 8).

my

Fig. 8.

~ On appelle flux du vecteur champ électrique Ea
travers la surface S la quantité :

¢=JE’I€.
S

D’aprés le théoréme de Gauss, ce flux est égal

b =

b

Q
&
u ¢ est la permittivité du milieu.

Ce théoréme, permet, entre autres, de calculer,
par un choix judicieux de la surface S, 'expres-
sion de champs électriques, dans le cas ou la
répartition des charges présente des symétries
permettant une évaluation simple du flux.
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L’atome est constitué dun noyau entouré
d’électrons.

2.1. LE NOYAU

Le noyau contient deux types de particules :
— les neutrons qui ne sont pas charges,
— les protons qui portent une charge
électrique + e = 1,6 . 107 1° coulombs.

2.2. LES ELECTRONS

Le noyau est entouré d’électrons qui portent une
charge électrique — e.

L’atome étant électriquement neutre, le nombre de
protons est égal au nombre d’électrons. Les
électrons sont répartis en couches successives. On
distingue :

— les électrons internes qui occupent les
couches internes et qui sont trés fortement
liés au noyau,

— les électrons périphériques qui occupent la
couche la plus externe et qui sont peu liés

au noyau.
Tous les atomes tendent a avoir huit électrons sur
leur couche externe.

Les semi-conducteurs (germanium et surtout
silicium) possédent 4 électrons sur leur couche
périphérique. 11 est possible de les produire avec
un haut degré de pureté (moins d’'un atome
étranger pour 10! atomes de semi-conducteur) :
on parle alors de semi-conducteur intrinséque.
Pour simplifier le raisonnement, nous représente-
rons un atome de silicium conformément a la
figure 9.

e Electron

périphérique
. @ .

. Fig. 9.

3.1. LIAISON COVALENTE

Afin de voir huit électrons sur sa couche externe,
chaque atome de silicium met ses 4 électrons
périphériques en commun avec les atomes
voisins. On obtient ainsi, pour le cristal de
silicium, la représentation de la figure 10.

[ 2 [ ] ® ]
® S oS ¢S s Lisison

.
oo .o
. ,/ covalente
[ ]

S oS e S e Si

[ X J [ X } [ X ) [ X ]
® S §Si e S e Si e
. . ° . Fig. 10.
Cest la mise en commun des électrons

périphériques, appelée liaison covalente, qui
assure la cohésion du cristal de silicium.

Les électrons qui participent a ces liaisons sont
fortement liés aux atomes de silicium. I1
n’apparait donc aucune charge mobile suscep-
tible d’assurer la circulation d’'un courant
électrique. Le semi-conducteur est alors un
isolant. Cet état apparait a la température de
0 kelvin.

3.2. IONISATION
THERMIQUE

A la température ordinaire, I'agitation thermique
provoque la rupture de quelques liaisons
covalentes. Un des électrons participant a cette
liaison acquiert ainsi I’énergie nécessaire pour
quitter 'atome auquel il était lié. Il devient un
porteur de charge libre, capable de se déplacer
dans le cristal, et autorisant ainsi la circulation
d’un courant électrique. Le cristal devient alors
un mauvais isolant d’ou son appellation de semi-
conducteur.

L’atome de silicium qui a perdu un électron n’est
plus électriquement neutre : il est devenu un ion

positif, (fig. 11).
e-—— Electron libre

sit fon positif

Fig. 11.
lonisation thermique

Ce phénoméne n’intéresse qu'un nombre trés
faible d’atomes de silicium, (3 sur 10'* & 27 °C).
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3.3. RECOMBINAISON

L’ionisation thermique conduirait, 4 terme, a
lionisation de tous les atomes de silicium si elle
n’était pas compensée par un autre phénomeéne :
les recombinaisons. Un électron libre, arrivant a
proximité d’un ion positif de silicium peut étre
capté par ce dernier qui redevient un atome
neutre. La liaison covalente est alors rétablie.

A température fixe un équilibre s’établit entre les
phénoménes d’ionisation thermique et de recom-
binaison. La concentration n; en électrons libres
(nombre par unité de volume) dépend :

— de I’énergie W, nécessaire pour ioniser un
atome (pour le silicium W, = 1,12 électron-
volt = 1,12 x 1,6 . 10~ joules),

— de la température absolue T du cristal,
suivant la loi

Wi
n, = AT>? e 2KkT
dans laquelle 4 et K sont des constantes;
K = 1,38 . 10723 J/° (constante de Boltz-
man).
Cette concentration augmente donc trés rapi-
dement avec la température; elle vaut
n;=1,5.10° cm~3 pour le silicium a 27 °C
(T = 300 °K).

3.4. NOTION DE TROU

Considérons les phénomeénes successifs décrits a
la figure 12 dans laquelle les électrons participant
aux liaisons covalentes sont décrits par des traits :

E, | I
e =Sj=s =

Etat 1 1 I
=S =8 =

I I

E | Il
* =sif=s =

Etat 2 e |
=s =sjj’=

[l I

LR I I
=si =S =

Etat 3 I |
=S =Si*=

Fig. 12. I Il
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o Etat 1: ionisation d’un atome de silicium
qui provoque 'apparition d’un ion positif en 4
et d’un électron libre en E;

o Etat 2 : ionisation d’un deuxiéme atome de
silicium en B;

o Etat 3 : recombinaison en A.

Comparons Pétat initial et 'état final :

— Télectron libre s’est déplacé de E, en Ej5;
— tout se passe comme si la charge positive
portée par un ion de silicium sétait
déplacée de A en B. En fait ce n’est pas 'ion
qui a changé de place, mais la propriété
«absence d’¢électron » qui a transité de 4 en
B. Cette «absence d’électron» est équiva-
lente a une charge positive + e : nous
I’appellerons trou.
Les électrons libres et les ions de silicium
apparaissant en quantités égales, la concentra-
tion en électrons libres (n;), et en trous (p;) sont
donc égales :
Wi

3 .
n,=p; = ATZ e 2KT,
A chaque électron libre correspond une absence
d’électron (trou) : on parle alors de paire électron-
trou.

On obtient un semi-conducteur de type N en
injectant dans le cristal de silicium des atomes qui
possédent cing électrons sur leur couche périphé-
rique (phosphore, arsenic).

Quatre de ces cinq électrons sont mis en commun
avec les atomes de silicium voisins pour réaliser
des liaisons covalentes. Le cinquiéme électron,
inutilisé, est trés faiblement lié a I’atome
pentavalent. Une énergie trés faible suffit pour le
libérer (fig. 13).

=Si =Si =S =
I || e~<H——— Electron
=Si —A‘*=S — libre
TR

. =S =S =S —
Fig. 13. I

L’atome pentavalent, ici I’arsenic, As, qui a fourni

un électron libre est appelé atome donneur. 1l a
perdu sa neutralité pour devenir un ion positif

fixe.
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A température ordinaire, la quasi totalité des
atomes donneurs est ionisée. Le phénoméne
décrit a la figure 13 se superpose a la création de
paires €lectron-trou par les atomes de silicium.

Aspects quantitatifs

La concentration en atomes donneurs est de une
impureté pour 10° & 10® atomes de silicium.
Rappelons qu’a 27 °C, lionisation thermique
intéresse 3 atomes de silicium sur 10'3.

Le nombre de paires électron-trou est donc
beaucoup plus faible que le nombre d’électrons
libérés par les atomes donneurs. Du point de vue
des charges électriques, on peut donner, du semi-
conducteur de type N, la représentation de la
figure 14.

lons fixes liés au

. A Electrons
réseau cristalin I libres
Pl ey

+' +. +. +. +. +.°£__Paire
. LANL AL AL L électron
Fig. 14. + + + 4+ + + + o

Si on considére les porteurs mobiles :

— les électrons libres apparaissent en grand
nombre et sont appelés porteurs majori-
taires d’ou P'appellation semi-conducteur
de type N,

— les trous trés peu nombreux sont appelés
porteurs minoritaires.

Les concentrations en électrons libres (n) et en
trous (p) sont liées par la relation :

Wi
p.n=p;.n=A,T? e KT

La quasi totalité des atomes donneurs étant
ionisée, la concentration en électrons libres n est
trés voisine de la concentration N, en atomes
d’arsenic (n & Np). De plus N, est trés grand par
rapport a n; = p;.

Nous pouvons en conclure que la concentration
en trous est beaucoup plus faible pour le semi-
conducteur de type N que pour le semi-
conducteur intrinséque, ce qui s’explique par le
fait que le grand nombre d’électrons libres
favorise les recombinaisons.

REMARQUE

L'ionisation d’un atome d’arsenic, contrairement d
celle d'un atome de silicium ne conduit pas d la
création d’un trou. En effet, chaque atome voyant huit
électrons sur sa couche périphérique, la propriété
« absence d’électron » devient quasiment insensible
au niveau des atomes donneurs ionisés et la capture
d'un électron par ces atomes ne peut étre que fugitive.

5~ssm;comoucTEun

On obtient un semi-conducteur de type P en
injectant dans le cristal de silicium des atomes qui
possédent trois électrons sur leur couche
périphérique (bore, indium).

Il manque ainsi un électron a 'atome trivalent
pour réaliser les liaisons covalentes avec les
quatre atomes de silicium qui I’entourent. En
réalité, les électrons participant aux liaisons sont
indiscernables les uns des autres. Tout se passe
alors comme si un des atomes de silicium voisin
avait cédé un électron a I’atome trivalent de bore
(fig. 15) créant ainsi un trou dans le cristal de
silicium.

=S T S =S =
I —— T

=si =B-=g = libre
I
=s =s§ =s§ =
I T
Fig. 15.

L’atome de bore qui capte un électron est appelé
atome accepteur. 11 a perdu sa neutralité pour
devenir un ion négatif fixe.

A température ordinaire, la quasi totalité des
atomes accepteurs est ionisée. Le phénoméne
décrit a la figure 15 se superpose 4 la création de
paires électron-trou par ionisation thermique
entre atomes de silicium.

Comme pour le semi-conducteur de type N, le
nombre de porteurs créés par ionisation
thermique est beaucoup plus faible que celui
résultant de la présence des impuretés et ceci a
cause de la concentration en atomes accepteurs
(1 atome accepteur pour 10° a 10 atomes
silicium).

Du point de vue des charges électriques, on peut
donner, pour le semi-conducteur de type P, la
représentation de la figure 16.

lons fixes liés au
réseau cristalin

Q [*] (o] [*] [o] [+
2 o 2 =0 e=_|__Paire
L 2 2 o0 o o électron-trou
2 0 0 90 o o
© 0 0 o o o=—IMOUS
mobiles
Fig. 16.
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Si on considére les porteurs mobiles :

—~ les trous mobiles apparaissent en grand
nombre et sont appelés porteurs
majoritaires,

— les électrons libres peu nombreux sont
appelés porteurs minoritaires.

La quasi totalit¢ des atomes accepteurs étant
ionisée, la concentration p en trous est tres
voisine de la concentration N ,en atomes de bore
(P~ N,).
Par suite de la relation :
Wi
p.n=p;.n=A,. T e KT,

la concentration en électrons libres est beaucoup
plus faible pour le semi-conducteur de type P que
pour le semi-conducteur intrinséque.

6.1. MOBILITE DES PORTEURS
DE CHARGE

Considérons un semi-conducteur isolé. Les
porteurs de charge mobiles s’y déplacent en tous
sens et comme aucune direction n’est privilégiée,
on n’observe aucune circulation de charges a
’échelle macroscopique.

Appliquons au semi-conducteur une différence de
potentiel V' (fig. 17). Par suite de la relation
champ-potentiel, il apparait, dans le semi-
conducteur, un champ électrique E qui favorise
le dépligement des trous dans le sens du
champ E, et le déplacement des électrons mobiles
dans le sens opposé.

I v
| I
Semi — conducteur

|
éF

Fig. 17.

A T’échelle macroscopique les trous prennent une
vitesse d’ensemble vp = upE, et les électrons

mobiles une vitesse v, = u, E, pp est la mobilité
des trous, u, est la mobilité des électrons.

136

Pour le silicium, les expressions des mobilités
sont les suivantes.

2,3
up = 0,45 . 101<3—’(I)’0> m?2.V~l. s

3 2,6
U, = 1,45, 10_1<—$) m?.V!l.s7

T étant la température absolue.

REMARQUES

e Les mobilités diminuent lorsque la température
augmente : l'agitation thermique accroit le
nombre de «chocs» qui s’opposent au
déplacement.

o A température ordinagire (T =300 °K), la
mobilité des trous est plus faible que celle des
électrons libres. Cela se congoit dans la mesure
ou p, provient du déplacement direct des
électrons alors que p, résulte des actions
successives : ionisation thermique, déplacement
des électrons, recombinaison.

CONDUCTIVITE DES
SEMI-CONDUCTEURS

6.2.

Considérons une surface S d’équipotentielle a
Pintérieur du semi-conducteur (fig. 18).

I

| | E
I S

|
| ____.___}__Equipotentielle
!. v, dt b dt _I
l I 1

Fig. 18.

Soit n la concentration (nombre par unité de
volume) en électrons libres de charge — e, et soit p
la concentration en trous de charge + e.
Le vecteur vitesse des porteurs de charge étant
colinéaire au vecteur champ électrique E, les
porteurs traversent perpendiculairement la sur-
face équipotentielle S.
Les porteurs traversant la surface S, pendant le
temps dt, sont contenus dans le volume :

e Sv, dt pour les électrons libres, conduisant
au passage de la charge — nSv,e dt,

e Sv, dt pour les trous, conduisant au passage
de la charge pSv,e dt.
Tout se passe donc comme si la charge

dgq = e(nm, + pv,)S dt = e(nu, + pp,) ES dt,

traversait, pendant le temps dt, la surface S dans

le sens du champ E, ce qui correspond a un

courant d
I= d—(tl = e(ny, + pu,) ES.
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Si on considére deux équipotentielles infini-
ment proches correspondant aux potentiels V et
Vv —dV (fig. 19), la relation champ potentiel
Equipotentielle V

Equipotentielle V- dV
Fig. 19.

£
dV = —E . dl conduit ici 4 dV = E dI car le

vecteur champ est perpendiculaire aux surfaces
équipotentielles, soit :

AV
~dl eS(nu, + puy)
1 d
o Telu, tpu) S
1

—— — est donc la résistance de la
e(npy + ppy) S
portion de semi-conducteur de longueur dl
comprise entre deux équipotentielles de

surface S.
La conductivité du semi-conducteur s’écrit donc

o = e(np, + pp,).

6.3. CONSEQUENCES

a - Nous avons vu que pour un semi-conducteur
contenant des impuretés, la concentration en
porteurs mobiles est infiniment supérieure a celle
du semi-conducteur intrinséque (n ou p > n; ou
P
La conductivité du semi-conducteur de type N
ou de type P est donc beaucoup plus forte que
celle du semi-conducteur intrinséque. On dit qu’il
est dopé.
b - Etudions l'influence de la température sur la
conductivité ¢ du silicium.

o Pour un semi-conducteur intrinséque :

o =e(Mt, + pip,) = e AT?

L 300> 300\>°
T2KT x 1071] 0,45( — 1,45 —
() (P

de la forme :
_0,65.104

o=BT3?¢ T

300\ 300\
45( == =\ |
[o,s(T) +1,45(T) ]

A la température ordinaire, l'exponentielle
Pemporte sur les autres fonctions de la
température et la conductivité augmente rapide-
ment avec la température.

e Pour un semi-conducteur dopé par exemple

de type N :

— la concentration en électrons libres est
voisine de la concentration N, en atomes
donneurs,

— la concentration en trous est négligeable
par rapport a Np,

— la conductivité s’établit donc sensiblement
a:

2,6
o=eNpu, =eNp x 145 . 10_1<30T0> .

La conductivité diminue lorsque la température
augmente.

Considérons un barreau parallélipipédique de
semi-conducteur de type P, parcouru par un
courant I et soumettons-le & un champ

magnétique Fperpendiculaire a une de ses faces
(f1g. 20).

}f

a
4]
i ]
I
R 4
a| —=—— _)@
B

S
- Fig. 20.
£ o

Les porteurs, ici les trous se déplagant a la vitesse
v,, sont soumis a la force de Laplace :

— orientée de bas en haut,

— d’intensité ev,B.
Les trous sont donc déviés vers le haut et on assiste
a une accumulation de charges positives sur la
face supérieure du barreau. Cette accumulation
ne peut se perpétuer indéfiniment, car elle est a
I'origine d’un champ électrique E (fig. 20) qui
soumet les trous a une force orientée de haut en
bas, d’intensité eE.
Un état d’équilibre s’établit alors, pour lequel la
force de Laplace est compensée par la force
électrostatique ce qui donne :

eE =ev,B soit: E = Bv,.
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D’apreés les résultats du paragraphe précédent, le
courant I s’écrit :

E
I =epv,S = epv,ab = epabE.

Par suite de la relation champ-potentiel, il
apparait entre les faces supérieure et inférieure
du barreau une différence de potentiel V = gE,
soit :

1
V =—BI
epb
de la forme :
V = KBI.

On obtient ainsi une différence de potentiel
proportionnelle au produit de deux grandeurs
électriques : le champ magnétique B et le
courant 1.

Les sondes d effet Hall peuvent donc étre utilisées
dans toutes les mesures qui nécessitent le produit de
deux grandeurs électriques (valeurs efficaces,
puissances,...).

Afin d’équilibrer la répartition des charges, cette
surface va se voir traversée par un courant I dont
I’expression est :

d
I= —eraBdS, oi
>

e est la charge de I’électron,
D, est une constante appelée constante de
diffusion,

d - . .
—p est la variation de concentration suivant un

axe perpendiculaire a la surface dS; nous

P'appellerons gradient de concentration.
Remarquons que si la partie gauche contient plus

. . d L.
de trous que la partie droite £ est négatif et I est

positif, ce qui est naturel.

Nous retiendrons que le courant de diffusion a
travers une surface a [lintérieur du semi-
conducteur est proportionnel au gradient de
base du

concentration des porteurs (voir :
transistor).

Considérons un semi-conducteur de type N et
supposons que, par un procédé quelconque, on
accroisse la concentration en trous dans une
région du semi-conducteur (fig. 21).

Trou

AN

Fig. 21.

000000
000
00
@]

Ces trous se déplacent en tous sens mais vont
statistiquement se répartir de telle sorte que la
concentration en trous soit la méme en tout point
du semi-conducteur, a la maniére des molécules
d’un gaz qui, injectées dans un récipient, occupent
de fagon uniforme le volume qui leur est offert.
Considérons donc une surface dS, a l'intérieur du
semi-conducteur, telle que la concentration en
trous ne soit pas la méme sur chacune de ses faces

(fig. 22). -

Fig. 22.
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On obtient une jonction P-N par la mise en
contact d’'un semi-conducteur de type P et d’'un
semi-conducteur de type N, ce qui conduit au
schéma de la figure 23.

Zone de transition

Trous mobiles Electrons mobiles

lons 2 0 0% o [ s e . |
ons

ﬁxes\\gg—o-‘-’ﬁ—+ﬂ+++'.

: s.s_os_e:_.,.+++r"’“xe§

Paire [ Paire

électron — trou électron-trou
Semi- conducteur P

Fig. 23.

Semi- conducteur N

Dans la zone de contact, les électrons mobiles du
semi-conducteur de type N vont combler les
absences d’électron (trous) du semi-conducteur
de type P laissant sur place des ions fixes liés au
réseau cristallin.

Ces ions fixes constituent deux couches de
charges (positives du c6té N, négatives du coté P)
qui sont a l'origine d’un champ électrique E dans
la zone de transition. Ce champ tend 4 maintenir
les porteurs majoritaires dans leurs régions
respectives (électrons du coté N, trous du coté P)
et s'oppose ainsi a la cause qui lui donne
naissance, ce qui conduit & un état d’équilibre.
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Par suite de la relation champ-potentiel, il
apparait entre les semi-conducteurs de type N et
de type P, une différence de potentiel V;, appelée
barriere de potentiel (fig. 24).

Semi- conducteur
type N

Zone de
transition

Semi- conducteur
type P

9.1. MOUVEMENT
DES PORTEURS
A TRAVERS LA JONCTION

Si la barriére de potentiel maintient les porteurs
majoritaires dans leurs zones respectives, elle
n’interdit pas le passage des porteurs minoritaires
provenant des paires électron-trou (fig. 23). Ce
mouvement de porteurs minoritaires conduit a
un courant trés faible, appelé courant de
saturation Ig. Ce courant ne dépend que du
nombre de porteurs minoritaires se trouvant au
voisinage de la jonction et est donc indépendant de
la hauteur V;, de la barriére de potentiel.

Or, en labsence d’¢léments actifs, la jonction
P-N ne peut étre parcourue par aucun courant.
Il doit donc exister un autre mouvement de
charges qui s’oppose au courant de saturation. Il
s’agit des porteurs majoritaires qui possédent
I'énergie W, = eV, nécessaire pour franchir la
barricre de potentiel. La figure 25 décrit le
mouvement des charges a travers la jonction P-N.

Courant de saturation /g
‘ dd aux porteurs minoritaires

S —
Courant di aux porteurs majoritaires
possédant I'énergie W, = eV,

N

Fig. 25.

Soit N, le nombre total de porteurs majoritaires.
D’apres la loi statistique de Maxwell, le nombre
de porteurs majoritaires possédant I’énergie
Wo = el s€erit: Vo

n=N,e KT=N, e KT,
ou K est la constante de Boltzman :

K =138.10"23 ]/,
T est la température kelvin.

Le courant d{i aux porteurs majoritaires est donc
de la forme :

o
Iy e KT,
ou I, est le courant qui traverserait la jonction s’il
n’y avait pas de barriére de potentiel, c’est-a-dire
si la diffusion s’effectuait librement.
Ce courant étant égal au courant de saturation I,
il vient :

#eVo
Is=1,¢e KT.

9.2. EXPRESSION
DE LA BARRIERE
DE POTENTIEL V,

Soient :

Np, la concentration en atomes donneurs du
semi-conducteur N,

N4, la concentration en atomes accepteurs du
semi-conducteur P,

Py, la concentration en trous dans le semi-
conducteur N,

P, la concentration en trous dans le semi-

conducteur P.
2
On a Py =]:l]—', P, = N,, et, d’aprés la loi de

D
eVo
Maxwell, Py = P, ¢ KT, soit :
KT N,N,
Vo=— In—2-2.
e n;

I

Ordre de grandewr a4 température ordinaire
(T = 300 K)

Supposons que la concentration en atomes
donneurs et en atomes accepteurs soit de une
impureté pour 107 atomes de silicium. Sachant
qua la température T =300 K, le nombre
d’atomes de silicium ionisés est de 3 sur 10'3, il
vient :

N,N, 1077.1077 10'2
n2  (3.10093)2 9

Soit :
KT. N,N, 138.10723.300 102
=" = In ——
Vo=—gIn=0s 16.100° "9

Vo = 0,65 volts.
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9.3. JONCTION P-N
POLARISEE EN DIRECT

Supposons que, le potentiel du semi-conducteur
de type N restant constant, on reléve, a l'aide
d’éléments actifs extérieurs, le potentiel du semi-
conducteur de type P, la barriére de potentiel
passant ainsi de V, a V, — V.
Le courant dii aux porteurs minoritaires,
indépendant de la hauteur de la barriére de
potentiel, reste égal a I5.
Le courant di aux porteurs majoritaires devient :
e(Vo—V) eVo eV eV

Ioe KT =1I,e KT ¢'KT = [ ekT.
Au total il circule donc du semi-conducteur P
vers le semi-conducteur N un courant appelé
courant direct :

eV
I, = I;[exT — 1].

Ordre de grandeur

Dés que la tension V appliquée par les éléments
actifs extérieurs devient supérieure a 0,1 volt,

eV eV
(eXT = 3% > 3% x 50 > 1), le terme eKT devient
trés grand par rapport a 1 et nous pouvons écrire
avec une bonne approximation :

eV
ID = Is eﬁ I~ IS e40V.

Ce courant augmente trés rapidement avec la
tension V : on dit que la jonction est passante ou
bien qu’elle est polarisée en direct.

9.4. JONCTION P-N POLARISEE
EN INVERSE

Supposons que, de la méme maniére que dans le
paragraphe précédent, on établisse la barriére de
potentiel a V, + V.

Nous pouvons conclure qu’il circule du semi-
conducteur N vers le semi-conducteur P un
courant I; appelé courant inverse :

eV
I, = I [1 — e XT].

Ovdre de grandeur

Dés que la tension V devient supérieure a 0,1 volt

- -39V -3,9 1 1
KT = =
€ € <e < )
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eV
le terme e KT devient négligeable par rapport
a 1 et nous pouvons écrire avec une bonne
approximation :

I=1I.
Ce courant, di exclusivement aux porteurs
minoritaires, est trés faible et on peut admettre
que le courant a travers la jonction est nul; on dit
que la jonction est bloquée ou bien qu’elle est
polarisée en inverse.

9.5. RESISTANCE DYNAMIQUE
D’UNE JONCTION
POLARISEE EN DIRECT

Considérons une jonction polarisée en direct, sur
laquelle le potentiel V appliqué par les éléments
actifs extérieurs varie autour d’une valeur .
moyenne V,,, soit

V="V,+dV.
Aux petites variations dV de V correspondent des
petites variations dIj, du courant direct I,.

On appelle résistance dynamique r, la résistance
que présente la jonction vis-a-vis des petites

it it dv
variations soit : r = —.
dI,

Par différentiation de I'expression

e
I, = I eKT,

il vient
dI, e v e
—Z =];——eKT=—-Ip,
av =Sk TKT?
) KT 1
soit r=——,
e I,

A température ordinaire (T = 300 K), il vient :
25 mV

I,

9.6. INFLUENCE
DE LA TEMPERATURE

9.6.1. Courant de saturation /s

Ce courant, dii aux porteurs minoritaires, varie
2

. n; ,
donc comme les concentrations —Ni— en électrons
A
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2

. s n; s
mobiles du c6té P, et j—v'—— en trous du c6té N.
D

Nous pouvons en conclure que I varie comme
W
n} = A,T? e KT,

Ce courant augmente rapidement avec la
température. I1 double tous les 10 °C pour le
germanium, tous les 7 °C pour le silicium, ce qui
limite [Putilisation des dispositifs a semi-

conducteurs a 175 °C pour le silicium et a 75 °C’

pour le germanium.

9.6.2. Barriére de potentiel V,

Nous avons ¢établi, au paragraphe 9.3
I’expression :
KT NAND
Vo=—In

dans laquelle les facteurs T et n; dépendent de la
température.

Déterminons, par une différentielle totale, la

variation d¥; de ¥, résultant d’une variation dT
de la température T.

K. N,N
dV0=?1n—"2—DdT
" KT n} 2mN,N
n; n; : ani’
e NN, A
dT 2KTdn
dVy, =V, —
RN P

Or n; dépend de la température suivant la loi :

Wi
n; = AT?? ¢ 2KkT,

soit
3 W,
Inn=InA+=-InT—-—-.
nn=InA+ 3 n SKT
Par différentiation, il vient :
dn; 3dT W,
w21 T T
dV}) V}, 2KT | 3 + W,
a7~ T e 2T  2KT?
Vo 3K W,
T e €T

Ordre de grandeur

Pour le silicium, a 300 K, nous avons établi :
Vo & 0,65 volt, K = 1,38.10723, W, = 1,12 élec-
tron-volt; le calcul numérique conduit a
dvq

—0_ _ -3 :
aT 2. 1077 volts par degré.

En pratique, on admet que la tension aux bornes
d’une jonction diminue de 2,2 mV par degré, ce
qui est conforme au résultat précédent. Cette
variation nuisible dans la plupart des cas est
cependant utilisée dans certains capteurs de
température.

9.7. CAPACITES
D'UNE JONCTION

9.7.1. Jonction polarisée en inverse

Revenons a la description de la jonction donnée a
la figure 23. On y distingue, dans la zone de
transition, une charge d’espace analogue a celle
qui apparait sur les armatures d’un condensateur.
Supposons que la jonction soit polarisée en
inverse et augmentons la tension inverse V
appliquée par les éléments actifs extérieurs. La
barriére de potentiel augmente, ainsi donc que le

vecteur champ électrique E. Cette augmentation

de E ne peut provenir que d’un accroissement de
la charge d’espace Q.

Ainsi donc une modulation dV de la tension
inverse V' provoque une modulation dQ de la
charge d’espace Q et ce par une circulation de
charges (électrons majoritaires du co6t¢ N allant
combler les absences d’¢lectrons du coté P)
conduisant & un courant dl.

De ce point de vue le comportement de la
jonction polarisée en inverse est analogue a celui
d’un condensateur qui bloque le courant continu,
mais qui est perméable aux petites variations dI
de courant résultant de petites variations dV de la
tension aux bornes.

Etablissons, dés lors, la relation qui lie la charge
d’espace Q a la barriére de potentiel V, + V, et
pour cela représentons la zone de transition

(fig. 26).

Semi-conducteur N | Semi-conducteur P

A B

|

| A E (X + dx)

l S I

% o z
Equipotentielle V+MA' | B |
Equipotentiellf 4 | it l

-X4 0 x x+dx X,
Fig. 26
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Si on prend pour origine (x = 0) la surface de
contact des deux semi-conducteurs, la zone de
transition s’¢tend de 0 a X, du c6té Petde 0 a
— X, du coté N.

La concentration er ions positifs fixes, de charge
+ e, sur le semi-conducteur de type N, est égale a
Np. De méme la concentration en ions négatifs
fixes, de charge — e, sur le semi-conducteur de
type P, est égale a N,. Ces deux charges
provenant de I'annulation, en quantités égales,
des porteurs mobiles, sont égales et opposées ce
qui conduit a

N,X,=N,X,.

Ceci nous permet de remarquer, au passage, que
la zone de transition s¢tend d’autant plus
profondément dans I'un des semi-conducteurs,
qu’il est moins dopé par rapport a lautre.

Les impuretés étant réguliérement réparties
dans le cristal, les surfaces équipotentielles sont,
par symétrie, des plans perpendiculaires & Ox.
Considérons deux de ces équipotentielles, corres-
pondant aux potentiels ¥ et V + dV, placées
respectivement aux abscisses x et x + dx. Les
vecteurs champ électrique, perpendiculaires aux
surfaces équipotentielles, ont pour expression
E(x) sur I'équipotentielle V et E(x + dx) sur
I’équipotentielle V' + dV.

Soit S la section du barreau semi-conducteur et &
sa permittivité. Appliquons le théoréme de Gauss
au parallélépipede ABA’B’ (voir paragraphe 1.7).
Il vient :

S[E(x +dx)— E(x)] =SdE(x) = é(— N 4eS dx),

soit dE(x) = — % dx.

Rappelons que I’évolution du potentiel dans le
semi-conducteur a I'allure décrite 4 la figure 27.

Zone de Semi-cond.

transition

Semi-cond. |
type N

Fig. 27.
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Nous pouvons en conclure, d’aprés dV = — I?df,
que, le potentiel étant constant en dehors de la
zone de transition, le vecteur champ électrique y
est nul, soit :

E(— X,)=E(X;)=0.
Compte tenu de cette condition, l'intégration de
I’équation
dE(x) _ N,e
dx &

conduit a 'expression du champ électrique :
E(x)= — T(X — X>),

valable pour 0 < x < X,.
On établirait, de la méme maniére, I’expression :
Npe
E(x) = —é’-(x + X))
- X, £x<0.

pour

Remarquons que pour x = 0 les deux expressions
conduisent a la méme valeur du champ

car NpX, =N,X,.

Par intégration de 'équation

4V = —Edi= — Edx
- X, et

entre X,,

il vient :

X2
J AV=V(Xy)-V(=X)=—-0o+V)

—-X,

0 X
N, 2 N
= — 224 x,)dx+ 4% (x — X,) dx
Npe [ x? 0 Nye [ x? X2
— X x e X x
8[2+1x]xl+8 PR
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Lacharge Q de la zone de transition, pour le semi-
conducteur de type N sécrit :

Q = NpeX, S.

Par élimination de X, il vient :

N N 2
%+V:Dep+ﬂ 0

28 N, | N3e2s*

, 28eS?
soit : 0= -1—‘1\/%-1-1/.

+
Ny Np

Une variation dV de V conduit a une variation
dQ de Q telle que :

[ 26eS? 1
dg = . dav,
1+1 2. /Vo+V

N, Ny

identique & celle qui interviendrait sur le
condensateur de capacité :

8_e
2 1
CcC=S§ . .
RILVA 7 4
Ny Np

Cette capacité qui limite [lutilisation de Ia
jonction avec la fréquence, peut étre utilisée pour
réaliser une capacité variable (varicap). C’est une
capacit¢ dynamique qui dépend de la tension
inverse de polarisation V autour de laquelle, on
provoque des petites variations de tension dV.

9.7.2. Jonction polarisée en direct :
charge stockée

Considérons une jonction P-N polarisée en direct
et raisonnons sur le semi-conducteur de type P.
La faible valeur de la barriére de potentiel
autorise le passage des porteurs majoritaires et
provoque la circulation d’un courant direct I du
semi-conducteur P vers le semi-conducteur N. II
apparait dans le semi-conducteur P un grand

nombre d’électrons en transit. Les atomes
trivalents voient dans cet excés d’électrons une
excellente occasion de compléter leurs liaisons
covalentes et on congoit qu’ils auront du mal
lorsqu’on voudra bloquer la jonction a se séparer
de cet électron qu’ils ont capté.

On peut se représenter le phénoméne (fig. 28) en
imaginant une table, incrustée de demi-sphéres en
creux (simulant les trous) sur laquelle roulent des
billes (simulant les électrons en transit). On
congoit que le flux de billes (simulant le courant I)
accroit le nombre de captures par les trous
(recombinaisons).

Billes

~
Yo

Trous

<

/~. Recombinaison

Fig. 28.

Cet excés de recombinaisons, par rapport a I’état
d’équilibre du semi-conducteur, constitue une
charge stockée Q.
Si, dés lors on accroit la barriére de potentiel pour
bloquer la jonction, le semi-conducteur P libére
ces ¢electrons en excés. Ces derniers, étant des
porteurs minoritaires peuvent aisément franchir
la jonction. Ils sont & lorigine d’un courant
inverse qui perdure tant que le semi-conducteur
n’a pas retrouvé son état d’équilibre. L évolution
de la charge stockée Qg obéit a une loi de la forme
1, 0
dt T
ou 1 est la durée de vie des porteurs.

=1

I est le courant circulant du semi-conducteur P
vers le semi-conducteur N.

Remarquons que, pour un courant / constant, on
atteint un état d’équilibre donné par la solution
particuliére de I'équation différentielle, soit Qg
= 1] : la charge stockée est directement propor-
tionnelle au courant I, c'est-a-dire au flux
d’électrons en transit.
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1.

On rappelle la relation entre la barriére de potentiel ¥,
et le courant de saturation Iy d’une jonction P-N

eVo
Is =1, e” XT dans laquelle
K=138.10"2J/K, e=16.10"1"C.

Pour le silicium : V;, dépend de la température sous la forme

dv,
—2 = _22x1073V.

dT
Vo = 0,6 Volts a 300 K.

1° En négligeant les variations de I, avec la température,
établir la relation :

dil e dr

2° A partir des valeurs numériques, vérifier que pour le
silicium, 4 la température de 300 K, le courant de saturation
I double tous les 7°.

Wi
3° Retrouver ce résultat a partir de Pégalité Iy = BT® e kT,
avec

W,=112e.V

2.
On donne, pour le germanium, les propriétés suivantes :

o Energie d’ionisation d’un atome de germanium :

W, =0,78 eV = 0,78 x 1,6 x 107

e A la température de 300 K, 5 atomes de germanium sur
10*° sont ionisés.

1° Considérant une jonction P-N au germanium pour
laquelle la concentration en impuretés du c6té N et du
cOté P est d’'une impureté pour 107 atomes de germa-
nium, montrer que la barriére de potentiel sétablit a
V, = 0,27 volts.

2° Par une méthode analogue a celle du cours, vérifier les
affirmations suivantes a la température ordinaire de 300K :
a) la barriére de potentiel V; décroit de 2 mV par degré

<d_V‘1 - _ 2*10-3),
ar

b) le courant de saturation I double tous les 10 K.
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diode a jonction

La diode 4 jonction P-N est un composant formé
par la succession suivante de matériaux : métal,
semi-conducteur de type P, semi-conducteur de
type N, métal (fig. 1).

Le métal en contact avec le semi-conducteur de
type P est appelé I’anode, celui au contact du
semi-conducteur de type N, la cathode.

On représente le composant par le symbole
donné a la figure 1.

Métal | Semi-cond. | Semi-cond. | petal
\ P N /
\ Anode Cathode/
Fig. 1. A*—[>|'-—L

Relions par un conducteur les deux extrémités
métalliques de la diode. Le potentiel de I'anode
est ainsi égal au potentiel de la cathode alors qu’il
existe entre les semi-conducteurs de type P et de
type N une différence de potentiel V,. L ’évolu-
tion du potentiel le long de 1a diode a donc I’allure

donnée a la figure 2.

Anode Cathode

Yo

Semi-conducteur ~s—emi-conducteur
Fig. 2. P N
Il apparait ainsi entre les portions métalliques et
les semi-conducteurs, deux autres barriéres de
potentiel.

Pour expliquer la présence de ces barriéres,
considérons la description de la figure 3.

Conducteur

4+ A+ +
P4
At

Fig. 3.

Une partie des ¢électrons mobiles de la région N
s’écoule le long du conducteur pour annuler les
trous de la région P, laissant sur place des ions
fixes, liés au réseau cristallin. Ces ions sont a
Porigine des deux barriéres de potentiel métal-
semi-conducteur qui apparaissent sur la figure 2.
La diode apparait donc constituée par deux
jonctions :

— une jonction «interne» au contact des

deux semi-conducteurs,

— unejonction « externe » faisant intervenir le

conducteur extérieur.

potentiel,

les barriéres de
imaginons le dispositif de la figure 4.

Afin d’abaisser

—

/°f

_|>|,__J

.

v Fig. 4.

Le potentiel de 'anode étant, de V, supérieur au
potentiel de la cathode, I’évolution du potentiel le
long de la diode a P'allure donnée a la figure 5.
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Cathode

Fig. 5.

Comment la tension V' se répartit-elle sur les
barriéres de potentiel?

La détermination exacte de cette répartition
semble relativement complexe. Remarquons
cependant qu’il suffit, aux porteurs majoritaires,
de franchir la jonction interne pour traverser la
diode. On peut, des lors distinguer deux cas
extrémes.

Cas le plus « favorable »

Les barrieres de potentiel métal semi-conducteur
restent constantes. Toute la tension V est utilisée
pour écrouler la barriére de potentiel de la
jonction interne qui s’établit ainsia ¥, — V. Nous
avons montré au paragraphe 8.3 du chapitre
précédent que la jonction, donc ici la diode, est
parcourue par un courant direct :

eV

Ip=IgeT =Ige*® AT =300K.

Cas le plus « défavorable »

La tension V se répartit également entre les
jonctions «interne» et «externe », la barriére de

e s . vV .
potentiel s’établit alors a V, — 5 et la diode est

parcourue par un courant direct :

eV

Ip=Is ek = I3 e,  ou T = 300K.

En pratique
Nous écrirons la relation entre V et I, sous la
forme :

eV
I, = I enxT,

ou 7 est un nombre, compris entre 1 et 2, qui
dépend du semi-conducteur et des conditions de
fonctionnement.

e Pour le germanium, y = 1

e Pour le silicium,
n = 2 pour les «faibles courants »
n = 1 pour les «forts courants »
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Afin d’élever les barriéres de potentiel, imaginons
le dispositif de la figure 6.

v

|

]

NI
1
v Fig. 6.
Le potentiel de la cathode étant de V, supérieur

au potentiel de I'anode, I'évolution du potentiel le
long de la diode a I’allure décrite a la figure 7.

Cathode

Fig. 7.

La barriére de potentiel est accrue et nous avons
montré dans le chapitre précédent (paragra-
phe 8.4) que la diode est alors parcourue par un
courant inverse I; = I5.

En pratique, ce courant Ig, trés faible (10712 A),
est masque par un courant de fuite di aux
impuretés a la surface des jonctions. Le courant
inverse I; traversant la diode devenant ainsi de
l'ordre de 107° A.

B. CARACTERISTIQUE
D'UNE DIODE A JONCTION

Proposons-nous de déterminer la courbe v = f{(i)
sur la figure 8.
N NI

v Fig. 8.
Les résultats des paragraphes 3 et 4 nous
permettent de conclure :

e Pourv>0 i=1I,=1Ig e™T,

e Pourv<0i=—I~—-10"%A.
La caractéristique de la diode a donc l'allure
décrite a la figure 9.




diode a jonction P-N

4 /(mA)
100 mA

,:7/,'
— 200V l

l«—— Avalanche

Fig. 9.

De plus, si la tension v devient trés négative
(— 200 volts) la barriére de potentiel augmente
(fig. 9). Les porteurs minoritaires, franchissant
cette jonction acquiérent une énergie suffisante
pour provoquer l'ionisation d’atomes de silicium
au voisinage de la jonction, créant ainsi de
nombreux porteurs minoritaires qui franchissent
a leur tour la jonction, etc.

C’est le phénoméne d’avalanche qui se traduit, sur
la figure 9, par un accroissement trés rapide du
courant inverse.

6. SCHEMA EQUIVALENT
D'UNE DIODE A JONCTION

Idéalisons la caractéristique de la figure 9 en
lassimilant 4 deux droites conformément au
schéma de la figure 10.

V<

Fig. 10.

e Pourv < Ejlarelation entre vet iest décrite
par l'équation i =0, qui conduit au schéma
équivalent de la figure 11.

R S

Fig. 11. v

e Pourv > E,larelationentre vet iest décrite
par Iéquation v = E, + ri avec r =tga, qui
conduit au schéma équivalent de la figure 12.

T P I
SR
Fig. 12. v

La résistance r est de l'ordre de grandeur de
quelques diziémes d’ohm a quelques ohms (clle

dépend de la zone moyenne d’utilisation de la
caractéristique).

E,, appelée tension de seuil est de I'ordre de
0,6 volt pour une diode au silicium et de 0,2 volt
pour une diode au germanium.

7. DIODE IDEALE ET DEGRE
D’APPROXIMATION

Dans le cas ou les composants montés en série
avec la diode, font apparaitre, lorsque la
diode conduit, des chutes de tension trés supé-
rieures & E,, il est possible de pousser plus loin
I'approximation en idéalisant la caractéristique
de la diode par la courbe de la figure 13.

i

Diode
idéale

V<

S A N

v Fig. 13.

La diode idéale apparait ainsi comme un
composant qui s‘oppose au passage d’un
courant i négatif et qui laisse passer «sans
opposition » un courant i positif, la tension a ses
bornes étant alors nulle.

Si la tension aux bornes des composants montés
en série avec la diode n’est pas négligeable par
rapporta E,, il faut revenir au schéma équivalent

ev

du paragraphe 6 voire a I'équation i = I e"®T,

8. LIMITATIONS D'UNE
DIODE A JONCTION

8.1. LIMITATION
EN TEMPERATURE

Nous avons vu, au chapitre précédent, que
laugmentation trés rapide du courant de
saturation Ig, limite I'utilisation des jonctions a
175°C pour le silicium et a 75°C pour le
germanium.
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8.2. LIMITATION
EN PUISSANCE

Cette limitation traduit 'aptitude de la diode 4 se
débarrasser, sous forme de chaleur rayonnée, de
Iénergie électrique P = vi quelle regoit. Elle
dépend des conditions de refroidissement et de la
température ambiante.

8.3. DIODE POLARISEE
EN DIRECT

La densité maximale de porteurs, traversant la
jonction, limite le courant direct & une valeur
notée Ipy,.

Cependant la diode supporte pendant des temps
trés courts (précisés par le constructeur) un
courant direct beaucoup plus important, noté

IFSM'

8.4. DIODE POLARISEE
EN INVERSE

Le phénoméne d’avalanche umite la tension
inverse a une valeur notée Vy,,.

e Considérons le dispositif de la figure 14,
dans lequel la tension e varie, en fonction du
temps, conformément a la courbe donnée a la

figure 15.a.

T

e Si la diode était idéale, elle permettrait
l'application de toute la tension e a Ia
résistance R lorsque e = E, et elle bloquerait le
passage du courant lorsque e= — E,. On
obtiendrait, pour le courant i, la courbe donnée a
la figure 15.b.

Fig. 14.

e En réalité I’évolution du courant i obéit a
une courbe dont Ilallure est donnée a la
figure 15.c. On y distingue :
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— lors de la mise en condition de la diode :
le courant i ne s’établit pas instantanément

E
a sa valeur d’équilibre KI;

— au moment du blocage : il apparait un

. E,
courant inverse — R’ pendant un
temps t,, appelé temps de stockage.
G
+ E, L—
- a )
- EZ t

i
E l |
R Diode idéale
b)

t>

Diode réelle

Fig. 16.

Pratiquement, ce temps f, est bien supérieur, a
tous les autres temps de commutation de la diode.
Cest lui qui limite la fréquence f d’utilisation du
composant, la diode ne pouvant étre considérée

. . 1

comme parfaite que si f < T
Ce temps de stockage t,, résulte de la charge
stockée Qg que nous avons décrite au paragra-
phe 9.7.2 du chapitre précédent.

Les porteurs majoritaires, devenus «exces de
porteurs minoritaires », aprés franchissement de
la jonction, constituent une charge stockée Qg qui
obéit a la loi :

det T

Cette charge stockée change I’équilibre des semi-
conducteurs et on ne peut espérer bloquer la
diode que lorsque cetté charge en excés a disparu.
Le temps de stockage ¢, est le temps nécessaire a
la disparition de la charge stockée Q.

o Lorsque la diode est parcourue par un

courant direct Fl’ il s’établit un régime
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permanent pour lequel la charge stockée
est donnée par la solution particuliére de
I’équation différentielle :

405 05 _Ey

dt t R’
. E,
t =1
so1 Os TR

e Lorsque la tension d’alimentation e passe
de + E, ¢ —E,, cette charge stockée
maintient la diode en conduction. Elle est

. ; E,
alors traversée par le couranti = — ?et la
charge Qg obéit a I'équation différentielle :

495 95 _  E;
det T R’

dont la solution géneérale est de la forme :

tE, _t
=——=+Ker.
Os R +

Sachant qu’a I'instant t = t, la charge stockée est
. N TE1 oo
égale a = il vient :

t—t
T

tE, T
=——+(E{+E,)—=e¢
0s= — 2+ (B +E)g
La charge stockée est complétement éliminée a
'instant t, tel que :

t2—t1

tE T -
0=——2+E+E)ge ©

soit :
E, +E,
n————.

t,=t,—t, =1l £
2

Le temps de stockage dépend donc, par
l'intermédiaire de E; et E,, des conditions
d’utilisation. Le constructeur indique le temps ¢,,,
temps de recouvrement inverse (100 ns a
quelques us) qui est de 'ordre de grandeur de 7.

REMARQUE

Lamontée du courant lors de la mise en conduction de
la diode ainsi que la disparition exponentielle du
courant inverse sont dues d la capacité de transition
(paragraphe 9.7.1 du chapitre précédent).

Compensation du temps de stockage

Afin de compenser I'effet de la charge stockée, on
place, en parallele sur la résistance R, une
capacit¢ C conformément au schéma de la
figure 16.

Fig. 16.

Lorsque la tension e est égale & E, la diode est
conductrice et la capacité C se charge sous u
= E, emmagasinant ainsi la charge ¢ = CE,.
A T’instant ou la tension e passe de + E; a — E,,
la tension aux bornes de la diode passe
instantanément 4 e —u = — (E; + E,).

La diode, étant maintenue conductrice par la
charge stockée, se trouve instantanément traver-
sée par un courant i négatif « infini».

Nous nous trouvons donc dans le cas exception-
nel ou la tension u aux bornes de la capacité C
peut subir une variation brutale et suivant la
valeur de la capacité, I’évolution de la tension u
obéit a une des courbes décrites a la figure 17.

+E1 Au

=Y

-E | Fig. 17.

A Tlinstant ou la tension e bascule de + E, a
— E,, la tension u passe instantanément a une
valeur que nous noterons U;, la charge emmaga-
sinée par la capacité passant de CE, a CU,. La
charge Q, = C(E; — U)) traverse donc instanta-
nément la diode de la cathode vers Panode :

e Pour C=C,, U = —E,, la charge
Q,=C[E; —U;] = C[E, + E;]
est insuffisante pour éliminer la charge

stockée, ce qui conduit a

E
C[E, +E,] < rf,

E,
RC<t1——
“E, + E,
e Pour C=C,, U,=—-E, la charge
Q, = C[E, + E,] estjuste égale a la charge
stockée, ce qui conduit a

soit

E,
C[E E,]=1—,
[E; + E,] TR

. E,
t RC=1———
soi TE1+E2
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o Pour C = C;, U; =0, la compensation est

parfaite et I'on a :
E .
Q,=CE, = ‘cfl soit  RC =1.

e Pour C=C,, la charge stockée Qg est
¢liminée avant que la capacité C soit
complétement déchargée. La diode se
bloque et la tension u revient ~vers zéro
par décharge du condensateur C dans la
résistance R.

10 QUELQUES

. APPLICATIONS
- DES DIODES
A JONCTION

10.1. REDRESSEMENT

10.1.1. Redressement
simple alternance

Considérons le schéma de la figure 18, dans
lequel la tension e varie sous la forme:
e = E cos wt.

Fig. 18. ;

La diode, supposée parfaite, interdit la circula-
tion d’un courant i négatif et se comporte comme
un court-circuit lorsqu’elle est parcourue par un
courant i positif, ce qui conduit pour la tension u
a la représentation de la figure 19.

E |
YASWAN
4%
" T\ /T 2 r
2¢ 2o\ w
[O] (V] \V/\e w
Fig. 19.

. . L. 2n
La tension u est périodique, de période T = =— :
12

— sa valeur moyenne est :

n

2w
E cos wt df = —
K

2w

w
mor = 7

U
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— sa valeur efficace est :

w (e
Uyt =|—
eff [27{ J_L

2w

|

1/2
E?cos? wt dt:| =

La tension inverse maximale, aux bornes de la
diode apparait lorsque la diode est bloquée et
lorsque e = — E. Elle est donc égale 4 E et la
diode devra étre telle que Vg > E.

De plus le courant direct moyen étant égal a

E E
— la diode devra étre telle que I, > —.
7R 7R

1.1.2. Redressement
double alternance

Considérons le schéma de la figure 20 dans lequel
la tension e varie sous la forme : e = E cos wt.

Fig. 20.

Lorsque la tension e est positive, les diodes D, et
D; conduisent, les diodes D, et D, sont bloquées
et inversement lorsque la tension e est négative.
On obtient pour la tension u la courbe de la
figure 21.

. o L. T
Cette tension est périodique, de période T = —.
w

Sa valeur moyenne est :

% 2E
U oy =9J Ecoswt dt = —.
L2 T

20w

Sa valeur efficace est :
1

20 2
E?cos? wt dt] = \%
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Lorsque D, et D, conduisent, la tension inverse
aux bornes de D, ou de D, est égale a e dont la
valeur maximum est E. Les diodes doivent donc
étre telles que Vi, > E.

Chaque diode ne conduisant que pendant une
alternance de la tension e, la représentation de i,
est analogue a la représentation de u sur la
figure 19, soit :

E

Idmoy :ﬁ et Ideff :Eﬁ'

. . E
Les diodes devront étre telles que Ipy > R
T

On congoit, d’aprés la forme des courbes, que le
redressement est une étape dans la transforma-
tion de la tension e sinusoidale en tension u
continue. Afin de se rapprocher d’une tension u
constante, on place en paralléle sur la
résistance R un élément qui s’oppose a la
variation de la tension a ses bornes c’est-a-dire un
condensateur de capacité C. Cela qui conduit au
dispositif suivant.

10.2. REDRESSEMENT AVEC
FILTRAGE R.C.

Soit le montage de la figure 22 alimenté par deux
tensions e égales, d’expression : e = E cos t.
Le condensateur C freine I’évolution de la
tension u. La diode D, ne peut conduire que si la
tension e devient supérieure a u. La diode D, ne
peut conduire que si la tension — e devient
supérieure a u.

Fig. 22.

En supposant les diodes parfaites, on obtient,
pour u, la courbe donnée d la figure 23. On peut y
distinguer plusieurs phases.

Phase a

La diode D, conduit appliquant a la diode D, la
tension inverse 2e > 0, la diode D, est donc
bloquée. La diode D, étant supposée parfaite, la
tension u suit D'évolution de la tension e.
Remarquons que les diodes doivent étre telles
que Vyy > 2E.

Phase b

La tension e décroit rapidement et le condensa-
teur, freinant Iévolution de la tension u,
I'empéche de suivre la décroissance de e, ce qui
impose u > e. La diode D, se bloque donc a son
tour et le circuit RC se trouve isolé. La
décroissance de la tension u est donc régie par la
décharge du condensateur C dans la
résistance R.

Phase ¢

La tension u décroissant et la tension — e étant
croissante, il arrive un moment ot u < — e. La
diode D, entre en conduction et la tension u suit
I’évolution de la tension — e.

A la limite, si la constante de temps RC est
infiniment grande par rapport a la période

2n . ..
T = — de la tension e, la décroissance de u, lors
w

de la phase b, est négligeable et la tension u reste
sensiblement constante et égale a E.

Ondulation résiduelle dans le cas ou RC > T

La tension u restant peu différente de E, le
courant dans la résistance R varie peu autour de
E

moy — ﬁ
Au cours de la phase b, le condensateur se

I

\ E
décharge a courant constantﬁ entre les

instants peu différents de 0 et E. L’ondula-

1)
tion AU est obtenue par intégration de I'équation

E d )
iz§=~Cd—l:,301t:
T/ E
AU = du = ~ 2 dt
v J ! f RC
U= "E _ ooy
RCo _ 2Cf
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10.3. REDRESSEMENT
AVEC FILTRAGE RC
ET RESISTANCE EN SERIE

Lors de la mise en route du dispositif de la
figure 22, le condensateur, déchargé, se comporte
comme un court-circuit. L’appel de courant est
donc trés important.

Afin de limiter ce défaut, on place parfois une
résistance r en série avec le circuit RC, d’ou le
schéma de la figure 24 avec

E cos 6.

e = E cos wt =
e M
1]
L

e

Fig. 24.

Lors de la conduction de 'une des diodes, la chute
de tension dans la résistance r empéche la
tension u de suivre soit la tension e, soit la
tension — e.

Cependant, si la constante de temps RC est
suffisamment grande, cette tension reste sensible-
ment constante et égale a Uy, ce qui conduit au
graphe de la figure 25.

u=1U,
E/< /“f ~1
AN NN
—N_9 9,’\1t_ ,’\ /'\ wt
2 ol \
Fig. 25.

L’angle 8, = wt,, pour lequel la tension e devient
égale a U est appelé angle d’ouverture et il est
défini par
p Uy = E cos wt, = E cos 0.

De I'équation i’ = i + i¢, on tire I}, = I,,,, carle
courant moyen est nul dans un condensateur en
régime périodique établi.

U, , Ecosf—-U,
De plus I, = R et i’ = —
— 8y < 8 < b, Soit

1-[60 Ecosf — U,

pour

 —_— do
Yy 6o r

2 .
= ;.C?[E Sm 60 — UOQO:]

2E
= [sinf, — 0,cosb,],
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d’ou il vient d’aprés I, = Inoy -

2E _ . U Ecosf
;[81n00—0000500]=?0= R 9

soit : nr
tan 0, — 0, = —,
0 0 2R

équation qui permet de déterminer 6,, puis
Uy = E cos 0,.

10.4. DOUBLEUR
ET INVERSEUR
DE TENSION CONTINUE

Soit le dispositif de la figure 26. A I'instant ¢ = 0,
u(07) =u(0*) = U,, on ferme l'interrupteur K.
La diode est supposée parfaite.

Des équations

E= Lj’+u I
on tire wu + LC—u =E.
du de?
i =C—
dr

La résolution de cette équation différentielle
conduit a u=E + A cos (wt + @) avec

1
JLC
Les constantes A et ¢ dépendent des conditions
initiales :

w =

i(07) = i(0*) =0
u(07) =u(0") = U,.

e Dei(0") = Cj—?(O*) =0, on tire

— Aw sin ¢ = 0, soit ¢ = 0.
e De u(0*) = U,, on tire A = U, — E.
Ce qui conduit aux équations finales :
u=E+ (U, — E) cos wt,
du

l_Cd—:CCU

La diode bloque le courant i négatif, ces
équations ne sont donc valables que lorsque i est

(E — Uy)sinwt.

. T
positif, c’est-a-dire pour E > Uy et pour 0 <t < P
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10.41. U, =0 : doubleur de tension

Les équations deviennent
u = E(1 — cos wt),
{ i = CEw sin wt.
Les courbes régissant ’évolution de la tension u
et du courant i sont données a la figure 27.

u

2E —
l

Fig. 27.

. n . .
A l'instant t = —, la diode bloque le courant i, la
w
tension u est alors égale a 2E. Aprés l'instant

T , .
t = — et compte tenu de I'équation
1)

= C— =0
' dt ’

la ten< »n u reste constante et égale a 2E.

1042 . E=0etU,<0:
inverseur de tension

Les équations deviennent :
u= U, cos wt,
i = — ColU, sin wt,

et conduisent aux courbes de la figure 28.

-CoU, ! / Y
—u, A
/Q
3 t
U, o
Fig. 28.

. T . .
A linstant t = P la diode bloque le courant i et

la tension u reste constante et égalea — U, > 0.

Ces deux circuits (doubleur et inverseur) sont
utilisés pour le blocage de thyristors alimentés en
continu, 'interrupteur K est alors réalis¢ par un
thyristor auxiliaire de commutation.

10.5. DOUBLEUR DE TENSION

Considérons le schéma de la figure 29.
K -
TE

Fig. 29.

qi=-Cy uy

9, = Cyu,
C, I Uz

A Tlinstant t = 0 on ferme linterrupteur K. Les
conditions initiales sont

u(07)= — Eetuy(07)=U,,.
Le circuit ne présente aucune résistance, ce qui
autorise le passage d'un courant- infini. Les
tensions aux bornes des condensateurs sont donc
susceptibles de variations brutales; c’est ce qui se
passe a I'instant ol on ferme l'interrupteur K.
Etablissons les valeurs u,(0%) et u,(0%) des
tensions apres la fermeture de linterrupteur K.
Nous poserons u,(0%) = U, )

¢ Il apparait dans le circuit une portion de
conducteur isolé qui porte la charge
q; = — Cyuy,
du cdté du condensateur 77y, et
4z = Cuy,
du coté du condensateur C,. La charge de ce
conducteur ne pouvant varier, il vient :

4:(07) + 4>(07) = 4,(0%) + ¢,(07)
soit :
+ CLE+ CUp=—Ciu(07) + CoUs s 1y
o L’interrupteur K étant fermé, nous pouvons

écrire : .
E=u(07) + Uswry-

Par élimination de u,(0*) entre ces deux
équations, il vient :

U n = E + U ns
2D TC 4G Ci+C, °
ou en posant y = i :
C,+C,°

Usws 1y = 2(1 = p)E + yU,,.

Considérons maintenant le
figure 30 alimenté par une
d’amplitude E. Les diodes
parfaites.

A la mise sous tension supposée intervenir a
linstant t = 0, la diode D, conduit, la diode D,

schéma de la
tension carrée
sont supposées
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Fig. 30.

est bloquée, le condensateur C, se charge sous la
tension u, = — E, et u, reste a zéro.

Lorsque la tension d’alimentation passea + E, la
diode D, est bloquée, la diode D, conduit et on
retrouve le schéma de la figure 29, le conden-
sateur C, se charge donc sous la tension
u, = 2E(1 —y).

A chaque période de la tension d’alimentation, le
condensateur C, se charge sous u; = — E puis se
décharge partiellement dans le condensateur C,
dont la tension u, varie par sauts successifs
suivant la loi de récurrence :

Uspiny =7Uz, + 2E(1 — ).

Montrons que U,, = 2E[1 — y"].
D’apres la loi de récurrence :

Uswey=2Ey[1 —y"] + 2E[1 —y]
—2E[1 -1,

ce qui confirme I'équation : U,, = 2E[1 — y"].

y = CICTZCZétantinférieur al,U,,tend vers 2E.

Remarquons qu’en toute rigueur U ,, n’atteint sa

valeur finale 2E qu’aprés un nombre infini de

périodes. Cependant, elle n’en différe que de 5%
lorsque :

95E

2 100

. g 20
soit : n = *T;
lg—
Y

= 2E[1 _V"l

oo 1
si Cl=C2,11v1ent:y=§-etn:4’3,

Apres cinqg périodes, la tension u, différe de sa
valeur finale 2E de moins de 5 %.

Ce dispositif est aussi appelé « pompe a diodes »
car il fonctionne a la maniére d’une pompe
aspirante et refoulante : la capacité C, joue le
role du cylindre du corps de pompe que I'on
emplit & chaque période, et que I'on vide dans un
réservoir qui correspond ici a la capacité C,. Les
diodes jouent le role des soupapes de la pompe.
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10.6. COMPARATEUR DE PHASE

Considérons le dispositif de la figure 31 que I'on
appelle «modulateur en anneau» ou encore
«modulateur équilibré ».

Les diodes seront remplacées par leurs schémas
équivalents décrits par les figures 11 et 12, dans
lesquels nous supposerons que la tension de
seuil E, est négligeable par rapport aux tensions
eg €t eg.

Une diode sera donc équivalente :

— a une résistance r lorsqu’elle conduit,

— a un circuit ouvert lorsqu’elle est bloquée.
Considérons, dans un premier temps, la partie
gauche du schéma constituée par les géné-
rateurs eg, — ey, ex et par les diodes D, et D,,
et calculons la tension v, au point O.

Etat 1 : Les diodes D, et D, sont bloquées.

La tension v, est alors égale a ey : vy = eg.

Les conditions conduisant a cet état sont:
v > ey et vy < — eg, SOit :

eg < — ey
conditions qui ne peuvent étre vérifiées que si
eg < 0. J

Etat 2 : D, conduit, D, est bloquée.
Nous obtenons le schéma équivalent de la ‘
figure 32 et la tension v, s’établit a : ‘

Reg + reg
Vg=———
0 R+ r
R Io) r R 1o) r
—| 31— 311

Fig. 32. Fig. 33.

Les conditions conduisant a cet état sont :
vy < eg et Vg < — eg, SOit :

Reg + reg < (R + r)eg

Reg + reg < — (R + r)eg
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€r < €5

ou encore r
e —_— < — €és.
R\2R +r s

Etat 3 : D, bloquée, D, conduit.
Nous obtenons le schéma équivalent de la
figure 33 et la tension v, s’établit a :
— Reg + reg
Vg=—"7— .
R+vr

Les conditions conduisant a cet état sont:
vy > eg €t vy > — eg, Soit :

— Reg + reg > (R + r)eg

— Reg +reg > — (R +r)eg

¥
el —— )1 >e
ou encore R(ZR + r) §

ep > — €g.

Etat 4 : Les diodes D, et D, conduisent.
Nous obtenons le schéma équivalent de la
figure 34 et la tension v, s’établit a :
rlep + rReg — rReg
Va =
0 r?2 4+ 2Rr

B

reg

r+ 2R’

soit vy =

Fig. 34. Vo
Les conditions conduisant a cet état sont:
vy < eg et vy > — eg, SOIt :

reg < (2R + r)eg
reg > — (2R + r)eg

v
e <e
®r + 2R §
ou encore
¥
e > — eg.
Ry + 2R s
Récapitulons

Nous supposerons que la résistance interne r de
la diode est trés faible devant R. Le tableau ci-
dessous donne les différentes valeurs de v, ainsi
que les conditions dans lesquelles elles sont
etablies.

D, D, Conditions g
bloquée | bloquée | ex >eg et eg < —eg | er
conduit | bloquée | eg <eg et e5 <0 eg
bloquée | conduit | exg > —eg et eg <0 | —eg
conduit | conduit es >0 0

Considérons maintenant, la partie droite du
schéma de la figure 31, constituée par les
générateurs eg, — ey, eg €t par lesdiodes Dy et D .
En raisonnant de fagon identique, nous pouvons
établir, en supposant que r <R, les valeurs de la
tension vg au point O’. Ce qui conduit au tableau
ci-dessous :

D, D, Conditions A
bloquée | bloquée | eg <es et ex> —eg | eg
conduit | bloquée | eg > eg et eg>0 eg
bloquée | conduit | eg >0 et ex< —es | —eg
conduit | conduit es <0 0

e En regroupant les deux tableaux précédents,
nous pouvons établir les valeurs de la tension
u = vy, — g, ainsi que les conditions dans les-
quelles elles ont été établies.

Conditions v, v u
eg>eg et ep < —eg ex| O €r
e, <0 er < €g es| O eg
eg > —eg —es| O [—e
eg<eg et ep> —eg 0 ep | —er
e, >0 er > eg 0 es | — eg
ep < —éeg 0 | —es es

e Tragons, dés lors, les variations de u dans le
cas ou les tensions ey et eg sont sinusoidales et
de méme pulsation o :

€s = ES Sin wt
ep = Eg sin (ot — ).

Nous obtenons ainsi le graphe de la figure 35.

. s L. T
La tension u est périodique, de période —.
)
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eg =Ep sin (ot - ¢)

eg =Eg sin ot

wt

Fig. 35.

eg =Eg sin ot

- —

Fig. 36.
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o Dans le cas ou Ey est trés grande par rapport
a Eg, nous obtenons, pour les variations de la
tension u le graphe de la figure 36.

La valeur moyenne de la tension u peut étre
établie par :

) T/
Um0y=;f u dt
0

ol (e e
=— Egsinwtdt — Egsin wt dt
n 0 ol
Esw { I:cos ot ]“”/‘” [cos wt}”/“’ }
T o | O

E
=—2-"5cos o.
T

» En conclusion

En appliquant la tension u a un filtre passe-bas
qui élimine les tensions de pulsation supérieure
ou égale a 2w, et dans le cas ou Eg > Eg, il est
possible d’élaborer une tension qui varie en
fonction de la phase ¢ suivant la loi

2E
U= —"Scos ¢.
n

Ce résultat est a rapprocher de celui que I'on
obtient en appliquant les deux tensions ey et eg
a un multiplicateur analogique suivi d’un filtre
passe-bas.

La diode Zener exploite le phénoméne d’ava-
lanche qui apparait sur la caractéristique de la
figure 9. Ce phénomeéne est dii a la création de
porteurs minoritaires au voisinage de la jonction
polarisée en inverse. Cependant, dans le cas de la
diode Zener, ces porteurs sont créés par
accroissement du champ électrique lié a I’existen-
ce de la barriere de potentiel. Si ce champ
électrique est suffisamment élevé (de I'ordre de
107 Vm ™1y, il arrache des électrons aux atomes,
provoquant ainsi la création de porteurs
minoritaires.

La diode Zener dont le symbole est donné a la
figure 37, présente une caractéristique dont
I'allure est donnée a la figure 38.

— N

e —

Fig. 37. u

L, ming— —

=

0 U, Fig. 38,
Pour i > I,,;,, la tension u reste sensiblement
constante et égale a U,, de I'ordre de quelques
volts a quelques dizaines de volts, appelée
tension de Zener. Remarquons, qu’une diode a
jonction peut étre, conformément au graphe de la
figure 10, considérée comme une diode Zener de
tension E,.

11.1. SCHEMA EQUIVALENT

A partir de la caractéristique idéalisée de la
figure 39 nous pouvons déduire pour un point de
fonctionnement situé sur la partie verticale
(fonctionnement en diode Zener) :

u=U,+ri
i
I
o
I r=tgao
I - .
0 U, u Fig. 39.

Ce qui conduit au schéma équivalent de la
figure 40. L’ordre de grandeur der est de
quelques diziemes d’ohm a quelques ohms.

r,-lDUz_

Fig. 40.

11.2. LIMITATIONS

A la condition i>1I,,,, qui garantit un
fonctionnement dans la partie verticale de la
caractéristique, il faut ajouter une condition issue
de la limitation en puissance de la diode Zener.
La puissance maximale dissipable, sous
forme de chaleur rayonnée, P,,,, conduit a la
condition ui < P,,,, puis, compte tenu de
Pmax

U,

u~ U, =constante, a i < I, ., =

Soit au total : I, <1 <Iyna
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11.3. INFLUENCE
DE LA TEMPERATURE

1 dU, .
U, dT varie
en fonction de la tension de Zener comme
l'indique la figure 41.

Le coefficient de température o =

or K104/ K

81 /
2/ 10 20 50 U,

Nous y remarquons :

Fig. 41.

— pour U, ~ 6 volts, ap = 0 et la tension de
Zener dépend trés peu de la température;
— pour U, > 6 volts, a est positif et la

tension de Zener augmente avec la
température;

— pour U, < 6 volts, oy est négatif et la
tension de Zener diminue avec la

température.

Cette variation limite I'utilisation des diodes
Zener dans les dispositifs de mesure,

Remarquons cependant que, pour U, supérieur
a 6 volts, on peut compenser leffet de la tem-
pérature en montant en série avec la diode Zener
une diode polarisée en direct. Sachant que la
tension aux bornes de la diode diminue de 2,2 mV
par degré, on compense ainsi 'accroissement de
la tension de Zener. La diode peut étre incorporée
dans le boitier de la Zener et il est alors possible
d’¢laborer un composant maintenant une tension
de 8 volts avec un coefficient de température de
10>, dans une gamme de température allant de
— 55°C a 100°C.

11.4. MONTAGE
STABILISATEUR
ELEMENTAIRE

Le dispositif de la figure 42 permet de maintenir
la tension U, aux bornes de la charge R,,
sensiblement constante lorsque le courant I, qui
la traverse varie entre zéro et I ,.,, la tension
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d’alimentation E variant entre E_; et E_, (ce
peut étre, par exemple, la tension de la figure 23
obtenue par redressement double alternance).

R I,
——
/
E R, U
Fig. 42.

11.4.1. Calcul de la résistance R

Cette résistance est calculée de telle sorte que le
courant I, dans la diode Zener reste compris
entre I,.. et I,... quelque soit le fonctionne-
ment, cest-a-dire dans les conditions les plus
défavorables.

La tension U restant constante et égale a U,
La condition I, < I, impose dans les condi-
tions les plus défavorables (c’est-a-dire E=E_,,
I, =0):

Epox — U
R

max

zZ
< IZmax>

soit :

R> Emax - UZ

IZmax
La condition I, > I,,;, impose dans les con-

ditions les plus défavorables (E = E_;, et
IU = IU max) :
E...—U
mmR Z > IZmin + IUmax’
soit : E. —U
R < min VA

IZmin + IUmax.

11.4.3. Qualité de la stabilisation

Elle se juge par la petite variation u de U résultant
d’'une petite variation e de E et d’une petite
variation i, de I, ce qui conduit a écrire

avec

u=-e— piy {0 le facteur de stabilisation,

0

p la résistance interne.

Par remplacement de la diode Zener par son
schéma équivalent, on obtient le schéma de la
figure 43.




diode a jonction P-N

Fig. 43.

Remarquons que :

— du point de vue des petites variations, toute
tension constante se comporte comme un
court-circuit;

, e u
— on peut 6C1’1r65=<-) etp= —<.~> .
Ui=o ly)e=0

Ce qui conduit :
— pour le calcul de 6 au schéma de la

. . R+r R
figure 44, d’ou on tire 6 = P
R
| S—
]e r u

Fig. 44.

— pour le calcul de p au schéma de la

figure 45, d’ou on tire p =

T,

R+r

Fig. 45.

Une radiation lumineuse de longueur d’onde 4,
. c .
donc de fréquence v = 7 (ou ¢ est la vitesse de

la lumiére =3.10® m s~ !) est constituée de
grains d’énergie appelés photons qui transportent
chacun une énergie W, = hv(ou hest la constante
de Plank = 6,6 . 10734 J5s).

o Si on éclaire un semi-conducteur, a I'aide de
cette radiation, les photons «heurtent» les
électrons de valence du semi-conducteur et si leur
énergie hv est suffisante pour les arracher, ils
provoquent la création de paires électron-trou.

e Considérons donc une jonction polarisée en
inverse. Le courant qui la traverse, dii essentielle-
ment aux porteurs minoritaires, est trés faible (de
Pordre du nanoampére). Si on éclaire cette
jonction, la création de paires électron-trou
provoque lapparition de porteurs minoritaires
qui franchissent aisément la jonction, et le
courant inverse augmente.

La création de porteurs minoritaires augmentant
avec l'intensité de la radiation, on obtient un
composant dont la résistance apparente diminue
avec I’éclairement. On I'utilise pour des systémes
de détection de lumicre: cellules pho-
toélectriques, lecture de films, etc.

1.
On rappelle la loi de variation du courant de satura-

Wi
tion d’'une diode a jonction P-N: Iy = BT ¢ KT avec
K =138 x 1072 JK et
W.=112eV=112x 1,6 x 107 J.

Montrer que pour une variation dT de température, la
variation dIg du courant de saturation I est donnée par :
aly _ydT W

=3 —+———dT.
I T 'KT?
di .
Calculer 1a valeur de 7. pourun accroissement d7 = 2 °C
N
de température autour
de T =300 K.

2° Onconsideére le dispositif, décrit par la figure, dans lequel
deux diodes identiques sont alimentées par un générateur
de courant constant /.

a) Sachant que le courant direct d’une diode s’écrit :

eV
I = I ekT avec e = 1,6 x 107 1° coulomb,

S1 S2
b) Par suite d’un déséquilibre thermique, la température
T, de la diode D, saccroit de dT,; montrer que la
variation dI, du courant I, est donnée par

T, T, dig eV
di|—+—=|=T, s —dTy ——
‘[11 12] Y, 'KT,
¢) A partir de ’état d’eéquilibre (I, = I,, T, = T, = 300 K,
V = 0,6 volts), le déséquilibre thermique provoque une
¢élévation de 2 °C de la température T,.
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Montrer que les courants I, et I, s'établissent 4 I, = ﬁl’
I,= 35 — 1.
27100

d) Va-t-on observer un retour vers ’équilibre thermique
(en d’autres termes, I’équilibre thermique initial était-il
stable)? Conclure et proposer des solutions.

2.

La figure 1 représente une cellule élémentaire de la partie
sensible d’une caméra reticon.

Les condensateurs sont initialement chargés sous une
tension E : {v,(0_) = v,(0_) = E > 0], puis 4 l'instant t = 0
les interrupteurs K, et K, sont ouverts.

K1

Photodiode
\#/ C j ’ 1
C rvz
K, \ lia

1° En l'absence d’éclairement les deux diodes de la figure
1 sont parcourues par les courants I;, et I;, tels que

L1072 JK; n=19;

Fig. 1.

I

=16 1 fe"% avec K = 1,38
Wi

Is = BT? e kT.

a) Sachant qua la température ordinaire de 27°C,

Ig = 1071° A, calculer sa valeur a 100 °C.

b) Montrer que, dés que la tension v devient supérieure a

0,2 V, les courant I, et I, sont peu différents de I.

2° Lorsque la photodiode est éclairée, elle est traversée par
un courant supplémentaire I, qui dépend de I’éclairement.
On donne I, = 0,2 uA. Montrer qu’a la température de
27 °C, le courant inverse dans la photodiode est caracté-
ristique de I’éclairement. En est-il de méme & 100°C?

3° On admet, pour modéle des diodes, le schéma équivalent
de la figure 2.

Fig. 2.

a) En associant ce schéma équivalent au condensateur C
de la figure 1, établir, en fonction de R, C et I;, 'équation
différentielle de la tension v,.

b) Intégrer cette équation différentielle et calculer v, (¢).

4° A T'instant ¢ = 7 les deux interrupteurs K, et K, sont
fermés et les tensions v, et v, sont appliquées & un
amplificateur de différence dont la tension de sortie u est
égale a A(v, — v)).

a) Calculer u(t) en fonction de 4, R, I,,, 7, C et montrer que
sa valeur est caractéristique de I’éclairement.

b) Justifier la présence de la diode aveugle.

—
3.

La figure 1 donne le schéma de principe d’'un redresseur
triphasé.

Les diodes D,, D,, D, sont parfaites.

La charge est suffisamment inductive pour pouvoir étre
assimilée, en régime permanent, a un générateur de
courant /.

Les trois tensions e,, e,, e; forment un systéme triphasé
équilibré direct :
e;=Ecoswt, e,=E

cos (wt — 2n/3), ( 4n>

=E -— .
e, cos | wt 3
D1 j1
DzN /2
| %t
D, I3

© |

/

Fig. 1.

1° Montrer que deux diodes ne peuvent conduire simulta-
nément et que celle qui conduit correspond 4 la tension la
plus élevée.

a) tracer sur un méme graphe les tensions e,(t), e,(t), es(t),
u(t)

b) montrer que la valeur moyenne de la tension v s’écrit

_3E3
==

2° En réalité, les générateurs ne sont pas parfaits; ils
possédent une inductance interne A. Lors des commuta-
tions, cette inductance s’oppose aux variations brutales du
courant, et pendant un intervalle de temps t, deux diodes
conduisent simultanément (fig. 2). Ce phénoméne est appelé
empiétement anodique.

J1

moy

4

Fig. 2.

< " ) I ,2( ”~> = 0,ladiode D,
3w 3w

commence & conduire. Etablir I'’équation différentielle du
courant j, en fonction de e, et e,. Intégrer cette équation
et démontrer la relation suivante :

E\/E
I = T~
2w

. T
a) Alinstantt = -—
3w

(1 — cos wr)

b) Etablir, dans lintervalle de temps 1, l+r ,
3w 3w

I’équation de la tension v en fonction de e, et e,, faire
apparaitre le défaut sur le graphe de u(t) et calculer la chute
de tension &§ = e, — v en fonction de e et de e,.
¢) Montrer qu’il en résulte sur ¥, une chute de tension
égale a

3E3 3w

moy=T(17cosw1)=F1.
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le transistor

Le transistor est formé par la succession de
trois semi-conducteurs, respectivement de type
P-N-P ou N-P-N, ce qui conduit a la description
de la figure 1.

Transistor P- N- P

E-qp vle 8 E °
1 A P B

Transistor N-P- N

Fig. 1 B

Symboles

Des connexions métalliques sont fixées sur la
partie centrale appelée base B et sur les deux
extrémités appelées respectivement émetteur E et
collecteur C.

Bien que le transistor soit en apparence
symétrique, on ne peut pas permuter émetteur et
collecteur car, par construction, les jonctions
base-émetteur et base-collecteur ne sont pas
identiques. La figure 2 indique, par exemple, la
structure d’un transistor de type planar :

— Témetteur est beaucoup plus dopé que la
base,

— la fléche qui repére ’émetteur indique le
sens passant de la jonction émetteur-base.

L’effet transistor apparait lorsqu’on polarise la
jonction émetteur-base en direct et la jonction
collecteur-base en inverse.

2.1. FONCTIONNEMENT
A COURANT
DE BASE NUL

Alimentons un transistor P-N-P comme indiqué
a la figure 3. Nous y distinguons entre base et
collecteur une jonction polarisée en inverse. Le
courant I est le courant inverse de la jonction
base-collecteur, de ’ordre du nA et indépendant
de V¢p, nous le noterons I p.

L

IC:ICOB

E
P v | P B
E

2.2. FONCTIONNEMENT
A COURANT
DE BASE CONSTANT

2.2.1. Fonctionnement
a collecteur ouvert

Alimentons le transistor P-N-P, comme indiqué a
la figure 4 La jonction base-émetteur est
polarisée en direct. La tension a ses bornes est
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P N

Lot

donc faible (de 'ordre de 0,6 volt pour le silicium
et de 0,2 volt pour le germanium). Si la tension
d’alimentation Ej est trés grande par rapport a
0,6 volt, le courant

Ey—06 _Ep

Iy= ~
i Ry Ry

ne dépend que des éléments extérieurs et est
indépendant du transistor. La caractéristique
Iy = f(Vgp) est celle d’'une diode polarisée en
direct et le courant de collecteur est nul.

2.2.2. Fonctionnement
a collecteur fermé

Fig. 5

Considérons le schéma de la figure 5, dans lequel
les forces électromotrices E; et E. sont trés
grandes par rapport a 0,6 volt.

L’alimentation de la base étant identique a celle
du schéma de la figure 4, la jonction base-
émetteur est polarisée en direct et le courant
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Iy~ R—B est indépendant du transistor. De plug,
B

I'émetteur étant beaucoup plus dopé que la base,
ce courant est essentiellement di aux troyg
injectés de I’émetteur vers la base.

La tension collecteur base
Ves= —Ec+ Veg = — Ec

est négative et la jonction collecteur-base est
polarisée en inverse.

L’évolution spatiale du potentiel dans Ie
transistor a donc l’allure indiquée a la figure 6,

v ) /

| d

Fig. 6

Contact
métallique
de la base

Métal

Les trous injectés par I’émetteur dans la base,
dont la contribution au courant I, est primor-
diale, ne diffusent pas tous vers la barriére de
potentiel base-métal, contrairement a ce que 'on
observe lorsque le collecteur est ouvert. La
majeure partie d’entre eux se trouve happée par la
barriére de potentiel base-collecteur, tendant
ainsi 4 modifier la répartition des trous dans la
base. Or le courant de base I, d{i essentiellement
a ces porteurs, dépend (voir diffusion) du gradient
de concentration de ces porteurs au voisinage de
la barriére de potentiel base-métal.

Dans le fonctionnement envisagé, le courant Iz ne
dépend que des éléments extérieurs (I B R R_>’ et

le transistor qui n’est pas maitre de ce courant,
nest donc pas maitre de ce gradient de
concentration. Il est donc nécessaire que le
nombre de trous injectés par 'émetteur augmente
considérablement de fagon a retrouver au
voisinage de la barriére de potentiel base-métal la
répartition de trous imposée par le courant Ip.

Par construction (voir figure 2), le collecteur
capte un nombre de trous beaucoup plus
important que la base. Il apparait donc un
courant I, bien supérieur au courant Iy, qui
dépend du nombre de porteurs injectés par
I’émetteur et du courant I par I'intermédiaire du
gradient de concentration en trous au voisinage
de la barriére de potentiel base-métal.

A
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En conclusion, Deffet transistor consiste a
. controler, a Paide du courant de base I,
elativement faible, un courant de collecteur /.,
beaucoup plus important.

REMARQUE

Le métal ne contient pas de trous; c’est en fait un
réservoir d’électrons mobiles. Dire qu’un trou tombe
le long de la barriére de potentiel base-métal signifie
qu'un électron mobile du métal traverse la barriére
pour annuler ce trou par recombinaison.

Le courant de base correspond donc d un courant de
recombinaison : les trous injectés par I'émetteur dans
la base atteignent presque tous le collecteur, mais un
petit nombre d’entre eux se recombinent au passage
avec les électrons majoritaires de la base. Ce
phénoméne doit étre compensé par un apport
d’électrons, sinon la structure du semi-conducteur de
la base évoluerait indéfiniment. Ce sont les électrons
provenant du métal de la base qui compensent les
recombinaisons.

Regroupons les schémas des figures 3 et 4 pour
réaliser le schéma de la figure 7.

Fs I le

L el
i 2 T

Le courant I résulte :

— du courant de fuite en base commune I,
qui intervient sur le schéma de la figure 3;

— ducourant al; provenant des trous injectés
par I’émetteur.

o est un nombre inférieur a 1, car, d’une part une
faible partie du courant I est dii aux électrons
majoritaires de la base et d’autre part une partie
des trous est absorbée par les recombinaisons
avant d’atteindre le collecteur. Cependant, a est
d’autant plus voisin de I'unité que la base est
moins dopée et que ses dimensions sont faibles.
Soit au total : Ic = ol + I¢ p.

De plus, si la tension V;z augmente, la charge
d’espace de la jonction base-collecteur augmente,
accroissant ainsi les dimensions de la zone de
transition dépourvue de porteurs mobiles.
Comme la base est peu dopée, cet accroissement
se fait essentiellement aux dépens de la base qui
voit sa largeur effective réduite, ce qui accroit,
pour les trous injectés par Iémetteur, la

Fig. 7

possibilité d’atteindre le collecteur. Ce phénomé-
ne connu sous le nom d’«effet Early » provoque
une augmentation du courant I avec V5. Pour
en tenir compte, nous introduirons le terme

. Ve . o el
correctif -;—5, soit en définitive :

Z
Ic=aly + I 5 + _;”;.

Ovdvres de grandeurs

o algestdel’ordre de quelques dizaines de mA,
voire de plusieurs ampéres.

V
o Icpet % sont de 'ordre de quelques nA.

Ves . .
o Iop et —;— apparaissent ainsi comme des

termes correctifs et trés souvent nous pourrons
écrire en premiére approximation : I, = alg.
e « varie entre 0,9 et 0,995.

Le transistor est reli€ au réseau extérieur par trois
connexions (émetteur-base-collecteur). Afin de
pouvoir considérer le transistor comme un
quadrip0le, il faut mettre une de ses connexions
en commun entre 'entrée et la sortie.
L’utilisation la plus courante étant le montage
émetteur commun, nous établirons les caractéris-
tiques pour ce type de montage, qui correspond
au schéma de la figure 8.

Fig. 8

Nous savons qu'un quadripdle est complétement
décrit par deux équations entre les grandeurs
d’entrée (ici I et Vpg) et les grandeurs de sortie
(ici I et Vep).
Afin d’étre au plus prés du fonctionnement
physique du composant, ces équations sont
recherchées sous la forme :

{ Vae = f(Is, VcE),

Ic = f(g, Vep)

Il s’agit de fonctions de deux variables qui sont
décrites par des surfaces dans un espace a trois
dimensions. Afin de faciliter la représentation,
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nous tracerons les courbes obtenues, en coupant
ces surfaces par des plans perpendiculaires aux
axes des variables I et Vg, ce qui conduit au
tracé des courbes suivantes.

4.1. CARACTERISTIQUES
Ic = f(Vee) Al CONSTANTE

Nous avons établi au paragraphe 3 1’équation
Ve
IC = OCIE + ICoB + ﬂ

Comme il ne peut y avoir une accumulation
infiniec de charges sur le transistor, la loi des
nceuds conduit a

Ip=1c+ Iy

D’autre part Veg = Vg + Vgg. La tension Vg est
la tension aux bornes d’une jonction polarisée en
inverse. Elle est de 'ordre d’une dizaine de volts.
La tension Vg est la tension aux bornes d’une
jonction polarisée en direct. Elle est de I'ordre de
0,6 volt. Soit Vg = V.

Des équations :

V.
IC=OCIE+ICOB+—;£
Ip=1Ic+1,

on tire :

o Ic,n

V.
IB + CE

p(l —a)

1 -«

que 'on écrit sous la forme :

V
IC=BIB+IC0E+%

avec :
o . .
. ﬁ:lﬂ—, qui est le gain en courant en
—a
émetteur commun;
ICOB

I , qui est le courant de fuite en
— o

émetteur commun;
e p =p(l—0)

o Iep =

Nous obtenons ainsi les caractéristiques tracées a
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la figure 9 (les graduations étant données a titre
indicatif).
Ic (mA)

Ig = 20

IB= 150/1A

lg=100 A

/sto/lA

Ig=0

1 2 Vee

Fig. 9

Nous y observons une partie quasi horizontale
correspondant au terme alg, la 1égére croissance

’ CE
étant due au terme —-.
p

Pour les valeurs de Vg inférieures a 1 volt, la
tension V. devient quasiment nulle et la jonction
collecteur-base n’est plus polarisée en inverse.
Des porteurs, de méme nature que ceux qui, ¢émis
par I'émetteur, chutent dans le collecteur apres
transit dans la base, sont injectés par le collecteur
dans la base créant ainsi un mouvement de
porteurs en sens inverse et provoquant une
décroissance rapide du courant .

REMARQUES
e o étant de l'ordre de 0,99, le courant de fuite en
émetteur commun

ICQB
g =722 = 1001cyp

est beaucoup plus grand que Icop. Il est de l'ordre de
100 nA

oﬁ=1

Remarquons de plus que, o dépendant du dopage et
des dimensions de la base, il est trés difficile pour le
constructeur de fixer sa valeur avec une précision
supérieure d 0,5 % . Supposons que o passe de 0,99 a
0,995. Les valeurs correspondantes de B sont :
0,99 99 et 0,995 199

1099 ~ “1-0995 '
11 est donc possible d’observer, dans un méme lot de
composants, une trés forte dispersion du coefficient
qui est un des paramétres essentiels du transistor. Les
dispositifs utilisant des transistors devront étre
prévus de telle sorte qu’ils fonctionnent correctement
lorsque le coefficient B varie dans une large
fourchette (par exemple entre 100 et 250).

* est de l'ordre de 100.
-

o p =p(l —a)zio, ce qui explique que la

10
croissance de I avec V¢ soit relativement sensible.
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4.2. CARACTERISTIQUE
Ic = f(/g)

A V. CONSTANTE

Elle peut étre obtenue a partir du réseau de
caractéristiques de la figure 9, en relevant les
valeurs de I correspondant a chaque valeur
de Ip sur la verticale V., = Cte.
Des que Vi est supérieure a un volt, la validité de
I’équation :

Ie=PBlg+ Icp + %,

combinée au fait que les termes I g + % sont

des termes correctifs, conduit a: I.=~ flg
et & la caractéristique de la figure 10.

Fig. 10. ° 200 Ig(nA)

Notons que I'approximation I. = BI, est d’au-
tant plus justifiée que la dispersion du facteur p,
dans un méme lot de transistors, masque les
corrections qui peuvent étre apportées par les

V
termes I g et —<E.
P

4.3. CARACTERISTIQUE
Ve =f(lg)
A V;. CONSTANTE

Sachant qu’entre base et émetteur, on retrouve la
structure d’une diode a jonctions, la caractéristi-
que Vg = f(I) a 'allure décrite par la figure 11.

Vae

0,6

O + -
100 I (uA)

Fig. 11

Deés que Vg est supérieure a un volt, cette
caractéristique est pratiquement indépendante de
Veg-

REMARQUE

Nous avons vu, lors du chapitre précédent, que la
relation entre Iy et Vi peut étre décrite par une
équation de la forme :

VBEe
Iy =I5 enKT

Comme nous pouvons écrire, avec une bonne
approximation, I = fly, la relation entre I et Vg
est donnée par une équation de la forme :

VBE
IC= IS eVr

KT
ouVp="20 o5 mv 4300 K
e

avec 1 <y <2

En pratique, pour un transistor au silicium, V est de
Lordre de 30 mV 4 300 K.

4.4. CARACTERISTIQUE
Ve = F(Vcr)
A /I; CONSTANTE

Nous ne la tracerons pas, nous retiendrons
seulement que dés que V;j est supérieure a un
volt, la tension Vg est indépendante de V.

Considérons le schéma de la figure 12 et
proposons-nous de déterminer les valeurs du
courant I, et de la tension V. en fonction des
¢léments du dispositif.

I Fe

Ig
Vee —= E

T Vee )
Fig. 12

Nous disposons pour cela de deux équations :

— T'une provenant du transistor, donnée par
le réseau de caractéristiques :
Ic = f(Vep) @ 15 = Cte;
— lautre résultant de la loi d’Ohm :
E =Rl + Vgg.
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Ce qui nous conduit a la construction graphique
de la figure 13, en tragant, dans les axes
Ic = f(Vcg), la droite représentative de ’équation
E=R¢l; + Veg.

fe Ig= Cte
£ s
1= A
I
g E/;
Fig. 13. Ig=0 E Vee

Cette droite est appelée droite de charge statique.
Les valeurs de I et de Vi sont les coordonnées
du point d’intersection de la droite de charge
statique et de la caractéristique Ic= f(Vcg)
correspondant a la valeur de Iy imposée par le
réseau d’entrée.

Nous pouvons y distinguer trois positions
remarquables correspondant a trois fonctionne-
ments particuliers du transistor.

e Le point de fonctionnement se trouve en 4,
dans la partie linéaire et horizontale des
caractéristiques. Ce point correspond a un
fonctionnement linéaire en amplification.

¢ Le point de fonctionnement se trouve en S dans
la partie montante des caractéristiques. La
tension Vy est alors trés faible (de I'ordre de
quelques diziémes de volt). Toute augmentation
du courant I, est pratiquement sans effet sur la
valeur de I.. On dit que le transistor est saturé. La
tension Vg €tant trés faible, le transistor se
comporte, entre collecteur et émetteur, comme un
interrupteur fermé. La tension Vg est alors notée
VCEsat'

o Le point de fonctionnement se trouve en B
(pratiquement sur 'axe des V). Le courant Iest
alors trés faible. Le transistor est bloqué. 11 se
comporte entre collecteur et émetteur comme un
interrupteur ouvert.

Les deux derniers régimes de fonctionnement,
énoncés au paragraphe précédent, conduisent a
utiliser le transistor comme un interrupteur
commandé par la courant Iz. On dit alors que le
transistor fonctionne en commutation.
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6.1. TRANSISTOR SATURE

.1.1. Condition de saturation

Soit Iy la valeur du courant de base fixée par le
réscau d’entrée. Idéalisons la caractéristique
Ic = f(Vcg), correspondant a ce courant [,
comme indiqué & la figure 14.

Ic A

Blg
letf s

I

Ver
> Fig. 14

Pour que le transistor soit saturé, (point de
fonctionnement en S) il apparait que son courant
de collecteur doit étre inférieur a Sl soit :

Ic < Bl

Application

Fig. 15

Calculons les éléments du dispositif de la
figure 15 afin d’obtenir la saturation du transis-
tor. Nous supposerons que la tension d’alimenta-
tion est tres supérieure a 0,6 volt, ¢’est-a-dire trés
grande par rapport a Vgge,, €t Vepea. A partir des
équations :

_E— Ve _E

I PR
* Ry Ry
E— VCEsat E
IC =X s
R¢ R¢
.. . ,, .. E E
la condition de saturation sécrit —f > —
Ry R

soit : Rz < fR..

Cette condition, devant étre réalisée quelque soit
le transistor prélevé dans un méme lot, doit étre
vérifiée dans les conditions les plus défavorables,
c’est-a-dire pour la plus petite valeur de §
annoncée par le constructeur, soit

RB < BminRC
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6.1.2. Etat physique
du transistor saturé

Considérons le schéma de la figure 12 et le graphe
correspondant de la figure 13 et supposons que la
saturation soit obtenue, a partir du fonctionne-
ment linéaire (point A), en augmentant le
courant /. Le point de fonctionnement monte le
long de la droite de charge statique en suivant la
remontée de la caractéristique correspondant a
Ig. Le courant de collecteur I = BI;augmente et
la tension Viz = E — R.I. diminue. Lorsque le
point de fonctionnement arrive en S, la tension
Veg égale a Vg, ne pouvant diminuer, le courant
_E Vepe B ne peut plus augmenter. Le
R¢ Rc
circuit extérieur refuse d’évacuer le surplus de
charges injectées par I’émetteur (c’est en fait le
circuit extérieur qui est saturé). A partir de 1a,
toute nouvelle augmentation de Iz ne peut se
traduire que par un accroissement de la charge
stockée dans la base.

I

Les valeurs usuelles de Vg, et Vepg,, sont, pour
un transistor a silicium, Vg, = 0,8 volt

et Vepon = 0,2 volt.
La tension Vg, est donc voisine de — 0,6 volt
et la jonction base-collecteur est polarisée en
direct, ce qui autorise le passage, du collecteur
vers la base, de porteurs de méme nature que
ceux qui, injectés par ’émetteur, diffusent de la
base vers le collecteur; ce qui confirme que le
courant I, ne puisse plus augmenter.

6.2. TRANSISTOR BLOQUE

Considérons le schéma de la figure 12, sur lequel
on ouvre le circuit d’entrée. La condition Iy = 0
conduit & Ic = Blg + Icop = Ic p-

Ce courant de l'ordre de 100 nA risque, dans
certaines applications, d’étre trop important pour
que 'on puisse considérer le transistor comme un
interrupteur ouvert, et d’occasionner des pertes
de puissance trop importantes.

En polarisant la jonction base-émetteur en inverse,
il est possible d’obtenir un faible courant I,
négatif et de ramener ainsi le courant I & une
valeur voisine de I g, de I'ordre du nanoampgére.

6.3. TEMPS DE COMMUTATION

Considérons le schéma de la figure 16, dans
lequel la tension e varie suivant le graphe de la
figure 17.a. Cette tension commande le déblocage
du transistor a l'instant ¢t = 0 et son blocage a
I'instant t = Tj.

Fig. 16

Les variations correspondantes de iy et de i. sont
données respectivement aux figures 17.b et 17.c
ou I, augmente avec E,, Iz, augmente avec E,

et lco = —.
R¢
e | Fig. 17.a
+ E1
o) Ts _
t
- EZ
s | Fig. 17.6
Is]
0,9 IB1~ ______
o1l
' T
[
d
- l82_ _'. _____
ol b
ic §| |t ] 4
Ico |11
0 tTHFAF—————— |
I f
| Fig. 17.c

B
|

t

Nous y distinguons les temps caractéristiques
suivants.

6.31. Le temps de retard
a la croissance t,

C’est le temps séparant l'instant ou le courant iy
est égal a 10 % de sa valeur maximale de I'instant
ou i. est égal a 10 % de sa valeur maximale (en
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anglais delay time). Il correspond essentiellement
au temps nécessaire a la zone de transition de la
jonction base-émetteur, pour passer de sa
structure correspondant a I’état bloqué a sa
structure correspondant a I’état passant. Ii est
donc conditionné par l'apport des charges
nécessaires a la diminution de la largeur de la
zone de transition base-émetteur.

6.3.2. Le temps de montée t,

C’est le temps séparant les instants ou i vaut
respectivement 10% et 90% de sa valeur
maximum (en anglais rise time). C’est le temps
nécessaire a I’établissement, sur la jonction base-
collecteur, du gradient de concentration de
charges correspondant au régime de conduction
permanent. Il est directement lié a la largeur
effective de la base.

Pratiquement le constructeur ne sépare pas t, et
t;. Il indique ¢, = t4 + ¢, pour des conditions de
fonctionnement bien déterminées ainsi que ses
variations lorsque un des paramétres (tension,
courant ou température) varie.

D’aprés 'analyse qualitative précédente, nous
pouvons déduire que t,, augmente lorsque le

Ico
rapport ——- augmente.
Ig,

6.3.3. Le temps de stockage t,

C’est le temps qui sépare I'instant ou le courant iy
vaut 90 % de sa valeur maximale, de 'instant ou
le courant ic vaut 90 % de sa valeur maximale. La
courbe donnant les variations de iy est analogue
a celle qui régit les variations du courant
traversant une diode a I'instant du blocage. Nous
y distinguons un courant de base négatif (— I
qui se prolonge tant que la charge stockée dans la
base n’est pas éliminée par le courant de base
— Iy, et par le courant de collecteur I,. La
décroissance du courant i ne peut commencer
que si une part suffisante de cette charge a été
évacuée.

Nous avons établi que cette charge stockée est
d’autant plus importante que le transistor est plus
saturé, nous en déduisons que t, augmente lorsque

B

augmente. D’autre part, cette charge est
co

évacuée d’autant plus rapidement que I, est plus

. I
grand : t, diminue lorsque }ﬂ augmente.
B
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6.3.4. Le temps de descente t,

C’est le temps qui sépare les instants ou i vaut
respectivement 90% et 10% de sa valeur
maximale (en anglais : fall time). 11 provient du
méme phénomeéne que ¢, (évacuation des charges
stockées). La jonction émetteur-base et la
jonction collecteur-base évoluent indépendam-
ment sous I'action du courant base et du courant
collecteur.

o Pour les faibles valeurs de I, la jonction
collecteur-base se bloque la premiére.

» Pour les fortes valeurs de I,, c’est la jonction
base-émetteur qui se bloque la premiere.

Il existe une valeur optimale de I, pour laquelle,
les deux jonctions se bloquant simultanément, le
temps de descente ¢, est minimum. La figure 18
représente I'évolution de ¢, en fonction de I,

t

400 ns _——

Fig. 18 52

6.3.5. Amélioration des temps de

commutation

Cette amélioration consiste essentiellement a
diminuer ¢, qui limite la fréquence d’utilisation
du transistor ett, qui, nous le verrons,
conditionne les pertes de puissance en
commutation.

e Ces deux temps qui dépendent de la charge
stockée sont d’autant plus grands que le
transistor est plus saturé. Le dispositif de la
figure 19 permet de limiter la saturation du
transistor.

Fig. 19

Lorsque le transistor conduit, la diode D, et la
diode d’antisaturation D ,s conduisent, la tension
a leurs bornes restant voisine de leur tension de
seuil E,.
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La tension collecteur-émetteur s’écrit :
Vee = — Eo + Eg + Vagea
= Vagear & 0,8 volt > Vg, = 0,2 volt.

Le transistor n’est donc pas saturé.

En d’autres termes, le surplus de courant I, qui
entrainerait la saturation, n’entre pas dans la base
du transistor; il est dérivé par la diode D, et
revient vers la masse par le circuit collecteur-
émetteur.

La diode D, permet la circulation du courant
ig = — I, lors du blocage. Il est a noter que
l'accroissement de la tension Vg entraine une
dissipation de puissance dans le transistor
pendant la phase de conduction.

o Le dispositif de la figure 20 permet d’accroitre
la valeur du courant inverse de base, 4 I'instant du
blocage. Pendant la conduction du transistor, la
tension e est égale & + E, et le condensateur se
charge sous une tension u peu différente de

5 (mew)
e
S

L =

Fig. 20

A Tinstant du blocage, la tension e passe a — E,
et le condensateur maintient la tension a ses

R
bornes égale & E,( ——=— ). Le courant i
g 1<R1 n R2> B

prend ainsi la valeur :

. e—Vgp—u
BTTR, R
1 1

E, R, E,

soit At AR B S
R, "R, R,+R,

Ig, ~

I, est d’autant plus grand que R, est plus faible.

Les composants R;, R, et C peuvent étre
optimisés de telle sorte que les jonctions base-
émetteur et base-collecteur se bloquent simulta-
nément, de fagon a obtenir la valeur minimale du
temps de descente ;.

6.4. ETUDE ENERGETIQUE

Considérons le schéma de la figure 21.

L’énergie dissipée, dans la branche collecteur-
émetteur, pendant le temps dt est égale a :

dW = vggic dt.

Fig. 21

e Lorsque le transistor est bloqué, le courant de
fuite de collecteur, que nous noterons I, est faible
(de I'ordre de 10 nA), la tension v est alors peu
différente de E. L’énergie dissipée dans la branche
collecteur-émetteur pendant le temps Ty sécrit
alors :

WB = EIfTB.

e Lorsque le transistor est saturé, la tension
veg = Vepe st faible (de 'ordre de 0,2 volt), le

< e E
courant i. est alors peu différent de I, = R
C

L’énergie dissipée dans la branche collecteur-
émetteur pendant le temps T s’écrit alors :

We = Io Vepsa I
e Pendant les commutations, la tension vgg et
le courant i, évoluent simultanément, et leurs

variations sont fonction des éléments extérieurs.
Nous distinguons les cas suivants :

a) Débit sur charge résistive

Considérons le dispositif de la figure 22 dans
lequel le courant iz variec comme I'indique le

E
graphe idéalisé de la figure 23, avec I, = R
C

Rc

Vce

Fig. 22.
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I'c Fermeture

lo

Fig. 23

Lors de la mise en conduction du transistor
(fermeture), le courant i. obéit a I’équation :

. t
ic=1Iy—.

o~

r

L’expression de la tension v est donc :

t t
UCE - E _— Rclot_z E(I '-'_>,

r

et Dénergiec dissipée pendant la fermeture

(0 <t <t,) sécrit

tr
Wf = J’ UCEiC dt
0

r t t
- j E<1 ~>10 dt,
0 tr tr
,t2 t3 tr tr
Wf=EIO[E“*—37:| :EIO g.
r r _lo

On montrerait de maniére identique que I'énergie

dissipée dans le transistor pendant I'ouverture
s’écrit :

ty

WO = Elog‘.

b) Débit sur charge inductive avec diode de
récupération

Considérons le dispositif de la figure 24.

D L
9 E
i R
ic
Vee
Fig. 24
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La diode de récupération D permet, lors de
Pouverture, de réaliser un compromis entre le
transistor qui veut interrompre le courant dans
le circuit et 'inductance qui ne tolére aucune
variation brutale de courant; la diode referme
I'excés de courant que prolonge l'inductance.
Nous la supposerons parfaite.

Lors de la fermeture, I'inductance freine la
montée du courant i. et les pertes de commu-
tation sont faibles. Nous étudierons la puissance
W, dissipée dans le transistor au moment de
I'ouverture, en faisant les approximations
suivantes :

e L’évolution du courant ic est décrite par la
courbe idéalisée de la figure 25.

I

lo

o] -

t Fig. 25

~

¢ L’inductance L est suffisamment grande pour
maintenir, pendant la commutation, le courant
qui la traverse, constant et égal a I,.

Pendant la commutation :
e Lexpression du courant i est donnée par

t

Péquation i. = Io<1 — ;—) conformément au
!

graphe de la figure 25.

e La diode étant conductrice, et supposée
parfaite, la tension a ses bornes est nulle et la
tension v s’établit & vop = E.

L’énergie dissipée dans le circuit collecteur-
émetteur s’écrit pour 0 <t < f;:

ty
Wo = J\ UCEiC dt

0

ty t t2 173
='[ EIO<1——)dt=EIO[t——] ,
0 Ly 2t; 1o

t
soit W, = El, ?f

Cette énergie, relativement importante, provient
du fait que la tension vy passe instantanément de
Vegsa @ E. Il apparait ainsi simultanément dans
la branche collecteur-émetteur, une tension et un
courant important.

Afin de diminuer I’énergie dissipée a 'ouverture,
on limite la vitesse de montée de la tension
collecteur-émetteur en plagant aux bornes du
transistor un condensateur qui freine I’évolution
de la tension a ses bornes ( fig. 26).
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ol ip

ic ;____‘LI
_K VCETC

Fig. 26

En conservant les mémes hypothéses :
e Le courant i; s’écrit pendant la commutation :

t
ic= 10(1 - ?)‘
f

o Le condensateur limite la vitesse de variation
de la tension vcg; la diode ne pouvant conduire
tant que vcg est inférieure a E reste bloquée apres
I'instant t = 0, si bien que la part du courant I,
que le transistor ne canalise plus est prise par le
condensateur et le couranti qui le traverse
s’exprime par :

t t
i=Iy—ic=Ig—Io[1——)=1I,—.
Ly Ly
L’¢volution de la tension v est régie par
I’équation différentielle :

t d
i=1Iy— = 2k,
ty de
Compte tenu de la condition initiale
vep(07) = vep(07) = Vepou < 0,

. . I, *
la tension vy s’exprime par vep = ——.
C2t;
9 IO lf
ATinstant t =t sa valeur est vcg(t;) = Yol V.

Nous supposerons que le condensateur & une

. Iyt
capacite suffisante pour que V, = 705 < E.Dans

ces conditions, la diode reste bloquée pour
O<t< tf.

L’énergie dissipée dans la branche collecteur-
émetteur pendant la commutation s’écrit :

K I, t? t
° fo ferte L 2Ct, 0<1 tf>
[ v
T 2C, [? B Ztt_,]o ’

B IV,
T 24C  12C

12C°

soit Wo

En conséquence, la dissipation d’énergic dans
le transistor, au moment de I'ouverture, est au
moins 6 fois plus faible qu’en labsence du
condensateur.

REMARQUES

a) La diode ne conduit pas pendant la phase de
commutation mais sa présence est tout de méme
nécessaire car elle prend le relais du condensateur a
linstant ot veg = E (fig. 27).

Fig. 27

Remarquons de plus, qu'aprés l'instant t = t;, le
courant dans le condensateur est constant et égal a
I,. La tension vcg évolue alors linéairement
dvee 1

dt C

b) Remarquons qu'au moment de la mise en
conduction du transistor, le condensateur C est
chargé sous la tension E, ce qui entraine une
importante pointe de courant dans le transistor.

conformément d

Fig. 28

On limite ce courant en montant en série avec le
condensateur une résistance R, shuntée par une
diode D, (fig. 28) :

— lors du blocage le courant i dans le
condensateur est positif et la diode D, supposée
parfaite court-circuite la résistance R;;

— lors de la mise en conduction le courant i de
décharge du condensateur est négatif, la diode D,
étant bloquée, la résistance R, limite la pointe de
courant; la constante de temps R, C doit étre telle que
le condensateur soit complétement déchargé a la fin
de la fermeture.
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6.5. LIMITATIONS

6.5.1. Limitation en température

La température maximale de jonction est de
175°C pour le silicium. Compte tenu de la
température ambiante et des conditions de
refroidissement, elle limite la puissance dissipable
dans le transistor. Supposons que la commande
de base soit telle qu’en régime de conduction la
tension Vg soit négligeable et qu’il en soit de
méme pour le courant résiduel I, en régime de
blocage.

La puissance dissipée dans le transistor apparait
alors aux instants de commutation. Soient W,
I’énergie dissipée au cours de I'ouverture, et W,
I’énergie dissipée pendant la fermeture. La
puissance moyenne sur une période est donc :
Wy + W,
P=#f=f(Wo+ W),

d’autant plus importante que la fréquence
d’utilisation est plus élevée.

6.5.2. Limitation en courant

Pendant la phase de saturation, les courants I et
Iy doivent rester inférieurs a une valeur maximale
précisée par le constructeur.

6.5.3. Limitation en tension

Pendant la phase de blocage, afin d’éviter le
phénoméne d’avalanche sur les jonctions base-
émetteur et base-collecteur, le constructeur
indique :
— la valeur maximum de la tension inverse
applicable a la jonction base-émetteur :
VBE invmax>
— lavaleur maximum de la tension collecteur-
émetteur : Vg max-

6.5.4. Aire de sécurité

Pendant les commutations, la tension vcy et le
courant iz peuvent prendre fugitivement des
valeurs trés importantes, compte tenu des
éléments extérieurs au transistor. Le constructeur
indique, dans les axes ic = f(vcg), (fig. 29) une
aire de sécurité, hors de laquelle le point de
fonctionnement ne peut sortir que pendant un
temps limité.
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ik Ve max
10 h ,
C max
1] | Le pointde
fonctionnement
ne doit pas quitter
0,1 cette aire
pendant
plus de 0,5 ms
© 10 100 Vce

Fig. 29

Tragons, a titre d’exemple, le trajet du point de
fonctionnement (fig. 30) lors de l'ouverture du
transistor fonctionnant sur charge inductive.

i
oA Sans réseau d'aide

/ a la commutation
lo

—— /:\vec réseau Qalde
y 2 la commutation

Vce
Fig. 30

En I'absence de réseau d’aide a la commutation
(fig. 24), 1a tension v passe instantanément de 0
a E, le point de fonctionnement décrivant une
horizontale d’ordonnée I,; puis le courant i.
décroit, la tension vy restant constante et égale
aE.

Le point de fonctionnement décrit alors une
verticale d’équation vy = E.

En présence du réseau d’aide a la commutation
(fig. 26), la courbe décrite par le point de
fonctionnement est donnée par les équations
paramétriques :

t
iC =IO<1~t_>
f

I 1
eE= T,

L7 (o L 7 (PR o
PcE 2C< 10> o\t T,

Puis lorsque le courant i s’annule, il décrit 'axe
des vep de V, jusqu’a E. Le réseau d’aide a la
commutation éloigne le point de fonctionnement
des limites de I'aire de sécurité et autorise ainsi le
transistor a couper des courants d’intensité plus
élevée.

soit




le transistor a jonctions

7.1. AMPLIFICATEUR
LINEAIRE

Un amplificateur est décrit par le schéma de la
figure 31.

ig s
——— *—
Ve T Amplificateur rvs R
—_ti e *—1
Fig. 31

C’est un quadripdle, attaqué par le signal d’entrée
(v, oui,) et fournissant, 4 une charge R;, un
signal de sortie (v, ou iy).

Un amplificateur linéaire doit posséder les
propriétés suivantes :

o Laforme du signal de sortie doit étre identique
a celle du signal d’entrée (fig. 32).

Signal de sortie

Signal
d'entrée

\/ s
Fig. 32

e La puissance fournie a la charge par le signal
de sortie doit étre supérieure a la puissance
fournie a 'amplificateur par le signal d’entrée.

Un amplificateur peut étre caractérisé par :
e Sa résistance d’entrée R, : c’est la résistance
qu’il présente au signal d’entrée.

e Son générateur de Thévenin équivalent en
sortie : il comprend le générateur de tension A4,
et la résistance Ry (fig. 33) :
— A, est amplification de tension a vide;
— Ry est la résistance de sortie.

Is

ie e
RS
V,
Ve Re s
—_— AO Va
Fig. 33

Supposons que Pamplificateur contienne un
transistor; ses grandeurs électriques ig, ic, Ucp, Vg
varient au rythme du signal d’entrée et le point de
fonctionnement se déplace sur les caractéristi-
ques. Lorsque le signal d’entrée est nul, ces
grandeurs électriques prennent les valeurs I, I,
Ve, Vpe appelées valeurs de polarisation, la
position alors occupée par le point de fonctionne-
ment est appelée point de repos.

Suivant la position du point de repos, on
distingue les régimes de fonctionnement ci-aprés.

7.2. AMPLIFICATION
EN CLASSE A

Un transistor fonctionne en classe A s’il n’est
jamais bloqué ni saturé.

7.2.1. Polarisation

Une source de tension continue fixe les gran-
deurs de polarisation I, I, Vog, Ve et impose
ainsi la position du point de repos sur les
caractéristiques.

Le montage de base est donné figure 34.

Fig. 34

Aprés une période transitoire pendant laquelle ils
se chargent respectivement sous la tension Vg et
Veg, les condensateurs C,, et Cj ne laissent plus
passer le courant continu.

R, est la charge destinée & recevoir ultérieure-
ment le signal (v, iy).

Nous disposons, pour la détermination de I et
Ve des équations suivantes :

{ E=Rplg+ Vg
VBE = f (IB)

caractéristique du transistor, indépendante de
VCE.

173



composants

En pratique, la jonction émetteur-base étant
polarisée en direct, la tension Vg reste voisine
de 0,6 volt pour un transistor au silicium et
avec une bonne approximation on peut écrire

E — 0,6 volt
IB ~ —R-—

B

Pour la détermination de I, et V. nous
disposons des équations suivantes :

{E =Relc + Ve

Vee = 0,6 volt,

Ic= f ( VCE)
caractéristique du transistor a
E — 0,6 volt
Ip=—"—
Ry

La résolution conduit au graphe de la figure 35;
la droite d’équation E = R I + V gestla droite
de charge statique.

Ic Droite de charge statique
E
Rc Caractéristique
E-0,6 volts
.
Mo B
Blg
Point de
repos
° E Vor
% CE
Fig. 35

En pratique I = I, soit :
BRc

E — 0,6 volt
- =E — — .
RB ) I/CE (E 036) RB

Ic=ﬁ

7.2.2. Attaque de I'amplificateur
par un signal d’entrée

Déconnectons les points 4 et M de la figure 34
afin d’y intercaler un générateur de signal qui
impose aux grandeurs électriques des petites
variations autour de leur valeur de repos.

a) Remarque préliminaire

La variation de tension aux bornes d’une source
de tension constante étant nulle, nous pouvons
conclure qu'une source de tension constante se
comporte comme un court-circuit vis-a-vis des
petites variations.

Nous établirions de la méme maniére qu’une
source de courant constant se comporte comme
un circuit ouvert vis-a-vis des petites variations.
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Soient iy, i., V., U, les petites variations des
grandeurs électriques. Les capacités C, et Cg sont
suffisamment élevées pour que, compte tenu de la
vitesse de variation du signal d’entrée, la tension
aux bornes des condensateurs reste sensiblement
constante. Les condensateurs se comportent
alors comme des courts-circuits vis-a-vis des
petites variations ce qui conduit, pour i, i, v,,,
V.., au schéma équivalent de la figure 36.

ce>

Fig. 36

b) Attaque par un générateur de tension

Le schéma correspondant a une telle attaque est
donné a la figure 37.

VBe

Fig. 37

La valeur instantanée de la tension base-émetteur
résulte de la tension Vy; aux bornes du
condensateur C, et de la tension v, imposée par
le générateur d’attaque soit : vgg = Vg + v,.
Nous avons établi au paragraphe 4.3 que la
valeur instantanée iz du courant de base est
donnée par :

VBE
ip=1IgseVr

(ou V; est de l'ordre de 30 mV a 25°C),

soit :
VBE Ve Ve

ip=1Igs€Vr .eVr =Igevr,

v
ouly=1Ig CVLTE est le courant de polarisation de
base.
Un développement en séric de I'exponentielle
conduit & :

ig=1 1+ve+1 e 2+L_v_e_3+
B— B VT P VT 31 VT e e
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Les petites variations i, du courant de base
s’expriment donc par :

A R YA S Y
D=y T\ ) Ta\y, ) T

La relation entre i, et v, n’est donc pas linéaire et
le courant i, ne reproduit pas la forme du signal
d’attaque v,. Il en est donc de méme pour les
. o : RcR;,
petites variations i, = fi, et v, = R. + R, i
(voir fig. 36).

La forme de la tension aux bornes de la charge
étant différente de celle du générateur d’attaque,
on dit qu’il y a distorsion.

REMARQUE

Dans le cas ou le signal d’attaque v, est trés inférieur a
Ve =30mV, on peut limiter le développement
précédent au premier ordre et écrire :

. Ve
I, =Ig—.
v =By,
La relation entre iy et v, est alors linéaire et i d la
méme forme que v,, il en est donc de méme de i, = fi,
ReR, .
- .
Rc+R, °
Remarquons que le transistor présente aux petites
variations i, et v, (fig. 36) la résistance
v, Vr 30mV

R P

et de v, =

En conclusion lattaque d’un transistor a
jonctions par un générateur de tension conduit a
une distorsion du signal sauf si ce signal est
suffisamment faible pour que la portion de
caractéristique d’entrée,

VBE

Ig = f(Vgp) = Ips €V,

décrite par le point de fonctionnement puisse etre
assimilée a une droite.

¢) Attaque par un générateur de courant

Le schéma équivalent pour les petits signaux est
donné a la figure 38.

R

Fig. 38.

Nous venons d’établir que le transistor présente
aux petites variations i, et v,, la résistance
vpe 30 mV

ib IB
D’apreés I’étude de polarisation, la résistance Ry
, E — 0,6 volt
est donnée par : Ry = —
B

La tension de polarisation E étant de lordre
d’une dizaine de volts, E — 0,6 volt est trés grand
par rapport a 30 mV. La résistance Ry est donc
trés grande par rapport & la résistance d’entrée du
transistor et nous pouvons négliger son influence.
La forme du courant i, de base est donc identique
a celle du signal délivré par le générateur de
RcR,,
Rc+ R, °
reproduit sans distorsion la forme du signal
d’entrée i,.
L’attaque du transistor par un générateur de
courant ne fait pas apparaitre de distorsion.

courant i, et la tension v,= —f8

REMARQUE

Pour les forts signaux, la tension vgg est distordue;
cet inconvénient est sans conséquences puisque cette
tension n’intervient pas dans larelation entre i, et v.,.

7.2.3. Etude énergétique

Afin d’analyser I’évolution du point de fonction-
nement autour du point de repos M, tragons,
dans le systéme d’axes ic, v, Un autre systéme
d’axes i., v., centré en M,, dans lequel sont
repérées les petites variations (fig. 39).

ic) L Fig. 39
M; Droite de charge dynamique
»—| depente Rc+R,
1 " RcA
My Yoo
Alle Droite de chargg
statique de pente
1
Re
o) B M E Vee
. RcR, . L
La relation v,, = — ———=— i_est décrite, dans
R+ Ry,

ce systéme d’axes, par une droite passant par M,

appelée droite de charge dynamique. Sa pente

(_ Re+ Re) giant plus négative que celle de la
R.R,
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C
des vcg en un point M, d’abscisse inférieure a E.

. 1
droite de charge statique (— ﬁ-)’ elle coupe l'axe

Nous supposerons dans cette étude que :

e Tout le quadrant i, v est descriptible par le
point de fonctionnement en régime linéaire, c’est-
a-dire que nous négligerons les valeurs de Vg, et
Ieop-

e Le transistor est attaqué par un générateur de
courant sinusoidal, en conséquence de quoi les
grandeurs i, et v, sont sinusoidales.

Si le but du dispositif est d’obtenir un maximum
de puissance utile dans la charge, I'excursion
étant symétrique autour du point de repos M, il
faut que le point M, soit le milieu du
segment M, M, découpé sur la droite de charge
dynamique par les axes iz, vcg. Dans ces
conditions nous avons :

OB = BM, = Vp,
de polarisation,

0OA = AM, = I, courant de collecteur de pola-
risation.

tension collecteur-émetteur

Les valeurs instantanées de vcg et i s’écrivent
respectivement :

vee = Veg + Uce

ic =Ic+i,

avec U, = Vegp COS wt
_ Rc+R,
et i,= Vepm €os ot = — I, cos it
(4 R(; RL CEM CM
ol Vegas €t Iy liés par la relation
Rc+ R
IC{ R L VCEM_ICM,
CAML

sont respectivement les valeurs maximales des
variations sinusoidales v,, et i,.

Dans le cas d’une excursion maximale,
E
Vegy = BM, = OB = Vg < 5

a) Puissance fournie par le générateur
de tension continue E

Cette puissance Py s’exprime par :

[T 2
P=— f Ei, dt <avec T = ”)
T %)

ICM cos wt) dt = El.
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b) Puissance fournie d la charge R,

Cette puissance P, s’exprime par :

j Dee dt (avec T=2n>
®

T 2 2
V | 4
=—J CEM 052 ot df = —<EM |
o]

T R, 2R,
Sachant que —*Rf < R;, nous déduisons
L
VéEM VCEM(RC + RL) —_ V(,EMICM
2R, 2Rc-R;, 2

Dans le cas ou ’excursion est maximale :
Icyy = I, soit:

Vegl EI
P <€
“ 2 4

Veem = Vep et

¢) Rendement
On définit le rendement par le rapport entre la
puissance utile et la puissance fournie par la

. . P,
source de tension continue : 7 = e
E

La puissance Py = El est indépendante de la
puissance utile P, fournie a la charge. La

El.
puissance P, étant inférieure 8 —, le rendement

ne peut dépasser 25 %.

d) Puissance dissipée dans le transistor
entre collecteur et émetteur

Cette puissance P, est donnée par ;
1 T
P=— vegic dt
a=7 L CcElC

1 .
=T (Veg + Vepn cos wt)
(I¢ — Icp cos o) dt
VCEM ICM
—5
Cette puissance est maximale et vaut

Pdmax = VCEIC7

= VCEIC -

dans le cas ot Vpy, est nul, c’est-a-dire lorsque la
charge ne recoit aucun signal.
Sachant que la puissance utile est inférieure a

Veelc

, nous retiendrons que le transistor doit

étre capable de dissiper une puissance au moins
deux fois plus élevée que la puissance maximale
fournie a la charge.
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¢) Bilan de I'étude énergétique

Sile but recherché est de fournir un maximum de
puissance a la charge R;, 'amplificateur fonc-
tionnant en classe A est mal adapté; en effet :

— le rendement est faible: il ne peut étre
supérieur a 25 %;

— le générateur de tension continu fournit une
puissance importante, et ce, méme si la charge ne
regoit aucun signal;

— le transistor doit étre capable de dissiper une
puissance plus de deux fois supérieure a la
puissance utile regue par la charge.

Par contre un tel dispositif peut étre utilisé si le
but recherché est un fort gain en tension ou en
courant sans chercher a fournir une puissance
importante a I’étage suivant.

7.2.4. stabilisation du point de repos

Considérons le schéma de polarisation de la
figure 34, dans lequel le courant I est donné par
Ic = BIg + I;o et analysons les perturbations
susceptibles de le faire varier.

a) Influence de la température

Supposons, par exemple que la température passe
de 25°C a 175°C.

e Le courant inverse de la jonction base-
collecteur double tous les 7°C environ. S’il n’y
avait pas d’impuretés a la surface de la jonction
base-collecteur, le courant I,y passerait de 1 nA
a 25°C a 3300 nA a 175°C. En fait a 25°C, ce
courant est masque par le courant de fuite dii aux
impuretés (il est alors de 'ordre de 100 nA). Pour
une variation de température de 25°C a 175°C,
le courant I., augmente donc d’environ
Alc, =3 pA.

e La tension base-émetteur diminue d’environ
2,2 mV par °C. Pour un transistor au silicium elle
passede 0,6 volta25°C 40,225 volta 175°C, soit
une variation AV, = — 0,375 volt. Sachant que
——E — VBE, il en

R

le courant I est donné par Iz =

résulte une variation de Iz de

AIBZ _AVBE - AI/BE

Ry,  E— Vg
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AV
E — Vg
e Le gain en courant f augmente. En effet,
l'agitation thermique accroit le nombre de paires
électron-trou dans la base, rendant moins
probable les recombinaisons et provoquant ainsi

et une variation de I de Al, = — f8 Ig.

un accroissement de o donc de . Typiquement,
pour un transistor au silicium, § passe de 55 a
25°Ca 1004 175°C. La variation correspondante
de I est donc de A1, = 45I.

Ordres de grandeur
La tension d’alimentation continue E étant de

AV,
——BE estde
E — Vg

I'ordre d’une dizaine de volts, — f
0,375
10
a 45. Les variations de la tension base-émetteur
ont donc une influence négligeable par rapport
aux variations de f.
Le courant I. étant de l'ordre de 10 mA, le
courant Iy est de 'ordre de 100 pA et Al., de
lordre de 4,5 mA est trés grand par rapport a
Al-, =3 pA. Ainsi, pour le dispositif étudié, ce
sont les variations de § qui ont la plus forte
influence (ce n’est pas toujours le cas).

I'ordre de 55 x = 1,88, trés petit par rapport

b) Dispersion des caractéristiques

Nous avons vu quil était difficile pour le
constructeur de garantir la valeur de § avec
précision. Ainsi, dans un méme lot, il n’est pas
rare de rencontrer des transistors dont le gain f
varie du simple au double, provoquant lors du
remplacement d’un transistor un effet identique a
celui provoqué par une élévation de température.

Conséquences

Revenons au graphe de la figure 39, sur lequel
le point de fonctionnement se déplace autour
du point de repos M, sur la droite de charge
dynamique. Par suite d’une variation de
température ou du remplacement du transistor, le
point de repos se déplace sur la droite de charge
statique entralnant avec lui les axes i, et v,, ainsi
que la droite de charge dynamique. Il apparait
ainsi un risque de voir le point de fonctionnement
aller en butée sur I'axe des ic ou sur I’axe des vg.
Il est donc nécessaire d’améliorer le montage de
base de fagon a stabiliser la position du point de
repos M.

Conformément aux valeurs numériques de notre
exemple, nous étudierons l'influence des varia-
tions de f sur le courant de collecteur I, et nous
chiffrerons la stabilisation par le facteur de

d
stabilisation Sg = I, (dTﬁ> oudIcestla variation
C

de I résultant de la variation df de 8.
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Pour le montage de base, I est fixé indépen-
damment de f par
_E— Vg

Ip==——"PF ¢

R, dI. = dpI,,

soit § = 1.

¢) Stabilisation par résistance d’émetteur

Un accroissement du gain f, provenant d’une
élévation de température ou d’un changement de
transistor, provoque un déplacement d’ensemble,
vers le haut, des caractéristiques I, = f(V¢g) a
Iz = Cte, entralnant la montée du point de repos
sur la droite de charge statique. Afin de ramener
ce point de repos vers sa position initiale le
dispositif doit réagir 4 une augmentation de p,
par une diminution de I, ainsi la position du
point de repos est stabilisée a la maniére d’'un
piéton qui descendant les marches d’un escalier
roulant, ascendant, reste sensiblement a la méme
place.

Considérons deés lors le schéma partiel de la
figure 40.

Fig. 40

Maintenir le courant I constant constitue une
condition suffisante pour stabiliser le point de
repos.
Le courant d’émetteur étant sensiblement égal a
Vem — Ve  Vem — 0,6

Ry ~ Ry

Ic, il Vlellt IC =

La stabilisation du point de repos peut donc étre
obtenue en maintenant la tension Vg, constante.

Or un dispositif dans lequel la tension Vg, est
constante est inutilisable. Sil’on considére en effet
l'attaque de la base par un signal, toute tension
constante se comportant, vis-a-vis des petites
variations comme un court-circuit, le signal voit
les points B et M en court-circuit, et le transistor
est alors inefficient. Il faut donc réaliser un
compromis entre la stabilisation du point de
repos et I'attaque du transistor par un signal; ce
qui conduit au schéma de la figure 41.
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Siles courants I, et I, sont grands par rapport au
courant de base I, le potentiel du point B est
indépendant de I. Si, par suite d’'une perturba-
tion, le courant I, augmente, le potentiel du
point E augmente entrainant une diminution de
la tension V. Le courant Iy diminue ce qui est
bien le but recherché dans la stabilisation.

Par le calcul :

Ic=5IB
E=RI, + Rzlz =(R1 + R2)12+R113
R,1, = Vgg + Rglc

d’ou il vient :

R; +R
TR ™

drI R, +R
f5-(e- i)

Le facteur de stabilisation S, s’établit donc a
Rl RZ

R, +R,’

Il est d’autant plus élevé que SRy est grand par

rapport & Ry Cependant on ne peut pas

diminuer Ry exagérément sinon le transistor ne

serait plus alimenté par le signal.

R
Sp=1 + B=E, avec Ry =
Rp
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7.3. AMPLIFICATEUR
EN CLASSE B

Un transistor fonctionne en classe B si son point
de repos dans le plan i = f(vcg) se trouve sur
I’axe des v¢g. L'excursion du point de fonctionne-
ment autour du point de repos étant symétrique,
il apparait qu’un transistor ne peut a lui seul
recopier la forme du signal. La figure 42 donne le
schéma de base d’un amplificateur en classe B,
utilisant deux transistors complémentaires (7; de
type N-P-N, T, de type P-N-P). Ce dispositif est
alimenté symétriquement par deux sources de
tension constante E.

ig1 J
T, -
y E
{ VBe
. R
132 —_—
T, E
e
Fig. 42

Le signal d’attaque est constitué par un
générateur de tension e que nous supposons
sinusoidale, d’expression e = E,, cos wt (fig. 43).

Ev |

NN
& v \\

Fig. 43

Afin de déterminer I’évolution de la tension u;,
aux bornes de la charge R,, nous idéaliserons les
caractéristiques iz = f(vgg) des deux transistors
conformément au graphe de la figure 44.

81

.«:)rn
Q

T>

Fig. 44

o Le transistor T, est bloqué tant que la tension
vgg est inférieure a E, et, lorsqu’il conduit, la
tension vgy est sensiblement constante et égale a
E,.

e Le transistor T, est bloqué tant que vg, est
supérieure & — E, et, lorsqu’il conduit, la tension
vgg est sensiblement constante et égale a — E,.
Compte tenu de e = vggy + 1, nous obtenons
(fig. 43) les variations de u;.

Nous y remarquons que, lorsque la tension e est
comprise entre — E, et + Eg, aucun transistor ne
conduit et la tension u; est nulle.

En conséquence, la forme de la tension u, aux
bornes de la charge est différente de celle du
signal e. Le défaut correspondant est appelé
distorsion de croisement ou distorsion d faible
niveau car il est d’autant plus sensible que E,, est
plus faible.

7.31. Suppression de la distorsion
de croisement

Pour supprimer la distorsion de croisement, il
faut modifier le dispositif de telle sorte que le
transistor T, conduise dés que la tension e est
positive et que le transistor T, conduise des que
la tension e est négative.

a) Suppression par polarisation de la base

Complétons le schéma de base de la figure 42

conformément au schéma de la figure 45. Les

diodes D, et D, sont choisies et les résistances R,

et R, ajustées de telle sorte qu’en I’absence de

signal :

— le potentiel du point A soit égal a celui du
point B;

— la tension u, soit égale a E,;

— la tension u, soit égale a — E,.

Fig. 45
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Dans ces conditions, lorsque u; = 0,
vpg, =U; +e=Ej +e

Des que la tension e est positive, la tension vgp,
devient supérieure 4 E, et le transistor T}
conduit. De méme, vy, =u, + e= — E; + e.
Dés que la tension e est négative, vgg, devient
inférieure & — E, et le transistor T, conduit. La
distorsion de croisement est ainsi éliminée.

REMARQUES

o Si, par suite d’'un mauvais choix de composants, la
tension u, — u, devient supérieure d 2E,, il apparait
un trés fort courant de base (fig. 44) dans 'un au
moins des transistors; ceci peut aller jusqu’au cas le
plus défavorable ou les deux transistors sont
simultanément saturés entrainant un court-circuit sur
les deux alimentations continues + E et — E.

e La tension interbases vgp, est égale d
Up,B, = Upe, — Upg, & 2Eq. Supposons que la polari-
sation impose une tension vg g, constante. Une
élévation de température provoquant une diminution
de la tension de seuil E, de 2,2 mV par °C, fait
apparaitre un fort courant de base sur les transistors,
conduisant d un fort courant de collecteur. La
dissipation thermique qui en résulte provoque une
nouvelle élévation de température, etc. C’est
I’emballement thermique pouvant aller jusqu’d la
destruction des transistors.

La polarisation a l'aide des diodes D, et D, présente
I’avantage suivant : lorsque la température augmente
la tension u, — u, aux bornes des diodes diminue de
la méme quantité que la somme 2E des tensions de
seuil, évitant ainsi le phénoméne d’emballement
thermique.

Le dispositif peut étre complété par deux petites
résistances vy (de quelques diziemes d’ohms ad
quelques ohms) montées en série avec les émetteurs
qui, faisant apparaitre une chute de tension ohmique
rglic, — ic,) S'ajoutant a 2E,, limitent I'accroisse-
ment des courants de base.

o Dans le cas idéal :

lorsque T, conduit,
lorsque T, conduit.

e= —u; + Ugg, + U =1uy,
€= — Uy + Upg, + U, =1,

Par Uintermédiaire, alternativement,de T, et de T,, la
tension u; recopie la tension e du générateur de
signal mais le courant qui parcourt la charge est
fourni, non pas par le signal mais par les sources de
tension continues E. Il est ainsi possible d’obtenir une
forte puissance dans la charge R;. Un tel dispositif
est aussi appelé « Push-Pull», soit « pousse tire ».
Cette dénomination fait allusion au potentiel du
point B (fig. 45) qui, suivant I'évolution du signal,
comprime et étire alternativement les potentiels
collecteur-émetteur des transistors T et T,.

b) Suppression a Uaide d’'un amplificateur de fort
gain en tension
Considérons le dispositif de la figure 46, dans

lequel A est un amplificateur qui posséde les
caractéristiques suivantes :
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R,
I| I E
I s
T
R, "
L
- Vae
€ A B m— y
14 R,
T
e Ve L_D l._
E
Fig. 46

— résistance d’entrée infinie : aucun courant ne
circule vers les entrées + et —;

— résistance de sortie nulle;

— fort gain en tension : v, = ué, avec u > 1.

A partir des équations :

e+& &+ u
R, R,
vy = Uy + Upg

vy = ué

il vient par élimination de & et v,
kR, \

R ug| 1+
J— e—._ _—
g Ry +R, t Ry +R,

Ordre de grandeur : R, = R, = 10 kQ, p = 10%;
I’équation précédente devient :

104 104
Upp = — 104¢ ——uL|:1 + —:I ~ ———(e+uy).

Ugg =

2 2 2

Le transistor 7T, entre en conduction dés que la
tension vgg est égale a la tension de seuil E,, c’est-
a-dire dés que la tension e devient inférieure a
2E, —E,
10* ~ 5000°
transistor T, entre en conduction dés que la

De

la méme maniere, Ile

Cette

. . o B 0
tension ¢ devient supérieure a 5000°
valeur étant de lordre de 0,1 millivolt, on
supprime ainsi le « temps mort» qui entraine la
distorsion de croisement ( fig. 43).

L’équation générale peut étre écrite sous la
forme :

pe Ry + R R, +R, R
e=—1£ 1+ —— S
H R,

UR, R,
A la limite, si le gain pu tend vers l'infini, il vient

R

2 . N .

u;, = — e—=. La tension u, recopie la tension e,
1
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... .. R . .
au facteur multiplicatif —R—2 prés, mais le
1
courant qui parcourt la charge est fourni par les

tensions d’alimentation continues E.

7.3.2. Etude énergétique

La figure 47 donne le schéma partiel de la « partie
puissance » commune aux schémas des figures 45
et 46.

Fig. 47

la tension e du

recopiant
générateur de signal s’écrit u; = E,; cos wt.

La tension u,,

Les tensions v¢g, et vge, ne pouvant devenir
négatives, la valeur maximale de E,, est égale a E.

Nous poserons E, = aE avec 0 <a < 1.

a) Puissance fournie d la charge R,
Cette puissance P, est donnée par :

1 (T ud 2
P“:ﬁJ Yo gt (avee T=
T Jo R ()

1 [T a*E? a’E?
S J cos? ot dt =
0

T R, 2R;
Elle est bien siir maximale lorsque a = 1 et vaut
2
alors P, . = i
2R,

b) Puissance fournie par un générateur de tension
constante E

Le transistor T, conduit lorsque la tension u; est

positive, c’est-a-dire entre les instants t; = — 7

ett, = + %; il est bloqué lorsque u, est négative.

Lorsque le transistor T; conduit, le courant ic,
u; aE

ic, =R—L=R—Lcos wt

La puissance P; fournie par une source de tension

continue s’exprime par :

1 T/4
PE - — J‘ EiC; dt
T -T/4

1 J'T/“ EaE cos wt dt
T —-T/4 RL

s’écrit

B aE?
" 7R,

¢) Puissance dissipée dans un transistor

Cette puissance P, peut étre obtenue par le

bilan de puissances: 2B =2P,+ P,, soit
aE?* a*E?

P=—— .
nR, 4R,

Cette puissance est maximale pour une valeur
dp, . 2
de a telle que 4 -0, soit a===0,64. Elle
da T
EZ
vaut alors Py, = ﬁ

d) Rendement

Le rendement, qui est le rapport entre la
puissance utile et la puissance fournie par les
sources de tension constante est donné par :

P, an

T 4

n

Il est maximal pour a=1 et vaut alors

" :% X 78,5 %.

¢) Bilan de létude énergétique

Le montage «Push-Pull» est particulierement
bien adapté pour fournir une puissance impor-
tante a la charge R;. En effet :

— son rendement est bon: il peut atteindre
théoriquement 78,5 %;

— lorsque le signal d’entrée est nul, a =0 et
P, =0, les sources de tension continues ne
fournissent pas de puissance;

— la puissance dissipée dans chaque transistor
est faible; remarquons en effet :

E? 2

nZRL = FPumax ~ 0=2Pumax'

dmax —
Chaque transistor doit étre capable de dissiper
une puissance égale a 20 % de la puissance utile
maximale.
Exemple de calcul
Soit a construire un amplificateur destiné a
fournir une puissance de 100 W a une charge
R, =8 Q.
Les tensions d’alimentation E doivent étre telles
que E? = 2R P, ..., s0it E = 40 volts.
Chaque transistor doit &tre capable de dissi-
per une puissance P =02 x 100 = 20 watts.
Il doit pouvoir supporter une tension Vcg
égale a 80 volts et un courant I égal a
E 40 .
— = — = 5 amperes.
R, 8
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7.3.3. Montage utilisant une seule
source de tension

Il est possible de diminuer le coiit du dispositif en
alimentant le montage par une seule source de
tension continue E. La figure 48 donne le schéma
partiel de la «partie puissance ».

Lorsque le transistor T; conduit, 'ensemble R, C
est alimenté par la source de tension + E.
Lorsque le transistor T, conduit, c’est le con-
densateur C qui sert de source d’alimentation
pour la charge R;.

Le dispositif est forcément limité du coté des
basses fréquences, car le condensateur interdit
l’alimentation de la charge R; en continu. La
capacité C doit étre calculée de telle sorte que
la tension aux bornes du condensateur reste

sensiblement constante et égale a > et ce, compte

tenu de la fréquence minimale d’utilisation.

7.4. SCHEMA EQUIVALENT
DU TRANSISTOR
POUR LES PETITES
VARIATIONS

Regroupons sur un méme graphe les caractéristi-
ques du transistor et faisons apparaitre, dans
chaque quadrant, le point M, de polarisation
(fig. 49).

Ces courbes sont les représentations graphiques
résultant des équations :

ic = f(vc, i)
vgr = f(UcE, ip)-

Soient I¢, Ip, Vgg, Veg, les grandeurs de pola-
risation et i, i, Up,, U, les petites variations des
grandeurs électriques ic, ig, Ugg, Ucp, autour de
leurs valeurs de repos.

Nous assimilerons ces petites variations aux diffé-
rentielles, soit : i, = dic, i, = dip, vy, = dvg,
Ve = dugg.

Effectuons, sur le systéme d’équations une
différentielle totale. Il vient :

dic dic )
di, = doc — dig,
& (aUCE>iB—Cle P - <aiB>UCE—Cte B

Ovgg Ovgg ,
doge = d d
Yo <aUCE>iB=Cte vee ¥ ( Oig vep=Cte s

Appliquons cette différentielle totale autour du
point M. Il vient :

. aic + aic .
I, = aUCE R‘}:Cte' Uce 613 Kf(f:Cle. Ly,

o (au,,E> - <BUBE> l_
be — ip=Cte * “ce . g=Cte * 'b*
Ovce )3, ¢ Oig Jagy ="

(61).”) _... est la valeur, autour du point M,
alB tﬁ:;—th
de la dérivée partielle de vy par rapport a iy, en
maintenant vqp constante. En d’autres termes,
c’est la pente de la caractéristique vgg = f(ip)
autour du point M,. Nous la noterons h,.

((’303 E > _...estlavaleur, autour du point M, de
aUCE EA?O—CIE
la dérivée partielle de vy par rapport a veg, en
maintenant iz constant. C’est la pente de la
caractéristique vgg = f(vcg) @ iy = Cte autour du
point M,. Nous la noterons h,.

Jic L
i —cie €St la pente de la caractéristique
Ovcg )&
ic = f(vcg) @ ig = Cte autour du point M. Nous
la noterons h,,.

Oic L
— _..est la pente de la caractéristique
Oig JyeE=

ic = f(ip) @ vcg = Cte autour du point M,,. Nous
la noterons h,;.
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Ces changements de variable conduisent a :

Upe = hyyiy + hys0c,
ic = h21ib + hzzv

ce’

les paramétres hyy, hy,, hyy, hy, sont les
paramétres hybrides du transistor.

Ordres de grandeur :

a) La caractéristique iy = f(vgg) n'est pas lingé-
aire. Son équation est de la forme

. UBE
lB = IBS eVr N

avec Vp = 30 mV, et ce quelque soit v¢g, soit :

Ovgg _ dugg
Oig )oep—ce  dip

dig Ips o2 iy
les PE_ s

dogg  Vp ° Vr

et

au point M,

, _(61}BE> ~ (V) 2
Y\ ip JreE=ce T g, 18

_ 30 (mV)

==

b) La caractéristique vpg = f(vcg) & ip= Cte
étant sensiblement horizontale, h,, est pratique-
ment nul : A, = 0.

soit hy,

¢) La caractéristique ic = f(ip) étant sensible-
ment une droite d’équation i. = fig, il vient
h,, = B. Les corrections qui peuvent é&tre
apportées a cette relation sont négligeables par
rapport aux dispersions du paramétre § dans un
méme lot de transistor : h,; = 30 — 300.

d) Dans sa partie linéaire, la caractéristique
ic = f(vcg) est 1égerement croissante et sa pente
est d’autant plus forte que le courant I de
polarisation est plus grand. L’ordre de gran-
deur de 1/h,, est de quelques dizaines de
kiloohms a quelques centaines de kiloohms :
hy, =107 - 107 ° Q7 1,

A partir des relations :

{ Upe = Py1dps
i =haiy + hyyve,
nous pouvons déduire le schéma équivalent du

transistor pour les petites variations (fig. 50).
Fig. 50

Voo | M1 | | Basds . Vee

7.5. LES TROIS MONTAGES
FONDAMENTAUX
EN CLASSE A

751. Montage émetteur commun

Le schéma correspondant (fig. 51) est obtenu a
partir du schéma de polarisation de la figure 41,
en ajoutant les éléments suivants :

e Un générateur de force électromotrice e, et de
résistance interne R,, destiné a provoquer des
petites variations autour des valeurs de repos;
e Une charge R;;

e Un condensateur dont la capacité Cp est
suffisamment élevée pour que la tension a ses
bornes reste sensiblement constante.

o Deux condensateurs C, et Cg dont le role est
d’empécher le courant continu de traverser le
générateur et la charge.

Nous supposerons que les petites variations
imposées par le signal sont sinusoidales.

a) Schéma équivalent pour les petites variations

RiR,

——— =, on obtient le schéma
R, +R,

En posant Rz =

de la figure 52.
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b) Calcul des condensateurs
e La capacit¢ C; doit étre telle que son

soit faible devant la résistance

impédance
0
R, + R, ou R, est la résistance que présente

I'amplificateur entre les points B et M.
e La capacit¢ C, doit étre telle que son

soit faible devant la résistance

] 1

impédance Cotd

R, + Rg ou Ry est la résistance de sortie de

Pamplificateur.

o Afin de déterminer la capacité Cg, modifions

le schéma entre les points B et M par appli-

cation du théoréme de Thévenin. En posant

RgRB ,

Ry =——"——, le schéma correspondant est
R, + Ry

donné figure 53.

hoy iy —

h22 r
SR RcR; ]

€y Rg
Rc+ R,
Ry+ Rg Ve Re T Ce erit
Fig. 53
La capacité Cy doit étre telle que :
— l'impédance > soit faible devant la
E
résistance Ry, soit :
1
< R
Cro <R

— la valeur efficace V, . de la tension v, soit
négligeable devant la valeur efficace V. de la
tension v,. En négligeant le courant dans la

résistance ——, il vient :

|
h22
N

eeff = Cpo Vaett = (Ro + hy ) peqr

Ibeff

L Rothy

soit e
Cro hy,

Pour une attaque par un générateur de tension
(R, =0), Cest la deuxiéme condition qui est la

plus contraignante : h . Sachant que
21
By, = 30mV il vient : 1 30 (mV) ~ 30 (mV)
Iy Coo " hy, 1, 2

184

Ainsi la valeur a adopter pour Cy dépend du
courant de polarisation I.

e Aprés le calcul des condensateurs le schéma
de la figure 54, avec

se réduit a celui

¢) Résistance d’entrée

Clest 1a résistance vue par le générateur :

— hl 1 RB
® h; +Ry
Ordre de grandeur : Ry est en général grand
. 30 mV
devant h,; soit R, = hy; = _;m_l
B

Cette résistance est faible (de 'ordre du kQ) et
dépend du courant de polarisation de base.

d) Gain en tension

D’aprés les équations :

. ReR,
Ve = hyyiy, Vs = “hz1mlb,
. s h,, R:R
il vient: A, = L 2Lk
Ue hiy R + Ry

Les tensions d’entrée et de sortie sont en
opposition de phase.
1 L
—— est en général grand
) hsz
devant R, soit R; = Rg.
Afin d’obtenir une valeur approchée, assimilons
h,, a B (ce n’est qu'une approximation, car en
toute rigueur, h,; dépend du courant de
polarisation I) :
R¢R, 1
*LRe+ Ry, hyy
__ hyy Iy ReR, _ ReR, Ie
30 (mV) R + R, R + R, 30 (mV)’
Dans ces conditions, 'amplification en tension
dépend du courant de polarisation .

Ordre de grandeur :

AV=—
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€) Gain en courant

Dr’apreés les équations :
vy = Ry i,
v, = R,i,

il vient :

— Ry R¢

_— —._ Eanl— 'V = . 7 h2 1 .
i. Ry hyy + Ry R¢+R;

Un ordre de grandeur de ce gain est 4, = 100.

) Résistance de sortie

C’est la résistance du générateur de Thévenin

équivalent. On la détermine a partir du schéma

de la figure 55, sur lequel :

— la charge est déconnectée;

— laforce électromotrice e, est remplacée par un
court-circuit.

Fig. 55
De I’¢équation i, = 0, il vient :
. v
hy iy,=0 et Ry=-=Rg.
i

La résistance de sortie est donc sensiblement
égale a R¢. Son ordre de grandeur est de 1 kQ.

2) Bilan

Le montage émetteur commun présente :

— un fort gain en tension de l'ordre de 100,
réglable par I,

— une faible résistance d’entrée de I'ordre du
kiloohm, réglable par I,

— un fort gain en courant de lordre de 100;

— une forte résistance de sortie dépendant
de Re.

75.2. Montage base commune

Le schéma correspondant est donné a la
figure 56 :

e Le signal qui impose les petites variations
attaque le dispositif par ’émetteur du transistor.

e La charge R, est connectée au collecteur du
transistor.

Fig. 56

a) Schéma équivalent pour les petites variations

RyR,

————=—_ on obtient le schéma
R, + R,

En posant Ry =

de la figure 57.

Fig. 57

b) Calcul des condensateurs

Nous les calculerons en supposant que les
petites variations imposées par le signal sont
sinusoidales.

La capacité Cy, doit étre telle que son impédance

soit négligeable devant la résistance

Cow

R, + R, ouR, est la résistance d’entrée de
Pamplificateur.

La capacité C, doit étre telle que son impédance

soit négligeable devant la résistance
o

R, + Ry ou Ry est la résistance de sortie de

lamplificateur.

La capacité Cy doit &tre telle que son impédance

soit négligeable a la fois devant la
Cgo

résistance Ry et devant la résistance hy ;.

La résistance Ry étant en général grande devant
I 30 mV

0 <h, = I,

Cette capacité dépend donc du courant de

polarisation de la base.

h,,, il suffit de réaliser
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Aprés le calcul des condensateurs,
transformation du générateur de

et par
Norton

.1 , .
h,1i,, — | en son générateur de Thévenin
21% h

22

équivalent, nous obtenons le schéma de la
figure 58.

E i

Fig. 58

¢) Résistance d’entrée
Cest la résistance vue par le générateur entre les
points E et M.

R-R
Posons R, =—SL ¢t transformons le
L L (g 1
générateur de Thévenin ( 22 Nl Req> en
22 h22

son générateur de Norton équivalent. Nous
obtenons le schéma de la figure 59.

h21 lp
1 +h22 eq eq

F|g 59

La tension aux bornes du générateur de courant
hZ 1 ib
1+ hy,R,,
peut donc étre remplacé par la résistance
hll(l + h22Req)
h21
te donc (fig. 60) de la mise en paralléle de quatre

résistances

Q @ [I:]hn(”hzz eqf‘] T+hys R,

Fig. 60

est égale & u = h,,i,. Le générateur

. La résistance d’entrée R, résul-

Ordre de grandeur

hy, étant de l'ordre de 107° Q7', h,,R,, est
généralement faible devant 1, si b1en que la
1+nh
résistance i+ haaRey)
h21

hll
de —
hyy

est peu différente
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By hydy e

) h
h,, étant de Pordre de 100, la résistance h‘“’ de
21

Pordre d’une dizaine d’ohms, est faible a la fois

1 + hy,yR,
devant h,,, R, et ——22_¢d
22

La résistance d’entrée est donc peu différente de

hi _30mV 30mV e dépend donc du

courant de polarisation I.

En toute rigueur, h,; n’est pas exactement égal
a f. 1l varie avec le courant de collecteur I, et la
30 mV

formule R, = ne donne qu’un ordre de

C
grandeur de la résistance d’entrée.

d) Gain en tension

A partir de la figure 58, nous pouvons écrire :

2T R 1 T;Re;{
ﬁ+R 22%%eq
hy

vy = —hyiiy
hy iy
hs, !

. h21
t —= (]
O =T R, ( * hnhzz>”1
Le gain en tension s’écrit donc
h22 h21
A 1+ .
YTt h22R ( hiyhy,

Les tensions d’entrée et de sortie sont en phase.

Ordre de grandeur

hys . R, est petit devant 1, et h,,, de I'ordre de
100, est grand devant h, , h,,, de 'ordre de 10~ 2,
soit :

h21Req ~R thlB ~ R IC

~ ~ €q
Ay = hyy %930 mV

30 mV’

Le gain en tension dépend donc du courant I de
polarisation.

e) Gain en courant

Sachant que :
Ul = Reil
Uy, = RLi2

il vient Ar====24,.
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Ordre de grandeur

Sachant que :

Ay ~—2
"7 by

Re z_’:l_l_l
hay

il vient :

A N.}E}_____RLRC f’_l_l 1 ~ RC.
"“h,R.+Rc h,, R, ~R.+R¢

Le gain en courant est donc inférieur a 1 et ne
dépend que du rapport entre la résistance de
collecteur et la résistance de charge.

f) Résistance de sortie

Pour la déterminer tragons le schéma de la
figure 61, obtenu a partir du schéma de la
figure 58, en remplagant le générateur e, par un
court-circuit et en déconnectant la résistance de
charge R;.

(1, 1 Pex lo
h11lb(h”+RE +Rg )m i

-/

+ +
g Re hyy

Fig. 61

hy iy

Le générateur de tension , traversé par le

22
courant h ( ! + ! + 1) est équivalent a
il —+—+—1),¢es
11% hll RE Rg
h 1
la résistance —=— . : , de l'ordre
hy,hyy 1 + 1 + 1
hyy Rg R,
h
de grandeur 1.
h22

Ordre de grandeur

Sur le schéma de la figure 61, il apparait, en
paralléle sur R, une résistance de l'ordre de
h
21 ~ 107 Q, trés grande devant Re.

22

La résistance de sortie est donc pratiquement
égale a R.

g) Bilan

Le montage base commune présente :

— une faible résistance d’entrée de I'ordre d’une
dizaine d’ohms, réglable par I,

— un fort gain en tension de 'ordre de 100,
réglable par I,

— un gain en courant inférieur a 1, qui dépend
du rapport des résistances R et R,

— une forte impédance de sortie, réglable par
Rc.

7.5.3. Montage collecteur commun

Le schéma correspondant est donné a la
figure 62.

-

vu

Fig. 62

a) Calcul des condensateurs

La capacité C, doit étre telle que son impédance

soit faible devant R, 4+ R, ou R, est la
Ow

résistance d’entrée de 'amplificateur.
La capacité Cj doit étre telle que son impédance

1 o .
— soit faible devant R; + R; ou R; est la
Cow

résistance de sortie de 'amplificateur.

b) Schéma équivalent pour les petites variations

Aprés le calcul des condensateurs et en posant :

RR . ,
Ry=—-—2—2_ on obtient le schéma de la
R, + R,

figure 63.

Fig. 63

Rg

Posons R;; = m ~ RE
225\E
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¢) Résistance d’entrée

ReR
R'E +RL

ReR

" 21 = Ip
RE +RL

Fig. 64

Cest la résistance vue par le générateur. Elle

correspond au schéma de la figure 64 obtenu a

partir du schéma de la figure 63 en remplagant le
, RgR

générateur de Norton <h21ib, ~ EL ) en son

Ri + R,

générateur de Thévenin équ1valent. Le généra-

’

. L .
teur de tension h,, — ——=—i,, parcouru par le
Rt + R,
courant i,, est équivalent a la résistance
RERy
21 ps .

Ordre de grandeur

On obtient, en définitive, pour la résistance
d’entrée le schéma de la figure 65.

Re R,

hyq Re+R,

Fig. 65

h,
h,, étant grand par rapport a 1 et 2LUECL gtant
Ry + R,

grande par rapport & hyq, la résistance d’entrée
résulte de la mise en paralléle de la résistance Ry
RyR,
* Ry + R,
grande, de lordre de plusieurs centaines de
kiloohms, voire de plusieurs mégohms.

et de la résistance h . Elle est trés

d) Gain en tension

A partir du schéma de la figure 63, nous écrivons

les équations :
RiR,

Ry + R,

vy = |:h11 +(hyy + 1)

(hyy + Vi

RyR; .
A5 P
Ry + R, |

Uy, =
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RER,
Rz + R,
RERL .
+ R,
Les tensions d’entrée et de sortie sont en phase.

(hay + V)5
soit

Ay =
hiy + (hyy + 1)

Ordre de grandeur

h,, est grand devant 1. Le gain en tension est infeé-
rieur & 1, mais est d’autant plus voisin de 'unité

’

RyR;
que hni—,— est grand devant h;.

¢) Gain en courant

Il peut étre déterminé a partir de la formule

énérale A; = A .
générale A; 'R,

Ordre de grandeur

Ay est de Pordre de l'unité,

RER,
R, est de l'ordre de hy; —————
est de l'or “NRL R,

h,; R
R; + R,
Ce gain en courant est grand, de I'ordre de 100.

A, est donc de Pordre de grandeur de

) Résistancs 'e sortie

Pour la déterminer tragons le schéma de la
figure 66 obtenu a partir du schéma de la
figure 63, en remplagant le générateur e, par un
court-circuit et en déconnectant la résistance R,.

BT

Fig. 66

La tension, aux bornes du générateur de courant
+ ﬂ) i

R, + Rg
Nous pouvons donc le remplacer par la résistance
< hy, R,Ry

R, Rs
R+RB

hy iy, est égale d v = (h“

1
R, + RB> hyy
Nous obtenons ainsi pour la résistance de sortie
le schéma de la figure 67.

R, Rg
Rq Re hy+ = R
h” + E;:E; Rg+ RB E
ha1
Fig. 67
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Ordre de grandeur

h,, étant grand par rapport a 1, la résistance
R,Ry
R, + Ry

g

hiy + a une influence négligeable par

R,Rp > 1

R, + R/ hyy’

est faible

rapport 4 la résistance (hu +

dont l'ordre de grandeur (%
21

devant R;. La résistance de sortie est donc de
lordre de
hll ~30mV - 30mV
hyy  hyy g Ie
Elle est faible et dépend du
polarisation I.

courant de

g) Bilan

Le montage collecteur commun posséde les

propriétés suivantes :

— forte résistance d’entrée, de
plusieurs centaines de kiloohms;

— gain en tension voisin de 1;

— fort gain en courant;

— faible résistance de sortie, réglable par I.

Le montage collecteur commun se rapproche

ainsi d’un dispositif idéal appelé suiveur qui

possede les caractéristiques suivantes :

— résistance d’entrée infinie,

— gain en tension égal a 1,

— résistance de sortie nulle.

lordre de

7.6. REPONSE EN FREQUENCE
D'UN AMPLIFICATEUR
A TRANSISTOR BIPOLAIRE

Nous étudierons a titre d’exemple, ’évolution de
la fonction de transfert en tension du montage
émetteur commun dont le schéma est rappelé a la
figure 68.

7.6.1. Etude aux fréquences moyennes

Nous appellerons fréquences moyennes, les
fréquences pour lesquelles :

e Les capacités C, et Cy se comportent comme
des court-circuits.

e Les capacités qui apparaissent sur les jonctions
du transistor ont une influence négligeable.

Le schéma équivalent pour les petites variations
est donné a la figure 69.

Fig. 69
Nous supposerons :
RyR,
Ry = >h
PR, +R, T
1
— > R.
hao C
Dans ces conditions, la fonction de transfert
Ve .. . —hy Rc
Ty ==, s%écrit: Ty = ————.
Ao Eq’ ) h11 + Rg

7.6.2. Etude aux basses fréquences

a) Influence du condensateur de liaison C,

Nous supposerons que pour les fréquences
d’étude :

— la capacité Cy est suffisamment élevée pour se
comporter comme un court-circuit;

— les capacités parasites du transistor ont une
influence négligeable.

Le schéma équivalent correspondant est donné a
la figure 70.

e [
&g Rg| | M1 Ys

Fig. 70

Avec les mémes approximations (R3>h“,

1
e > RC>, il vient :

22
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T = Vs _ _ hyi R¢
= h R
1t R +jC0w
— hy1Re J1Cow(R, + hyy)
hiy + R, 14 jCow(R, + hyy)’
.

T =T, er—l _

=T, avec w; = .
L . +jg Co(R, + hyy)

Le diagramme de Bode correspondant est donné
a la figure 71.

201l 71} AAgT
201gT 2010g| T |
—_ R k3
| 2
Arg T
l [T -
o [ 1 -
o, o 100, )

Fig. 71 10

Pour qu’un signal sinusoidal soit transmis dans
les mémes conditions qu’aux fréquences moyen-
nes, (amplification T,, déphasage de m) il est
nécessaire que sa pulsation o soit supérieure a
10w,, soit :

- 10 ou 1
W > =7
Co(R, + hyy)

< R, + hyy .
Cow 10

Ce qui correspond bien au résultat établi lors du
calcul de la capacité C,,.

b) Influence du condensateur de découplage Cg

Nous supposerons que pour les fréquences

d’étude :

— la capacité C, est suffisamment élevée pour se
comporter comme un court-circuit;

— les capacités parasites du transistor ont une
influence négligeable.

Le schéma équivalent correspondant est donné a
la figure 72.
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Par application du théoréme de Thévenin en
entrée et par transformation du schéma de

1

Norton <h2 11p, h—> en son schéma de Thévenin
22

équivalent, nous obtenons le schéma de la

figure 73.

La loi des nceuds appliquée au point E conduita :

hytI 1 1+ jR;C
!B+£:[ 21_B_<RC+ )I:I + JRg Ew’

hy, h—zz -

ou :

hy; 1 +jRzCrw
Ig| —————1
~Lh22 Rg

1
R P
“*h

=1+ ——=
1+,

1 1
Dans la mesure oil ~— > R¢, —— > Rg, hy > 1,
h22 h22

cette équation se réduit a : [ = h,,; 15,

1+ jRECEw)].

11 vient alors :
[ l/s = - RC h21£3

Rp Rghsy,
E, —=—=\h;{+Ry+————|Ip,
1—"Rg+RB ( 1t Kot TR Cr )2
R_R
R, =_—_9"8
. avec R, R, + R,
soit
T:_—I:/§= __Rs
- E R, + Ry
% hy1 Re(1 + jRyCro)
hy1Rg + (hyy + Ro)(1 +jRzCro)
T=_ Ry « hy R¢
- R,+Rg  hy; + Ry + hy R
1 +jR;Cr0
14 RpCro(hy; + Ry)
hii + Ro + hy Ry
1+j—
T=T, :
L+j—
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avec : T, = — Ry M1 Re
=0 R, + Ry "hyy + Ry + hy Ry
1 hii +R h,; R
W) = o, = ot Ny Rg 5.
Ry Cg RgCg(hyy + Ry)

Le diagramme de Bode correspondant est donné
a la figure 74.

| 2019 | 7| AAgT
201g | 7,1 201g | T
| ®elLl 2glrl
I
I Arg T
201g I_Til -T

g
N
g
n
o
g
n
&
&
o
&
ey

Fig. 74 10 10
Remarquons que, pour les fréquences trés
supérieures a w5, T devient peu différent de
w R h, R
TxTy, —=— L 21°¢
- T Ry+ Ry hyy+ Ro+ hy R
% hy; + Ro + }”72717&

hyi + Ry
- _ RB % h21RC
Ry+Ry ™ RyRy
R, + Ry
hy1 ReRy

T hi 1Ry + hyyRp + RyRg

Compte tenu de approximation Rg > h,q, il
hay Re
hiy + R,
tance aux fréquences moyennes.

vient T~ — qui est bien la transmit-

Pour qu’un signal sinusoidal soit transmis dans
les mémes conditions qu’aux fréquences moyen-
nes (amplification T;, déphasage de m), il est
nécessaire que sa pulsation soit supérieure a
hiis + Ro + hy R ol -

RgCg(hyy + Ry) ~

1 < L Rg(hyy + Ry)
Cpw 10 (hyy + Ry + hy; Ry)

10w,, soit w > 10

REM
1 hay

£ h21
L’impédance de la capacité C; doit donc étre
faible par rapport a la résistance résultant de la
mise en parallele de la résistance Ry et de la

1_0‘R +h“+R0'

hiy + Ro
h21
résultats établis lors du calcul de la capacité Cy.

résistance ; ce qui correspond aux

7.6.3. Etude aux hautes fréquences

Nous supposerons que, pour les fréquences
envisagées, les condensateurs C, et Cp se
comportent comme des courts-circuits.

a) Schéma équivalent du transistor aux hautes
fréquences

Pour les fréquences élevées, plusieurs modifica-
tions doivent étre apportées au schéma de la
figure 50.

o Il faut distinguer, entre base et émetteur, le
comportement de la jonction proprement dite, de
celui des semi-conducteurs qui conduisent le
courant jusqu’a la jonction. Pour cela, il apparait
entre base (B) et émetteur (E) un point B’
inaccessible physiquement (fig. 75) :

— la résistance r,, est la résistance des semi-
conducteurs; elle est de 'ordre d’une centaine
d’ohms;

E Fig. 75

— la résistance r;,, est la résistance dynamique
de la jonction proprement dite, que nous avons
30 mV

Ip
¢ Il apparait dans la base une charge stockée Qg
dont les variations ne peuvent étre instantanées et
qui va donc altérer le comportement du transistor
pour les fréquences élevées. Les dimensions de la
base étant faibles, les recombinaisons y sont rares
et la concentration p des charges en excés varie
linéairement lorsqu’on se déplace de I'émetteur
vers la base (fig. 76).

| e

E Emetteur |

I

| Base

o

0 B x

établie a r,, =

Fig. 76

La surface OBE est proportionnelle a la charge
stockée. Le courant de base I est proportionnel
(voir diffusion) au gradient de concentration
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d .. .
(rp> au voisinage de la base. Imaginons que I'on

dx

double le courant I, la concentration —j—g est
multipliée par deux ainsi que la pente de la
droite EB. Lasurface EOB double et la charge Qs
fait de méme.

La charge stockée est donc proportionnelle au
courant [ soit :

s =1lp.

VBE
Compte tenu de la relation Iz = Igg e VT, avec

Vy =30 mV, il vient : ,
Qs=rtlggevr.
La charge Qg dépendant de la tension base-

émetteur tout se passe, du point de vue des petites
variations, comme si cette charge était emmaga-

. dQs
sinée par la capacit¢é dynamique Ce:digi
BE
Iyg YBE . 1 .
=rﬂev;, soit C, =TV—B. Le schéma de la
T T

figure 75 doit étre modifi¢ comme I'indique la
figure 77.

i ey 30 mV
1, bb . g = e
B b B be s
T /g
Voo Voe Co=30mv
E Fig. 77

Remarquons que la constante de temps r,., C, est
indépendante de 1. Elle s’écrit r,..C, = 7.
La capacité C, est de 'ordre de 100 picofarads.

o Le générateur de courant h,, iy, de la figure 50,
traduit les variations du courant collecteur de
court-circuit en fonction des variations i, du
courant de base. Pour les hautes fréquences,
la charge stockée interdit la transmission
immédiate, vers le collecteur, de I'informa-
tion «courant i,». Le courant collecteur I, est
proportionnel au gradient de concentration des
porteurs au voisinage du collecteur (voir
diffusion). De ce fait il est proportionnel, tout
comme le courant de base, a la charge stockée
Q. Ses variations i, sont donc proportionnelles
a la charge qui apparait sur la capacité de la
figure 77. Cette charge est elle-méme propor-
tionnelle a la tension v,.,.

Soit : i, = gplpe-

Comme en basse fréquence, ce générateur doit
étre complété par une résistance en paralléle r,
qui traduit la pente des caractéristiques. Nous
obtenons ainsi le schéma de la figure 78.

192

Fig. 78

e La jonction base-collecteur est polarisée en
inverse. Il y apparait donc une capacité due 4 la
charge d’espace dans la zone de transition
dépourvue de porteurs mobiles. Cette capa-
cité C., de l'ordre 3 picofarads, varie comme
(VCB)_UZ'

e La largeur de la zone de transition de la
jonction collecteur-base dépend de la tension
collecteur-base et modific les dimensions de la
base effective. La répartition de la charge stockée
s’en trouve ainsi modifiée, provoquant des
variations du courant de base. Afin de tenir
compte de l'influence des petites variations de v,
sur les petites variations de iy, il faut placer entre
les points B’ et C une résistance r,. de 'ordre de
5 mégohoms.

Nous obtenons en définitive le schéma de la
figure 79, appelé schéma de Giacoletto.

Fig. 79

b) Relations avec les paramétres hybrides

Pour les basses fréquences, les condensateurs se
comportent comme des circuits ouverts. De plus,
nous négligerons I'influence de la résistance 7.
Nous obtenons le schéma de la figure 80.

. oy .
Ip bb fe
Voe Ve Tpe lece Vee
Im Vel

Fig. 80

Nous pouvons y écrire :
{ Upe = (Fopr + Tore)ip

s Uce . Uce
. =— + ImUb'e = ImTpely +—

ce ce
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par identification avec :

{ Upe = Ny 1y,

o = hyiiy + hy,v,
il vient :
hiy = rpy + Tye,

hyt = Gulyes
1

hyy =—.
rce

¢) Fréquences particuliéres

Calculons le gain en courant en court-circuit et,
pour cela, relions les points C et E dumontage de
la figure 79. La résistance r,., et la capacité C,
viennent en parallele sur la résistance r,., et sur la
capacité C,.

Sachant que r,, < 1. et C. € C,, nous obtenons
le schéma de la figure 81.

fbbv
Iy /
 — ¢
el
Tve T Im Voe
Fig. 81.

En régime sinusoidal permanent, il vient :

T _£_C_ ImTbe _ hyy
_iC_I_1+jr,Cw~ w
~B b'eve 1+]-
Wp
avec !
wg = .
f rb’ece
La fréquence f, : t la fré d
=_———¢s réquence
4 = 2, C. equ ¢

coupure du gain en courant en court-circuit Tic.
, . 1
Remarquons qu'elle est égale & w, = - et quelle

est ainsi indépendante des conditions d’utilisa-
tion du transistor. Le constructeur indique la

[fréquence de transition f; c’est la fréquence pour
laquelle le module de T est égal a 1 soit :

Jie () !
+ Puialll
Jp
Sachant que h,; est grand devant 1 il vient
Jr="h, 1./,0-

=1 ou hi =

d) Réponse du montage émetteur commun aux
hautes fréquences

Par application du schéma équivalent de la
figure 79 au schéma de la figure 68, nous
obtenons pour les petites variations le schéma de
la figure 82.

", est tres
grande devant la résistance R.; nous pouvons
donc négliger son influence.

Rappelons que la résistance r,, =

11 vient alors :
l/b'e = Zb’CI + RC(! - gml/b'e)

Tpe

avec Lye=—""—,
- 1+ . Co

1
![RC + _Z_b’c] = l/;r'egm[RC + g_:|

m

Si nous n’envisageons que les fréquences infé-

rieures a 1 de lordre de 100 MHz,
10r,..C,

I'impédance |Z, | est trés élevée par rapport a
1

Rcet —.
m

Le courant || est alors négligeable par rapport a
9m| Vsl €t nOus pouvons écrire :

1+ Regm

“b'c

!z

l/b’E'
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Tout se passe comme si le courant I était prélevé
Zb’c
1+ Reg
conduit au schéma équivalent de la figure 83, avec

C= Ce + (1 + RCgm)Cc

sur Pentrée par I'impédance ce qui

et

rb'erb’c

V=
Tye + rb’e(l + RCgm)

(la résistance Ry grandedevanth,, =ry, + rp.a
une influence négligeable).

Rg-ffmv

_ Ks - ngCr

CE, (Ry+r)(1+jrCo) 41

_ gmRcr 1

T+ R, + 1y jer(R;fJ'
Ryt

1+

La résistance r résultant de la mise en parallele
rb’c
1 + RC gm
en résulte que :
_ ngCr _ gmrb'eRC
Rg+r+rbbl Rg—l-rb,e—i-rbb,
_ hy1 R¢
R, + hyy

de ry, et est peu différente de r,.,. Il

=T

On retrouve ainsi la fonction de transfert en
tension aux fréquences moyennes.

Il apparait une pulsation de coupure haute :
Ry +rpet y 1
Rg+rbb' rb'ec.

W3

Le diagramme de Bode correspondant est donné
a la figure 84.

Pour qu’un signal sinusoidal soit transmis dans
les mémes conditions qu’aux fréquences moyen-
nes, il est nécessaire que sa pulsation soit

c pr s . W3
inférieure a —.
10
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Remarquons que la pulsation de coupure w; peut
étre écrite :
02 = Rg =+ rb/e -+ rbb,
3 R, + oy
1

C = .
rb’ece[l + Ei (1 + R(‘gm)}

e

X

Si la résistance de charge R, est telle que
Rcg,, >1, la fréquence de coupure haute s’écrit

f3=ﬁzgﬂi@.fﬂ.41_ﬁ
2n R, + 1y C, h,,
1+*Rc*
Ce rb’e
_MM,.,» S S
R, +ryy P14 2nRCfy

Elle augmente lorsque la résistance R, du
générateur diminue.

De méme, elle augmente lorsque la résistance de
charge diminue, alors que la fonction de transfert
T, = — hy; R¢
hii + R,
augmente lorsque R. augmente et lorsque R,
diminue.

aux fréquences moyennes

Afin de juger de la qualité du montage, on définit
le produit gain bande par |T| f5.

Soit :
hy Re f 1
lTo\fs =R21+C L 1
g+ Top + 2aRcCy fr
Ir Rc

"1+ 27R.Cyofr Ry + 1y

Il augmente avec R et diminue avec R,.
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1.
Le schéma d’un inverseur T.T.L. est donné sur la figure.

On donne :

E = 5 volts,
R,=14KkQ, R,=1kQ, Rc=100 Q, R;=4 kQ.

Les transistors sont identiques et la valeur minimale du
coefficient § est B,;, = 100. Les courants de base sont
négligeables devant les courants collecteurs. La tension
collecteur-émetteur de saturation est Ve, = 0,2 V.

La tension aux bornes d’une diode conductrice est 0,6 V.
Elle est bloquée dés que cette tension devient inférieure a
0,5 V.

La tension base émetteur d’un transistor saturé est 0,7 V.
Il est bloqué dés que cette tension devient inférieure 4 0,5 V.
1° a) Montrer que si Vy = 0, les transistors T, et T; sont
bloqués et que le transistor T est saturé. Quelle est alors
la valeur de la tension de sortie V5? Quel est le signe de
Is? Calculer la résistance de sortie Rs.

b) Quel est le signe de I;? Jusqu’a quelle valeur maximale
de Vg, la porte reste-t-elle dans cette état?

2° a) Montrer que si 2 V < V; < 5V, les transistors T, et
T, sont saturés et que le transistor T, est bloqué. Quelle
est alors la valeur de la tension de sortie ¥5? Quel est le
signe de I?

b) Est-il possible que, lors de la transition de la sortie de
I’état haut vers I’état bas les transistors T; et T, conduisent
simultanément? Expliquer le role de la résistance R¢. Quel
inconvénient présente-elle lorsque la charge posséde une
capacité C,?

Etude d’un circuit de balayage ligne

2.

Le circuit de la figure est utilis¢ pour produire
le balayage ligne d'un téléviseur. Le courant i dans
Penroulement d’inductance L oscille entre deux valeurs
+ Iy et — I La montée en courant de — I, & + I, est
lente et dure 54 ps. La descente est rapide et dure 10 ps.
La période du balayage est de 64 ps. On négligera la
résistance de Penroulement.

1° Etude du circuit.

A Tinstant ¢ = 0 le circuit est supposé au repos, conden-
sateur déchargé. A t = 0 on alimente le circuit en méme
temps que I'on sature le transistor.

Calculer le courant i(t) dans 'enroulement.

A Tinstant ¢ = T, le courant atteint une valeur I, et 'on
bloque le transistor.

Calculer I'inductance L pour U = 12 voltset I, = 5 A afin
d’obtenir T, = 27 ps.

2° Déterminer I’évolution du circuit quand le transitor est
bloqué. Pour simplifier le calcul on peut prendre une
nouvelle origine des temps a Vinstant de blocage. Déter-
miner les équations différentielles de i(¢) et v.(t). Montrer
que lallure de i(r) et v(t) est sinusoidale de période T.
Mettre i(t) sous la forme :

. t
i(t) = I cos <2n 7 go).

Déterminer les valeurs des constantes I,, et ¢ en
fonction des données du probléme. Montrer que tan ¢ peut
s’exprimer uniquement en fonction de Ty et T.

b) On adopte pour T la valeur 20 ps.

Montrer que dans ces conditions ¢ peut s’exprimer
simplement en fonction des différents paramétres comme
U, L, T, ou I,. On conservera cette approximation dans
toute la suite.

¢) Déterminer de la méme fagon ’évolution de la tension
v, aux bornes du condensateur. Soit ¥, la valeur maximale

Ve , .
de v,; montrer que le rapport T peut s’exprimer

uniquement en fonction de Ty et T.

d) Calculer les valeurs de C, I, Vj, et ¢ en fonction des
données numériques.

Tracer les courbes i(t) et v.,(t) jusqua linstant T,
ou la diode se met a conduire. Exprimer 7, en fonction de
@ et T. Calculer la valeur du courant i(Ty).

Echelle des courbes : 2 cm pour 10 ps et 1 cm pour | A, |
cm pour 10 V.

3° On prend comme origine des temps I'instant ot la diode
s’est mise a conduire. Calculer i(f) et déterminer l'instant
T, ou le courant s’annule.

Montrer que si 'on remet en conduction le transistor 7,
dans un intervalle de temps que I'on déterminera, le courant
pourra repasser a un instant 7y par I, et quen recom-
mengant le cycle on peut fournir un signal périodique.
On calculera la période exacte de ce signal en fonction de
L CTI,U.

3.

1° On décrit le fonctionnement du transistor de la
figure 1, en petits signaux sinusoidaux, par ses parametres
admittance : )

{ In=Y,1Vee + Y2 Ve
Ie =Y, Var + Yoo Ve
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Fig. 1.
?VBE

E
a) On se propose de représenter le transistor par le modele
en II de la figure 2.
Calculer les paramétres admittance Y,

—ip

en fonction des

admittances Y, Y,, ¥, Y.
B Ig ¥ lo
Fig. 2. v, Y4 Ye Vee

Ym Vee

b) La présence de 'admittance Y, entraine une interdé-
pendance entre le courant d’entrée et la tension de sortie.
Pour supprimer cet effet, on place en paralléle sur le
transistor, représenté par le quadripdle Q, un second
quadripdle Q' (fig. 3). Le quadripole Q' est réalisé par un

/

e

Fig. 3. Ve I

e

transformateur supposé parfait, ainsi que d’une admittance
¥, en série au primaire (fig. 4).
On rappelle les équations du transformateur parfait :
Vo= —ml,,
- m

\ Ny . L
ou m = — est le rapport des nombres de spires primaires
ny

et secondaires.

Iy Yn I
Fig. 4. Vae v, ; § Vo| Vee
/

Calculer les parametres admittance Y}; du quadripdle Q'.
En déduire les paramétres admittance Y7; du transistor
muni du quadripdle de neutrodynage Q".

Quelle condition faut-il réaliser pour que le parametre Y7,
soit nul? B
Cette condition étant réalisée, quels sont, en fonction
de Y,, Y, ¥, et Y,, les paramétres admittance du
transistor neutrodyné?

¢) Le modeéle de la figure 2 correspond au schéma de
Giacoletto rappelé a la figure 5.

PO

Fig. 5. E

Montrer que I'admittance de neutrodynage Y, peut
étre réalisée par lassociation d’une résistance R, et
d’une capacité C, en paralléle.

Calculer R, et C, en fonction de C,, r,, et du rapport
de transformation m.

d) Application numérique :

m =10, C, = 0,5 pF, r,. = 10 MQ, fréquence de travail
f =35 MHz

Calculer les éléments R, et C, ainsi que les éléments
C, et r, du schéma série équivalent. Quelle est la
structure qui semble la plus judicieuse?

e) Le transistor étant ainsi neutrodyné, comment se
modifie le schéma de la figure 5.

Application numérique :

foe=2kQ, C.,=10pF, r,=100kQ, g,=100mA/V.

2° Le transistor (fig. 6) est charge par :
— Un circuit résonnant constitué par la mise en
paralléle d’une inductance L, d’une résistance
Ry, d’une capacité C,.
— Une impédance (R,, C,) symbolisant I'impédance
d’entrée de I’étage suivant.

Fig. 6.

A la fréquence de travail, les capacites Cp,, Cy, et Cg
peuvent étre considérées comme des courts-circuits.
Le transistor est représenté par le modéle de la figure 7.

B c

g1 b4
BE | ¢ e c. Vee
Im VBE
Fig. 7. E
RR
La résistance Req:—li est supposée trés grande
R, + R,

devant r,,.

a) Représenter le schéma équivalent de I'étage. Le réduire
a la forme la plus simple en faisant apparaitre un circuit
R, L, C en sortie. Donner I'expression de R, L et C en
fonction de r.,, R,, Ry, Cy, C,, Cg et L.

b) Montrer que la fonction de transfert en tension se
met sous la forme :

4 — 4,

- o oy
! +]Qo<g - *0)
w,

Donner les expressions de 4y, Q, et w,.

¢) Montrer qu’il s’agit d’un étage sélectif dont on précisera
I'amplification maximale, la fréquence centrale f,, et la
bande passante a 3 dB.

d) On donne

gm=100 mA/V; r,=50kQ; C;=05pF; R,=2kQ;
C,=15pF; Cs=05pF; L=10"°H; Ry;=3kQ.

,_4__:

==
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La fréquence centrale f, étant de 5 MHz, calculer la
capacité C,, 'amplification maximale et la bande passante
a 3 db.

On désire obtenir une bande passante de 100 KHz.
Pour ce faire, on réalise une adpatation d’impédance
entre Pimpédance (R,, C,) et le transistor.

3° a) On utilise, dans ce but, le circuit de la figure 8.

___”Y j_ .

Calculer 'admittance d’entrée Y, de ce circuit et Iécrire
sous la forme Y, = G, + jB,.

Exprimer G, et B, en fonction de R,,, y;, 7 et w.

En déduire les expressions de la résistance d’entrée R,
et de la capacité d’entrée C, en fonction de R,, yy, ¥
et w. Que deviennent ces expressions lorsque R;yw> 1.
Calculer alors la fonction de transfert en tension V,/V5 en
fonction de 7y, et y.

b) L’adaptation d’impédance est réalisée en pratiquant une
prise capacitive ( fig. 9).

Représenter le schéma équivalent de I'étage.
On suppose : Ry,(Cy + ) > 1,
= — i

P12+ G
calouler la résistance R, et la capacité C, de la charge
ramenée au niveau du collecteur en fonction de R,,
72, C, et .
Mettre en évidence un circuit RLC en paralléle sur le
circuit collecteur.
Exprimer R, L et C en fonction de r.,, R,, Ry, Cs, C,
et L.

En posant

P S 7 I .
En déduire :V—z puis —72 Calculer 'amplification maximale
21 1
en fonction de R,, Ry et u (on supposera r,, > Rp).

Pour quelle valeur de pu cette amplification est-elle,
elle-méme, maximale? Effectuer 'application numérique.
On choisit en fait g =05 Calculer numériquement
les capacités y, et y, ainsi que la nouvelle bande
passante.

Quelle doit étre la valeur de la résistance totale R sur
le collecteur pour obtenir une bande passante de 100 kHz?
En déduire la valeur de la résistance a placer en paralléle
sur la résistance R, pour obtenir la bande passante
souhaitée.

4.

On étudie I'étage amplificateur de la figure 1, comprenant
deux transistors complémentaires au silicium.

On dispose des courbes caractéristiques des transistors
(fig. 5) : elles sont identiques pour chacun; seul le signe des

grandeurs concernées est changé selon qu’il s’agit du

transistor NPN ou du PNP.
Vo =10 volts Vo
R =20 ohms

g4

le1 Fig. 1.

On admet que :
— la caractéristique Ig(Vye) est indépendante de la
tension collecteur-émetteur Vi en fonctionnement

normal;
— le courant résiduel de collecteur I, est négli-
geable.
On donne : Vo=10V; R =20Q (voir fig. 1).

L'étage est excité par un générateur parfait de tension
sinusoidale : e(t) = E sin ot.

1° Analyse du fonctionnement

a) Décrire rapidement le fonctionnement de I'étage pour
chacune des alternances de e(f) dans les deux cas
suivants : E<0Q5V, E>05V.

Quelle est la classe de fonctionnement de chacun des
transistors?

b) Dans le réseau I.(V.g), tracer, en la justifiant, la
droite de charge du transistor (T}); y placer le point de
repos Q, de (Ty).

Quelles sont les coordonnées (I, Vig,) du point de
repos Q, de (T3)?

¢) Dans le plan I-(Ig), tracer la courbe de transfert en
courant de (7;) en fonctionnement.

Déduire du graphique les valeurs du courant collecteur
ic,, puis de la tension de sortic vg et de la tension
d’entrée e pour les valeurs suivantes de la tension
base-émetteur vgg :

vge(V) 0 |o02(05]06]07]08]09

Pour quelle valeur de vy le transistor est-il saturé?
Quelle est la valeur correspondante de e?

d) Tracer, a partir des résultats précédents, la courbe
de transfert en tension vy = f(e) de ’étage pour e variant de
—10Va+10V. .

Indiquer la valeur de créte de e(?) au seuil de conduction des
transistors.

2° Amélioration de 'étage (fig. 2).

Fig. 2.

L
Vs
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On adjoint au montage précédent un amplificateur et
on soumet 'ensemble a une réaction par R, et R,. La
charge est constituée par la résistance R; la tension
d’entrée est e(t).
On admet que 'amplificateur, dans son domaine linéaire et
pour la bande de fréquences considérées, présente :

— une impédance d’entrée infinie,

— une impédance de sortie nulle,

— une amplification en tension 4 = — 10*,
11 peut donc étre représenté par le schéma de la figure 3.

A=—10*

Ae

Fig. 3.

a) Calculer e en fonction de vg, vpg et A.

On donne R, = R, = 100 kQ. A quelle valeur, le seuil
de conduction est-il abaissé dans ce montage?

b) Montrer que pour le| > 10 mV,ona vg =~ —e.
Conclure.

¢) Quelle est 'amplification en puissance du montage
de la figure 2?

3° Puissances mises en jeu

On s'intéresse au montage amélioré de la figure 2 qui
permet d’admettre que, si e(s) est sinusoidal d’ampli-
tude donnée E, vg(t) = — e(r) est parfaitement sinu-
soidal et de méme amplitude.

On pose : E=k.V,
de sorte que e(ty =k.V,.sin wt
et vs(t)= — k. V. sin ot.

On admet, dans cette partie, que k peut varier de 0 a 1.
a) Donner les représentations graphiques de ic, (¢) et
ic,(t), puis de vcg,(t) et wveg(t) dans quatre figures
utilisant la méme échelle pour les abscisses.
Exprimer, en fonction de k, les valeurs extrémes atteintes.
b) Calculer en fonction de k, V, et R, les puissances
moyennes :
— Pp dissipée par R,
— Py, et Py fournie par chaque source d’alimentation
des transistors,
— P, et Pr, dissipée dans chaque transistor (on
néglige la dissipation dans la jonction base-émetteur).
Exprimer le rendement 1 de 'ensemble des deux transistors.
¢) On fait varier I'amplitude k . V;, de e(t).
Pour quelle valeur k, de k la puissance dissipée Py,
est-elle maximale? Que valent alors P, Py et n?

4° Distorsion harmonique en signaux forts
a) Etude préliminaire

— On applique a I'entrée du montage de la figure 1,
une tension continue ¢ = 11 V. Que pensez-vous
du fonctionnement du transistor (T})?

— On applique a l'entrée du montage de la figure 2,
une tension continue e = — 11 V. Les tensions
de saturation de l'amplificateur sont + V, et
— V,. Que pensez-vous du fonctionnement de
lamplificateur et du fonctionnement du tran-
sistor (T})?

b) Pour un signal e(t) sinusoidal a I'entrée et d’amplitude
suffisante, on observe a loscillographe la courbe uvgl(t)
représentée a la figure 4.

vs“volts)
I —— — =
[
78 ——f——+——
l l |
ssl L L L _ |
I l [
| | |
o l |:
| | |
o Bn8t o n mom ] ! [
sﬁ f 7,6 L] | (| -
5
{ | | | © %% '72L %nff o et
| | I
|| | I
|| | |
AR SO A g
r | 1 -
l | |
——*—— — — 78
————— -1 Fig. 4.
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-Justifier que la décomposition en série de Fourier de

¢) En procédant par identification aux valeurs remar-

vs(t) peut s¥crire : bles de os(t) |pour wt=—, ot =" et wi=_
vs(t) = V; sin wt + V; sin 3wt + V; sin Swt, qua € Us pour @ =% T3 wr=5
en admettant que les termes harmoniques d’ordre supérieur | calculer numériquement V;, V; et Vs.
a cinq ont des amplitudes négligeables par rapport 4 celles
des harmoniques précédents. En déduire le taux de distorsion de vg(z).
T I
Ie(mA) TH [«\]
P
\e
gpoans?
p 4 i |
I
500 1 SEN
o i) }6‘““ i [ ! B
Wi T T T 19” N i
i : - I
[ ! ,i
400 i ] ]
! Ak
Ve A7
] ;
300
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vl—',
1 |
200 | ‘\5“\‘\ -
i \%/ ; %
1 ]
Bl f +H
100
| |
lamA) 6 s 4 3 2 1
INERENEENEND 1L
1 0,1 s 10 15 Vee(V)
»--—ﬁo,z
L. «{,
0,5
- ' et
pt 1
ot
Vee (V)
Fig. 5.

199



~le transistor
—a effet de champ

Cette famille de transistor est décrite sous le
vocable J.FET (abréviation de jonction field
effect transistor) ou de TEC (abréviation de
transistor a effet de champ).

La structure interne d’'un TEC a canal N est
décrite a la figure 1.

Porte (G)
Source [
(S) + N Drain (D)
Substrat
Y
\ Canal

Fig. 1

o La porte, constituée d’'un semi-conducteur de
type P, fortement dopé (notation P ") est reliée au
substrat.

e L’espace entre porte et substrat délimite une
zone, appelée canal, constituée d’un semi-con-
ducteur de type N.

e Deux zones de type N, fortement dopées,
(notation N *) sont placées de part et d’autre du
canal. Elles sont appelées respectivement source
et drain.

o Des contacts métalliques, permettant I'acces au
J.FET, sont fixées respectivement sur la source S,
le drain D et la porte G (en anglais gate). Le
fort dopage N de la source et du drain permet
d’améliorer les contacts électriques.

Le composant obtenu en permutant les semi-
conducteurs de type P et de type N est un J.FET
a canal P. Les symboles correspondants sont
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donnés a la figure 2. La fleche qui repére la porte
indique le sens passant de la jonction porte-canal
si elle était polarisée en direct.

D D
G G
s S
J-FET canal N J-FET canal P Fig. 2

En fonctionnement normal, la jonction porte
canal est polarisée en inverse, ce qui correspond
au dispositif de la figure 3.

Fig. 3

Compte tenu des générateurs de tension exté-
rieurs, la jonction porte-canal est plus fortement
polarisée en inverse du c6té du drain que du coté
de la source.
La structure interne correspondante est donnée
a la figure 4.

Zone de

- Ip
Canal transition
h*
N
Substrat
Fig. 4




le transistor a effet de champ

Les porteurs mobiles, qui sont a4 I'origine du
courant de drain I,, empruntent le canal pour
se déplacer de la source vers le drain.

Nous avons vu, lors de I’étude de la jonction
P-N, qu’il apparait au voisinage de la jonction
une zone de transition dépourvue de porteurs
mobiles qui pénétre d’autant plus profondément
a l'intérieur d’un des semi-conducteurs, qu’il est
moins dopé par rapport a I'autre. La porte étant
fortement dopée, la zone de transition envahit le
canal, et ce d’autant plus que la tension inverse
appliquée a la jonction porte-canal est plus
grande. Cette zone de transition est donc plus
large du c6té du drain que du c6té de la source.

Lors de leur déplacement de la source vers le
drain, les porteurs mobiles (ici les électrons) ne
peuvent emprunter que la partie conductrice du
canal. La zone de transition, dépourvue de por-
teurs mobiles, diminue I'espace utilisable par les
¢électrons et modifie la résistance du canal.

A la limite, si la tension Vg est suffisamment
négative, la zone de transition envahit tout le
canal, ne laissant aucun passage disponible pour
les porteurs mobiles et annulant ainsi le cou-
rant I,

En conclusion.

Dans un premier temps nous dirons que le J.FET
est une résistance variable qui dépend des tensions
Vs et V.

Afin d’établir les équations du J.FET, nous
idéaliserons le canal conformément au schéma
de la figure 5.

Les potentiels sont mesurés par rapport au
plan yz de la source.

Substrat

c

Fig. 5

Nous supposerons que le potentiel est constant
et égal a Vg sur tout le plan xz de la porte et
sur tout le plan du substrat.

Nous supposerons de plus que le potentiel est
constant sur toute section verticale du canal
utilisable par les porteurs mobiles.

La largeur W(x) de la zone de transition au point
d’abscisse x dépend de la tension inverse
Vis — Vs(x) appliquée a la jonction porte-canal
au point d’abscisse x. Afin de préciser cette
relation, considérons a la figure 6 une tranche de
zone de transition de largeur W(x) et d’épaisseur
dx.

z
dx i
Potentiel V55
a .
ST
e % c X
rd ‘ ——
B E(y)
W) A /B/
7/
7/ Potentiel Vg,
| 8% Fig. 6.

Par symétrie, le vecteur champ électrique, en tout
point de ce volume est perpendiculaire au
plan xz, orienté vers les potentiels décroissants,
(c’est-a-dire vers le haut) et sa valeur E(y) ne
dépend que de la profondeur y. Soit N, la
concentration en atomes donneurs du semi
conducteur N du canal et soit § sa permittivité;
la zone de transition (donc aussi le volume
aW(x) dx) posséde N, charges de valeur + e
par unité de volume.

Par application du Théoréme de Gauss au
parallélépipéde ABCDA’B'C’'D’ de surface a dx
et de hauteur dy, nous écrivons :

Npeadxdy

adxE(y)—adxE(y +dy) = .

soit

Npe
dE(y) = — g dy.

Le champ électrique est nul sur le plan xz de la
porte car le potentiel est constant et égal 4 Vg
dans tout le semi conducteur P de la porte.

. Npe
L’intégration de I'équation dE(y) = — g dy
Npe
conduit & E(y) = — g
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Par intégration, le long d’une verticale, de
I’équation dV = — E(y) dy, il vient

W(x)
Vs(x) — Vgs = J —E(yd
0

_ ["@Npe dy_Noe
A

W(x) = \/ [Vs(x

Revenons au schéma de 1a figure 5. Pour aller de
la source vers le drain, les porteurs mobiles
empruntent un conducteur dont la section

S = a[b — 2W(x)]

W2(x)

soit

VGS] .

dépend de I’abscisse x.

Nous avons établi, dans le chapitre semi conduc-
teurs (paragraphe 6) que la conductivité d’un semi
conducteur de type N s’écrit ¢ = eNpy, ou y,
est la mobilité des électrons.

Pour un déplacement dx suivant 'axe des x, la
variation d¥y(x) du potentiel s’écrit :

ldx 1 I,
D= dx
oS P eNpualb — 2W ()]

dVs(x) =
Soit Vs le potentiel du drain par rapport a la

source. L’intégration, de la source vers le drain,
de I’équation précédente

I, dx =eNpu,a

28
[b -2 \/e—N;(Vb(x) - VGS):| dVs(x)

c.Ip= eNDuna[sz(x)

conduit & :

Vps

4

26
) —ND(VS(x) - VGS)3/2:|
2eNpu,alb 2 /28
= e [2 Vps + 3 3

——/ (VDS Ves) /2]

Cette équation qui exprime la relation entre le
courant de drain I, et les tensions Vg et Vi
appliquées au J.FET (fig. 3) est inexploitable
sous cette forme. Nous allons cependant en tirer
des conséquences ayant des applications pra-
tiques.

0

_ 3/2
. TR

202

Remarquons que, Vg étant négatif et Vg positif,
les expressions (— Vgg)¥? et (Vps — Vg)¥'? ne
posent pas de problémes mathématiques.

Etudions les variations du courant I, en
fonction de la tension Vg, lorsque la tension
Vss est constante et égale a zéro. Nous pré-
voyons, qualitativement, que pour les fortes
valeurs de Vjg, la zone de transition pénétre de
plus en plus profondément 4 l'intérieur du canal.
Une augmentation de Vg se traduit alors par
une élévation de la résistance du canal, con-
trariant ainsi 'augmentation de I,. Il est dés lors
probable que la relation I, = f(V}s) présente un
maximum pour une valeur donnée de V5. Afin
de le vérifier mathématiquement, dérivons I, par
rapport a Vpg en maintenant Vgg constant et

égal a zéro.

dlp  2eNpp,a|b ( g2
2 eND

eNp b2

dVps c

s’annule pour Vg =
dVps

Nous appellerons tension de pincement, V,, cette

N pb?
valeur de Vj : <Vp = 81:3 >

Le courant I, passe ainsi par un maximum que
'on appelle I, (courant de saturation de drain
a Vgg = 0) et qui s’exprime par :

! 2eND,u,,a|ibeNDb2
DSS = Py
c 2 88 2 [ (eN, 3/2b3
3\ eNp\ 88 ’
2 b

ou bien en remarquant que |—— = ——=—
e

2eNpumab[V, 2 1
Ipss = _Wl__[_v _ —(VP)W]
14

c 2 6.V,
B eND,u,,abﬁ
N c 3

est la

eNpu,ab
Remarquons en passant que ——Df"—

conductance que présenterait le canal s’il n’était
pas encombré par les zones de transition.

Le transistor & effet de champ est reli¢ aux cir-
cuits extérieurs par trois connexions (porte,
source, drain).



le transistor & effet de champ

Afin de pouvoir considérer le J.JFET comme un
quadripdle, il faut mettre une de ces connexions
en commun entre ’entrée et la sortie ( fig. 7).

I

lg

Vas
Fig. 7.

L’utilisation la plus commune du J.FET étant le
montage source commune, nous établirons les
caractéristiques pour ce type de montage (fig. 7),

. I et Vgg sont les grandeurs d’entrées,
. I, et Vpg sont les grandeurs de sorties.

Le fonctionnement d’un quadripdle est décrit par
deux équations entre les grandeurs d’entrées I
et Vg5 et les grandeurs de sorties I, et V.
Sachant que le courant I, dépend des tensions
Vss et Vps, ces équations sont établies sous la
forme :

{ Ig= f(VGS7 VDS)
ID = f(VGSa VDS)

4.1. CARACTERISTIQUE
» =TF(Vps) A TENSION V4
CONSTANTE

411. Caracteéristique /, = (V)
aVg=0

Il a ét¢ montré au paragraphe 3 que cette
caractéristique, image de I’équation

2eNpu,al b 2 /28
102_62‘—[51/1)5—5 eN ( Ds)s/z]’
passe par un maximum
eNpp,abV,
Ip=Ipss = —Dc—?p
eN
our Vps =V, = —2 p2

p DS P 88

Pour les valeurs de Vg supéricures 4 V,, une
correction doit &tre apportée a la théorie
précédente.

En effet, lorsque V5 augmente, W (x) augmente,
limitant la largeur b — 2W(x) du canal emprunté
par les porteurs mobiles. Il apparait ainsi une
zone de trés faible section u ( fig. 8). La résistance
de cette partie du canal est donc trés élevée et la

quasi totalit¢ de la tension V,g se trouve
appliquée a une portion de canal de longueur !
et de largeur pu. Nous avons montré, d’aprés
I'équation dV = — E. dl que le champ élec-
trique en un point est d’autant plus intense que
le potentiel varie rapidement sur une faible
distance.

-
Drain
Source
p
N
ZZones de transition
Fig. 8.

Le champ électrique E est ainsi trés intense dans
la zone d’¢tranglement. D’aprés la relation
V, = u,E, les électrons devraient y atteindre des
vitesses tres élevées. En pratique cette vitesse est
limitée et la relation V, = pu, F n’est valable que
pour des champs électriques dont I'intensité ne
dépasse pas 10° V/em. Pour des intensités de
champ plus élevées, la mobilité u, est inversement
proportionnelle a E.

En fait, lorsque la tension Vg devient supérieure
a la tension de pincement V), la longueur [ de la
zone d’étranglement augmente mais sa largeur p
ainsi que le courant I, restent constants.

La figure 9 donne Pl'allure de la caractéristique

Ip = f(Vps) a Ves = 0.
o}

Ves=0
Ipss ==

Fig. 9.

Les formules établies au paragraphe 3, ne sont
donc valables que pour les valeurs de Vg
inférieures 4 la tension de pincement V,. Cepen-
dant 'expression de I,gs correspond a la valeur
constante du courant I, pour les valeurs de Vg
supérieures a V.
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41.2. Caractéristique I, = 7 (V)
aVg,<0

L’équation générale de cette caractéristique est
(voir paragraphe 2) :

eNpu,ab 88

Ip= 3 [3Vns+2 W(— Ves)*'?
86
-2 N B (Vos — VGS)3/2:|
D
Soit en utilisant les expressions
I __eNpu,ab v, v __eNpb?
PSS e 3 P88
3 Ves )2
o (Vos = Ves\ "
v, .

Afin de déterminer un éventuel maximum de la
caractéristique I, = f(Vps) dérivons I, par rap-
port & Vpg en maintenant Vg constant :

dID =] 3 _ 3(VDS — VGS)U2
dVDS — IDSS§ Vp VI37/2

VGS 12
) |

3IDSS 1— VDS_
Y,

s’annule pour

La valeur maximale de I, s’établit ainsi a :

-V 3/2
IDM=1DSS[3+3E+2( ) -2}
v,

V,
AL
)]

p

Vs
=] 1+3—7—+4+2
DSS l: + % + <

p

REMARQUES

o La tension Vg étant négative, le maximum de la
caracterzstzque est atteint pour une valeur de Vg
mferzeure a V,. Par remplacement de Vgg par
Vps — V,, dans l équation de I, nous obtenons le

lieu des maximums :
3Vps 342 V, — Vs >/
Ve Vs
3Vps

V32

+2(1 -2

Y £
que l'on peut approximer (voir figure 10) par

Vis
vZ'

Ipy = IDSS':I +

Ipy = Inssl:'“ 2+

ID=IDSS

e Lorsque la tension Vyg devient supérieure a
V, + Vgs, les expressions précédentes ne sont plus
valables par suite de la forte intensité du champ
électrique que fait apparaitre le pincement du canal.
Le courant de drain I, reste al(;rs constant et égal

dVDs . e
i 1 14385 L of _ 768
Vos — Ves =V, soit Vpg=V,+ Vs a DssI: v, v
(mA)
Ipss =20 mA
V=4V
20
15
In = Vos
D ='Dss — 5 Vp \y
10 |
5
/&ID -IDSS [—2+ 3\V/DS 2(1 ves) ]
P p
i 1 2 3 & s v)
Fig. 10.

204




le transistor a effet de champ

e La tension Vg étant négative, pour les valeurs
de Vgg supérieures & — V), la quantité

3Vcs+2 _ Vas 2
v, V,

p p

est négative. le courant de drain se stabilise donc
a une valeur inférieure a I pgs.

o Lorsque la tension Vg est égale a —
rant de drain maximum

Ves Vos \
Ipy =1 1+3—7=+2{ ———
DM DSS[ + % + ( v

p p

V,, le cou-

est nul.

sz caractéristique Ip= f(Vps) @ Vgs= —V, se
réduit donc a la droite I, = 0. Pour cette valeur
de Vg, le canal se trouve complétement pincé inter-
disant ainsi le passage des électrons mobiles a 'ori-
gine du courant I . Partant de la, tout accroissement
du module de la tension Vg ne peut que pincer plus
fortement le canal et toutes les caractéristiques
Iy = f (Vps) pour Vg < — V, sont confondues avec
la droite I, = 0.

Cette valeur de Vs = — V, est appelée tension de
seuil (en anglais thresold). Elle est notée Vgs,r, ou

VGSth .

e Notons que les paramétres de I’équation
I = f(Vps, Vgs) s 'expriment uniquement en fonction

de Ipss et de Vosorp = —V,:
V, V. 3/2
11):1053["3 & +2<i)
Vasors Vesors

_ 2(Vas - Vps>3’z]
VGSoff

Ipgs (courant de saturation de drain d Vgs = 0)
et Vesopr (tension de seuil) constituent deux para-
métres essentiels du J.FET. 1s sont toujours indiqués
par le constructeur.

o Pour les valeurs de Vg trés inférieures @ — Vgsorss
I’équation de I,

Z Vs \*
Ip=1 I:_ 3PS 2<i>
bss VGSaff VGSoff

_ 2( Vas >3/2<1 _ @)3/2:]
Vasors Ves

peut étre approximée en effectuant un développement
limité au premier ordre :

< _Yﬁf”ﬂ_%@.

GS 2 VGS ’

1 1% 1/2
11) ~ — 3VDS VDSS [1 _ <V GS ) jl
GSoff GSoff

soit

Le transistor a effet de champ apparait ainsi entre
drain et source comme une résistance :

R = Rpson
Ds = % 172
1_( Gs )

Vesors
— Vs

ff

avec Ryson = —521
3 pss

Certains constructeurs utilisent la formule appro-
chée :

R = Rpson
pS =TT
|__"cs
VGSoff
— KV,
avec Rpsoy = ———5241
Ipss

dans laquelle K varie entre 0,5 et 0.9 selon le type
de transistor.

Cette approximation est justifiée dans la mesure ou
la formule théorique a été établie a partir d’un
schéma idéalisé du canal et sans tenir compte de la
résistance des semi conducteurs qui conduisent
au canal.

La figure 11 donne les variations de Ryg en fonction
de Vg suivant la formule utilisée. Dans tous les cas
Rps tend vers linfini lorsque Vs se rapproche de
Véso rfe

Pour Vgg = 0, la résistance Ryg est minimale et vaut
Rpson- Cette résistance Rpgoy est un paramétre
important pour lutilisation du J.FET en commuta-
tion. Elle est de l'ordre de quelques centaines d’ohms
et peut étre ramenée d des valeurs de l'ordre de cing
a dix ohms pour les J.FET de commutation.

En définitive, les caractéristiques I, = f(Vps) a
Vgs constant, ont l'allure décrite 4 la figure 12
dans laquelle les graduations sont données a titre

indicatif.
ID (mA
Vs =0 I
20
16
12
8
4
VGS = VGS oﬂ=-8 Volts
5 1 15 20 25 Vps
Fig. 12.
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Rps (Q) 7
/
- 0,9V 1
bs = 0/ GSoff . ——X_///
Ipss — 20 mA bss 1 Yes
1%
Vesori = — 4 V] GSoff
1000 —Z 7 =~ 1
77— =~ Vesott
A P5 " Bipss Ves \'"*
Z= )
— Vesoit
100 /// //L
Rps = — 0.5Vgsoit 1
Ipss 1 Ves
— Vsoff
10
0 - 1 - 2 - 3 - 4 VGS (V)
Fig. 11.

Nous y remarquons en outre que pour les fortes
valeurs de Vg, le courant de drain croit trés
rapidement et ce par suite du phénoméne
d’avalanche sur la jonction de porte.

L’avalanche apparait pour des valeurs de Vg
plus faibles lorsque la jonction porte-canal est
polarisée en inverse, ceci étant di au fait que la
tension inverse de porte s’ajoute a la tension de
drain, accroissant ainsi la tension inverse effective
sur la jonction porte-canal.

4.2. CARACTERISTIQUE
I, =f(Vy) A V,, = Cte

Cette caractéristique peut étre déduite de la famille
de caractéristiques I, = f(V,s) & Vg constante,
en tragant sur le graphe (fig. 12) une verticale
correspondant & la valeur de V,g maintenue
constante et en relevant, pour chaque valeur de
Vss, la valeur de I, ordonnée du point d’inter-
section de cette verticale avec la caractéristique
I, = f(Vps) tracée pour cette valeur de V.
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Pour les valeurs de Vg supérieures a V,, les
caractéristiques I, = f(Vps) sont pratiquement
horizontales si bien que la caractéristique
I, = f(Vgs), a Vpg constante, est indépendante
de la valeur de V¢ lorsque celle-ci dépasse la
tension de pincement V,. Son équation a été
¢tablie dans le paragraphe précédent par :

V. V. 3/2
Ip=Ipy = IDss[l +355+ 2(—%}

14 p

soit

Vos < Vos >3’2}
I,=1 1-3 +2 .
b l: Vesors Vésorr

Cette courbe passe par le point d’ordonnée
I, = Ipss pour Vgg = 0 et par le point d’abscisse
VGS = VGSOff pOllI' ID = O.

Cette expression de I, en fonction de Vgg n’est
pas d’'un maniement aisé, aussi préfére-t-on
I'approximer par I’¢quation :

Vos \*
I,=1 1- .
D DSS< VGSOH)




le transistor a effet de champ

/D (mA)
20
Ipss =20 mA
Vosoti =4V
15
v 10
Ip =lpss [1- sz I
GS off
5
Vas 3
/Jo‘/oss [1-3 Vos +2( VGS 2 ]
R GS of 0
—4 -3 —-2 —1 0
Fig. 13. =~ Yes (V)

La figure 13 donne les variations de I, en
fonction de Vg suivant la formule utilisée. Le
faible écart observé entre les deux courbes justifie
pleinement Papproximation parabolique.

4.3. CARACTERISTIQUE
/G = f(VGS' VDS)

La jonction porte-canal étant polarisée en inverse,
le courant de porte I est de Pordre de 25 pico-
ampéres a quelques nanoampeéres suivant le type
du transistor. Cette valeur étant toujours trés
faible, nous considérerons, sous réserve de
corrections, que la caractéristique

Ig = f(VGS» Vns)

se réduita I; = 0.

Le J.FET a canal P est obtenu en inversant les
semi conducteurs de type P et N ce qui entraine,
pour la polarisation, des tensions d’alimentation
de signes opposés et des réseaux de caractéris-
tiques inverses. Ce type de J.FET est trés peu
utilisé. En effet :

— la mobilité des trous étant plus faible que la
mobilité des électrons, la résistance du canal est
plus élevée ce qui conduit a un courant I ;,gg moins
important, pour une méme valeur de Vgs,//

eNpb?

(VGSO 75 = ——=-— est indépendant de y, |;

— la tension d’alimentation du réseau drain
source des J.FET canal N est positive comme la
tension d’alimentation du réseau collecteur émet-
teur des transistors bipolaires NPN qui sont
employés dans la plupart des dispositifs électro-
niques. Il est ainsi plus facile de les associer.

La principale raison d’étre des J.FET a canal P
est leur complémentarité avec les J.FET a
canal N.

6 INFLUENCE
" DE LA TEMPERATURE

6.1. VARIATION DE V,,,

Nous avons vu, dans le chapitre semi conducteur
(paragraphe 9.2), qu’en I'absence de polarisation
extérieure, il apparait sur une jonction P-N une
barriére de potentiel ¥, de 'ordre de 0,65 volts.
En Pabsence de tension Vg, le potentiel de la
porte (de type P) par rapport a la source (de
type N) s’établit donc a — V,. L’application
d’'une tension V;g négative fait passer cette
barriére de potentiel & V5 — V. Le pincement
du canal apparait lorsque la barriére de potentiel
effective Vg — V, atteint la valeur Vg, — V5.
Une élévation de température provoque une
diminution de ¥V, de 2,2 millivolts par degré. Le
pincement du canal dépendant de la barriére de
potentiel effective, se produit pour une tension
Vesoss ayant elle aussi diminué de 2,2 mV/°C.
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En conclusion :

La tension de seuil V, - diminue de 2,2 millivolts
par degré.

6.2. VARIATION DE /g

Au paragraphe 3, expression de I g5 a été établie
a:

Ipss =

2aeNpu, [ b eN,b?
c 2 8§

L2 [ (N
3\ eNp\ 8§ ’

Le seul paramétre susceptible de varier avec la
température est la mobilité y, des électrons qui
diminue lorsque la température augmente.

En conclusion

Le courant de saturation I,g; diminue lorsque
la température augmente.

Ce résultat était prévisible dans la mesure ou le
canal est un semi conducteur dopé dont la
résistance augmente avec la température. Profi-
tons-en pour signaler un avantage du J.FET sur
le transistor bipolaire. Si, par suite de perturba-
tions, il apparait un point chaud dans le canal,
la résistance y devient localement plus élevée, ce
qui tend 4 redistribuer le courant loin du point
chaud et ainsi a le faire disparaitre. Par contre,
un point chaud sur la jonction base-collecteur
d’un transistor bipolaire y fait apparaitre locale-
ment un exces de porteurs minoritaires qui en
franchissant la jonction peuvent provoquer un
phénoméne d’avalanche.

Dans le méme ordre d’idée, la mise en paralléle
de plusieurs J.FET pose moins de problémes que
la mise en parallele des transistors bipolaires. En
effet, si d’aventure un des J.FET canalisait plus
de courant que les autres, la température de son
canal s’éléverait le rendant moins conducteur et
ramenant ainsi 'ensemble vers un état d’équi-
libre.

6.3. POINT A DERIVE NULLE

Lorsque la température augmente, les variations
de I pgs et de Vs, s, provoquent une modification
de la caractéristique I, = f(Vgg).
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L’examen de cette caractéristique (fig. 14) con-
duit a penser qu’il existe un point invariant avec
la température. On peut montrer que ce « point
a dérive nulle » est défini par :

2 2
ID = IDSS(T) 01‘1 VGSOff est en VOltS.
GSoff

Ipss }

Point a dérive
nulle

4

Vas ot Ves

Fig. 14.

Nous avons vu, dans le chapitre semi conducteurs
(paragraphe 9.7.1), qu’une jonction polarisée en
inverse présente une capacité qui varie en raison
inverse de la racine carrée de la tension appliquée.
Une capacité de cette sorte apparait donc entre
la source et le canal. Sa détermination précise
n’est pas aisée car elle dépend de la différence de
potentiel porte-canal. Or le potentiel varie le long
du canal et sa répartition dépend des tensions
Vgs et Vps. Afin de simplifier ’étude, on symbolise
la capacité porte-canal par deux capacités Cgg et
Cqp placées respectivement entre la source et la
porte et entre la porte et le drain (fig. 15).

cGD D
G
Ces s
Fig. 15.

Il s’agit de capacités dynamiques (valables pour
des petites variations autour des valeurs de
polarisation) qui dépendent des tensions de
polarisation Vg et V.




le transistor a effet de champ

Les capacités Cgg et Cgp sont de 'ordre de 10 pF.

11 faut noter, en outre, ’existence d’une capacité
répartie dans le canal, C g, qui est beaucoup plus
faible que les précédentes (de I'ordre de 0,1 pF).

Le constructeur indique :

o C;s5, capacité mesurée entre porte et source
pour des petites variations de Vg (généralement
autour de zéro), et pour une tension Vpg fixe
indiquée. Vis-a-vis des petits signaux, la tension
Vps constante se comporte comme un court-
circuit et la capacité C;gs résulte de la mise en
parallele des capacités Cgp et Cgg soit :

Ciss = Cgs + Cqp.

e C,q5, capacité mesurée entre source et drain
pour des petites variations de Vg et pour une
tension Vg fixée (généralement zéro). La tension
Vs constante se comportant, vis-a-vis des petits
signaux, comme un court-circuit, la capacité C,gg
résulte de la mise en paralléle des capacités Cgp
et Cps. La capacité Cg étant négligeable devant
Csp on a sensiblement
Ciss = Cep

8.1. SCHEMA EQUIVALENT
POUR LES PETITES
VARIATIONS

Les caractéristiques du JFET (fig. 16) sont
rappelées a la figure 17.

ip

ia
Vos
. VGs
Fig. 16.
o}
I~ I/DSS M
. Mo = >
Fig. 17.
Vas off Vas  Ves  Vpg Yos

Supposons que I'on provoque de petites varia-
tions sinusoidales (v,,) de la tension vggs autour
de sa valeur de repos V. Le point de fonctionne-
ment se déplace autour du point M, et si les

petites variations sont suffisamment faibles, la
portion de caractéristique i, = f (vgg), décrite par
le point de fonctionnement, est assimilable a une
droite, et les petites variations i, de ip, autour
de I, sont sinusoidales.

Afin d’établir les relations existant entre les
petites variations, nous les assimilerons a des
différentielles.
Soit : ig = dip, v,s = dvgg,
i, = dig, v4s = dvpg.
A partir des équations { l_D = J(wps, vGs)
ig = f(vps, Vgs)
en effectuant une différentielle totale :

i

. . D

ldzdlD= (a d'UDS
UDS vgs =Cte

0i
+ (6 P > dogs
UGS/ vps=Cte

. ) dig
lg = le = 61} dvDs
DS/ vgs=Cte

2i
+ ( ‘e > dvgs
Ovgs vps=Cte

Le courant i; étant pratiquement nul (quelques
nanoampéres au maximum) la deuxiéme équa-
tion se réduit a : i, =0

,1l vient,

0i e
( D ) est la pente de la caractéristique
aUDS vgs =Cte

ip = f(vps)-

Nous appellerons g, sa valeur autour du point

. di
de repos M,. Soit g, = ( '» ) .
vgs=Vags

0
( dip > ’ps
OUGS vps =Cte

ip = flvgs).

est la pente de la caractéristique

Nous appellerons g,, sa valeur autour du point

: oi
de repos M,. Soit : g, = ( 'p > .
vps=Vbps

Ovgs
Les relations entre les petites variations de-
viennent : { irl = gmvgs + GasVas
i,=0

Le schéma traduisant ces relations est donné a
la figure 18. C’est le schéma équivalent du J.FET
pour les petites variations.

G ig D Ig
o ——o o -
Im Vgs 1
Vv, —_— Vi
gs Jas s
s - Fig. 18.
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Ordre grandeur

g, est de 'ordre de 0,1 a 10 mA/V.
1/g4 est de I'ordre de 100 kQ a 1 MQ.

REMARQUES

e L’expression mathématique de g, peut étre
obtenue a partir de I'approximation parabolique

2
ip = IDSS<1 - V”GS ) .
GSoff

Soit g _(81‘D> =_—21"SS<1 Vos )
" \0s/)ips—cie  Vosorr Vesors

— — 2II)SS I_D
VGSuff IDSS
gm:gmo<1—“V(’i>=gmo —ID—
Vésors V Ipss
avec Imo = _—21@.
I/GSaff

e Pour les fréquences élevées il faut tenir compte
des capacités parasites Cgg, Cgp et Cps. Le schéma
équivalent correspondant est donné a la figure 19.

8.2. POLARISATION

La polarisation consiste a fixer la position du
point de repos M, sur les caractéristiques.

8.2.1. Polarisation par une tension fixe

Considérons le schéma de la figure 20.
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Les trois équations.

VGS = — Eg
E = Rplp + Vpg
Ip= f(Vgs) [caractéristique que 'on peut

approximer par

VGS )2}
Ip=1Ipssl1 -~
D DSS< V(;Soff

permettent de déterminer les trois grandeurs Ip,,
VDS’ VGS'

La position du point de repos peut étre réglée par
la source de tension E,.

8.2.2. Polarisation automatique
par résistance de source

Considérons le schéma de la figure 21.

Fig. 21.

La résistance R est de 'ordre du mégohm.

Le courant I; étant de 'ordre de 100 picoamperes,
la chute de tension R 1 ;, de’ordre de 100 micro-
volts, est négligeable.

Les trois équations :
Vas = — Relg — RsIp~ — Rslp
E=(Rs+ Rp)Ip+ Vps
Ves )2
VGSaff

Ip=f(Vgs) = IDSS<1 -
permettent de déterminer les trois grandeurs I,
VDS’ VGS'

La résolution graphique du systéme des trois
équations est donnée a la figure 22.

Vas off
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8.23. Avantage de la polarisation
automatique

Supposons que, par suite de la dispersion des
caractéristiques dans un méme lot de J.FET, la
courbe I, = f(V4s) passe de (C,) a (C,) (fig. 23).

Ip A
E
[
E ) E:RD{mVDs
RD+RS
=(Rp+As)lp+Vps
(C2)
Vgs=-Rs/,
(C4) .
|
! -
E, Vas E Vps
Fig. 23

Dans les axes I, = f(Vps), le point de repos situé
initialement en M, passe en :

e M, si la polarisation est réalisée par une
résistance de source Ry.

e M, si la polarisation est réalisée par une
source de tension constante E,.
Il apparait que pour une méme dispersion de la
caractéristique I, = f(Vgy), le déplacement du
point de repos est moins important pour la
polarisation par résistance de source que pour la
polarisation par une tension constante.
En outre la polarisation automatique ne nécessite
qu'une seule tension d’alimentation.

8.3. MONTAGE
SOURCE COMMUNE

Le schéma correspondant est donné a la figure 24.

La polarisation est assurée par la source de
tension E et par les résistances R, Rg et Ry.
Le dispositif est attaqué par un générateur de
petits signaux de force électromotrice e, et de
résistance interne R,. Il alimente la charge R;.
Les condensateurs C, et Ci empéchent le courant
continu de traverser la charge et le générateur,
et de perturber ainsi la polarisation. Ils doivent
se comporter comme des court-circuits vis-a-vis
des petits signaux.

Le condensateur Cg posséde une capacité suffi-
sante pour que la tension a ses bornes reste
pratiquement constante.

Rp
Co
Co
9 E
Ry Cs
Rg As R,
Fig. 24

8.3.1. Schéma équivalent
pour les petits signaux (fig. 25)

8.3.2. calcul des condensateurs
en régime sinusoidal permanent

e Le condensateur C, doit étre tel que son

1
impéd
mmpedance C

- soit négligeable devant R; + R,.
0

e Le condensateur C; doit étre tel que son

impédance —— soit négligeable devant R, + R,

0
(ou R est la résistance de sortie du montage).

e Pour calculer le condensateur Cg, nous pou-
vons négliger le courant qui traverse la résistance

1 \ \
— car elle est trés grande par raport & Rget R),.
Gas

— Drune part la capacité Cy doit étre telle que

1 oo
son impédance c soit faible devant Rg

s

soit

R;.
Csw< s
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— D’autre part la valeur efficace de la tension
entre les points S et M doit étre négligeable
par rapport a la valeur efficace de la tension
Vs SOt

: 1

o InlVasl <Vasl ou — <—.
s@ s Im

On ne peut affirmer qu'une des deux conditions
est prioritaire par rapport a l'autre car g,, dépend
du point de polarisation qui, lui-méme, dépend
de R

Pour s’en convaincre, remarquons que Rg résulte
du systéme d’équations :

{ Ves = — Rglp

Vos \’
I, =1 1 ——
D DSS( VGSoff)

Ves 1

TDSE(I _ Vas )
VGSoff

1
La valeur de — a été établie, au paragraphe 8.1,

qui conduit 4 Rg = —

o e

. (- )
Soit Vasoss
Ry _ 2Wes 1 s
L Vesoss (1_h> Vesorr — Vas
Im VGSoff

— Pour une polarisation telle que Vgg soit
proche de zéro la résistance Ry est faible

.1 . ,
par rapport a — et il faut réaliser en
m

priorité < Rq.

Sw
— Pour une polarisation telle que la tension

o L. 1
Vs soit voisine de Vs, s, la résistance —

Im
est faible par rapport a R et il faut réaliser
. 1
en priorite <—.
s Im

Apreés calcul des condensateurs, le schéma
équivalent se réduit au schéma de la
figure 26.

o

V2

R
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8.3.3. Résistance d’entrée

C’est la résistance vue par le générateur :

R, =L =R,.
Iy

Elle est trés élevée, de 'ordre du megohm. La
polarisation autorise des valeurs de R; plus
élevées mais I'accroissement espéré de la résis-
tance d’entrée est tempéré par la présence des
capacités parasites Cgp et Cgs. (Rappelons
qu’une capacité de 10 PF présente a la fréquence
de 1 MHz, une impédance de 17 kQ.)

8.3.4. Amplification en tension

Elle est donnée par A, = %3, rapport de la ten-
1

sion aux bornes de la charge, a la tension fournie
par le générateur.

i~ 1, .
La résistance — étant voisine du Megohm, nous
Yas
pouvons raisonnablement négliger son influence.

A partir des équations

Uy = Uys
{ RpRy

v, = — m ImUys
RpR,

il vient : Ay= —Gm —
9" Rp + R,

L’ordre de grandeur du gain en tension est de
quelques unités a quelques dizaines.

Les tensions d’entrée et de sortie sont en
opposition de phase.

8.35. Amplification en courant

Elle est donnée par 4; = ;—2
1

A partir des équations

il vient: A

Il est trés important et peut atteindre plusieurs
milliers voire plusieurs dizaines de mille.
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8.3.6. Résistance de sortie

Elle est déterminée a partir du schéma de la
figure 27 sur lequel :

— la charge est déconnectée,
— la force électromotrice du générateur est
remplacée par un court-circuit.

La tension v, étant nulle, il en est de méme du
courant g,,v,, €t le générateur de courant peut
étre remplacé par un circuit ouvert. La résistance
de sortie R, résulte ainsi de la mise en parallele

L. 1 .
des résistances R;, et —; elle est pratiquement

ds
égale & R),. Elle est de 'ordre du kiloohm.

8.4. MONTAGE
DRAIN COMMUN

Le schéma correspondant est donné a la fi-
gure 28.

Les condensateurs C, et C; ont une capacité
suffisamment grande pour que la tension a leurs
bornes reste pratiquement constante. La déter-
mination de leur capacité se fait de la méme
mani€re que pour le montage source commune.

C
© Cph 1
‘T" E
Ry
Rg Rs R
€y
Fig. 28.

8.4.1. Schéma équivalent
pour les petits signaux

La figure 29 indique le schéma équivalent pour
les petits signaux apres le calcul des condensa-

1 L 1
teurs et en considérant que la résistance — (de
s
I'ordre du mégohm) est grande devant Rj.

i1 Vgs '2
v Va
Rg ! gmvgs
Rg Rg [] A
ly
Fig. 29.

8.4.2. Résistance d’entrée

.- v L
C’est la résistance R, = -L vue par le générateur.
I
Flle est égale a R;. Elle est trés élevee (plu-
sieurs mégohms) mais, comme pour le mon-
tage source commune, elle est altérée par la
présence des capacités parasites Cgg €t Cgp.

8.43. Amplification en tension

A partir du schéma de la figure 29, nous pouvons
écrire les équations

R¢R,

Uy = Vg + Im mvgs
RsR,,

Uy = gm = Ugs

2= Im R+ R, °

qui nous conduisent a 'amplification en tension
RsR;

Im Rs + R,

’ RsR,

Cette ampliflcation est inférieure a 1 mais
d’autant pl VOISsi de l'unité c sk
autan us voisine ae runite que g,

est grand par rapport a 1.
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8.4.4. Resistance de sortie
Vv, .
gs /

ImVys

Fig. 30.

Elle est déterminée a partir du schéma de la
figure 30.

Le courant dans les résistances R, et Rg; étant
nul, la tension v, est appliquée au générateur de
courant g,v, qui est donc équivalent 4 la
1

, . v
résistance —2— =

ImVys  Gm

La résistance de sortie R, résulte de la mise en

L 1
parallele des résistances Rg et —

— Rs

m

soit R,

8.4.5. Construction d'un étage suiveur

a partir du montage drain commun
L’étude précédente montre que le montage drain
commun posséde les propriétés suivantes : forte
résistance d’entrée, amplification en tension
voisine de 'unité, faible résistance de sortie. Il se
rapproche ainsi des caractéristiques du suiveur
parfait (résistance d’entrée infinie, amplification
en tension égale a 1, résistance de sortie nulle).

Supposons que la résistance de charge R, soit
trés grande par rapport a Rg. L’amplification en

R«
IS Elle est d’autant
+ Im RS
plus proche de l'unité que g, Rg est grand
devant 1. Or g, et Ry dépendent du point de

tension s’écrit A, =

polarisation.
A partir des équations
Ves = — Rslp
Ves \’
I, =1 1 - :
D DSS( VGsoff>
g - _ 2IDSS (1 _ VGS )
" VGSoff VGS of f
- 2V,
il vient Ryg, = — 95

VGSoff - VGS

Le produit Rgg,, est d’autant plus grand que Vg
est voisin de Vg, ;. Malheureusement une telle
polarisation ne peut convenir pour réaliser un
montage suiveur.
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En effet, les résistances

Vs 1
Ry= — 77— 7
T Ibss (1_ Vs )2
\ VGSOIf
1 _ - VGSOff 1

et

a— 2 pss (1_ VGS)
Vesors

sont alors trés élevées ainsi que la résistance de
sortie R; du montage drain commun ce qui le
rend inapte a la réalisation d’'un étage suiveur.

Afin d’améliorer le dispositif, on remplace la
résistance Rg par un élément présentant, aux
petits signaux, une forte résistance, tout en étant
perméable au courant de polarisation I,. Cet
élément est un générateur de courant cons-
tant I, et 'on aboutit au schéma de la figure 31.

+E
S
h |'s
E
U, R,
-E'
Fig. 31.
U, -V,
Le courant I, =—Z?—B—E— est constant et le
2

calcul de la polarisation du J.FET résulte des
équations :
Uz — Ve

R,

Ip= IDSS<1 -

I, =

VGS )2
VGS of f
Le potentiel du point E étant constant, la tension
de sortie vg évolue au rythme du signal d’entrée
en « comprimant» vers le haut la tension drain
source du JFET et vers le bas la tension
collecteur émetteur du transistor bipolaire.
L’utilisation d’une deuxiéme source de tension
continue — E’ est justifiée par le fait que la
tension de polarisation Vg, = — V5, de ordre
de quelques volts, est insuffisante pour assurer la
tension collecteur émetteur du transistor bipo-
laire, et la tension U,.
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Afin de déterminer le schéma équivalent pour les
petites variations calculons, au préalable, la
résistance que présente le générateur de courant
entre les points S et M (fig. 32).

Fig. 32.

Le courant dans la résistance R, est égal a
R,

Le courant i, traversant le générateur de tension

h21ib

. h o
est égal i = i, 1 + =2 ). Le générateur de
22 R2

tension est donc équivalent a la résistance

hy, 1

h2s hi\
22 (1 + i)
R,
et la résistance vue entre les points S et M s’établit

a:
P U SR T Y.

wa=7 7~ +—+ :
! h22<1 + hll) h22 hll +R2

R,
h,, étant grand par rapport a 1, R, est de I'ordre

h . .
de grandeur de h—“, cest-a-dire de plusieurs
22

mégohms.
g Vos s

Ry ImYys

Req

Fig. 33.

Le schéma équivalent du dispositif de la figure
31 est donné a la figure 33. Il est identique au
schéma de la figure 29 par remplacement de la
résistance Ry par R,, et par suppression de la
résistance de charge R;.

L’amplification en tension est donc égale a

R .
v = ImTes o |a résistance de sortic est
1 + ngeq R
donnée par R, = 1_+—geqT
mfheq

Ordre de grandeur

La reésistance R,, étant de l'ordre de plusieurs
mégohms, g,,R,, est grand devant l'unité; 'am-
plification en tension est pratiquement égale

\ - : . 1

a 1 et la résistance de sortie est égale a — que
Jm

I'on peut rendre inférieure a une centaine d’ohms

par un bon choix de composant et par une
polarisation proche de I 5.

Afin de satisfaire ’hypothése de départ (la résis-
tance de charge est grande devant Rg), on
fait suivre le dispositif d'un montage collecteur
commun.

De plus, pour diminuer I'influence des capacités
Cgs et Cgp, on réalise un montage « bootstrap »
pour aboutir au schéma de la figure 34.

Fig. 34.

Le condensateur C posséde une capacité suffi-
samment élevée pour se comporter comme un
court-circuit pour les petits signaux. Il est donc
nécessaire de rajouter sur le schéma la résis-
tance Ry, sinon le signal de sortie (point O) serait
nul.

L 1
En négligeant l'influence des résistances & en
gds

. 1 . Rp
paralléle sur A4, et 5272 en parallele sur m

et en ne tenant pas compte, dans un premier
temps, des capacités Cgg et Cgp, le schéma
équivalent est celui de la figure 35.
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Le courant dans la résistance est égal a
hariy = oy GV

Il vient alors :

_RRp
R+R,

RR,
UV, = vys + hllgmvgs + h21mgmvgs
RR,

g = h21 mgmvgr
D

L’amplification en tension s’écrit donc :
RR,
R+ R D
RR,,

L+ hyigm + h21R +Rng

h21

4, =

sachant que h,, ——— est grand devant h,, et

RRj
R + R,
1 . . .
devant —, le gain en tension est pratiquement

égal a 1. Il en résulte que les points S, G, D ont
des potentiels sensiblement égaux. La présence
des capacités parasites Cgg et Cgp, perturbent
donc trés peu le dispositif, car le potentiel a leurs
bornes étant pratiquement nul, elles ne dérivent
pas de courant. On arrive ainsi & des capacités
d’entrée de l'ordre du picofarad.

8.5. MONTAGE PORTE
COMMUNE

La seule utilisation pratique du montage porte
commune est la réalisation d’un générateur de
courant constant ( fig. 36).

Fig. 36.

A partir des équations
VGS = — RID

ID = Iz)ss(1 -

2
Vas )
s
VGSoff

on établit 'équation du courant I, :

RI, )2
VGSuff )

Ip,= IDSS(l +
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Afin de déterminer la résistance interne de ce
générateur de courant, dessinons (fig. 37) son
schéma équivalent, pour les petits signaux, entre
les points D et M.

L Y%
9as dd
B oiwm
D — @ -

Vos Fig. 37.

Vys
Le courant i étant égal a -= R le générateur de

tension peut €tre remplacé par la résistance L
s
et la résistance équivalente R,,, entre les points D
et M, s’établit a
1 R 1
R,=—+2"2 L Rx—(1 + g,R).
Gas Yds Yds

q=

FElle est de I'ordre de plusieurs mégohms.

8.6. BRUIT DANS LES
AMPLIFICATEURS A J.FET

Il résulte de I'étude du J.FET en amplification
que la principale qualité du composant est de
présenter une trés forte impédance d’entrée. Il est
ainsi fréquemment utilisé dans les étages d’entrée,
a la suite de capteurs possédant une forte
résistance interne. La notion de bruit prend alors
une grande importance pour le composant.
Rappelons que le bruit est un signal aléatoire sy
dont on ne peut connaitre la valeur sz 4 un
instant t et que lon définit par sa valeur
quadratique moyenne s3.

Pour le J.FET, les générateurs de bruit sont
décrits a la figure 38.

er eg

-

| Résistance
d'entrée
' infinie

T

Fig. 38.

e ep est la tension de bruit de la résistance R,
du générateur dont la valeur quadratique
moyenne s’exprime par Z =4KTR Af
ou K est la constante de Boltzmann
= 1,38 . 10723 J/K,
T est la température absolue en degrés kelvin,
Af est 1a bande de fréquence en hertz.
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e iy est dii au courant de fuite I; de la porte. Sa
valeur quadratique moyenne est donnée par la
formule de Schottky :

i2=2e. I, 4f

ou e est la charge de I'électron = 1,6 . 1071°C,
I est le courant de fuite porte-canal.

o e est dii d’une part a ’agitation thermique des
électrons dans le canal, d’autre part au phéno-
meéne d’ionisation thermique-recombinaison,
dans la zone de transition.

Sa valeur quadratique moyenne est donnée par :

o2 = 4KT1<1 + 9 Af

ou f, est de 'ordre de 100 Hz a 1 kHz.

Sur le schéma de 1a figure 38, la tension de bruit
a lentrée du J.FET s’écrit u = ey + eg + R,ip.
Comme il n’existe aucune corrélation entre les
générateurs iy, ey et eg, la valeur quadratique
moyenne de la tension u s’écrit

u® = ef + ex + RZi.

Pour chiffrer 'immunité du J.FET au bruit, on
définit le facteur de bruit F, par «le rapport de
la pui: ince de bruit en : ortie, a la puissance de
bruit en sortie due a la résistance R, supposée
seul générateur de bruit ».

Soit 4 'amplification en tension du J.FET et R,
la résistance de charge.

— En considérant la résistance R, du générateur
comme le seul générateur de bruit, la puissance
instantanée de bruit en sortie du J.FET s’écrit :

2
e
=42 R
Pso R,

Sa valeur moyenne dans le temps est

Ppo =

— La puissance instantanée de bruit, en sortie
du J.FET, tenant compte des générateurs de bruit
du J.FET sécrit :
A g 2 2 2:2
Pp = —(eR -+ € + Rg lB)‘
R,
Sa valeur moyenne dans le temps est
2 —_— _ —
PB:R—L-(eIZ( +3123+R92112;.

. P ..
Le facteur de bruit F = —2 gécrit :
BO

S

J— N —_ 1+_
F_e§+e§+R§t§_l+ f  Ryelg
- 2 gmR, = 2KT’

Remarquons que lorsque R, tend vers zéro, le
facteur de bruit tend vers l'infini et qu’il en est
de méme lorsque R, tend vers I'infini. Il doit donc
exister une valeur optimale de R, pour laquelle
le facteur de bruit est minimum. Pour la
déterminer il suffit de dériver F par rapporta R,.

dF
dR,

pour R, = R =

gmin

Ovdre de grandeur
gn~3.10 *A/)V; T ~300K;

e =16.10"1°C; Ig~ 10710 A;
K =138 .10" 23 J/K.
Soit R, . delordre de 4 (1 + % x 10° ohms.

Le J.FET est donc bien adapté pour les étages
d’entrée intervenant a la suite de générateurs qui,
comme les capteurs pi¢zoélectriques, possédent
une forte résistance interne.

8.7. REPONSE EN FREQUENCE
D’UN AMPLIFICATEUR
UTILISANT UN J.FET

8.71. Montage source commune

Le montage source commune est rappelé a la
figure 39.

Fig. 39.

Rp
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¢ Aux basses fréquences les condensateurs C, et
C ne peuvent plus étre considérés comme des
courts-circuits par les petits signaux.

o Aux hautes fréquences, les capacités parasites
Cgs> Ceps Cps perturbent la réponse de 'amplifi-
cateur.

ETUDE AUX FREQUENCES MOYENNES

Ce sont les fréquences pour lesquelles :

— les condensateurs Cg et C, se comportent
comme des courts-circuits pour les petits signaux,
— les capacités parasites du JFET ont une
influence négligeable.

Le schéma équivalent correspondant est donné
a la figure 40, en négligeant I'influence de la

. |
résistance — en parallele sur Ry,

gds
Ry
Ves
— | 9mVes Vs
O "
Fig. 40.
. . Vs
La fonction de transfert en tension A ZE
Ly
s’établit donc a :
A, = A Re R
= =" x .
2v Vo Rg + RG gm D

ETUDE AUX BASSES FREQUENCES

Pour ces fréquences, les capacités parasites du
JFET ont une influence négligeable.

Influence du condensateur C,

Nous supposons dans cette étude que le conden-
sateur Cg a une capacité suffisante pour que la
tension a ses bornes reste pratiquement cons-
tante. Le schéma équivalent correspondant est
donné a la figure 41.

Ry Co

Ves
—| 9mVos Vs

Eg HG RD

Fig. 41.
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La fonction de transfert en tension s’établit a :
Rg

éV = _ngD
R, + Rg +

1Cow

Rg JCo(R,; + Rg)w
- ngD X :
Rg+R, 1+4+jCo(R,+Rgw

qui peut s’écrire :

j 1)
Ay = Ay, . Yo avec wg = —1 .
- ’ (Rg + Rg)Co

. W
lL+j—
Wo

Le diagramme de Bode correspondant est donné
a la figure 42.
| Arg AV

A 201 |Av] 201g | Av | ‘

20 1ig |Avo |

Fig. 42.

Pour qu'un signal sinusoidal soit transmis dans les
mémes conditions qu’aux fréquences moyennes,
il est nécessaire que sa pulsation soit supérieure
a 10 w,.
Soit

10 1 < R, + RG.

Y7 R, +R)Cs " Cow = 10

Ce qui confirme le calcul de la capacité du
condensateur C, effectué au paragraphe 8.3.2.

Influence du condensateur Cg

Nous supposerons pour cette étude que le
condensateur C, a une capacité suffisante pour
que la tension & ses bornes reste sensiblement
constante.

Le schéma équivalent correspondant est donné
a la figure 43.
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Vs

Fig. 43.

La fonction de transfert en tension s’établit a :

A, = 5 _ 9mRpVas
=YK, E,
avec
Rg Rsg,,
E—— =V, 4+ ———2_ V..
_gRG + Rg —GS + 1 +JR5CS(0 —GS
Soit
Rg 1
Ay = — g.R X
=Y DRG + Rg Rng
1+ jRsCsw
_ 1 +jRyCsw
Y°1 + Rygm + jRsCs’
1t j—
Ay, :
=+ Ry, I 4i
1
1
w, =
vec 1 RsCs
a
’ 1 + ngS
' RsCs

Remarquons que pour les fréquences trés supé-
rieures a w7, la fonction de transfert en tension

A ]
e Dy
1 + Rgg,,
qui est bien sa valeur pour les fréquences

moyennes.

Le diagramme de Bode correspondant est donné
a la figure 44.

devient peu différente de

| 201g 1AVl 201g [Av]  § ArgAv
201g |Avol J/ T
______________ =
| 2
|

o -
SRR i
(01/10 ®, 10(01 ®'y/10 0)'1100)'1 w

Fig. 44.

Pour qu’un signal sinusoidal soit transmis dans les
mémes conditions qu’aux fréquences moyennes,
il est nécessaire que sa pulsation soit supérieure
a 10 w} soit

1+ g,.Rg

> 10
@ RsCs

L’impédance du condensateur Cg doit donc étre
telle que :

1
R _
1 X
Coo 1 10
s Rs+_

m

Ce qui confirme le calcul effectué au paragraphe
8.3.2.

ETUDE AUX HAUTES FREQUENCES

Nous supposerons que, pour les fréquences
d’étude, les condensateurs C, et Cg se com-
portent comme des courts-circuits. Compte tenu
du schéma équivalent de la figure 19, nous
obtenons le schéma équivalent de la figure 45.

A

2 o
%] 8—
()
L/

&
—
LI

|

Rs
T s

Fig. 45.

Soit I le courant dans la capacité Cg;p. Si
I'on ne considére que les fréquences trés infé-

rieures 4 , le courant I est négligeable

par rapport a g, Vs, €t nous pouvons écrire :

I= jCGDw(YGS - V)

3 ngD
=]C 1+ —=— Y,
J GDw< 1+JRDCDSCU>_GS

La capacité Cpg est faible par rapport a Cg),.
L’étude étant limitée aux fréquences trés infé-
1 1

< b
27CRDCGD 27[RDCDS
R, Cpso est négligeable par rapport a 1, soit :

I~ jCspo(l + g,,Rp) Vis.

le terme

rieures a

Ce qui conduit au schéma équivalent de la figure
46 avec :

C = Cgs + Cgp(l + g.Rp)
= Cgs + Cop + guRpCqp
C=Cis+ guRpCpss
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R Vas

T

Fig. 46.

D

| N

9ImVas

. . V
La fonction de transfert en tension Ay :E_S

. P -9
s’établit ainsi a :

R R
B0 X TV Re Coo
4y = .
R, +—f—
¥ 14+ jRsCw
— 4R, R¢ N 1
"R+ R, JRR,
Rg+ R,
Soit
1
Ay = Ay, , AveCw, =-—p o
1+j— —4e C
sz R; + R,

Le diagramme de Bode correspondant est donné
a la figure 47.

A 201g |Av] Arg Av |
201g | Avo |
201g |Av |
| Arg Av
+ A= — L T
a
| . - 31
o \ 2
L y -
0y O, 10 ®, ()
]
Fig. 47.

8.7.2 Montage drain commun

Considérons le dispositif de la figure 48 dont le
schéma équivalent est donné a la figure 49.

Ve

Fig. 48.
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Vas
~— /=jCas0 Vgs

Vs

Fig. 49.

Par transformation, entre les points 4 et B, du
schéma de Norton en schéma de Thévenin, et
compte tenu de Cgg > Cpg, nous obtenons le
schéma équivalent de la figure 50.

A 1 1=jCas Vgs
' Ll
y L5} Cos ImVos
LE _
RGTCGD iCps®
i B
Fig. 50.

Il y apparait que, quelle que soit la fréquence, la

. . Vs
fonction de transfert en tension A, = 7 reste
E

égale a 1. Par contre 'impédance d’entrée est
altérée par la présence des capacités parasites. Le
. . |7
générateur de tension ,g'"—GS
JCpsw
courant jCgsm Vs, est équivalent a 'impédance :
Im
jCos® . jCpsw
La branche AB présente donc une admittance :

, parcouru par le

1 _ JCpsw
ro, 1 Im G
jCps® jCDSw.jCGS(U jCgs®
. Gm
1
+JCGSw

=jCps0——F——7
1+< o )
Cos0

qui correspond 4 la mise en parallele de la

. C L
capacité <—DS—2 et de la résistance

9m
Cgasw

2
Im
1
_ i (CGS‘U>

5 en parallele sur la

Im
1
* <CGS(“>

e La capacité
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capacité Cgp, a une influence négligeable dans la

mesure ou Cgp > Cpys. g 2
1 +< - )
Cgs® .

de provoquer I'apparition d’oscillations sponta-
nées a la fréquence pour laquelle la mise en
parallele de cette résistance sur la résistance Rg
conduit 4 une résistance négative.

La condition d’oscillations s’établit donc a

Cps g g
Rogp—=—>1+{=—"").
GngGS (CGSO)
Le risque d’oscillations spontanées est donc

d’autant plus grand que la résistance R est plus
élevée.

o La résistance négative —

Considérons le schéma de la figure 51 dans lequel
la tension v, est susceptible de varier au cours
du temps. Le signal appliqué sur la porte G,
commande le J.FET en commutation et autorise,
ou n’autorisec pas, la transmission du signal
analogique v, a la résistance de charge R.

S D o

>y

Va G R VU

Hve

Fig. 51.

Plusieurs J.FET peuvent étre connectés au
point 0. On réalise ainsi le schéma de la figure 52.
En ne débloquant qu’un seul J.FET, les autres
se comportant comme des circuits ouverts, on
sélectionne la tension analogique v ,; devant étre
appliquée a la résistance de charge R.

On réalise ainsi un multiplexeur analogique.

l G,
Va2 f G,
o

I G,

Van

b va s

Fig. 52.

9.1. PORTE FERMEE (fi. 51)

Lorsque la porte est fermée, le signal analogique
n’est pas transmis et le JFET se comporte
comme un interrupteur ouvert. Il est nécessaire
pour cela que la tension Vgg soit inférieure a
Vesors- Pour une tension de commande V
donnée, la tension analogique v, doit étre telle
que V5 — vy < Vis,zp- Elle devra donc toujours
étre supérieure a Vg — Vgs,s5 sOUs peine de voir
la porte s’ouvrir.

D’autre part, la tension V;g devant rester
inférieure a la tension de claquage Vyg, . de la
jonction porte-canal, la tension analogique devra
rester inférieure a Vi + Vyp,. .- Soit globalement

VG - VGSoff <y < VG + VBR(;SS'

9.2. PORTE OUVERTE (fig. 51)

Lorsque la porte est ouverte, le signal analogique
est transmis et le J.FET se comporte comme un
interrupteur fermé. Il est nécessaire pour cela que
la tension Vg soit voisine de zéro, ce qui semble
difficile a réaliser dans la mesure ou la tension
analogique v, est susceptible de varier. En effet
si la tension de commande V; est constante, le
J.FET est mal débloqué lorsque la tension v , est
supérieure a V; et la jonction porte-canal est
conductrice lorsque la tension v, est inféricure a
Vi — 0,6 volts (fig. 51).

Pour y remédier, on place une diode D en série
avec la jonction porte-canal (fig. 53).

S 4 N Jonction
rte- |
5 porte-cana
la
VA G
D
b v
Fig. 53.

e Si la tension ¥V est supérieure a v,, le' cou-
rant I; est le courant de fuite I, de la diode D
polarisée en inverse. La tension porte-canal
se fixe 4 une valeur, trés légérement positive,
qui correspond au passage du faible courant
direct I, a travers la jonction porte-canal.
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La diode D se comporte comme un générateur
de courant I, qui absorbe a la maniére d’'un
ballast, les variations de la tension v, — V, de
facon 4 maintenir la tension porte-canal tres
légérement positive.

e Pendant la période de fermeture de la porte,
le J.FET est bloqué, le courant I est le courant
de fuite I, de la jonction porte-canal (courant
négatif de I'ordre de 100 pA). La tension aux
bornes de la diode se fixe & une valeur, voisine
de zéro, qui correspond au passage du faible
courant direct I 55, a travers la diode. L'influence
de la diode est donc négligeable pendant la
période de fermeture de la porte.

Les variations de la tension v, doivent donc
rester dans des limites telles que les inéquations
suivantes soient satisfaites :

_ porte fermée : tension V = — V,

— Vi = Vesors <04 < Viress — Vi
porte ouverte : tension V = + ¥V,

Vo= Vbinv.max. <04 <V

U V) ino. max. €St 1 tension inverse maximum
de la diode D.

9.3. PORTE ANALOGIQUE
INTEGREE

Fig. 54. +E

Une porte analogique intégrée ( fig. 54) regroupe
a lintérieur d’'un méme boitier les composants
suivants :

— Un transistor P-N-P auquel est appliqué le
signal de commande.

e Lorsqu’il est bloqué, la tension — E est
appliquée au point C. La tension aux
bornes de la diode D est voisine de zéro.
Le J.FET est bloqué et la porte est
fermée.

e Lorsqu’il est saturé, la tension + E est
appliquée au point C et la porte est
ouverte.

222

— Une diode varicap D, dont nous avons vu
la nécessité au paragraphe 9.2, et qui, de
plus, posséde une capacité C dont la valeur
varie comme l'inverse de la racine carrée
de la tension inverse appliquée aux bornes
de la diode (fig. 55). Cette capacité, nous
le verrons, améliore les temps de commuta-
tion de la porte.

C (PF)
)
50
40
30
N~
20
10
v
2 4 6 8 10 12 Volts

Fig. 55.

— Un JFET 4 canal N, qui, lorsqu’il est
débloqué, présente entre source et drain
une résistance R gy tres petite par rapport
a la résistance de charge R. Rappelons que
la jonction porte-canal présente une capa-
cit¢ de transition que I'on symbolise par
deux capacités Cgg et Cgp, que nous
supposerons égales et qui varient en
fonction de la tension porte-canal confor-
mément a la courbe de la figure 56.

\ Css=Cap(PF)

10 ‘\

8 \\

6 N

\\
4
2
v
2 4 6 8 10 12 Volts

Fig. 56.

9.4. DECOUPAGE D'UNE
TENSION ANALOGIQUE
SINUSOIDALE

Lorsque la tension analogique v, appliquée a la
porte est sinusoidale, les capacités Cgs, Cgp et C
perturbent sa réponse.
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9.4.1. Porte fermée

_ Nous supposerons, pour simplifier les calculs, que
les capacités Cgg et Cgp sont égales et nous
poserons : Cgg = Cgp = Co.

De plus, la jonction porte-canal étant polarisée
en inverse, les capacités Cgzg = Cp = C, sont
faibles devant la capacité C de la varicap, car la
tension aux bornes de cette derniére est pratique-
ment nulle

(voir figures 55 et 56 pour — E = — 10 volts,
Cgs = Cgp = 4 pF, alors que C = 60 pF).

Du point de vue alternatif, le schéma équivalent
de la porte analogique est donné a la figure 57.

S ' I G I
C
© c
Va v

&T
lw)

dil

Fig. 57.

A partir des équations :

. 14 v,
iCooVy=V)=—="1-+7%
R ——
¢ +jCco
4 (loi des nceuds au point G)
_y R iRCow
= 1 —1+jRCow’
+ =
1Co0
il vient :
JCowV,
—v|ic. o+ jCw +_I§‘
TP T T R.Co | TR
1 1+4+jRCym/, jCw
=y = TI0 =
—"|:R * jRCyw ( 0@+ 1 +jR.Co
2, C 1+ jRCyw
=V|=+4]C -
—"[R R TN +JRCCw:!

Déterminons, dés lors, la fonction de transfert

V,
T =I—/—“ lorsque R = R, = 5 kQ.

A

I =
jRC%w(1 4+ jRCw)
2Co+C+jwR(2CCy+ C3+ CCy) +(jw)*R*CEC

Compte tenu de C, < C il vient :

. C .
JRCOw?O(l + jRCw)

I~
2

1 + jwR(3Cy) + (jw)*R2C3
.o .
B

Wy @

(1 +jwﬁ)<1 +jwﬂ>
3 4

T

7 RC, 2  RCC, 2
_ 3+\/§£
72 G,
1 — _
o, 3-Vs_1 o c o 3-5
RC, 2 RC = C, 2
3 —
IRERNCES
2 G,

Le diagramme de Bode correspondant est donné
a la figure 58.

4

Ve Fig. 58.

Pour les hautes fréquences, le signal est transmis
a la résistance de charge R et la porte ne peut
plus étre considérée comme fermée.

e 1 ,
Pour les fréquences inférieures a l'atténua-
2nRC
. - X c . .
tion est supérieure a 40 lgC— décibels. Pour

0
R =R;=5kQ, C=60pF, C,=47pF.
On obtient une atténuation de 47 décibels a la
fréquence de 530 kHz.
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9.4.2. Porte ouverte

Du point de vue alternatif, le schéma équivalent
de la porte analogique est donné a la figure 59.

Roson

Fig. 59.

La tension inverse aux bornes de la varicap est
voisine de E. Pour E = 12 volts, le diagramme
de la figure 55 indique que la capacité est alors
voisine de 15 pF.

La tension aux bornes de la jonction porte-canal
est voisine de zéro. Le diagramme de la figure 56
indique que la valeur commune des capacités Cgg
et Cgp est alors voisine de 15 pF.

Nous admettrons donc, comme indiqué a la
figure 59 que les trois capacités Cgg, Cgp et C
sont égales a C, = 15 pF.

Afin de déterminer la fonction de transfert

V . , C
T= I—/—“, modifions le schéma partiel résultant du
A

montage en étoile des trois capacités C, ( fig. 60).

j_|iG —-

Vu

Co

|
o

Fig. 60

A partir des équations

V, = I, +
ZA jcow_l
1
! jCOu)'2

1 1
jcow(_l + _2)

+ (!1 +!2)’

1Cow
il vient
3, =iCow2V, — 1)
=JjCowV, +jCoar(V,y— V)
3, =jCow(2V, — V)
=jCo0l, +jCow(V, — V).

Le schéma de la figure 60 est donc équivalent au
schéma de la figure 61 et le schéma de la figure 59
est équivalent au schéma de la figure 62.
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Fig. 61

Il
%
3

e

Rpson A1
= ¢ Co

— Co ‘o
T= 3

Fig. 62

Va

V. . .
La fonction de transfert T = I‘/—” s’établit donc a
A

R
.RC
1+ 3 w
T =
- Rpson R
. RpsonC 'RC
1 +J% 1+] ; %0
Soit :
R<1 +j%cu>
T =
- . 2C,
RDSON + R+ .]RRDSONTU)
-RDS()NCO
1 Z*DSON -0
___ R A
Rosow + Ry i RRpsov 2Co W
(R + RDSON) 3
)
A
donc T=T,—,
- o)
1+j—
()
R
avec Ty=——
Rpson + R
o = 3 o _(R+ Rpson)3
1= ; 2 = )
RpsonCo 2RR psonCo
| 209!T| o N .
i | -
' |
201 —A |
R +Rpson |
Fig. 63.
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Le diagramme de Bode correspondant est donné
a la figure 63.

Nous pouvons remarquer que si R = Rpgon, les
deux pulsations w; et w, sont égales et le
diagramme de Bode se réduit 4 une horizontale

R
d’ordonnée 20 lg ———; ce résultat est

. R + Rpson
logique dans la mesure ou on retrouve entre V,
et V, le schéma d’un atténuateur parfaitement
compensé.
Pour Rpg5on =50 Q, R=5kQ, et Cy =15 pF,

I’horizontale 20 1g est pratiquement

R + Rpson
confondue avec I'axe des pulsations, et Ia
fréquence de coupure de la porte analogique

_ 1 3 3omHbe
2nRpson R~ 2C,

R + Rpson

sétablit a f, =

9.5. TEMPS DE COMMUTATION
DE LA PORTE ANALOGIQUE

Considérons le schéma de la figure 54 dans lequel
la tension analogique v, est constante et égale
é. VO.

9.5.1. Ouverture de la porte

A Tinstant ¢t =0, le signal de commande est
appliqué sur la base du transistor bipolaire. La
tension v, est alors égale a — E, la tension aux
bornes de la diode est nulle, et la capacité Cg),
est chargée sous la tension Vg, = — E.
L’évolution des tensions v, et v, est décrite par
les chronogrammes de la figure 64.

) Ye
+E +———— —

Conduction du J. FET

Décharge de Cgp

~

Fig. 64.

La tension de collecteur v, évoluede — Ea + E,
avec le temps de montée inhérent 4 la commuta-
tion du transistor bipolaire.

La capacit¢ Cg;, se décharge a travers la
résistance R et la capacité C, entrainant 'appari-
tion d’une tension v, positive.

Le courant de décharge tend & disparaitre, mais
a partir de l'instant ¢ = ¢, le canal commence a
s’ouvrir et la tension v, évolue vers V.

9.5.2. Fermeture de la porte

A Tinstant t = 0, le signal de commande est
appliqué sur la base du transistor; aprés le
temps f, nécessaire a 'évacuation de la charge
stockée dans le transistor bipolaire, la tension v,
décroit de + E vers — E (fig. 63). A linstant
t = t, la tension aux bornes des capacités Cgg et
Cgp est pratiquement nulle et la capacité C est
chargée sous la tension Vpg = E — V.

Dés que la tension v, commence a décroitre, la
capacité C tend a se décharger a travers un circuit
a trés faible résistance Rpgqy. Elle provoque ainsi
la charge rapide des capacités Cgj, et Cgg, c€ qui
correspond en fait a lapport des charges
nécessaires a I’élargissement de la zone de
transition de la jonction porte-canal. Cette
décharge de la capacité C provoque ainsi un
blocage rapide du J.FET et le retour de la tension
v, vers zéro. Le courant de décharge de la
capacité C se perpétuant, aprés le blocage du
JFET, a travers la résistance R et la capa-
cité Cgp provoque Papparition d’une tension v,
négative (fig. 65).

)Y
+E 1

Décharge de la
capacité C

— -
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1.

Soit le dispositif de la figure 1.

+E

1. Polarisation

On reléve dans les feuilles de caractéristiques

Vesors = — 4 volts, Ipgs =16 mA.

La tension d’alimentation E vaut 20 volts.

En négligeant la chute de tension dans la résistance R et
en utilisant l'approximation quadratique, calculer les
valeurs de Rg et de Rj qui fixent le point de repos a
Vps = 10 volts et I, = 4 mA.

2. Etude en régime sinusoidal permanent

a) La capacité Cg peut étre considérée comme un
court-circuit pour les fréquences de travail. Tracer le schéma
équivalent pour les petits signaux sinusoidaux. On donne
gas = 0, calculer g,,.

. Vs
b) Calculer la fonction de transfert T = =5 et la mettre sous
Ye

2
w
1+<j_>
T = 4, Do

—_ 2"
1+ 2jm— + (j3>

Wo [

la forme :

Exprimer Ay, m et w, en fonction de Ry, L, C, g,

¢) Quelle est la fonction réalisée par la dispositif? Précisez
ses caractéristiques : fréquence centrale, amplification
maximale, bande rejetée a4 3 db.

Le schéma équivalent d’un J.FET en hautes fréquences et
pour les petits signaux sinusoidaux est donné figure 1.

C
g6 0D Io
[ ‘ l
Ves ImVas Yos
TCGS CDgI-

S

Fig. 1
On donne Cpg = 0,5 pF, Cgs = Cgp = 5 pF,
9w = 30 mA/V

1° Montrer que pour des fréquences de travail inférieures
a 100 MHz, on peut admettre les approximations sui-
vantes :

Cqs Cosw

Cps < et g, >
ps S Cep g Cep®

2° La capacité Cgp, réalise une interdépendance entre le
courant d’entrée et la tension de sortie et diminue la bande
passante des amplificateurs. Pour limiter son effet, on réalise
un montage cascode (fig. 2) a l'aide de deux J.FET que
nous supposerons identiques.

Is D,

Dy S,

a) Donner le schéma équivalent au montage cascode pour
les petits signaux sinusoidaux.

b) Montrer, compte tenu des valeurs numériques et des
approximations du 1°, que ce schéma se réduit au schéma
de la figure 3.

le G,y D, Is

Pt
Ve ¢c. V.
—_E |T gng TCS _S

Exprimer les capacités C; et Cy en fonction de Cgp et Cgs.

Exprimer admittance g, en fonction de g,,, Cgp, Cps €t
montrer que l'interdépendance entre la tension de sortie et
le courant d’entrée est négligeable.
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~amplificateur
—de différence

! L’amplificateur de différence est un dispositif
destiné a fournir un signal de sortie u,
proportionnel a la différence de deux signaux
d’entrée u; et u,, soit :

u, = Ay[u, —u,]

A, est appelée amplification de différence.

On distingue deux types d’amplificateur de
différence.

e Montage a sortie flottante :

pour lequel la référence de potentiel en sortie est
différente de la référence commune aux signaux
d’entrée (fig. 1).

—_te f-

Y
]

Fig. 1.

e Montage a référence commune :

pour lequel les signaux d’entrée et de sortie
admettent la méme référence de potentiel (fig. 2).

—e

Uy
|

I
Fig. 2.

Soit le dispositif de la figure 3 dans lequel les
transistors T; et T,, parfaitement identiques,
sont alimentés par un générateur de courant
constant I,.

2.1. POLARISATION

Enl’absence de signal, u; = u, = 0, les transistors
doivent étre dans une zone linéaire de fonc-
tionnement.

4 VCE > VCEsat'
o Vi = 0,6 volts.

2.1.1. Tensions collecteur-émetteur Ve

Les deux signaux d’entrée u, et u, étant égaux,
le dispositif est parfaitement symétrique et les

, i .
courants de collecteur sont égaux a 30, soit :

I
E= RCEO + Ver — Vgg.

La condition Vg > Vig.,, impose la relation :

I
E - RCTO + Vee > Vepsar

227



composants

2.1.2. Construction du générateur
de courant

Plusieurs dispositifs sont possibles, nous en
donnerons deux exemples.

D’une mani€re générale, nous considérerons que
la tension base-émetteur d’un transistor conduc-
teur est égale a 0,6 volt; nous la noterons 0,6 sans
indication d’unité.

PREMIER EXEMPLE

La figure 4 donne le détail du montage qui
apparait entre les points A et B de la figure 3.

+E

Fig. 4.

e La résistance R, est calculée de telle sorte que
la diode zener fonctionne dans la zone verticale
de la caractéristique I, = f(U,)
2E-U, I,
Iin < —5———— <1 .
Zmin RZ B Zmax
e La tension aux bornes de la résistance Ry est
constante et égale a8 U, — 0,6. Le courant I est
U,—06
R;
o La polarisation impose que, pour u; = u, =0,
les tensions Vg des transistors T; et T, puissent
se fixer a 0,6 volt. Il vient alors :

u;=0= Vg, + Veg, + Uz — 0,6 — E,

donc fixé par R a

soit
VBE‘ = E - UZ + 0,6 - VCE:;‘
La tension Vg, s’ajuste de telle sorte que
0,6=E—-U,;+0,6— Vg,
soit Veg, = E— Uy,
mais ceci n’est possible que si :

E— UZ > VCEsat

REMARQUES

Dégageons du dispositif précédent la portion de
schéma faisant intervenir les tensions collecteur-
émetteur des transistors T, et T; (fig. 5)
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e Pour u; = u, :
— le potentiel du point C, est fixé d E — RCIZ‘O,
— le potentiel du point E; est fixé a
—E+U;-06.

Lorsque u, et u, évoluent simultanément, en restant
égales entre elles, le potentiel du point A les suit a
0,6 volt prés. Sachant que Vg, et Vg, doivent rester
supérieures d Veg,,, le potentiel du point A ne peut

dépasser E — RCEO — Vepsaw  d’un coté et

—E+ UZ - 096 + VCEsat

de l'autre, ce qui permet de déterminer l'excursion
maximale d¢ uy et u,. Cette excursion maximale
doit par ailleurs respecter les conditions de linéarité,
la portion de caractéristique Iz = f(Vgg) utilisée
devant pouvoir étre assimilée a une droite.

o Nous avons démontré précédemment que, pour les
petites variations, la résistance équivalente du
générateur de courant I, est de l'ordre de

h
21 ~ 10 MQ.
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DEUXIEME EXEMPLE

Le générateur de courant I, peut étre réalisé entre
A et B par le schéma de la figure 6.




amplificateur de différence

Sachant que pour un transistor bipolaire, le

courant d’émetteur est lié & la tension base
VBE
emetteur par la relation Iy = I eVr, avec :

I courant de saturation, V; ~ 30 mV,
on peut écrire :

Vy In £2
I _VBE4 VBEg_ ' I,
0 R Ry
E—-06
I, = ’
E4 Rl
soit
| 4 E—0
Io— Tlll ’6
R R,

équation qui fixe le courant I,, compte tenu des
valeurs de R, R, et E.

e Comme dans I'exemple précédent, la tension
Ve, se fixe & une valeur telle que :

Vge, = 0,6 volt

pour u; = 0, on peut écrire :

E—-06
u1=0=0,6+ VCE3+ VTln—m—E
Ceci n’est possible que si
E—-06
E — 0,6 - VT In —m' > VCEsal

¢ De la méme maniére, le potentiel du point E,
— 0,6
———>, ce qui limite 'excursion
R, 4
du potentiel du point 4 ainsi que la valeur de
Uy = Uu,.

est fixé a Vy In

REMARQUES

1. Si Rg= 0,’ lq cqnd_ition V};E;. = Vpg, impose
Iy =1Ig,. On réalise ainsi un « miroir de courant ».

KT
2. Vr=—— avec K : constante de Boltzmann,
e

e : charge de l'électron, T : température absolue.
Vr dépend donc de la température. 1l en est de
méme de 1, qui est fixé par I'équation

Ve . E—06

L in

I, = .
° Ry R,

Pour s’en affranchir, on peut réaliser le dispositif de
la figure 7.

T3
/353 VQ
Re \
VBES

Des équations

Rglo = Vig, + Veg, — Vip, + R31g,
1

Veg, = Vp In 22

Ig

I
1 Vee,=Vrln ==
Is

I
Vag, = V¢ In e
IS

E =(Ry + Ry)lg, + Vg, + Vg,

I, 2

E—ViIn| =

Is
Ig=——F7————"

on tire * R, + R;

1%,

Rgly = Vyln *—~ 4+ Rylg,,

Io . Is

soit
I3 R Ig, \’

Rely=Veln—+ —"—|E—-V;In[ =) |,
RO T, Is T R, + R, T\ U

relation dans laquelle Vi et Ig dépendent de la
température.

Afin de rendre le courant 1, indépendant de la
température, on doit réaliser

13 R Ig,\?
In-2=—"2_n| B
IoIs Ry +R; \Is

3 Iz, I#
en posant o =———— il vient — ="
R, + R, Idg ~ I2*
; _ q2e—1 J2(1-a)
soit Iy=15""" . I:0 7.

Cette relation devant étre vérifiée quelle que soit

la température on choisit o« = 3 ce qui conduit a

Ry =Rjet

Iy=1I;, = —E— . —R—3
R R, + R,

3. Vis-a-vis des petites variations autour du point
de repos, on obtient pour le schéma de la figure 6,
le schéma équivalent de la figure 8.
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3.
Fien bo

3
haa

Fig. 8.

Le générateur de courant hj,ib, soumis d la tension
his
4 I y [, 3
ht,ib, est équivalent d la résistance E < hi;.
1

h3
Le courant i est alors peu différent de ib3[1 + %
E
3

et le générateur de tensionh—g: iby peut étre remplacé
hi  Rg
h3 R, +
La résistance équivalente entre les points A et B
s ecrit @ R vli h?l RE

h3,Re+hiy  h3, Rg+hiy

de lordre de 10 MQ.

par la résistance

2.2. ETUDE DYNAMIQUE

Effectuons le changement de variables

U, +u, Uy

u =———- Uy = Ut
soit

Uy =uy — Uy Uy

U, =u, — —2_

Appliquons des lors le théoreme de superpo-
sition au schéma de la figure 3.

o Par suite de la symétrie du montage, I'applica-
tion simultanée sur les deux entrées de la tension
u, conduit a une tension u; = u,, = 0.

L . u .
e L’application de la tension + 7" sur le transis-

. u .
tor T; et de la tension — ?" sur le transistor T,

conduit au schéma équivalent de la figure 9 a
partir duquel on écrit :
{ ug = hy,(iby — ib;)
us, = hy Re(iby — iby)
_haRe

soit Ug, = h uy.
11
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Fig. 9.

e L’application de u, sur le transistor 7; et de
u, sur le transistor T, conduit a une tension de
sortie

h,; R
us - us1 + usz - Zhl ¢ d
11
soit
h, R . h,;R
u, = —22Cy, —u,) dou A, = — 21°°¢
hll hll

On obtient un montage a référence commune en
complétant le schéma de la figure 3, conformé-
ment au schéma de la figure 10.

+E

Fig. 10.

Le transistor T3 monté en collecteur commun
permet de préserver la symétrie de fonction-
nement des transistors T; et T,, en ne prélevant
que trés peu de courant sur le collecteur de T;.



amplificateur de différence

On obtient finalement le résultat suivant :

3.1. POLARISATION

Aux conditions décrites pour le montage a sortie u, = Ay(u, —u,) + Acul T

flottante, il faut ajouter la condition suivante :

la tension de sortie u; doit étre nulle lorsque avec

Uy = u,, soit : bR R

Ag="28C o 4 - 21 8¢
I, 2h,, hiy +2hy, R,
E—R07—0,6~UZ=0

Ainsi le dispositif amplifie non seulement la
différence u, — u, mais aussi le mode commun
u; + uy

3.2. ETUDE DYNAMIQUE 2

A, est Uamplification de différence,
Vis-a-vis des petites variations, le schéma équi- A, est lamplification de mode commun.

valent de la figure 10 est donné a la figure 11. Le montage se rapproche d’autant plus d'un

amplificateur de différence idéal que |4, est
hat ko a1 h2 h111 . grand par rapport a |A4,].
On le chiffre par le taux de rejection du mode
Rz commun :

Fig. 11.

La résistance R, est la résistance équivalente du
générateur de courant pour les petites variations.

Le montage collecteur commun ayant un gain . ) . o
voisin de 1 et une résistance d’entrée trés grande  Le fonctionnement du dispositif n’est linéaire que

devant R, on peut écrire avec h,, > 1 : dans la mesure ou le point de fonctionnement
décrit une portion de caractéristique iy = f(vgg)

u, = — hyib, R, assimilable a une droite.
{ uy = hyyiby + R,(ib, + ib))hy, Or cette caractéristique est décrite par 'équation :

u2 = hllin + Rg(ibl + ibz)h21 VBE

ip=Isevr = S(Vag)

soit { Uy — uy = hy,(ib; — ib,)
Uy +uy = (hyy + 20y R)(ib; + iby).

. . 1
iby —ib, = h—(ul — U),
11

1
ib ho—
by + 10, o, ¥ 2h2le(“1 + uy),

d’ou I'on peut déduire :
1 uy + u, 1
== X —
hll + 2h21Rg 2 2h11

ib, (uy — uy).
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Sur le schéma de la figure 12, on peut écrire :

ig, = f(VBEl)
ig, = f(VBEz)
ig, +ig, = Io
u= u1 - uz = UBEl - UBEz'
La relation i, = f(u) peut étre obtenue graphi-

quement point par point a partir du diagramme
de la figure 13.

le2 on l VBE1
ig2=f (VgE2)

I

'2(7)— e Mo lo
fg1=f(vae+)

i

) ‘ ~
iy Vago VBE\ Yae2
Fig. 13.

A un point H de l'axe vertical correspond une
valeur de iy, = OH, 4 partir de laquelle on déduit
la valeur de iy, = I, — iy, = O’H. On détermine
alors les valeurs correspondantes de vgg, et vgg,
ainsi que u = vgg, — Upg,.

On obtient pour la relation iz, = f(u) la courbe
de la figure 14.

:v

Fig. 14.

e Pour des petites variations autour du point
M, les courbes I, = f(Vyg) peuvent étre assimi-
lées 4 des droites et la relation iy, = f(u) est
linéaire.

e Pour des fortes variations le courant iy, se
sature d’un coté a 0, de l'autre a I,
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Ce phénoméne est utilisé dans certains confor-
mateurs qui permettent de transformer les
signaux triangulaires en signaux sinusoidaux.

On ajoute alors dans les émetteurs une petite

. 2V.
résistance r, de l'ordre de grandeur de —I—Z,

0
conformément au schéma de la figure 15.

v o +E
Rc Re
u
feq le2 /
4 [ :Eh Vaea | Y2
r r 1
1
L
R
Fig. 15.

Nous obtenons alors les relations suivantes :
u=u; — Uy = Upg, — Upg, + rlig, — ig;)
ig, +ig,= I

UBE1
ig, =Igevr

. VBE2
ip,=IgeVr

'

a partir desquelles on écrit :

g

_ i

UBE1 - UBEZ _ VT 11’1 It
g,

. Iy —i .
soit u=1V;ln LR - JRYG - 2ig,).
ig,
La résistance r est choisie de telle sorte que cette

relation s’approche le plus possible de I'équation :

I
u= — 4V . Arc sin (iE2 — 7")
Choisissons, a titre d’exemple [, =2 mA,
Vy = 25 mV. Les figures 16, 17, 18 permettent de
comparer les courbes

u=—Vyln o= te, "B p(ly ~ 2ip)
lE;
.. I,
u= + 4V Arc sin | ig, -5

pour différentes valeur de r.
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r=25Q

/
u =4 Vg Arc sin (i52—3°)

u =-VT LOg

loles i1 -2icy)
U=

1 1 1 1 1 1 1 1 1 A L L 1  — 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 J
-1 -0,05 0 0,05 1 u (volts)
Fig. 16.
T g2 (mMA)
1
r=20Q + |
_.’ .
1 u=VrLlog %=—E2 r(/ 2i¢,)
=]

!
u=4 V7 Arcsin (i52—3°)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 L L l 1 1 1 1 1 L 1 1 L i 1 1 i L i
-0,1 -0,05 0 0,05 1 u (volts)
Fig. 17.
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r=300Q

I}
1

i g2 (MA)

I
u=4 VyArcsin (i Ez—%)

u=-Vylog Ll —r{lo—2ig2)
le2
1 H 1 1 1 1 1 l 1 1 1 L 1 1 1 1 IS 1 1 I 1 1 4
-1 -0,05 0 0,05 1 u (volts)
Fig. 18.
, Iy . . L
Remarquons que pourr = Oetig, = > +i,,avec Il apparait donc aux bornes de R, une variation
. Iy—i . Rl
i,, <Iolarelation u = Vpln=2—"2 4 r(I, — 2ig,) de tension u, = — A u
i
devient [, F2 I
—_—— l . .
2 @ N u Sachant que hy; = ST =207 il vient
=eVrxl4+——, Ip I,
I, . Vr -0
-2— + le, 2
. IO IO u RChZI
LU el el U, = — u
soit 7 Tl = (2 + lez><1 + VT) 2h,,
On en déduit, compte tenu de i,, < I, . , , ,
P It e e qui est bien la relation démontrée dans I'étude
0 .
i,, = ——Uu dynamique.
€2 4VT y q

1.
Soit le montage ci-contre.
Diode Zener: U, = 6,8 V, résistance dynamique négli-
geable.
Ty, T, : transistors 4 effet de champ :

gm=3mA/V; g, =0.

T : transistor au silicium :

Vep =06 V; hyy=1XL hy =150; hy,=hyy =0,
Rp=22kQ; R=22kQ; E=15V.
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1° Quelle valeur doit avoir le courant de drain des deux
F.ET. pour que U, = 0 lorsque U, = U, = 0?

Pour la valeur précédente de I, on reléve sur la courbe de
transfert des FET.,, Vgg = — 1,5 V. Quelle valeur faut-il
donner a Ry? Calculer V5 et V.

2° Tracer le schéma équivalent alternatif,
(Les grandeurs alternatives seront notées avec des petites
lettres.)

3° Montrer que limpédance d’entrée de T est grande
devant R, et que u, ~ u,,. En déduire u, en fonction de Vg,

4° Exprimer u; + u, et u; — u, en fonction de Ugsy €L Uy,
uy + u,

En déduire v,,, en fonction de et u; —u,.

5° Calculer I'amplification de mode commun et lamplifi-

cation de différence.

On rappelle que u, = A,(u, — u,) + A¢ Uy ~2F )

Calculer le facteur de réjection du mode commun;
(application numérique). Comment pourrait-on laug-
menter?

2.

La construction de la fonction multiplieur est basée sur
'emploi du circuit amplificateur différentiel dont le schéma
de principe est donné figure 1. On admettra que, dans les
conditions d’emploi fixées ici, la relation liant V, et V; &
I¢, pour chacun des transistors du montage est :

Ve — V,
Io=1,.exp (%)
T

Fig. 1

1° Que représentent, dans cette formule, les quantités I o€t
Vr? On admettra que Vp=25mV a la température
ambiante.

2° Calculer les courants collecteur I, et I, de chacun des
deux transistors.

3° Exprimer I, et I, en fonction de I et de la quantité
€y
X=—.
Vr
4° Donner un développement limité au premier ordre pour
I, et I, lorsque x est beaucoup plus petit que 1.

On construit le circuit de la figure 2 en utilisant trois
amplificateurs de différence identiques a celui de la figure 1.

e

On pose y =72. e, est le signal appliqué 4 la base du
T

transistor T;.

Fig. 2.

5° Etablir I'expression donnant la valeur du courant
Iy = I¢, + I¢, en fonction des quantités x, y et I.

6° Donner une forme simplifiée de cette relation utilisable
lorsque x et y sont trés petits devant 1.

3.

L’amplificateur de différence représenté ci-dessous est uti-
lis¢ en commutation, pour la construction d’une famille
logique appelée E.C.L. (Emetter-coupled logic).

R R,

=K
Ve >|T‘
-1,15V

Re Rs Rs

5
N |V
|

—o y ¢—o Yy

I A

-E :
Fig. 3.

On donne :

R, =300Q; R;=15kQ; Ry=15kQ; R;=118kQ;
— E = —5,2 volts.
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Potentiel de la base de T, : — 1,15 volts.

La tension base émetteur d’un transistor conducteur est
égale a 0,7 volt.

Une jonction est bloquée si sa tension directe est inférieure
a 0,5 volt.

Les courants de base sont négligés devant les courants de
collecteur.

1° On admet dans cette question que les transistors 73, T,
T, sont bloqués.

a) Montrer que le transistor T, est conducteur et calculer
Vi, I et V.

b) Montrer que si la base des transistors Ty, T,, T est
portée au potentiel — 1,55 volts, ces transistors sont bien
bloqués. Conclure sur la tension correspondant a un état
bas.

¢) Le transistor T est-il saturé?

2° On admet dans cette question que le transistor T, est
bloqué?

a) Calculer I5 et V.

b) Montrer que si la base d’un des transistors Ty, T,, T;
est portée au potentiel — 0,7 volt, T, est bien bloqué.
Conclure sur la tension correspondant a un état haut.

¢) Calculer la valeur minimale de la résistance R autorisant
la non saturation des transistors T, T, Ts.

3° Quelle est la nature de la fonction logique réalisée?

4° Calculer la résistance R pour que les niveaux logiques
de la sortie Y’ soient complémentaires de ceux de la sortie Y.

5° Montrer qu’au cours du fonctionnement, aucun tran-
sistor n’entre en saturation. Conclure sur le temps de
propagation du signal a travers la porte.
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— opérationnel

amplificateur

L’amplificateur opérationnel le plus couramment
utilis€ est un amplificateur de différence a
référence commune. Il nécessite une alimentation
de polarisation + E et — E.

Il posséde :

— deux entrées : une entrée notée © dite entrée
mverseuse,

une entrée notée @ dite entrée
non inverseuse;
— une sortie.

La référence du potentiel est choisic de fagon
purement arbitraire, cependant il est habituel de
choisir le potentiel 4 partir duquel sont comptées
les tensions d’alimentation + E et — E, ce qui
garantit 4 priori une excursion en tension de
sortie symétrique (fig. 1).

1————— +E
R
2 |+ > 1 —l
V. —_—te s |
— o VS
Vs T | o
-E
Fig. 1
Dans ce cas on notera :
v =py —v.)

L’amplificateur de différence aura les propriétés
suivantes :

— amplification en tension la plus grande
possible, on retiendra en général u > 10%;

— impédance d’entrée la plus grande possible,
on retiendra en général une valeur supérieure a
10° Q;

— impédance de sortie trés faible, inférieure a
200 Q;

— bande passante allant du continu 4 une
fréquence la plus élevée possible;

— facteur de réjection du mode commun le plus
grand possible.

2.1. HYPOTHESES
SIMPLIFICATRICES
DE L'’AMPLIFICATEUR
OPERATIONNEL IDEAL

a) L’amplificateur opérationnel idéal est un
amplificateur dont 'amplification en tension est
e . 2
infinie. En écrivant : v, — v_ ==, et sachant
7

que v, est fini on aura :

v,—v_=0

b) L’amplificateur opérationnel idéal est un
amplificateur dont les impédances d’entrée sont
infinies; les courants d’entrée + et — sont donc
nuls,

ce qui se résume sur la figure 2.
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i=0

_ = le-

Fov

————t 4
V- iy=0 Vs
Ve

Fig. 2

2.2. CONVERSION
TENSION-COURANT
ET COURANT-TENSION

Soit le montage de la figure 3.

Z i
| oam—|
. R,
S i ® O
Ovt + > B
v . .
s
Fig. 3

. v .
Le courant i dans R; vaut R—l, il se retrouve
1
intégralement dans Z.
On régle par la tension v, le courant qui passe
dans Z indépendamment de sa valeur.

Le montage vu de AB se comporte comme un
générateur parfait de courant commandé en
tension par v,.

Prenons maintenant le montage de la figure 4.

i |s
ov > -

o+

(0]
Fig. 4

Le courant fourni par le générateur de courant se
retrouve intégralement dans R,, on aura donc
v, = — R,i, ceci indépendamment de la charge Z
placée en sortie.

Le montage vu entre S et O se comporte comme
un générateur parfait de tension.

Ces deux remarques restent valables tant que
lvg < E et que i < igqa, défini par constructeur.
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REMARQUE

Bien qu’en apparence, les entrées + et — puissent
étre permuttées sur ['amplificateur opérationnel
parfait, la stabilité impose que 'entrée + soit reliée a
la référence des potentiels. En effet, une augmenta-
tion accidentelle de v, provoque un accroissement de
la tension sur l'entrée — et par suite, une diminution
de v, et un retour vers sa valeur initiale.

2.3. MONTAGE INVERSEUR

Le montage ( fig. 5) résulte de la combinaison des
deux montages précédents (fig. 3 et 4).

: Re
——
. R
—{} .
s S
. >
17 ~ v,
O
Fig. 6

11 est donc constitué d’un générateur de courant
Uy

=R,

Ce générateur de courant i débite dans la

résistance R,. Entre S et O le montage se

comporte comme un générateur de tension

parfait de valeur : v, = — R,1.

On aura donc :

commandé par v, : i

R,
vy = ——= 1,
R,
ou encore :
Vs RZ
vy R,
On voit que lon est en présence d’un

. e R
amplificateur de tension d’amplification -—R—z

1
d’ou l'appelation inverseur.

Cet amplificateur de tension peut avoir toutes les
valeurs d’amplification que 'on veut en jouant
sur R; et R,.

— . Uy
L’impédance d’entrée du montage vaut 5= R,,

elle est donc imposée par le choix de R;.
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2.4. MONTAGE SOMMATEUR

Le courant i ( fig. 6) est la somme des courants
fournis par les n générateurs de courant (I'entrée
moins se comporte comme la référence de
potentiel 0) :

ey
k)

v %_T£:H >

Fig. 6

2.5. MONTAGE INTEGRATEUR

v .
Le générateur de courant i = ﬁl (fig. 7) débite

dans le condensateur de capacité C. Le généra-
teur de tension de sortie v, est donc défini par la
différence de potentiel qui apparait aux bornes
de C.

. C
! Il
ir
i R Ve
|: - S
. >
s
Fig. 7
On a
ie do, do,
dt dt
Uy
i=—
R
On en tire : v
do, = — =L dt
%= ~gcd

en intégrant :

t

1
[v.1¢ =—*J'U dt
0 RC |,

Le montage se comporte comme un intégrateur, il
est 4 remarquer que l'impédance d’entrée du
montage est toujours égale a R.

2.6. GENERALISATION

Considérons le montage défini par la figure 8.

CE_ — — Entrée
Q
o [
—t e [ *
vy Q -
e - Vt + >
-9
[Entrée l_ l 1!5
Fig. 8

Les quadripdles Q et Q' sont connus par leurs
paramétres admittance Y.

Ces quadripdles Q et Q' fonctionnent a tension de
sortie nulle (la différence de potentiel entre les
entrées + et — est nulle).

Les courants de sortie I, et I, des deux
quadripOles sont définis par :

L=Y,N
L=YuV

Comme le courant absorbé par 'entrée — est nul
ona:

L=-1,
on en déduit :

Yo _ Y

n Y5

Ce résultat est utilis€ pour la réalisation d’une
fonction de transfert donnée, il suffit de trouver
les quadripdles Q et Q' qui permettent de
synthétiser le rapport Xfl .

Yo
C’est le principe d’une famille de filtres actifs.
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2.7. MONTAGE
NON INVERSEUR

Considérons le dispositif de la figure 9 :

R,
| |
e
) R, i
— 1 .
ol I
——
V,T Vs
Fig. 9.

Les courants circulant vers les entrées + et —
étant nuls, le méme courant i circule dans les
résistances R, et R,. De plus, les potentiels des
entrées + et — étant égaux, le montage
fonctionne comme un potentiométre élévateur de
tension.

On en déduit que :

US_R1+R2
v, Ry

On a donc un amplificateur de tension non
inverseur, dont I'impédance d’entrée est infinie.

REMARQUE

Le montage particulier donné par R, = 0 et R, infini
est appelé montage suiveur de tension; il est utilisé
en adaptateur d’impédance car il a une impédance
d’entrée infinie, une impédance de sortie nulle et un
gain de tension égal a l'unité.

2.8. AMPLIFICATEUR
DE DIFFERENCE

En écrivant I’égalité des potentiels des entrées +
et —, sur le montage de la figure 10, il vient :

v,R; + v R,
vy =——"-—>=,
R, + R,
R,
v

=7 _—,
B 2R3 IR,
d’aprés v, = vg on obtient :
R, + R, R, R,
US - Uz _Ul .
Rl R3 + R4 Rl + R2
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R
1
| B
R‘l
— A
L1 b
V1 RG B + D
-0
Vs
v, Ra
Fig. 10

Pour obtenir un amplificateur de différence il faut
que Jles coefficients de v, et de v, soient égaux
donc :

R, _ R,
R;+R, R, +R,’
R R
c’est-a-dire : Ei = Té

On aura alors :

R
Us =‘RT:(02 —y)

Reprenons I'expression générale de v, :

vy = v,y -0 =——— ).
Rl R3 + R4 Rl + RZ

Uy + Uy

v, =—

En posant ¢ 2 7
Ug=0; — Uy

Vg
vy = Ve — =

il vient :
U4
U, =0, + ?,

U=R1+R2[ R, (UC+E£)
# R, R;+ R, 2
el
R, +R,\ " 2
_R1+R2[U< R, R >
R, |"™\R;+ R, R,+R,

Vg4 R, + R,
2 \R;+R, R;+R, ’

et en remarquant que {

+__

En comparant cette formule a Dexpression
générale de la tension de sortie d’un amplificateur
de différence (v, = A, + Agv,), on écrit :
amplification de différence :

_R1+R2< R4- R2 >

Ay = +
4 2R, \R;+R, R, +R,
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amplification de mode commun :
_ R +R, R, R, )
¢ R, Ry+R, R,+R,)

I A
facteur de réjection du mode commun : K = —A—d :

1 R4(Ry + Ry) + Ry(R3 + Ry)
2 Ru(R;+Ry)—Ry(R;+ Ry
I RyRy+RyR; + 2R:R,
2 R.R, —R,R,

K =

Il est a remarquer que le facteur de réjection du
mode commun dépend de la précision avec
laquelle est réalisée ’égalité

R1R4 = R2R3.

2.9. MONTAGE A ELEMENTS
NON LINEAIRES

Le principe revient a insérer un dispositif non
linéaire dans une des branches. Soit dans la
branche générateur de courant, on dispose alors
d’un générateur de courant commandé de fagon
non linéaire. Soit d’alimenter, par le générateur de
courant, un élément dont la réponse en tension
n’est pas linéaire.

Ce cas est utilisé pour réaliser I'amplificateur
logarithmique de la figure 11.

3

I e
| M | - s
+ >
Vi v,
Fig. 11

Le courant i est li¢ a 1a tension vy par la relation

UBEe
ic =I5 eKT ,

KT , .
—— = 25 mV ala température ambiante,
e

KT
On pose - = Vr.

.
ir=1IgevrT
On aura alors : { € s ’

Us
on a vy =RIge VT,
a condition que v, soit positif on aura alors :

v
v,= — Vpln—1,
S T RIS

ou encore

v, = — Vyln v, + constante

On constate que la sortie est une fonction affine
du logarithme de la tension d’entrée.

En inversant la position de la résistance et du
transistor on aura un générateur de courant
commandé en tension de fagon exponentielle, la
difféerence de potentiel en sortie est alors une
fonction exponentielle de la tension d’entrée.

Les amplificateurs opérationnels
utiliserons se différencient de I'amplificateur
opérationnel idéal par trois types d’erreurs.

que nous

e Les erreurs dites de «calcul »

Elles résultent de la valeur finie des paramétres de
Pamplificateur opérationnel :

— amplification non infinie,

— résistance d’entrée non infinie,

— résistance de sortie non nulle.

e Les erreurs dites «statiques »

Elles sont dues a la présence de générateurs de
tension et de courants parasites.

e Les erreurs dites «dynamiques »

Dues 4 la présence d’éléments réactifs et aux
limitations en fréquence des composants actifs,
elles limitent la bande passante de Pamplificateur
opérationnel réel,

Nous allons étudier dans cet ordre les conséquen-
ces pour 'amplificateur réel.
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4.1. ERREUR DUE
A L'AMPLIFICATION FINIE

Prenons le montage défini par la figure 12.

R,
| S |
R,
B | A .
| S| — S
>
Vi o
VZ T Vs

L’amplification différentielle de I'amplificateur
opérationnel est finie et égale a y, soit :

vy = pv; — vy).
A partir de I'expression de v, :
R,v, + R,
Va=—Fp T
R{ + R,

il vient
( Riv,+ R,v,
vg=p|l v, —————— .
R; + R,
R,
0] ef=——,
npose =21
R, o
marquant que 1 — = ——=—il vient :
en remarq qu B R, + R,
U
vy = T+ B [v, — v (1 = B)],
donc :
1 1
v = 1 «—[v — v, (1 = B)].
14+ — b
Bu

Si Pamplificateur opérationnel avait été idéal, on
aurait obtenu (pour poo) :

(Ve)igea = %[vz —v,(1 = B

On peut donc comparer la sortie du montage réel,
avec la sortie qu'aurait donnée un amplificateur
opérationnel idéal; on a alors :

1
—1 ’ (Us)idéal’

14—
Bu

en développant on obtient :
US
Bu

(Ve)igeas — Vs =

U, =

+ U = (vs idéal>

US
By
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: 4 idéal — % E¥4 : : L
L’erreur relative & = (S)#—S s’établit ainsi a :
DS
£ = 1
Bu’

L’étude de l'erreur dynamique nous montrera
quen régime sinusoidal établi, le gain u est
complexe et que son module diminue en fonction
de la fréquence. La figure 13 donne un exemple
de variation de |y dans le diagramme de Bode.

p(db) &
100
80

60

40

20

102 108 104 105 106

Fig. 13.

Considérons le montage particulier de la figure 14
dans lequel R, =1 kQ et R, = 10 kQ.

Il s’agit d’un montage inverseur dont le gain
théorique en tension est égal a 10 et pour lequel

e =
R, +R,; 1
Ry
—
—
R,
I 1 °
| NSNS | -
>
+
v, .
Vs
Fig. 14.

Le module de p passe de 10000 a 100 lorsque la

fréquence d’utilisation passe de 100 Hz & 10 kHz
, . 11
et le module de I'erreur relative passe de 10000

3 11
100°
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L’erreur systématique due a 'amplification finie
par défaut a 1000 Hz vaut 1,1 %, on peut donc
considérer que les propriétés du montage sont
peu altérées jusqu’a 1000 Hz.

4.2. ERREUR DUE A .
L'IMPEDANCE D'ENTREE
NON INFINIE

Reprenons le schéma de la figure 12 auquel nous
ajoutons la résistance Ry (fig. 15).

R,
i
J SR |
Ry
A
T o

Vi

V2 | VS

Fig. 15

Ecrivons la loi des nceuds au point A

Uy — U U= Uy U4 U

R, R, R,

La différence de potentiel a la sortie est :
v = — vy — 02,
on en tire le potentiel du point 4 :

vS
UA—_— ———+b‘2,
u

on le reporte dans I’équation des courants :

R, Ry R, R, Ry
R
=i
On pose ! 2
7R, + R,

en remarquant que R,
il vient :

[ 1 1R, + RE:I 1 o
vl o+ —L—= | =v,. —
R, u R,.R; R, R,

1 R,+R 1
R//

4R, Ry | R,

B 1} 1
Gl Tt 5 |=5—5[v;, —
[R,/+RE 1R R//+RE[2 (

= BR, et R// =(1 - PRy,

[v2 = (1 = Boy],

1 — o],

uBRg URg :
o| 5— =+ 1| =———[v, — (1 = B)v.].
[R//+RE ] R//+RE[ 2 — (1= Py
. Rg
En posant ugz = Rl; TR, on obtient :

B+ 1] = pglv, — (1 — Bo,].

Cette formule est a rapprocher de celle obtenue
au paragraphe précédent.

Vs [#R .

Tout se passe comme si Pamplificateur opéra-
tionnel avait une résistance d’entrée infinie et une
amplification donnée par :

URE

Ur = —R//, n RE.

L’erreur relative devient donc :
£ = 1 1 [R/, + RE]'
uxB Bl Rp

La présence de Ry se caractérisera par une
multiplication de l'erreur relative par le facteur

R
1 it
(x)
Dans le cas du montage de la figure 16, R, vaut

45 kQ.

Dans 1la constructeur on

L= 0,5.

notice trouve

R,
Rgmin = 300 kQ, on aura alors =
RE

L’erreur relative passera alors a : § x 1,15 pour
toute la gamme de fréquence.

500 kQ
1
S
50 kQ
I 1 °
L1 pd
v
v, . )
8§
Fig. 16
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4.3. ERREUR DUE
A LA RESISTANCE
DE SORTIE
NON NULLE

On peut modéliser ce fonctionnement en prenant
I'amplificateur opérationnel précédent auquel on
ajoute la résistance R, en série sur la sortie, on
obtient alors le montage de la figure 17.

R,

|

e+
=

Fig. 17

Nous aurons donc :

V= — uvy.
Au nceud B :

) (Lt Jpy (e R S
“\R, Ro) “\R, Ro R,/

\ R .
Comme R, est trés grand devant — (qui peut
u

1
aller de 1073 Q a 10 Q), on peut négliger =

2

devant ﬁ—, on aura donc :
0
v, = — L P4 ,
R, 1 1 1
RO RL R2
donc :
u

vy = —
* 1 1
1+ Ro|—+—
+ R+ )

On peut poser :
u

= Hs.
11
1+R0<R +R>
2

244

On a alors : = — [l .V,

Donc tout se passe comme si on avait un
amplificateur opérationnel d’amplification yg;
pour connaitre I’erreur que cela introduit dans un
montage inverseur on peut appliquer la formule
calculée précédemment :

E=—,

Bu

et remplacer u par .

L’erreur relative ¢ est multipliée par

1 1
1+R0 RL+_;

Pour minimiser l'effet de R, il faut prendre R,
et R, grands devant R,,.

Comme l'amplificateur opérationnel réel pré-
sente une résistance de sortie non nulle, il en sera
de méme pour tous les dispositifs faisant intervenir
cet amplificateur. Calculons, a titre d’exemple, la
résistance de sortie du montage de la figure 18 :

A z(ﬁ ]

Fig. 18.

Le calcul de la résistance de sortie conduit au
schéma de la figure 19 :

Hva

Vs R1

Va=
Ry +

Fig. 19.

. HUA .
Le générateur de courant R impose un
0

courant proportionnel a la tension a ses bornes
R+ R,

(UA . R
1

L . R,
resistance — X
7

). Il est donc équivalent a la

R, +R,
R,
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La résistance de sortie résulte donc de la mise
en parallele des trois résistances R; + R,,
R, N R, + R,
H R,

u étant trés grand par rapport a 1, les résistances
R, et R; + R, sont grandes devant le résistance

Ry, R;+R
70 X —11_{—2 et leur influence est négligeable.
1
Pour R, =1kQ, R,=10kQ, R,=100Q,
u = 10% la résistance de sortie du dispositif de la
figure 18 s’établit 4 :
Ry (RytRy 100
u R, 104

et R,.

11 =011 Q.

Dans la plupart des dispositifs, la résistance de
sortie sera ainsi trés faible et pourra étre négligée.

5.1. TENSION RESIDUELLE
D'ENTREE

La différence de potentiel en sortie de 'amplifica-
teur opérationnel n’est pas nulle .lorsque 'on
connecte les deux entrées & la référence de
potentiel.

Le constructeur indique comment réaliser a I'aide
d’un potentiométre extérieur un montage per-
mettant de se rapprocher d’une tension de sortie
nulle.

Pour des facilités de calcul, ce défaut est ramené
sur I’entrée : on appelle tension résiduelle d’entrée
(notée V, ) en anglais offset, la différence de
potentiel que doit fournir une source de tension
placée entre les deux entrées et qui permet d’avoir
une différence de potentiel en sortie nulle (fig. 20).

o -
YD1
Lo +
ve=0
Fig. 20

La tension résiduelle (en appliquant le principe
de superposition) peut étre figurée comme un
générateur de tension d’erreur en série avec ’'une
des deux entrées de "amplificateur opérationnel.

REMARQUE

L’inconvénient du générateur de tension d’offset Vp,
résulte moins de sa valeur propre que des variations
qu’il présente en fonction de la température ou
lorsqu’on passe d'un échantillon a 'autre dans un
méme lot de composants.

® Le constructeur ne peut préciser ni le signe, ni la
valeur de Vy, (sinon il aurait corrigé son composant
en conséquence).

Il indique la valeur maximale du module Vp,, (|Vp,|max)-

e On appelle dérive thermique le rapport de la
variation de tension résiduelle d’entrée a la variation
de température AO qui lui donne naissance :

Avp,

Do =29

Elle est due d la variation relative des tensions vgg en
fonction de 0 des transistors de I'étage différentiel
d’entrée.

Cette dérive en température conditionne pour une
bonne partie la stabilité de la tension de sortie en
fonction de la température de fonctionnement.
Ainsi, le réglage exact du potentiométre d offset n’est
valable que pour un composant et une température
donnée.

5.2. COURANT DE )
POLARISATION D'ENTREE,
COURANT RESIDUEL
D’ENTREE

L’hypothése des courants d’entrée nuls est une
approximation pour les amplificateurs opéra-

tionnels réels.
Ig 1

1 ®

v, lg2|, D

[ R

Fig. 21

Nous avons placé un générateur de tension
entre une entrée et la masse (fig. 21), l'autre
entrée étant a la masse, telle que la différence
de potentiel 4 la sortie soit nulle; nous constatons
que les deux entrées sont parcourues par des
courants Iz, et Ip,.
Nous appellerons :
— courant de polarisation, le courant
Iy= Iy + I,

2 ’

— courant résiduel d’entrée (en anglais courant
d’offset), le courant I, = Ig; — Ip,.
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Nous pouvons les représenter schématiquement
par deux générateurs de courant I, et Iy, sur les
deux entrées de I'amplificateur opérationnel.

REMARQUE

Les courants de polarisation Iy et d'offset Iy, sont
susceptibles de variations :

a) enfonctionde latempérature : Soient Alg et Alp,
les variations de Iy et Iy, résultant d’une variation
de température AO. On définit :

e dérive thermique du courant de polarisation Iy

ar : ) Jp—
P A0
o dérive thermique du courant offset Iy, par :
Al
DID‘ - A01 .

b) en fonction du composant : Nous pouvons
remarquer, d ce propos, que le signe des courants
Iy, et Iy, est identique et qu'il dépend de la nature
(NPN ou PNP) des transistors de I'étage différentiel
d’entrée. Il est donc possible de connaitre le signe
de Iy alors que le signe I, peut varier d 'un composant
a l'autre.

Le constructeur indique les valeurs maximales du
module de I, et de I, .

Conséquences pour quelques montages

a) Amplificateurs inverseur et non inverseur

Sur le montage de la figure 22, si 'amplificateur
est idéal, la tension de sortie est nulle; cependant,
on observe une différence de potentiel en sortie v,
due aux erreurs statiques.

Ra
1
A
Ay lg
—__ .
Yor g, L D>
d
Al | Ly Ys
Fig. 22

L’écriture de la loi des nceuds au point A conduit

a:
W, — R;lg, n Vo, — R3ly, — v
R, R,

+IB1 =0,

soit :

v 1 1
Yy
R, "*(R1 * R2>

1 1
— Rilg,| =—+ | + 1.
3Bz<Rl+R2>+ .

Il est tentant de dire qu’il suffit d’ajuster le
potentiométre d’offset de fagon 4 donner a Vp,
une valeur telle que la tension. v, soit nulle. Mais
un tel réglage ne peut étre qu'illusoire compte
tenu des variations de Vp, I, et Ig, avec la
température et compte tenu de leur dispersion
dans un méme lot de composants. Afin d’optimiser
le dispositif, il apparait intéressant de calculer v,
en fonction de Iy et de Ip,,. Nous avons :

{ Iy =2t . Is,,

Iy, =1y, — Iy,

Ip

Iz, =1 L

t {B. B+ >
e

Ip

Iy, = Iy — 2

B, =1lp =7

Si nous reportons dans v, nous aurons :

US_V 1+1
R, "\R, R,

11 Ip Ip
— Il | ) S~ ¥ Iy + 2,
R3<R1+R2)< B 2 >+ B+ 2

soit

1 1
Iyl 1 — Ry[— + —
* B|: 3(R1+R2>]
In 11
Dl 4Ry —+—] |
- 2 [ " 3(Rl-l-R2>:|

1l est alors possible de déterminer la valeur de
lv en fonction des données du constructeur,
IVDllmax’ IIBlmax’ ‘IDllmax’ cn ecrlvant .

+11—R ! + !
*\R, R,
1 1 1
- — 4+ ) |1Ip, lmax-
+ 5 [1 + R3(R1 + R2>:|I Dylmax

Nous pouvons, dés lors, remarquer que le
courant de polarisation n’intervient pas dans la
formule précédente, si 'égalité

1 1
—Ryf=—+-—]=0
1 R3<R1+R2>

est réalisée, soit :

IIBImax




amplificateur opérationne!

En conséquence, pour minimiser l'influence du
courant de polarisation, on placera dans le
montage inverseur entre entrée plus et la masse
une résistance égale a la résistance vue par 'entrée
moins.

b) Montage intégrateur

Si les grandeurs électriques V;,, Ig,, Ig,, ne
constituent qu'un phénoméne génant pour les
amplificateurs inverseur et non inverseur, elles
rendent, par contre, inutilisable le montage
intégrateur tel qu’il a été défini sur la figure 7.
Considérons, en effet, le montage de la figure 23.

C
— 11
1
AR IB1 Ve 4!
— [ HEOER
A -—
VD1 d +>
A Igz VS
Fig. 23.

L’écriture de la loi des nceuds au point 4 conduit

a:
Vi, —
j=-i By g

Il apparait donc dans le condensateur C un
courant non nul et mal défini dans la mesure ou
Vb, In, €t Iy, sont susceptibles de variations en
fonction de la température et de la dispersion des
composants.

. do, .
Compte tenu de la relation i = C —=, la tension

dt
v, évolue uniformément, entrainant la tension de
sortie v, vers la saturation de Pamplificateur
opérationnel (v, = + E, ou — E).
On peut, bien siir, minimiser le courant i en
réglant 1, par le potentiométre d’offset, mais il
n’est pas possible de I'annuler totalement et de
toutes fagons la moindre variation de tempé-
rature détruirait ce fragile équilibre.
Le courant i dans le condensateur peut étre
exprimé en fonction de I et I, :

|2 R’ 1 1
i= Dl—*<IB—m)+IB+&9

R R 2 2
Vo R\ Ip R
- 2t I R L -
oy B(l R)+ : (1+R>,
soit :
1 R’ R+ R
i S" L ——|lI X T AD max*
ll| R lVD1|max+l R I Blma + 2R [ID1|

Dans ce cas aussi, le courant de polarisation Iy
est sans effet si les deux entrées voient la méme
résistance (R = R").

Afin de rendre le montage intégrateur utilisable,
on monte, en paralléle sur le condensateur C, une
résistance R, (fig. 24).

: IRQ
Vo —
11———| I——-—o
Vo4 C
R I+
e —
A > B
Is2
Lo +
Vs
Fig. 24.

Si l'on suppose que Vy,, I, et I, sont constants,
la somme i+ ig, est constante ainsi que le
potentiel du point A.

Supposons que le courant i soit positif, la tension

. do, . , )
v, augmente [i=C Fra entrainant l’accrois-

sement de la tension de sortie v,. Le courant ig,
croit et, comme i+ igy, = Cte, le courant i
diminue jusqu’a son annulation compléte.

La tension de sortie v, se fixe donc a une valeur
telle que i = 0. Sur le montage intégrateur parfait
la tension v, serait nulle. Calculons sa valeur sur
le montage intégrateur réel :

V= — Rly,,
en A :
vy —V—"Vo, V+ VW,
- IB”
R, R
donc :
R+ R
v, = TO Vo, + Rolg, — I,(R + Ry),
R+R
b = % Vo, + Rolp, — Ry,
R+R Ip,
b= ® Vi, + Rolp, — R<IB —%)
R+R R
v, = —R—O Vo, + (RO + 5)1,)1 — RI;.

On constate que v, est stable, mais n’est pas nulle,
pour la rendre la plus faible possible, il faut donc
choisir R, la plus petite possible; cependant, on
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ne peut pas diminuer R, autant que I’on voudrait,
car on perdrait alors la propriété intégratrice du
dispositif.

Déterminons, par exemple le comportement de
I'intégrateur réel en régime sinusoidal permanent

(fig. 25) :

C
RO
R
o
SRS b -
>
V1 T—-‘ + Vs
R
Fig. 25.
La loi des nceuds au point 4 conduit 4 :
4 ‘ s
?f = —jewls — R—Z’
. Vs R
Soit: T=== ——Ox—_l—.
- W R 1+4jR,Cw

Alors que, pour lintégrateur parfait (R, — o©),
on obtient :
V
T,===— L
7%~ TjRCo
Afin de comparer les intégrateurs réel et parfait,

tragons les variations de T et de T; dans les
diagrammes de Bode (fig. 26).

20log | T, |

20log | T |

Fig. 26. oy=q

- —
|

mli’
/7
>
[(e]
[

€
e
3l ——
€
g
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On constate que les fonctions de transfert T et
10

ROC.

T, ne sont confondues que pour w>10 w, =

On ne pourra donc pas choisir une valeur trop
faible pour la résistance R,.

5.3. FACTEUR DE REJECTION
DU MODE COMMUN

Nous avons vu, qu’en toute rigueur, la tension
de sortie d’un amplificateur de différence (fig 27),
dépend non seulement de la différence des
tensions d’entrée v, — v,, mais aussi du mode
v+,

2

v+0,

commun

, 80it vy=p(v; —vy)+g

4]

Fig. 27.

u est Pamplification de différence, g est 'ampli-
fication de mode commun. On définit le facteur

de réjection du mode commun par Kgyc = g

Pour un amplificateur opérationnel, la différence
Vb, = v; — v, est faible par rapport a v,, ce qui
permet d’écrire avec une bonne approximation :

v = uVp, + gvy.
Nous pouvons en conclure :

— Pour les montages dans lesquels Pentrée
non inverseuse est reliée a la masse, (v; =0

et v, =— <u —%) v, X — sz), le facteur de
réjection du mode commun est sans influence.

— Pour les autres montages, nous pouvons
conclure a partir de

)
vy = pbp, +gv; = ﬂl:Vl)l + = U1:|

u
Uy
=HU V1+_]9
[" Kguc



amplificateur opérationnel

que linfluence du taux de réjection du mode
commun se rameéne a celle d’'un générateur de

. . v
tension d’erreur (analogue a 14,) X !

place en
) RMC
série sur ’entrée non inverseuse.

Il est difficile de spécifier avec précision la valeur
du facteur de réjection du mode commun car il
dépend fortement de la température et de la
tension de mode commun.

5.4. FACTEUR DE REJECTION
DES TENSIONS
D’ALIMENTATION

Une variation des tensions d’alimentation + E
et — E provoque une variation de la tension de
sortie vg. Pour faciliter la définition, ce défaut est
ramené sur la tension d’offset V;,, (fig. 28).

T+E

e

.
[« °

Fig. 28.

On appelle facteur de réjection des tensions
d’alimentation, le rapport :

AE
Kgg = .
RE (AVD1>vs=Cte

Pour une variation AE des tensions d’alimen-
tation, AV}, est la variation qu’il faut imposer au
générateur de tension d’offset pour maintenir la
tension de sortie constante.

Compte tenu du bruit tolérable sur la tension de
sortie, le facteur de réjection des tensions
d’alimentation permet de déterminer la qualité
du découplage des tensions d’alimentation + E
et — E.

En régime dynamique linéaire, I'amplificateur
opérationnel est équivalent au schéma de la
figure 29.

Fig. 29.

On y distingue :
— Un premier étage, fonctionnant en ampli-
ficateur de transconductance, et constitué

o d’un générateur de courant GV},

o d’une résistance de sortie R,.
— Un deuxiéme étage fonctionnant en ampli-
ficateur de tension, de résistance d’entrée R, et
de gain A,.
En pratique plusieurs €léments parasites inter-
viennent sur ce montage.
— Une capacité parasite C, apparait entre
lentrée et la sortie du second étage.
— En régime sinusoidal permanent, la trans-
conductance G est complexe et s’écrit :

G

¢="7

1+j=

f2

ou f, est de l'ordre de quelques mégahertz.
En régime harmonique, et en posant
R, = R.R. I'amplificateur opérationnel peut
o — R + R H p p p

s e

étre décrit par le schéma de la figure 30.

++

Fig. 30.

Le courant I dans le condensateur s’écrit :
I=(1+A4)VjCoo,

il est identique & celui qui serait appelé par la
capacité C = Cy(1 + A,) placée en paralléle sur
la tension V.

De plus, ce courant I, appelé par une capacité
parasite, est négligeable par rapport au courant
de sortie I, ce qui conduit au schéma équivalent
de la figure 31.

J—

c

V01 Ro ! T ‘&
GVD1 AO_‘/_
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Il vient ainsi :

AR, G
Vi= — AV =—2299=_1,
= °= " 14jR,Ca» —™

ARGy
= KDU
(14 5)(+17)
f1 f2
. 1 1
avee: JUZ 3R, C T 2nRy Co(1 + Ag)

Le diagramme asymptotique de

201g |22 = (/)

D

est donné sur la figure 32, avec py = 4gR(Go.

v
201log | 2 |
9 Vo1

20log po

—20 db/dec

—40 db/dec

—
=
Il

)
7

~

La fonction de transfert :

'u=£= Ho
- l/Dl f f
(1 +Jf1>(1+1fz>

peut aussi étre écrite sous la forme :

Ho
u=
LHif <f1 fz) 67
_ Ho
f I\
1+2Jm—+( f0>
avec f%=f1f2
et m f°< + ) ! —(fi + f2)
fl f2 f1f2

Remarquons que la fréquence f, pour laquelle
gl = 1, (20 lg |u| = 0) est telle que

o[ (T (5]
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Ordres de grandeur

On peut donner pour les fréquences f; et f; les
ordres de grandeur suivants :

. ~200kHz et f,~3 MHz

De plus, le gain p, en continu est tres éleve (de
lordre de 10°). Compte tenu de f, > f; et puo > 1,

il vient :
1 12
Y
NI (fy + /2 T
et
13 f4
f2
soit for o fifa-

6.1. AMPLIFICATEUR
OPERATIONNEL
EN BOUCLE FERMEE

Soit le dispositif de la figure 33. En supposant
que la résistance d’entrée de Iamplificateur
opérationnel est infinie, nous avons établi (para-
graphe 4.1) qu’un gain g non infini conduit a
Pexpression de la tension de sortie :

23
Vs = V,—Vi(1—pB)],avec B =
Vo= g Do =Vl = plavee f = gt
R
i
.
Ry
| | .
u
vy o +
- 14
vel =
Fig. 33.

Soit Vo la valeur que prendrait la tension de
sortie si Pamplification était infinie,

Voo = % [V; — Vil - )]

L’expression de la tension de sortie Vs devient :

- - e T

ZS=%[_VZ—



amplificateur opérationnel

Ho

f f :

soit, compte tenu de y =

o B

fo
ﬁ_: ko B
Vso 1+ poB

Ys = Yso

1

e Vi)
_— — J_—
L+ uoB fo Jfo/1+ poB
que 'on peut mettre sous la forme :

s’ 1

@ Ho ~3
=

Kof
L+ pof
J Jo=Jfo/ 1+ 1B
f6 1
fo 1+ﬂoﬁ
_ m

= ﬁ F-

142

Ho =

avece
m =

Ordres de grandeur

Compte tenu de p, ~ 10°, et sachant que f est
rarement inférieur a 10™4, il vient uy B > 1, ce qui
conduit a :

Ho = _Hob ~1;
L+ pop
So = fo/1+ toB = fo/oB ~ /B J.
m = e ~— 2 = 1.1 é
Tt rab - Jrab 2 Juep VA
Conséquences
a) En basses fréquences =>- ~ y;, ~ 1, la tension
de sortie n’est pas altérég.s °
by m = Sachant que pof est grand

2
3

Ho
par rapport a 1, nous déduisons que m’ est trés

inférieur a m, ce qui peut présenter des consé-
quences ficheuses :
— En régime harmonique la fonction de

transfert 20 lg =
—201g 2m’ | /1 - m’z) (fig. 34), d’autant plus

présente une remontée de

’

importante que le coefficient d’amortissement m
est plus faible.

\20|og|—|

SO

-20 Iog(2m'J 1-m'2)

f
—40 db/dec

!
/ fo
fo1-2m'2

Fig. 34.

— L’équation entre les nombres complexes :

Vs Ko

Ys _ -
Vso ., @ ( a)>
4 7’

provient de I’équation différentielle :
d?v

S + 2 ’ 7’ dvs
—_— m
de? o dt

2 _ 727
Vs = Wy HoUso-

Pour la réponse indicielle, la tension vy, est un
échelon de tension.

Dans le cas ou m’ est inféricur 4 1, la réponse est
de la forme :

vy =A e ™" cos [wh+/1 —m'?t + ¢],

dont la représentation est donnée a la figure 35.

]

L —
V-

/

Ko Vso

~Y

o

Fig. 35.

Il apparait des oscillations qui sont d’autant plus
faiblement amorties que le facteur d’amortis-
sement m’ est plus faible.

Globalement, I'utilisation de 'amplificateur opé-
rationnel en boucle fermée conduit a un coefficient

d’amortissement trés faible (m == _L Z%)
2 NG ﬂoﬁ fi

qui provoque l'apparition d’oscillations, de fré-
quence voisine de f§, pour la réponse indicielle
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et qui se traduit sur la réponse harmonique par
une amplification préférenticlle des fréquences
voisines de f;. Ces phénoménes sont génants et
peuvent conduire, compte tenu de couplages
parasites supplémentaires, jusqu’a I’'oscillation du
systéme.

Il convient donc de limiter le phénoméne a I'aide
de réseaux auxiliaires de compensation.

6.2. RESEAUX
DE COMPENSATION

6.21. Compensation par retard de phase

Proposons-nous, a partir de l'expression du
facteur d’amortissement :

1
m,ZEX; 1,

HoB fi
de prévoir une modification du dispositif sus-
ceptible de ramener la valeur de m” au -oisinage
de l'unité.
o f= RITIRZ’ dépend du gain souhaité en
boucle fermée et ne peut donc re modifié.
e f, : fréquence de coupure du premier étage est
technologiquement limitée.
e /i, . gain en tension en continu, ne peut étre
réduit sans augmenter les erreurs de calcul.

Le seul parameétre susceptible de provoquer un
accroissement de m’ est une diminution de la
fréquence f;.

a) Capacité de compensation

Rappelons que la fréquence de coupure f; dépend
essentiellement de la capacité parasite C, par
: 1

fi= 2nR,Co(l + Ay)’
provoque une diminution de f; et, par suite, une
augmentation de m’.

Cette capacité peut étre extérieure au boitier ou
peut étre directement intégrée dans I'amplifi-
cateur opérationnel.

Une augmentation de C,,

Exemple de calcul

Considérons un montage inverseur pour lequel
la courbe de réponse en fréquence présente une
remontée de 6 db, lorsque la capacité C, est égale
a 5 pF. Proposons-nous de déterminer la valeur
C, de la capacité qui permet d’annuler cette
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remontée, en faisant passer le coefficient d’amor-
tissement a m, = 0,7. Sachant que la remontée
de la courbe de réponse en fréquence dépend de

m’ par — 20 lg 2m’ /1 — m’?, il vient :

1 1
1 —m?= 5 et m2(l —mp) = e ou

soit 2m} 1

1 . N
mt —m? + %= 0, ce qui conduit a :

1
1— /1—Z
m’1=\/——~2———=0,26.

Sachant que m’ dépend de la fréquence f;

k
sous la forme m' = —— et compte tenu de

Jhi

1 Ly
nous déduisons que le

fi= 2R, Co(1 + Ay)’
facteur d’amortissement m’ varie comme la racine
carrée de la capacité parasite C,.

Par conséquent, pour faire passer le facteur
d’amortissement de m; = 0,26 a m}, = 0,7, il faut

le multiplier par 0.7
© muitper Par 576’

multiplication de la capacité parasite C, par

ce qui correspond & une

7V .
<(:),T6) . La valeur Cj de la capacité qui permet

d’annuler la remontée de la courbe de réponse
en fréquence est donc :

0,7 \? 0,7 \?
C0x<0,26) _5<0’26> = 36 pF.

Les amplificateurs opérationnels qui possédent
une capacité de compensation intégrée dans le
boitier présentent une courbe de gain qui a
I'allure décrite a la figure 36.

| 20 loglKl

20 log p,e

—20 db/dec

Fig. 36.



amplificateur opérationnel

La fréquence de coupure f,, de l'ordre d’une
dizaine de heriz, est trés faible par rapport a la
fréquence f, si bien que la fonction de transfert
_ Mo
f
L+
fi

En conséquence, 'amplificateur non inverseur
dont la fonction de transfert est :

en tension peut étre assimilée a y =

®_ Ho
1+ .
up 1+#05+J%
1
= Ho 1
1+ poB 14] f

Ji(1 + nop)

Présente les propriétés suivantes (fig. 37) :

Bo 1 Ry+R,,
L+pp B R, ~
o fréquence de coupure f;(1 + uof);
e la remontée de la courbe de réponse en
fréquence est nulle.

e gain en continu :

b 20logp,

Réponse en
boucle ouverte

Réponse en

—20log B boucle fermée

I

|

fi fi(1+1oPB)
Fig. 37.

b) Le Slew-rate

Rappelons que 'amplificateur opérationnel peut
étre décrit par le schéma de la figure 38 dans
lequel, la stabilité du systéme impose une valeur
conséquente de la capacité C. Cette capacité
freine la vitesse de variation de la tension a ses
bornes, limitant ainsi la vitesse de montée de la
tension de sortie v,. L’évolution de la tension v
aux bornes de capacité C est d’autant plus rapide
que le courant qui la traverse est plus élevé, mais
ce dernier est limité a I, par la saturation du
premier étage.

C
Y Ro l Vs
GVD1 T AOV

Fig. 38.

Dans les conditions les plus favorables, nous
obtenons le schéma partiel équivalent de la figure
39. Vis-a-vis des variations rapides, la tension v
reste faible, le courant dans la résistance R, est
négligeable et avec une bonne approximation,
nous pouvons écrire :

dv . -1,
IOsat= —Ca, soit U=Tsatt+K,
Aol
et vs=%t+Ko.

! osat -l-c
v Ao '1'

Fig. 39.

La vitesse de montée de la tension de sortie est

AOIOSM d

ainsi limitée & une valeur autant plus

faible que la capacité de compensation C est plus
élevée.

On appelle Slew rate S, cette vitesse maximale de
montée (elle est de I'ordre d’une dizaine de volts
par microseconde).

Conséquence

Pour une tension d’entrée sinusoidale de fréquence
élevée, les variations de la tension de sortie sont
décrites par des segments de droite dont la pente
est limitée par le slew rate S (fig. 40).

| Tension d'entrée

Tension de sortie

~1

Fig. 40.

Pour une tension de sortie de la forme v, = V5 sin wt,

le phénoméne impose la limitation suivante :
do,
dt

soit Vgw < S. Le slew rate limite la fréquence a

une valeur d’autant plus faible que la tension de
sortie est plus élevée.

= Vs cos wt < S quel que soit ¢,
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¢) Compensation par réseau d’entrée

Sur le schéma de la figure 41, le réseau de
compensation constitué par les €éléments R, R,,
C, permet de modifier la fonction de transfert en

V. Vs
tension, en la faisant passer de u = =3 U= =
l/Dl Vl
R
*—D—H‘-‘
R1
4 V, —
1_1 R C, 1_01
—O—D—L——o + A
Fig. 41.
Soit
R+ !
y __I_/S_ Vs VD: _ ! jCiw
b=y Y
Z1 D 21 2R+R1+
jCio
1+jR,C,w

“ETTQeR+R)IC,0

Sachant que u s’écrit Ho s
= . w . @
I+j— )1 +j—
Wy W,

o el
g ()

(2R + R))C, RIC1
Si les éléments R, et C, sont choisis de telle sorte

il vient

’

Wy =

avec o] =

que w) =, = , la fonction de transfert

1
Rl Cl
corrigée devient :

Ho

He = .
= w o)
Wy W,

Au total, tout se passe comme si la pulsation ,
était remplacée par w; trés inféricure 4 w, dans
la mesure ou les résistances 2R sont tres grandes
par rapport a R,.

L’effet produit est ainsi identique a celui pro-
voqué par l'accroissement de la capacité para-
site Cy.

254

6.2.2. Compensation par avance de phase

Cette compensation est réalisée en plagant une
capacité C, entre 'entrée — et la sortie du premier
étage ce qui conduit au schéma équivalent de la
figure 42 :

R,
1+ jRyCw

jC.,Row
Vitl+ ——— | =
—[ + 1 +JR0Ccu:|

GR, .
P11 +jR,Cw

V= [—GVp, —iC,oly + V)],

jC. Ry
1 +jRoCw |

. GR, + JR,C,w
t = = Ay,
sot ¥s YD‘[l +jRo(C + Chw 0

G
ou compte tenu de G = —Ow’
1+j—
12F)
AyGoR
L/S Zypl[ — 0~ 00
<1 +] —)[1 +jRo(C + C)w]
w2
JR,C,w A,
1 4+jRo(C + Cpo |

...—-t
3
o]
|<
(9]
o~

Fig. 42.

e En basses fréquences, le second terme est
négligeable et l'on retrouve une fonction de

Ho
o))
()1 @,

o En hautes fréquences, le second terme devient
prépondérant et la fonction de transfert tend vers
_ jRCwA,  C.A
E=R(C+C)o C+C,

transfert de la forme b= (

avec oy = Ry(C + C)w




amplificateur opérationnel

En pratique, les fréquences de coupure supé-
rieures a f, provoquent une décroissance du gain
et la représentation de |u| dans les diagrammes
de Bode est décrite a la figure 43.

Dans ces conditions, y peut étre assimilé a

Ho
p=—

.
14+)—
@y

ce qui élimine les risques d’instabilité.

1.
On associe un amplificateur opérationnel, supposé parfait,
a cinq admittances comme l'indique la figure ci-dessous.

Vs

1° Par application de la loi des nceuds aux points A4 et B,

. . v
montrer que la fonction de transfert en tension T = = e
met sous la forme A
s la form Y, Y,

T= - X
- Lrh+%hh+Hh+%L+Y)

2° Les admittances sont réalisées par des résistances ou par

des condensateurs. Comment faut-il choisir les admittances

Y, Y, Y5, Y,, Y5 pour réaliser, a l'aide du dispositif

précédent :

a) un filtre passe-bas du second ordre de transmittance
~1

Lo o\
1+2Jm—+<]i>
@9 (&)

b) un filtre passe-haut du second ordre de transmittance

(' w>2
—{j—
Wo
5.
. LW
1+2‘]M7*+<_)—>
Wo Wo

¢) un filtre passe-bande de transmittance

I:

_’1_":

)
~ 2jm —
Wo

. o o\
1+2}m—+<j—>
@o Wo

3° Est-il possible avec une telle structure de réaliser un filtre
réjecteur?

1‘:

) 201og Ipl
20log i,

|
|
|
|
|
|

s
/
el

Fig. 43.

2.

Le schéma de principe d’un échantillonneur-bloqueur est
donné a la figure 1. L’interrupteur K ob¢it a une variable
logique de commande.

R R
K ( c
A |

Vi * —

D>

* +
V2I

1° On suppose dans cette question que lamplificateur
opérationnel est parfait.

Fig. 1.

Acquisition : A Tinstant t = 0, la tension v, étant nulle,
[v,(0 —) = 0], on ferme Tl'interrupteur K.

a) La tension v, est une tension constante E. Etablir
I’équation différentielle de v, et trouver la loi de variations
v,(t). Calculer, en fonction de R et de C, le temps t,. au bout

v,(t) + E

duquel lerreur § = est inférieure a 1073,

Application numérique R = 1 kQ, C = 300 pF.
b) La tension v, est une tension sinusoidale :

v, (t) = E\/2 sin Qnft + ¢).

Etablir en régime sinusoidal permanent la transmit-

14

tance T = =-.
-y
Calculer la fréquence maximale f,, qui permet d’obtenir,

-V, ..
inférieure

sur les valeurs efficaces, une erreur &, =
2

a1073.
Blocage : A linstant ¢ =t,, on ouvre linterrupteur K.
Montrer que la tension v, reste constante et égale a v,(¢,).

2° On suppose dans cette question que I'amplificateur
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opérationnel peut étre décrit par le modéle de la figure 2.
Que représentent I,, et V,,?

| Amplificateur opérationnel

!
| parfait - |
I

Acquisition : La tension v, est constante et égale a E.

A Tlinstant ¢ = 0, la tension v, étant nulle (v,(0 —) = 0),
on ferme Pinterrupteur K. Etablir I'équation différentielle
de v,, en fonction de E, R, C, V), I,,. Calculer la loi de
variations v,(t).

Calculer en régime permanent 'erreur §, = v,(00) + E.
Application numérique Vy, = 5mV, I, = 10 nA.

Blocage : A Tinstant ¢t =t,, on ouvre linterrupteur K.
Ftablir léquation différentielle de v,. Calculer la loi de
variations v, (t) et montrer que le blocage est imparfait. Au
bout de combien de temps la chute de v, est-elle égale &
5mV?

3.
Le schéma de principe d’un convertisseur analogique
numérique, double rampe, est donné 4 la figure 1. La tension
de référence Eg est constante.

Commande de conversion HORLOGE DE
‘1 PERIODE T,
- LOGIQUE DE
CONTROLE [=1 COMPTEUR

—— et — —

Ks

ER_""

| I

Fig. 1.

s
|

La logique de contréle réalise les opérations suivantes :
— elle commande les interrupteurs K, K,, K3;
— elle repere le basculement du comparateur;
— elle regoit les signaux d’une horloge de période
Ty = 19,5 pg;
— elle gére un compteur.

La tension a convertir V est constante et positive.
Initialement les interrupteurs K, et K5 sont ouverts, K,
est fermé et le compteur est initialisé avec la valeur
N, =1024.

A) 1° Lamplificateur opérationnel est supposé parfait
Phase 1

A la détection du signal «commande de conversion », pris
comme origine des temps, la logique de contrdle ouvre
Iinterrupteur K, et ferme I'interrupteur K,. En outre, elle

transmet les signaux d’horloge au compteur pour le
décrémenter.

a) Etablir la loi de variations v,(t) de la tension v;.

b) Calculer I'instant ¢, pour lequel le compteur est & zéro.
Quelle est alors, en fonction de V, R, C, Ty, la valeur ¥,
de v,?

Phase 2

Au passage du compteur par zéro, la logique de controle
ouvre l'interrupteur K, et ferme l'interrupteur K 5, puis elle
incrémente le compteur au rythme de 'horloge.

a) Etablir la loi de variations v,(¢) de la tension v, pour
t>t,.

b) La logique de commande repére le basculement du
comparateur. Elle bloque alors le compteur a sa valeur N,
ferme Pinterrupteur K, et ouvre Vinterrupteur K ;. Etablir
la relation N = g(V) et montrer que le nombre N est une
image de V. La précision sur les éléments R, C, T,
influence-t-elle la mesure?

B) L’amplificateur opérationnel est réel et peut étre décrit
par le modéle de 1a figure 2.

I Amplificateur opérationnel |

| parfait
Fig. 2. Iy ’oé D> oob— b
JC o o+ |
| A S — |
L Amplficateur opérationnl réel
On pose oy = ;—Z et o, = %IITD.

1° Quelle est la valeur de v, a l'instant ¢t = 0.

2° Etablir les lois de variation v,(t) de la tension v, pour
les phases 1 et 2 définies précédemment.

3° Etablir la nouvelle valeur de N en fonction de R, C, Ty,
No, V, Eg, ay, %,.

4° En considérant o, et a, comme des infiniments petits,
et en se limitant aux termes du premier ordre, mettre N
sous la forme :

N =g(V)+ f(V, Eg, No, 44, %3, T, R, C)

ou g(V) est la relation établie a la question relative a la
phase 2,0u f est une fonction représentant I'erreur commise
sur N.

5° Application numérique : R = 100 kQ, C = 200 nF,
V =10volts, V,=5mV, I,=10nA.

Calculer lerreur et conclure sur le nombre de chiffres
significatifs de N.

4.
Pour convertir le nombre N, (valeur décimale), qui s’écrira
en binaire :

Ay AoAg o Ay A Ay

en une tension V; =a . N,, on utilise un circuit intégré
dont le schéma synoptique est donné figure 1. Il comporte :
— un réseau en échelle R — 2R, qui est alimenté par une
tension constante V; de polarité quelconque; on donne
R =10kQ;

— deux sorties notées S, et S,, qui devront étre portées a
un potentiel nul lors de l'utilisation;

— un jeu de douze commutateurs commandés par les
signaux logiques A,;A,0Aq ... A;A; A,. Quand A, est au
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niveau logique O (on notera A4;=0), la résistance 2R
traversée par le courant I, est connectée a la sortie S,.
Quand A4; est au niveau logique 1 (on notera 4; = 1), la

résistance 2R correspondante est connectée 4 la sortie §,.
La figure 1 est représentée dans le cas ou
A= Apg=Ag=..=A;=A,=0,4,=1 et A;=0.

v, R R R R R R

R R R R R 2R

]
2R| | 2R| | 2R]| | 2R
I11

L

[—o
[—o

1° Les sorties S, et S, sont mises a la masse (fig. 2).
Calculer le courant J, sortant de S, en fonction de V,, R,
Ay Agg .. A; Ay, puis en fonction de V,, R et Ny.
Calculer le courant J, en fonction de V;, R et N;. Quelle
est la valeur d’'un quantum?

J1
1 S
WL oy
L TTT-TTT
A"Aw Ay
Fig. 2. T'
1

2° On réalise le montage de la figure 3 dans lequel
I'amplificateur opérationnel est supposé idéal (amplification
infinie, courants de polarisation et tension de décalage nuls).
Calculer V; en fonction de V; et N;.

Quelle valeur faut-il attribuer a ¥, pour obtenir un quantum
de 2 mV?

R

®
fo1<
I

Vor S, . :
*I“ FTT__TT <J~<‘ ‘i:

Fig. 3. N,

3° On va évaluer la tolérance sur les composants R et 2R
pour que le convertisseur ait certaines performances. On
admet que la tolérance x est la méme pour toutes les
résistances R et 2R.

On se place dans le cas le plus défavordble en supposant
que la résistance 2R connectée 4 ¥, dans le schéma figure 1
a sa valeur maximale, soit 2R(1 + x) et que toutes les autres
résistances ont leur valeur minimale, soit R(1 — x) ou
2R(1 — x).

On s'intéresse alors & la tension de sortie V; quand N, vaut
2047, puis 2048.

a) On désire que le convertisseur numérique analogique
soit monotone. Calculer la valeur x, a attribuer a x.

W,

Ao

b) On désire que I'erreur de non-linéarité différentielle soit
1 .
inférieure a Y de quantum. Calculer la valeur x, a attribuer

a x.

¢) La résistance R utilisée pour boucler I'amplificateur
opérationnel est en fait intégrée dans le convertisseur.
Pouvez-vous justifier ce choix?

Quel type d’erreur créerait cette résistance si elle ne valait
pas exactement R?

5
Le schéma de principe d’'un générateur de N courants
constants et égaux est donné sur la figure ci-dessous.

N.
Transistors

On négligera les courants de base des transistors; on
s'intéresse dans un premier temps 4 la valeur du courant
I dans le premier transistor.
On admet que I'amplificateur représenté sur le schéma a
une impédance d’entrée et un gain en tension infinis.
On appele Vg, la tension base-émetteur du transistor.
R, + R,

R,
I s’exprime sous la forme :

On pose 4 =

Vi
I = F(Vx,Vz.A‘Rl,Ra) - ﬁ~
1 4

Déterminer Fy, v, 4 gy, R

On donne R, = 1 kQ, R, = 200 Q. Sachant que la tension
Vg varie de 2 mV par degré Celsius et que la variation
correspondante a I doit étre inférieure 2 0,01 mA dans la
plage — 40 a 60 °C, déterminer la valeur minimale de 4.
On s’intéresse au courant .
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La relation liant le courant d’émetteur iy 4 la tension
base-émetteur Vg d’un transistor est :

ip =I5 e"®5/V;

Vr vaut 25 mV a 25 °C.

Tous les transistors sont identiques et supposés a la méme
température (méme valeur de I pour tous).

Fecrire la relation liant I a I.

Dans le montage étudi¢ on a R, = R;.

Calculer la valeur de Iy avec les valeurs numériques
précédentes.

6.
1° Soit le schéma figure 1 et soient :
ENTREESv\ |— Q o
® o A4 3 _D _
V11 = _l j L= | TVZ
Fig. 1.

Y1, Y2, Y4, Y5, les paramétres admittance du quadri-
pole Q (symétrique).

Yii, Yi,, Y51, Y5, les paramétres admittance du qua-
dripble Q' (symétrique).
a) Calculer la fonction de transfert T = V,/V, en fonction
des paramétres admittance des deux quadripdles.
b) Lequadripdle Q est réalisé par le quadrip6le en double T
de la figure 2, et le quadripdle Q” est réalisé comme l'indique
la figure 3.

—
R R

Fig. 2.
R/2 T 2C
2R
-
c c
Fig. 3. ——] S
R/2

Calculer la fonction de transfert du montage ainsi réalisé
et la mettre sous la forme :

11:62)]

.
1+2jm3+<jﬂ>
,

Wo o

I:

¢) Quelles sont les valeurs limites wj, et wj, de la bande
rejetée.

2° Dispositif a sélectivité variable.

On réalise le dispositif figure 4 dans lequel les amplificateurs
opérationnels sont supposés parfaits : 0 < a < 1.

2R

‘W‘ Double V':f

Fig. 4.

a) Montrer que le dispositif peut étre décrit par le schéma
bloc. Exprimer les transmittances T, T,, Ts.

v, vy T Vs T Vs,
1 - 2

T3

Fig. 5.

b) Calculer la fonction de transfert en boucle fermée et la
mettre sous la forme :
c o\
L+{j—
Do

j—
o W

.

T =
- w
1+ 2jm — +
w

¢) Calculer les limites w], et wj, de la bande rejetée.
Conclure.
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