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CHAPITRE 1
FONCTIONS NUMERIQUES

1.1 Définition. Nous avons vu au tome 1 le concept fondamental d’application.
Rappelons qu’une application f d’un ensemble E dans un ensemble F fait cor-
respondre 2 tout élément x de E un élément y de F et un seul, noté f(x), ce qu’on
représente souvent par :

fixef(x).

En analyse, on utilise essentiellement des fonctions numériques d’une variable,
c’est-a-dire des applications définies sur une partie du corps R des nombres réels
(cette partie pouvant étre égale 4 R tout entier), & valeurs dans R.

(Nous rencontrerons plus généralement des fonctions numériques de plusieurs
variables, Pensemble de définition étant une partie de R”, olt p est un entier

naturel non nul. Nous rencontrerons aussi des fonctions & valeurs complexes,
I’ensemble d’arrivée étant cette fois le corps C des nombres complexes.)

ExempLEs. Le lecteur est familiarisé avec les fonctions suivantes :

— la fonction linéaire x — ax, ol a € R;

— la fonction affine x + ax-+b, ol a,beR;

— la fonction trinomiale du second degré x v ax*+bx+c, ot a, b, ce R;
— la fonction sinus x +— sin x.

La dépense W en énergie électrique consommée par une lampe dépend de la
durée ¢t d’éclairage, et se traduit par une fonction linéaire :

W=RI*t.
L’intensité I d’un courant alternatif est une fonction sinusoidale du temps :
I=1I,sin wt.

Ensemble de définition. La premiére étape de I'étude d’une fonction consiste
4 déterminer I’ensemble de définition; celui-ci est généralement un intervalle de R,
ou la réunion d’un ensemble fini d’intervalles.

Ainsi, la fonction x> sin x est définie sur R tout entier.

La fonction x> ./4—x* est définie sur Iintervalle fermé borné [—2, 2];
la fonction x> 1/(/x%—4) est définie sur ] —co, —2[ U ]2, +o[.

La fonction x+./—x*>—1 a un ensemble de définition vide.

1.2 Limite d’une fonction en un point. Nous avons déja rencontré au tome 1
la notion de limite d’une suite. La notion de limite d’une fonction en un point,
assez voisine de la précédente, est fondamentale en Anulyse.

Considérons une fonction f définie.sur une partie P de R et un nombre réel x;.
Supposons que x, appartienne a P ou, plus généralement, que x, soit une
extrémité d’un intervalle ouvert contenu dans P. De maniére intuitive, on dit que
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JS(x) admet pour limite un nombre réel / lorsque x tend vers x, si, lorsqu’on
donne 4 x des valeurs de plus en plus voisines de x,, f(x) prend des valeurs aussi
voisines que on veut de /.

En toute rigueur, cela se traduit de la maniére suivante : pour tout nombre réel
strictement positif ¢, il existe un nombre réel strictement positif # tel que la relation

x € [xg—n, xo+1] N (P—{xo})
implique la relation
Jx)ell—s I+¢].

En abrégé, |x—x,|<#=[f(x)—I]<e ¢étant bien entendu que x appartient a
Pensemble de définition P, sans &tre égal & x,.

(On remarquera que s’il existe un tel nombre 4 pour de « petites » valeurs de ¢,
ce nombre 7 convient encore pour de « grandes » valeurs de ¢. C’est pourquoi on
précise souvent que le nombre & est arbitrairement petit, au lieu de dire tout
simplement qu’il est arbitraire!)

Nous allons démontrer le résultat essentiel que voici : un tel nombre I (s'il existe)
est unique.

Supposons en effet qu’il existe un nombre /' différent de / satisfaisant 2 la pro-
priété précédente. Alors /’—/ est non nul, et nous pouvons prendre pour & un
nombre réel strictement positif et strictement inférieur & |/’—/|/2. 1l existe un
nombre réel > 0 tel que, pour tout point x de [x,—#, xo+71] N P différent de x,,

-1 < |I'=1/2, 1
et un nombre réel " > 0 tel que, pour tout point x de

[xo—1', xo+n1 N P

’ différent de x,,
fG-T < |I'=1/2. €]

Posons 1, = inf (1, #'); alors, pour tout point x de [xo—1;, xo+1,] N P diffé-
rent de x,, les inégalités (1) et (1') sont vérifiées. L’inégalité du triangle conduit 2
la relation contradictoire

oy < =
2 2

Le nombre réel / s’appelle la limite de f(x) lorsque x tend vers x,, ou encore la

limite de f au point x,; on le note :
I = lim f(x).

xX=—Xo

= |I'~1].

Voici les principaux résultats sur les fonctions admettant une limite :

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur des parties P et O de R.
On suppose que f(P) est contenu dans Q, ce qui permet de définir la fonction
composée g o f. (Rappelons que c’est la fonction qui & tout élément x de P associe
le nombre g[f(x)].) Si f admet une limite | au point x, et si g admet une limite m au
point 1, alors g o f admet la limite m au point x,.

alin
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Soient f et g deux fonctions définies sur une partie P, admettant des limites | et m
au point x,. Alors f+g admet pour limite I+m, et fg admet pour limite Im.

(I1 en découle que 'ensemble des fonctions définies sur P et admettant une limite
au point x, est une sous-algébre unitaire de I'algébre des fonctions définies sur P.
De plus, I'application qui & toute fonction f associe sa limite au point x, est un
morphisme d’algébres.)

Enfin, si la fonction g ne s’annule pas sur P et si m# 0, flg a pour limite Ijm.

Ces résultats.intuitifs sont trés importants; leurs démonstrations sont délicates.
Montrons par exemple que f+g a pour limite /+m. En effet, considérons un
nombre réel strictement positif e. Puisque f admet pour limite /, il existe un nombre
réel strictement positif 7, tel que |x—x,| <#, implique | f(x)—/] < ¢/2. De méme,
puisque g admet pour limite m, il existe un nombre réel strictement positif #, tel
que |x+—x,| < 1, implique |g(x)—m| <¢/2. Posons n =inf (1, 1); le nombre #,
étant le plus petit des deux nombres réels strictement positifs 7, et ,, est lui-méme
strictement positif. Pour tout élément x de [x,—#, xo+7],

/) +g()—U+m)| < [f) -1+ 19(x)—m| < &2+¢[2 = ¢,

ce qui montre que f+g admet pour limite /4 m.
(Ce résultat est double : il montre 2 la fois que la somme de deux fonctions admet

une limite, et que cette limite est la somme des deux limites.)

1.3 Fonction continue en un point. Voici une notion étroitement liée & celle de
limite :

Considérons une fonction f définie sur une partie P de R. On dit que f est
continue en un point x, si

a) la fonction f est définie en ce point, c’est-a-dire si x, € P;
b) la fonction fadmet pour limite f(xy) au point x; :
lim f(x) = f(x0).
X—+Xo
Les résultats sur les fonctions admettant une limite se particularisent aisément
au cas des fonctions continues en un point :
. Soient f et g deux fonctions définies sur des parties P et Q. On suppose que
f(P) est contenu dans Q, que f'est continue en un point x, de P et que g est.continue
au point f(x,). Alors la fonction composée g o f est continue au point x,.
" Soient f et g deux fonctions définies sur une partie P, continues en un point x,
de P. Alors f-+g et fy sont continues en x,. Si g ne s’annule pas, f/g est continue
en xg.

- EXEMPLES
1. Montrons que la fonction f définie sur [—1, + o[ par la relation
f(x) = Jx+1

est continue au point x, = 3. Or,

flxo) = /3+1 = J4 =2
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et

e x—3 Cx=3
fx)—2] = l\/x+1--21 = l___{ < I I.
x+1+2 2

L’inégalité | f(x) —2| < & est donc réalisée pour |x— 3| < 2. Il suffit donc de prendre
n=2¢. Ainsi, pour obtenir [f(x)—2|<0,01, il suffit de prendre |x—3|<0,02,
c’est-a-dire x dans 'intervalle [2,98; 3,02].

2. La fonction f définie sur R par

x|

f(x) = si x#0

x
f©) =0

n’est pas continue au point 0. En effet, pour x>0, f(x) =1 et pour x<0, f(x)= —1.
Donc f(x) a pour limite 1 lorsque x tend vers 0 par valeurs positives et —1 lorsque
x tend vers O par valeurs négatives. La fonction f, n’ayant pas de limite au point O,
ne peut €tre continue en ce point.

On dit que la fonction f présente une discontinuité. Cela se traduit par un
« saut » dans le graphe de la fonction f (Fig. 1.1).

AY

Fic. 1.1

On rencontre de telles fonctions en électricité dans un circuit comprenant un
interrupteur (en négligeant les courants de rupture).

1.4 Continuité sur un intervalle. La plupart des fonctions que Pon rencontre
en pratique ne présentent pas de discontinuité.

On dit qu’une fonction f définie sur une partie P de R est continue sur P si elle
est continue en chaque point de P.

EXEMPLES

Toute fonction affine est continue sur R. En particulier, les fonctions constantes
et les fonctions linéaires sont continues sur R.

La fonction sinus est continue sur R.
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Les résultats sur les fonctions continues en un point s’appliquent bien entendu
aux fonctions continues en tout point :

Soient f et g deux fonctions définies sur des parties P et Q. On suppose que
f(P) est contenu dans Q, que f est continue sur P et que g est continue sur Q.
Alors g o f est continue sur P.

Soient f et g deux fonctions définies et continues sur une partie P. Alors f+g et
fg sont continues sur P. Si g ne s’annule pas, f]g est continue sur P.

(Comme d’habitude, on peut traduire de maniére algébrique les propriétés de
I’ensemble des fonctions considérées : 'ensemble des fonctions continues sur P
est une sous-algébre unitaire de I'algébre des fonctions définies sur P.)

Par récurrence sur ’entier naturel m, on démontre que le produit de m fonctions
continues sur P est encore une fonction continue sur P. En particulier, la fonction
puissance m-i¢me, c’est-a-dire la fonction x — x™ est continue sur R; c’est en
effet le produit de m fonctions égales a I'application identique x > x.

L’étude des fonctions continues sur un intervalle de R conduit 4 deux théorémes
fondamentaux, que nous admettrons :

Théoréme des valeurs intermédiaires. Soit f une fonction numérique continue
sur un intervalle I de R. Alors I'image f(I) de Pintervalle I par f est encore un inter-
valle de R.

D’aprés la définition des intervalles, cet énoncé équivaut au suivant :

Soient ¢ et d deux points quelconques de I'intervalle I, et k un point de Iintervalle
Sfermé [f(c), f(d)] (Fig. 1.2). Il existe alors un point x, de lintervalle [c, d] tel que

fxo)=k.

o -

o .
PN AP

o
"i

@]
B

Fic. 1.2

Image continue d’un intervalle fermé borné. Soit f une fonction numérique
continue sur un intervalle I de R. Si I est fermé borné, alors I'image f(I) de I par f
est encore un intervalle fermé borné.
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L’image de f, étant bornée, admet une borne inférieure m et une borne supérieure M,
de plus, m et M ne sont autres que Porigine et Pextrémité de lintervalle f(I). Il existe
donc au moins un point x, de I tel que f(x,) = m, et au moins un point x, de I tel que
S(x2) =M. On dit encore f atteint ses bornes.
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1.5 Croissance d’une fonction. On dit qu’une fonction f est croissante sur une
partie P de R si, pourftout couple (x, x') d’éléments de P, la relation x < x’ implique
,,,,, la relation f(x) < f(x’).- Autrement dit, la variable et la fonction varient dans-le--

Y] / Yi
t
]
i
l
R

Fic. 1.4 Fie. 1.5
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méme sens (Fig. 1.3). Si la relation x < x’ implique f(x) < f(x"), la fonction f est dite
strictement croissante (Fig. 1.4).

On dit de méme que fest décroissante sur P si, pour tout couple (x, x") d’éléments
de P, la relation x < x’ implique la relation f(x) = f(x"). Dans ce cas, la variable
et la fonction varient en sens contraires (Fig. 1.5). Si la relation x < x’ implique
S >f(x"), on dit que f est strictement décroissante (Fig. 1.6).

Yi Yi
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Enfin, une fonction est monotone si elle est ou bien croissante, ou bien décrois-
sante, strictement monotone si elle est ou bien strictement croissante, ou bien
strictement décroissante.

EXEMPLES

Une fonction linéaire x +» ax ou, plus généralement, une fonction affine
x — ax-+b, est monotone sur R; plus précisément, elle est constante si a =0,
strictement croissante si @ > 0 et strictement décroissante si a<0. En effet, la
relation x < x' implique ’ '

ax < ax' et, par suite, ax+b<ax'+b si a>0;
ax > ax’ et, par suite, "ax+b>ax'+b si a<O0.

La fonction x > x? est strictement croissante sur l'intervalle [0, + oo, stric-
tement décroissante sur I'intervalle ] — o0, 0]. Cela découle aussit6t de la relation
x'2—x% = (x'—x)(x' +x) et de la régle des signes. On remdrquera que cette fonc-
tion n’est pas monotone sur R tout entier.

Examinons la monotonie de la composée de deux fonctions monotones :

Soient f une fonction numérique définie sur une partie P de R, et g une fonction
numérique définie sur une partie Q de R contenant f(P).
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Si f et g sont toutes deux croissantes, ou toutes deux décroissantes, g o f est crois-
sante.

Si f et g sont toutes deux strictement croissantes, ou toutes deux strictement
décroissantes, g o f est strictement croissante. '

Si I'une des fonctions f et g est croissante, tandis que I'autre est décroissante, g o f
est décroissante.

Si P'une des fonctions f et g est strictement croissante, tandis que I'autre est stric-
tement décroissante, g o f est strictement décroissante.

Supposons par exemple f croissante et g décroissante. Pour tout couple (x, x’)
d’éléments de P tel que x < x',

f) <f(x),
et
gl = glfx"],
soit
(g o)x) = (g <))

La fonction g - f est donc décroissante.

Si de plus f et g sont injectives, g o f est injective; g o f est donc strictement
décroissante.

(Les résultats précédents se retiennent fort bien, car ils rappellent la régle des
signes : + par + donne +, — par — donne +, + par — et — par -+ donnent —.)

Passons aux opérations algébriques sur les fonctions monotones : somme et
produit.

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur une partie P de R.

.S fet g sont croissantes, f-+g est croissante; sif et g.sont décroissantes, f-+-g.est ..

décroissante.
Si f et g sont positives et croissantes, fg est croissante.
Si f est croissante, —f est décroissante.
Si f est a valeurs strictement positives et croissante, 1]f est décroissante.

Soient x et x’ deux éléments de P tels que x < x’. Supposons par exemple f et g
croissantes. Alors

.

J) <f(x)

gx)<g(x),
et

S +gx) <f(x)+g(),
soit

(f+9)x) < (f+9 ).
Si de plus f(x) = 0 et g(x) =0,
Jx)g(x) <f(x)g9(x),

soit

(9 < ().

itan
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Si f(x) < f(x"), il est clair que —f(x) = —f(x').
Enfin, si f(x) >0,
ENE
f&x) f&)

1.6 Fonction réciproque d’une fonction strictement monotore. Conformément
au tome 1, on dit qu'une fonction numérique f définie sur une partie P de R est
inversible s’il existe une fonction numérique g définie sur Q = f(P) telle que

gof=1Ip et fog=1Iy.

Une telle fonction g est unique; on I’appelle fonction réciproque de f, et on la
note f ~1. La fonction f ! est inversible, et sa fonction réciproque n’est autre que f.

Soit (x, /(x)) un point du graphe de 1. Le point (f(x), x) appartient au graphe de
f71. 1l s’ensuit que les graphes des fonctions fet f ™! sont symétriques par rapport
4 la droite d’équation y = x (Fig. 1.8).

xY

Fic. 1.8

Si f est monotone, il en est de méme de . Plus précisément :

Soit f une fonction numérique définie sur une partie P de R. Si f est strictement
monotone, Uapplication de P dans f(P) définie par la formule

x > f(x)

est bijective.

Alors Papplication réciproque f~*, définie sur f(P), est strictement monotone.
Plus précisément, si f est strictement croissante, ™' est strictement croissante;
si f est strictement décroissante, f~* est strictement décroissante.

Nous savons déja que Papplication f~* de f(P) dans R est injective.
Supposons par exemple f strictement décroissante. Soient y et y* deux éléments
de f(P) tels que y <y'. Il suffit de montrer que la relation £~ (») <f 1 (y) est
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contradictoire. Posons & cet effet x=f"1(y) et x' =7"1(y"). Puisque f est dé-
croissante, f(x) > f(x"), soit y > y’, ce qui contredit I’hypothése.

Lorsque la fonction f est continue sur un intervalle 7, il est essentiel de supposer
que fest strictement monotone : pour qu’une fonction f continue sur un intervalle I
admette une fonction réciproque, il faut et il suffit que f soit strictement monotone.
Dans ces conditions, la fonction f ~* est strictement monotone, de méme sens que £,
et continue sur I'intervalle f(I).

Nous allons appliquer ce théoréme & des fonctions monotones particuliérement
importantes : fonction puissance m-i¢me, fonctions trigonométriques.

1.7 Fonction puissance m-iéme, m entier naturel non nul. Cette fonction est
définie sur R par la relation

JE)=x".
Nous avons vu qu’elle est continue sur R.
Si m est pair :
(=" =x)";
son graphe est symétrique par rapport & ’axe Oy.
Si m est impair :
(=x)"=—x)";

son graphe est symétrique par rapport & I'origine des axes.

Il suffit donc d’étudier cette fonction sur Pintervalle [0, +oof.

La fonction x > x étant strictement croissante sur Iintervalle [0, + o[, il en
est de méme de la fonction f, produit de m fonctions strictement croissantes.

Indiquons-le-tableau-de-variation-de-cette-fonction™:

x IO + 00

w0 S +w

Le coefficient angulaire de la tangente au graphe 4 l'origine s’obtient en
cherchant la limite du rapport y/x quand x— 0.

Z=x""1  donc lmx"'=0 sims#]l.
P x-0

L’axe Ox est tangent au graphe. On a tracé sur la figure 1.9 les graphes des

fonctions x> x, x+>x% et x> x°

Par extension, on dit qu’une fonction f est paire si, pour tout point x,
f(=x)=fx). '
On dit que f est impaire si, pour tout point x,
f=x)=—f).

(Ainsi, la fonction f définie par f(x) = x™ est paire si m est pair, impaire si m est
impair.)
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Le graphe d’une fonction paire admet Oy pour axe de symétrie. Le graphe d’une
fonction impaire admet le point O pour centre de symétrie. Dans les deux cas, on
peut ramener ’étude de f au cas ol x est positif.

) y=x2
3I
Y:xll Ve x
/
]
14-memfA
1
i
7
// 0 1 X
V/
/
/
/
/
Fic. 1.9

1.8 Fonction racine m-iéme, m entier naturel non nul. La fonction puissance
m-ieme étudiée au n° 1.7 est définie et continue sur R ; cependant, elle est strictement
monotone sur R si m est impair, et seulement sur les intervalles ]— oo, 0] et
[0, + oo si m est pair.

Il faut donc distinguer deux cas.

Si m est impair, la fonction puissance m-iéme admet une fonction réciproque
strictement croissante, définie et continue sur R et dont I’ensemble des valeurs
est R. Cette fonction est appelée fonction racine m-iéme, et notée x > 7/x. Par
définition,

y = I/x est équivalent & x = y™.
Le tableau de variation sur Iintervalle [0, + oo est le suivant :

xlO + o0
ofx|0 /4o

Le graphe est symétrique par rapport & I'origine des coordonnées (Fig. 1.10j.
Si m est pair, la fonction racine m-iéme n’admet une fonction réciproque que
sur P'intervalle [0, + oo. Par définition,

y =7/x estéquivalenta x =" et y>0.
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Fra. 1.10

(Lorsque m =2, la fonction racine m-iéme s’appelle fonction racine carrée et se
note x - /x.) :

Le tableau de variation est le méme que le précédent. Le graphe ne présente pas
de symétrie (Fig. 1.11).

YA

/——__——

FiG. 1.11

1.9 Fonctions circulaires réciproques. On appelle ainsi les fonctions réciproques
des fonctions sinus, cosinus et tangente. Toutefois, pour qu’il existe une fonction
réciproque, il faut d’abord restreindre I'intervalle de définition de la fonction
donnée, afin de la rendre injective.

Fonetion Arc sinus. La fonction sinus est définie, continue, strictement crois-
sante sur I'intervalle [—n/2, n/2] et prend ses valeurs sur Pintervalle [~1, 1]. On
peut donc définir une fonction réciproque, continue, strictement croissante sur
Pintervalle [—1, 1] et prenant ses valeurs sur I’intervalle [~ /2, /2]. On la nomme
« fonction Arc sinus ».
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Par définition :

= §in y
y = Arcsin x <
-2 <y <2

Le graphe de la fonction x — Arc sin x est obtenu sur la figure 1.12 en prenant
le symétrique du graphe de la restriction & [—n/2, 7/2] de la fonction x > sin x
par rapport & la premiére bissectrice.

(La relation fonctionnelle y = Arc sin x signifie que y est la mesure comprise
entre —7/2 et w/2 de I’arc dont le sinus est x.

Ainsi Arcsin 1/2 =n/6, car /6 est la mesure comprise entre —n/2 et n/2 de
Parc dont le sinus est 1/2.) .

Des valeurs des sinus de nombres remarquables, nous déduisons le tableau :

x | -1 32 —12 0 12 32 1
Arc sin x l —7/2 —7/3 -nf6 0 =w/6 w3 /2
Y) Y
VA et T Sataiubeiadatiey T

7f2

S

————————— -2

e b e e e e o o e i o e i o ke e e o i

Fic. 1.12 Fic. 1.13

Remarque. Soit x un élément de l’interyalle [—1, 1]; considérons la relation :
siny=x.
Si @ est la mesure comprise entre —7/2 et n/2 d’un arc tel que :

sing =x,
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d’aprés ce qui précéde :
@ =Arcsin x.
Les solutions de 1’équation trigonométrique
siny=x ou siny=sing
sont :
y=Arcsin x+2kn
y=n—Arcsin x+2kn,

y=o¢-+2kn

y=n—o+2kn soit

ol k est un entier rationnel.

Fonction Arc cosinus. La fonction cosinus est définie, continue, strictement
décroissante sur I'intervalle [0, 7] et prend ses valeurs sur intervalle [—1, 1]. On
peut donc définir une fonction réciproque, continue, strictement décroissante sur
Pintervalle [—1, 1] et prenant ses valeurs sur I'intervalle [0, z]. On la nomme
Jfonction Are cosinus.

Par définition :

_ X =C0Sy
¥y = Arc cos x <>
O<y<n=

Le graphe de la fonction x+—+Arc cos x est symétrique du graphe de la restric-
tion a [0, n] de la fonction x+»cos x (Fig. 1.13). '

(La relation fonctionnelle y = Arc cos x signifie que y est la mesure comprise
entre 0 et z de ’arc dont le cosinus est x.

.Ainsi Arc cos 1/2 = /3, car n/3 est la mesure comprise entre 0 et z de ’arc

dont.le cosinus est-1/2.) v
Des valeurs des cosinus de nombres remarquables, nous déduisons le tableau :

I s e A I S o1

’Arccosxl 7 57/6 223 ®2 w3 w6 O

Remarque. Soit x un élément de P’intervalle [—1, 1]; considérons la relation :
cos y =x,

Si ¢ est la mesure comprise-entre 0 et 7z d’un arc tel que
cosp=2x,

d’aprés ce qui précéde :

@ = Arc cos x .

Les solutions de I’équation trigonométrique
cosy=2x ou COS ¥ = COS @

sont
y=+¢+2kn soit  y=d+Arccosx+2km,

ol k est un entier rationnel.
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Fonction Arc tangente. La fonction tangente est définie, continue, strictement
croissante sur lintervalle ]—mn/2, n/2[ et prend ses valeurs sur [lintervalle
]—c0, +oo[. On peut donc définir une fonction réciproque, continue, strictement
croissante sur l'intervalle ]—co, +00[ et prenant ses valeurs sur l'intervalle
1—mn/2, 7/2[. On la nomme « fonction Arc tangente ».

Par définition :

x=1gy
y = Arctgx <«

—nf2 <y <72

Le graphe de la fonction x +— Arc tg x est symétrique du graphe de la restriction
a ]—mn/2, n/2[ de la fonction x > tg x (Fig. 1.14).

Y
72

10 % ety

xY

———————— —7{4

—f2

Fic. 1.14

(La relation fonctionnelle y = Arc tg x signifie que y est la mesure comprise
entre —7/2 et m/2 de I'arc dont la tangente est x.

Ainsi Arc tg 1 = n/4, car 7/4 est la mesure comprise entre —n/2 et n/2 de I'arc
dont la tangente est 1.)

Des valeurs des tangentes de nombres remarquables, nous déduisons le tableau :

x 1 -0 —/3 -1 ~J33 0 /33 1 /3 +ow

Arc tgxl —nf2 —=nf3 —n/4 —7/6 0 /6 nfd w3 /2

Remarque. Soit x un nombre réel; considérons la relation :

tgy=x.
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Si ¢ est la mesure comprise entre —n/2 et w/2 d’un arc tel que
tgo=x,
on en déduit que
p=Arctgx.
Les solutions de I’équation trigonométrique

tgy=Xx ou tgy=tge
sont
y=0+kn soit y=Arctg x+km,

ol k est un entier rationnel.

1.10 Fonctions a valeurs complexes. Dans de nombreux problémes (dérivation,
intégration, calcul des primitives, calcul des développements limités, équations
différentielles), il est commode de considérer des fonctions d’une variable réelle
a valeurs complexes, c’est-a-dire des applications définies sur une partie du corps
des nombres réels a valeurs dans le corps des nombres complexes. Une telle
fonction f est de la forme

f=P+iQ,

ol P et Q sont des fonctions d’une variable réelle & valeurs réelles.

Plus précisément, P associe & la valeur de la variable x la partie réelle du nombre
complexe f(x); de méme, Q associe & la valeur de la variable x la partie imaginaire
de f(x) (laquelle est un nombre réel).

Par exemple, si f est définie par la formule

f(x) 3x+j(x*-1),

les fonctlons P et O sont définies par
P(x)=3x et Q(x)=x*—1.

Nous avons déja introduit au tome 1 la fonction x — &/*. L’ensemble de défi-
nition est R tout entier; les fonctions P et Q ne sont autres que les fonctions cosinus -
et sinus, puisque

f(x) =e*=cos x+j sin x .

La définition des limites s’étend au cas des fonctions d’une variable réelle 3
valeurs complexes; cette fois, la limite / est un nombre complexe, et le symbole
[f(x)—1| doit &tre lu « module » de f(x)~/, et non plus « valeur absolue ».

On démontre aisément que fadmet une limite si et seulement si P et Q admettent
des limites. Dans ces conditions,

lim f(x) = lm P(x)+j lim Q(x).
X-+Xxg X=-+Xg X-+Xo
On se rameéne donc aussitdt au cas des fonctions & valeurs réelles.

De méme, pour que f soit continue, il faut et il suffit que P et Q le soient.

Par exemple, la fonction f: x = €' est continue sur R, car il en est ainsi des
fonctions cosinus et sinus,
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EXERCICES
Ensembles de définition
Déterminer ensemble de définition des fonctions suivantes :

11 y=—2 12 p=—o

. ¥y ol . ¥y ==

— 1

. = .[x—4+ -Xx. 1. T |
13 x4 \/6 * 4 sin x—cos x
15 y=JGx-DE-5x-7. 1.6 y=+/x2—6x+8.

1.7 y=./tgz2x—1. 1.8 y=\/sin3x.

Parties entitre et fractionnaire d’un nombre réel

On appelle partie entiére d’un nombre réel x, et on note E(x), le plus grand des entiers
rationnels inférieurs & x; on appelle partie fractionnaire de x, et on note F(x), le nombre

x— E(x).

Etudier et représenter graphiquement sur intervalle [—3, 3] les fonctions suivantes :
1.9 y=E(x). 110 y=F(x).
111 y= F()—~[F()? . 112 y = E@)+[F@)> .

1.13 y=xEx).

1.14 Etudier la continuité de la fonction J définie sur ]— oo, 0[ U ]0, + oof par la formule

1
xl—-»xE(—-);
x

construire le graphe de sa restriction & ] — o0, —1/4] U [1/4, +col.
1.15 FEtudier la continuité de la fonction K définie sur [1, + oo par la formule

. xsin nTx
E( °’
construire son graphe.

Fonctions continues

1.16 Montrer directement que '’ensemble des solutions de I'inéquation
2

x“+3x—1 1

=3

x2—x+1 31 100

contient un intervalle fermé de centre 1 non réduit & un point.

1.17 Etudier P’existence d’une limite, d’une limite & gauche, d’une limite & droite, au
point 0, pour chacune des fonctions suivantes :
X > lx x> !
x’ 1+x+]x}/x’

Peut-on prolonger ces fonctions par continuité ?

> §in ———————
x 1+x+|x]/x
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1.18 Montrer directement que la fonction x> sin (cos x) est continue sur R.

1.19 Soit f une fonction continue sur Pintervalle [0, 1] de R, & valeurs dans [0, 1].
Montrer que I’équation f(x) =x admet au moins une solution.

Fonetions réciproques

1.20 Soit fla fonction numérique définie sur les intervalles I 1 =1—o0,—1[,I,=]1-1,1]
et Iy =11, +oof par la formule

2
fo) ="

Montrer que fest continue sur son ensemble de définition, et strictement croissante
sur chacun des intervalles I,, I, et I5.

Montrer que f posséde sur chacun de ces intervalles une fonction réciproque, que
I’'on déterminera.

Déterminer les nombres réels 6 tels que

6= %—Arc sin [f(tg 6)] .

121 Résoudre I'équation sin (Arc tg x) = tg (2 Arc tg ) . .




CHAPITRE 2
LES DERIVEES

2.1 Introduction. Ce chapitre traite de la notion de dérivée d’une fonction,
outil mathématique trés puissant qui sert d’introduction & I’é¢tude du calcul
différentiel et intégral.

Les dérivées sont apparues, un peu obscurément d’ailleurs, au XVII® siécle
(le « grand » siécle), 4 la suite de Iétude des tangentes aux courbes, faite par le
mathématicien et physicien anglais Newton et par le mathématicien et philosophe
allemand Leibniz.

Le présent chapitre est consacré au calcul des dérivées de fonctions simples. Les
chapitres suivants traitent des applications des dérivées & Pétude du sens de
variation des fonctions, et en particulier 4 la recherche des maximums et minimums.

2.2 Préliminaire au calcul des dérivées. Avant d’aborder la définition de la
dérivée d’une fonction, situons le probléme en prenant un exemple.

Considérons la fonction f: x + x2, dont le graphe est une parabole d’axe Oy
et de tangente au sommet Ox. Soit P un point de cette parabole, de coordonnées x,
et yo = x3 (Fig. 2.1).

YA
y=x2
Yo+ Kfm=mmmmm P’

i

1

1

]

1

1

i

i

1

Vod- -t i
. i _
Ol X3 Xgt+h X
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Donnons & x, un accroissement que 'on représente généralement par le
symbole Ax ou la léttre h. Il lui correspond sur la courbe un point P’ d’abscisse
xo+h et d’ordonnée

y = (Xo+h)* = x2+2hx,+h%.

L’accroissement subi par 'ordonnée y, du point P est désigné par le symbole Ay
ou la lettre k. Evaluons-le :

k=y—y,=x2+2hxo+h*>—x2 = 2hxo+h>
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Evaluons le rapport k/k qui représente le coefficient angulaire de la droite PP’
I—c = 2 Xo + h.
h

Si on fait tendre h vers zéro, c’est-a-dire si P’ tend vers le point P sur la
courbe, k tend vers zéro et le rapport k/h tend vers 2x0
Donc
.k
lim — = 2x,.
k-0 b

Ce nombre 2x, est par définition le nombre dérivé de la fonction y = x* pour la
valeur x, de la variable.

Nous verrons au n° 2.10 que ce nombre dérivé représente le coefficient angulaire
de la tangente a la courbe au point P.

Cet exemple nous permet de définir plus généralement la notion de nombre
dérivé.

2.3 Définition de la dérivée d’une fonction. Soit f une fonction définie dans un
intervalle contenant x,. Désignons par f(x,) et f(x,+A) les valeurs prises par la
fonction pour x = x, et x =xy+A.

Ax = h représente 1’accroissement de la variable & partir de x,,
Ay = k représente I'accroissement de la fonction & partir de f(x,).

Lorsque le rapport

Ay _k _ f(xo+h)—f(x0)

Ax h b »
de accroissement de la fonction a Iaccroissement de la variable tend vers une limite
finie quand h tend vers zéro, cette limite est le nombre dérivé de la fonction f au
point xg.

On symbolise cette dérivée par yg ouf’ (x,). Donc:

f(xo+h) f(xo) _ = lim Ay

Ax—0 Ax

I (o) =

2.4 Importance de Ia notion de dérivée. La notion de dérivée intervient dans un
grand nombre de phénomeénes; par exemple si nous prenons le temps ¢ comme
variable :

. . Ax ek
une vitesse v = lim ~—  est la dérivée de 'espace par
av0 At pnort au temps,
i e . Av e e s .
une accélération v = lim ~ est la dérivée d’une vitesse par
A0 At

rapport au temps,
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une intensité de courant I = lim Ag est la dérivée de la quantité
a0 At goglectricité par rapport au
temps,
une force AD
électromotrice induite E = ,E{.no ™ est la dérivée du flux par

rapport au temps, etc.

2.5 Procédé général de calcul des dérivées. Par définition méme, on opére de
la maniére suivante :

1° On donne & la variable x un accroissement Ax = A.

2° On calcule I’accroissement correspondant de la fonction :

Ay =k = f(xo+h)—f(xo) -

3° On forme le quotient %Z

X

4° On cherche la limite de Ay quand Ax-+0. Cette limite est le nombre dérivé
’ Ax
S (x0).
ExempLe. Calculer la dérivée de y = 1[x pour x4 = 2.
Posons x; = Xxo+h=2+h; on obtient yo =1/2 et y; =1/Q-+h).
D’ou

1 1 —h
Ay = f =B B SR .
24+h 2 2(Q2+h)

Soit

Ay _k_ 1

Ax h 2Q2+h)
Lorsque 27— 0,

Ay 1

Ax 4

et le nombre dérivé est —1/4.

2.6 Fonction dérivée d’une fonction. Lorsque la fonction f admet un nombre
dérivé pour toute valeur x, de x dans un intervalle J, on dit que fest dérivable sur L.
Sa dérivée qui est fonction de la valeur x, attribuée & x est une nouvelle fonction
de x que I'on appelle fonction dérivée de f ou plus simplement dérivée de f.

On la désigne par y' ou f".

Donc

') = lim f(x+hz-f(x)_

b0

Dans cette derniére expression, le calcul de la fonction dérivée s’effectue en
supposant x constant.
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— Par exemple, soit f une fonction constante et égale 3 a. La fonction f est
dérivable, et sa dérivée est nulle.
En effet, pour toute valeur x, de x, et pour tout accroissement /4 de la variable,
Paccroissement k de la fonction f est nul. Donc
.k .0
lim - = lim — = 0.
moh w0 h
Ainsi, la dérivée f' de f s’annule en tout point x,.
— Prenons maintenant pour f la fonction x — x. Si on donne & x I’accroisse-
ment A, la fonction prend accroissement

k=(x+h)—x=h.

Le rapport de ces accroissements est k/kh = 1. Donc
lim k = 1.
k-0 h

Ainsi, la fonction f est dérivable, et sa dérivée est la fonction constante et égale & 1.

2.7 Dérivées des fonctions circulaires. Avant de calculer les dérivées des
fonctions sinus, cosinus et tangente, démontrons le théoréme suivant qui sera
utilisé dans les démonstrations ultéricures.

Si x est la mesure en radians d’un arc, le rapport (sin x)/x tend vers 1 quand x
tend vers zéro.

Supposons x positif et considérons sur le cercle trigonométrique de centre O,
derayon 1, le point M tel que (O4, OM) =x . '

La droite OM (Fig. 2.2) coupe au point T la tangente en 4 au cercle. Par

—définition
PM =sinx, AT =tgx.

L’aire du secteur circulaire O4M est comprise entre celle du triangle OAM et
celle du triangle OAT; donc

1MP.0A4A<304% x<}04.4T,

YA

Fig. 2.2
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c’est-3-dire, puisque O4 =1
sinx<x<tgx.

En divisant par sin x qui est positif, on obtient

X tg x
<X lex
sinx sinx
ou
X 1
l<— <

sinx cosx

Quand x—0, la fonction cos x qui est continue tend vers 1 et 1/(cos x)— 1.
Comme le rapport x/(sin x) est constamment compris entre 1 et un nombre qui
tend vers 1, ce rapport tend vers 1 quand x— 0.

Il en est de méme pour (sin x)/x. Donc

. sinx
lim ——— = 1.
x=+0 X
Si x est négatif, posons x = —x’, ce qui entraine :

sinx _ sin(—x') sinx’
- ’ - r T

X X X

Si x-+0, il en est de méme de x’ et comme le rapport (sin x")/x’ tend vers 1, il
en est de méme du rapport (sin x)/x.

1. Dérivée de | y =sinx |. Donnons & x un accroissement Ax, y devient

yi=y+Ay=sin(x+Ax),
P’accroissement de y est donc
Ay =y, —y=sin (x+Ax)—sin x.
Transformons cette différence de deux sinus en produit, au moyen de formules
de transformation. On sait que
sin (@+b)—sin (a—b)=2sinbcos a

avec
a+b=x+Ax,

a—b=x,
d’ol1 'on tire
a=x+Ax/2 et b=Ax/2.

Donc

Ay = 2sin —Az—x~ cos(x+Ax/[2)



24 Chapitre 2

et on aura
Ay  2sin Ax/2 cos(x+Ax/[2)
Ec - ‘ Ax '
Divisons numérateur et dénominateur par 2 :
Ay = sin Ax/2 cos(x+Ax/2).
Ax Ax[2

Par passage a la limite quand Ax — 0, on obtient :

fim 2 = fim (Sm Ax/z) lim cos(x+Ax/2).
Ax—0 Ax  Ax~0 \ Ax[2 /Ax-0
Or, la limite du premier facteur est 1, d’aprés le théoréme démontré. précé-
demment; la limite du second facteur est cos x, car la fonction cosinus est con-
tinue. Donc :

y = cosx

2. Dérivée de | y =cosx |. Donnons & x un accroissement Ax, y devient

y1=y+Ay=cos(x+Ax),
l’accroissement de y est donc
Ay =y;—y=cos(x+Ax)—cosx.

TFransformons cette différence en produit.-On-sait que

cos (@a+b)—cos (@—b) = —~2sina.sinb.
Posons

a+b = x+Ax

a—b=x

d’ot1 'on tire
a=x+Ax/2 et b=Ax/2.

Donc
Ay = —2sin (x+Ax/2).sin Ax/2,
et on aura
Ay  —2sin(x+4+Ax/2) . sin Ax[2
A_.; - Ax ’
et en divisant numérateur et dénominateur par 2 :

&Y | _gin(x+Axfz) SBAX2
Ax Ax[2
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Par passage & la limite quand Ax - 0, on obtient :
. A . . . in A
lim =2 = lim [—sin(x+Ax/2)] . lim (s_m_ﬂ%)
ax-0 Ax  Ax-0 ax-0 \ Ax/2
La fonction sinus étant continue,

!

y = —sinx.1

y' = —sinx

2.8 Propriétés des fonctions dérivables. Voici les principaux résultats sur les
fonctions dérivables :

Dérivée d’une fonction composée. Soient f et g deux fonctions définies respec-
tivement sur des intervalles I et J de R. On suppose que f(I} est contenu dans J. Si f
est dérivable sur I et si g est dérivable sur J, alors la fonction composée g o f est
dérivable sur I. De plus,

(gof)y =(g"f).S""
La dérivée de la fonction composée est donc le produit des dérivées.

Considérons en effet un point x, de I, et donnons & la variable un accroisse-
ment 4. En supposant que f(x,+/4)—f(x,) ne s’annule pas, nous pouvons écrire :

(g °f) (xo+M)—(g o f) (Xo)

h
_ @D ot =(go) 0) Gt M) =f(x0)
f(xo+h)—f(x0) h

Lorsque / tend vers 0, le premier facteur du second membre tend vers la dérivée
de g au point f(x,), tandis que le second facteur tend vers la dérivée de f au
point x,. Le produit de ces deux facteurs tend vers le produit des deux limites;
c’est le résultat que nous avons annoncé.

Dérivée d’une somme, d’un produit. Soient f et g deux fonctions dérivables sur
un intervalle I de R. Alors f+g et fg sont dérivables, et

+9) =1"+9g'
gy =f'g+f9".

En particulier, si g est constante et égale a a,
(af) =af".

(Il en découle que I’ensemble des fonctions dérivables sur I est une sous-algébre
unitaire de I'algébre unitaire des fonctions définies sur I. De plus, Iapplication qui a
toute fonction f dérivable sur I associe sa dérivée " est linéaire.)
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Considérons en effet un point x, de I, et donnons 2 la variable un accroisse-
ment Ax = h. Alors

F(x) prend la valeur J(xo+h) =f(xg) +Af,

g(x) prend la valeur g(x,+4) = g(x,)+Ag .
L’accroissement correspondant de /g est _

k=f(xo+m)+g(xo+m)—f(x0)—g(xo) = Af+Ag .

Le rapport des accroissements est

k_Af A
h Ax  Ax
Si 4 tend vers 0, Af/Ax tend vers la dérivée de f au point x,, et Ag/Ax tend vers la

dérivée de g au point x,.
D’aprés le théoréme concernant la limite d’une somme, on obtient :

.k , ,
lim — = f'(xq)+g'(x0),
h=0 h
soit
(f+9) (xo) =f"(xa)+g' (xo) -
Calculons maintenant ’accroissement de fg :
k=f(x)g(x)—f(x0)g(xo) -

Nous pouvoils écrire cette expression sous la forme : °

ke =F(x)[g(x) =g (xo)] +Lf(x) =/ (x0)lg (o) -

" Le rapport des accroissements est cette fois :

k_ popbe A
h—f(X)Ax+Axg(Xo)-

Lorsque Ax tend vers 0, f(x) tend vers f(x,); les théorémes sur la limite d*une
somme et sur la limite d’un produit montrent que

nm’—; = f(x0) 8" o)+ " (%) g (xo)

h—0

La formule relative & la dérivée d’un produit de deux fonctions s’étend par
récurrence au cas du produit de n fonctions dérivables :

Soient fi, 13, ..., fu des fonctions numériques définies et dérivables sur un inter-
valle I de R. Alors f, f, ... f, est dérivable sur I, et

Gifs o d = %, fifaoe i B it o o
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Par exemple, si les fonctions fi,f3, ..., f, sont toutes égales & une méme
fonction f,

(fn)l — nf"_lf’.
En particulier, si fest 1a fonction x + x, nous trouvons que
(xn)l = nxn—l.

Combinons ce dernier résultat avec la régle de dérivation d’une somme; nous
voyons ainsi que la dérivée de la fonction f définie par
f(x) =ax*+bx+c
est
f(x) =2ax+b.

(En effet, la dérivée de ax? est 2ax, celle de bx est b, et celle de la fonction
constante ¢ est nulle.)

Dérivée d’un quotient. Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I
de R. Si g ne s’annule pas sur I, la fonction f|g est dérivable, et

! , 1 ! 1 — !
<I_>=f___fg~2_=fngg.
g g g g

Nous reconnaissons tout simplement la formule de la dérivée d’un produit
appliquée aux fonctions f et 1/g. Il suffit donc de montrer que la fonction 1/g est

dérivable et que

G-
g g

Considérons d’abord le cas ol g est la fonction x — 1/x. Alors

keAg=i_Ll_ X=X _ _ R
X X XX XX

Ainsi,

k_4_ _1

h x XXg
et

Iim — = —-—1—2.

k>0 h X5

Le cas général se raméne aussitot & celui-ci, d’aprés le théoréme sur la dérivée
d’une fonction composée.

ExeMPLES
1. la fonction f définie sur R—{—d/c} par la formule
ax+b
X) ==
J(x) oy

QUuINET. — Mathématiques supérieures, Tome 2 2
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est dérivable en tout point x, de son ensemble de définition, et

ad—bc

T = vy

2. La fonction f définie par la formule
2
ax*+b
fx) = —T
ex“+d
est la composée de la fonction
X - x?
et de la fonction
P ay+b :
cy+d
elle est donc dérivable en tout point x, de R si ¢ et d sont de méme signe, en tout
point x, différent de +./ —d/c si ¢ et d sont de signes contraires. Sa dérivée au
point x, est ’
ad—be .
———— 0 .
(exg+d)?
3. Dérivées des fonctions circulaires. Rappelons que les fonctions
X > sin x et x > cos x sont dérivables sur R, et que leurs dérivées sont respective-
ment x -+ cos x et x — —sin x.

~Il's’ensuit que la-fonction
sin x
X tg X = ——

cos X
est dérivable en tout point ol elle est définie, et que

cos? x+sin? x 1

(tgx) = 5 =
_ cos” x cos“ x

De méme, la fonction

cos x

X > Cotx = —
Sin.x

est dérivable en tout point ol elle est définie, et

1

—— = —1—cot’ x.
sin® x

(cot x) = —

Dérivée d’une fonction réciproque. Soit f une fonction dérivable et strictement
monotone sur un intervalle I de R. La fonction f admet donc une fonction réciproque
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continue et strictement monotone sur Uintervalle f(I). Sif' ne s’annule pas sur I,
[ est dérivable sur f(I), et

1
fref™

Considérons en effet un point y;) de f(I). Nous savons qu’il existe un point x,
de I et un seul tel que f(xg) = y,. Alors

I ¢ b i CD NI S S
Ay Y=o FG)=Fxo) () =F(xo)

x—'x°

Yy =

Comme f~* est continue au point Yo =S (x0), x tend vers x, lorsque y tend
vers y,. Le dénominateur tend donc vers f'(xo) =f'[f ~1(yo)]. Enfin, inverse
d’une quantité ayant une limite / a lui-méme une limite si et seulement si /0.

ExXEMPLES

1. Dérivée de la fonction racine m-igme. Soit f la fonction définie sur [0, + cof
par la formule

L) =x*.
Alors f est dérivable en tout point x, = 0, et
J(x0) = 2x,. |
IlAs’ensuit que la fonction réciproque
g:yeJy
est dérivable en tout point y, > 0, et que
g0 = = — .
2x0 2./ y,

Mais g n’est pas dérivable au point O. _
On montre de méme que la dérivée de la fonction y +— T/ est

1
D e —
m m=—1
m(/y
2. Dérivées des fonctions circulaires réciprogues. Le résultat précédent montre

Pexistence des dérivées des fonctions x — Arc sin x et x +» Arc cos x sur I'inter-
valle ] —1, 1[, et de la fonction x — Arc tg x sur R. Plus précisément,

(Arcsin x)’ = ———1———
cos{Arc sin x)

Comme Arc sin x appartient & l'intervalle ] — /2, n/2[,
cos (Arcsinx) >0,
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et

cos(Arc sin x) = /1 —[sin(Arc sin x)]* = /1-x2.

D’ou .

(Arcsin x)' =

\/ 1—x?
Nouspouvons calculer de méme la dérivée de x » Arc cos x, ou remarquer que

sin (1/2— Arc cos x) = cos (Arc cos x) = x;

d’olt
Arc sin x+ Arc cos x =7/2,
et
(Arc cos x)’ = —(Arcsin x) = — 1 .
1—-x%
Enfin,
(Arctg x)' = ! -

1+[tg(Arctg x)]*  1+x2

2.9 Exemples de calculs de dérivées. Nous allons donner un certain nombre
d’exemples faisant intervenir les fonctions précédemment rencontrées.

1. La fonction f:x \/ D-C:—;— est définie sur la réunion des intervalles
x+

]—co, —2[ et [1, +o[. Nous pouvons la considérer comme la composée des

fonctions g : x> x—1 et h:ye . /y. Or,
x+2 '
3 1
g'(x) = et K =——.
(x+2) 2 \/;

Donc f est dérivable sur ] —co, —2[ et sur |1, -+ oo}, et

Fogo3_ L 2 _3 1 1
2 (x+2)* Vx—1 2x+2] J(x+2) (x—1)

Ainsi, lorsque x appartient & Pintervalle ] — o0, —2[, [x+2|= —(x+2), et

—3
2x+2) J(x+2) (x=1)

Lorsque x appartient 2 I'intervalle 11, +oof, Ix+2|=x+2¢t

f'x) =

f'x) =

3
2(6+2) J(x+2) (x—1)
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2. La fonction f': x > tg? (1/x) est définie pour tout nombre réel x non nul et

tel que
2

n(1+2k)’

ot keZ. La formule donnant la dérivée du carré d’une fonction composée
montre que

(tg®y) =

1 o Ty km, soit \x #
x 2 :

2t ,
2
cos“ y

D’autre part, la dérivée de y=1/x est y' = —1 /x*. 1l en découle que

2tg1/x(_l)_ _ 2 sinlx
cos® 1/x 2 x? cos® 1/x

f'x) =

X

3. La fonction f:xr>./(1—sin®x)® est définie sur I'ensemble R tout
entier. C’est la composée de la fonction g:x+> 1—sin® x et de la fonction

h:yi——)\/;é_=y3’z. Donc
14 14 ’ 3 — .
f'(x)=nh [g(x)].g(x)=5\/y(~—351n2xqosx)

]

9 . T3
——Esmzxcosx\/l—smsx.

4. La fonction f: x> Arctgl/(1—4x*) est définie pour tout nombre
réel x différent de — 1/2 et de 1/2. Nous pouvons la considérer comme la composée
des fonctions g: x> 1/(1—4x*) et h:y+ Arctgy. Or,

8x 1
(%) = ———r et I = .
g’ (x) 2527 ») 11y
Donc
£ = 8x _ 8x(1—4x%? 1
(1 —ax?) [1 +< 1 >Z] (1—4x2?+1 (1—4x%?
1—4x?
_ 8x
1+(1—4x%)%

5. Les deux derniers exemples sont empruntés & la théorie des circuits électriques.
Soient L et R deux nombres réels strictement positifs.

La fonction f: o> ./R*+L*w? est définie sur R; c’est la composée de
o R2+L?w®etdey > /y. Donc
2w~ Po
2 /R*+e® /R*+Lw?

@)=
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Soit maintenant @ un nombre réel strictement positif. La fonction
1
R+ (Lo~1/xw)?
est définie pour tout nombre réel non nul x; c’est la composée des fonctions
g: x> R+ Lo-1/x0)® et h:yw 1 /y=y 12 Or,

fixt>

g'(x) = 2(Lo—1/xw) . -—1—3 et K@= - E y 32,
wx 2

Donc
(Lo —1/xw)

fio) =~ ox?[R*+(Lo—1/xw)]??

2.10 Interprétation géométrique de la dérivée. Soit f une fonction représentée
graphiquement par une courbe C (Fig. 2.3). Désignons par M, le point fixe de la
courbe, de coordonnées x; et y, = f(x,) et par M, le point de la courbe de coor-
données

Xy =Xo+Ax,

y1=f(xo+Ax) =yo+Ay.

Yi

Ay

Yo

FiG. 2.3

Tragons le vecteur MyA équipollent au vecteur unitaire i porté par Ox et la
paralléle AY & Oy. La droite My M; coupe AY au point T,. La sécante M, M,
a pour coefficient angulaire

Yi—Jo _ ﬂ

X;—Xq Ax

1° Supposons que la fonction f admette pour x, un nombre dérivé f'(x,).
Lorsque Ax — 0, le point M, se déplace sur la courbe C et vient se confondre avec
M. Sile point T, tend vers un point T fixe sur AY, on dit que la droite My M,
admet une position limite M, T qui représente par définition la rfangente 2 la
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courbe C au point M, . Le coefficient angulaire a de cette tangente est la limite du
coefficient angulaire de la droite M, M;; c’est-a-dire :

a = lim Ay = f'(xo).
ax-0 Ax

La dérivée de y = f(x) pour x = x, est le coefficient angulaire de la tangente au
point M, d’abscisse x, du graphe de la fonction f.

2° Réciproquement, si la courbe C admet au point M, une tangente M, T non
paralléle & Oy, la droite M, M, tend vers la droite M, T quand M tend vers M,
sur la courbe. Le coefficient angulaire de la droite M, M, est Ay/Ax. 11 tend donc
vers une limite quand Ax-»0. Donc, I’existence de la tangente en un point d’une
courbe entraine Pexistence d’un nombre dérivé de la fonction f au point x,.

Remarque. Si on choisit des vecteurs unitaires i et j de méme longueur sur les
axes perpendiculaires Ox et Oy (c’est-2-dire au point de vue graphique, les mémes
échelles sur les axes), le nombre dérivé f'(x,) mesure la tangente de I'angle o que
fait la tangente M,T avec MyX. Donc

tga=f"(xo) .

11 est bien évident que :
i f'(xo) est positif, Pangle o est aigu;
i f'(xo) est négatif, angle « est obtus.

Les figures 2.4 et 2.5 illustrent ces explications.

y=7f{x) y=7f(x)
y A YA
 obtus
R JA
i Yo
0] o X
Fie. 2.4 F1G. 2.5

ExeMPLE. Prenons pour f la fonction x — x? (Fig. 2.6); alors f'(x) = 2x.
Supposons que 1’échelle des x soit 1a méme que I'échelle des y :

pour x=0 y=tga=0 d’ot a=0
» x=1 yV=2=tga » o= 63°
» x=2 y =4 ) » o~ 76°
» x=3 ¥y =6 » o~ 81°
» x=—1 y=—2 » ar117°
» =—2 ¥y =—4 » o~ 104°,
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y4 81°
76°
104° i
O
170 53
-2 -1 0 1 2 3 x
FiG. 2.6

2.11 Equation de la tangente en un point. Nous venons de voir que la dérivée
en un point x, d’une fonction f représente le coefficient angulaire de la tangente
au point M, de coordonnées x, et f(x,). Il en découle aussitdt qu’un point M
appartient & la tangente MT si et seulement si ses coordonnées x et y vérifient la

“relation

J’”‘f(xo) = f/ (xo) .

X—Xg
Alnsi, I’équation de la tangente en M, est

y=f(x0) =1 (x0) (x—xo) .

EXEMPLES

1. Déterminons I’équation de la tangente au graphe de la fonction f: x> 1/x
au point M, d’abscisse 2. La dérivée de f est définie par '

Fix)=—1/x*.

Donc f'(2) = —1/4. Le coefficient angulaire de la tangente est —1/4, et équation
de cette tangente s’écrit

soit encore

X
=-Z41.
Y=y
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2. Déterminons I’angle sous lequel le graphe de la fonction f: x + (x—1)/(1 +x?)
coupe I'axe Ox. La dérivée de f est définie par

14x2—=2x(x—1)  —x*+2x+1

1 x —_
f( ) (1+x2)2 (1+x2)2
L’abscisse du point d’intersection de la courbe avec Ox est 1, et
—1+2+1 1
") = ——————= = =,
F a+1? 2

L’angle « demandé est tel que
tga=1/2 soit o« 26°34,

L’équation de la tangente est

1
—0 = = (x—1),
y 2( )
ou encore
x—2y—1=0,

3. L’impédance d’un circuit électrique comprenant une bobine d’inductance
(sans résistance) en série avec un condensateur est

Z=Lw—-1/Co

oll @ = 2xf, f étant la fréquence.
Nous verrons plus loin que le graphe de la fonction w > Z a la forme de la
figure 2.7. Il y a un point P ol 'impédance est nulle :

Lo—1/Cw =0, dot LCw?=1 et o= 1/\/35,

c’est-a-dire & la résonance.

o
ey

Fic. 2.7




36 Chapitre 2

Calculons tg « en ce point :

tgoc=Z’=L-—<—— 1 .C)=L+—1——
C Cw

remplagons w? par sa valeur :

1

Z' =tga =L+ ———=2L
C(1/LC)

Ainsi, plus la valeur de I'inductance est grande, plus I’angle « est grand. Or, si «
est grand, c’est que I'impédance Z varie trés rapidement de part et d’autre de la
résonance, ce qui fait que le circuit est trés sélectif.

On en déduit ainsi, par des considérations mathématiques simples, que la
sélectivité du circuit est d’autant plus grande que la valeur L de I'inductance est
plus grande (il faut donc une faible valeur du condensateur).

2.12 Extension de la notion de dérivée. Considérons la fonction f et supposons
que pour x = x,, le rapport

S (o +1)—f(x0)
h

admette une limite / quand /-0 par valeurs positives et une limite différente I’
quand 2 — 0 par valeurs négatives. On dit que la fonction f admet une dérivée 3
droite / et une dérivée a gauche distincte /. On dit, dans ce cas, que f n’est pas
dérivable au point x,. :

—En ce point, le graphe de la fonction présente un point anguleux-avec deux -
tangentes distinctes.

ExempLE. Montrons que la courbe d’équation

y=x2+\/3c—i

présente un point anguleux & I'origine.
On peut écrire

y =x*+|x| soit yp=xtx s x>0
y, = x*—x si x<0
Or,
y1 = 2x+1 soit 1pourx =0
yy = 2x—1 soit —1 pour x = 0.

La courbe admet au point O deux demi-tangentes distinctes de coefficients
angulaires 1 et —1 (Fig. 2.8).

2.13 Dérivation des fonctions a valeurs complexes. Nous avons remarqué que
la notion de limite s’étend au cas des fonctions d’une variable réelle & valeurs
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Y

Fic. 2.8

complexes, & condition de remplacer « valeur absolue» par « module». En
particulier, les définitions des fonctions dérivables et des dérivées restent valables;
cette fois, la dérivée en un point est un nombre complexe, et la fonction dérivée est
une fonction a valeurs complexes.

Soit f = P+jQ une fonction & valeurs complexes définie sur un intervalle 7 de R.
On montre facilement que f est dérivable en un point x, de I si et seulement si les
fonctions P et Q sont dérivables en ce point; dans ces conditions,

S (x0) = P’ (x0)+iQ’ (xo) -

De méme, pour que f soit dérivable sur J, il faut et il suffit que les fonctions P et O
le soient; dans ces conditions,

fr=P+jQ.

Par exemple, si  f(x) =3x+j(x*—1), fest dérivable, et
f(x)=3+2jx.

Si f(x)=e¢"=cosx+jsinx, festdérivable, et

F'(x) = —sin x+j cos x =j (cos x+j sin x) =j &¥* .

DERIVEES SUCCESSIVES

2.14 Dérivées successives. Soit f une fonction numérique définie sur un inter-
valle I de R. On montre aisément que si f est dérivable en un point x, de I, f est
continue en ce point. (En revanche, f peut étre continue au point x, sans étre
dérivable en ce point. Par exemple, la fonction f: x> |x| est continue au
point 0, mais nous avons vu gu’elle n’est pas dérivable & I’origine.)

Si fest dérivable sur [ et si, de plus, f* est continue sur /, on dit que la fonction f
est contintiment dérivable. Si f' est aussi dérivable sur I, on dit que f est deux fois
dérivable sur I. La dérivée de f s’appelle dérivée seconde de f et se note f".

On définit de méme la dérivée troisitme de f, notée /. On peut aussi définir
par récurrence les fonctions » fois dérivables et les fonctions » fois continiiment
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dérivables, n étant un entier naturel non nul. La dérivée n-itme de f; notée f™,
est par définition la dérivée de f@~V; c’est encore la dérivée (n—1)-iéme de f”.

Si, pour tout entier naturel non nul », fest n fois dérivable sur I, on dit que fest
indéfiniment dérivable sur I,

EXEMPLES

1. Une fonction constante sur R est indéfiniment dérivable sur R, et toutes ses
dérivées successives sont nulles.

2. La fonction f:x+> x> est indéfiniment dérivable sur R; ses dérivées
successives sont :

) =5x% f'(x)=20x3 f"(x)=60x2 f@(x)=120x, fOx) =120,
les dérivées suivantes étant toutes nulles.

3. Plus généralement, soit m un entier naturel non nul. La fonction f: x +»> x™.
est indéfiniment dérivable sur R, et

@) =mx""Y f'(x) = mm—-Dx""2,  f"(x) = m(m—1) (m—2)x""3,
o fOX) = m(m—1) (m—=2) ... (m—p+1)x""?, ..., f™(x) = m),
les dérivées suivantes étant toutes nulles.

4. La fonction f:x+> 5x™* est indéfiniment dérivable sur son ensemble de

définition R*; ses dérivées successives sont

fl() = —=20x75,  f"(x) = 100x~%,  f"(x) = —600x"7, ...,

oy fOx) = (—'1)"%'(71-{-'3)! X"V

5. De méme, les dérivées successives de f: x > 1/(1 —x) sont définies sur
R—{1} par

' - _1___ 1" o 2

f(x) - (1~x)25 f (JC) (1~_x)33

"(x) = —3 Mgy = — M
176 = = e S0 =

6. Déterminons les dérivées successives de f: x > sin x. La dérivée premiére
peut s’écrire sous la forme

f'(x) = cosx = sin(x+m/2).

De méme,
f'(x) = —sinx = sin(x+mn),
f"(x) = —cosx = sin(x+3n/2),

F®(x) = sin x = sin(x+27).
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On démontre par récurrence que la dérivée n-iéme est
F®(x) = sin(x+nn/2).
De méme, la dérivée n-idme de la fonction cosinus est

f™(x) = cos(x+nn/2).

7. Calculons les quatre premiéres dérivées de f: x > tg x :
fl® =1+tg’x,
f'(x) =2tgx(1+tg’x) =2tgx+21tg’ x,
£ = 2(1+tg? x)+6tg? x(1+tg> x),
= 2+8tg? x+61tg* x,
FD(x) = 16 tg x(1+tg? x)+24 tg® x(1 +tg” x),
= 16 tg x+40 tg* x+24 tg° x.

2.15 Propriétés des(fonctions n fois dérivables. Soient n un entier naturel non
nul, f et g deux fonctions numériques définies et n fois dérivables sur un intervalle
IdeR.

Pour tout couple (a, b) de nombres réels, la fonction af+bg est n fois dérivable

sur I, et
(af +bg)™ = af ™+ bg™. M

Il s’ensuit que les fonctions numériques définies et n fois dérivables sur I constituent
un sous-espace vectoriel E, de I'espace vectoriel E des fonctions numériques définies
sur I, et que Papplication

S 0

est une application linéaire de E, dans E. _

En particulier, les fonctions indéfiniment dérivables sur I constituent un espace
vectoriel, et I'application qui a toute fonction indéfiniment dérivable sur I associe
sa dérivée d’ordre n est un endomorphisme de cet espace vectoriel.

La fonction fg est n fois dérivable sur I, et sa dérivée n-iéme est donnée par la
Sformule suivante, dite formule de Leibniz :

U9 = CfPg+Cif Vg + ..+ CH PPt . +Cifg", Q)
ott les coefficients CP sont les coefficients binomiaux (voir tome 1).

(Il en résulte que les fonctions n fois dérivables sur I constituent une sous-algébre
unitaire de 'algébre unitaire des fonctions numériques définies sur I; il en est de
méme des fonctions indéfiniment dérivables.)

La formule (1) se déduit aussitdt de la linéarité de la dérivation, par récurrence
sur Pentier n. Il apparait ainsi que les fonctions » fois dérivables sur I constituent



40 Chapitre 2

un sous-espace vectoriel, que nous noterons E, de I’espace vectoriel E des fonctions
numériques définies sur 1.

L’ensemble des fonctions numériques indéfiniment dérivables sur I n’est autre
que 'intersection

+ o
neEe,
n=1

des sous-espaces vectoriels E,; c’est donc un sous-espace vectoriel de E.

Etablissons la formule (2) par récurrence sur . Lorsque n = 1, nous retrouvons
la formule (2) de la proposition 4. Soit donc » un entler\s\upéneur a 2; supposons
la relation (2) établie pour I'entier n—1 :

()" = i f" Dgt .. +CIE P04
+C - fOTT PP+ L+ i,

Le second membre est dérivable, puisque c’est la somme de produits de fonctions
dérivables; il en est donc de méme du premier membre, ce qui montre que Sg est
n fois dérivable sur 1. Dérivons alors les deux membres, et regroupons les termes
en f*"Pg®; nous obtenons la relation (2), compte tenu des relations

n = C: = 1:
Ct=Cr_,+CZl, oupell,n—1].
ExeMpre. Calculons les dérivées successives de la fonction
fix (P+x+Dsinx.

La dérivée premiére est’
() =Qx+1)sin x+(x*+x-+1) cos x .
La dérivée seconde est
S"(x) =2sin x+2(Q2x+1) cos x—(x*+x+1) sin x
= —(x®+x—1) sin x+2Qx+1) cos x .
Compte tenu du fait que la dérivée n-iéme de la fonction x > sin x est la fonction
x > sin (x+nx/2),
la formule de Leibniz se traduit par

n(n—1)
2

P = L2sin(x4+(n—2) 7/2)+nQRx+1) sin(x +(n—1) n/2)+

+(x*+x+1) sin(x+nn/2)
= [*+x+1—n(n—1)] sin(x+nn/2) +
+n2x+1) sin(x+(n—1) n/2).




Exercices

Calcul des dérivées
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

2.1

2.3

25

2.7

2.9

211

2.13

2.15

2.17

2.19

2.21

2.23

2.25

2.27

2.29
2.31
2.33

235

y=03x*+5x~1)*.

1

YTy

y=sin? x%.
1

7 cos x|

y=Arcsin x Arcsin2x.

_Arctg2x
Y Arctg3dx’

y=x+D/x+2.
y=4/1+x/1—x.

y=—E
CTHaxE

.4l
y=sin* .
x

1
=g’ —
y=tg’ 5~

1
— oot
¥y = cos <1+x2>'

y=Arctg<2C—\-/_:1>.
1

y=Arctg—.
J=

y=Arctg (g x).

y =sin® [(x—1)/x].

y =cos*1/x.

y= (\/;—!-Zx)z .

2.2

24

2.6

2.8

2.10

212

2.14

2.16

2.18

2.20

2.22

2.24

2.26

2.28

2.30
2.32
2.34
2.36

41

EXERCICES

y=./5x2-3x.

1
= sin —5 .
¥ )

y=tg\/1—4x2.

y=Arctg/1—tgx.

1\ 1
y=<Arctg1>—.
x/x

sin 2x sin x
> .

JAE—1

2x+1 °

y=
y=3Yi+ o=,
=

1
y=tg(x+—>.
x
y = cos® /x.
y=sin® x" .

y =sin? x tg? 2x.

1
y = Arcsin —— .

Jx
y = Arctg (sin x) .

y = Arcsin (sin x) .
y=4sinx+2cosx.
y=sin2x+2cosx.

y=sin*4x.
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237 y=2sin’x+sin2x.

2.39

241

243

Calcul des dérivées successives

y = 6sin® x cos 2x .

1
ynsin4(x2-1)'
y=Arcsin2x.

/

i

ILI_ x+J4x+1

238 yk )
Y 2x+1)?
/

240 y=

1
tg? J1—x2
242 y=sin2xtgl/x.

244 y=(Arctg/n)*.

Calculer les dérivées secondes des expressions suivantes :

2.45
2.47
2.49

251

2.53

2.55

y=sin2xsin3x.

y=x4+4\/;c-.
y=sin®x.
_1-x
1+x’
X
7T 2
y=xArctgx.

246 y= Arctg \/;

248 y=—"-

I

250 y=tg*x.
_ 4x

1+x2°

252 y

254 y=sin?x/2.

Calculer les dérivées troisiémes des expressions suivantes :

2.58

2.60

2.62

Chapitre 2

y=xArctgx.

y=sin2xcos3x.

y=tgxtglx.

y=tg3x2.

257 y=3/x%.
sin 2x
259 y=-= .
B 7 sin3x
1—x2
261 y= .
61 y 122

Calculer les dérivées n-iémes des expressions suivantes :

2.63
2.65

2.67 Calculer la dérivée n-iéme de la fonction f définie par la formule

3x2—6x+2
x2—-3x+2°

y=sinx+cosx.

y=cos2x.

fx) =

2.64 y=1/x.
2.66 y=4/x*.

en décomposant la fraction rationnelle

3X%~6X+2
X2-3x+2
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sous la forme
A B
“—t——+C.
X-1 X-2 C
2.68 Calculer les dérivées successives au point 0 de la fonction f définie par la formule

10 = Arcsin x

1—-x2?

Pente de la tangente 4 une courbe

2.69 On considére la courbe d’équation y = x*—12x-+4, Déterminer I'ensemble des
valeurs de x pour lesquelles la pente de la tangente est égale 4 15.
2.70 ‘Trouver la pente des tangentes & la courbe d’équation
y=x(x-Dx+2)
aux points ot elle coupe ’axe des x.

: 2
1
271 Déterminer les points de la courbe d’équation y=x3—% + 3 en lesquels la

tangente est paraliéle 4 la droite d’équation y = 10x—5.

2.72 Calculer la pente de la tangente & la courbe d’équation y = au point

x
x2 44
d’abscisse x = 0.

2773 Déterminer les points de la courbe d’équation y = 2sin x-+3 cos 2x en lesquels
la tangente est paralléle a Ox.

274 Calculer I'angle sous lequel la courbe d’équation y=x%—2x coupe la droite
d’équation y = 5.




CHAPITRE /3
LES DIFFERENTIELLES

3.1 Fonctions différentiables. La notion de fonction différentiable, que nous
introduisons maintenant, est trés voisine de celle de fonction dérivable; elle
présente sur cette derniére I'avantage de pouvoir se généraliser au cas des fonctions
de plusieurs variables (voir tome 4).

Soient f une fonction définie sur un intervalle 7 de R et x, un point de I.
Rappelons que la dérivée de fau point x, est par définition la limite, si elle existe,
du rapport

Sxo+h)—f(x0)
h

quand 4 tend vers zéro :

fl(xo) = lim f(xo + h)"f(xo) .
h

h—0

Considérons la fonction ¢ définie par

@ (xo+h) = ﬁﬁ’—i}%———f@—f'(xo) sih#0

@(x0) = 0.

__ La fonction ¢ est continue au point x,, puisque

lim @(xo+h) = 0.
h=-0

Réciproquement, supposons qu’il existe un nombre réel / et une fonction ¢ tels
que
(o +h) =1 (x0)+hll+ @ (x+h)],

S,

ou
@ (xo) = En% @(xo+h) =0.

On dit alors que la fonction f est différentiable au point x,. Il est évident que f est
dérivable au point x, et que sa dérivée en ce point n’est autre que / :

fxo)=1.
En effet,

(P(xo+h) = f(x0+h]z—f(x0) -1

a pour limite 0 lorsque 4 tend vers 0.

Ainsi, pour que f soit dérivable au point x,, il faut et il suffit que f soit différentiable
en ce point.
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3.2 Différentielle d’une fonction. Soit f une fonction définie sur I, différentiable
(ou dérivable) en un point x, de . La fonction linéaire

hif'(xo)h

s’appelle différentielle de f au point x,, et se note d, /.
(La valeur de la différentielle de f pour un accroissement & de la variable est
donc le produit de cet accroissement par la dérivée de f au point xo:

deo f(B) = f'(xo) .

On se gardera de confondre d,,f(h) avec la fonction d,, f. Il y a la autant de
différence qu’entre la fonction f et sa valeur f(x) en un point x de 1)

La différentielle recoit une interprétation géométrique trés suggestive. Considé-
rons le graphe C de la fonction f. Soient M, le point de coordonnées (xo, /1 (xo)) et
M, T la tangente en M, a C (Fig. 3.1).

L’équation de la tangente est :

y—f o) =" (x0) (x— o) -
Soient 4 un nombre réel tel que x, -+ A appartienne a I et M le point de C de coor-
données (xo+h, f(xo+4)). La paralléle & Oy issue de M rencontre M, T'au point P

de coordonnées xq+h et f(xg)+f' (xo)h.
" La mesure algébrique du vecteur HP est

S (o) +1" (o) =/ (x0) = hf" (xo) -

Ainsi, remplacer 1"éccroiss_ement de la fonction f par la valeur de sa différentielle
revient 2 remplacer le graphe de f par la tangente en M. La différentielle réalise
une premiére approximation de la fonction’

B fOxo+R)—f(x0) -

(Pour obtenir une meilleure approximation de cette fonction, nous serons
amenés 3 introduire la notion de développement limité; voir tome 3.)
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Exempie. Considérons la fonction f: x> x* et étudions I’accroissement de
la fonction pour x, = 100. Soit £ un accroissement de la variable; alors, si = 0,1,

Ay = (xq+h)*—x% = 2hxy+h% = 20,01,

- tandis que .
Ao f(h) = f'(x0)h = 2xh = 20.

Pour £ =0,01, on trouve
Ay =2x 0,01 x 100+ (0,01)? = 2,0001
et
d, f(B) = f'(x)h = 2xh = 2.

Cet exemple montre bien que I'accroissement Ay de la fonction f différe de celui
de la différentielle de f d’une quantité d’autant plus petite que # est petit. Dans les
calculs numériques, / étant fixé, la valeur de Ay est peu différente de celle de
d,, f(h). La différentielle représente bien une approximation de f—f(x,).

3.3 Différentielle d’une somme, d’un produit, d’un quotient. Les théorémes sur
la dérivée d’une somme, d’un produit et d’'un quotient permettent d’obtenir des
résultats relatifs aux différentielles.

Rappelons que la dérivée de la somme f+g de deux fonctions dérivables f et g
est ]a somme de leurs dérivées. Il en résulte immédiatement que

dio(f+9) = dy f+dy 9.

De méme, les formules relatives & la dérivée d’un produit et 4 la dérivée d’un
quotient se transcrivent de la maniére suivante :

oo (F9) = g(%0) dyof +f(%0) dyr g
dxol-: '—l:_dxo - f(xo)2 ol
g g(xp) [g(xo)]

En omettant I'indice x,, on écrit ces formules sous la forme plus simple que
voici :

d(f+g)=df+dg
d(fg) =gdf+fdg

g g

3.4 Différentielle d’une fonction composée. Soient f une fonction définie sur un
intervalle I de R et g une fonction définie sur un intervalle J de R contenant S).
Nous savons que si fest dérivable en un point x, de I et si g est dérivable au point
S(xo), 1a fonction composée g o f est dérivable au point x,. Cette fonction com-
posée est donc différentiable au point x,; de plus, sa différentielle n’est autre que
la composée des différentielles de g et de f':

45, (g o f) = (dsx0)9) ° (s f) -
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En effet, la différentielle de g o f au point x, est la composée des deux fonctions
linéaires

his f'(xo) h
et
k = g, [f(xO)] k’
c’est-a-dire la fonction linéaire
hi> g [f(xo)] f'(x0) B

3.5 Notation différentielle de la dérivée. L’application identique g : x +— xest
différentiable en tout point x, de R, et d,, g est la fonction & > h (c’est-a-dire la
fonction g elle-méme).

Considérons encore une fonction f différentiable en un point x, de R. La
relation

dy, f(h) = f'(x0)h

montre que
dyof = f'(%0) dx9 -

1l est d’usage de noter d, x la différentielle de la fonction g au point x,. Alors
dxof = f, (xO) dxox . (1)

La relation (1) conduit & une autre notation, dite notation différentielle, pour
la dérivée de fau point x; :

d
Sz =
dy,x
On omet souvent I'indice x,. La notation différentielle devient :
df
fog) =L
¥ dx

La dérivée d’une somme se note alors
d(+g) _df  dg
dx dx dx
La dérivée d’un produit se note de méme
Enfin, la dérivée d’une fonction composée sé note

dgof) _dg df
dx df.dx.
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Dans ces conditions, la dérivée seconde de f, égale & di<§—f—>, se note plus
‘ x\dx

2
simplement j_x" (ce qu'on lit «d deux f sur dx deux »). Plus généralement, la

i

. . df
dérivée n-itme de f se note
s dx"

. On remarquera la position décalée des deux

exposants, rappelant qu’il s’agit de P'effet de 'application di agissant » fois de
X

suite.

3.6 Exemples de calculs de différentielles

1. Dans de nombreux cas, il suffit d’écrire df =f"(x)dx. Ainsi :

f(x) = sin x df = cosx dx
- 1
®) = = = 7"
f(x) = Arcsin x af = &
‘ 1—x*
f&) =tgx df = —— dx
cos® x
f(x) = Arctgx _df = — dx.
I+Xx

2. Considérons la fonction f: x> cosx./sinx. Nous pouvons appliquer
la régle de calcul de la différentielle d’un produit :

df = /sin x (—sin x) dx+cos x cosx dx

1
2./sinx
2
= <——sin x/sinx + M) dx.
2\/sin X
3. Soit f la fonction définie par

1—3x
f(x) = ox’

Nous avons vu que

<ax+b>’ _ ad—bc
ex+d)  (cx+d)?*
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Donc .
fi(x) = m
et
—dx

4. Prenons pour f la fonction x +» /1—x2. C’est la composée des fonctions
u+ Juet x— 1—x* Donc

if = — (—2xdx) = — —=

2 /1-x? J1-x%*

dx .

3.7 La notation différentielle en physique. En physique, on étudie généralement
la variation d’une fonction f pour de petites valeurs de P’accroissement Ax de la
variable. Le rapport Af/Ax est sensiblement égal & la dérivée f”(x); soit
A f (x)Ax .

On remplace cette relation approchée par la relation rigoureuse :
df=f"(x)dx.

EXEMPLES

1. Dans un ressort élastique, la force F qui agit & son extrémité est proportion-
nelle & Pallongement x du ressort :

F=kx.
On se propose de calculer le travail de la force quand on allonge le ressort d’une

longueur / (Fig. 3.2). Remarquons que ce travail n’est pas égal & FI puisque la
force n’est pas constante et qu’elle varie le long du déplacement.

Fig. 3.2
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Le travail élémentaire AW de la force F pour un allongement élémentaire Ax est

AW = FAx .
Donc

AW = kxAx
et

AW =kxdx.

2. Considérons la décharge d’un condensateur électrique de capacité C.
A Tinstant ¢, la charge Q du condensateur est liée & la différence de potentiel V
entre les bornes par la relation -

o=cv.

Pendant le temps At la quantité élémentaire d’électricité transportée par le
courant est

AQ = CAV,

et le travail élémentaire correspondant est

AW = VAQ-——-%AQ.

_ Autrement dit,

dW = VdQ = %dQ.

3. Calculons la_ quantité _élémentaire - dechaleur -dégagée--par-—-un-—courant——-

sinusoidal d’intensité I = I, sin w? & travers une résistance R. Pendant le temps At,
la quantité de chaleur dégagée est

AW = RI*At,
- §0it

AW = RI3sin® wt At,
ou, en toute rigueur,

dW = RI sin* wtdt.

3.8 Applications des différentielles au calcul numérique

1. Une résistance R soumise & ses bornes & une différence de potentiel V est
traversée par un courant continu d’intensité

I=VIR.

A une faible variation de ¥ correspond une variation de Iintensité définie par

Al = lAV.
R
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Pour une tension de 100 volts et une variation de 1 volt, on obtient, si
R = 100 ohms,

AI'=1/100=0,01 A .

Si maintenant la tension est constante et égale & 100 volts, la variation
d’intensité correspondant & une variation de résistance est

Al = —%AR.

La tension étant toujours égale 2 100 volts, si AR =1 ohm,
Al = —100/(100)*> = —1/100 A..
Le signe moins indique que si R augmente, I diminue.

2. Rappelons que la capacité d’un condensateur électrique est
C=kS/e,

ol S est I'aire en regard des plaques, e la distance des plaques et k une constante.
En supposant que e varie de Ae, déterminons la variation de C. La relation

dC/de = —kS/e*

conduit &

AC = =2 Ae.
. e

Ainsi, la variation de C est proportionnelle & I'inverse du carré de e. Si I'on veut
que, pour une variation donnée Ae, la capacité varie beaucoup, il faut que la
distance e soit trés petite. Clest sur cette propriété qu’est fondé le microphone
électrostatique, ol la vibration sonore agissant sur I'une des plaques, trés mince
et trés souple, fait varier 'épaisseur e.

3. La résistance électrique d’un fil métallique augmente avec la température
suivant la loi
R=Ry(1+ar),

ol R, est la résistance & 0°C, ¢ la température en °C et « un coefficient dépendant
du métal (0,0038 pour le cuivre). En supposant que ¢ varie de A¢, déterminons la
variation de R. La relation

dR/dt - “RO
montre que
AR = aRo At .

Par exemple, si Ry =100 Q et At=1°C,
AR = 100 x (38/10 000) = 0,38 .
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4. En radio, la longueur d’onde d’un circuit oscillant est donnée par la
formule :

i=kJLC+Cy,

ou L est I'inductance de la bobine,
C la capacité du condensateur,
C, la capacité propre du bobinage, .
k une constante dépendant du systéme d’unités choisi.

Si C varie de AC, de combien varie 1?
En différentiant I’expression de A, on obtient :

1 k L
dl = 2,dC = k—————— L dC =-———\/ :
2. /L(C+Cy) 2 NC+C

D’ou

AA=-——k——\/ L ac.
2 \VC+G,

3.9 Applications des différentielles A I’étude de la sensibilité

1. Ftudions la sensibilité du thermométre 2 gaz, & volume constant.
Soit P, la pression du gaz & 0°C, contenu dans un certain volume. Si on porte
la température & ¢ °C, la pression devient

P=Py(1+at) avec o=1/273 .

Dot

dP = P OOC dt ’
expression indépendante de la température ¢; la sensibilité dP/dt = Py est donc
constante, et elle est proportionnelle 4 P,.

Pour le thermométre & hydrogéne, on peut mesurer une variation de pression
de 0,01 mm, et si on prend Py = 1000 mm de mercure, on en déduit

o0
1000 (1/273)

On peut ainsi apprécier une variation de température de 3 milliémes de
degré!

= 0,0027°C.

2. Examinons I'influence de la longueur du fléau d’une balance sur la
sensibilité. On démontre en physique que si / est la longueur des bras du fléau,
p le poids de ce fléau, D la distance du centre de gravité du fléau & I’aréte du coutean
central, I'angle o d’inclinaison du fléau sous P’action d’une charge m introduite
dans I'un des plateaux est donné par la formule

tga=mi/Dp .

i
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D’ot, en différentiant,

de =—Ldm.

cos’a  Dp

Or, la sensibilité de la balance est évidemment donnée par le quotient de/dm, qui
doit étre le plus grand possible.
La formule précédente nous donne

da _ lcos®a
dm Dp '
A Pétat normal d’équilibre, « = 0, et il vient
de/dm = I[Dp .
Cette formule montre que ’on accroit la sensibilité en diminuant D.
Remarquons que / et p ne sont pas indépendants. En effet,
D = pgv
(p : masse volumique, g : accélération due & la pesanteur, v : volume du fléau).
Si on admet que les fléaux restent géométriquement semblables entre eux, on a :
v = kI3, et par suite :
dot 1

S o — =

dm Dpg k2

11 en résulte que I'on améliore la sensibilité en utilisant des fléaux courts et un
métal de faible masse volumique (alliage léger et présentant des évidements).
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EXERCICES

Calcul des différentielles

Calculer les différentielles des fonctions suivantes :

31 y=\/;—-\/sinx. 32 y=41+x-1.
33 y=3x-3sinx. 34 y=tgx—./x.
4 1 8 x atx
5 y=x-——-sinx+o—tgx—ctg>. 36 y= :
35 y=x-psmxdpigx-gigy YT bray
3.7 y=\/§:‘£- 3.8 y=cosx(sin?x+2).
x—b
2 3/ 1\2
39 y=3%x%a. 310 y=2%&"D

S

Chapitre 3

b+ acosx .
. = —_—], 312 y=si 2—x2,
311 y Arccos(a-l—bcosx) 12 y sm\/a x
3 1—+/x
3.13 y=Arctg"—‘£. 314 y= 1=y
x+2 1+4/x
2
315 y="27 3.16 y=/asin? x + bcos? x.
o 1+x+x2 1.,
317 y=\/l—_—-;’z—:§5. 318 y=sinx— 3 sin’x.
319 y=xArcsinx. 3.20 y=Arctg1_x2.
) 5
3.21 y = Arcsin (cos x) . 3.22 Y=
3/3x2=2x
323 y=./1+2x3/1+3x. 324 y=(Qx—1)2x—x2.
—
325 y=Arccos —=;. 326 y=sin(x*+1/x).
1+x
. 22 3 X .
3.27 y=sin ;tg 3" 328 y=xArcsin(cos2x).

3.29 y=\/1—xArcsin\/;.
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Problémes sur les différentielles

3.30

3.31

3.32

3.33

3.34

3.35

3.36

3.37
3.38
3.39
3.40
3.41
3.42
3.43
3.44

345

Une tige de métal de 10 m de long est repli¢e en forme de rectangle dont un coté
est égal 2 x. Quand un accroissement de x donnera-t-il un accroissement de I’aire

du rectangle?

Un rectangle de base x est inscrit dans un triangle isocéle de hauteur 50 cm et de
base 100 cm. Calculer la variation de P'aire du rectangle si x augmente de Ax.

Une pierre jetée dans un lac produit des ondes concentriques. Si le rayon de I'onde
croit & la vitesse de 5 m par seconde, & quelle vitesse croit la surface circulaire

de cette onde quand R= 12 m?

La hauteur d’un cylindre variable est constamment égale & son diamétre. Quand

h=10m et qu'elle croit & raison de 2 m par seconde, & quelle vitesse croit le

volume & ce moment ?

Le sommet d’une échelle de longueur / glisse le long d’un mur vertical qui repose
sur un sol horizontal. Si la vitesse du sommet de Iéchelle est V¥, quelle est la

vitesse du pied de ’échelle?

Un réservoir conique posé sur sa pointe a 10 cm de diamétre et 10 cm de profon-
deur; il recoit 4 cm® d’eau par minute. A quelle vitesse le niveau de ’ean monte-t-il
quand la hauteur de I’eau atteint 6 cm?

A quelle vitesse croit I’aire d’un triangle équilatéral de 6 cm de coté si chaque
c6té croit de /3 cm par minute?

Le rayon d’une sphére est de 10 cm et s’accroit & la vitesse de 1 cm par seconde.
A quelle vitesse croit le volume de la sphére & ce moment ?

La longueur et la-largeur d’une plaque métallique chauffée croissent a la vitesse
de 0,1 % par degré. Quelle est la variation relative par degré de l'aire?

Un train roule 4 50 km/h, et un ballon s’éléve 2 la vitesse de 10 km/h. TIs partent
tous les deux du méme point. A quelle vitesse se séparent-ils ?

A quelle vitesse croit I’aire d’un carré de 10 m de coté quand ce cdté augmente
a la vitesse de 1 cm par seconde ?

En quel point du premier quadrant I’arc croit-il deux fois plus vite que ’ordonnée ?

Les deux cbtés égaux d’un triangle isocéle croissent  raison de 1 cm par seconde et
I’angle compris entre eux & raison de 1/10 de radian par seconde. A quelle vitesse
varie |’aire au moment ol les trois cotés mesurent chacun 20 cm de longueur ?

Dans la fonction y = 2x> +6, quelle est la valeur de x au point ol1 y croit 24 fois
plus vite que x?

Dans un hexagone régulier de coté égal & 1 m, les cOtés s’allongent a la vitesse de
2 cm par seconde. A quelle vitesse croit P'aire ?

Un cylindre est surmonté d’une demi-sphére. Si le rayon de base croit 4 raison de
1m par minute et la hauteur du cylindre & raison de 2 m par minute, & quelle
vitesse croit le volume, quand R=10m et #=20m?




56

Chapitre 3

3.46 Un cone circulaire doit conserver un volume constant. Si le rayon de base croit
de 5 cm par seconde, comment varie la hauteur au moment ou celle-ci est égale
alScmetou R=10cm?

3.47 Une résistance électrique R = 100 ohms est parcourue par un courant /=1 A.
Si I varie de 10 mA, calculer la variation AP de la puissance électrique absorbée.

3.48 Un générateur électrique de f. é. m. E= 100 volts et de résistance interne r=10 ohms
est branché sur une résistance extérieure R = 40 ohms. Si R varie de AR = 2 ohms,
calculer :

a) la variation AI du courant I,
b) la variation AV de la d. d. p. aux bornes de R,
¢) la variation AP de la puissance électrique dans R.
3.49 L’inductance d’une bobine étant, en henrys :
47N2 S
= 7769 | (S en cm?, / en cm),
calculer la variation AL, si / augmente de 1 cm avec les valeurs suivantes :
N = 1000, S = 1000, [=50cm.
3.50 L’impédance d’une bobine, en courant alternatif est
Z=./R2+L2w?. (w=27f).
On a R=10000 ohms, L=30H, f= 50 Hz.
Si f varie de Af= 2 hertz, calculer en ohms la variation AZ de 1’1mpedance
3.51 L’impédance d’un condensateur, en courant alternatif, est :
Z=1/Cw . (C en farads, Z en ohms) .
Ona C =10 uF, f= 50 Hz, et Af = 2 Hz. Calculer la variation AZ de 'impédance.
3.52 La période T d’un circuit oscillant en radio est, en secondes :
T=2n/LC (L en henrys, C en farads) .
Ona
L = 1000 pH = —1——
A 1000 *F
Si C varie de 10 picofarads, calculer la variation AT de la période (1 picofarad =
=10"12 F). On exprimers AT en microsecondes.

3.53 Dansune bobine, avec résistance, le décalage du courant sur la tension, en alternatif,

est donné par tg ¢ = Lew/R. On a L =100 H, R =200 ohms, /= 50 Hz.
a) Si fvarie de Af= 2 Hz, calculer A(tg @).
b) Si R varie de AR =5 ohms, calculer A(tg o).
3.54 Un mobile a une masse de 100 kg, sa vitesse est de 10 m/s. Si sa vitesse varie de

Av =1/2 m/s, calculer la variation AW de son énergie cinétique.



CHAPITRE 4

APPLICATIONS DES DERIVEES
A I’ETUDE DE
LA VARIATION DES FONCTIONS

Etant donnée une fonction f d’une variable, il est intéressant de tracer le graphe
de cette fonction : en effet, au moyen d’une courbe, on voit aussitot les principales
propriétés de f, a savoir

- I’ensemble de définition;

— le signe des valeurs de f;

— le sens de variation;

— les maximums et les minimums;
— le comportement de f(x) lorsque x tend vers + oo ou vers — o, etc.

En un mot, le tracé d’une courbe, qui traduit la variation d’une fonction, est trés
instructif et donne beaucoup de renseignements, surtout dans les applications
pratiques.

Dans ce chapitre, nous montrerons I'importance de I’étude des dérivées pour le
tracé des graphes des fonctions. Les dérivées nous permettront en particulier
d’étudier la croissance, la position de la courbe par rapport a la tangente en un
point, la position des maximums et des minimums, les points d’inflexion et la
concavité.

Pour cette étude, nous démontrerons au n° 4.2 un théoréme fondamental de
I’Analyse : le théoréme de Rolle.

4.1 Maximums et minimums. Nous devons commencer par définir de maniére
précise les maximums et les minimums.

Considérons une fonction f définie sur un intervalle I de R. On dit que f admet
un maximum si ensemble f(I) admet un plus grand élément M, un minimum si
f(I) admet un plus petit élément m. Soit x, un point de /; on dit que f atteint son
maximum en x, si /(o) = M. On dit que /' admet un maximum Jocal au point x,
’il existe un intervalle ouvert J de centre x, tel que la restriction de fa Jn [l
admette un maximum. On définit de méme les fonctions atteignant un minimum,
ou un minimum local, au point x,.

Remarquons que si f admet un maximum au point x,, /' admet évidemment un
maximum local en ce point. La réciproque est fausse : par exemple, la fonction
i x> x*—3x admet un maximum local au point x, = —1, mais elle n’admet
pas de maximum sur /=R.

Nous allons établir une condition nécessaire pour qu’une fonction f admette
un maximum local ou un minimum local en un point X, :

Soient f une fonction numérique définie sur un intervalle I de R, et x, un point de
T distinct des extrémités de 1. Si la fonction f admet un maximum ou un minimum
local au point x,, et si f est dérivable en ce point, alors

f'(x0)=0.
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Supposons par exemple que f admette un maximum local au point x,. Il existe
donc un intervalle ouvert J de centre x, tel que, pour tout point x de I' =J n 1,

J(x) <f(xo) .
Il s’ensuit que, pour tout point x de I’ N ] — o0, x|,
f(x)“f(xo) > 0. . (1)
X - xo
Puisque f'est dérivable & gauche au point x,, nous obtenons par prolongement de
Pinégalité (1)
fa(x0) = 0. @
De méme, pour tout point xde I’ n ]x,, + o],
f(x)—f(x()) < O, (3)
X— xo

et
fi(xo) < 0. @

Enfin, puisque fest dérivable au point x,,
Sfi(xo) = fa(xo) = fi(xo). )
11 résulte alors des relations (2), (4) et (5) que
F'(x)=0,

_ce qu’il fallait prouver.

Mais si ' s’annule en un point x,, il ne s’ensuit pas que f admette un maximum
ou un minimum local en ce point. On considérera par exemple le cas de la fonction
f x> x* lorsque x4 =0.

4.2 Théoréme de Rolle. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]
de R, dérivable sur intervalle a, b[, et telle que

J@=1@®).
Il existe alors au moins un point ¢ de Uintervalle a, b tel que
F'(©=0.

Ecartons le cas trivial ol f est constante. La fonction S prend donc des valeurs
différentes de f(a). Supposons par exemple que f prenne des valeurs strictement
supérieures 4 f(a). Puisque f est continue sur [g, b], nous savons qu’il existe au
moins un point ¢ de [a, b] ol f atteint sa borne supérieure. Un tel point ¢ est
différent de a et b, puisque :

sup f(x) > f(a) = f(B).

xela,b]

Le point ¢ appartient donc & l'intervalle ]a, 5[.

itk
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Enfin, puisque f admet un maximum au point ¢, et que f est dérivable en ce
point, le théoréme s’applique.

Le théoréme de Rolle s’interpréte graphiquement par le fait qu’il existe au moins
un point C du graphe de f ol la tangente est parallele & Ox (Fig. 4.1).

Y
f(a)~---~-14——--: --------- B

P |
] I ]
I 1]
I : [
P! i
Lo E
] }
1 ' |
. !

0 a c b X

Fic. 4.1

Remarquons que le théoréme est en défaut dans le cas de la figure 4.2. L’arc
de courbe AB présente au point D un point anguleux. En ce point, f n’est pas.
dérivable (il y a seulement une dérivée & gauche et une dérivée a droite). Dans ce cas,
I’hypothése «f admet en tout point de ]a, b[ une dérivée» n’est pas vérifice.

. Le théoréme est aussi en défaut si f n’est pas continue sur [a, b]; c’est le cas du
graphe de la fonction f qui traduit une discontinuité pour x =« (Fig. 4.3). Dans
ces deux derniers cas, il n’existe pas de point de la courbe & tangente paralléle a Ox.

y v
D 1
i
i
o
;
f(a) f(a) \
1A B i Al i B\
. ! L !
: H H H 1
H : i i i
! : N P 5 .
0| a b X 0] a a b X
F16. 4.2 Fig. 4.3

4.3 Formule des accroissements finis. Soit [ une fonction numérique continue
sur un intervalle [a, b] de R, a < b, et dérivable sur I'intervalle \a, b[. Il existe alors

QUINET. — Mathématiques supérieures. Tome 2 3
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au moins un point ¢ de Iintervalle la, b[ tel que

f0)-f@)

1) = =2

En effet, la fonction numérique g définie sur I'intervalle [a, b] par la formule
b)—f(a
96 = 1)~ (- L=

satisfait aux hypothéses du théoréme de Rolle. I existe donc au moins un point ¢
de Pintervalle ]a, b[ tel que

g'()=0.
Comme la dérivée de g en tout point x de }a, b[ est
. .« fO)—(a
¢ =1 - =L,

nous en déduisons aussitdt la formule annoncée.
La formule des accroissements finis s’interpréte par le fait qu’il existe au moins
un point C du graphe de f ol la tangente est paraliéle au segment [4, B] (Fig. 4.4).
&

Y
i
i
1
I

- ]
]
I
i
I
i
]
i
I
i
|
i
i
1
i
H
]
i .

0 b X

Fic. 44 -
Autre notation. Posons
h=b—a.
Pour tout élément ¢ de ]a, b[, il existe un élément @ de ]0, 1[ et un seul tel que
c=a+6h.

La formule des accroissements finis peut alors s’écrire sous la forme
fla+hy=f(a)+hf" (a+6h), 0<f8<1.
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4.4 Application au sens de variation des fonctions. La formule des accroisse-
ments finis permet de déterminer le sens de variation des fonctions dérivables.

1. Nous savons que la dérivée d’une fonction constante est nulle. Démontrons
le théoréme réciproque :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1. Si la dérivée de f est nulle, alors f
est constante.
Considérons en effet deux éléments x, et x, de I tels que x; < x,. La formule des
accroisszments finis s’écrit
FGe)—f(x) = (x2—=x)f'(c), ou celxy, x|
Comme [ (¢) =0, nous voyons que
f(x2)=1(x1),
ce qui montre que la fonction f est constante.
2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si f est croissante, alors [ est’
positive.
En effet, pour tout couple (x, x+#) de points de I, le rapport
Ay _ [t =)
Ax h
est positif. Le prolongement des inégalités montre que la limite de ce rapport

lorsque A tend vers O est positive.
La formule des accroissements finis permet encore d’énoncer une réciproque :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si la dérivée de f est positive,
alors f est croissante.

Considérons en effet deux éléments x, et x, de I tels que x; <x,. La formule
des accroissements finis, écrite sous la forme (1), montre que

fx2)—f(xy) >0,
XpXq
puisque f’(c) > 0. La fonction f est donc croissante sur I'intervalle 1.

3. On démontre d’une maniére analogue les deux résultats suivants :

Si une fonction est décroissante dans un intervalle, sa dérivée est négative.
Réciproquement, si dans un intervalle la dérivée d’une fonction est négative, la
fonction est décroissante dans cet intervalle.

Les trois réciproques permettent de déterminer le sens de variation des fonctions.
On cherche & cet effet les intervalles ot la dérivée de f garde un signe constant.
Si f' est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires montre que f'(x)
garde un signe constant entre deux racines consécutives de I’équation
f')=0.

On commence donc par résoudre cette équation.
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En outre, nous savons que f ne peut atteindre un maximum ou un minimum
local en un point x, que si /' (x,) = 0.

Etudions la variation de la fonction dans un voisinage de x, en considérant les
deux tableaux, suivant le signe de f/(x).

X Xo X Xp
f'x) - 0 + 1) + 0 -
S(x) N Minimum 7 fGo y. Maximum . N

Les figures 4.5 représentent les courbes correspondantes dans le cas d*un mini-
mum et d’un maximum en un point M.

vi YA M,
:
1
i
M, i
I
[}

| = .
0 Xo X 0 Xlo X
a)  Fie. 45 b)

En résumé, dans les cas oll /* s’annule en changeant de signe, on peut conclure

" Texistence d"un maximum ou d’un minimum local.

Remarque 1. En particulier, si f'(x,) =0, la formule de Taylor-Lagrange
permet de voir si f passe par un maximum ou un minimum.

Remarque 2. Comme nous I’avons constaté aun® 4.2, la fonction f peut atteindre
un maximum ou un minimum local en x, sans étre dérivable en ce point. D’autre
part, si f'(x,) =0, f n’admet pas nécessairement un maximum ou un minimum
local; en effet, /' peut s’annuler sans changer de signe. La tangente en M, est

Vi YA

a) Fic. 4.6 b)
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horizontale, et 1a courbe traverse sa tangente (Fig. 4.6). On dit alors que le point M,
est un point d’inflexion a tangente horizontale.

4.5 Exemples
1. Soit f la fonction définie sur R* =] — o0, 0[ U ]0, 4+ o[ par la relation
Jfx)=1/x.
La dérivée est
Fr@==1/s.

Puisque ' est négative, f est décroissante sur chacun des intervalles ] — oo, O[ et
10, +o[. (On remarquera que f n’est pas décroissante sur R*; cela provient du
fait que R* n’est pas un intervalle. La formule des accroissements finis ne peut
s’appliquer au cas ot x; <0< x,.)

2. Soit f la fonction définie sur R par la relation

x—1

X) = .

&) x2 41
Nous avons déji calculé sa dérivée au n°® 2.11,
, —x?4+2x+1
X) = e
') (2 +1)?
Le signe de la dérivée est celui du numérateur. Le trindme

—x2+2x+1

s’annule pour

_oiEy2 +.2.
-1
Ce trindme est positif pour ~ﬁ +1<x <\/ 241.
Ce trinbme est négatif pour x < -ﬁ+l et x> ﬁ-i— 1.
Donc, la fonction est croissante sur I'intervalle [—~\/ 241, \/ 2+ 1] et décrois-
sante sur les intervalles ] — oo, —ﬁ+1] et [\/E—l— 1, +oof.

X

3. En électricité, I'impédance d’un circuit comprenant une inductance pure en
série avec un condensateur est

Z=Lo—-1/Cw.

La dérivée de Z par rapport & w est (voir n® 2.11) :

dz 5
P =L+1/Co*,

quantité qui est toujours positive; donc l’impédance Z croit lorsque w croit de 0 a
Pinfini.
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4. La capacité d’un condensateur électrique est
C=8,85x10"1%¢,S/e,

ol e est Iépaisseur de I'isolant, supposée ici variable.
Calculons la dérivée C' = dC/de :

C'=885x10712¢,8(—1/e?) = —8,85x 10~ 12¢,5/e? ;

cette quantité étant toujours négative, la capacité C décroit (quand la variable e
augmente), ce qui était évident.

5. Soient u et v deux nombres réels strictement positifs dont le produit p est
constant. Déterminer si leur somme passe par un maximum ou un minimum.

Soit f la fonction de la variable » définie par la relation
Sy =utv=u+plu.
La dérivée est
f'@)=1-pfs*;
elle's’annule si u? =p, soit u= \/;, puisque u > 0. Dans ce cas,
v=plu= \/ 1; =U.

Le signe de f(u) est celui de u*—p. Donc f'(u) est négatif si u<ﬁ, positif si
u;ﬁ. Il en découle que la somme passe par un minimum lorsque les deux

nombres u et v sont égaux 4 \/17, ce minimum étant égal & 2\/;.
Une telle étude se rencontre en radio lorsque 'on calcule le gain d’amplification

~d’un transformateur moyenne fréquence, dont le secondaire est accordé. De méme,

ce probléme intervient dans 1’étude de la propagation du courant de haute fré-
quence le long des lignes ayant inductance et capacité réparties.

Application. Etudions les maximums et minimums de la fonction Jf définie sur
R¥ par la relation

) =3(/x+1//%).

Le produit de u = %\/;c et de v= %\/ x est constant et égal & 1/4. Il découle
de I'étude précédente que f(x) atteint un minimum lorsque

1~ 1 1
2V

=y
2./x 2
soit lorsque x = 1. Ce minimum vaut 1.
6. Soient u et v deux nombres réels positifs dont la somme s est constante,

Déterminer si leur produit passe par un maximum ou un minimum.
Soit f la fonction définie par

S =w=u(s—u).
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Sa dérivée est
f')=s5—2u;
elle s’annule si # = s/2. Dans ce cas,
=s5—§2=s5/2.

Si u<s/2, f'(u) =0 et f est croissante. Si u>s/2, f'(u) <0 et f est décroissante.
Dongc f atteint un maximum égal & s%/4, lorsque u = v = s/2.

7. Rappelons enfin que, dans certains cas, les théorémes sur les fonctions
monotones permettent de déterminer les maximums et les minimums sans passer
par l'intermédiaire des dérivées.

Soit par exemple f la fonction définie sur ] — 1/2, 1/2[ par la formule

Fo) = —

\/ 1-4x*
Les fonctions u+> ./1—u et v~ 1/v sont décroissantes; leur composée est
croissante. Le sens de variation de fest donc celui de la fonction x — 4x?. Comme

cette derniére fonction est croissante si x >0, décroissante si x <0, f atteint un
minimum lorsque x =0, & savoir 1.

4.6 Formule de Taylor-Lagrange. Soient n un entier naturel et f une fonction
numérique n fois contindment dérivable sur un intervalle [a, b] de R, a <b, et n+1
fois dérivable sur Iintervalle 1a, b[. Il existe alors au moins un point ¢ de Dintervalle
Ta, b[ tel que

10 =10+ L1000+ LO—ap s .+ L Dpoars

n!

f(n+1)(c)(b_a)n+1_

(n+1)!
En effet, il existe un nombre réel k et un seul tel que
’ _f "
f(b) = f(a) + z-c-ig-'a—)(b—«a) + ——2—<?-)~(b—a)z+ o F

f(")(a) A ] k o+l
+———-—n! (b—a) +—-——-—(n+1)!(b 17) S

La fonction numérique g définie sur I'intervalle [a, b] par la formule

060 = 1)~ 1) — LD b —x) —%%“l@—x)z -

1!

P, ok ot
n! (b=x) (n+1)!(b %)
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satisfait aux hypothéses du théoréme de Rolle. Il existe donc au moins un point ¢
de I'intervalle ]a, b[ tel que

g9'(@©=0.
Or, on vérifie aisément que la dérivée de g en tout point x de ]a, bf est

f(n+ 1)(x)
n!

g'(x)=— (b-—x)"+—k~,(b-x)".
n!

La formule annoncée s’en déduit, compte tenu du fait que b—c)#0.

Lorsque n=0, la formule de Taylor-Lagrange se réduit évidemment & la
formule des accroissements finis.

Lorsque f est une fonction polynomiale de degré inférieur & n, la dérivée
(n+1)-iéme de f est nulle; on retrouve donc la formule de Taylor pour les poly-
némes (voir tome 1).

Dans le cas général, introduisons le polynéme P, défini par la formule suivante :

(x a)

Py(@) = f@+GEx-a) f'(@) + ... +—=f"(a).

Supposons que la dérivée (n+ 1)-iéme de f soit bornée sur ]a, [ :
fE IS M.
Alors
O =P < ME=D

CES )

On peut ainsi majorer I’erreur commise dans le calcul de f(b) lorsqu’on remplace
la fonction f par P,.

Autres notations. Comme dans le cas de la formule des accroissements finis,
posons

h=b—a.

Pour tout élément ¢ de ]q, B[, il existe un élément 4 de ]O, 1 et un seul
tel que

c=a+06h.

La formule de Taylor-Lagrange peut alors s’écrire sous la forme

fla+h) = f(a)+hf'(a) +§-7f”(a)+ e

——f"”() ” 1)'f("“’(a+0h), 0<f<1.
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Dans le cas ot a=0, la formule précédente prend le nom de formule de
Maclaurin-Lagrange; elle se réduit &

2
f(h)=f(0)+hf'(0)+12’-'f"(0)+ e

n**

ey f("“)(f)h) 0<f<1.

= f‘"’( )

4.7 Applications de la formule de Taylor-Lagrange au calcul numérique. La
fonction f satisfaisant aux conditions précédentes, on veut calculer f(a+h), con-
naissant f(a), h étant petit :

fa+h)=f@+hf' @)+ .. f‘")(a)+( 1),f”“( c)

a<c<a+th.

Dans cette expression, on peut calculer
1 h" n
A=f@+hf' @+ ... +=1"().
n!

Par contre f®*1)(c) n’est pas connu (car ¢ est inconnu) mais on peut générale-
ment trouver un majorant M tel que

f"DEeI<M.

Si on remplace la valeur de f(a+/4) par celle de 4, on commet une erreur dont
Pincertitude absolue est

Ihln+1
(n+1)!

Suivant la précision demandée, on limitera le nombre de termes du développe-
ment de 4 a deux ou trois.

ExemPpLES
1. Cualculer sin 31° connaissant sin 30° =0,5.
f(a) = sin 30° =0,5 h = n/180 = 0,01745 radian.

On obtient en prenant 3 termes :

2¢ o3 o 3
sin 31° = sin 30° + —— cos 30° + <—7£—> (=sin 309 _ (—E—> cose,
180 0

180 2 18 3!

3
sm31°—05+00174><0866+(0017)( 05) (”) cose
2/ \180) 6
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L’incertitude absolue est inférieure &

3
<—’—‘-> A0,
180/ "6

Donc sin 31° = 0,515 039 avec une erreur inférieure & 10™° par excés.

2. Calculer Arc tg (1,001).

Posons
f(x) = Arctgx fQ) =n/4
e = =12
" _ —2% " - _ 2¢c
7' = (1+4x%) ) (1+c%?

2¢  (0,001)%
(L+e¥? 2

Arc tg (1,001) = :-: + 0,001 x % -

Le nombre 7/4 40,0005 est donc une valeur approchée par excés de Arc tg (1,001)
avec une erreur inférieure 2

ch?

— < ch? <1,000x107% < 2x107°.
(1+c®? :

Donc
Arctg (1,001) = 0,785 898 (valeur par exces)

avec une erreur inférieure 3 2x 1079,

3. Calculer {/TE

Posons
fG) =3x=x" @ =1
’ — __]_-_ —-2/3 ! — 1
F'(x) 3* f(@ 3
1" o _2 -5/3 " - _z
F'(x) 5" N €Y 5

" 10 -8/3 e 10 -8/3
X) = X : )= —= .
J7() 27 (@ 27
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On obtient :

fla+h) = \/12__1+023+(022)< 9>+(—0£)-:j19c‘8/3

3t 27

Y1,2 =1+0,0666— 00044+2:28 c8,

Le nombre 1,0622 est donc une valeur approchée par défaut de \3/ 1,2 avec une
erreur inférieure 4 :

0,08 1 0,08
< —

< 5x1074,
162 & 162

4.8 Application de la formule de Taylor-Lagrange a I’étude des points d’inflexion.
Proposons-nous de préciser Ia position du graphe I" d*une fonction f par rapport
4 la tangente en un de ses points, Les résultats s’expriment simplement & partir de

la dérivée seconde de f.
Considérons les points M et M’ de I' d’abscisses respectives a et a+h. La
tangente au point M a pour équation :

y=fl@)=f"(@(x—a).
11 est clair que
P'M' =f(a+h) P"H =f(a)+hf'(a)
(Fig. 4.7).
Etudions le signe de HM' = P'M' —P'H :
HM' =f(a+h)—f@)—hf'(@) .

La formule de Taylor donne :

2
= fla+h)—f(a) —hf'(a)= %—f”(a+9h) avec 0<f<1.
Supposons que f” soit continue au point a.

4.

=¥
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Si f"(a) >0, f” est positive sur un intervalle de centre a. La courbe I" est au-
dessus de la tangente en M; on dit que la courbe I' présente sa concavité vers les
ordonnées positives (Fig. 4.7).

Si f"(a) <0, on montre de méme que la courbe I est en-dessous de la tangente
en M; on dit que I" présente sa concavité vers les ordonnées négatives (Fig. 4.8).

Yi

[ S
« Y

F1G. 4.8

Si f" s’annule au point 4 en changeant de signe, la courbe traverse la tangente
- en M. On dit que M est un point d’inflexion de I'. Plus précisément, si f*(a) > 0,
la courbe I' est d’abord en-dessous de la tangente, puis au-dessus de celle-ci
(Fig. 4.9). 8i f"(a) <0, la'courbe I est d’abord au-dessus de la tangente, puis en-
dessous de celle-ci (Fig. 4.10).

VA : ' Vi
I't

‘
O
A
)

i
t
|
!
i
i
1
1
a

W b meie oo e

xY

93 4
<

Fi1c. 4.9 Fi1G. 4.10

On montrerait aisément que la courbe I' présente I’allure de la figure si
f'@=f"@=0, mais f®@##0.

Remarque. En un point d’inflexion d’abscisse x,, f”(x,) =0. Donc en ce
point, la fonction f passe par un maximum ou un minimum, puisque sa dérivée
S* est nulle pour x=x,. Donc en un point d’inflexion, le coefficient angulaire
de la tangente & la courbe est minimal ou maximal. On le vérifie géométriquement
sur les figures 4.11 et 4.12.
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La figure 4.11 montre une courbe ayant un point d’inflexion en C. Tragons
la tangente & la courbe en différents points 4, B, C, D, E; de A & C, on voit que la
pente de la tangente diminue, tandis que de C & E, la pente croit & nouveau.

La pente passe donc par un minimum en C.

YA

Fic. 4.11 FiG. 4.12

De méme, dans la figure 4.12 out C’ est un point d’inflexion, on voit que, en
allant de A’ en C’, I’inclinaison de la tangente & la courbe croft (en effet, I'angle de
cette tangente avec Ox est obtus, et la pente est de moins en moins négative, elle
croit donc), tandis qu’en allant de C’ en E' I'inclinaison de la tangente 2 la courbe
décroit (en effet, ’angle de cette tangente avec Ox est obtus, et la pente est de plus
en plus négative, elle décroit donc). Le pente passe ainsi par un maximum en C'.

EXEMPLES

1. Soit f la fonction définie par la relation
fx)=x>.
Alors :
f(x)=3x%, f"(x)=6x.
La dérivée seconde s’annule en changeant de signe lorsque x = 0. L’origine est
un point d’inflexion 4 tangente horizontale.
2. Considérons la fonction sinus :
f(x)=sinx.

Alors
fl(x)=cosx, f'(x)= —sinx.

La dérivée seconde s’annule lorsque x = k=, ol k € Z; elle passe du signe + au
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signe — lorsque & est pair, du signe — au signe + lorsque k est impair. Les points
d’intersection du graphe avec I'axe Ox sont des points d’inflexion.
3. Etudions la fonction f définie par
Jf(x)=sinx—tgx

au voisinage de P’origine. Ecrivons i cet effet la formule de Maclaurin-Lagrange
jusqu’au premier terme non nul :

f® =0
f'(x) = cos x —— f'© =0
cos“x
" . 2 sin x Y
J'(x) = —~sinx — 3 f 0y =0
cos” x

4 2. ain2

F70x) = —cos x—2 %8 x+3 cc6>s x sin”x
cos” x

2 2.2 .

f"(x) == —cos x_zw f"(0)= —3.

cos* x
Donc

3
f(h) = ch_' £"(6h) 0<f6<1.
. Comme /™ est négatif au voisinage de 'origine, f(h).a le_signe opposé.a celui de A..
La courbe admet un point d’inflexion en O, la tangente étant horizontale (Fig. 4.13).

v4

xY

Ll

Frc. 4.13

4. Soit enfin f 1a fonction x > x*. Alors
S =12x%.

On est tenté de dire que 0 est un point d’inflexion, carf”(0) = 0. En fait, /” s’annule
sans changer de signe; il s’agit simplement d’un minimum de f.
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EXERCICES

Sens de variation des fonctions

Déterminer les intervalles sur lesquels les fonctions suivantes sont croissantes et les
intervalles sur lesquels ces fonctions sont décroissantes :

41 y=x>—6x+1. 42 y=x>+3x*+2x—1.

43 y=x*+4x+6. 4.4 y=(x+l)3(2x~1)2.
4x+5 ‘ 1

5 = . 4.6 e |

4 Y 2x—3 Y \/1~2x2
2x x=1)°

. = . 4. =

4T y=ra 8 Y=y

Points d’inflexion

Déterminer les points d’inflexion des graphes des fonctions suivantes :

49 y=x>—6x2—36x+30. 410 y= (x+2)%(x—1).
411 y=x(x—-1Dx+2). 412 y=x*—4x>+10.
413 y= 2+l. 4.14 y=x+~£~1.
p 4 X
0
4.15 y=x-—1—28~. 4.16 y=x3+i§.
X X
3
-1
417 y==xx-1>3. 418 y="= p J
ato y=2 32710 420 y=——
g x+4 ) Y 5x+6
421 y=(x—2)>%x+1). 422 y=xArctgx.
in2
423 y=(x+2) Arctgx. 424 y=2sinx+8m2x

Recherche des maximums et des minimums

Trouver les valeurs de x qui rendent minimales ou maximales les fonctions suivantes,
en précisant si I'on a un maximum ou un minimum :

1 x
. =x+-. .2 == .
.425 y=x . 426 y 42
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4.27

4.29

4.31
4.33

435

4.37

4.39

4.41

y=3x2+£).
x

y=x+—.
X

y=x(x-1)x+2).

y=sin* x +sin 2x .

1 1
=—+-,——1.
e x %2

y=x4/16—x2% .,
y= x?.f24—x2 .

_ 8x—1
CE

4.28

4.30

4.32
4.34

436 y

4.38

4.40

4.42

3x
341"

y=

-
a x2—~5x+6"
y =sin®x.
y=@x2—-4x)72,

_ x?=Tx+16
x-4

Chapitre 4

b>0,




CHAPITRE 5

RECHERCHE DES MAXIMUMS ET DES MINIMUMS
POUR DES APPLICATIONS PRATIQUES

5.1 Probléme de la boite, Pour fabriguer une boite sans couvercle, on prend une
Seuille carrée en carton ou en métal dont le coté a une longueur donnée a. A chacun
des quatre angles, on découpe un carré dont le cdté a une longueur égale @ x; on rabat
perpendiculairement les quatre bandes qui restent (Fig. 5.1). Déterminer x pour que
le volume de la boite soit maximal.

VL
O,
| N
_______ |
7 A4

D v
X

Fic. 5.1

L’aire du fond de la bofite est
A=(a—2x)*.
Le volume de la boite est donc
V=xd=x(a—2x)*=4x*—4ax’+a’x.
Pour que le volume soit maximal, il faut que la dérivée de V soit nulle :
V'=12x*—8ax+a%>=0,

équation dont les racines sont

.= da 4+ 16a*—124> _4atla

12 12

soit
x' =af2 et x"=af6.
La dérivée V" est positive pour x < a/6 et x > a/2.
La dérivée V' est négative pour a/6 <x < af2.
On déduit le tableau de variation de V':

x al6 al2

v’ + 0 - 0
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Le maximum de V est atteint pour x = a/6; ce maximum est égal & 24°/27. (Pour
x=af2, V prend la valeur 0; la boite est alors réduite & un point.)

5.2 Probléme de la casserole. On veut fabriquer une casserole en aluminium
embouti au moyen d’une feuille de métal d’aire donnée A. Déterminer le rapport de
la hauteur h et du rayon r pour que le volume soit maximal. On suppose qu’il 0’y a
aucun déchet de métal, que I’épaisseur reste constante et qu’il n’y a pas de couvercle
(Fig. 5.2). ’

Le volume est
V=mnrh.

Il'y a deux variables, r et A, mais il existe une relation entre ces variables : en effet,
I’aire totale est constante, soit

it 2nrh=4". ' §))
D’ou

h=(A—nr®)2nr.
Portons dans V :

_ zA""nrz

3
rd wr
V =mr —_——

r
~(A-nr?) = = .
2zr 2( ) 2 2

Le volume est ainsi exprimé en fonction de la seule variable ; pour déterminer le
maximum, annulons la dérivée de V :

W _A_ 3w _
dr 2 2
On en tire :

3mt=4 et r=./A3%.
Compte tenu de la relation (1), nous voyons que

nr?+27rh =3,
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d’oln
271 =2nrh

et
r=~h.

Remarquons que pour r < ./ A/3 7 la dérivée est positive, et que pour r >/ 4/37
elle est négative. Il s’agit donc bien d’un maximum de volume.

5.3 Probléme de la boite de conserve. On veut fabriquer une boite de conserve
cylindrique (avec couvercle) avec le minimum de métal pour un volume donné V.
Déterminer le rapport de la hauteur h et du rayon r. (On obtient ainsi la boite la
plus économique a fabriquer.)

C’est en somme le probléme de la casserole, avec un couvercle, ayant un volume
donné. Calculons donc I’aire totale, afin d’en annuler la dérivée. Le volume est

V=mnr’h 6))
et laire totale

A=2nr*+2nrh. 2
On tire de la relation (1) :

h=V[nr?.

Reportons dans (2) :

A= 27:7'2-{-27rr—V—2 = 2mr® + g—K
nr r

Dol

A’ =dd[dr =4nr—2V][r*.
Annulons cette dérivée; il vient :

dar =2V[r* et r=3V]2m.
En reportant dans (1), nous obtenons

h=2r.

Le signe de A’ est celui de 4nr® —2 ¥, qui est positif pour r >3/ V/2x et négatif
pour r < ./ V/2n. La fonction 4 passe donc bien par un minimum pour r = Vi2z.

5.4 Probléme de la réflexion de la lumidre (Descartes). .Soient un miroir plan,
S une source lumineuse et O un @il qui regarde dans le miroir. Trouver la position
du point M ot un rayon issu de S frappe le miroir pour aller ensuite dans I'eil,
sachant que la lumiére suit le chemin le plus court.

C’est en effet cette hypothése qui régnait-an XVII® siécle, et qui a été reconnue
exacte par la suite. Et c’est grice aux dérivées que, dés cette époque, on a pu
énoncer la loi de la réflexion de la lumiére.
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On se donne a, b et I (Fig. 5.3) et on déterminera la position du point M par la
distance x. Ensuite, nous chercherons une relation trigonométrique au sujet des
angles situés autour du point M.

Iy

La distance totale est

d=SM+MO =./a*+x* + . /b* +(I—-x).

Dot
&= 2% 4 (1) (%) e
2./a*+x* L2 /PP (—x)?

X l—x

NN
La dérivée s’annule pour
x _ I—x
JEr2 i)
Elevons les deux membres au carré pour supprimer les racines carrées :

¥ (1=x)?
a+x* b (-x)7?

)

Egalons les produits des extrémes et des moyens, et simplifions; il reste :
b*x*=a*(l-x)?.

Puisque x et /—x sont positifs,
bx =a(l—x)

et finalement

= alj(a+b).
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La relation (1) a une interprétation trigonométrique fort simple : elle signifie
que les angles i et r ont le méme sinus, et donc qu’ils sont égaux :

i=r

L’angle d’incidence est égal & ’angle de réflexion, c’est la loi de la réflexion de la
lumiére, trouvée par Descartes.

On a bien un minimum de parcours, car si, dans la dérivée, on remplace x par
une valeur inférieure 3 alf(a-+b), par exemple par zéro, on constate que cette
dérivée est négative, donc d décroit, on aura donc bien un minimum de la distance d.

5.5 Probléme de la réfraction de la lumiére (Descartes). Soient une cuve rempiie
d’eau (Fig. 5.4), S une source lumineuse & la distance a de la surface, O un il d la
profondeur b recevant un rayon lumineux venant de S. Trouver la position du point M
oit le rayon frappe la surface de I’eau, sachant que la lumiére met le temps minimal
_ pour aller de S en O; la vitesse de la lumiére étant V dans Uair et V' dans I'eau, avec
V> V'. En déduire la loi de la réfraction de la lumiére.

S

air

M

1
X, 2
7

NN
N

DN

o

Fic. 54

0]

Cette derniére hypothése, ¥ > ¥, était connue au XVII® siécle, du temps de
Descartes.

L’expérience montre que la lumiére, pour aller de S en O, suit une ligne brisée
SMO. La position du point M sera déterminée par la distance x, nous en déduirons
ensuite une relation trigonométrique au sujet des angles autour du point M
(Fig. 5.4).

Calculons la durée totale ¢ du parcours, puis nous annulerons la dérivée
¢’ == dt/dx. ' ‘

Le temps pour aller de S en M est SM/V, et le temps pour aller de M en O est
MolvV',



80 Chapitre 5

La durée totale est donc

SM MO _Ja+x \/bz—‘i—(l—x)z_
v V' v R ’

t=

d’olt la dérivée
2x 1
t = - ( N-x) e,
V2 +x? V 2. /A (1—x)*

La dérivée ¢’ s’annule pour

x _ I—x 0
v a*+x* V' . /b +(1—x)?
d’out
x2 _ (I—x)*

V2(a*+x?) V[0 +(1—x)]

mais en faisant les produits en croix, et en développant, on constate qu’on obtient
une équation compléte du 4° degré, qu’on ne peut résoudre.

Cependant la relation (1) regoit une interprétation trigonométrique trés simple :
elle peut s’écrire.

X _ v (I—x)

Ja+xE V' pr =y
~Or, '

X _* est le sinus de I"angle i;
Jat+x* SM

l—x I—x . ,

= est le sinus de I’angle r.
JPE+(I-x)? MO
Ainsi,

Vv
sini = — . sinr.
14

- Le nombre V/V’ s’appelle indice de réfraction de I’eau par rapport A I’air, et se
note n; d’oll la loi de la réfraction de la lumiére, trouvée par Descartes au XVII®
siecle :

sini = nsinr

et comme V> V', onan>1, donc sini>sinr, et i>r.
Le chemin le plus court West donc pas la ligne droite!
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On peut voir que c’est bien un minimum de parcours, car si on fait x =0 dans
la dérivée ¢’, on voit que celle-ci est négative, donc ¢ décroit, il doit donc passer
par un minimum.

5.6 Probléme du npavire. Soit un navire qui doit parcourir une distance d
(en kilométres). Parmi toutes les dépenses, il y a celles du combustible et celles du
personnel. La dépense horaire du combustible est proportionnelle au carré de la
vitesse, elle est de la forme Kv?, et la paie horaire du personnel est évidemment
indépendante de la vitesse, soit K'. Calculer la vitesse v du navire en kmm/h pour que
la dépense totale soit minimale.

1l y aura en effet un minimum de dépense pour une vitesse bien déterminée :
si le navire va trés vite, il dépense beaucoup de combustible, mais comme il reste
moins longtemps en mer, la paie du personnel sera faible. Par contre, si le navire
va lentement, il dépense moins de combustible par heure, mais comme il reste plus
longtemps en mer, la paie du personnel sera plus grande.

Soient v la vitesse en km/h et n le nombre d’heures de traversée. La distance d
est, en kilometres :

d=nv.
La dépense horaire est Kv*+K'; la dépense totale est donc
y =n(Kv*+K’')
=dfv(Kv® +K') = Kdv-+K'd[v .
Calculons la dérivée de y par rapport & la variable v :
y = Kd—K'dJv*;
elle s’annule pour
K?=K';

la dépense horaire de combustible doit étre égale & la paie horaire du personnel.
La vitesse du navire est donc v = /K'/K.

Mais est-ce un minimum de dépense? — La dérivée est positive pour v >/ K'[K
et négative pour v </ K'/K.
On a donc bien un minimum de dépense.

Ce probléme, ainsi que son résultat, sont d’ailleurs bien connus des compagnies
de navigation sur mer ou dans les airs, et de transport en général.

5.7 Probléme de la statue. Soit un piédestal de hauteur h sur lequel est posée
une statue de hauteur a. A quelle distance du pied du piédestal faut-il se placer pour
voir la statue sous 'angle maximal (Fig. 5.5)?

On congoit que, si I'on est trés loin, 'angle o est trés petit et, si 'on est trop prés
du pied, I'angle « sera aussi trés petit. I y a donc une distance 4P =x pour
laquelle angle « sera maximal. Et tg o sera aussi maximal.
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Calculons tg a :
tgh—t
tga=tg(f—9) = ___g___g_y_.
1+tg6tgy
Or,
tgh = (a+h)/x et tgy = h/x;
donc
ath_h
tga = x hxh _ xga—i;lh)——:h .
14 9thE x“+h(a+h)
x X

Appelons y cette fonction dont nous cherchons le maximum :
ax
Y P ah
Calculons la dérivée de ce quotient :
,_ Y _(P+ah+ha—ax.2x _ a(—x*+ah+h?)

ry= dx ’ 02 UZ

ol v=x>+ah+H.
La dérivée s’annule pour

ah+h* = x?, cest-a-dire  x=./h(a+h);

donc x est moyenne géométrique entre la hauteur du piédestal et la hauteur totale.
— Est-ce bien un maximum? — Etudions pour cela le signe de la dérivée, de
part et d’autre de la valeur critique : :

Pour x <./h(a+h), par exemple x =0, y’ est positive, donc y commence par
croitre, et 'on a bien un maximum de tga, donc de I'angle .
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5.8 Probléeme de Pautobus. Un piéton qui est en B veut aller en A, en prenant
au passage un autobus le long d’une route. Chercher la position du point C oit ce
piéton doit prendre Pautobus pour qu’il arrive en A dans le temps minimal. La

vitesse de I'autobus est V, celle du piéton est V', avec V' < V (Fig. 5.6).

Route Aqtobus de
t - C i vitesse V

D

_ Piéton ,
de vitesse V

FiG. 5.6

Il est évident que, si V' > V, le piéton n’a pas avantage 2 aller prendre I'autobus,

et il n’a qu’a aller & pied de B & 4.
On se donne évidemment les distances a et /.
Prenons Pangle x comme variable.
Ona

a=BC.cos x, d’ot  BC=afcos x

et
CA=DA-DC=I[—atgx.

La durée totale ¢ du parcours sera

BC CA a (I—atgx)
Vv’ |4 V' cos x 1’4
a Il atgx

ou
sinx=V'|V (<1).

On voit d’ailleurs que le probléme n’est possible que si V' < V.




84 Chapitre 5

Est-ce un minimum? — Etudions le signe de ¢’ en donnant 2 sin x une valeur
inférieure 4 la valeur critique, par exemple sin x =0, ce qui donne (en faisant
cos x=1) t' <0, donc ¢ décroit, et comme ¢’ s’annule ensuite, c’est bien un

minimum de t que ’on aura.

5.9 Probléme du transformateur électrique. Soit un générateur alternatif, de
Sforce électromotrice E et de résistance interne p que I'on relie 4 une résistance
fixe R au moyen d’un transformatew supposé parfait, c’est-d-dire dont le rendement
est de 100% (sans pertes et sans fuites). Calculer le rapport de tr ansformatton n

pour que le courant dans R soit maximal (Fig. 5.7).

T, T,
) n A
{ |
| = |
] 5 {
OB 1 B
» i
f {

FiG. 5.7

On remarquera que, si le courant est maximal, il en sera de méme de la
différence de potentiel ¥, aux bornes de R, ainsi que de la puissance électrique

dépensée dans R, puissance qui est RIZ.
On sait que le rapport de transformation est

n= VZ/Vl ou I]_/Iz
Calculons donc ¥V, en fonction de n. Or,

Vi=E-pl,, d’ou I =(E-V)lp.

‘D’autre part,

V,=RI,=rD: =% <E~——-"'V1>
n n p

p=RE N, _KE_R(%)
2 np  np np - np

ou
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n’p+R\ RE
Vz (-;1%.—— R
p np

2
_ e RE__MRE _ g,
n*p+R np n 2p+R

n étant la seule variable; annulons donc la dérivée de ce quotient par rapportan :

(n*p+R)RE—nRE .2np —0

V; =

(n*p+R)?
ou
(#*p+R)—2n*p=0,
R—n*p=0,
R=n’p;
d’ol

n= T |.

Si R=p, n=1 et le transformateur est théoriquement inutile;
si  R<p, n<1,le transformateur est abaisseur de tension;
si  R>p, n> 1, le transformateur est élévateur de tension.

Est-ce bien un maximum de ¥, ? — Etudions le signe de la dérivée un peu avant
la valeur critique de n :

pour n < ./ R/p, par exemple n=0, ¥; >0, donc V, crofit.

Comme la dérivée s’annule ensuite, on aura bien un maximum de V, ainsi que

du courant I, dans R, ainsi que de la puissance dans R.
Si par hasard R= p, n =1 etiln’y a aucun avantage 3 utiliser un transformateur,

ou il y a toujours des pertes d’énergie.
Cependant, méme si n=1, un transformateur est souvent utile car il isole le

primaire du secondaire, dans le cas ol 'on aurait accidentellement de la haute
tension dans le primaire.

5.10 Probléme du projectile. On lance obliquement, sous un angle o, un projectile
avec une vitesse initiale V. Trouver la valeur de angle o pour que la portée du tir
soit maximale, et trouver la hauteur maximale de la trajectoire. On néglige la

résistance de Pair (Fig. 5.8).
On démontre, en mécanique, que I’abscisse x et I'ordonnée y du projectile sont
reliées entre elles par
—g 2
y = ———x"t+xtga;
2V?cos? o ’
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C’est un trindme du second degré, représenté par une parabole d’axe vertical
(a est négatif), et passant par un maximum.

YA

Fic. 5.8

La portée, c’est-a-dire la valeur maximale de x, est obtenue en faisant y =0,
d’otr:

2
gx
xtgo = —————
2V? cos? «
et
2V%*cos’a . 2V?cosa
X = g of —r—— = §I0 O

g g

2
X = sin2cx}—/—— = f().

Si a varie, la portée maximale sera obtenue en annulant la dérivée de x par
rapport o :

72

x = 2cos20 =0 et cos2a =0,
g

d'ott 2a¢=mn/2 et a=mn/4 ou 45°.

Est-ce bien un maximum? x' est positif pour « < /4 et x’ <0 pour « > 7/4.

Donc x croit pour décroitre ensuite. On a donc bien un maximum, si Pangle
de tir est de 45°. '

Quant au maximum de hauteur atteinte par le projectile, annulons y’, ce qui
nous donnera la valeur de x :

—2gx
. L
¥ 27?2 cos® o g
d’o
tga = gx

- E)
V2 cos® a
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et
_tga V?cos’a
g
_ V2 sina coso _ 1 V% sin 2a
g 2 g

On remarque que c’est la moitié de la portée maximale. On en déduit facilement
la valeur de y & ce moment :

—g V* sin®« cos® o riga VZsina cosa
2V? cos® o g*

y

NS .
—V?sina  V?sin?a
= + ,

29 g

et, pour o = /4, il vient :
y="V*4g.

On verrait ainsi que, si V= 1000 m/s, on trouve une hauteur maximale de
25 km, I’abscisse x étant & ce moment de 100 km (ceci en négligeant naturellement
la résistance de I'air).

5,11 Probléme de la résonance électrique. Mettons en série un condensateur
de capacité C et une bobine de résistance R et dont I'inductance est L. Branchons le
tout sur une d.d.p. alternative V. On sait que le courant I a pour valeur :

v
/R +Lo—-1/Co)

En supposant la capacité C variable, chercher dans quelles conditions le courant 1
peut devenir maximal.

. Le courant [ peut s’écrire :
I = V[R* +(Lo—1/Ca)*] 2. = £(C).
Annulons donc la dérivée par rapport 4 C :
I'=V(=1/2) [R*+(Lo—-1/Cu)*] *?. 2(Lo—1/Cw) (w/C* »?)
V(Lw—1/Cw)

I'= - =0
C*o[ /R +(Lo—1/Cw)’]

d’od
Lo—-1/Co=0

Lo=1/Cwo et LCw* =1
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On en tire C="1/Low? et o =1/,/LC.
Or, 1/{/CL est la pulsation propre Q du circuit oscillant LC (s'il était le sidge
d’une décharge oscillante), on a donc

=20
et si f'est la fréquence de la source (et du courant) et Fla fréquence propre du circuit
oscillant :

27nf=2nF
ou

f=F

La fréquence f de la source et la fréquence F du circuit oscillant sont égales : on dit
quil y a résonance.

— Est-ce un maximum de I?

— Faisons C < 1/Lw?, par exemple; le dénominateur de I' est positif, la
parenthése du numérateur est négative, donc I’ est positive, le courant I croit,
et comme la dérivée s’annule ensuite, c’est que 'on a un maximum de courant.
On voit ainsi que, en donnant & C une valeur convenable, le courant I est maximal;
il en résulte que la différence de potentiel aux bornes du condensateur est aussi
maximale (il y a surtension). Cette propriété est utilisée dans tous les montages
de radio.

5.12 Probléme de Pinduction magnétiqne. Soit une spire métallique de rayon R
parcourue par un courant d’intensité I; induction B du champ magnétique produit

“eriup potrt P la distance @ di centie dé cette spire, et siur I'axe de la spire, est donnée
par la formule :

2nIR*x 1077
P ey T
Si R est variable, chercher sa valeur pour que I'intensité B soit maximale.

En effet, si R est faible, tous les points du cercle sont & une petite distance du
point P, mais, si R est grand, le cercle est beaucoup plus loin du point P, et, comme
la longueur du fil est plus grande, le champ créé en P a tendance a étre plus grand.
On congoit donc qu’il y ait une valeur critique de R pour laquelle Pinduction
magnétique en P sera maximale.

Calculons donc la dérivée de B par rapport & R, en remarquant que R n’inter-
vient que par son carré :

. (R2+a2)3/2 _(3/2) (R2+a2)1/2 RZ
(R*+a*)?

B'=2R.2rnIx10"

Cette dérivée s’annule si
R>+a*>=3R%*2,
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soit
R*=24* et R= aﬁ )

Est-ce bien un maximum? — Etudions le signe de B'.

- SiR< aﬁ, par exemple R = a, on voit facilement que le numérateur de B’
est positif, donc B’ > 0 et le champ croit.

Si R> a\/i par exemple R =24, on voit facilement que B’ est négative, donc
Iinduction B décroit.

— L’induction magnétique B passe donc bien par un maximum, pour R = a\/ 2.

5,13 Probléme de la puissance électrique maximale. C’est un probléme frés
important en électricité, on le rencontre aussi en radio, dans I’étude de la réception
et de I’émission.

Soit un générateur de force électromotrice E et de résistance interne r qui débite
sur une résistance extérieure R variable. Trouver la valeur de R pour que la puissance
dégagée dans R soit maximale (Fig. 5.9).

FiG. 5.9

La puissance est donnée par la loi de Joule :
P=RI*.

O
I=E/(R+r);

2 2
P=R( E ) _ _RE*
R+r/  (R+1)?

Annulons la dérivée par rapport a R :
P E* | RE* _Er-—-R)
dR  (R+r? ~(R+1®  R+P*
Il en découle que P’ = 0 pour
R=r.

donc
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La résistance externe doit étre égale 4 la résistance interne.

Est-ce un maximum de P ou bien un minimum?

Etudions le signe de P’ : la dérivée a le signe du numérateur, c’est-a-dire de
E*(r—R).

Si R <r, P’ est positive, et P croit,
et si R>r, P’ est négative, et P décroit.

On a donc bien un maximum- de puissance.

5.14 Probléme du meilleur groupement de générateurs électriques. On posséde
n générateurs électriques de f.é.m. E et de résistance interne r chacun, que I’on doit
brancher sur une résistance extérieure R donnée. Comment faut-il les grouper, en
série, en paralléle, ou en série-paralléle pour que la puissance utile dans R soit
maximale? ’ '

éléments

I
me [ L L
I I
LT

\—'/

p groupes

Fic. 5.10

Appelons m le nombre d’éléments en série dans chaque branche, et p le nombre
de branches en paraliéle (Fig. 5.10).

La f.é.m. de I'ensemble est évidemment celle d'une seule branche, soit mE. La
résistance d’une branche étant mr, la résistance interne totale sera donc p fois
plus petite, puisqu’il y a p branches en paraliéle.

Pour que la puissance dans R soit maximale, il faut que le courant I soit
maximum, puisque P = RI?,

La loi de Kirchhoff nous donne :

[ = mE  pmE
(mr/p)+R  mr+Rp’

or pm=n, d’olt :

nE nE

I foed = P
mr+Rp  mr+Rnjm

ol m est la seule variable.
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Le courant J sera maximal si le dénominateur est minimal. Annulons donc la
dérivée de ce dernier en I'appelant y :

y=mr+Rn/m,
dy
4 f -—-Rn 2 =:O;
7 dm ’ fm
d’olt
r = Rnjm?
et
m = /Rn/r.
On en tire p :

p=n/m=n.r[Rn=./rnR.

On a bien un minimum puisque la dérivée est négative pour m < \/ Rufr.

11 faut évidemment que m et p soient des nombres entiers, et, comme ce sera
peu probable, on prendra les nombres entiers les plus voisins des valeurs calculées,
sous réserve que nip < 1.

On remarque, & ce moment, que la résistance totale de la batterie, et qui est
mr/p, peut aussi s’écrire :

mr _ r./Rajr
— = ———=R;
p Jra/R
elle est ainsi égale a la résistance extérieure R. ‘

On retrouve ainsi la condition de la puissance maximale qu'on avait déja
trouvée dans le probléme précédent.

D’ailleurs, cette conclusion est zrés générale, elle s’applique en continu, en
alternatif, en basse fréquence, en haute fréquence. Par exemple, dans un amplifi-
cateur, I’étage de sortie qui alimente un haut-parleur est un générateur de
puissance BF pour ce dernier, et on trouvera les mémes conclusions.

5.15 Probléme du pont de Wheatstone. Tout lecteur de ce livre connait le pont
de Wheatstone utilisé en électricité pour la mesure précise des résistances
(Fig. 5.11).

On sait que, lorsque le pont est équilibré, c’est-a-dire lorsque le galvanométre
est au zéro, on a la formule suivante qui est d’ailleurs obtenue immédiatement
d’aprés la configuration du schéma (et facile & retenir par ceeur) :

R1/R2 = Rs/R4 .

Le probléme qui se pose est celui-ci : quelle est la condition a réaliser pour que la
sensibilité soit maximale?

11 faut d’abord définir ce que 'on peut appeler la sensibilité du pont.

Supposons que R; soit la résistance & mesurer; appelons-la x.

Soit Ug la d.d.p. entre 4 et B; cette d.d.p. est nulle & I’équilibre, lorsque x = x,.
La sensibilité du pont est la dérivée de Uy par rapport & x au point x,.

QUINET, — Marhématiques supérieures. Tome 2
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Fii. 5.11

D’aprés la loi d’'Ohm, le galvanométre n’étant pas branché,

UG—-—'le—Isz .
Or,
Il = U et Iz = u N
x+R3 RZ +R4
done

x+R; R,+R,
La dérivée par rapport 4 x est
dUgs R,

= U .
dx (x+R,)*

Posons t = xo/Rs; la sensibilité s’exprime en fonction de ¢ par la formule :

U t
§=— .
R; (1+1)?
Pour que la sensibilité soit maximale, il faut que sa dérivée par rapport 2 ¢ soit
nulle, c’est-a-dire que
12t
a+o* (a+»d

On en déduit aussitdt que 14¢= 22, et donc que #=1; finalement,

R1=R3 et R2=R4 .
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Mais a-t-on un maximum? Le signe de s’ dépend de 1—1¢; donc :

— sit<1, s >0etscroit;
— sit>1, 5" <0 et s décroit;

on a donc bien un maximum de sensibilité.

5,16 Probléme du rendement d’un transformateur électrique. Dans quelles
conditions le rendement d’un transformateur électrique peut-il étre maximal?

Considérons un transformateur électrique qui fournit 4 la sortie de I'enroulement
secondaire une certaine puissance utile :

Pu= Uzlz cos (23

en prenant les valeurs efficaces de la tension et du courant (Fig. 5.12).

o]
e
RS

FG. 5.12

Mais dans un tel transformateur il y a des pertes d’énergie :
1° Les pertes Joule dans le primaire et dans le secondaire :
R I}+R,13;

2° Les pertes dans le fer, qui comprennent les pertes dues aux courants de
Foucault et les pertes dues & I’hystérésis, et qui échauffent le fer.

On constate en effet que plus un noyau de fer a de I’hystérésis, plus il
g’échauffe; on démontre méme mathématiquement en électricité que les pertes en
watts dues & I’hystérésis sont proportionnelles & la surface interne de la courbe

d’hystérésis, pendant une période.

Le rendement d’un tel transformateur, qui est le quotient de la puissance utile
RI? recueillie & 'extérieur par la puissance totale fournie par la source U, I; cos ¢,
(en prenant les valeurs efficaces), peut donc s’écrire :

Putile - Putile

Ptolale Putilc+pertes

r’:

P,

7’:

Pu + pertes cuivre + pertes fer
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Comme, d’autre part, /; est proportionnel 4 I, on peut dire que 'ensemble des
pertes dans le cuivre est proportionnel & IZ, donc & P2, et on peut écrire # sous la
forme suivante, en divisant haut et bas par P,, et en désignant par K un coefficient
de proportionnalité :

P, 1
Pu+KP3+Pfer B 1+KPu+Pfer/Pu.

}I:

On peut alors chercher a rendre ce rendement maximal.
Il faut rendre minimal le dénominateur; et il suffit de rendre minimale
Pexpression : :

y=KPu+Pfcr/Pu=f(Pu s

les pertes dans le fer étant constantes, puisqu’elles ne dépendent que de I'induction B
dans le fer et que celle-ci ne dépend que de la tension primaire U,, elle-méme
constante.

Annulons donc la dérivée par rapport 4 P, :

Y =K—P; /P2 =0

d’otr :
K = Py [P}

et
KP:=P,.

Mais KP? représente justement les pertes dans le cuivre, d’oli ce résultat simple,

bien confitide tous 16§ techiniciens et ingénieurs en Slectricits

Pertes dans Ie cuivre = Pertes dans le fer

Mais a-t-on bien un maximum?

On vérifie que la dérivée y' est négative pour P, < ./ P, /K et positive ensuite;
on aura bien un minimum de y, donc un maximum de rendement.

C'est en partant de la condition trouvée plus haut que I'on calcule les gros
transformateurs industriels, dans lesquels la valeur du rendement est primordiale :
en effet, si, dans un gros transformateur de 30 000 kW d’une ligne de transport
de force, on arrive 4 améliorer le rendement de 1%, on gagne ainsi une puissance
de 300 kW, ce qui & la fin de année (qui compte plus de 8000 heures) fera un gain
d’énergie de plusieurs centaines de milliers de kilowatt heures..., se chiffrant par
un imposant bénéfice. '

5.17 Probléme du condensateur shunté par unme résistance. En électricité
industrielle, en radio et en électronique, on utilise constamment un circuit formé
par un condensateur de capacité C shunté par une résistance R, et ce circuit a
d’innombrables applications (Fig. 5.13).
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11 peut d’ailleurs représenter une capacité C qui aurait des fuites internes dans
Pisolant (ou bien dont les deux bornes seraient mal isolées), R représentant la
résistance interne de fuite de I'isolant ou bien la résistance d’isolement des deux
bornes.

i
. o] :
FiG. 5.13

Pour certaines raisons, qu’il est impossible d’exposer ici, on peut transformer ce
circuit en le mettant sous forme d’une résistance R’ en série avec une capacité C’,
4 condition que I'impédance totale soit la méme; et cette transformation est

souvent trés ufile.
Le calcul de R’ ne peut étre donné ici, nous ne donnons que le résultat. On
trouve :
R
R = ——or, (0 =27f)
R*C*w®+1
et il est assez curieux de constater que cette résistance dépend de la fréquence et
de la capacité!

— Le probléme qui se pose est celui-ci :

R étant variable de 0 a infini, est-ce que R' passe par un maximum ou par un
minimum, ce qu’il est intéressant de connaitre parce que les pertes d’énergie dans
le circuit, qui sont R’ I?, seraient maximales ou minimales.

Annulons donc la dérivée de R’ par rapport & R, dérivée d’un quotient mis
sous la forme : -

gt
x*C*w*+1’
On aura :
2,2 2 - 2 2 22 2
,=(x C'w +1).21 x.2xC*w _ X Czw +1,o1‘1v=x2C2602+1;
v v
¥’ s’annule pour
1-x*C*0* =0, ¥ Cro®=1
et
R=x=1/Cw;

or, 1/Cw est 'impédance du condensateur seul.
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Mais a-t-on un maximum ou un minimum?
Etudions le signe du numérateur de y’ :
P 1= x* C? w?
02

On voit tout de suite que si x est trés petit, voisin de zéro par exemple (x < 1/Cw)
¥’ est positive, mais si x est trés grand, (x > 1/Cw), ¥’ est négative; donc y croit
d’abord, et décroit ensuite : on a bien un maximum de R'.

Ainsi, les pertes d’énergie dans R seront maximales si R = 1/Cw; 4 ce moment :

Re__ R __R
RZ%-H 2

5.18 Probléme de la ligne téléphonique. Dans une ligne téléphonique (& 2 fils),
trés longue, il y a une capacité répartie tout le long de la ligne, et qui est'due 4 la
proximité des deux fils; il y a aussi une inductance uniformément répartie. Mais la
ligne posséde une résistance ochmique et elle n’est pas parfaitement isolée, il y a
des fuites dans les isolateurs et entre les deux fils (s’ils se touchent tout en étant
isolés).

Le courant, le long de la ligne, s’affaiblit donc et c’est pourquoi, sans précautions
spéciales et sans amplificateurs, il n’est pas possible de téléphoner i de longues
distances.

Considérons une ligne de 1 km de longueur, et désignons par :
la-résistance ohmique,

la capacité entre les deux fils,

Pinductance,

la conductance (c’est Iinverse de la résistance de fuite due au mauvais
isolement).

arNax

L’étude mathématique montre que I'affaiblissement du courant, ou amortisse-
ment, est donné par la quantité suivante, qu’on appelle coefficient d’amortissement :

R [C G \/f
I — B e —
2NL 2NC
Si on prend L comme seule variable, on peut chercher & rendre o minimal, en
annulant la dérivée de a par rapport & L, Or,

de_ _RJC_ _G
dL 4137 4 [Lc

Cette dérivée s’annule évidemment si

GL =RC




Recherche des maximums et minimums pour des applications pratiques 97

C’est la condition d’ Heaviside.

On pourrait voir que ’on a bien un minimum.

On remarque que « est indépendant de la fréquence, c’est la condition de non-
distorsion, et toutes les fréquences se propagent également bien.

On aura ainsi le minimum d’affaiblissement.




CHAPITRE 6
ETUDE PRATIQUE DE LA VARIATION DES FONCTIONS

6.1 Marche a suivre. Voici la marche 4 suivre pour étudier la variation d’une
fonction f:

1. On détermine I'ensemble de définition A, C'est-d-dire la partie 4 de
I’ensemble R sur laquelle f est définie.

Par exemple §’il figure une racine carrée, la quantité sous le radical doit etre
positive. S’il figure un arc sinus ou un arc cosinus, la quantité sur laquelle porte
cet arc sinus ou cet arc cosinus doit étre comprise entre —1 et 1.

2. On étudie la parité de la fonction. Supposons que 4 soit symétrique par
rapport a 'origine, c’est-a-dire invariant dans le changement de x en —x.
— 8i, pour tout élément x de 4,

(—‘.X.') =f(x) ’

on dit que la fonction f est paire. Le graphe deé f est symetnque par rapport
i Oy.
— Si, pour tout élément x de A4,

fl=x)=—-f(x), ‘
on dit que la fonction f est impaire. Le graphe de f est symétrique par rapport
ao.

Dans les deux cas, on peut réduire l’ensemble d’étude 3 A'= A4 o [0, +c0f.
Le graphe de f se déduit de celui de la restriction de f4 4’ par une symétrie.

Par exemple, la fonction f: x> 1 est paire; on prendra pour

J1+4x?

ensemble d’étude I'intervalle [0, + oco].

3. On étudie la périodicité de la fonction f. Soit f un nombre réel strictement
positif. Supposons que A4 soit stable par I'application x — x--£. Si, pour tout
élément x de 4,

fx+8)=1(x),

on dit que ¢ est une période de f. On dit aussi que f est périodique. On peut réduire
'ensemble d’étude a son intersection 4’ avec I'intervalle [0, f]. Le graphe de f
se déduit de celui de la restriction de f 4 A’ par des translations parallélement 4 Ox.

4. On détermine les valeurs de f(x), ou leurs limites, aux extrémités des inter-
valles contenus dans I’ensemble d’étude.

5. On étudie la dérivabilité de f, et on calcule la dérivée f*. On détermine les
valeurs de x qui annulent f”, et on cherche le signe de la dérivée. On en déduit
les maximums et les minimums de f, ainsi que le sens de variation.
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6. On dresse un tableau de variation en trois lignes.

— La premiére ligne comporte les valeurs remarquables de la variable x
(bornes des intervalles ol f est définie, valeurs annulant f”, etc.).

— La deuxi®me ligne comporte le signe de y" = f”(x) ¢t les valeurs remarquables
de la dérivée.

— La troisiéme ligne comporte les valeurs remarquables de y = f(x), ainsi que
des fleches et \\ suivant que f est croissante ou décroissante. Un double trait
vertical indique une discontinuité de y. On porte alors & gauche et & droite de ce
double trait les limites & gauche et 4 droite de f (éventuellement infinies).

7. On calcule souvent la dérivée seconde, pour déterminer la concavité et les
points d’inflexion.

8. Branches infinies. Soit x, un nombre réel n’appartenant pas & 4. Si f(x)
terid vers + oo ou vers — oo lorsque x tend vers x,, on dit que la droite d’équation
x = x, est asymptote au graphe de f. On dit aussi que le graphe de f admet une
asymptote verticale.

De méme, si f(x) tend vers une limite finie / lorsque x tend vers + oo, ou vers — oo,
on dit que la droite d’équation y =/ est asymptote au graphe de f. On dit aussi
que le graphe de f admet une asymptote horizontale.

Considérons enfin le cas ot x tend vers + oo, ou vers — oo, et ol f(x) tend vers
+ 00, ou vers —oo. On forme alors le rapport f(x)/x. Si ce rapport tend vers 0,
on dit que le graphe de f présente une branche parabolique dans la direction de
Ox; si ce rapport tend vers + oo, ou vers — oo, on dit que le graphe de f présente
une branche parabolique dans la direction de Oy; si ce rapport tend vers une limite
finie non nulle @, on dit que le graphe de f présente une branche infinie dans la
direction de pente a. Dans ces conditions, on étudie la fonction '

g: x> flx)—ax.
Si g(x) tend vers + oo, ou vers — co, on dit qué le graphe de f présente une bran-
che parabolique dans la direction de pente a.

Si g(x) tend vers une limite finie b, on dit que le graphe de /' admet pour asymp-
tote oblique la droite affine d’équation

y=ax+b.
La distance du point (x, f(x)) & cette droite affine, & savoir
lf(x)—ax— bl
\/ 1+d*

tend vers 0 lorsque x tend vers + oo (ou vers — ).
Pour distinguer les asymptotes des axes de coordonnées, on affecte les
premiéres d’une double fleche >.

9. On construit le graphe de f & l'aide des résultats trouvés dans les études
précédentes. On détermine en outre autant de points qu’il est nécessaire pour faire
un tracé précis. On calculera en particulier les coordonnées des points d’inter-
section du graphe avee les axes dé coordonnées.
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6.2 Trindéme du second degré. Considérons la fonction f définie par la relation
y=f(x)=ax*+bx+c,

ol a, b et ¢ sont des nombres réels. Cette fonction est définie sur R tout entier.
Lorsque a =0, il s’agit d’une fonction affine. '

Supposons désormais @ # 0. Nous pouvons alors écrire f(x) sous la forme,
dite canonigue :

b\* 4ac—b>
f(x)—a[(x-*—z) + 17 :l

Remarquons que fne change pas de valeur si I’on remplace x -+ b/2a par — (x+b/2a).
Ainsi, le graphe de f est symétrique par rapport 4 la paralléle & Oy d’équation
= —b[2a. En particulier, si b =0, la fonction f est paire.
La dérivée,
Y =f(x) = 2ax + b,
s’annule lorsque
= —bf2a.

La valeur correspondante de f est

_ 4ac—b>
4a

y >0 si a<0

Lorsque x < —b/2a,
yo<0 - osia>0.

Lorsque x > —b/2a, {y >0 si a>0

y <0 si a<0.

Dressons deux tableaux de variation suivant le signe de a :

a>0 a<0
X | —c0 —bj2a + oo X | —o —b/2a + o
Y - 0 + Y + 0 -

yli+o NN u /S 40 y |- S T

Pour étudier f(x) lorsque x tend vers + co ou vers — oo, écrivons f(x) sous la
forme

f(x) = ax2<1 +2 4 -9—2)
ax

ax

Comme I’expression entre parenthéses tend vers 1, f(x) tend vers + oo ou vers
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— o0 suivant le signe de a. Le rapport y/x n’ayant pas de limite finie, le graphe de f/

n’admet pas.d’asymptote.
(Le graphe est une parabole. La terminologie générale de branche parabolique
provient bien entendu du présent cas.)

Application numérique. Examinons le cas ol a=1, b= —5et ¢ =6. La dérivée
¥y’ =2x—35 s’annule pour x = 5/2.
On obtient Ié tableau de variation

x | —oo 52 + 00
v ~ 0 +
y |+ N -1/4 +

Le graphe est une parabole (Fig. 6.1), dont le sommet a pour coordonnées
(5/2, —1/4) et dont ’axe est la paralléle & Oy issue de ce point. Les intersections
avec Ox ont pour abscisses 2 et 3; P'intersection avec Oy a pour ordonnée 6.

Yi

o

5/2
0 213 X
FiG. 6.1

6.3 Fonction bicarrée. Etudions la variation de la fonction f définie par la

relation
y=f(x)= —2x*+3x*-5.

L’ensemble de définition est R tout entier. Le changement de x en — x laisse f(x)
invariant; autrement dit, la fonction f est paire, et I’axe Oy est un axe de symétrie
du graphe de f.

La dérivée est

Yy = —8x4+6x=2x(3—4x%).
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La dérivée s’annule pour
1° x=0

2°  3-4x2=0 ou x=+./32.

~4x%+3 est un trindme qui passe par un maximum, et qui s’annule deux fois, il
est donc positif entre les racines. Et pour avoir le signe de ' il suffit de multiplier
3—4x? par x, donc

¥>0 pour x<-—./32
¥y <0 pour —ﬁ/2<x<0
¥y >0 pour O<x< +\/§/2
et
y<0 pour x> +\/§/2.
Pour |

x=+./3/2 y=—31/8.

Pour étudier la limite de f(x) lorsque x tend vers 4+ o0 ou vers — oo, écrivons
J(x) sous la forme

Jx)= —2x4<1 - E_x—z"‘. ———)

~Il-est-clair que la quantité entre parenthéses tend vers 1, et donc que ¥ teiid Vers
+ 0.

Yi

Vi

<Y

w
- |
:I

Fic. 6.2
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On a ainsi le tableau suivant :
x | —oo ~J3/2 0 V32 + 00
¥ + o - 0 + 0 -

y | —o 2 =318\, ~5‘/ ~31/8 \, -

Comme f(x)/x tend vers —co lorsque x tend vers -+ oo et vers + oo lorsque x
tend vers —oo, le graphe (Fig., 6.2) n'a pas d’asymptote, mais seulement des
branches paraboliques dans la direction de Oy.

6.4 Fonction homographique. . Considérons la fonction f définie par la relation

ax-+b

ex+d’

ol @, b, ¢ et d sont des nombres réels, ¢ et d étant non tous deux nuls, Le cas
ol ¢ =0 est celui des fonctions affines. '

‘Supposons désormais ¢# 0. L’ensemble de définition de f est R—{—d/c}.
Ecrivons f(x) sous la forme, dite canonique :

y=f(x)=

a ad—bc
X) = - - .
7 ¢ c¢(ex+d)
D’oti
a ad—be 1
X) = = = e .
=) ¢ ¢ x+dfc

Sil’on change x +d/c en son opposé, f(x) —a/c est également changé en son opposé.
Ainsi, le point de coordonnées (—d/c, a/c) est centre de symétrie du graphe.
La dérivée est :

., ad—bc
X) = .
fe) (ex+d)?
La fonction f est :

— constante et égale 4 a/c si ad—bc=0;
— strictement croissante sur ]—oo, —d/c[ et sur J—dfc, +oo[ si ad—bc >0
— strictement décroissante sur ] — oo, —d/c[ et sur ]—d/c, + oo[ si ad—bc < 0.

Dressons deux tableaux de variation, en écartant le cas ot f est constante :
ad—bc>0 ad—bc <0

x | —o0 —~dfc +o0 x | —o0 —de + 00

y |ale / +oof|—0 J afc y lale v —oo|+wo N\, afc
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Lorsque x tend vers + oo ou vers — o, f(x) tend vers a/c. Lorsque x tend vers
—djc, f(x) tend vers +co ou vers —oco. Le graphe comporte donc une asymptote
horizontale d’équation y = a/c et une asymptote verticale d’équation x = —d/c.
L’intersection de ces asymptotes n’est autre que le centre de symétrie.

Application numérique. Examinons le cas ot a=2, b= —1, c=4 et d=2.
La dérivée est

V= &
T (dx+2?
La fonction est strictement croissante. On obtient le tableau de variation
x | —o —-1/2 +©
V' + +

y |12 Ve + of|— 0 Va 1/2

Le graphe est une hyperbole équilatére (Fig. 6.3). Les points d’intersection
avec les axes de coordonnées sont

x=1/2, y=0 et x=0,y=~-1/2.
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Fic. 6.3

6.5 Quinze exemples

1. Considérons la fonction polynomiale f définie par la relation
y=f() =3(x+1)?(Bx—2)2.

SRS
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L’ensemble de définition est R tout entier. La dérivée est :
' =x+D2Gx—2%+2(x+1)3*(3x—2)
=(x+1)2@x-2)[Bx—2)+2(x+1)]
=5x(3x-2)(x+1)*.
Elle est nulle pour:
x=0, x=2/3, x=-—1.

Mais, (x+1)? étant toujours positif, la dérivée a le signe du produit des deux
autres facteurs :

5x(3x—2)=15x*>—10x.

Ce trindme qui s’annule pour x =0 et x = 2/3 est négatif entre les racines et
positif & Uextérieur.

Dans le tableau de variation, on voit que, pour x == — 1, ¥’ s’annule Sans changer
de signe; on aura un point d’inflexion a tangente horizontale.

En outre,  f(x) = 5(x + 1) (12 x* — 2).

Il y a donc deux autres points d’inflexion, d’abscisses 1 /\/3 et — 1 /\/3.

En mettant x> en facteur dans f(x), nous voyons que f(x) tend vers —co
lorsque x tend vers — oo, et vers + oo lorsque x tend vers + co. De plus, f(x)/x
tend vers + oo dans les deux cas. Le graphe (Fig. 6.4) présente donc deux branches
paraboliques dans la direction Oy.

Le tableau de variation est le suivant :

x -0 -1 0 2/3 + 00
¥y + 0 + 0 - 0 +
y — o ya 0 /S 4/3 AV /S + 00
y
Y.
1
0 ; X >
L FiG. 6.4

2. Considérons la fonction f définie par la relation

Y= 1) = —==
14-x

5
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Cette fonction est définie sur R tout entier; elle est impaire, c’est-a-dire que
Sf(—x) = —f(x). L’origine des cordonnées est donc centre de symétrie du graphe.
La dérivée est

204X —4x®  2(1-xP)
(1+x3 (1+x%)?

La dérivée s’annule pour x = +1. Elle est positive pour —1 < x < 1 et négative
pour x< ~—1 et x>1. On en déduit I'existence d’un minimum pour x = —1 et d’un
maximum pour x = 1. On obtient le tableau de variation :

X 0 1 400

y 0 / 1 N 0

Il est immédiat que y tend vers O lorsque x tend vers + oo et vers — co. Ainsi,
'axe Ox est asymptote au graphe de f (Fig. 6.5).

Yi

=
=¥

FiG. 6.5

Déterminons les points d’inflexion en annulant la dérivée seconde de f :

) = (=4x) (1+x*)*—4x(2—2x%) (1 +x?)

(1+x3)*
N S it 2 SIS ek B
(1+x%? (1+x23°
d’ott trois valeurs de x :
x=0

Ax=.3
x=—/3.

La nature de la courbe montre bien qu'il doit y avoir trois points d’inflexion.
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Remarque. On trouve cette courbe en électronique lorsque I'on calcule la
sélectivité d’un étage haute fréquence dont la liaison se fait par un circuit
oscillant accordé, placé dans le circuit de sortie d’un étage amplificateur.

3. Considérons la fonction f définie par la relation

x2~—x

y= x2—2x—3'

Cette fonction n’est pas définie pour les valeurs de x qui annulent le dénominateur,
asavoir x=3et x=—1.
Les intervalles de définition sont : ] —oc0, —1[, 1—1, 3[ et ]3, +oo[.
Calculons la dérivée :

_ (x*—2x—3) 2x—1)—(x*—x) (2x—2) _ —x*—6x+3
(x*—2x—3) (x2—2x—3)*

4

La dérivée s’annule pour
—x2—6x+3=0,
d’otr
% =—3-2/3~%-64 et x,=-3+2/3~04.
Le signe de y' est celui du trindme —x2—6x+3; ainsi, y' est strictement
positif lorsque x, < x < x,, et strictement négatif lorsque x < x; ou x> X,.
Quand x tend vers + co ou vers —co, y tend vers 1 (c’est-a-dire vers le rapport
des coefficients dominants du numérateur et du dénominateur).

—

Iy
T
!
t
]
|
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|

i
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Fi1G. 6.6
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Le tableau de variation s’en déduit ;

¥ - 0+ + 0 - -
y 1 N o mo S Fow|l—0 SMN, —oof+o N\ 1

4. Soit f la fonction définie par la relation
(x+1)°
(=1

Cette fonction est définie pour toute valeur de x autre que 1.
Calculons la dérivée :

y = (x—1D*3(x+1)2=(x+1)*2(x-1)

fx) =

(x=1*
(x+ 1) (x+1)*(x=5)
3(x—1 2 x+1 2
= o PO D26 0] =
La dérivée s’annule pour x= —l et x=35.

De plus, y" a le méme signe que (x— 5)/(x—1)*. Dressons un tableau auxiliaire
pour déterminer ce signe, car un cube peut étre négatif :

x — 00 1 5 + 00
x—35 - — 0 +
x—1 - 0 + +
(x-1)3 - 0 + +
y + ] = 0 +
Le coefficient (x+1)? étant toujours positif, y’ s’annule pour x = —1 sans changer

de signe; il y a donc un point d’inflexion 4 tangente horizontale.
Le tableau de variation s’en déduit :

X | —o0 -1 1 5 + oo
¥ + 0 4+ Y
y| -0 0 -~ 4o+ > 272 2 4o
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Lorsque x tend vers 1, y tend vers +00. Etudiqns maintenant le comportement
de f(x) lorsque x tend vers + oo ou vers —co. Ecrivons 2 cet effet f(x) sous la
forme

G+1?  (x—142°  (x—1*+3x2(x—1)*+3x2°(x~1)+2°
(x—1° (x=1? (x—1*
12 8
+ 5
x—-1  (x=1)

Ainsi; f(x) tend vers + oo ou vers — co suivant que x tend vers + 00 ou vers — oo;
de plus, f(x)—(x+5) tend vers 0. La droite d’équation

=x—146+

y=x+3
est donc asymptote au graphe de f (Fig. 6.7).
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Remarque. Une méthode systématique pour obtenir les asymptotes obliques
des graphes des fonctions rationnelles consiste 4 effectuer la division euclidienne
du numérateur par le dénominateur. Ainsi,

X34+3X%+ 3X4+1 | X*-2X+1

X-2x*+ X X+5
5X*+ 2X+1
5X2—10X+5
12X—4
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Donc
3 ) —
X+1) _ X+5+12X 4
x-1? x -1
et, pour tout nombre réel x différent de 1,
3
(x+1) x5+ 12x-—4'
=1 1)

On retrouve ainsi le fait que la différence entre f(x) et x-+5 tend vers 0 lorsque x
tend vers + 00 ou vers — co.

5. Etudions la variation de la Jonction f définie par la formule

2x3+3x2—x—3
x*—1 '

y=f(x) =

Cette fonction est définie si x% # 1, c’est-a-dire si x# 1 et x % —1.
La dérivée est

£ = (P =1) (6x*+6x—1)—2x(2%% +3x%—x—3)

(x*—1)?
_ 2x*—5x2+1 .
GV
elle s’annule pour
e 5-_!_-\/17.

4
Les zéros de f* sont
-xy & —3/2, X, = —1/2, X3 =& 1/2, X4 3/2.
La dérivée a le signe de z=2x*—5x24+1. Ce trindme bicarré, dont la dérivée
z' =8x3~10x '

s’annule pour x = Q et x = -%_?\/_5_/2, a un maximum et deux minimums (Fig. 6.8).
On en déduit aussitdt le signe de ', et on obtient le tableau de variation
ci-dessous :

x| —o X1 -1 X2 0 X3 1 X4 4w

v + 0 - -0 + 1+ 0 - - 0 +

ymw M —alte N m A3 S M N —afte N w S te
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~

©
*

‘ : FiG. 6.8
" Le graphe admet évidemment pour asymptotes verticales les droites d’équations

=—1 et x=1. Pour étudier le comportement de y lorsque x tend vers +co
ou vers — oo, effectuons la division euclidienne de 2X3+3X2—X—3 par X?—1:

2X%43X%— X-3| X*-1

2x3 - -2X 2X+3
3X*+ X-3
3x? -3

X
Ainsi,

2X°4+3X*~X-3 _ 2X 43+

X*-1 , X%

et, pour tout nombre réel x différent de 1 et de — 1,

fG)=2x+3+ zx .
. X" - ‘
Le graphe de f (Fig. 6.9) admet donc pour asymptote oblique la droite d’équation

y=2x4+3.

6. Etudions la variation de la fonction f définie par
1
y =10 = ———.

1—4x2

Pour que la quantité sous le radical soit positive, il faut et il suffit que x* < 1/4;
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FiG. 6.9

les valeurs —1/2 et 1/2 sont & exclure, car le dénominateur ne doit pas étre nul.

Ainsi, 'ensemble de définition est I'intervalle ouvert ]1—1/2, 1/2[.
- La-fonction f est-paire; autrement- dit; pour-tout-élément x-de Pensemble-de
définition, f(—x) =f(x). Le graphe de f est donc symétrique par rapport & I'axe

Oy.
Pour calculer la dérivée de f, considérons cette fonction comme la composée des

fonctions x > 1—4x? et u - 1//u. Alors
u' 1 4x

T Ty e

La dérivée s’annule pour x =0, en passant du signe — au signe +. La fonction f
passe donc par un minimum. D’autre part, lorsque x tend vers 1/2 ou vers —1/2,
le dénominateur tend vers 0; donc f(x) tend vers + co. Nous pouvons maintenant
dresser le tableau de variation :

x 0 1/2
¥y 0 +
y 1 Va + 00

Le graphe admet deux asymptotes paralléles & Oy (Fig. 6.10).
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Z %
YA

s

-1/2 0 1/2

AT

Z
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7. Etudions la variation de la fonction f définie par la relation

f(x)=31-x>.

Puisque ’on peut calculer la racine cubique d’un nombre négatif, P’ensemble

de définition est R tout entier.
Pour déterminer la dérivée de f, considérons cette fonction comme la composée

de x 1 1—x2 et de u > ©'/3. Nous trouvons ainsi

x2

¢l __xa)z/s *

. 11
50 =3 a3 = -

La dérivée est toujours négative; elle s’annule sans changer de signe lorsque x = 0.
Le graphe admet donc un point d’inflexion & tangente horizontale.
La dérivée n’est pas définie lorsque x ='1. Cependant,

3
fO=f() _ vy _ YA @rx+a) _ _ [thx+a’
x—1 x—1 x—1 (x—1)* ’
cette quantité tendant vers — oo lorsque x tend vers 1, la courbe a une tangente

verticale.
Pour étudier le comportement de f(x) lorsque x tend vers + oo ou vers — oo,

écrivons f(x) sous la forme

f(x)= —x31-1/x>.

11 apparait ainsi que f(x)/x tend vers —1.

x | —o0 0 1 + o0

Y - 0 - -
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Remarquons que les coordonnées x et y d’un point du graphe de [ vérifient
la relation

X+yi=1.
Si un couple (x, y) vérifie cette relation, il en est de méme du couple (y, x).
Autrement dit, le graphe de f (Fig. 6.11) est symétrique par rapport & la premiére
bissectrice. '
Cherchons s’il existe une asymptote oblique, en étudiant la limite de y+x:
y¥4+x* 1
yz_xy+x2 yZ_xy+x2'

ytx =

Comme le dénominateur tend vers + o0, y+x tend vers 0 lorsque x tend vers + oo
ou vers —oo. La deuxiéme bissectrice est donc asymptote au graphe de f.

xY
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8. Etudier la variation de la fonction f définie par la Jormule

y=f(x) =Y x—17 (x+1).

L’ensemble de définition est R tout entier. La fonction f est dérivable en tout
point ou elle ne s’annule pas; pour calculer sa dérivée, remarquons que

Y =x=1P2x+1),
d’out
397y = (x— 12+ 2(x— D(x+ 1) = (x=1DBx+1),
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et
) = x—-DBx+1)
3y?
Puisque y est équivalent & x au voisinage de + co et au voisinage de — co, nous
pouvons remplir le tableau de variation :

x |~ -1 -1/3 1 + 0

i + + 0 - +

yl=0o 2 0 S 34 N 0 S 4w
Pour déterminer la tangente au point d’abscisse 1, formons le rapport

S@—1Q) _ \/»T—ﬁ

x—1 x—1

La limite lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures est — co.
La limite lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures est ~+ co.
Le graphe a donc une demi-tangente de rebroussement.
De méme, pour déterminer la tangente au point d’abscisse —1, formons le
rapport

3
f@—f(=1) _ "jx=1*
x+1 (x+1)
La limite est + co. Le graphe a donc une tangente d’inflexion verticale.
Puisque y est équivalent & x au voisinage de 4 co et au voisinage de —oo, le

graphe admet pour direction asymptotique celle de la droite d’équation y = x.
Formons alors

y¥-x =x’—x+1
yrexy+x? pP4xy+x?

y—x =

Cette expression ayant pour limite —1/3, la droite d’équation
y=x-1/3

est asymptote au graphe de f (Fig. 6.12).
Nous pouvons déterminer I'intersection du graphe de f et de son asymptote :
il suffit de résoudre I’équation
(=12 (x+1)=(x—1/3),
soit
Bextoxtl=xP—xt > — —1—;
3 27
d’olt
x=T/9.




116 ) Chapitre 6

Fia. 6.12

9. Etudier la variation de la Jfonction f définie par la formule

y-——-f(x)=cosx+-§c053x+§-cos5x+%cos7x.

L’ensemble de définition est R tout entier. La fonction f est périodique, et sa
_plus petite période est 2z; de_plus, cette fonction est paire; enfin, si on- change-x
en n—x, y est changé en —y. Il suffit donc d’étudier.la variation de f sur [0, z/2].

Le graphe de f (Fig. 6.13) se déduit du graphe de sa restriction 4 [0, 7/2] par les
opérations suivantes :

— une symétrie par rapport au point (z/2, 0);
— une symétrie par rapport & Oy;
~— des translations de vecteur (2am, 0), o ne Z.

La dérivée de f est donnée par la formule

f'(x) = —sin x—sin 3x—sin 5x—sin 7x = — Sil?z 4x.
sin x
D’ot le tableau de variation :
* 0 /4 /2
y| 0 - 0 L

y |176/105 N, 32./2/105 0

mis
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10. Considérons la fonction f définie par la relation
1
fx) =—"
sin x

La fonction f est définie pour tout nombre réel non multiple de 7. De plus, pour
tout point x de I’ensemble de définition, '
fG)=f(x+2m).

Cela signifie que deux points M et M’ du graphe, d’abscisses x et x+2=n ont
méme ordonnée. Ils se déduisent dans une translation paralléle & Ox dont le
vecteur a pour composantes (27, 0).

On dit que la fonction est périodique; 2m est une période. De plus, [ est impaire;
il suffit de P’étudier dans I'intervalle [0, #]. Enfin, la relation sin (n—x)=sin x
implique f(n — x) = f(x). Ainsi, le graphe de f est symétrique par rapport a
la droite d’équation x = m/2. On peut donc réduire l'intervalle d’étude a [0, =/2].
Dans cet intervalle la fonction n’est pas définie pour x = 0.

La dérivée est :

. 1 —COS X
Co§ X = .

sin® x sin? x

'=0 pour cosx=0, soit  x=m/2.
La dérivée est du signe de —cosx, Cest-d-dire positive dans Pintervalle
[%/2, 7] et négative dans Pintervalles [0, n/2] .
On obtient le tableau de variation :

x{ O nf2
¥ - 0
y |+ N 1

Il apparait un minimum :

x = 7[2, y=1.




118 Chapitre 6

On obtient la courbe (Fig. 6.14) avec ses asymptotes d’équations
x=0 x=mx.

On compléte le graphe par symétries et translations.

" 4

7T
1 33
0 T T - 27 “x
2

11. Soit f la fonction définie par la formule

2x
2

y = f(x) = Arc sin "

Pour tout nombre réel x, il existe un nombre réel ¢ tel que
tgt=x.

Alors

2x _ 28t = g§in 2t.

1+x*  1+tg?t

1l en découle que 2x/(1+x?) appartient & Pintervalle [—1, 1]; par suite, la
fonction f est définie sur R tout entier. D’autre part, les fonctions x 2x/(1+x2)
et # — Arc sin u sont toutes deux impaires; il s’ensuit que f est aussi impaire. Le
graphe de f est donc symétrique par rapport & I'origine des coordonnées.

Lorsque x tend vers +co ou vers — oo, 2x/(1+x?) tend vers 0; donc y tend
vers 0, et 'axe Ox est asymptote au graphe de f.

Le théoréme sur la dérivabilité d’une fonction composée montre que f est
dérivable en tout point x tel que u=2x/(1+x?) soit différent de 1 et de —1.
Or, la relation

2x/(1+x%) =1

équivaut &
(1 —'x)z =0 s
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soit & x=1. De méme, u= —1 équivaut 4 x= —1. En dehors de ces deux
valeurs de x, nous pouvons calculer y' :

yl = u’/‘\/ 1—u2a

ou
= 2(1+x%)—2x2x _ 2(1—x%)
(1+x%? (1+x%*"
Or,
lmg?=1— 4x* _ (1-x%?
A+x5H?  (A+xH?
/1—u? = E___f_'-
1+x%
Donc
. 2(1—x% (1+x») 2 1-x%
1+x2)?  |1-x*  (1+x%) |1=x*
Quand x> 1,
2
1—x% = x*—1, '=— .
l I y s
Quand 0 x <1,
2
1—x% =1-x% ' = .
| ! Y 1+4x?

La foriction est donc croissante pour 0 < x < 1, et décroissante pour x > 1. Elle
admet un maximum pour x = 1. On obtient le tableau de variation pour x>0 :

x |0 1 +o0

yl2 + -1 -

ylo »~ a2 N 0

La figure 6.15 représente le graphe de la fonction.
On notera que le point (1, 7/2) est un point anguleux. Les demi-tangentes en
ce point ont pour pentes 1 et —1.

Remarque. La dérivée de f est égale ou opposée & celle de la fonction
g: x> 2Arctg x. Donc f—g ou f+g est constante. Nous pouvons interpréter
ce résultat en notant que

y = Arc sin (sin 21),
ce qui implique
y = 2t+2k75 keZ
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ou
y=n—2t+2k' kKeZ,
avec
t=Arctgx.
On vérifiera que
y=2Arctgx si xe[0,1]
y=n—2Arctgx si xell, +oof.
Vi
zL
2 l
i
1o l
i 1 X
|
' 7T
I )
FiG. 6.15

12. Considérons la fonction f définie par la relation.

y = f(x) ———Arctgl.
X

Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de x sauf 0. Il est immédiat que
cette fonction est impaire; son graphe est donc symétrique par rapport a
Porigine des coordonnées.

Lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures, 1/x tend vers + oo et y tend vers
7/2; lorsque x tend vers O par valeurs inférieures, on montre de méme que y tend
vers — /2. Lorsque x tend vers + oo ou vers —c0, 1/x tend vers 0 et y tend vers 0.

Calculons la dérivée, en posant u = 1/x :

u 1 1 1

La dérivée est négative, donc la fonction est décroissante. On obtient le tablean
de variation :

X | —o 0 + 00

’

y — —

yi 0 N\ —7/2|| + /2 N 0
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Le graphe de f s’en déduit aussitdt (Fig. 6.16). (Cependant, on remarquera
que f n’est pas définie & I'origine; les demi-tangentes aux points situés sur 'axe Oy
ne sont pas & proprement parler des tangentes au graphe de f; ce sont les tangentes
aux graphes des fonctions définies sur ] — oo, 0] et sur [0, +oo[ et prolongeant ¥
par continuité a I’origine.)

Yk

xY

FiG. 6.16

Remarque. La dérivée de f n’est autre que celle de la fonction
g:x— —Arctgx.

Les fonctions f et g, ayant méme dérivée, différent d’une constante sur chaque
intervalle ol elles sont toutes deux définies : en effet, la dérivée de f—g est nulle,
et f—g est constante. Ainsi, il existe un nombre réel C tel que, pour tout nombre
réel strictement positif x,

Arctg (1/x) = —Arctgx+C.
Pour déterminer C, faisons tendre x vers -+ oo dans les deux membres; il vient alors
0= —n/2+C
et
Arctg (1/x) =mn/2—Arctg x .
De méme, pour tout nombre réel strictement négatif x,
Arctg (1/x) = —n/2—Arctigx.

13. Puissance fournie par un générateur électrique dans une résistance. Soient
E 1a force électromotrice d’un générateur, r sa résistance interne et R une résistance
variable branchée aux bornes du générateur. D’apres la loi de Joule, la puissance
fournie dans la résistance est

E )2__ RE?
R+r (R+1)*

Cette fonction est définie sur 'intervalle [0, + oo[. Nous avons calculé sa dérivée

P=RF=R<
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aun° 5.13:
P _ 2 T=R
dr (R+1)?

Rappelons que P passe par le maximum E?/4r au point R=r.
Le tableau de variation est

R 0 r +c0

P B 0 - 0

Pl o S EYar N\, 0

La demi-tangente & l;origine a pour pente
tga=E%r?,
La limite de P lorsque R tend vers + oo est O.

) U

Fiag. 6.17

On vérifiera que le point d’inflexion a pour abscisse 2r.

14. En électricité et en radio, on a souvent & étudier un circuit comprenant en
série une bobine dont I’inductance est L et un condensateur de capacité C. On demande
de tracer la courbe de I'impédance en supposant nulle la résistance de la bobine, la
pulsation w variant de 0 @ + o0 (w =2xf).

On démontre que I'impédance Z est égale & :
Z=Lo-1/Co.
Cette fonction de w est définie sur P'intervalle ]J0, +oo[. La dérivée,
dZ/dw =L+1/Ca?,

ne prend que des valeurs strictement positives; donc Z est strictement croissante.
L’impédance Z s’annule pour

LCw*=1,
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ce qui est la condition de résonance, soit encore

w=1/JITé.

Lorsque o tend vers 0, 1/w tend vers +co et Z tend vers — co; lorsque w tend
vers + oo, 1/w tend vers 0 et Z tend vers + co.

w| 0 1/./IC +00

Z'| oo + 2L -+ L

Z | —w e 0 Ve + 00

La différence entre Z et Lw tendant vers O lorsque w tend vers + co, la droite
d’équation Z == Lw est asymptote au graphe.

V4

Fic. 6.18

On voit que 'impédance est négative a gauche de la résonance et positive a
droite.

15. Circuit bouchon. Etudier la variation de I'impédance d’un circuit électrique
comprenant une bobine dont Iinductance est L et une capacité C en paralléle, la
pulsation w étant variable de 0 @ + co. On suppose nulle la résistance de la bobine.

On démontre en électricité et en radio que I"impédance d’un tel circuit, appelé
circuit bouchon, est :

Z =Lo/(1—LCw?) .

L’impédance Z est définie pour toute valeur strictement positive de w, sauf

pour L
o=1//LC.

QUINET. — Mathématiques supérieures. Tome 2 5
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La dérivée est
dZ L(1-LCw*+2’Cw® L(1+LCw®
dw (1-LCw?? (1—LCw??* "’
Le numérateur ne peut pas s’annuler, il n’y a donc ni maximum, ni minimum;

Z' est toujours positif, et Z croit.
La pente de la demi-tangente 4 "origine est

tga=1"1.

Lorsque o tend vers 1/\/ LC, |Z] tend vers +oo. Lorsque @ tend vers + oo,
Z tend vers 0. D’ou le tableau de variation :

w |0 1//LC + o0

Z'|L + + 0

Z 10 Va +oolj— oo yVa 0

Zi
+
0 WWIT w

N
o e e e e e e e Gy e e e e e e e
1

FiG. 6.19

On voit que I'impédance est d’abord positive, puis elle devient négative.
L’impédance est infinie pour LCw? =1, d’ot1 le nom de circuit bouchon.
Ce montage est employé couramment en radio.




EXERCICES

Asymptotes
Trouver les asymptotes des courbes suivantes :
a+x 22
6.1 y=\/f’——’f, a>0. 6.2 y=JM, a>0.
a—x a
3 2 2
63 y= —-J-C—. 6.4 y=£~ ‘*Z—, a>0,
x—1 a X
2x%—-2x—1 x—1
6.5 = . 6. =x+ [—,.
) 6 =t i
x—1 2—2x
6-7 = — 6.8 E .
7 x\/x—Z YT 53
69 y=—X 610 y=ax+ -, a>0
2 YT e Y Coax’ ’
2 2_1 3
611 y="2 612 y=-——, a>0.
x2—1 x—a
3
x*—2x+1 x*—1
.13 = | 14 = .
6 Y ot 2x+2 6 Y x\/2x-1

Variation de fonctions

Ftudier la variation des fonctions suivantes :

615 y=2x"—6x—4, 616 y= —2x*+x*+3.
3x+1 2
617 y="7—. 618 y=x+1-".
2x S5—x
\ = ) 20 y= )
619 »y N 620 »y=513
2 2
x“+24 x“+x+1
621 y= PEERE 6.22 y—?:r-
2x%—3x+1
623 y=" 624 y=C L = f().
x2+2x~1 \/R2+(La)—1/Cw)2

6.25 =f(R).




CHAPITRE 7
LES INTEGRALES

7.1 Primitives. Nous avons étudié jusqu’ici les fonctions admettant une déri-
vée. Inversement, étant donnée une fonction f, nous nous proposons de trouver
les fonctions dérivables g dont la dérivée est f. Une telle fonction g est appelée
primitive de f. Ainsi, lorsque f est la fonction définie sur R par la formule

fx)=2x+5,

la fonction g : x + x?+5x est une primitive de f. Il en est de méme de la fonction
h:xe x*+5x+C, ot C est un nombre réel quelconque.

Cet exemple nous montre qu’une fonction donnée peut admettre une infinité
de primitives. Nous' allons examiner le lien entre les primitives d’une méme
fonction :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, admettant une primitive g.
Pour tout nombre réel C, la fonction g+ C est encore une primitive de la
Jonction f.

En effet,
(g+C)Y =g =f.

Réciproquement, pour toute primitive h de f, il existe un nombre réel C tel que
h=g+C. Autrement dit, deux primitives d’une méme jfonction différent d’une

Constante. _
Plus précisément, soient x, un point de I de y, un nombre réel. Il existe une

primitive h de f et une seule telle que
h(xo) = yo . )
En effet, puisque g et /4 sont des primitives de f,
(h—g) = —g' =f~f=0.

Puisque la dérivée de la fonction h—g est nulle, il découle de la formule des
accroissements finis que cette fonction est constante. '
Enfin, la relation (1) implique

h=g—g(x¢)+¥o,

ce qui montre I'unicité de 4. L’application % ainsi définie convient visiblement.
Le tableau des dérivées, lu & 'envers, montre Pexistence des primitives de
quelques fonctions fondamentales, telles que la fonction cosinus ou la fonction
sinus. La recherche systématique des primitives sera effectuée au tome 3.
Pour le moment, nous allons montrer que les fonctions continues admettent
- des primitives. Dans ce but, nous ferons appel a la théorie de I'intégration.
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7.2 Notion d’intégrale. La notion d’intégrale a longtemps été présentée a
partir de I'aire limitée par une courbe, de la maniére suivante :

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle [a, b). La
fonction S qui mesure I'aire de la portion de plan limitée par le graphe de f, 'axe Ox
et les droites paralléles & Oy d’abscisses a et x est une primitive de f ( Fig. 7.1).

YA

<Y

Soient en effet x un point de [a, 5], M le point de coordonnées (x, f(x)), M’ sa
projection sur Ox et S(x) Paire de la surface 4" M’ MA. Alors S est une fonction
de la variable x. Donnons & x un accroissement positif Ax; l’accroissement
correspondant AS de S(x) est compris entre les aires des rectangles MM’ P'N et
QM’ P’ P qui ont pour valeurs respectives :

Ax f(x) et Ax f(x+Ax) .
Donc :
Ax f(x) SAS < Ax f(x+Ax)
ou
S S AS/Ax < f(x+Ax) .
Si Ax tend vers 0, f(x+ Ax) tend vers f(x), car la fonction f est continue; dans ces
conditions, AS/Ax tend vers f(x) :
lim AS = f(x).
Ax-0 Ax
Ainsi, la fonction S est dérivable, et sa dérivée S’ est égale a f:
S'=f.

La fonction S est donc une primitive de la fonction f.




128 Chapitre 7

(Nous avons supposé x positif; le calcul serait analogue pour Ax <0, ou
encore pour une fonction f positive et décroissante.)

Enfin, laire limitée par le graphe de f, I'axe Ox et les segments [4’, 4] et [B’, B]
peut étre considérée comme la limite de la somme des aires de rectangles dont le
nombre augmente indéfiniment. Envisageons en effet une subdivision de I'inter-
valle [a, b], c’est-a-dire une suite finie strictement croissante (x,)o<x<, de nombres
réels telle que xy=aet x,=b:

A=Xg <Xy <Xy <..< Xy <X,=b.
Le plus grand des nombres x, — x,_,, ol k appartient a [1, n], s’appelle pas

de la subdivision (x;)¢ <x<,; nOtons-le a,,.
Considérons les sommes :

Sy =(xy—a) fla)+ (x—x) fx )+ o+ (0%, - 1) f(X-1) »
Sp= (=) flox)+ (2= x) f(x2) + ...+ (b—x,- ) (D) .

Elles représentent respectivement la somme des aires des rectangles du type
MM'P'N et QM'P'P (Fig. 7.2). Ces deux sommes représentent les valeurs
approchées par défaut et par excés de l'aire & représentée par A4’ B’'B.

5 <HLS,. ¢y

Yk

Evaluons la différence : ,
Sp—8y = (x1 = @[ f(x) ~f@]+ .. + (0 —x, - D[ F(B) —S (-]

qui représente la somme des aires des rectangles du type QMNP. En majorant
toutes les différences x;—x,.., par «,, nous obtenons :

Sy 85 S 0, [ f(x1) —f(@) +1(e2) —f(ey) + ... +1(B) = (- )]
Sn—'sn <o, [f(b) —f(d)] .
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Quand «, tend vers 0, c’est-a-dire lorsque la subdivision de I'intervalle [a, b] est
de plus en plus fine, on peut rendre S, — s, inférieur & tout nombre réel strictement
positif e. 11 suffit de prendre :

o € ————
f(b)—f(a)
D’aprés la relation (1), on déduit :
0< A —5, £5,—5,.

La différence & —s, tend donc vers zéro, quand «,— 0, autrement dit, la limite
de s, quand o, —0 est &7.

lim s = & .

an—0
De méme, puisque S, —s, tend vers zéro,

lim S, = o .

an—0

‘Les sommes S, et s, admettent pour limite I'aire &/ de la surface 44’ BB’
lorsque le nombre des intervalles partiels croit indéfiniment, chacun d’eux tendant
vers z€ro.

Remarque. Si ¢, est un point de Pintervalle (x;-y, x,), la relation x;,_; < &; < x;
entraine f(x;_ ;) <f(€) <f(x;) et la somme :

U, = (x3 = @) f(€1) + Cea—x1) f(E) + .o+ (b= X5 ) S &)
est telle que :

5, <U,<S,.

Comme s, et S, tendent vers & quand «,— 0, U, tend aussi vers & et :

n—1

o =1im U,=lim ¥ (x41—%) ().

an—0 an—+0 i=0

7.3 Définition des fonctions intégrables. La présentation historique des inté-
grales & partir de la notion d’aire est désormais abandonnée : en effet, en dehors
du cas des rectangles, il est impossible de définir correctement les aires avant les
intégrales!

C’est pourquoi nous allons introduire de maniére précise la notion d’intégrale
(& partir du point de vue intuitif des aires des rectangles); cette fois, nous ne nous
limitons plus au cas des fonctions & la fois continues et croissantes.
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Soient f une fonction numérique définie et bornée sur un intervalle fermé borné
[a, D], a<b, et (x)o<r<n Une subdivision de [a, b]. On appelle somme de Riemann
associée a f relativement a cette subdivision toute somme

R = k;1 (20—, -1) f(&,

ou, pour tout entier k compris entre 1 et n, &, € [x,..,, x,]. On dit que f est intégrable
sur cet intervalle s°il existe un nombre réel | tel que, pour tout nombre réel & > 0, il
existe un nombre réeln > 0 tel que, pour toute subdivision (x,)o <<, de pas inférieur

a m, et pour toute somme de Riemann R associée a f relativement d cette subdi-

vision,

IR-1<¢.

On vérifie aisément que le nombre /, 8il existe, est unique; on I’appelle alors
intégrale de f de a a b, et on le note

b
f J(x)dx.

Les nombres a et b s’appellent respectivement borne inférieure et borne supérieure
de P'intégrale de f. )

(On peut mettre 4 la place de x toute autre lettre, & Pexclusion des lettres
employées pour les bornes.)

EXEMPLES

1. Fonctions constantes. Soit f une fonction constante et égale a o sur [a, b].
Alors f est intégrable sur [a, b), et

b
f oadx =oa(b—a).

En effet, toute somme de Riemann associée 4 f relativement a une subdivision
(1o <r<n de [a, b] est égale &

S Gh-meDa=a Y (a-x_)) = a(b—a).
k=1 k=1

2. Soient ¢ un point de [a, b], @ un nombre réel, et fla fonction définie sur [a, b]
par les formules

f(x)=0 si x#e
flo)=a.

Alors f est intégrable sur [a, b]. - ,
En effet, toute somme de Riemann associée & f relativement & une subdivision
de [a, b] de pas inférieur 4 5 est en valeur absolue inférieure a | « |.7.
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7.4 Valeur moyenne d’une fonction. Soit f une fonction numérigue bornée et
intégrable sur un intervalle fermé borné [a, b]. Alors

lim 1y f<a+kb““>=

n++w Nk=1
lim Zf<a+kb >=—l—jbf(t)dt.
b—a Ja

n—+ o 72+1 k=0

b
Le nombre Bl— J S(x)dx s’appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a, b].
_—...a a

< +k )est une somme de Riemann associée 3 f rela-
n

— a ..
. La deuxiéme

tivement & la subdivision (x)g <y <, définie par x, = a+k

n
formule se raméne & la premiére, car lim =1 et lim —— f(a) =
n-t+o A1 n++w A41

7.5 Existence de fonctions intégrables. Le raisonnement qui a été fait au n° 7.2
montre qu’une fonction monotone est intégrable.

On démontre de méme qu’une fonction continue est intégrable.

(On notera qu’une fonction monotone sur [a, b] est bornée : par exemple, si f
est croissante, pour tout élément x de [a, b, f{a) < f(x) < f(b). D’autre part, nous
avons vu au chapitre 1 qu’une fonction continue sur un intervalle fermé borné
est bornée.) '

Remarque. 1l existe des fonctions non intégrables. Soit par exemple f'la fonction
définie sur I'intervalle [0, 1] par les formules :

flx)=1 §i x est rationnel ,
fx)=0 si x est irrationnel .
La fonction f w’est pas intégrable sur [0, 1}.
Soit en effet (x;)o<x<n une subdivision de [0, 1]. Pour tout élément & de [1, ],

il existe au moins un nombre rationnel &, et au moins un nombre irrationnel {,
appartenant a l'intervalle [x, .y, x.]. Il en résulte que les deux sommes de Riemann

R = kgl (xe—xe-1) f(&) et R = kgl (=% — 1) f(C)

sont respectivement égales 4 1 et 4 0.
Supposons que f soit intégrale sur [0, 1]. Si le pas de la subdivision (x,)o <k <y
est inférieur a #, les deux inégalités

IR—I]<e et |R—I|<e
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sont simultanément réalisées. L’inégalité du triangle montre alors que
|R—-R|<2e¢,
ce qui contredit I’hypothése dés que & < 1/2.

7.6 Changement d’intervalle d’intégration. Nous admettrons aussi le théoréme
ci-dessous, relatif 4 la restriction et aux prolongements d’une fonction intégrable :

Soient [a, b] et [a', '] deux intervalles fermés bornés tels que
aa <b <b.

Soit f une fonction bornée et intégrable sur [a, b}. Alors la restriction g de f &
[a’, b'], a fortiori bornée, est intégrable sur [@', b']. De plus,

b b
J ) g(x)dx = J F() X, y(x) dx,

a
ol Y14,y désigne la fonction caractéristique de [a', b'].

(Rappelons que la fonction caractéristique d’une partie est la fonction prenant
la valeur 1 sur les éléments de cette partie, et la valeur O sur les éléments de son
complémentaire.)

Réciproquement, soit g une fonction numérigue bornée et intégrable sur [d', b'].
Alors la fonction f définie sur [a, b] par les formules
fx)=g(x) si xeld,b]
J(x)=0 si x¢la,b],

st intégrable sur [a, b}, et
b b’
f f(x)dx =j g(x)dx.

Soient maintenant a, b et ¢ trois nombres réels tels que a < b < ¢. Puisque

Jita,e3 = Fpa, 01+ ¥, 1=y »

une condition nécessaire et suffisante pour que f soit intégrable sur [a, c] est que f
le soit sur [a, b] et sur [, c]. De plus,

[ b c . '
J f(x)dx =J f(x)dx+J‘ f)dx. 1)
a a b
Pour pouvoir généraliser la formule (1), posons
f f(x)dx =0

et

faf(x)dx = —-fbf(x)dx.
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Considérons alors une fonction f bornée et intégrable sur un intervalle fermé
borné I, et trois points a, b, ¢ de I (rangés dans un ordre quelconque). Nous
pouvons écrire la célebre relation de Chasles :

b c a
J f(x)dx—l—f f(x)dx+J f(x)dx =0. )
a b c

Le cas ot a<b < c découle aussitét de la relation (1). La symétrie de la
formule (2) par rapport & a, b et ¢ montre aussitot sa validité quelles que soient
les positions relatives de ces trois points.

7.7 Propriétés des fonctions intégrables. Voici, sans démonstration, le résultat
relatif aux opérations algébriques sur les fonctions intégrables :

Soient f et g deux fonctions numériques bornées et intégrables sur un intervalle
fermé borné [a, b]. Alors f+g et fg sont intégrables sur a, b}. En particulier, si g
est une constante k, kf est intégrable sur.la, b}.

(Il en découle que I’ensemble des fonctions intégrables sur {a, b] est une sous-
algébre unitaire de I’algébre unitaire des fonctions définies sur la, b). De plus, | *appli-
cation qui a toute fonction f intégrable sur [a, b] associe son intégrele sur [a, bl est une
forme linéaire.) :

Enfin, si la fonction g est supérieure & un nombre réel strictement positif, 1/g est
intégrable sur [a, b].

Examinons maintenant comment se conservent les inégalités par intégration :

Soit f une fonction bornée et intégrable sur un intervalle [a, b}, a<b.
Si la fonction f est positive, alors

be(x)dx = 0.

En effet, toute somme de Riemann associée & f est positive. La proposition en
résulte, par prolongement des inégalités.
Plus généralement :

Soient f et g deux fonctions numériques bornées et intégrables sur un intervalle
fermé borné [a, b], a<b. Si f<g, alors

b b
j f(x)dx sJ‘ g(x)dx.

En eﬁ‘et, g—f est positive, et
b b b
J [9()—f(x)]dx = j g(X)dx—J flx)dx.

Nous pouvons alors établir la formule de la moyenne :
Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur [a, b], a <b.
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Soit (m, M) un couple de nombres réels tel que
m<f<M.

Alors, si g est positive,
b b b
mf g(x)dx <J J(x)g(x)dx < MJ g(x)dx.
En particulier, si g = 1,
b
m(b—a) < f f(x)dx < M(b—~a).

11 suffit de remarquer que, puisque g est positive,
mg<fg< Myg.
La relation (1) s’écrit encore :

1
b—a

m <

fbf(x)dx<M.

Autrement dit, si f est comprise entre m et M, il en est de méme de sa valeur
moyenne.
Nous allons préciser ces derniers résultats dans le cas des fonctions continues.

Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle fermé borné [a, b, a < b.
Si-f-est-strictement-positive;-c’est-a-dire-si-f-est-positive-et-s*il-existe-un-point x5
en lequel f prend une valeur strictement positive, alors

fbf(x)dx > 0.

Puisque f est strictement positive, il existe un point x, de [a, 5] tél que f(x,) > 0.
Puisque f est continue, il existe un nombre réel # > 0 tel que, pour tout point x
de [[l', bl] = [xo"ﬂ, Xo +77] N [a, b]a

J) 2 f(x0)/2 .
La fonction f est donc supérieure & la fonction g définie par les formules

gx)=f(x0))2 si xela,b],
gx)=0 si x¢ld, b].
Or,
b
J g(x)dx = (b’-—a’)f—(;c—o—) >0,

ce qui entraine le résultat annoncs.
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Soient enfin f et g deux fonctions continues sur [a, b}, a<b. Si f<g, alors

b b
f flx)dx <J g(x)dx.

On se ramene au cas précédent en considérant la fonction strictement positive
g—r

Ainsi, dans le cas des fonctions continues, I'intégration transforme une inégalité
stricte en une inégalité stricte. (Dans le cas général, une inégalité stricte peut fort
bien &tre transformée par intégration en une inégalité large.)

Inégalité de Schwarz. Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle
fermé borné{a, b), a < b. Alors

U S(x) g(x) dX} <<j f&? dX) q g(x)* dX> :

En outre, il y a égalité dans I’inégalité précédente si et seulement si les fonctions f
et g sont colinéaires.

En effet, Papplication qui & tout couple (f, g) de fonctions continues sur [a, b]
b

associe l'intégrale J f(x) g(x) dx est évidemment une forme bilinéaire symé-

a .
b

trique. De plus, pour toute fonction continue f, le nombre réel J f(x)? dx est
a

positif. Enfin, puisque la fonction f? est continue et positive, la relation

b b
J‘ f (x)2 dx = 0 équivaut & f = 0. Ainsi, 'application (f, g) Hj J(x) g(x) dx

a
est un produit scalaire. L’inégalité annoncée est donc un cas particulier de 1'iné-
galité de Schwarz que nous avons rencontrée au tome 1.

INTEGRALES ET PRIMITIVES

7.8 Intégrales et primitives. Nous étudions maintenant la variation de I'inté-
grale d’une fonction f en fonction de sa borne supérieure.

Soit f une fonction bornée et intégrable sur un intervalle [a, b]. Nous savons que f
est intégrable sur tout intervalle [a, x| contenu dans [a, b] (voir n°7.6). La fonction

x
g:xt> J f(Hde
a
est donc définie sur [a, b].
La fonction g est continue sur [a, b].

Soit en effet (x,, x) un couple de points de [a, b]. D’aprés la relation de
Chasles,

() —g(x0) = f " fdr. )
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Puisque la fonction f est bornée, il existe un couple (1, M) de nombres réels
tel que
m<f<M.

Alors,

— 81 Xg < X, m(x—xg) < f FOdt € M(x—x0);

AY

x
— si x4 > x, M(x—xg) SJ‘ SO dt < mx—xy).
xo
Notons k le plus grand des deux nombres |m| et |M|. Alors, quels que soient
les points x et x,,
lg(x)—g(xo)l < klx—x,|

ce qui montre que g est continue au point x,. Le point x, étant choisi arbitraire-
ment dans [a, b], g est continue sur cet intervalle.

Si f est positive, g est croissante. Si f est négative, g est décroissante.
11 s’agit encore d’une conséquence de la formule de Chasles : nous savons en effet

que si f est positive et si x, < x,

Jx f(Hdt = 0.

La relation (1) montre alors que g(x) = g(x,). La démonstration est analogue
dans les autres cas.

Si f est continue en un point x, de [a, b], g est dérivable en ce point, et

g’ (x0) =f(x0) -

Il convient de montrer que

9= _ pipy 1 f T f@dt—f(rg) = — f T LfO-feo]de

x“‘xO x._‘kxO x~x0

tend vers O lorsque x tend vers x,. Or, la fonction f est continue au point x,; pour.
tout nombre réel ¢ > 0, il existe un nombre réel n > 0 tel que, pour tout point x
de [xq—n, xo+1] N [a, b}, la valeur absolue de f(x)—f(x,) soit inférieure & s.
Il en est a fortiori ainsi pour tout point ¢ de [x,, x]. La relation

O -Firgl <e
- J LA()— fxo)] dt

x.—-

implique <&,

ce qui entraine le résultat annoncé.

L’existence de I'intégrale nous permet de prouver Iexistence de primitives pour
une fonction continue :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. Alors f admet une primitive
sur I.
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Soit en effet @ un point de I. Puisque fest continue sur 7, f est intégrable sur tout
intervalle [a, x], ol x appartient & 1. D’aprés le théoréme précédent, la fonction g
est dérivable en tout point x de I, et

g =r.
Ainsi, f admet g pour primitive.

Plus précisément, soit x, un point de I; I'unique primitive h de f s’annulant au
point x, est donnée par la formule :

"

h(x) = ) fHde.

o

En effet, d’aprés la formule de Chasles,

h(x) = ) fHdt = Ja f(t)dt+fo(t)dt = g(x)+Ja f(Hdr.

o Xy a X0

La fonction A, différant de g d’une constante, est encore une primitive de f; de
“plus, elle s’annule évidemment au point x,. (Nous savons depuis le début de ce
chapitre qu’une telle primitive & est unique.)

L’intégration nous a permis de prouver I'existence de primitives. Inversement,
la connaissance d’une primitive permet de calculer les intégrales :

Soient f une fonction continue sur [a, b] et h une primitive quelconque de f. Alors :
b
J f(Odt = h(b)—h(a).
En effet, g et h, étant deux primitives de f, différent d’une constante. Donc
g(b)—hd)=g(@)—h(@).
11 suffit de remarquer que g(@) =0 et que

b
g(b) = J f®de.

Signalons que la variation de la fonction £ entre a et b se note [A()7]2.
Nous pouvons enfin préciser la formule de la moyenne dans le cas des fonctions
continues :

Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle fermé borné [a, b). Il existe
alors un point ¢ de lintervalle ouvert ]a, b tel que

b
o) = f fx)dx. | )
b—-a a

La formule (1) n’est autre que la formule des accroissements finis appliquée a
la fonction

X > fo(t) dt.




138

Chapitre 7

Remarquons qu’il peut ne pas exister un tel nombre ¢ lorsque f n’est pas
continue. Ainsi, la fonction f définie sur [—1, 1] par les formules

f)=-1 s x<0,
f)=1 s x=0,

a pour valeur moyenne 0 sur [—1,1], et 0 n’appartient pas & I'image de [—1, 1]

par f.

7.9 Exemples de calculs d’intégrales. D’aprés ce qui précéde, pour calculer une
intégrale, il suffit de connaitre une primitive et de prendre sa variation entre les
bornes d’intégrations.

Une primitive de la fonction x

ExeMpLE. Calculer Pintégrale f

odx
o 14+x*

est x— Arctg x. Les valeurs de
14x

cette primitive aux points 0 et 1 étant respectivement 0 et 7/4, 'intégrale proposée
est égale a n/4.

De méme :
2 2 1
1° I = J\ x2 dx = [x3/3]0 = 5[23*03] L 8/3
0
21 =f sin x dx = —[cos x]; = —(cos = —cos 0)
0 .
= —[-1-1] = 2.
/2 22
3 I= f cos x dx = [sin x] t,,/,z = sin /2 —sin(—7/2)
-n/2
I=1—(-1)=2.
1
40 I :Jv (2x2+1)dx.
]

On peut I’écrire, en la décomposant en deux intégrales :

fl 2x? dx+f1 dx = 2[x3/3]:,+[x];;=%(13-0)+(1-—0) =2/3+1=5/3.
V] 4]

7.10 Intégrales fonctions des deux bormes. La fonction g que nous venons
d’étudier,

\

x Hjx J(Hdr,

porte naturellement le' nom d’intégrale fonction de sa borne supérieure. La foné_-'
tion A définie par la formule

xHjxuf(t)dt,
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appelée intégrale fonction de sa borne inférieure, se raméne aussitdt a la préce-
dente, puisque

h=—g.
En particulier, si f est continue, / est dérivable, et
W=—f.

Plus généralement, soient o et § deux fonctions numériques continues et dérivables
sur un intervalle J, & valeurs dans I. Alors, si f est continue sur I, la fonction F
définie sur J par la formule

B(x)

F(x) = fd

a(x)

est dérivable, et
F'(x)=B'(x).(fo B)x)—a'(x).(fe)(x) .

Soit en effet y, un point de 1. Considérons la primitive g de f s’annulant en ce
point :

g:yr—»fy f(Hds.

Yo

D’aprés la formule de Chasles,
F(x) = (g ° f)(x)—(g 0 0)(x) -

En dérivant les fonctions composées g o ff et g o « (voir chapitre 2), nous obtenons
le résultat annoncé.

7.11 Notation intégrale des primitives. Soient / une fonction continue et A une
primitive de f. La formule

Jx FOdt = h(x)—h(a)

conduit a noter

J f(x)dx

une primitive quelconque de f (lire « somme de f(x)dx »). Cette notation est &
I’origine de nombreuses erreurs : en effet, ce symbole représente non pas une
fonction, mais un ensemble de fonctions différant les unes des autres par des

constantes.
11 faudra toujours penser que [ f(x)dx est déterminée & une constante additive

prés, ce qu’on note parfois :

Jf(x)dx%—C.
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Le symbole [f(x)dx s’appelle intégrale indéfinie; par opposition, Pintégrale
§% f(x)dx est alors appelée intégrale définie.

PROCEDES FONDAMENTAUX D’INTEGRATION

Nous allons étudier deux procédés fondamentaux de calcul des -intégrales,
permettant souvent de se ramener au tableau des primitives.

7.12 Changement de variable. Soient ¢ une fonction numérique contindment
dérivable sur un intervalle fermé borné [a, b], et f une fonction numérique continue
sur un intervalle I contenant I'image de [a, b] par ¢. Alors

o(b)

b
J (fe@)(®).¢'(1)dt = f)du. M

o(a)

Remarquons que la fonction (fo ¢).¢’, étant continue, est intégrable. Consi-
dérons la fonction g définie par la formule ’
¥y
P fwydu.

o(a)

La fonction & = g o ¢, définie sur I'intervalle [a, 5], nulle au point a, a pour dérivée
(9’ > ¢).¢’ (voir chapitre 2). La fonction / est donc égale 3

x

(= ., ”
x%—-—)J (@)@ o'@)dr.

Puisque g’ =, il suffit de substituer b & x pour obtenir la formule (1).

Remarque. On utilise souvent les changements de variable dans le calcul des
primitives (voir tome 3). Mais cette fois, on cherche une fonction, et non plus un
nombre! 11 faudra donc revenir 4 I’ancienne variable dans le résultat final.
ExeMpLES

1. Calculons

bodx
I = —-
o (1+x%)

Posons x = tg u. Quand x varie de 0 & 1, u varie de 0 & n/4; dx = (1 +tg? u)du
et I'élément différentiel devient :

(1+tg?u)du _ du

2
= = cos“u du.
(+tg*u)? 1+tg’u
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Donc :

/4 1 /4
I= f cos*u du = —j (1+4cos 2u)du

0 2Jo

: /4
I=[1<u+sm2u>] =n+2.
2 2 0 8

2. Calculer Pintégrale

/4 o3
sin t
f a.

o cos’t

Remarquons que

sin ¢

cos® t

dt=tgtd(tgt).

Posons alors u = tg ¢. Il vient

4 1
J S g = f udu = [u*2]) =

0 cos3 t 0

N |

3. Calculer

JM dx
T )i o9+16(x—1)*

Nous pouvons écrire cette intégrale sous la forme :

1 (74 dx
I=— — e
16 L (x—1)*+(3/4)*

Posons x—1 = 3u; alors dx =%du et

1 3/4 Jl du 1 . :
J=—"| —"—=-—JArctgu], =n/48.
16 9/16 Jo u*+1 12[ guly =/
4. Calculer
2
I=J sin mx dx,

0

oit m est un entier rationnel non nul.

a

Posons mx = u, d’ou mdx = du et dx = —.

Or,

Jsinu—qy = ———1—[cosmx];
m m
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d’otr

I = — l [cos mx]:n = ——-l [:COS 2mn—cos 0] 5
m m ’
comme cos 2mn =1,
1=-Lrn_ng-o.
m

Le résultat reste évidemment valable lorsque m = 0.

Ainsi, pour tout entier rationnel m, lintégrale de la fonction x — sin mx entre
0 et 27 est nulle.
On trouverait de méme

2z
1., S . 1
f cos mx dx = — [sin mx],” = ~ [sin 2mn—sin 0] = — [0—0] =0.
0 m m m
Il en est donc de méme pour la fonction cos mx entre 0 et 27, et ces remarques
nous serviront au tome 3 dans I’étude des séries de Fourier, et dans les exemples
d’application.

7.13 Utilisation de symétries et de périodicité. Le calcul d’une intégrale se

simplifie dans les cas particuliers suivants :

L. Sila fonction f" est impaire, son intégrale sur un intervalle de centre 0 est
nulie :

I = J J(x)dx = 0.
Effectuons le changement de variable x = —u. Alors
I=j ﬂ—@ﬁ~@=f f(—u)du.

Puisque la fonction f est impaire,
f(—w)=—f@w).

Donc

I= _Jw f(uydu = —1.

Ainsi, 21 =0, ce qui achéve la démonstration.
On interpréte facilement ce résultat, en remarquant que les deux aires 4’40
et OB'B sont égales en valeur absolue et -ont des signes opposés.
Donc Tlaire algébrique limitée par la courbe, Ox, A4’ et BB’ est nulle
" (Fig. 7.3).
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YA
g
/’]
A B .
(0] X
A
Frc. 7.3

2. Si la fonction f est paire,

I= Ja f(x)dx = 2Jaf(x)dx.

Décomposons 'intervalle d’intégration en deux parties : [—a, 0] et [0, a]. On
obtient :

1= r f(x)dx+rf(x)dx=11‘+12.
—a [}

Effectuons dans Pintégrale I;, le changement de variable x= —u, donc
dx = —du. Dans ces conditions :

o

I,= fx)dx = —jo f(—uwydu = jaf(—u)du.
-a a 0o .

Comme f(—u) = f(u), on obtient :

IL=| fwdu=1I,.
0

(Y

On interpréte facilement ce résultat en utilisant la notion d’aire (Fig. 7.4) :
aire AA'OE = aire EOB'B, donc aire AA’B'B =2 xaire EOB'B.

YA
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3. Si la fonction f admet T pour période, I’intégrale de f sur un intervalle ayant
pour longueur T ne dépend pas de Iintervalle considéré :

a+T b+T
f F(x) dx = f 1 dr.
a vp

‘Effectuons le changement de variable t = x + b — a. Les bornes de la pre-
miere intégrale deviennent a + b —~a=b et a+ T+ b—-a=b+ T la
relation cherchée en découle, puisque dx = dr.

ExempLEes. 1. La fonction cosinus étant paire,

/2 /2
I=J cosxdx=2j cos xdx = 2[sin x]”* = 2(1—0) = 2.
—1f{2 4]

sin x

2. Calculer I = j

cos® x
14
Il suffit de remarquer que la fonction 2 intégrer sin x/cos® x est impaire, donc
I=0.
sin x
cos® x

dx

2n
3. Calculer J = j
0

La fonction a intégrer admettant 2 = pour période,

J= f X dx = 0.

Joocosx

7.14 Intégration par parties.  Soient f et g des fonctions numériques contini-
ment dérivables sur un intervalle fermé borné [a, b]. Alors

f f() g'(x)dx =[f(x) g(X)]:—f () g(x)dx. 0

Remarquons que les fonctions fy’ et f'g, étant continues, sont infégrables. La
formule (1) résulte immédiatement de la relation

(f9)Y =f9'+f'g.

ExEMPLES
1

1. Calculer [ = f x Arctg x dx.
0
Posons

u = Arctg x, d’ol du = ﬁc——é;
1+x

dv = x dx, d’olt v = x%2.
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z L1 [t xPd 1 (*x*d
On a donc I=[§2—Arctgx] —-~f X x=g-§ X ’;

o 2 Jo 14x? o l+x
1 .2 1 2 1 1
- d

Calculons J =f X d’i =J 7+l Zl)dx =j dx—J xz

o 14x 0 1+x” 0 o 1+x
Donc J = [x], — [Arc tg x], = 1—n/4
et 1=15..1(1_’z)=f_1.

8 2 4 4 2

/4
2. Calculer Pintégrale J (x+7/4) cos x dx .
0

La formule (1) conduit aussitdt &

n+%_1'

2./2

/4 /4
J (x+7/4) cos x dx = [(x+n/4) sin x]7 - J' sin x dx =
0 ‘ 0

715 Primitives des fonctions i valeurs complexes. La définition des primitives
g’étend au cas des fonctions d’une variable réelle & valeurs complexes. On montre
aisément que la fonction f= P-+jQ admet une primitive si et seulement si les
fonctions & valeurs réelles P et Q en admettent une. On se raméne donc au cas des
fonctions & valeurs réelles (& ceci prés qu'il est parfois plus facile de trouver une
primitive de f que des primitives de P et de Q).

Par exemple, soit f la fonction définie sur R par

f(x) = /¥ =cos x+j.sin x .

Les fonctions P: x> cosx et Q: x> sinx admettent pour primitives les
fonctions O et — P. Donc f'admet pour primitive la fonctiong = Q0 — jP, c’est-a-dire
la fonction g définie par la formule :

g(x) = sinx—jcosx = l.(cos x+jsinx) = -.1-65’“.
J ]

7.16 Intégrale des fonctions 2 valeurs complexes. La définition des sommes de
Riemann ne s’étend pas au cas des fonctions & valeurs complexes, car il Wy a pas
de relation d’ordre sur C.

On dit tout simplement qu’une fonction f=P+jQ d’une variable réelle a
valeurs complexes est intégrable sur Pintervalle [a, b] si les fonctions P et O le sont;
on appelle alors intégrale de f sur [, b] le nombre complexe

Jh fx)dx = JbP(x)dx+j Jb O(x)dx.
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APPLICATIONS DES INTEGRALES

7.17 Valeur moyenne d’un courant. Rappelons que la valeur moyenne
d’une fonction continue f sur un intervalle [g, b} est, par définition,

1 b
J f(x)dx.
b—a Ja
Nous allons calculer cette expression dans le cas du courant €lectrique.
a) Courant non redressé :

I=1I,sin wt.
La plus petite période est T'= 2n/w. La valeur moyenne de I'intensité est :

1 (T '
Iy = ; fo I, sin wt dt.

En posant z = wt, nous voyons que

I 0 im . I 0 2r
Iy = —— sinu du = —[—cosu], = 0.
T Jo 2n
Un ampéremétre 4 cadre mobile (ou un voltmétre & cadre mobile), appareil
sensible au courant moyen, ne déviera donc pas, ce qui est intuitif,
11 convient de noter que IAt est la quantité d’électricité transportée pendant un
temps trés court At; lintégrale [, I, sin w¢df représente donc la quantité d’élec-
tricité fournie pendant une période.

b) Courant redressé a deux alternances (Fig. 7.5) :

I=-I5|sin-wt|~

—
Frc. 7.5
N\
Ol T 't
I est immédiat que
2 [T 21 w4l 21,
I, == Iysinowtdt = 22 [—cosu]’ = —0= 229,
A f 0 0 wT [ ° T 4
C’est ce qu’indiquera un galvanométre A cadre mobile.
) Courant redressé a une alternance (Fig. 7.6) :
T4
Fic. 7.6
A B8 -
0 B i
- = -
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Il est immédiat que lintensité moyenne est la moitié de la précédente, soit
I _ Io/n .

moy

Remarque. Tout ce que nous venons de dire, dans les trois cas, sur les
intensités s’applique aussi aux forces électromotrices et aux différences de
potentiel, redressées ou non.

7.18 Valewr efficace d’un courant. Nous venons de voir que la valeur
moyenne I, est l'intensité d’un courant continu transportant pendant une
période la méme quantité d’électricité que le courant alternatif considéré.

La valeur efficace I, d’un courant est I'intensité d’un courant continu qui dégage
pendant une période la méme quantité de chaleur que le courant alternatif
considéré, dans une résistance donnée (et arbitraire). D’aprés la loi de Joule, la
quantité de chaleur dégagée par ce courant continu est

W = RI%T.
D’autre part, la quantité de chaleur dégagée par le courant alternatif est
T
W =R J I*dt.
0

La valeur de la résistance s’élimine, et il reste :
1 T
== J I*dt.
T Jo

Ainsi, la valeur efficace n’est autre que la racine carrée de la valeur moyenne de I2.
a) Cas du courant non redressé :

2 1 T : 2
I = P I, sin wt)* dt.
4]

T Ty
Or, f sin? wt dt = j }—cﬁz—ﬂdt = Z
) 0 2 2

Il en découle que L = IO/\/Z
De méme pour lad.d.p. : Vi = VO/\/—Z—.

b) Cas du courant redressé a deux alternances. 1’intensité efficace a la méme
valeur, puisque la quantité de chaleur, ne dépendant pas du sens du courant, est
la méme.

¢) Cas du courant redressé a une alternance. La quantité de chaleur dégagée est
la moitié de celle qui est dégagée par le courant & deux alternances, soit :

RI*T =4 RI%T;
dot:  I'=Ig/y2=12.
Comparaison entre la valeur moyenne et la valeur efficace. Nous venons de voir

que
1 (" 1 ("
Imoyz"j:,j‘ Idt Ieff= —TJ\ Izdl.

0 0
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Or, d’aprés I'inégalité de Schwarz,

T T T
J Id: < \/J I? dt \/f dr,

0 0 0

T
soit encore, puisque j dt =T,
]

1 (" 1"
2
TJ‘ Idr < TJ[dZ,
4] 0

ouenfin I, < L.
La valeur moyenne d’un courant est donc toujours inférieure a sa valeur efficace.

7.19 Puissance fournie par un courant alternatif. Soient une différence de
potentiel

V=V, sin wt

et un courant I décalé d’un angle ¢ sur la d.d.p.
I= I sin (wi— @) .

Pendant un temps trés court A¢, I'énergie fournie est
AW =VIAt.

L’énergie totale pendant une période T est donc :

T T
W = f Vo sin wt I sin(wt— @) dt = VI, J sin wt sin(wt—¢@)dz.
0 0

-—-Or,-on-sait-que i sin-a sin-b-=%[cos-(a—b) —cos-(a+b)];
donc sin wf sin (wt— @) = }[cos p—cos Qwt— )],
ce qui donne deux intégrales :
T T
W = %& [J cos @ dt-f cos(2cot—(p)dt].
0 0

La deuxiéme intégrale est visiblement nulle; il reste donc :

T
w = Yolo o (Dj dt = YeloTcOs @
2 0 2

La puissance P est l’énergie par seconde; soit f= 1/T la fréquence. Alors :

szVOIOTcosq): VoI, cos @ _ E‘)——Iﬁcosqo.‘

2 RN N

Finalement : P=Vlgcoso.

7.20 Calcul du travail a fournir pour allonger un ressort. Calculer le travail
qu'il faut dépenser pour allonger un ressort d’une longueur I, sachant que la force est
proportionnelle au déplacement F = Kx.

Le travail total n’est pas F/ puisque F varie tout le long du déplacement.
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Plagons-nous & la distance x du point de départ (12 ou la force initiale est zéro,
le ressort n’étant pas tendu au départ). En ce point la force est

F=Kx.

Pendant un déplacement Ax trés petit, le travail est sensiblement :
AW = FAx = KxAx .

Le travail total de 0 & / est donc :

4
W = J Kxdx = K[x*/2],
(o]

2 2
W=K<12-— ):IS’--_-_IS’.z

On remarque que KI/2 est la valeur de la force au milieu du chemin parcouru,
donc tout se passe comme si cette force moyenne $’était déplacée de L

721 Calcul de Pénergie fournie par un condensateur électrique qui se décharge.

Soient C sa capacité, ¥, la différence de potentiel entre ses deux bornes et @,
la charge électrique qu’il contient (Qo = CVo).

La décharge n’étant pas instantanée, plagons-nous a un instant quelconque,
au bout du temps 7. A ce moment, il reste dans le condensateur une charge Q et

la d.d.p. aux bornes est ¥V = Q/C.
Pendant un temps At, il sort une charge AQ du condensateur (At est suffisamment

petit pour que I’on puisse supposer V constant), et I'énergie fournie par AQ
coulombs qui « tombent » de ¥ volts est :

AW =TVAQ.
L’énergie totale est
0 0
Qo 00 C

(En effet, la variable étant ), cette charge varie de 0, au début jusqua 0 4 la fin
de la décharge.) D’olt

2710 ‘ 2 2 272
W=l[9_] =1<0_.9_o>=_.19_o=_101’o=_1cvg.
CL2lde C 2 2C 2 C 2

On retrouve bien ainsi I'énergie contenue dans C a ’état potentiel, le signe — indi-
quant que c’est de I'énergie que I'on récupére.

792 Calcul du travail 2 fournir pour écarter les plaques d’un condensateur. On
considére un condensateur électrique de capacité C relié en permanence da une
source continue dont la force électromotrice est E. Calculer le travail qu'il faut
dépenser pour écarter I'une des plaques d’une distance D, parallélement d elle-méme
(lisolant étant I'air).

Soit e la distance initiale des deux plaques; on démontre en électricité que la




150 . Chapitre 7

force attractive qui s’exerce sur chaque plaque est (systéme SI) :

&, SE? 1
F=%22 ot £p =
2 ¢ ° 7 4 x9x%10°

et ou S est I'aire en regard des plaques. I1 faut donc dépenser un travail pour
€carter I'une des plaques (c’est-a-dire fournir de I’énergie).

Le travail total n’est pas FD, puisque F varie 4 chaque instant. Plagons-nous
donc 2 la distance x du point de départ (Fig. 7.7); la distance des plaques étant
e+x, la force attractive est, & ce moment :

50 SE?
F=% -
2 (e+x)
|
e I
G- |
|
4—)&)—}——»—
\ F
|
|
-(-———b—-"»-
|y
I
+ 1 -
E
Fig. 7.7

Donnons & x un accroissement trés petit Ax; le travail est
AW =FAx.

On obtient le travail total par intégration :

D 2 D
W=J % _SF 2dx=8—°SE2J =
0 2 (e+x) 2 o (e+x)

D
_PLQSEz.[_I_] = _S_OSEZ[_l__l]
2 e+x_lo 2 e+D e
__ & SEZ[e—e——-D] _ & SE*D

2 e(e+D) 2 e(e+D)

_fgi@f< e )
2 ¢ \l+e/D)

On reconnait le produit de la valeur initiale de la force par

I

Il

1+e/D'
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7.23 Calcul du temps nécessaire pour qu’un réservoir d'eau se vide. Soit un
réservoir cylindrique de rayon R =2m et de hauteur h=3 m. La vitesse d’écoule-
ment v au tuyau de sortie, placé a la base, étant a chaque instant proportionnelle
a la racine carrée de la hauteur de Ieau, calculer le temps nécessaire pour que ce
réservoir se vide, sachant que le débit est de 2 litres par seconde au moment ot la
hauteur est de 1 métre.

_

h gy Dx

Z2N

Fic. 7.8

La vitesse instantanée de I’eau 2 la sortie peut s’écrire (en litres par seconde),
en appelant x la hauteur de I’eau & un instant quelconque (Fig. 7.8) :

v = 2\/}
ou bien B
v=2/x10"°m’s.

Plagons-nous donc au bout d’un temps ¢ aprés I'ouverture du robinet. A ce
moment le niveau de I’eau a déja baissé, sa hauteur est devenue x et la vitesse de

I'eau 4 la sortie est v.
Pendant un temps At, le niveau de I'eau baisse de Ax, et le volume d’eau

correspondant & cette tranche est :
AV = SAx =nR?>Ax = 4nAx (en m>).

D’autre part, pendant ce temps At, ce méme volume d’eau est sorti par le robinet.
Or, vAt représente le volume de I'eau qui est sorti :

AV = 4000 Ax = v At (en litres).
D’ot

_ 40007Ax _ 4000 nAx

v N

Le temps total pour vider le réservoir est

At

h ' _ _
t=2n103j 9% _ 47103 /h = 400073 ~ 21765

0 /x

soit 6 h 2 mn 45s.
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7.24 Calcul de la poussée hydraulique sur une surface verticale. Considérons
une porte d’écluse plane et rectangulaire, de hauteur 4 et de largeur / (Fig. 7.9).

Z I
/ i

\\§

A T 7, /+// 77 ;h
A / E
-
7

/

A o e e e E

Quand I’eau baigne enti¢rement 'une des faces de cette porte, elle exerce sur elle
une force F dont nous désirons connaitre la valeur.
On sait que la pression p varie avec la profondeur x, et que

p=10%x
(les pressions étant mesurées en pascals et les longueurs en métres.)
Considérons la partie de la porte comprise entre la profondeur x et la
profondeur x+ Ax; cette partie a pour aire AS = [Ax, et la force qui s’exerce sur

elle est
AF=pAS=10*x/Ax .

—La force totale-s’exer¢ant-sur-toute Ja-porte-est-done-:

h
F = J 10* Ixdx = 10* I[x?/2], = 10*1R?/2.

0
Application. Si h= 6 et [ =10, alors

10x 36

F = 10* = 1,8x10°N.

7.25 Calcul de la diminution de la longueur d’ume tige verticale. Calculer la
diminution de longueur d’une tige verticale homogéne, de section constante, reposant
sur le sol, sous effet de la compression due & son poids (Fig. 7.10).

On connait la formule fondamentale de la résistance des matériaux : soit une
tige quelconque en métal, de section S, soumise & un effort F de traction ou de
compression; effort par millimétre carré est

n=F[S,

Si I est la longueur et Al la variation de longueur, ’allongement ou la compres-
sion unitaire, c’est-a~dire par unité de longueur, est

i=All.
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La loi de Hooke dit que I'effort unitaire 7 est proportionnel & i (tant qu’on ne
dépasse pas la limite d’élasticité) :
n=Ei,

ou E est le coefficient d’élasticité.

A X Tz

TITITL 00077777
Fic. 7.10

Soit donc une tige (ou une colonne) verticale, de hauteur /, posée sur le sol.
Un élément de hauteur Ax situé 4 la distance x du sommet est soumis a la force :

F=68Sx,

ol & désigne la densité. Le raccourcissement unitaire est
i=n/E=6x[E.

La hauteur de I’élément devient donc :
Ax—Ax(6x/E) = Ax(1—0x/E) .

La nouvelle hauteur I’ de la tige s’obtient par intégration :

1 2 y
z'=J (—6x/Eydx = 105 — 1 - ©OSDI_ ) PL
0 2B 2ES 2ES

la diminution de hauteur est donc :
[—1"=PI2ES .
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Applications des intégrales 4 des problémes

7.11

Une riviére a la forme de la courbe 4y = x* —4x2 +4x (x et y en km), et une route
qui la coupe & P'origine forme I’axe des x. Quelle est la valeur du terrain compris
entre la riviére et la route, 4 partir du point ott la route coupe la riviére jusqu’au

e point-olelle-la_coupe-de-nouveau,-le-terrain-colitant-10-000-F-12hectare 9 -——————

7.12

7.13

7.14

7.15

7.16

La vitesse angulaire d’un volant est do/ds = K+ w,. Si on suppose que W =471
radians par seconde, et que K = /6 rd/s, calculer le nombre de tours effectués
pendant la deuxiéme minute.

Soit un ressort & boudin qui s’allonge de 1 mm pour un effort de traction de 30 N,
Calculer le travail nécessaire pour allonger le ressort de 20 mm, sachant que la
force de traction est proportionnelle au déplacement.

Un mobile tombe, en partant du repos, d’une distance 4 du centre de la Terre.
La formule qui donne son accélération y aprés une hauteur de chute x est

Y = gR?/(h—x)*
ol g est I'accélération de la pesanteur et R le rayon de la Terre. Calculer la vitesse

du mobile aprés une hauteur de chute x,, la vitesse initiale étant nulle. Avec quelle
vitesse touchera-t-il la surface de la Terre s'il part du repos & une distance 2R ?

La vanne d’une digue verticale a 10 m de largeur et 4 m de hauteur. Calculer la
pression totale de I’eau sur cette vanne, quand le niveau de I’eau est 4 4 m au-dessus
du sommet de la vanne.

Un entonnoir conique est rempli d’eau. Si H est sa hauteur, R Ie rayon de base,
et s la section du tuyau de sortie de I’entonnoir, calculer le temps ¢ pour que
Pentonnoir se vide.




CHAPITRE 8
FONCTIONS LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES

8.1 Préliminaires. Nous avons remarqué que le tableau des dérivées, lu 4
Penvers, fournit les primitives de certaines fonctions usuelles. Pour calculer les

primitives d’autres fonctions, telles que x — 1 et x > 1

I+x NS
amenés a introduire de nouvelles fonctions : fonctions logarithmes et exponentielles,
fonctions puissances, fonctions hyperboliques. Ces diverses fonctions nous seront
d’un usage constant jusqu’a la fin de cet ouvrage, au méme titre que les fonctions
circulaires, par exemple. ‘

, IOUS Sommes

FONCTIONS LOGARITHMES

8.2 Définition des fonctions logarithmes. Les fonctions logarithmes apparaissent
de maniére naturelle dans la résolution du probléme suivant :

Trouver les fonctions dérivables f définies sur intervalle 10, + o[ telles que,
pour tout couple (x, y) de nombres réels strictement positifs,

FGy) =) +13) . )

by

Nous imposons & une telle fonction f d’étre injective. Alors f définit un iso-
morphisme de 10, + oo sur son image par f.
La relation (1) signifie, par exemple que

fO) =fQ@)+/G),

c’est-a-dire que la valeur de la fonction, lorsque la variable est 6, est égale 4 la
somme des valeurs que prend la fonction pour x=2 et x=3.

La relation (1) permet de ramener le calcul d’un produit & celui d’une somme,
et le calcul d’un quotient a celui d’une différence. (On emploie & cet effet une
table des valeurs de f, ou une régle a calcul.)

Supposons d’abord qu’il existe une telle fonction f. En substituant 1 & x et y
dans la relation (1), nous voyons que

SO =D+,
soit

f(ly=0.

Dérivons les deux membres de la relation (1) par rapport & y (c’est-a-dire en
supposant provisoirement x constant) :

xf' (xp)=1'();

QUINET, — Mathématigues supérienres. Tome 2 6
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substituons 1 2 y :

et posons
k=£'().

Puisque f est supposée injective, f” n’est pas nulle, et k est différent de 0.

Réciproquement, soit k un nombre réel non nul. Alors la fonction x > k/x,
étant continue sur Pintervalle 10, + oo[, est intégrable. Elle admet une primitive f
et une seule s’annulant au point 1, & savoir la fonction

x k dt
1t

Puisque k est différent de 0, la fonction f est strictement monotone, et donc
injective.

11 reste & prouver que f satisfait & la relation (1). Calculons 2 cet effet f(xy), en
utilisant la relation de Chasles :

f(xy)=kf”95=kj dt+kj E‘f—f(x>+zf dt.
1t 1t x t

Dans la derniére intégrale, faisons le changement de variable ¢ = xu :

k [xydt k[ Xdu=k [ygﬂ—f( )

x...L 1.XU

ce qui montre que la fonction f convient.

Une telle fonction f est appelée logarithme. En particulier, lorsque k = 1, la fonc-
tion f est appelée logarithme népérien, et notée In.

8.3 Propriétés des fonctions logarithmes. Soient f une fonction logarithme et x
un nombre réel strictement positif. Alors

fAfx)=—jf). @
En effet,

f(x . i) - f(x)+f<l> = f(1)=0.
X X

Plus généralement, soit #» un entier rationnel. Alors

FG) =nf(x). 3)

(Cette formule est valable méme si n=0, & condition de convenir que x°=1.)
La relation (3) se déduit immédiatement de la relation (1) par récurrence sur #,
lorsque n est strictement positif. Si n est strictement négatif, posons n' = —n.
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Alors
X =1/x",

et
Fe =fQ[x") = = f(&") = —n'f(x) = nf(x) .

Soient enfin p un entier rationnel et g un entier naturel non nul. Alors
S = gf(x). @

Posons en effet y = e/x_", soit y? = x?, D’aprés la formule (3),
FON =af(») =fx") =pf(x) .
La formule (4) s’en déduit aussitot.

Remarque. Soient p’ un entier rationnel et ¢’ un entier naturel non nul tels que
P’ q=pq’, cest-a-dire tels que

’

e~ ]
QT

’

]

Alors
Sy = {;— f(x) = !q’~f(x) = f(&/*P).

La fonction f étant injective,
g/ x? = \"/J_c_" .

La valeur commune des deux membres ne dépend donc que de x et de

r=plqg=p'/q’; on la note x".
Les fonctions logarithmes nous ont donc permis d’étendre la définition des

fonctions puissances au cas des exposants rationnels.

8.4 Logarithme népérien. La fonction logarithme népérien est dérivable sur
10, 4+ co[. Sa dérivée, étant la fonction x  1/x, est & valeurs strictement positives.
La fonction In est donc strictement croissante. Pour pouvoir remplir le tableau
de variation, il nous reste & chercher les limites de In x lorsque x tend vers + o0
et lorsque x tend vers 0. » :

Montrons d’abord que la limite de In x lorsque x tend vers +oo est +co.
Puisque 2” tend vers + oo lorsque # tend vers + 00, et que le logarithme népérien
est croissant, il nous suffit de prouver que In 2" tend vers + oo lorsque » tend

vers -+ co; Of,
In2"=nln2,

et In 2 est strictement positif. Ainsi,

lim Inx = +00.
x>+ 0
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Comme In x = —1In 1/x, il est clair que
Imlnx = —00.
x- 0

Etudions enfin la limite de (In x)/x lorsque x tend vers + oo. Remarquons & cet
effet que, pour tout nombre réel ¢ supérieur a 1,

1/1<1/4/t,

et donc que, pour tout nombre réel x supérieur i 1,
x x
lnx=J é-t< ili=2(\/x—-1)<2\/x.
1t 1 \/;

1l s’ensuit que

Inx 2
—_—

SN =
Comme le second membre tend vers 0 lorsque x tend vers + co, il en est de méme
du premier membre, celui-ci étant positif,

Autrement dit, le graphe de la fonction logarithme népérien présente une
branche parabolique dans la direction de Ox; d’autre part, il admet Oy pour
asymptote.

Nous sommes maintenant en mesure de remplir le tableau de variation du
logarithme népérien :

x 0 1 +co

1/x + 1 +

Inx | —o0 / 0 / +00 .
La dérivée seconde est la'fonction x+ —1/x?; puisqu’elle ne s’annule jamais,

Yi

Fic. 8.1
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le graphe de la fonction In ne présente pas de point d’inflexion. La concavité est
tournée vers les y négatifs (Fig. 8.1).

Pour x =1, y' = 1; la tangente au point (1, 0) est paralléle & la premiére bissec-
trice. ’

L’intervalle de R image de lintervalle 10, + o[ par la fonction logarithme
népérien, n’étant ni majoré ni minoré, est R tout entier. Ainsi, le logarithme népérien
est un isomorphisme du groupe wultiplicarif 10, +oo[ sur le groupe additif
]—o0, +oof.

8.5 Logarithme de base a. Nous allons constater que I’étude de toute fonction
logarithme se rameéne 2 celle du logarithme népérien.

Le logarithme népérien étant une bijection de ]0, + oo sur ] — oo, 00|, pour
tout nombre réel non nul %, il existe un nombre réel strictement positif a et un seul
tel que

Ina=1J/k.

De plus, a est différent de 1.

x

. t
La fonction x—= k| —=klnx
1t

s’écrit donc d’une maniére et d’une seule sous la forme
In x
X > —=, : 0
Ina

On I'appelle logarithme de base a, et on la note log,.

Le nombre a correspondant au cas du logarithme népérien (lorsque k = 1)
s’appelle naturellement base des logarithmes népériens, ou parfois nombre de
Neper, et se note e. La valeur approchée par défaut & 107> prés de e est :

e~ 2,718 28,

(Nous avons introduit au tome 1 le nombre e comme la limite de la suite de
. 1 1 1 , .
terme général 1 + 11 + 31 + o 4 Pk Nous démontrerons au tome 3 qu’il
s’agit bien du méme nombre.) )
La formule (1) permet de remplir aisément le tableau de variation de la fonction
logarithme de base a4. Il convient de distinguer deux cas suivant les valeurs de a,

x 0 1 + oo
a>1 1 + +
xlna
log,x | —o S0/ + 00
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x 0 1 + o0
O<axl1 1 _ —
xIna
log,x | +o AW 0 N —00
YA a>1
14
o 1 i,
a<A1
Fic. 8.2

Le logarithme de base a est aussi un isomorphisme du groupe multiplicatif

10, 4+ oo] sur le groupe additif ] —co, +oof.
Soient a et b deux nombres réels strictement positifs et différents de 1. La

relation (1) montre que la fonction définie sur 0, 1] U ]1, +oo[ par la formule

o log, x
log, x

b

est constante et égale A In b/ln a. On peut encore exprimer ce rapport en remar-
quant que log, a=1, ou que log, b= 1. D’ou

Eﬁ:logab= 1

Ina log, a )

Le logarithme de base 10 s’appelle logarithme décimal, et se note parfois lg.
Le nombre 1/In 10 se note M; approximativement,

M =~ 0,434 29 et 1/M~230259.
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Le logarithme décimal d’un nombre réel strictement positif x est donc lié
son logarithme népérien par les formules

logiox = MInx,

1
Inx = Mloglox.

8.6 Dérivée logarithmique. Soit f une fonction dérivable et ne s’annulant pas.
Le théoréme sur la dérivée d’une fonction composée montre que In|f} est
dérivable, et que

(n|f)y =f"lf -

Les formules donnant le logarithme d’un produit, d’un inverse, d’un quotient,
se traduisent aussitdt par :

(fgY

fa

==
+
@ |9
i
|

Nous voyons ainsi apparaitre U'intérét de la fonction f'[f, appelée dérivée
logarithmique de f (ou dérivée du logarithme de f). Les relations précédentes se
traduisent par :

La dérivée logarithmique du produit fg est la somme des dérivées logarithmiques
de fetdeg.

La dérivée logarithmique de 1/g est Popposé de la dérivée logarithmique de g.

La dérivée logarithmique du quotient flg est la différence des dérivées logarith-
miques de f et de g.

Plus généralement, on montre que, pour tout couple (7, p) d’entiers rationnels,

©)
7 _ I g

L" n—;-—pg.

gP

Les dérivées logarithmiques constituent souvent un intermédiaire commode
dans le calcul des dérivées, ainsi que le montre I'exemple ci-dessous :

ExeMpLE. Calculer la dérivée de la fonction f définie par la formule

_(x=1 (x+1)°

e = G2 +x+1)%
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Calculons d’abord la dérivée logarithmique de f:

(%) 1 3 2x+1
= + -2 .
fx) x—1 x+1  x*4x+1

En réduisant au méme dénominateur, nous obtenons
flx) 6x
f) G=1) (x+1) (P +x+1)
En multipliant les deux membres par f(x), nous trouvons finalement que
6x(x+ 1)?
(*+x+1)°3

f'(x) =

Nous rencontrerons des dérivées logarithmiques dans I’étude des équations
différentielles du premier ordre (voir tome 4). Nous utiliserons alors le théoréme
suivant : '

Soient f et g deux fonctions dérivables ne s’annulant pas. Si les dérivées logarith-
miques de f et de g sont égales, alors f et g sont proportionnelles.

(Autrement dit, il existe un nombre réel non nul %k tel que f=kg.)
En effet, la relation

flif=9'lg
montre que f'g—fg’' =0, et donc que
(flg) =0.

11 découle alors de la formule des accroissements finis que la fonction f/g est
constante, ce qu’il fallait démontrer.

8.7 Différentielle logarithmique. Lorsqu’on emploie la notation différentielle,
la dérivée logarithmique fait place 4 la différentielle logarithmique, c’est-a-dire
a la différentielle du logarithme :

af
d(ln f) = =-.
(In f) :

Par exemple, si
y=f(x)=(tg x)*,
alors
Iny=xIntgx
et

d_y dx 1 dx dx 2dx

y x tgxcos®’x x sin2x

Le théoréme précédent s’énonce encore :
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Soient f et g deux fonctions dérivables ne s’annulant pas. Si f et g ont la méme
différentielle logarithmique,
ds _dg
£’

alors les fonctions f et g sont proportionnelles.

8.8 Fonction exponentielle. Nous avons vu que le logarithme népérien est un
isomorphisme du groupe multiplicatif 10, + oo sur le groupe additif ] —co, 4+ oo].
La fonction réciproque s’appelle fonction exponentielle, et se note

X+ exp x .

Cette fonction est un isomorphisme du groupe additif ] — oo, + oo[ sur le groupe
multiplicatif ]0, +oo[ .
Autrement dit,

— pour tout nombre réel strictement positif x,
exp (In x) = x;

— pour tout nombre réel u,
In(expu)=u,

—- pour tout couple (u, v) de nombres réels,
exp (u+v) =(exp u).(exp v) .

Le théoréme sur la dérivée d’une fonction réciproque montre que la fonction
exponentielle est dérivable, et que

(exp x) = L = exp x.

(523)

Le tableau de variation est

x — 00 0 + 00

(exp x) + 1 +

exp x 0 / 1 / + o0
Notons que, la dérivée au point d’abscisse 0 étant égale & 1,
lim expx—1 _

x-+0 X

1.

Le graphe de I'exponentielle se déduit de celui du logarithme népérien par une
symétrie relativement & la droite d’équation y=x. Il admet l'axe Ox pour
asymptote.
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Etudions la limite de (exp x)/x lorsque x tend vers +co. Posons 4 cet effet
y =exp x. Alors

expx _ y

x Iny
ce qui montre que
lim 22X _

x—++o X

+00.

Le graphe de I'exponentielle présente donc une branche parabolique dans la
direction Oy (Fig. 8.3).

Yi

d

ol 1

W |

FiG. 8.3

Les propriétés des fonctions logarithmes montrent que, pour tout nombre réel u
et pour tout entier rationnel n,

exp nu = (exp u)".

Plus généralement, pour tout nombre réel u et pour tout nombre rationnel r,
exp ru = (exp u)".
Prenons u égal 4-1; alors

expn=(exp1)"=e",

et

expr=(exp 1) =¢e’.




Fonctions logarithmes et exponentielles 165

La restriction de la fonction exponentielle 3 I'ensemble Q des nombres
rationnels n’est donc autre que la fonction

rese.
Ceci nous conduit & noter
x> e*

la fonction exponentielle.

8.9 Fonction exponentielle de base a. Nous pouvons étudier de méme la
fonction réciproque de la fonction logarithme de base a; cette fonction réciproque
s’appelle fonction exponentielle de base g, et se note

X > €Xp, X .

(On omet donc I'indice a lorsque a = e.)

Cette fonction définit un isomorphisme du groupe additif ] — oo, 4+ co[ sur le
groupe multiplicatif 10, +co[.

Autrement dit,

— pour tout nombre réel strictement positif x,
exp, (log, x) =x;
'— pour tout nombre réel u,
log, (exp, u) = u;
— pour tout couple (1, v) de nombres réels,
exp, (u+v) = (exp, u).(exp, v) .
L’exponentielle de base a est une fonction dérivable, et
(exp, x)' =(In a).exp, x .

Nous devons distinguer deux cas pour le tableau de variation :

x — 00 0 -+ 0

a>1 (exp, %)’ + +

exp, x 0 / 1 Ve + 00

X —CO 0 + 00

O0<axl (exp, x)' - —

exp,x | +o N 1 N 0

Comme dans le cas de la base e, on constate que, pour tout nombre rationnel r,

exp,r=a .
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Y k
<1 a>1
1
o| 1 X
Fic. 8.4

On note donc
Xt at

la fonction exponentielle de base a (Fig. 8.4).
La relation

y=a
équivaut a

Iny=xlna,

Chapitre 8

soit a
xIna

y=¢

Nous retrouvons ainsi la dérivée de I'exponentielle de base a :

(exp, x)' = (@) = (In a).e" " = (In a).exp, x = (In @) .a* .

1

La relation (1) ayant un sens méme si =1, on est amené & poser, pour tout

nombre réel x.
1=1.

Dans ces conditions, pour tout couple (g, b) de nombres réels strictement positifs

et pour tout nombre réel x,
(ab)* = a*b* .

En effet,
e In(ab) __ ex(lna-Hn b) .

Les fonctions exponentielles décroissantes se rencontrent dans un grand nombre

d’applications pratiques, par exemple :

Walaw
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1° la température d’un corps qui se refroidit est donnée par la formule
approchée
0 == 00 e— be
ol ¢ est le temps, et ot b est une constante qui dépend de la nature, de la forme et
de la... couleur du corps.
20 dans la décharge d’un condensateur électrique dans une résistance, 'intensité
du courant en fonction du temps est
i=Te YR,
30 dans I’établissement du courant dans une bobine d’induction,
' i=I(1—e "Ry,
40 dans les vibrations des ressorts, les oscillations d’'un pendule, un réservoir
d’eau qui se vide par le bas, etc.

59 dans la décharge oscillante d’un condensateur dans une bobine, le courant
est donné par

i=Ie “sinwt.

8.10 Exercices sur les exponentielles

1. Soit y =e°*; on demande de calculer x en fonction de y.
Prenons les logarithmes népériens des deux membres :

Iny=In(e’*)=5xIne
et comme lne=1,

Iny=5x
d’ou

1
x==Iny.
5 y

2. Soit log,o y = 3; calculer .
Pour avoir y, on prend la base, ici 10, que I"on éléve 2 la puissance indiquée a
droite du signe égal, ici 3 :
y=10%=1000;
en effet, le logarithme décimal de 1000 est bien 3.

3. Soit In y =3, calculer y.
Pour avoir y, on prend la base, ici e, que 'on éléve & la puissance indiquée a
droite, ici 3 :
y=e;
en effet, le logarithme népérien de e est bien 3 :
Iny=Ine*=3lne=3x1=3.
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4. Soit I'expression :
I = 100 milliampéres

i=Ie "R gpec i =10 milliampéres
C = 1 microfarad
R =1 mégohm.
On demande de calculer t.
On a
i —yer_ 1
TR
ou bien
Iji =e'R

Prenons les logarithmes népériens des deux membres :

1n17=lne’/CR=L]ne=—t——

i CR CR’
d’ou
t = CRIn(I/i) = 10™° 10° In(0,100/0,010),
t=1n10 = 2,31g10 = 2,3s.

8.11 Exercices de dérivation des fonctions logarithmes et exponentielles,

1. Calculer les deux premiéres dérivées de y = €* sin x.

. Ecrivons
y=up avec u=e* et v=sinx
y =uw' 4o avec W=¢" e v'=cosx
Donc

y' = ¢e* cos x+sin x e* = e*(sin x+cos x) .

Pour calculer y”, posons u=¢* et v=sinx+cosx.
Donc

v =cos x—sin x

et
¥ =e*(cos x—sin x)+(sin x+cos x)e*,
y'=2e*cosx.

2. Calculer la dérivée de y =1n x Arc tg x.

En posant
u =Inx v = Arcigx
, 1 , 1
U = - v o= Z
x 1+x




Fonctions logarithmes et exponentielles
on obtient :

+~1~Arctgx.

=Inx
¥ 1+x* x

3. Calculer la dérivée de y = €¥[In x.

, _Inxe™—e*. 1/x _ o Inx—1/x

(In x)* " (Inx)?

y,__ex[_g__ 1 ]
Inx x(nx)>)

4. Calculer la dérivée de y =1n \/1—4x* .
Ecrivons

y =Ilnu avec u =./1—4x
! ul 7
y == avec  u
u
Donc
, 4x 1 4x
y = ~

_ —8x _ 4x
2 /1—4%  Ji-ax*

1A J1-ax T -4t

5. Calculer la dérivée de y = In (x++/%* +a).
Ecrivons

y = lnu, avec u=x+/x+a;
W] 2X X tatx,

2./x*+a \/x2+a

. u X datx 1

1

J+a x+\/x2+a B \/x2+a.

169




170 Chapitre 8

FONCTIONS PUISSANCES

8.12 Fonctions puissances. Les fonctions logarithmes et exponentielles vont
nous permettre de généraliser la définition des fonctions puissances au cas ol
’exposant n’est pas rationnel. Soient en effet x un nombre réel strictement positif.
Le symbole x* représente la valeur de exponentielle de base x au point « si x # 1,
et le nombre 1 si x=1.

La fonction f définie sur ]0, + co[ par la formule

o) =x*

s’appelle fonction puissance o.
La fonction f, composée des fonctions x ++ aln x et y + €*, est continue et
monotone. Plus précisément,

— si a > 0, fest strictement croissante;
— si a =0, f est constante;
— s8i & <0, fest strictement ‘décroissante.

Les limites de f(x) lorsque x tend vers 0, et lorsque x tend vers +ob, se
déduisent aussitdt des propriétés des fonctions logarithme et exponentielle.
En particulier, si o > 0,

lim x% = 0.
x—+0

En posant alors
0%=0,

on prolonge la fonction puissance en une fonction continue sur Pintervalle

[0, +oo].
D’ou les tableaux de variation :

>0 x 0 + 00

x*{ 0 /S +

a<0 x| 0 +co

x*| + o0 AW 0

D’aprés les propriétés des fonctions composées de fonctions dérivables, f est
- dérivable, et

) = Pyt = axt,
X

Cas olt > 0. La limitede x*/x = x*~! lorsque x tend vers + co est égale & + oo
sia>1,eta0si 0 <a< 1. Le graphe de f présente donc une branche parabolique
dans la direction de Oy ou de Ox, suivant la position de « par rapport 2 1. (Le
cas ot a = 1 est celui de la fonction x + x, dont le graphe est une demi-droite.)
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Pour étudier la dérivée & Dorigine, nous devons encore considérer le rapport
x%/x = x*"1, Si @ > 1, la limite est 0; le graphe a une demi-tangente horizontale.
Si 0 <« < 1, la limite est + oo ; le graphe a une demi-tangente verticale.

Cas ot 2 <0. Le graphe admet les axes de coordonnées pour asymptotes.

Y@

o >1

[ S SE I —

<y

FiG. 8.5

Les graphes passent tous par le point (1, 1). Le cas ol «> 1 comprend celui
des puissances m-i¢mes; le cas ol 0 <« < 1 comprend celui des fonctions racines
m-igmes (voir chapitre 1).

Enfin, pour tout couple (a, f) de nombres réels et pour tout nombre réel
strictement positif x,

x*TE = x2xF |

En effet,

e(¢+[1) Inx __ ealnxeﬂ Inx .

8.13 Formes indéterminées exponentielles. On appelle forme indéterminée un
probléme sur les limites ol les théorémes généraux ne s’appliquent pas. Ainsi, le
produit d’une fonction tendant vers O et d’une fonction tendant vers +co peut
avoir une limite finie, une limite infinie (4 o0 ou — o), ou méme ne pas avoir de
limite. Il convient donc de faire une étude directe dans chaque cas. On utilise
surtout & cet effet les développements limités (voir tome 3). Nous allons examiner
tout de suite certaines formes indéterminées faisant intervenir les fonctions
logarithmes, exponentielles et puissances.

Nous avons vu que (log, x)/x tend vers 0 lorsque x tend vers + co. Remplagons
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x par x% o> 0; nous voyons ainsi que

log,(x%)

xd

log, x - 1
o

a

X

tend aussi vers 0 lorsque x tend vers + co.
Remplagons maintenant x* par 1/x*; nous voyons alors que

1 log,(1/x)

x*log, x = lx"‘ log,(x%) = —
o o 1/x"

tend vers O lorsque x tend vers 0.
Remplagons x dans (log, x)/x par a%, si a> 1; il apparait que

x [ x Y log, a*/*\*
;;c— ax/a =1 ax/az

tend vers 0 lorsque x tend vers + co.
Remplagons de méme x par a~** si @ < 1; il apparait cette fois que

—x/a
ax% = (ax/a x)rz — (n'“ IOg,, a >a

a - xfa

tend vers O lorsque x tend vers -+ co.
En résumé :

log,x

lim = 0

e X

lim x®log,x =0

x-+0
o€
. . X
si a>1, Iim — =0
x—++ow 4
sioa<l, lim a*x*=0.
x -+

On rencontre trés souvent en pratique des fonctions de la forme
x = u(x)"®,

ol u est une fonction positive.
Lorsque, pour x tendant vers une valeur x,, vers + oo ou vers — oo,

u(x) tend vers 1 et v(x) tend vers + oo,
u(x) tend vers + oo et v(x) tend vers 0,
u(x) tend vers 0 et v(x) tend vers 0,

on ne peut appliquer les théorémes généraux sur les limites.
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Nous allons traiter quelques exemples ol les indéterminations & lever se
raménent immédiatement aux formes

e*—1

pour x tendant vers 0,
X

Inx e* .
—= et — pour x tendant vers +o0.

X X

8.14 Exemples.

1. Calculer les limites a gauche et a droite au point 0 de
y = (tg x) e~

Posons u = cot x; alors
y = e'fu.

Si x tend vers 0 par valeurs supérieures,  tend vers + oo, et y tend vers + co.
Si x tend vers 0 par valeurs inférieures, # tend vers — oo, et y tend vers 0.

2. Calculer la limite pour x tendant vers n/4 de

gt —¢
y=—"
l1—cotx

Posons ¢ = tg x; alors

__te‘——e__ete‘"l—l
YEITTT T t— 1

Lorsque x tend vers n/4, t — 1 tend vers 0, et y tend vers e.

3. Calculer la limite pour x tendant vers n|2 de

_In|tg x|
ig x—1

Ecrivons y sous la forme

y_ln]tgx[ 1
tg x ) 1—1/tgx.
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Puisque [tg x| tend vers + oo lorsque x tend vers n/2, 1/tg x tend vers O, et la
deuxiéme fraction tend vers 1. Ainsi, y a méme limite que (In [tg x])/tg x. 11 suffit
de poser u = |tg x| pour se ramener 4 la limite de (In w)/u lorsque u tend vers + co.
La limite de y est donc égale 4 0.

4. Soit a un nombre réel. Calculer la limite pour x tendant vers + oo de
y=(14+a/x)*.
Par définition,
y=expxIn(l+a/x).
Il suffit donc d’étudier la limite de
z=xlIn(1+afx).
Posons ¢ = 1/x; alors
;= ln(].t—l—at).

Lorsque x tenid vers + o, ¢ tend vers 0, et z a pour limite la dérivée au point 0 de
la fonction ¢+ In (1+ar). D’aprés le théoréme sur la dérivée d’une fonction
composée, cette dérivée est égale & a. Ainsi, In y tend vers q, et

lim (1+a/x)*= e

X+

Il en découle aussitdt que la suite de terme général

U, = (14+a/n)",

ol n est un entier naturel non nul, est convergente et que sa limite est e
Plus particuliérement encore,
lim (I1+1/n)"=ce.

B+

8.15 Quelques remarques supplémentaires sur le nombre e. Considérons un
capital de 1 franc placé & un taux d’intérét annuel de 10 %, et proposons-nous
de chercher la valeur de la somme capital-+intéréts au bout de 10 ans.

Premier cas : intérét simple. Chaque année, I'intérét est de 1 /10 F, et en dix
ans, le préteur a regu : 1/10x 10 =1 F. Le capital a doublé.

La figure 8.6 représente graphiquement ces faits pour un capital C; chaque
échelon correspond & I'intérét annuel, et les échelons sont tous égaux.

Deuxiéme cas : intérét composé. Dans ce cas (réalisé par exemple dans les
Caisses d’épargne), I'intérét annuel est ajouté 4 la fin de chaque année au capital
qui, par suite, s’accroit d’année en année.

Pour un capital de 1 F, I'intérét annuel est de 1 /10 F, et la somme capital +intérét
est de 1+1/10 F. Autrement dit, & la fin de chaque année, le capital est multiplié

par 1+1/10.
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O1 2345678910 Années

Fic. 8.6

A la fin de la premiére année, on posséde 1+1/10 F.
A la fin de la deuxiéme année, on possede :

(141/10)(1+1/10) = (1+1/10)* F .

A la fin de la dixi®éme année, on possede :
(1+1/10)° (1 +1/10) = (1 +1/10) °F = 2,593 742 F.

On remarquera que 10 est le nombre de parties égales en lesquelles le temps de
10 ans a été divisé. :

Dans la figure 8.7, les échelons sont inégaux et vont en croissant, chacun d’entre
eux étant les 11/10 de celui qui le précéde.

0 ' 10 Années

Fic. 8.7

Troisiéme cas. On peut concevoir un mode de calcul de I'intérét composé ol
I’addition de I’intérét au capital se ferait, non tous les ans, mais tous les 6 mois.
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Pour un capital de 1 F, P'intérét en 6 mois est de

lpyl_lp
10 2 2

et la somme capital+intérét est de 1+1/20 F. Autrement dit, cette nouvelle
conception de I'intérét composé revient & multiplier le capital, au bout de 6 mois,
par 1+41/20. Le capital devient donc :

au bout de 6 mois 1+4+1/20F
1an (1+41/20)(1+1/20) = (1+1/20)* F
18 mois  (1+1/20)*(1+1/20) = (1+1/20)* F

10 ans (141/20)*° = 2,654 F.

On voit que cette fagon de capitaliser rapporterait un plus grand intérét, pour
le méme capital.

Généralisons cette conception de 'intérét composé. Si au lieu de diviser nos
10 années en 20 parties égales, on les divise en 100, 1000, 10 000... parties égales,
on obtient un capital final (en francs) respectivement égal 4 :

(1+1/100)1°° = 2,704 , (1+1/1000)190° = 2,7117 ,
(1+1/10 000)1°090 — 27182 .

I’expression (1+1/a)" crolt donc avec 1a valeur de n. Si n devient infini, nous
avons vu que I’on trouve une valeur finie égale a

e=2,718 281 828...

8.16 Exemples de fonctions faisant intervenir les fonctions puissances. L’étude
de la variation de fonctions faisant intervenir les fonctions puissances présente des
difficultés nouvelles par lapparition de formes indéterminées exponentielles.
Nous allons traiter deux exemples.

1. Etudier la variation de la fonction f définie par la relation
y=fx)=x".

Cette fonction est définie pour tout nombre réel strictement positif x. Puisque
Iny=xIlnx, ¢y

nous voyons que In y tend vers 0 lorsque x tend vers 0; donc y tend vers 1. Nous
pouvons donc prolonger f par continuité en posant

fO)=1.
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La relation (1) montre que In y tend vers + oo avec x; donc y tend vers + oo.
De plus, y/x = x*"1.
En prenant les logarithmes népériens des deux membres, nous voyons que y/x
tend aussi vers +oo. Le graphe de fadmet donc une branche parabolique dans la
direction de Oy.

Calculons la dérivée de f'en dérivant d’abord les deux membres de la relation (1) :

Y = 1nx+xl = Inx+1;

y X
dot Y =x*(nx+1). @
La dérivée s’annule lorsque In'x = — 1, c’est-3-dire lorsque x = l/e ~ 0,37.

Remarquons que la formule (2) n’est valable que si x est strictement positif.
Pour savoir si f est dérivable & Iorigine, revenons a la  définition méme de la

F)—f(0) _ x*—1 _ gl _q
x—0 x X

dérivée, en cherchant la limite de

exlnx___l exlnx__l

lorsque x tend vers 0. Or, = Jnx.
X xInx

Le premier facteur du second membre tend vers 1, et le second vers —oo. Le
produit tend donc vers —co. Ainsi, la fonction f n’est pas dérivable a P'origine;
cedendant, le graphe admet une tangente verticale au point (0, D).

Nous pouvons dresser le tableau de variation :

x {0 /e + 00

Y - 0 +

yll1 N\ e 4o
D’ot1 le graphe (Fig. 8.8).

A
14

o} 1 x‘ Fic. 8.8
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2. Etudier la variation He la fonction f définie par la relation

y = () = (—’3-—>

x—1
La fonction fest définie si et seulement si

L > 0’
x—1

C'est-a-dire si et seulement si x et x—1 sont non nuls et de méme signe.
L’ensemble de définition est donc ] — o0, 0 U 11, +oo].

Pour étudier les limites de y aux bornes des intervalles de définition, passons
par I'intermédiaire de son logarithme népérien :

lny=x1n—x—1—=x1n]x|-x1n|x-11. @)
x—

Lorsque x tend vers 0, il en est de méme de x In |x— 1], et aussi de x In |x|; donc
In y tend vers 0, et y tend vers 1. Nous prolongeons f par continuité en posant
J0)=1.

Lorsque x tend vers 1, x In |x| tend vers 0, tandis que In |x— 1| tend vers — oo
donc In y tend vers +co, et y tend vers -+ co.

Pour examiner le comportement de y lorsque x tend vers +co ou vers — 0,
remarquons que

__(x—1>"°_ 1
Y=\ C(L=1/%)*

La limite du dénominateur lorsque x tend vers + o, ou vers — o, est e”! = 1/e;
donc y tend vers e.
Calculons y' en dérivant les deux membres de la relation 2):

Il n’est pas possible de déterminer directement le signe de y’. Etudions au préalable
la variation de z, en dérivant cette nouvelle fonction :

, 1 1 1
Z = — + = .
x(x—1) (x—1)* x(x—1)
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Donc z' est positif si x > 1, négatif si x < 0; d’ou le tableau de variation auxiliaire :

zf_'%+
| N o 7

Lorsque x tend vers —oco ou Vvers +, z tend vers 0, ce qui montre que z est
toujours négatif. Le signe de y' étant celui de z, nous sommes en mesure de
dresser le tableau de variation de y :

Y -% -
vl e N W e N e

Examinons enfin si f est dérivable & I'origine, en revenant & la définition de la
dérivée :

X
—1
F&=1© _ exp(" ") et u

x—0 X u x

-1 1
ou=xln X tend vers 0. Alors © tend vers 1, et Y —n 2 tend vers
x—1 u X x—1
— 0. La fonction f n’est donc pastdérivable a I’origine; cependant, le graphe de f

(Fig. 8.9) admet une tangente verticale au point de coordonnées (0, 1).

Y

e m o e o s e s e s
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FONCTIONS HYPERBOLIQUES

8.17 Définitions des fonctions hyperboliques. Nous allons étudier certaines
fonctions dont les propriétés sont trés proches de celles des fonctions circulaires.
On appelle cosinus hyperboligue de x, et I’on note ch x, la quantité

ex+e—x
2 .

On appelle sinus hyperbolique de x, et 'on note sh x, la quantité
ex — e-—x
S

On écrit :

x —X X —-X
e*+e e —e
chx = P shx =

On appelle tangente hyperbolique de x (noté th x) le quotient

shx e"—e ™™ e2*—~1 11— 2%
thx T — — oo 2 poed =3
chx e +e™ e**+1 1+e %%

(Les noms employés proviennent de la ressemblance avec les formules d’Euler :

ejx+e—3x . ejx__e—-_m:

€OS X = = Sin X = ————m
2 2j

g x J.e‘jx~—ejx LeT2iF 1 1Pk

e pel® Je”“"~1—1 = 14e2i%’

que nous avons établies au tome 1.)
Il résulte immédiatement des définitions que les fonctions ch et sh vérifient les
relations

ch x+sh x =¢* ¢}
chx—shx=e"%. 2

En multipliant les relations (1) et (2) membre & membre, nous obtenons

(ch x+sh x)(ch x—sh x) =e"e¢ =1
ou

ch*x—sh?x =1
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8.18 Dérivées des fonctions hyperboliques. Les fonctions ch et sh, étant des
combinaisons linéaires de fonctions exponentielles, sont dérivables, Plus précisé-
ment :

exA_g—x
ch x)' = ;
(ch x) 5
donc
(chx) =shx
De méme :
ex+e—-x
sh x) =
(sh x) 5
donc
(shx) =chx

Enfin, la fonction th est dérivable, car c’est le quotient de deux fonctions
dérivables. La formule donnant la dérivée d’'un quotient montre que

chx chx—shx shx

thx'= 3
(thx) ch?x
soit :
ch?x—sh?x 1

th x) = =

(th x) ch?x ch?x
ou

sh?x

thx) = 1-— = 1—th?*x;

(th %) ch?x
ainsi

1
thx) = — = 1—th?x
(th %) ch?x

8.19 Variation des fonctions hyperboliques

1. Fonction cosinus hyperbolique :

e*t+e ¥

= chx =
¥ 2

Comme ch (—x) = ch (x), la fonction est paire et le graphe de ch x admet Oy
pour axe de symétrie.
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Lorsque x tend vers + oo, e” tend vers -+ oo et e~ tend vers 0. Il en découle que
ch x tend vers 4 co. De plus, le rapport e*/x tend vers + oo} le graphe (Fig. 8.10)
admet donc une branche parabolique dans la direction de Oy.

La dérivée

e =g" " ou e** =1 soit x=0,

Elle est positive pour x>0, car e*>e™%,

et négative pour x <0 car e *—e *<0.

D’ot le tableau de variation :

x {0 +

y 1|0 +

yil Ve +co

2. Fonction sinus hyperbolique :

e¥—g™"

2

y=shx =

Comme sh (—x) = —sh x, la fonction est impaire et le graphe de sh x admet
le point O pour centre de symétrie.
Lorsque x tend vers -+ oo, sh x tend vers + co (et la différence entre ch x et sh x
tend vers 0). Le graphe admet une branche parabolique dans la direction de Oy.
La dérivée -
o
2

y =chx =

est toujours positive. La fonction sh est croissante de — oo & + oo.

x {0 4+

yi1t o o+

y10 /! + 0

La dérivée seconde de sh x est encore égale 4 sh x; elle s’annule donc en méme
temps que y. On voit ainsi que 'origine est un point d’inflexion, la tangente en ce
point étant la premiére bissectrice (Fig. 8.10).
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chx li‘y//
1
0 %
shx Fic. 8.10

3. Fonction tangente hyperbolique :
ex__e—-x er__l 1___6—23:

y=thx = — = = ——.
ete ™ e* 41 14e7

Comme th (—x) = —th x, la fonction est impaire et le graphe de th x admet le
point O pour centre de symétrie.

Puisque e~ 2* tend vers O lorsque x tend vers +oco, thx tend vers 1.
Le graphe admet donc pour asymptotes les droites d’équations y=1 et

y= -1
. La dérivée
y' =1/ch? x
est positive, donc la fonction th croit de —1a 1.

x |0 + o0

i1 o+

yio /1

La dérivée seconde

. _Zth

W —
ch®x

s’annule pour x = 0. L’origine est un point d’inflexion de la courbe. La tangente
en ce point est la premiére bissectrice (Fig. 8.11).

Fic. 8.11
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La fonction th ne s’annule qu’a origine. La fonction x +» 1/th x, définie sur
R*, s’appelle cotangente hyperbolique et se note coth.

Remarque. On démontre que le graphe de la fonction cosinus hyperbolique
est la courbe d’équilibre d’un fil pesant; c’est pourquoi cette courbe est appelée
chainette.

8.20 Trigonométrie hyperbolique. On peut établir des formules d’addition, de
transformation de produit en somme, de somme en produit, etc. pour les fonctions
hyperboliques; ces formules présentent une analogie frappante avec les formules
de trigonométrie circulaire (voir tome 1).

Par exemple, soient a et b deux nombres réels. Alors
_ ea eb__*_e—a e——b

2 2
= % [(ch a+sh a) (ch b+sh b)+(ch a—sh a) (ch b—sh b)] ;

et g (ath)

ch(a+b) =

il reste en simplifiant

ch(a+b) = chachb+shashb

On trouverait par le méme procédé

sh(a+b) = shachb+chashb

Si maintenant 'on fait a=b=x, on a

ch2x == ch®x+sh®x
sh2x = 2shxchx

et
2shxchx _ 2thx

ch®x+sh?x  1+th®x
On en déduit, par un procédé analogue & celui employé dans la trigonométrie
circulaire,

th2x =

h’x — ch2x+1
2

sh?x = ch2x—1
2

formules qui serviront plus loin dans le calcul de certaines. intégrales.
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8.21 Fonctions hyperboliques réciproques

1. Fonction Argsh x. La fonction sinus hyperbolique étant croissante sur
Pintervalle ] — 0, +oo[ et prenant ses valeurs dans I'intervalle ] — co, + o[, on
peut définir une fonction réciproque appelée argument sinus hyperbolique.

La notation y = Arg sh x désigne la valeur de y telle que

x=shy.
Cette relation entraine

J1+x*=chy;

d’olt

¢’ =shy+chy = x-l—\/l—l—xz.

Donc

y = In(x++/1+x% = Argshx

La dérivée de y = Arg sh x se déduit de la relation x =sh y :

x'(y) =chy = /1+x*;

1
J1+x?
2. Fonction Argchx. La fonction cosinus hyperbolique est croissante sur
[0, + oo et prend ses valeurs sur [1, +oo[. Elle admet une fonction réciproque,

appelée argument cosinus hyperbolique.
La notation y = Arg ch x désigne la valeur positive de y telle que

donc

y'(x) =

x=chy.
Cette relation entraine

Jx*=1=shy,

puisque y est positif.
D’ou

@ =shytchy =./x*—1+x

donc

y = In(x++/x*~1) = Argchx x> 1

La dérivée de y = Arg ch x se déduit de la relation x =ch y :

X (y) =shy = x*~1;
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donc
1

xz—l‘
3. Fonction Argthx. La fonction tangente hyperbolique est croissante sur
]—o00, +oo[ et prend ses valeurs dans Iintervalle ]—1, 1[. Elle admet une

fonction réciproque, appelée argument tangente hyperbolique.
La notation y = Arg th x désigne la valeur de y telle que

e??—1

2’41

y'(x) =

x=thy=

On en déduit
x(€*+1) = e?¥—1,

2y=.1_'ﬂ
1—x
donc :
y=é1n513f=Argthx “1<x<1
—-—X

La dérivée de y = Arg th x se déduit de la relation x=thy. On a :
X'(»)=1-~th?y=1-x?%;

YA
0 1 T |
a) Fonction argument cosinus hyperbolique 4!
y A
-1l %
0 "X
i

b) Fonction argument sinus hyperbolique ¢) Fonction argument tangente hyperbolique

Fia. 8.12
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donc

"(x) = .
y'(x) -

Remarque. Les graphes des fonctions Arg sh x, Arg ch x, Arg th x se déduisent
de ceux des fonctions sh x, ch x (x>0), th x par symétrie par rapport ala
premiére bissectrice (Fig. 8.12).

8.22 Interprétation géométrique des fonctions hyperboliques. Nous avons vu
que, pour tout nombre réel £, ch # est supérieur a 1 et que

ch?t—sh?*r=1. ¢))
Réciproquement, soient x et y deux nombres réels tels que x > 1 et que

x2—yr=1. 2
1l existe alors un nombre ¢ et un seul tel que

x=cht

{ y =sht. 3)

En effet, puisque la fonction sh est une bijection de R sur lui-méme, il existe
un nombre réel 7 et un seul tel que y = sh ¢ (& savoir ¢ = Arg sh ). Les relations (1)
et (2) entrainent

x*=1+4y?=1+sh?t=ch*7.

Comme ch ¢ et x sont positifs, x =ch ¢.

En axes orthonormés la courbe d’équation x*— y? =1 est une hyperbole équi-
latére. L’ensemble des points de cette courbe dont I'abscisse x est supérieure & 1
est une branche de cette hyperbole. Ainsi, les relations (3) fournissent une
représentation des coordonnées x et y d’un point de cette branche en fonction du
paramétre ¢. C’est ce que nous appellerons au tome 5 une représentation para-
métrique.

Les relations (3) sont & rapprocher des relations

X = cost
y =sint,
représentation paramétrique du cercle trigonométrique.

Le lien trés étroit entre les fonctions hyperboliques et les fonctions circulaires
sera justifié au moment de I’étude des séries entiéres (voir tome 3).

QUINET. — Mathématiques supérieures. Tome 2 7




EXERCICES

Fonctions logarithmes et exponentielles

8.1  Fecrire 5%* sous la forme e, et calculer b.

8.2  Soit la fonction y = 52*; tirer x en fonction de .
8.3  Soit Ig y =5; calculer y. Soit In y = 5; calculer y.
84  Soit y =K(1—e~*3); calculer x en fonction de y.

85 Soit y = sin e2* ; tirer x en fonction de y.

Dérivées des fonctions logarithmes et exponéntielles

Calculer les dérivées des expressions suivantes :

8.6 y=giin2s, 87 y= e/I-3x

88 y=etl/x, ‘ 89  y=Insindx.

810 y=Intg/x. 8.11 y=Ine’n*,

812 y=Arcsinln2x. 813 y=e**cos3x.

814 y=e 5*tg5x. 815 y=e**In3x.
~816—y= ;2 i = 817 y=1n (> T=%.

818 y=In%/1+x>. 819 y=In(nx).

820 y=(n1/x)?. 821 y=(n/1—4x2)%.

822 y=(ned5. 823 y=g*einx,

824 y=¢". 825 y=ellVZ,

826 y = sin(e¥/x). 827 y=rcose®*.

828 y=tge*. 829 y=(ntgx)sin2x.

Dérivées secondes des fonctions logarithmes et exponentielles

Calculer les dérivées secondes des expressions suivantes :

830 y=¢e**cos3x. 831 y=mIn1/x.

832 y=In./x. 833 y=x%e"*.
1

834 y=x*Inx. 835 y==Inx.

X




Exercices

Différentielles des fonctions logarithmes et exponentielles
Calculer les différentielles des fonctions suivantes :

2x
8.36 y~ln(1+x)-x+2. 8.37
838 y=1+In(l+x)—cosx+x—2sinx. 839
840 y=(x*—1)e". 8.41
842 y=In(lnx). 8.43
844 y=In(J/1+x*—/1—x2). 8.45
8.46 y = (cos x)*" ¥, 8.47
848 y=In(sin"x). 8.49
850 y=ein’x, 8.51
852 y=In—o— 8.53

JxE=x+1 ’

_ Différentielles logarithmiques

2+x

=% - —,
Y 2—-x
y=a—1.

i (Ete
Y x—a)’
y=x°°5~"_
y=x1/x
y=(tgx)"*%.
y=d".
y=e%x,
y=1n(x3—~3xz+6x)’“/3 .

Calculer les différentielles logarithmiques des fonctions suivantes :

_ (x_1)5/2(x_3)13/2

' 8.55
854 y G—2)°
+ +
856 y= | x+D@x+3) 8.57
X
8.58 y=(2/x). .. 859
x* \/ 1+Inx |
8. =2 N__ = 8.61
60 y (1 +x)*
8.62 y=xinx, 8.63
8.64 y=x2 /x2+4x*~4. 8.65
8.66 y=(x+1)x!*, 8.67

Variations de fonctions

Etudier la variation des fonctions suivantes :

868 y=In/x. 8.69
870 y=uxell*. 8.711
872 y=e Fsginx. 8.73

Equation fonctionnelle

y=x*Jx2+3.

Nz

y = (sin? 2x)°°53% ,

y=2x\/4x2—1
3x*=3x .

y=In|l+x|.

y=Arctge®.

y=E(-e Ry,

189

8.74 Déterminer les fonctions f définies sur R & valeurs réelles, croissantes et telles que,
pour tout nombre réel x, flx + 1) — f(x) =e™"




DERIVEES USUELLES

OnposeP=§+nZ Q=rnZ.
Fonctions Dérivées Intervalles
x" neZ nx"1 R* '
x* cxeR ox® ! R*
e  ceC ce® R
u” ueR¥ wlnu R
In |x]| 1/x R*
log, |x]| aeRY — {1} ! R*
xIna
ch x sh x R
sh x ch x R
th x i =1~th?x R
ch* x
coth x ——— = 1—coth® x R*
sh® x
Cos x — 8in x R
sin x CcoS X R
tg x 12 = 14tg’x R-P
COS™X :
1 2
cot x ——— = —l-cot*x R-0Q
sin® x
1
Argch x 11, oo
\/xz—l
1
Arg sh x R
\/1 +x2
1
Argth x -1.1
g = ] L
1
Arc cos x - 1-1,1[
\/1—-x2
. 1
Arcsin x 1-L1[
\/1—x2
1
Arctg x R




SOLUTIONS DES EXERCICES

CHAPITRE 1

Ensembles de définition
1.1 La fonction est définie sur R—{—1, 1}.
1.2 La fonction est définie sur ]— oo, ——ﬁ[ U ]\/5, + ool.

1.3 La fonction x> ./x—4 est définie sur A =[4, + ool
La fonction xt+» ./6—Xx est définie sur B=]— 0, 6].

La fonction x> (\/x—4+./6—x) est définiesur 4 N B
c’est-a-dire sur [4, 6].

1.4 Le dénominateur s’annule pour sin X = €os X :
1 .
xk=2+k7t, ou keZ.

L’ensemble de définition est la réunion des intervalles Jx;, x4 [.

1.5 z=(x-DE-5x-T7

x 1 5 7
x—11] - (I) + + +
x=5| - - 0 + +
x=T| — - - (‘) +

z - 0 + 0 - 6 +

1 { !

La fonction x +> \/ z est définie sur [1, 5] U [7, + oo

x1 == 2

x2 = 4

La fonction x> /x?—6x+8 est définie sur ] —o0, 2] U [4, +oo[.

1.6 x*—6x+8=0 {

1.7 La fonction x> tgx est périodique, de période n. Dans l'intervalle
[0, z], (tg? x—1) a un signe positif sur [z/4, z/2[ U ]=/2, 37/4]. L’ensemble de
définition est la réunion des intervalles [n/4 +kn, n/2+ kx| et 1n/2 + kn, 374+ kn].

1.8 La fonction x i— sin x est périodique, de période 27. Dans I’intervalle
[0,27], sinx est positif sur [0, z]. L’ensemble de définition de la fonction

X \/ sin? x est la réunion des intervalles [2kn, w+2kn].
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Parties enti¢re et fractionnaire d’un nombre réel

1.9 E(x) est déterminé par :
Ex)<x<E(®@+1.

. [E(=2,5)=-3
Exemples : {E(2,5) vy
A Elx)
T |
i
21 --mm- - — .

| )
i
i
! el -1
L
1
— e L 3
Fic. 1

110 f(x)=x—E(x);
E(x+1)=E(x)+1, Sx+D=f(x).
L’intervalle d’étude de la fonction étant [0, 1[, on obtient le graphe complet par
translations successives.

- Efx)

FiGc. 2
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111 x> GE)=FX)-[F®P.
F étant continue sur chacun des intervalles 1k, k+1[, la fonction G est continue
sur chacun de ces intervalles.

F(x)—[F()P = Fx)(1—F(x)) = (x— ECGN (A —x+E(x)) .
F(k)=0, G(K)=0.

Etudions la limite de G (x) lorsque x tend vers k par valeurs positives et négatives.

x>k, G(x)=(x—k)(1—x+k);  G(x)a pour limite & droite 0,
x<k, G(x)=(x—k+1)(—x+k); G(x)a pour limite 2 gauche 0.

G est continue en k; G est donc continue sur R.

F1G. 3

112 x> HEx) =EX)+[FEP.

E et F étant continues sur chacun des intervalles jk, k+1[, la fonction H ets
continue sur chacun de ces intervalles.

x>k, H(x) =k+(x—k)*; H(x) a pour limite & droite k,

x <k, H(x)=k—1+(x—k+1)*; H(x) a pour limite & gauche k.

H est continue en k; H est donc continue sur R.
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\

Fic. 4
1.13 Le graphe est composé de segments (dont le support passe par l’origine).v

A
14

H

0 1 x FiG. 5

1.14 Sik S% <k + l,oukeZ,J(x) = kx. Par suite :
— Lorsque x > 1, J(x) = 0.
1 1
— — < = ¥ * oL = \
Lorsquek T < x k,oukeZ {—1},J(x) =kx
— Lorsquex < — 1, J(x) = — x.
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J coincide avec une fonction linéaire sur chacun des intervalles : J—oo, —1],
11, +of, 11/(k+1),1/k] (k#0,k% —1); elle est donc continue sur chacun
de ces intervalles. J n’est pas continue aux points 1/k.

A

|

|
{ |
I )
|

|
! i
i i
i }
1 I

=12 —1/4° 1412 F1G. 6

x sin nx - _j;(ﬂ
E(x) E(x)

Les fonctions f et E étant continues sur chacun des intervalles ]n, n+l1f et la
fonction E ne s’annulant pas, la fonction X est continue sur chacun des intervalles

115 x+= K(x) =

I, n+1[.
Etudions la continuité en n (n # 1).
K@) =0.
x>k, K(x) = X S 7x ;  K(x) a pour limite & droite 0.
n
x < k, K(x) = xsm ;cx ; K(x) a pour limite & gauche 0.

K est continue en n; K est continue sur [1, +of.

Fig. 7
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Fonctions continues

2 ——
116 Posons f(x) = 221, alors £(1) = 3.
x“—x+1
2= (x—-2
-3 = | e D=,
X —x+1
8 16
[f(x)=3] <EIX~1I [x—2| <—3;—!x——1! (pour 0 < x < 4).

La fonction est continue au point 1. L’inégalité |f(x)—3| étant réalisée pour
[x—1} < 3/(16 x 100), I’ensemble des solutions de Pinéquation contient bien un
intervalle fermé de centre 1 et non réduit 4 ce point.

117 f(x) == |x|/x.
x>0, f(x)=1; f(x)apourlimite 1 lorsque x tend vers 0 par valeurs positives.
x<0, f(x)=-—1; f(x)apourlimite —1 lorsque x tend vers O par valeurs néga-
tives.

S n’a pas de limite au point 0, et ne peut étre prolongée par continuité.
1
14x4|x|/x

x>0, f(x)=[1/2+x)]; f(x)a pour limite 1/2 lorsque x tend vers O par valeurs
positives, _
x<0, flx)=1/x; f(x) tend vers — oo lorsque x tend vers O par valeurs

fx) =

—-négatives.
f) = sin ————.
L4+x-+]x|/x

x>0, f(x)=sin[1/2+x)]; f(x)a pour limite sin 1/2 lorsque x tend vers 0 par
valeurs positives,
x <0, f(x)=sinl/x; f(x) n’a pas de limite lorsque x tend vers O par
valeurs négatives.

1.18 f(xy) = sin (cos xg) .
1f(x)—f(x0)] = [sin (cos x,)—sin (cos xo)|

€08 X —COS Xo o €08 X+ COS Xy

=|2sin
2

COS X—COS Xo | _ ,|COS X—COS X,

2

sin

()= f(xo)l < 2

X—Xq X+Xg X—Xg

< [2sin sin

< lx""xolj

<2lsin
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L’inégalité | f(x) —f(xo)| < & est réalisée pour |x—x,| < e. Il suffit de prendre 7 = ¢&;
fest donc continue en x,. La fonction f étant continue en tout point, est continue
sur R. ‘

1.19 Ecartons les cas triviaux ol f(0) = 0 et f(1) = 1. La fonction g définie par
la formule

gx) =fx)—x
est continue, et

9(0)=/(0)-0>0
g =f()-1<0;

le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique donc a g.

120 f(x) = 2% =9

1—x>  h(x)
I, =]-00, —1]
Ensemble de définition I, v [, U I3 { I, =1—1, +1]
L,=]11, +wol.

Les fonctions g et h étant définies et continues sur les intervalles Iy, I; et I5 et h
ne s’annulant pas.dans ces intervalles, f est continue sur ces intervalles.

Les opérations algébriques sur les fonctions monotones montrent que f est stricte-
ment croissante. '

x I, I I
g A I I
h A I N
f 7 VO L /

La fonction f étant continue et strictement monotone sur chaque intervalle admet
une fonction réciproque sur chaque intervalle.

2x
II: y=1 Pl f(11)=:]03 +00[

Si y = 0, alors x = 0. On suppose désormais y # 0.

/ 2
M’ ol g= +4+1.
y

Lorsque y tend vers + oo, x doit tendre vers —1, dol e= —1;

—1— /14y

y

x*y+2x—y =0 x =

X ==
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L: SI) =]—c0, +0[;

_ —lde/14+y?

y

Lorsque y tend vers + oo, x doit tendre vers 1, ot g==1;

e VA S
y

I3: J{I3) =]~ 0, 0[;

—1—J1+y*

X ==
y
2tg 0
tg 0) = = tg 26.
f(tg 6) ey g
20 = Arcsintg26.
sin 20 = tg 26; (sin20=0; cos20=1).

0 = kn/2. Comme Arc sin u appartient a [~ n/2, n/2], la solutionest :| 6 = 0
121 x=tgé, Arctgx=0+kn
[ sin 8 = tg 280,

—sin @ = tg 20

2tg 0 —2-5in-0
1—tg28  cos 6(2—1/cos 6)

sin@=0 ou 2cos?@-2cosf—1=0;

le polyndme X2 — X —1/2 a pour racines (1+./ 3)/2, (1 —/3)/2;
cos = (1—./3)/2 sin® = ,/3/2.

1) sinf =

2/ NENE

3
x0=0’ Xy = — =, Xg == ¥}
1-/3 1-/3
2) sin@=0 ou 2cos?H+2cosf—1=0;
le polynéme X2+ X—1/2 a pour racines (-1 +\/ 3)/2, (—1 —\/ 3)/2;
cos §=(—1+./3)/2, sin® 6 =./3/2.

On retrouve les solutions précédentes.




21

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

CHAPITRE 2

= 4(6x+5) Bx*+5x—1)°.

yl
,_ 10x-3
2\/5—J—c-2-—-3x
b 4(3x%—x)
(Bx*—2x2+1)*
y = - 2 cos 1
x? x?
y = u? u = sin x*;

y = 2uu’ = 2sin x*.2x cos x* = 2x sin 2x%.

= tgu, u=\/1—-4x2;
u’ 4x 1

cosu \/1—4x2 cos? \/1——4x2.

1/cos u, u=.x;

1 sinyx
cosPu  2./xcos® \/x

I

u' sinu

= Arctgu, u=.1-tgx;
1+u?
1 1 1
C032’52\/1—tgx 14+(/1~1g x)?
1 1 1
2c0s’ x [1—tgx 2—tgx
= uv, u = Arcsin x, v = Arcsin 2x;

, , Arcsin2x 2 Arcsinx
uvtvu = + .
\/1——x2 \/1—-4x2
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Solutions des exercices

210 y = (Arctguw)u, u=1/x;
y'—u'( “ +Arctgu)
\1+u?
= -—-%(-———»”x 2+Arctg1)= —-—1—( ! 2—!~1Arctg~1-).
x“\1+1/x x x\1+x* x x
211 y = u/v, u = Arctg2x, v = Arctg 3x;
,_wo=v'u <2 Arctg3x 3 Arctg 2x)< 1 )2
v 1+4x% ° 1+9x® J\Arctg3x/ "
212 ='sm 2x sin x =%(cosx~cos 3x>‘
X X x
, sinx cosx 3sin3x cos3x
y =%<—- -—=+ +— )
X X X x
2'13 yl o \/x+2+ x+1 = 3X+5 )
2/x+2  2./x+2
214 y = ufy, u=./x*-1, v=2x+1;
y = uv=v'u
vZ
1 l:x(2x+1)_2 xz—-1]— x+2
@x+D*L /¥ 1 @x—1)?2./x*—1
215 y =./1-x% y =
\/l—xz
216 y = u+1/u, u=§/§;
y =u(l-1/u*) = 1,___<1— 1 >
3 x* 3 x?
217 y = ujy, u=x, v = ,/1+4x%;
1 - 4x? 1
= J14+4x* — )= .
g (1+4xz)( J1+axt/  (1+4x?)*?
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218 y =tgu, u=x+1/x;

y' m w - (1 — _l:.> ____....]:__..._.
cos® u x2/ cos?(x+1/x)

219 y =ut, u =sin 1/x;
y =4u'v’ = -——-zcoslsing’-l- = —-—z—zsin?'—sinzl.
x x x ¥ x  x
220 y =u’, u = cos/x;
) ’2 3 T2 I 3 . - -
y =3u'u’ = — sin \/x cos® \/x = ~ sin 2./ cos \/x.
2./x
221 y =u’, u=tgl/2x;
yl — 5u1u4
_ 5 1 1 _ 5 sin*1f2x
2x% cos® 1/2x ~ 2x 2x2 cos® 1/2x
222 y =ud u = sin x* = sin v, v=x*;

y' = 3u'u® = 3¢’ cos vu® = 30’ cos v sin’v

= 12x3 cos x* sin? x* = 6x° sin x* sin 2x*.

1
223 y =ut, u = cos ——— = COS ¥, v =—;
1+x 1+x
y = 4u'u® = —4v sinou® = —4v' sinvcos® v
—=2x 1 s 1

4 sin cos
A+x3)? 14+x* 142

4x . 2 , 1
= S sin 5 cos 5
(14x%) 14+x 14x
224 y = uy, u = sin’x, v = tg® 2x;

y =uvto'u

tg2x

= 2 sin x cos x tg? 2x +sin® x 4 —
cos” 2x

i

. 2
tg 2x<sin 2x tg2x+4 sz X >
cos” 2x
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Solutions des exercices

225 y = Arctgu, u=~3-c:—1;
x
, u' , < ~ x-—l)l x+1
Vo=, w =|x~- == ;
1+u 2. /x/% 2x./x
;o x+1 1 _x+1 1
zx\/;1+<x—1>2 2./ X =x+1
Jx
1 x+1
2. /% =x+1"
226y = Arcsinu, u=1//x;
y = u' _ 1 1 _ 1
JI=u2 2% x Ji-lx  2x./x—1
227 y = Arctgu, u=1/\/x;
y = u N T _ 1 ‘
14u? 2x Jx1+lx 2 [x(1+x)
228 y = Arctgu, u =sinx;
Y = u'  cosx
1+u?  1+4sin®x
229 y = Arctgu, u=1tgx;
u' 1+tg? x
- = =1 Arc tg(tg x) # x).
Y 1+u?  14tg?x (Are tg(tg x)
230 y = Arcsinu, u == sin x}
V= u'  cosx
J1=u?  leosx|
231 y =sin’y, u = (x—1)/x;
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y' = 2u' cosusinu
(x=1)  3x-1

2 /x 2%

=u'sin2u, ol u =.x+

3x-1 -
y = sin 2(x—1) /x.
2./x v

X

232 y' = 4cosx—2sinx.

233 y =ut u = cos 1/x;
. 2
y =4u'ud = —}-izsmlcos31 = = sin = cos” =
x* x x x*  x x

234 y = 2cos2x—2sinx.

235 y =u? u = \/;+2x;
Yy =2u'u= 2( 1 —.I-Z)(\/;—{-Zx) = 8x+6\/§+1.
' 2./x
236 y =u* = sin 4x;
y = 4u'u® = 16 cos 4x sin® 4x = 8 sin 8x sin® 4x.

237 y=sin2x+ 1 —cos2x =1 +\/§sin <2x——§>

= -z
y —2\/§cos <2,\ 4>.

238 y = uv, u=x.4x+1, v = (2x+1)%
,=uv~;vu’ u'=\/m+ 2x _ 6x+1
v Jax+l Jax+
_ | ox+1 (2x+1)2—4x(2x+1)¢4x+1] L
4x+1 (2x+1)
= 4x? 4+ 4x +1
Jax+102x+1)°
239 y = 3(1—cos2x)cos2x = 3(u—u?), u = cos 2x;

y =3u'(1-2u) = —6sin 2x(1 -2 cos 2x).

203
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240 y = 1/u?, u=tg./1—x%* =tg, v=./1-x%;
oW 2w 12
u® cos®vtgdv tgvsin® v’

2x
RN ey ~

241 y = 1/u*, u = sin(x*—1);
1 2_
y= —ii— = __gxi_‘?%_ll.
u sin®(x*~1)
2.42 y = uv, u = sin 2x, v=tgl/x;
Y =u'v+v'u = 2cos2xtgl/x — —1—2- _s_1£122_x
x“ cos® 1/x )
243 y = -——2———_.
J1-4x?
244 y = u*, u = Arctg./x;
=3
V= duyd = 2AC g x)°
/%1 +x)
Calcul des dérivées successives
245 y = uy, u = sin2x, v = sin 3x;

yll o ullv+2ulvl+lllvll
= —4sin2xsin 3x+12 cos 2x cos 3x—9 sin 2x sin 3x

= 12 cos2x cos 3x—13sin2x sin 3x.

246 y = 1t u=2./x(1+x);
2. /x(1+x)
" u' 1 <(1+x) —> Ix+1
y R e e I e -+ 2 X|= - e "
u? 4x(1+x)* \/;; v 4x /x(1+x)?

247 Yy =4x° + = Y= 12x* — 1

Jx x/x
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2.48

2.49

2.50

2.51

2.52

2.53

2.54

2.55

2.56

PO
(x—1)%
= 2
G—1)*
= l—:%ﬁ%-{, ¥y’ == 2cos2x.

y =2tgx+2tg’x;
y" = 2(1+tg? x)+6 tg x(1+tg* x)

= ——(1+3 tg® x) = ——(1+2 sin? x).
COoSs™ X COsS™ X
P S I
1+x (1+x)*
y =4 1-x* 4 + 8
(1 +x%)? 1+x2 (1+x2)?’
y 8x 2x . x-=3

= —_ = 8§x e,
Y S AT ) 1+%2)

y = uv, u = x> v = 1(x—1)7%;

Y = u"v+2u'v +ur”

_ 6x __12x2 + 6x° _ 6x
G-1? (x—1P (x-1* G&-D*

y = (1—cos x)/2, ¥y == (cos x)/2.
y = uv, u=x, v = Arctg x;
2x? 2

V' =u"v+2u'v +ur’ = - = .
T+x* (1+x7)? . (14+x%)

” 2 n —8x

Y d ey Y Aoy
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2/3 ’ 2 -1/3
257 y = x*° y =-x )
3
7" 2 -4/3 " 8 -7/3
==X s = — X .
Y 9 Y 27
258 y =uw, u = sin 2x, v = cos 3x;
y”’: ulllv+3ullvl+3ulvll+uvlll .
= —8 cos 2x cos 3x-+36sin 2x sin 3x—
—54 cos2x cos 3x+27 sin 2x sin 3x
= —62cos2x cos 3x+63 sin 2x sin 3x.
sin 2x 2 cos x
2.59 = = = g(u), U =2C08X%
Y sin3x 4cos?x—1 9 ()
y = g(u), y’ = gzu) w,
Y=gl v g,
ylll= gzl’ll) u13+3g£l“) u’u”+g;u”’,
u 1 1 1
Uu) = T — + s
y@) w?—1 2u+1 2u-1
yoo— L 1 w41
@ 2u+1)®  2(u—1)> W2 —1)>*
PR S S 2u’+6u
@ @) @-1° @ -1
ym — 3 _ 3 - -6u4+36u2+6
@ @Dt @-1* @ -1t
W = —2sinx, u” = —2cosx, u” = 2 sin x;
w 2sin x 2 4 2
y [(4—u®) (6u*+ 36u*+6)]

- (4 cos?x—1)*

2sin x

m [Bu@?—1) Qu+6u)]

2sin x

__ASnX  re4 502 2
(4coszx—1)4[(u 20"+ 1) (mu"=1)]

2sin x

= —————— (—64 cos®x+16 cos* x + 484 cos’x +23).
(4 cos®>x—1)*
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2.60 y

2.61

2.62

"

1

u

"

’

v

1

v

m

y

= uv, u=tgx, v = tg 2x;

=u"v+3u"v'+3u

= (1+1g?x),

Ivll+ uvlll;

u" = 2tg x(1+tg? x).

= 2(1+tg? x) (1 +3tg? x),

= 2(1+tg* 2x),
16(1+tg?2x) (1

= 2tg 2x (1 +tg? x) (1+3 tg? x)+12 tg x(1 +tg® x) (1 +1g* 2x)

v = 8tg2x(1+tg?2x),
+3tg?2x)

207

+24 tg 2x (1 +tg? x) (1 +tg? 2x)+16 tg x (1 +tg® 2x) (1+3 tg® 2x)

__letgx
(tg® x—1)
1—u

= =R g(u),
14+u

" 1.

~(5tg° x+19tg* x+19 tg> x+5).

u = x%;

v,

= giu’+3g,u'u"+g,u";

_l-w_ 2
14u 1+u
-2 Pt 2
(1+u)?’ Y (twy? U+
= 2x, u" =2, u” =0;
C . 96x | 48x(1+x%) _ 48x(1—x?)
A+x3* @+xHD* A+x2)*
u3, u =g xz;

2x(1+tg?x?);

8x(1+tg®x?) (3 tg
48x3(1+tg? x*)* +

= 6u'+18uu'u" +3u*u";

= 2(1+tg?x?) (1 +4x* tg x*);

x2+6x? tg? x*+2x%).
72 tg x> (L +tg? x2)% (1 +4x* tg x*)+

+24x tg? x2(1+1g” x%) 3 tg x24+6x% tg? x2+2x%)
24x(1+1tg? x?) [2x2(1+tg® x*)*+3 tg x*(1 +tg? x2) (1 +4x* tg xH)
+tg? x2(3 tg x* +6x% tg® x*+2x%)].
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263 y =u-+to, u = sin x, v = COS8 X,

P = 4™ ™ = sin(x +nmn/2)+cos (x+nmnf2).

264 y=1/x.
On va démontrer par récurrence que: y™ = (—1)"n!x"""*;
Y= —1/x* = (=)' 11x717
Supposons I'égalité vérifiée a 'ordre n—1 :
YO = (=1 =D x7",
Y= (=) =) (= m) x0T = (=) xR

2.65 On va démontrer par récurrence que la dérivée n-idme de y =f(ax) est

a" ™ (ax). En effet:

y(n~1) — an'-lf(n-l)(ax)

YO = a " (ax).

Application : a=2, f(x)=cos x:
y™ = 2% cos(2x +nn/2).

2.66 y=4x"2
On va démontrer par récurrence que :
Y = 4(=1) (n+ 1) x73,
Y = 4(=2) x73 = 4(-D' 21 x"172,
Supposons ’égalité vérifiée & 'ordre n—1 :
YOO = 41yt pl 2

YO = A(=1) (n 1)1,

2.67 Comme
X?-3X+2=X-1)(X-2),
les nombres réels 4, B et C vérifient
AX~2)+BX~1D+CX:-3X+2)=3X2—6X+2.
Dot C=3, A=1 et B=2,
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2.68

2.69
2.70

2.71

2.72

2.73

La dérivée n-itme de f est la somme des dérivées n-iémes des trois fonctions

1 2
X > ——, X b — et X3,
x—1 x—2

C’est donc la fonction

1 2
x> (—1)" n! + .
( ) [(x__l)n"f'l (x__z)n'*' 1]
Arcsin x

RN

ST =y Jimx* — —Z— = (Arcsinx) = 1
\/ 1—x? \/ 1—x2

11 s’ensuit que y vérifie 'équation différentielle

yY(1=xH—xy=1. )

La formule de Leibniz fournit une relation de récurrence entre les dérivées

SuCCessives :

(1—x2) [P () ~@n—-1) x/* V@)~ =D* f"7P(x) = 0 (n>2).

Substituons 0 & x :

o0 — (n—1)>/"72(0) = 0.
Comme f(0) = 0, toutes les dérivées d’ordre pair sont nulles & Porigine. La
relation (1) montre que f'(0) = 1; d’ou

£Er0) = 2°7(p1)’.
D’une part, ' = 2x—12; d’autre part, y' = 15. Donc x = 27/2.
¥y =x(x—1D+Ex—-DE+2)+x(x+2).

Les pentes des tangentes & la courbe aux points ou elle coupe I’axe des x
sont :

fO=limx-1)x—-2)=—-1x2=—-2
x=+0

Posons et dérivons le produit y./1—x?:

f)=lmx(x+2)=1x3=3
x—1
f'(—2)= lim x(x~2)=(_2)(_3)=6.

y =3x*—x.
La pente de la tangente est égale & 10 aux points dont 'abscisse vérifie :
3x2—x=10; X, =2, Xxp=—5/3.
4—x?
N x =0, y =1
Y (4+x%)7*

La fonction est périodique, de période 27 :
3" =2(cos x—3sin2x) =2 cos x (1 -6 sin x) .
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Sur I'intervalle [0, 2], la tangente a une pente nulle aux points
xl = 72:/2 .xZ = 377,'/2 JC3 = 0,166 X4 = 2,975
y3 = 19/6 y4 = 19/6.

yp=-1 Y2 = =5

274 y =2(x-1).
La courbe coupe la droite y = 5 aux points :
Xy =1-.,/6 X, = 1+,/6
yi=-2./6 2 =2,/6
o = —78° 30 o, = 78° 30,
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Calcul des différentielles

32 dy= dx.

33 dy= 1(—1——---‘1"£’—°-—>dx.

34 dy=( 12 - 1)dx.
cos*x 2. /x

3.5 dy=<1—-—4—cosx+-1— 12 _4 21 >dx
15 15cos*x 5cos® x/2

3.6 y = ufv, u=a+x, v = (b+x)";
dy = vdu—udv

UZ

_ (b+x)"dx—(a+x) n(b+x)"""dx _ (b——na)+x(1—-n)dx

(b+x)2n (b+x)n+1
3.7 y=.Ju u=2"2 du = -2 bdx'
. ) x——-b, (x_b)z 4
dy =3 _ (@=B)  [x=by,
2ﬁ 2(x—b)*Vx—a
3.8 y = uv, U = Cos X, v = (sin® x+2);

dy = vdu+udv = —3sin®xdx.

3.9 y=\3/;, u=x*+a, du = 2xdx;
du 2x

BTy Ay ey
33/u 3\/(x +a)

dy
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_ (6x*(x—1)*+4x° (x— 1)) (x+ 1)~ x> (x ~1)* due

310 dy
(e+1)/x+1

_ x*(x—1) (9x*+5x—6) o
x+D \/;c_—_l—“i

v b+acosx b+av

= , v = COS X}
a+bcosx a-+bv

a2__b2
du = ——————Edv, dv = —sin x dx.
(a+bv) <
212
dy = — du \/a b* sinx doe

\/1_u2 ~ |a+b cos x| |sin x|

312 y=sinu, u=.Ja*—x2 dy = ——>  dx,
xcosﬂ/az—xzdx

dy = cosudu = — o
313 Ty ="AICtg Y, u=3—c"\/—‘3, du= 2'\/32dx,
X+2 (x+2)
dy du 23 d J3

= = X = X
1+u? (x+2)%+3x7 2(x*+x+1)

1—u —
3.14 = [ u = ./x, du =
Y 14+u \/

1 dx ;
x

N

PSP Wy <PV

(I+u?Vi-u 2./x(1=x) (1++/%)

315  y =u? u = 9}2—3-6, du = (COS x_ szx>dx;
x x x

s 2
dy =2udu = —-1-—<sin2x _2sin x)dx.

x? x
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316 y=./u u = asin®x+b cos®x, du = (a—b) sin 2xdx;
dy = du - (a—Db)sin 2x dx.
Zﬁ 2./asin®x+b cos®x
317 y=.u _ Ltxtx®
) ’ 1—x+x%"
o 2(1=x?)
1—x+x%?
2
dy = du 1 xz \/1 x+x* dxe
2\/; A—=x+x3)?V1+x+x>
3.18 dy = (cos x—cos x sin? x)dx = cos’x dx.
3.19 dy = (Arc sin x + )dx.
1—x?
320 y=Arctgu; u=— du = 1+x” dx
) ’ 1—x2 (1—x%? '
2 2
dy = duz = 142«32C 25 = 41+32€ dx.
14u (1—x")+x x*—x"4+1
3.21  y = Arcsinu, U = COS X, du = —sin xdx;
dy = du _ sinx
JimE  lsinx
322  y=503x2-2x)"13
_ 10 3x—1
3 \/(3x —2x)*
3.23  y = up, = /1+2x, v=31+3x

du = dv =

1
Jir2x

J(1+3x)?
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214 Solutions des exercices
dy = vdu-tudv
3
_ J1+3x+ J1+2x )dx: 245x ..
14+2x  3/(1+3x)> J1+2x 3/ (1+3x)>
324  y = up, u=2x-1, v=./2x—-x%;
1—x
du = 2dx, dv = dx;
2x—x2
dy = vdutudy
— — — 2 —
- < S +M’9_>dx - A ATx-1
2x—x* N 2% —x*
l—v 2 ’
3.25 y = Arccosu, U=—-, = x°;
1+
dy = — 1 du
1—u?
= 1 <—- 2 2)dv = Zedx ,oue=1s8ix>0,e=—1six<0.
1—u2\ (1+v) 1+x?
326 y=sinuy, u = x*+1/x, du = (2x—1/x*)dx
dy = cos udu = (2x—1/x*) cos(x*+1/x)dx.
327 y = uy, u = sin® 2/x, v =tg®x/2
2
du=~—%sini, du=§tg2x/2;
x x 2 cos” x/2
dy = vdu+udv
2
t 25(—-———’( -51n—+—sin2—-————————)dx.
&3 2 € x x  xcos®x/2
328 y = up, u =X, v = Arc sin(cos 2x);
2 sin2x

|sin 2 x|
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dy = vdutudy = (Arc sin(cos 2x) — M)dx
[sin 2 x|
329  y = u, u = ,/1—-x, v = Arcsin \/x

dy = vdutudv = 1<—-é1cmé/f—*——~1—:>dx.
N i

Probleémes sur les différentielles

330 S=x(G—-x), dS=(5-2x)dx.

1x
Fic. 1

Pour qu'un accroissement de x donne un accroissement de l'aire du
rectangle, il faut et il suffit que (5—2x) soit strictement positif: 5—2x >0,

x <25,
331 BC =100cm,
AH = 50cm.
x/100 = (50—y)/50 ,
y = 50—x/2,
A
1
!
P E Q
¢
y i
!
B m H WV ¢
A
Fic. 2
S = 50x—x22 AS = (50—x)Ax |.
332 S =znR?,
dS = 2nRdR,

dS/dt = 2nRdR/dt = 2w x 12x 5 m/s = 377 m?[s .
333 h =d,
V = nhd/4 =k,
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v _3m,.dh 37 100x2m/s = 471 m?/s.
dt 4 dt 4

334 04>+0B*=1?,

LA
[
B -0
F16. 3
OA.V,+0B.Vy=0,
04
Vo= ——V,,
B OB P
04
P V LR VG
| ¥ ==
335 V¥ =1nR*h=nh¥/12, R=h2;
av _ w2 dh,
a4 dt’
dh _ 4V, %% 141 cmjmn.

dt =« dt 7 36
336 S =a’.3/4

ds _ /3 234 V3 6./3 = 9cm’/mn = 0,15cm?/s.
dt 2 dt 2

337 V=4nR%;
dV/dt =4nR*dR/dt =4n x 100 x 1 = 1256 cm®/s .
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338 3L _ L a_ L

dé 1000 dg 1000

1ds_1dL 1dl_ 2 _ 50

S§d6 Lde 1dg 1000
3.39 BT?= OB*+0T? V, = vitesse de séparation.

dBT = 0B dOB+0TdOT

2’ 2
v = Ui VTZ)t o .
N(GEals FiG. 4
= JV2+V2 = /2500+100 = 51km/h.

340 S=4a

dS/ds = 2adajdt = 2x 10x 1072 = 0,2m?/s .
341 y=sina

dy = cos ado

. «

dy = Ed“ o=mn/3 | Fic. §

342 S = %AB ACsina
A
B c
FiG. 6

&1

=l(ACsinagili—i—ABsinagég—l-AB.ACcosagoi>
2 dt dt dit
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——=1(20.-‘—/-£3-.1+20.5§.1+400.l.

Solutions des exercices

i
10

2 2
= 27,32cm”/s.
3.43 dy/dx = 6x*
dy/dx = 24 x==42 .
344 s-089. 93 33
2 2 2
— i a
ds/dt =3./3 a da/dt  ——
=3.,/3x1x0,02 =0,1m?/s. Fic. 7
345 V =naR’h +123—”R3
14 = 27aRh SIB-%- 7rR2£1—;£-4-27zR2d—1S
dt dt d: dt
.=7.10(40x1+10x2+2x10%x1)
= 2512m>/mn.
1 52
346 V ==zR%h,
3
av = g(RZdh—!-ZthR),
dv =0,
dr = _2hdR = ——21—5-.5= —15cm/s.
dt R dt 10
347 P=RI*,
AP =2RIAI=2.100.10"2 = 2 watts.
348 I=E/(R+7).
R
‘. i‘
E, r
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1) Al = — E -
(R+n
= — 1002.2-: —8x107%A, AI= —80mA |.
(50)
» v=RE
R4-r
AV = -—';-E—AR= w2=0,8volt.
R+ (50)
3) P=VI

3.49

3.50

3.51

3.52

3.53

3.54

dP = (VaI/dR+IdV/dR)dR = VAI+IdV
AP =—80x8x107242x0,8 = —4,8 watts.

L= 4nN?S/1.10°
4TINS Al 10°

AL— _AnNCSAL 10 1 5107 H = —5mH.

10° P2 10° " 2500
Z = JR?+4n’ L f*
4P fAf  47*x9x10°x50x2

AZ = = ~ — 260Q.
JREH4P P2 J10°+47% x 9% 25 % 10%
Z = 1/22Cf,
1 1
AZ = — Af = ——————x2=1280.
2nCf* 27%x25.10
T=27t\/fﬁ

AT = = JLJCAC
= 7 /10°3710°% x 10 x 1072 = 3,14% 107®s = 0,0314 ps.

tg @ = 2nLf/R
2nL 27 x 100
a) Al =T ZAf = x 2 = 6,28
) Altg @) z f 200
2nLf 100 x 50
b) A(t = — AR = —27 X 5=—392.
) Altg @) D 2007

W = {mv?,
AW =nmvAv=50017.

QuINET. — Mathématiques supérieures. Tome 2
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CHAPITRE 4

Sens de variation des fonctions

41 Yy =2(x—3).
La fonction est décroissante sur ] — co, 3] et croissante sur I3, +of.

42 ¥ =3x%+6x+2. La dérivée a deux racines :

x = 2373 %y = 233
3 3

elle est positive si x < x, et si x > x,, négative entre les racines. Donc la fonction
est croissante sur ] —oco, x,] et sur [x,, +co[; elle est décroissante sur [x1, x,].

43 Yy =4(*+1)=4(x+1)(x*~x+1). Comme x*—x+1 ne prend que des
valeurs strictement positives sur R, la dérivée a le signe de x+1. Donc la
fonction est décroissante sur ]— oo, — 1] et croissante sur [—1, +oo].

44 Y =3@x+1)?Qx—1)2+4(x+1)>(2x—1)

=(x+1)*@Qx—1)(10x+1).

La dérivée s’annule sans changer de signe pour x = — 1. La fonction est croissante
sur ] —oo, —1/10] et sur [1/2, + o[, décroissante sur [—1/10, 1/2].
22

45 y' = - La dérivée ne s’annule pas. La fonction est décrois-

(2x=3)% v
sante sur ] — oo, 3/2[ et sur ]3/2, +oo[:

4.6 y' = a—;—%—a—ﬁ La fonction est décroissante sur ] —,/2/2,0] et crois-
—2x
sante sur [0, \/5/2[.
4.7 y = %1—2_—2-;5—)?— - Lafonction est croissante sur [ —/2/2, ./2/2], décrois-
x4+

sante sur ] — oo, —./2/2] et sur [V/2/2, +oo[.

) = (x+5) (x—1)*
(x+1)*
[—1, +oo[, décroissante sur [—5, —1].

4.8 La fonction est croissante sur ] —oo, —5] et sur

Points d’inflexion

49 Yy =3x*—-12x-36, ' = 6x—12 =6(x-2).
Point d’inflexion : x =2, y = —58.
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410 y=x*+3x*—4, ' =6(x+1).
Point d’inflexion : x = —1, y= —2.

411 y=x+x*-2x, Y =6x+2.
Point d’inflexion : x = —1/3, y = 20/27.

412 ¥y =4x—-12x%, Y =12x2—24x = 12x(x-2).
Points d’inflexion : x =0, y=10et x =2, y = —6.

413 y' =2x—1/x*, y=24+2/x%.
Point d’inflexion : x = —1,y=0.

4.14 y' =1-—4/x*, y" = 8[x% .

Il n’y a pas de point d’inflexion.
415 y' =1+4216/x, Y = —648/x* .
Il n’y a pas de point d’inflexion.

4
4.16 y' =3x*—48/x% Y =6x+96/x> = §_§_>_c:—_162

Il n’y a pas de point d’inflexion.

417 ¥y = (x—1)>+3x(x—1)?,
P =6(x—1)2+6x(x—1)=6(x—-1)2x-1).

Points d’inflexion : x =1/2, y= —1/16etx=1,y=0.

418 y=x*—16/x, ¥y =2x+16/x*, "= 2(1—-16/x7).
Point d’inflexion : x = 23/2, y =0. .
2 —— ——
4.19 Décomposons la fraction rationnelle —{—-————;X‘{——Q en éléments simples :
+
2 . _ .
X*-3X 19=X~7+ 9 ‘
X+4 X+4

Dot y =1-9/(x+4)*, »y'= 18/(x+4)*. Iln’y a pas de point d’inflexion.

420 De méme :

1 _ 1 11
X*-5X+6 (X-2)(X-3) X-3 X-2

d’ol
, 11 . 2 2
(x—2? (x=3*

y T T o3y
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Réduisons au méme dénominateur :
"o 3x2—15x%-+19
(x*~5x+6)*
A=225-228 = -3 <0. Iln’ya pas de point d’inflexion.

421 y=x3-3x*>+4, YV =6(x-1).

Point d’inflexion : x =1,y =2,
x 1 1-x> 2
422 ) =Arctgx +—>—, " + = ,
Y & 1+x? Y I+x*  (1+x*)?  (1+x3?
Il o’y a pas de point d’inflexion.
— s 2 —
4.23 y’=Arctgx+——x_+22, V= ! 5 ! 4x2f _2d 3?
14-x 1+x (I+x% (1+x%)

Point d’inflexion : x=1/2, y =3$ Arctg 1.

4.24 La fonction est périodique, de période 2.
¥y =2cosx+cos2x, Y’ = —2(sin x+sin 2x) = —2 sin x(1+2 cos x).
Sur Pintervalle [0, 27[, quatre points d’inflexion :

(0,0), 2/3, 3./3/4), (4n/3, —3./3/4), (z, 0).

Recherche des maximums et des minimums

1
i ,.4.25 'UI ey 1 5
s xz
X = —1: maximum
La dérivée s’annule pour
x = 1:minimum .
2
426 y =3 17%
(1+x%)

x = —1 : minimum
La dérivée s’annule pour
X = 1:maximum.

3—-
4.27 y'=6x—1-2=2(3" 23) .
X X

Lab dérivée s’annule pour x = \3/?3— : minimum .
. 3(1-2x%
(L+x%?

La dérivée s’annule pour x = 1/3/2 : maximum.

4.28
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4.29 y = 3(x*—16/x%).

x = —2 : maximum
La dérivée s’annule pour
X = 2 minimum.
-
430 y = -2—6—"—-——2
(x*—5x+6)
x = —,/6 : minimum
La dérivée s’annule pour _
x = ./6:maximum.

431 y =3x*+2x-2. B
x = (—1—4/7)/3 : maximum

La dérivée s’annule pour _
x = (—1++/7)/3 : minimum.

4.32 La fonction est périodique, de période 2m. Cherchons les maximums et
minimums sur U'intervalle [0, 2x].

¥ =3 cos x sin® x.
X =72 :maximum
La dérivée s'annule pour '
x = 37/2 : minimum .

La dérivée s’annule également, mais sans changer de signe pour x =0, x=.

4.33 La fonction est périodique, de période n. Cherchons les maximums et les
minimums sur lintervalle {—n/2, 7/2[.

y' =sin 2x+2 cos 2x.
x =% Arctg (—2) : minimum
La dérivée s’annule pour
x =4 Arctg (—2)+n/2 : maximum.
434 ¥ =4(x—2)x(x—4).
x = 0 : minimum
La dérivée s’annule pour {x = 2 : maximum

X =4 : minimum .

435 y' = ——1£<1 +%>

x X
La dérivée s’annule pour x = —2 : minimum.
2 e
436 y =2 -8xt12
(x—4)

x = 2 : maximum

La dérivée s’annule pour
Xx = 6 : minimum.
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437 la }'onction est définie sur [—4, 4], et dérivable sur | —4, 4[.

i 16—2x>
y o= J16—x - —X = :
J16—x*  f16—x2

x = —2./2 : minimum

La dérivée s’annule pour

x= 2,/2:maximum.
438 y = M
(x*—12)*
X = —06 ! maximum
La dérivée s’annule pour {x = 0 : point d’inflexion
x = +6 : minimum.

439 La fonction est définie sur [—2./6, 2./6] et dérivable sur | —2./6, 2,/6[.

3 3x(16— x%)
Y =2x./24—x* - ud = .
J24-x2 J24—x*

x = —4 : maximum
La dérivée s’annule pour yx = 0 : minimum
x= 4 :maximum.
, 4 1 4 1
4.40 y=——=- 2='—‘('—2+ 2).
x* (1-x) x* (1—-x)

La fonction n’a ni maximum ni minimum.

441 y = 2 22T
(x—2)
La dérivée s’annule pour x = —1,75 : minimum.
_ 2
4.42 y’=a<1 bx“) L ( “"2>.
(1+bx*) ax T I\1+bx
l+{——
14+bx
x = —1/4/b : maximum
La dérivée s’annule pour 1x = 0 : minimum

x=1//b: maximum.
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Asymptotes

6.1 Lorsque x tend vers a, y tend vers -+ oo,
Asymptote : droite d’équation x = a.

6.2 Lorsque x tend vers + o, y/x tend vers + co.
Le graphe a donc une branche parabolique; il n’y a pas d’asymptote.

6.3 Lorsque x tend vers — oo, y/x tend vers —1

x 1—x/(x—1) x -1
+x=x|— ————+1>= = — .
YTy x( x—1 x\/x/(x—1)+1 x=1 [x[(x—1)+1

Lorsque x tend vers — oo, y-+x tend vers —1/2.

Asymptote : droite d’équation y = —x—1/2.

Lorsque x tend vers 1, par valeurs supérieures, y tend vers + oo,
Asymptote : droite d’équation x = 1.

Lorsque x tend vers + oo, y/x tend vers +1

y—x—x(\/ x —1>—x x/(x-D)-1 _ x 1

x—1 Sxjx—D+1 . =1 [xj(x—1)+1
Lorsque x tend vers + oo, y—x tend vers +1/2.

Asymptote : droite d’équation y = x+1/2.

6.4 Lorsque x tend vers 0, y tend vers +o0.
Asymptote : droite d’équation x = 0 (axe Oy).

y a®
b

e
a 2

=

Lorsque x tend vers +co, y/x tend vers + co.

6.5 Lorsque x tend vers 2, y tend vers +co.
Asymptote : droite d’équation x = 2.

y _2x*=2x—1
X x(x—2)

Lorsque x tend vers 00, y/x tend vers 2

_ 2x*—2x—1-2x>4+4x 2x~-1

x—2 x—2

y—2x

Lorsque x tend vers - co, y—2x tend vers 2.
Asymptote : droite d’équation y = 2x+2,
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6.6 La fonction est définie sur ] —co, —1[ U [1, +oo].
Lorsque x tend vers —1 par valeurs inférieures, y tend vers + o0,
Asymptote : droite d’équation x = —1.

Lorsque x tend vers oo, y—x tend vers 1.
Asymptote : droite d’équation y = x+ 1.

6.7 La fonction est définie sur 1 —oo, 1] U 12, +oo].

Lorsque x tend vers 2 par valeurs supérieures, y tend vers -+ co.
Asymptote : droite d’équation x == 2,
Lorsque x tend vers =+ o0, y/x tend vers 1.

x—1

— R |
< x—1 ) x—2 x 1
y—x=x -—2—1 =X = 5
X — — X - —
=1y \/36-—~1+1
x—2 x—2

Lorsque x tend vers co, y—x tend vers 1/2.
Asymptote : droite d’équation y = x+1/2.

6.8 Lorsque x tend vers 5/3, y tend vers + co.
Asymptote : droite d’équation x = 5/3,
Lorsque x tend vers 4 oo, y tend vers 2/3.
Asymptote : droite d’équation y = 2/3.

6.9 Lorsque x tend vers o co, y/x tend vers + co.

—Il'n’y-a pas-d’asymptote:

6.10 Lorsque x tend vers 0, y tend vers + co.
Asymptote : droite d’équation x =0 (axe Oy).
Lorsque x tend vers -+ o0, y—ax tend vers 0.
Asymptote : droite d’équation y = ax.

6.11 Lorsque x tend vers 1, y tend vers + co.

Asymptotes : droites d’équation z i —1

Lorsque x tend vers + oo, y tend vers 2.
Asymptote : droite d’équation y =2.

6.12 Lorsque x tend vers a, y tend vers -+ 0.
Asymptote : droite d’équation x = a.
Lorsque x tend vers oo, y/x tend vers - co.
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6.13 Lorsque x tend vers + oo, y/x tend vers 1/2.

y X x3=2x+1—x3—x*—x _ —x%—3x+1
2 2x24+2x+2 2x24+2x+2
Lorsque x tend vers + oo, y—x/2 tend vers —1/2.
Asymptote : droite d’équation y = x/2—1/2.

6.14 Lorsque x tend vers 1/2 par valeurs inférieures, y tend vers + co.
Asymptote : droite d’équation x = 1/2.
Lorsque x tend vers + oo, y/x tend vers -+ co.

Variation de fonctions

615 f'(x)=6x>—6=6(x>—1); f'(x) a le signe de x*—1, polynéme du

second degré qui s’annule pour x= +1 et x= —1; d’ol le tableau :
x | —o -1 1 +
f(x) + 0 - 0 +

f&) |- ] o N -8 /4

Le graphe coupe I’axe Oy au point I= (0, —4), qui est un centre de symeétrie;
la tangente en ce point a pour coefficient directeur f”(0), soit —6; I’équation de
cette tangente est y+4 = —6(x—0), soit y = —6x—4.

Fic. 1

Puisque f'(x) = 12x s’annule en changeant de signe, I est un point d’inflexion.
Le tableau de variation montre que f(x) s’annule pour x= —1 et s’annule
pour une autre valeur de x, strictement supérieure a 1.

6.16 IL’ensemble de définition est R; la fonction étant paire, on peut limiter
son étude 2 lintervalle [0, + oo].

frx)=—8x3+2x=2x(1-4x%) =2x(1-2x)(14+2x).
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Le signe de f*(x), qui se présente comme un produit de facteurs, est alors donné
par le tableau suivant :

x 0 1/2 + o0
x |0 + +
1-2x + 0 -
14+2x + +
fi(x)|0 + 0 -

Lorsque x — +00, f(x) = ~—2x4<1 - —1—-5 ——%) tend vers —oo, d’ol le
2x°  2x
tableau de variation :
x |0 12 +oo

o+ 0 -

3 /0 258 N -

-V3i2

P

F1G. 2

6.17 La fonction est définie pour x # 4.

Dérivée : f'(x) = Cette dérivée est positive. La fonction f est

1
@-x)?
croissante. .

Lorsque x— + 00, f(x) — —3, la droite paralléle 2 'axe Ox, d’équation y = —3,
est donc asymptote & la courbe.

-
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Lorsque x—+4, |f(x)] » + co. Pour connaitre le signe de f(x), observons que,

pour x positif, le numérateur de f(x) est positif : le dénominateur 4—x est positif
pour x < 4, négatif pour x> 4.

x | —o0 4 -+ c0

f(x)l -3 /S +oon-—oo Va -3

La droite d’équation x = 4 est asymptote a la courbe.

Yi #

I

1

i

1

1

t

]

1 ]

y. : »
1 4: X

t

!

i

i

————————————————— [ R ——

..3 H

i

[}

i

i

1

1

1

1]

]

I

]

]

]

FiG. 3
6.18 La fonction est définie pour x # 0.
, 2
ff=1+-.
x
Si x tend vers -+ oo, f(x) tend vers + o0, Comme f(x)—x—1= —2/x tend vers 0,

la droite d’équation y = x--1 est asymptote.

x| —o0 0 + o0

y |~ Ve + oo|| = 0o /! + 0

Le point (0, 1) est centre de symétrie du graphe.
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w}

FiG. 4

"6.19 Ensemble de définition: ] —oco0, —3[ U 13, +oo[. La fonction étant im-
paire, I'intervalle d’étude est 13, + oo].

, 18
fi(x) = T

x| 3 + o
v -

1 y *
i
H P ]
H 1
! l
H i
H 1
; i
H 1
1 1
2 I
_____ ‘:"""""’“""‘“"’"“""“'T"""""""""""»’
: i
: I
. 1
: 1
i ! .
) 0 f 3 X
!
H i
——————————— —}_-——..—..—.-.——.—..—..————:—-——.—-——-—-—.——-»
I -2 !
' |
H )
H 1
H 1
H I
: 1
| i
H i
it J
) 1
; i

Fi1Gc. 5
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Asymptotes : droites d’équations x =3, y =2, et leurs symétriques par rapport
ao0.

6.20 La fonction est définie pour x % —3/2.

y' fane SRR __.]é_..—..

@x+3)*
x| —o —3/2 + o
Y - -

y =12 N —ooll+e N\, —12

Les droites d’équations x = —3/2 et y = —1/2 sont asymptotes au graphe. Leur
point d’intersection est centre de symétrie.

b
=

5/3
4/5}- -
-3/21 ! X
___l__o[ 1 I—
T T e o e e e o e e S

! ~1/2
I
i
i
|
]
1
)
i
1
H

Fic. 6
2
6.21 2 -
x+1 x+1

Intervalle de définition } — o0, ~1[ U }~1, + o].

Valeurs aux bornes x-—+ —1 y-» 400,
x—+0 p-+co (Asymptote y=x-1).
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Fic. 7
ros 5 ' 25 ’ '
Calcul de la dérivée y' =1 - 5, YV (—6)=y'(4=0.
_ (x+1)
X |~ -6 ~1 4 + oo
¥ + 0 - - 0 +

y|—o J =12\, -—ow|+o \y 8 S  +o

6.22 La fonction est définie pour x# 1 et x % —1.
Valeurs aux bornes : x— ~1, y— 4o
x-—1, Y- +o0
x-»00, y-1.

Calcul de la dérivée :

s X 4Ax+1

(x2—1)2 2 y,(“2+\/3)=y'(~2_\/3).___0

“
AT
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x | —-® —-2—-./3 -1 —2+./3 1 + o0
y - 0 + + 0 - -
y N mn /S toljro S M N, =it N 1

i e e et e o o e e e oy o T —

o e o ot i i b e b it aan e e s i s i e e e i o

Fic. 8

6.23 La fonction f est définie pour x*+2x—1+#0, donc si x est différent de
x, etde x,, ot x; = —1—. /2 et x, = ——l+ﬁ.
(4x—3) (x*+2x—1)—(2x+2) 2x*~3x+1)
(x2+2x—1)?

f'e) =

_ 7x2—6xi
(x*+2x—1)*

f/() a le signe du trindme 7x*—6x+ 1, dont les racines sont

x3=3_:7\/_2 et x4=2’—+7\/2.
x |- Xy X3 X2 X4 + oo
£ (x) + + 0 - -0+
2 g oo S n N el N o S 2
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} YA
2 Y= 2»
1 /—-_’
o X
Fic. 9
6.24 Le nombre o, désignant une fréquence, varie dans Pintervalle
10, 4+ oof.

(L+1/Co®) (Lo—1/Cw)

(@) = —-LC g
f'@ [R%+(Lo—1/Ca) T2

o |0 1/"«/LC +0o0

F@ o+ 0 -

flwyjo0 ~ LCR N\ 0

flw) &
LC/Rp == =mmmm
]
3
0 1 /\/E w
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6.25 Intervalle de définition : [0, +oo[.

Valeurs aux bornes : R=0, y=0.
R—o 4o, y—1/Co.

i 1 ! 0
y= (1+R202m2)3/2’ y=u
R0 -+ 00
Y +
y |0 / 1/Cw
YA
1/00)__ ..................... — o
7 R

He. 11




CHAPITRE 7
71 *(1—x)P° = x*—=3x*+3x°~x°

D’onr I =1/140.

7.2 Effectuons le changement de variable ¢ = 1+ x. Alors

=2t =2/T+
4/1+x t \/ \/ >
Dot I=2(,/9-/9=2.

f(1+e/})dx=x+3-x‘*/3. D’ou I=8+%8"’/3—1-3/4=73/4.

. . . sin 3x
7.4 sin3x =3sinx—4sin®x, -
sin x

= 3—4sin’x =1+2cos2x.

JSI_n3xdx=x+sin2x. Dot I=m7/2.
sin x

dx 1 [ dx 1
L | dx 1
x2 X .’ x3 2x?
-1
Dol 1_—.[—--1--;—-1-5:{ — 10/9.
x 2x°}-
7.6  sin4x =4 cos® x sin x—4 cos x sin® x

sin 4x . .
—— = 4 cos x(cos® x—sin® x) = 4 cos x(1 —2 sin® x).
sin x

Posons ¢ = sin x; alors df = cos x dx et

I= 4[1 (1-2%)dr=4[t—21%/3] = 4/3.
4]

7.7 Posons x = 3¢; alors

1
Imj 3‘“2 =1[Arctgt];=n/1z.
0 9(1+t%) 3

L
Tala
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7.8 sin32x=i(3sin2x~sin6x), jsinstdx:i(—%cost+-é—cos6x>.

7.9 xJTHx = (x+1-1) JT+x = 1+x)>* - /T+x.

J x/1+xdx = %(H—x)s/2 ——i-(l—f—x):”z.

Dot I= %(45'2-1) - %(43/2—1)

ou enfin I=116/15.

x _x+l-1 1

7.10 = = JTrx— ——.
Jl+x  Ji+x Vi J1+x

f X dx =§(1+x)3/2—~2\/1+x.

N

Dot I= %(27—8)—2(3——2) =32/3.

Applications des intégrales 2 des problémes

711 4y =x(x>—4x+4)=x(x—2)?. La rivi¢re rencontre la route aux points

d’abscisses 0 et 2. L’aire du terrain compris entre la riviére et la route est

2 2 4 3
A=J ydx=lj (x3~4x2+4x)dx=1[§~—i3-c-—+2x2]
4 Jo 4] 4

3

0
= 1/3km?* = 33,3 ha.

La valeur du terrain est donc 333 000 F.

7.12 do
t

= Kt +wo = gt+41r.

120
alzo-.as(,:J (—gt+4n>dt=1c[t2/12+4t]:zo= 11407.

60
Le nombre de tours effectués pendant la deuxiéme minute est :

N = (&350 —Ugo)/27 = 570 tours.

2

0




238 Solutions des exercices

7.13 Soit / I'allongement total. Le travail total n’est pas W = Fl, puisque F varie
4 chaque instant. Plagons-nous donc 2 la distance x de Porigine; la force de
traction est alors :

F=kx.

Donnons 2 x un accroissement Ax. Pendant le déplacement Ax, le travail est
AW =FAx=kxAx.

Lorsque x = 0,001 m, nous savons que F= 30 N. Donc
k=30000N/m .

On obtient le travail total (avec /= 0,02 m) en intégrant de 0 & [ :

30000 0,02

!
W =j 30000 xdx = - [%*1,” = 15000(0,02)> = 67.
0

7.14 y=gR?*/(h—x)* = dv/dt = vdo/dx.

Donc :
2
vdo = gR dx
(h—x)?
vy xi 2
f vdy = f gR dx,
0 ,of,,,(h—-v)?‘
soit
2 h—x; h/ hh—x,)
et

2gR%x,
vy = [——L
h(h—x,)
Application : h=2R, x; = R; alors v, = ./gR.

7.15 La pression exercée sur une bande de hauteur Az située 4 une distance z
du fond est

Af=pg(8—~2)10Az.
Dol

4
f= J 10pg(8—z)dz = 10 pg (8 z—z%[2); = 240 pg .
Y]
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A
4m
y
A
Az NN = [4m
A
t—— 10Mm
FiG. 1
7.16 On utilise la formule de Torricelli :
v?=12gz (v,: vitesse d’écoulement).
ZA
R
P S
4 S
H
V4
Bl x
Fi1G. 2
D’autre part :
sv,dt = —Sdz (S = nr? = nR?. Z*[H?),
d’ou :
2 2
dt = — 1‘—1-;- L dz.
H*s [2gz
Le temps ¢ pour que I’entonnoir se vide est donc :
t = J‘ 3/2 dZ - = — [ 5/2]
H%s./2 5 H%s \/ 29
_2nR? H

5s 2g
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CHAPITRE 8

Fonctions logarithmes et exponentielles

81 52 =gllm%* p=2In5.
82 x=(ny)/2Wl3).
83 y=10° y=¢5.
84 e M=1-y/K x=—In(1—y/K)?.
85 e*=Arcsiny+2kn ou e**=n—Arcsiny+2kn
x =% In (Arc sin y+2kx) ou x=%In(n—Arcsin y+2kn) .

Dérivées des fonctions logarithmes et exponentielles

I

86 y=¢ u =sin2x

1

¥y = u'e"=2cos 2xe" 2%,

8.7 y=e“, u=\/1—-3x, u':—._.._é_....._;
2 /1-3x
Vo= ulet = __36Xp(\/1—3x)'
2./1-3x
1 1
8.8 =eu’ u=t 1x’ ul_:____ ;
g gl x? cos® 1/x
’ ’ 1 etgl/x
=yel = -,
g x* cos® 1/x
8.9 y =lnu, u = sin 4x, u = 4cosdx;
¥ =u'lu = 4cotdx.
1

810 y =Inu, u = tg . /x, u =

I3
’

y:

SR

1 1
B 2\/3_csin\/;ccos\/; “ \/;sinzx/a—c.
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811 y =Ine™™*=sinx,
¥y =cosx.
812 y = Arcsinu, u = In 2x, u' = 1/x
, u' 1
y = = = —-
J1—u x/1—(n2x)

8.13 y = uv, u=e** v =cos 3x;

y' = u'v+v'u=e**(4cos 3x—3 sin 3x).

814 y = uy, u=e "% ve==1g 5x;
_5x — I3
yl=urv+v1u=e-—5x<_5tg5x+ f >=56 (2 2Sln IOX)
cos” 5x 2cos” 5x
8.15 y = uy, u=e?* v=1In3x;
Yy =u'v+o'u=e*2In3x+1/x).
8.16 y = u/v, u=1In2x, v=1In3x
y=trE ! _(In3x—1n2x) = 32 .
v x(In 3x) x(In 3x)
e ., 2 1
817 y =2lnx+ln/1-x y ==+ .
x 2(1—x)
1 1 x
8.18 =InY1+x* =-In(1+x* Do - .
Y 4 ¢ ) Y i
819 y =Ilnuy, u=Inx;
, u i
y E- e .
u xlnx
820 y = —u’ u=Inx
’ 2,1 3 2
Y o= =3utu’ = —=(lnx)°.
x
1 4x
8.21 = u*, u = =In(l—4x%), U = —
Y 2 ( ) 1-4x*

_ 2x[In(1 —4xH)7?

"= 4yl =
¥ 1—4x*
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8.22
8.23

8.24

8.25

8.26

8.27

8.28

8.29

y = (Ine)°® = x°, y' = 5x*.
y=e" U= Xxsin x, ' = x cos x+sin x;
¥ =u' e"=(x cos x+sin x)e* 5 ¥,
y=e" u=x° u =3x?
y/ =y ¥ = 3x2 ex3
y=e" u=1//x, u'=—1/2x*?;
elVE
yl — ureu e e
2x32
e” e” 1
y = sin u, U=, W=-—{1-=];
x x X
e” 1 e”
=3 U om=m - —— —_—
y = u' cos 1 cos
X x x
2x.
y = cosu, u=e*
. ’ e 2x o3 2x
= —u' sinu= —2e"~sine"”.
y =tg’u, u=e’;
LI
sin“e
"= 3u' tgfu(l+tg’u) = 3eF —.
y 4 x
cos®e
y = uv, u =Intg x, v=gin 2x.

Solutions des exercices

Dérivées secondes des fonctions logarithmes et exponentielles

8.30

8.31

8.32

8.33

y =uv+v'u

sin 2x

= -2 ¢0s 2x In tg x = 2(1 +cos 2x In tg x).

cos®x tg x

yn - ullv+2ulul+uvﬂ’ u= er,
= e**(4cos3x—12sin 3x—9 cos 3x)

= —e?*(5 cos 3x+12 sin 3x).

y = —~Inx, y = 1/x*.
_llnx y"—- .._._1....

yo=ame 22

y = up, u=x? v=e"%;

V'=u"o+2u' v +ur” =e (k2 —4x+2).

v ==Cos 3x
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834 y = uy, u=x2, v=Inx;

Y= u"o+20 v +ur" =2lnx+4—-1=2Inx+3.

835 y =up, u=1/x, v=Inx
iy 20X 2 1 2Inx—3
y'=u"v+2u' v +uv e R ¥

Différentielles des fonctions logarithmes et exponentielles

8.36 dy=(——1——-—~ 4,)dx
1+x  (x+2)°

4
837 dy=1[e&— dx
Y ( (x—zf)

838 dy = (Il— +sin x-+1-—2cos x)dx.
+x

839 y=c¢"—1, dy = Inaa*dx.
840 y = uy, u=(x*-1), v=¢e"
dy = vdu+udv =2x*e*dx.

x+a 2a

841 y=Inuy, Yy =—", du=—-———-—-——2~dx;
xX—a (x—a)
du 2a
dy = - = — dx.
Y u x2—a?
842 y=1Ilnu, u = In x,
dy =—c-1-u-m 1 dx.
u xInx

8.43 y = ecos:n: lnx= euu

dy = (vdu-{-udu)e‘"’ = <—Sinx 1nx+COS x)xcosxdx'
X

844 y=Inuy, u=\//1+x2— 1—-x%;

dx,

du = X -+ X
<\/1+x2 \/1——x2)
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8.45

8.46

f1_ -4
dy=@-=————-———1+ 1 xdx.
u x\/l—x4

y=e(lnx)/x;

dy = -—15(1—1n x) x ¥ dx.
x

sinx In cosx,

y=e€ 3

.2
dy = (— T X fcosxIn cosx) (cos x)*"*dx .
cos x

Solutions des exercices

8.47 y = eln tg x lnx;
dy = <E +Inxtgx + Intg x) (tg x)"*dx.
tg x X
848 y=nlnsinx, dy =ncotxdx.
849 y=¢"lne dy =nlnax" g7 dx.
850 y=¢" u = sin® x, du =sin 2xdx’
dy = e"du = sin 2x """ *dx .
851 y=ufy u=e" v=X;
= 2 x2
dy = vdu 2udu _ (2x 21)e dx.
v X
852 y=lhx—In./x*—x+1=1Inx ——lzln(xz—-x+1);
1 2x—1 2—x
y=|-— g |Jdx = —————dx.
x 2(x*—x+1) 2x(x*—x+1)
1 3 2
853 y= §1n (x® — 3x* + 6x);
x2 —2x +2dx
dy = ~——— —

x2—3x+6x°
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Différentielles logarithmiques

2

8.54 g}:=§ dx +_1_§ dx _8dx= x“+4 dx.

y 2x—1 2x-3 x-2 (x-1)(x—2)(x-3)

2

8.55 c_12=2dx+ xzdx =3(x2+2)

y x x“+3  x(x"+3)

2.—-

gsg WL 1 _1\g_o_ 23 g

y 2(x+1) 2x+3 2x 2(x+1) 2x+3)x
8.57 Iny=(n=x)> dy _2lnx,..

y b4

8.58 dl—:(ln%—-—l)dx.

y b
8.59 Q=[n<l+l>+mcotx]dx.

y x
8.60 _d_y=<§ ! _ 4 )dx

y x 2x(1+Inx) 1+4x

861 Iny=.xlnx

y

2. /x  Jx

862 Iny=sinxInx;

sin x

iy_ = (cosxlnx +—-—-——~>dx.

d_y=<1nx +—i~>dx =2+lnxdx'

y x
2
8.63 g_y_=2dx__xdx2__xdxz= 5x2+8 x
y x  14x* 44+x*  x(L4+xP) (@+x?)
3 4
864 W _Zan 2X gAY g

x =
y x x*—16 x(x*~16)

865 Iny=2cos3xInsin2x
dy

— == 2(2cos 3x cot2x—3sin 3x Insin 2x)dx.

y

245




246 Solutions des exercices

8.66 Iny = In(x+1)+ 2%
X

_d_y_.__<.._1._.+_1__.1£3_c.>dx'
y

x+1 x* X2

8.67

dy (1 4x x2-1> __2(2x4—10x2+1)d

4 — X = X.
x 4x*—1 x(x*-3) x(4x*—1) (x*=3)

Variations de fonctions
- 1
8.68 y=1n\/x=51nx.

Intervalle de définition 10, + oo].
Valeurs aux bornes : x—0, y— —00,
X— 400, y—>r-400.

Calcul de la dérivée :

1
==, ’> 0.
V=5 y

YA

;/¥
/1 :

Fic. 1

x

8.69 FEnsemble de définition : ]—o0, —1[ U ]—1, +co[. La fonction prend
la m&me valeur en x et en —2— x. Le graphe est symétrique par rapport 4 la droite
d’équation x = — 1. L’intervalle d’étude est ] —1, +oo[.

Valeurs aux bornes : x-» 400, y— 400,
x->—1, y-—oc0.
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Calcul de la dérivée :

y =1n(1+x), yo=—, y' > 0.

x| —1 + 00

Yy

o
%Y

?

Fic. 2

8.70 Intervalle de définition : ]— o0, + co[—{0}.
Valeurs aux bornes: x—+o0, y—+o00 (Asymptote:y=x+1)
X—>—00, y-—>—00
x-0" , y-—0
x->0%,  y-— +o0.

Calcul de la dérivée :
¥y =e*(1—1/x) x<0 ou x>1 y>0
O0<x<l1 y' <0.
x| —o0 0 1 4- 00
5 + — 0+

y|—o /0 + o0 N e/ + 00
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Solutions des exercices

X
FiG. 3
8.71 Intervalle de définition : ] — o0, +oof.
Valeurs aux bornes: x-—» -0, y—0,
X 400, y->+mnf2
Vi
nf2
_______________ o ¢ s + 4 o ¢ smnom i+ e P
%
_/ 74
0 ] Fic. 4
Caleul de la dérivée :  y'=——, ) >0.
1+e*~
X | =00 + o
¥ +
i 0 Va /2

8.72 Intervalle de définition ] — co, +
fonctions y=e " * et y=—e™*.
y' =e *(cos x—sin x) .
La dérivée s’annule lorsque x = /4 -+ k.
yal[—n/2, n/2]:

oo[. Le graphe se trouve entre ceux des

Formons le tableau de la restriction de

x | —mf2 0 n/4 /2
y + + 0 -
y | —e™? J 0 Va %e“"/‘* N e ™?




Chapitre 8 249

YA

y=e"%X

7T 2 X

Fic. 5
8.73 Intervalle de définition : [0, +oo].
Valeurs aux bornes: ¢=0, y=0
t— 4w, y—FE
Calcul de la dérivée :

yl= _E__e—r/CR

> 0.
CR y

FiG. 6

8.74 Pour tout nombre réel x et pour tout entier naturel »,

-n

1l —e

fo+m) = fO)=eT +e7 4 b T =T

La suite (f(x + 7)) est donc convergente. Puisque f est monotone, f(H admet
une limite @ lorsque ¢ tend vers + oo, et, nécessairement,
e—-x
X)=a— ————.
) ——
Réciproquement, pour tout nombre réel a, la fonction f ainsi définie convient
visiblement.




INDEX TERMINOLOGIQUE

Accroissements finis (formule des), 59.
Anguleux (point), 36.

Arc cosinus, 14.

Are sinus, 12.

Arc tangente, 15.

Argument cosinus hyperboligue, 185.
Argument sinus hyperbolique, 185.
Argument tangente hyperbolique, 186.
Asymptote, 99.

Continue (fonction), 4 ; en un point, 3.
Croissante (fonction), 6; (fonction
strictement), 7.

Décimal (logarithme), 160.

Décroissante (fonction), 7; (fonction
strictement), 7.

Dérivable (fonction), 21 ; (fonction n
fois), 37; (fonction continfiment),
37; (fonction n fois continliment),
37; (fonction indéfiniment), 38.

Dérivé(e), 21 ; (nombre), 20.

Différentiable (fonction) en un point,
44,

Différentielle d’une fonction en un
point, 45.

Leibniz (formule de), 39.

Limite d’une fonction, 2.

Local (maximum, minimum), 57.

Logarithme, 156; de base a, 159,
népérien, 156. ‘

Logarithmique (dérivée), 161 ; (diffé-
rentielle), 162.

Maclaurin-Lagrange (formule de), 67.

Maximum, 57.

Minimum, 57.

Monotone (fonction), 7; (fonction
strictement), 7.

Neper (nombre de), 159.
Népérien (logarithme), 156.
Numérique (fonction), 1.

Paire (fonction), 10, 98.
Parabolique (branche), 99.
Pas d’une subdivision, 128.
Période, 98.

Périodique (fonction), 98.
Primitive, 126.

Exponentielle, 163 ; de base a, 165.

Homographique (fonction), 103.
Hyberbolique (fonction), 180.

Impaire (fonction), 10, 98.

Indéterminée (forme), 171.

Inférieure (borne) d’une intégrale,
130.

Inflexion (point d’), 63, 70.

Intégrable (fonction), 130.

Intégrale, 130 ; fonction de sa borne
supérieure, 138.

Intégration par parties, 144,

Puissance-(fonetion); 105170

Racine m-iéme (fonction), 11.
Riemann (somme de), 130.
Rolle (théoréme de), 58.

Subdivision d’un intervalle, 128.
Supérieure (borne) dune intégrale,
130.

Tangente, 32.
Taylor-Lagrange (formule de), 65.

Valeur moyenne d’une fonction, 131. -
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