
Plan du cours 

  1 Analyse d'erreurs 

 2 Equations non-linéaires 

 3 Systèmes d’équations 

 4 Interpolation et approximation 

 5 Dérivation et intégration numériques 

 6 Equations différentielles 

 

1 
Résolution Numérique des Equations différentielles.    

Pr. RACHID SEHAQUI Université Hassan II Casablanca Faculté des Sciences Aïn Chock 



CHAPITRE 6: RESOLUTION NUMERIQUE 
DES  EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

 
 
 
 
 

ANALYSE NUMERIQUE 
POUR L'INGENIEUR 

 

Résolution Numérique des Equations différentielles.  
 Pr. RACHID SEHAQUI Université Hassan II Casablanca Faculté des Sciences Aïn Chock 2 



 

 CHAPITRE 6 

Plan 
1. Introduction 

2. Méthode d'Euler 

3. Méthodes de Taylor 

4. Méthode de Runge-Kutta (RK) 

  (a) RK2 

  (b) RK4 

5. Méthodes a pas multiples 

6. Cas des systèmes d’équations différentielles 

 

Résolution Numérique des Equations différentielles.   
Pr. RACHID SEHAQUI Université Hassan II Casablanca Faculté des Sciences Aïn Chock 3 



 

 Equations différentielles 

1. Introduction 

 Les équations différentielles ou plus généralement les systèmes  

différentiels rencontres dans les divers domaines des sciences et  

techniques ont très rarement des solutions explicites. 

En fait, si on trouve dans des ouvrages de mécanique, de  

physique,... des modèles différentiels simples qui s'intègrent 

exactement, c'est parce que les modèles en question ont été  

simplifiés a l'extrême de façon à pouvoir les étudier  

analytiquement et de comprendre les phénomènes qu'ils sont 

censés représenter.  Dans le cas général, il est alors essentiel de 

disposer des méthodes numériques pour approcher la solution. 
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 Equations différentielles 

1. Exemples 
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 Equations différentielles 

1. Exemples 
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 Equations différentielles 

1. 2 Problème théorique 

Soit I = [a; b] un intervalle de R et soit f une fonction continue  

de I R dans R. On désire trouver la fonction 

vérifiant: 

 

 

L' équations différentielle (1) est dite du premier ordre dans le  

sens qu'elle fait intervenir seulement la dérivée d'ordre 1. 

On peut considérer plus généralement des équations d'ordre  

supérieur mais elles se ramènent aux équations du premier ordre. 

En effet considérons l’équation différentielle d'ordre m suivante: 
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 Equations différentielles 

Exemples 
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 Equations différentielles 

Exemples 
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 Equations différentielles 

Exemples 

Exemple 5 

 

 

 

Exemple 6 
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 Equations différentielles 

 2. Méthode numérique d'Euler 

On désire trouver une approximation de la fonction y(t) solution  

du problème de Cauchy: 

 

 

 

 

 

 Algorithme de la méthode d’Euler  
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 Equations différentielles 

Algorithme de la méthode d’Euler  

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale 

Et un nombre maximal d’itérations N 

2 – Pour  

 

 

 

 

 

3 - Arrêt 
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 Equations différentielles 

Exemple 

 

 

 

 

 

Appliquer la méthode d’Euler pour un pas h = 0.1, 0.05 et 0.025 

Tracer les courbes et comparer les résultats obtenus  
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 Equations différentielles 

Exemple 
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0 1.000 000 1.000 000 0.000 000 

0.1 1.004 837 1.000 000 0.004 837 

0.2 1.018 731 1.010 000 0.008 731 

0.3 1.040 818 1.029 00 0.011 818  
0.4 1.070 302 1.056 100 0.014 220 

0.5 1.106 531 1.090 490 0.016 041 

0.6 1.148 812 1.131 441 0.017 371 

0.7 1.196 585 1.178 297 0.018 288 

0.8 1.249 329 1.230 467 0.018 862 
0.9 1.306 570 1.287 420 0.019 150 

1.0 1.367 879 1.348 678 0.019 201 
 



 

 Equations différentielles 

Programme Matlab  
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 Equations différentielles 

Programme Matlab  
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 Equations différentielles 

Programme Matlab  
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 Equations différentielles 

Exemple 2 
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 Equations différentielles 

Exemple 2 
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 Equations différentielles 

Exemple 2 
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 Equations différentielles 

Exemple 2 
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 Equations différentielles 

 3. Méthodes de Taylor d’ordre 2 

BUT: Améliorer la méthode d'Euler. 

 Algorithme de la méthode d’Euler  

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale 

Et un nombre maximal d’itérations N 

2 – Pour  

 

 

 

3 -  Arrêt. 
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 Equations différentielles 

Programme Matlab 
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 Equations différentielles 

Exemple 
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 Equations différentielles 

Exemple 
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 Equations différentielles 

Exemple : Reprendre l’exemple précédent par l’algorithme  

de Taylor  
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 Equations différentielles 

4. Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 

4 – 1 Algorithme de la méthode d’Euler modifiée  

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale 

Et un nombre maximal d’itérations N 

2 – Pour 

 

 

 

 

 

Ecrire  

3 - Arrêt 
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 Equations différentielles 

4 – 2 Algorithme de la méthode du point milieu 

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale 

Et un nombre maximal d’itérations N 

2 – Pour  

 

 

 

 

 

 

Ecrire 

3 - Arrêt 
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 Equations différentielles 

4 – 3 Algorithme de la méthode de Runge-Kutta ordre 4 

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale 

Et un nombre maximal d’itérations N 

2 – Pour  
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 Equations différentielles 

4 – 3 Algorithme de la méthode de Runge-Kutta ordre 4 

 

 

 

 

 

Ecrire 

3 - Arrêt 

 

 

 

 

 

 

 

Résolution Numérique des Equations différentielles.   
Pr. RACHID SEHAQUI Université Hassan II Casablanca Faculté des Sciences Aïn Chock 30 



 

 Exercices d’application 

 Exercice 1  

Faire trois itérations avec h = 0.1 des méthodes d’Euler, d’Euler  

modifié, du point milieu et de Runge-Kutta d’ordre 4 pour les  

équations différentielles suivantes :  

 

 

Exercice 2  

L’équation différentielle :  

Possède la solution analytique .  

a) En prenant h = 0.1, faire trois itérations de la méthode d’Euler  

modifiée et calculer l’erreur commise sur      en comparant les  

résultats avec la solution analytique               
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 Exercices d’application 

b) En prenant h = 0.05, faire six itérations de la méthode d’Euler  

modifiée et calculer l’erreur commise sur      en comparant les  

résultats avec la solution analytique         .  

c) Faire le rapport des erreurs commises en a) et b) et  

commenter le résultat en f onction de l’erreur de troncature  

locale liée à la méthode utilisée.  

d) Utiliser l’extrapolation de Richardson pour obtenir un meilleure  

approximation de           .  

Exercice 3  

Refaire l’exercice précédent, mais cette fois à l’aide de la  

méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.  
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 Exercices d’application 

 Exercices d’application à quelques phénomènes réelles 

 Exercice 1 : Du double au triple  

Une grandeur (non nulle) évolue à une vitesse proportionnelle à  

elle-même. On sait que cette grandeur double tous les dix ans.  

Combien de temps luis faut-il pour tripler ? 

 Exercice 2 La loi de refroidissement de Newton s’énonce 
comme ainsi: 

 ‘’la vitesse de refroidissement d’un corps inerte est  

proportionnelle à la différence de température entre ce corps et  

le milieu ambiant’’. On suppose la température de l’air ambiant  

est constante égale à 25° C. Dans ces conditions, la température  

d’un corps passe de 100° C à 70° C en 15 minutes. Au bout de 
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 Exercices d’application 

combien de temps se trouvera t-il à 40° C ?  

Exercice 3 : Dissolution d’une substance  

Une substance se dissout dans l’eau. On admet que la vitesse de  

dissolution est proportionnelle à la quantité non encore dissoute.  

A l’instant t = 0 (t en minutes), on place 20g de cette substance  

dans une grande quantité d’eau. Sachant que les dix premiers  

grammes se dissolvent en cinq minutes, donner une expression  

de la quantité         dissoute , en grammes, en fonction de t.  

Exercice 4 : Taux d’alcoolémie  

Le taux d’alcoolémie      (            d’une personne ayant absorbé,  

à jeun, une certaine quantité d’alcool vérifie sur      , l’équation  

différentielle :  
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 Exercices d’application 

Où t est le temps écoulé après l’ingestion (exprimé en heures), et  

a une constante qui dépend des conditions expérimentales.  

1) On pose, pour tout :                               . Démontrer que  

g(t) est une fonction affine.  

2) Exprimer         en fonction de t et de a.  

3) Dans cette question, on suppose que a = 5.  

a) Etudier la variation de f(t) et tracer la courbe. Déterminer le  

taux d’alcoolémie maximal et le temps au bout duquel il est  

atteint.  

b) Donner une valeur du délai T (à l’heure près par excès) au  

bout duquel le taux d’alcoolémie de cette personne est inférieur à  
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 Exercices d’application 

 Exercice 5 : Modèle de Verhulst-loi logistique continue  

On repique des plants de 10 cm de haut sous une serre. On sait  

que la taille maximale de ces plantes est 1 m. On note la taille, en  

m d’un plant après t jours. (On a donc f(0) = 0.1). Le modèle de  

Verhulst consiste à considérer que la vitesse de croissance de la  

plante évolue suivant la relation :  

Où a est une constante dépendant des conditions expérimentales.  

Autrement dit, f(t) est une solution, sur      de l’équation  

différentielle :                         .  

1) On pose, pour tout :  
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 Exercices d’application 

Déterminer une équation différentielle satisfaite par z, puis la  

résoudre sur       . En déduire que pour tout réel de        on a :  

 

 

2) On observe qu’au bout de 15 jours, la plante mesure 19 cm.  

Calculer a (on arrondira à       près).  

3) Etudier la limite de                  en et préciser son sens de  

variation.  

4) Représenter graphiquement la fonction f(t) .  

5) Au bout de combien de jours, la plante dépassera telle 90 cm  

de haut ?  
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 
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 Solution des Exercices 

Solution des exercices d’application 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Résolution Numérique des Equations différentielles.   
Pr. RACHID SEHAQUI Université Hassan II Casablanca Faculté des Sciences Aïn Chock 51 


