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Equations différentielles

1. Introduction

Les équations différentielles ou plus généralement les systemes
différentiels rencontres dans les divers domaines des sciences et
techniques ont trés rarement des solutions explicites.

En fait, si on trouve dans des ouvrages de mécanique, de
physique, ... des modeles différentiels simples qui s'integrent
exactement, c'est parce que les modeles en question ont été
simplifiés a I'extréme de facon a pouvoir les étudier
analytiguement et de comprendre les phénomenes qu'ils sont
censeés représenter. Dans le cas général, il est alors essentiel de
disposer des méthodes numériques pour approcher la solution.
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Equations différentielles

Exemples
1.1 Cuelques exemples

1. Chircuit B-C
R
Ha' it + I:__—._-,'II_I!-_I =10
qi0) = o

2. Probléme du pendule

Ly = —EE'"[L] — Esin[é'[t] |
m |

0y =8

gy =8,
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Equations différentielles

Exemples

3. Masse + ressort

mat Faxfith Fkxith =10
=0 = T4
20 = Ty

m = mas=e du ressort, a = viseositd du milien
ambiant. & = raideur du ressort.
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Equations différentielles

|

1. 2 Probleme théorique
Soit 7 = [a; b] un intervalle de R et soit f une fonction continue
de 7 R dans R. On désire trouver la fonction v : + — 1-’(1?)

verifiant: /(1) = flt,y(t)), Wil (1)

yital = o (2)

L' équations différentielle (1) est dite du premier ordre dans le
sens qu'elle fait intervenir seulement la dérivée d'ordre 1.

On peut considérer plus généralement des équations d'ordre
supérieur mais elles se ramenent aux équations du premier ordre.
En effet considérons I'équation différentielle d'ordre m suivante:
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Equations différentielles

Exemples

Exxemple 1.

Fimy yix) 1 — o
i I:IJ —  xlogir) + logiz)? e [t"' 5]
yle) =e

Exemple 2.
y'(z) =yi(z), ze[0,1]
y(0) =1
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Equations différentielles

Exemples
Exemple 3.

y'(x) =x?co(y(z)) +sin’(x), xe[-1,1]

y(—-1) =1
Exemple 4.
(]
y(z) =1+2— zelL2)
y(l) =1
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Equations différentielles

Exemples ; .
Exemple 5 [ y@) =t
] v(@)=1
£2
L}'(t) = > + 1
Exemple 6
y'(t) =t y(t)
y(1) =2
(£2-1)
y(t) = 2¢ 2
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Equations différentielles

2. Méthode numérique d'Euler
On désire trouver une approximation de la fonction y(t) solution
du probleme de Cauchy:

y'(t) = flt,ult))., f e [a.b
yla) = o

Algorithme de la méthode d’Euler
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Equations différentielles

Algorithme de la méthode d’Euler
1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (tﬂ ,.,y.:,)

Et un nombre maximal d’itérations N
2—Pour 0< n <N

JIT'.'.+1 — .}Jﬂ. + h.f(:tﬂ. J.}!ﬂj

Ecriret, i€t V11
3 - Arrét
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q Equations différentielles

Exemple Y'(t)=—-y(t)+ t+1 t € [0,1]
y(0) =1
y(t)= e '+t

Appliquer la méthode d’Euler pour un pas h = 0.1, 0.05 et 0.025
Tracer les courbes et comparer les résultats obtenus
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Equations différentielles

Exemple
t; y(t) Vi ly(t) — i
0 1.000 000 |1.000 000 |0.000 000
0.1 1.004 837 |1.000 000 |0.004 837
0.2 1.018 731 |1.010 000 |0.008 731
0.3 1.040 818 |1.02900 |0.011 818
0.4 1.070 302 |1.056 100 |0.014 220
0.5 1.106 531 |1.090 490 |0.016 041
0.6 1.148 812 |1.131441 |0.017 371
0.7 1.196 585 |1.178 297 |0.018 288
0.8 1.249 329 |1.230 467 |0.018 862
0.9 1.306 570 |1.287 420 |0.019 150
1.0 1.367 879 |1.348 678 |0.019 201
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Equations différentielles

function [T,Y]=euler(f,t0,tn,v0,n)
Programme Matlab * methode da’Euler

T = 10;
¥y o= ¥0;
h = (tn—-t0)/n; “w Pas de tenps
T = t0; % temps initial
Y = v0; % solution initiale
for k = 1:n
v = y+h*feval(f,t,v);
% Iteration d’Euler
T = tT+h;
T = [T:;t]; % Tableaun des t_1i
Y = [Y;v]; “w Tableau des v_i
end
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Equations différentielles

Programme Matlab

Exemple 1:

temps

. 000000
. S00000
. 000000
. 200000
. 000000

[ I =

y'(t)
yi0)
h=05

solution

approches
1. 000000
1. 500000
2. 250000
3.375000
5.062800

=yit), t]0,2]

=1

solution

exacte

1.000000
1.648721
Z.T7T18282
4.481689
7 .3800586

2rTrelnr

0. 000000
0.148721
0.468282
1.106689
2.3265b66
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Equations différentielles

Programme Matlab

*3 ! ! ! ! ' ! ! ! ! |

D] U R St S SN SRS S-SR N 4
| R O O Ot S U AU SRS SRS 4 S
o

-] ESSPPPPIN PP (RRRRIRRR PPy St S S S 90 S .

¥

P U R SOt U SRR il ST S-SR U

1 ' i : : i : : i i
] 2 .5 :
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Equations différentielles

Exemple 2
Exemple 2:

[ (1) =

e

yil) =
| h=0.1,h=0.01

La solution exacte est donnée par:
y(t) = t(1 +log(t)).
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Equations différentielles

Exemple 2

e e T e T S =

b

h=20.1
temps

000000
- 100000
. 200000
. 300000
- 400000
. 500000
600000
. TO0000
.800000
- 900000
000000

solution
approchee
000000
-100000
. 210000
.331000
464100
.610510
.TT1561
948717
-143589
.357948
.593742

o T T R O N = =

b

AV T T T % TR Y S S

()

solution
exacte

Q00000
.204841
.418786
.541074
.871061
-10g1898
. 362006
CB02068
. 858016
-118522
. 386294
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oD o o o O o o o o o O

. 000000
-104241
208786
-310074
-4068961
497688
.520445
653351
714427
.TE1575
. 7925562
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Equations différentielles

Exemple 2  2=0.01

solution aolution erreur

temps approchee exacte
1.000000 1.000000 LO00000 0. 000000
1.010000 1.010000 L020060 0.010080
1.020000 1.020100 L040198  0.020099
1.020000 1.030301 060446 0.030145

(e o S S
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Equations différentielles

Exemple 2

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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[ T S S S T T =T e e ST S Sy

. 040000
.050000
-120000
.130000
- 140000
. 330000
. 550000
- 150000
- 3T70000
-S00000
-150000
- 930000
.8590000
- 000000

[T I e R = A R i e N

. 040804
.051010
- 126825
. 138093
. 149474
. 388690
. 128525
160569
- 445076
216715
- 160969
. 522829
672033
.T04814

O I T B e % T N N e e

L0B0OT90
101230
. 246928
L268106
.2B93T2
LT09288
L229295
310726
201291
2528016
.310726
-199014
.369388
.386294

Lo S o [ o o Y o o A o Y o N o o I o o N o

040188
-0B0220
- 120103
- 130013
- 139898
. 320598
20077
- 149757
.3b6214
641201
- 149757
-G67G18E
. 681354
-681481
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q Equations différentielles

3. Méthodes de Taylor d’ordre 2
BUT: Améliorer la méthode d'Euler.
Algorithme de la méthode d’Euler
1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale
Et un nombre maximal d'itérations N
2—Pour 0= n <N

Yn+1 = Vn + h_f(tﬂiyﬂ) +
Ecrire t,, et V14
3 - Arrét.

h2 (a f(tn, vn) .\ af (tn, yn)

> o 3y f(tn, ¥n) )

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Equations différentielles

Programme Matlab :uncrion [T,Y]=euleri(f,dtf,dyf,t0,

tn,v0o,n)

“ Euler Taylor
T = til;
¥ = ¥0;
h = (tn—-to),/n; % pas de temps
T = ©0; Y% temps initial
Y = woO; % solution initiale
fTor It = 1:n

k1l = feval(f,t,v);

k2 = feval(dcf,t,v) ;

E3 = feval(dyf.t,v)

k = h*kil+ h*h=*{k2+ kKi*=k3)/2;

¥ = ¥+E;

T = t+h;

T = [T;t];

¥ = [¥:¥]1;
arnd

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Equations différentielles

Exemple
FExeimnple:
) = wiE)
w0y =1
t_mn W_Tu

L 1 OO O DO O
LT R o o R T o o R L R o R R = LD L D K D L S L
e L N L R L R o T S L R 1. 2210250000 OOl
L= L N L R L R o o S L R 1. .234923282500000
LA S L o L R Lo Lo R L R 1 .49090205 0852500
LT L o Lo L o o R L R 1.547aa87a524062
LI - T o L o L R o o S L R 1.22042868T6535439
LT o L o R T o o S L R 2.01157T2362T7232255
O SO OO O OO O O 2 _222T7Ts802455TE23
Lo TR e R L L D L DL R L R 2. 4561217818538 40

bd

el lalabalalalalelelele Ll -7 1402084850220
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Equations différentielles

|

Exemple

Figure 2: Taylor., «°
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q Equations différentielles

Exemple : Reprendre I'exemple précédent par I'algorithme

de Taylor yt)=—y®)+t+1 te[0,1]
y(0) =1
y(t)= e t+ ¢
y'(t) =t y(t)
y(1) =2
(t2-1)
y(t) — ZET

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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q Equations différentielles

4, Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2

4 — 1 Algorithme de la méthode d’Euler modifiée

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (tl} :}'n)
Et un nombre maximal d'itérations N

2 — Pour 0<n <N

V=, +thf(t,, )

h
"m+1 = Vn +E[f{:tﬂ J.}Jﬂ] _I_.f{:tﬂ. + h:j}]]
tﬂ+l — tﬂ. + h

Ecrire T:zr1+ 1 s Vn+1
3 - Arrét

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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q Equations différentielles

4 — 2 Algorithme de la méthode du point milieu
1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale
Et un nombre maximal d'itérations N (tl} :}'n)
2 — Pour
0=n <N

kl = hf{:tﬂl.}!ﬂj
k

h :
1 = Yn + h f(tﬂ._l_E » ¥n +E)]
tﬂ_+l — tﬂ_ + h
Ecrire T:zr1+1 ' Yn+1
3 - Arrét

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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q Equations différentielles

4 — 3 Algorithme de la méthode de Runge-Kutta ordre 4

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (t,,y,)
Et un nombre maximal d'itérations N

2 — Pour 0<n <N

ki= hf(t,,y)
o= fr (e 3+

2 2
k. = 1| (t +h +k2)]
3 f n 21'.}1'1 2

k,= h[f(t,+h,v, +k3)]

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Equations différentielles

3

4 — 3 Algorithme de la méthode de Runge-Kutta ordre 4
1
m+1 = Yn "‘E (ky + 2k, + 2k; + ky)
tﬂ_|_1_ — tﬂ + h

Ecrire Cnt1 s Vn+1
3 - Arrét

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Exercices d'application

|

Exercice 1
Faire trois itérations avec h = 0.1 des méthodes d’Euler, d’Euler
modifié, du point milieu et de Runge-Kutta d’ordre 4 pour les
équations différentielles suivantes :

a)y'(t) = tsin(y(D)) () =2)
By ()= t2+ (y(©) '+ 1 (1) =0)
c)y'(t) = y(t) e (y(0) = 2)

Exercice 2

L'équation différentielle : ¥'(t) = y(©) + et (¥(t) =2)
Posséde la solution analytique . Y(t) = e* + e*

a) En prenant h = 0.1, faire trois itérations de la méthode d’Euler
modifiée et calculer I'erreur commise sur ¥3 en comparant les
résultats avec la solution analytiquey(0.3).

Résolution Numérique des Equations ditterentielles.
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Exercices d'application

b) En prenant h = 0.05, faire six itérations de la méthode d’Euler
modifiée et calculer I'erreur commise sur y¢ en comparant les
résultats avec la solution analytique y(p.3)-

c) Faire le rapport des erreurs commises en a) et b) et
commenter le résultat en f onction de I'erreur de troncature
locale liée a la méthode utilisée.

d) Utiliser I'extrapolation de Richardson pour obtenir un meilleure
approximationde ¥(0.3).

Exercice 3

Refaire I'exercice précédent, mais cette fois a I'aide de la
méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Exercices d'application

Exercices d'application a quelques phénomenes réelles
Exercice 1 : Du double au triple
Une grandeur (non nulle) évolue a une vitesse proportionnelle a
elle-méme. On sait que cette grandeur double tous les dix ans.
Combien de temps luis faut-il pour tripler ?

Exercice 2 La loi de refroidissement de Newton s’énonce
comme ainsi:

“la vitesse de refroidissement d’un corps inerte est
proportionnéelle a la différence de température entre ce corps et
le milieu ambiant”. On suppose la température de I'air ambiant
est constante égale a 25° C. Dans ces conditions, la température

d’un corps passe de 100° C a 70° C en 15 minutes. Au bout de
Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Exercices d'application

combien de temps se trouvera t-il a 40° C ?

Exercice 3 : Dissolution d’'une substance

Une substance se dissout dans I'eau. On admet que la vitesse de
dissolution est proportionnelle a la quantité non encore dissoute.
A l'instant t = 0 (t en minutes), on place 20g de cette substance
dans une grande quantité d’eau. Sachant que les dix premiers
grammes se dissolvent en cinqg minutes, donner une expression
de la quantité f(t) dissoute, en grammes, en fonction de t.
Exercice 4 : Taux d'alcoolémie

Le taux d'alcoolémie £(t) (en gL") d’'une personne ayant absorbe,
a jeun, une certaine quantité d'alcool vérifie sur &, , I'équation
différentielle ; .2y + ¥ =aert |

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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q Exercices d'application

Ou t est le temps écoulé apres l'ingestion (exprimé en heures), et
a une constante qui dépend des conditions expérimentales.

On pose, pour toit € R, - g(t) = f(t)et. . Démontrer que
g(t) est une fonction affine.
2) Exprimer f(t) en fonction de t et de a.
3) Dans cette question, on suppose que a = 5.
a) Etudier la variation de f(t) et tracer la courbe. Déterminer le
taux d'alcoolémie maximal et le temps au bout duquel il est
atteint.
b) Donner une valeur du délai T (a I'heure pres par exces) au

bout duquel le taux d'alcoolémie de cette personne est inférieur a

05qgL"
Résolution Numérique des Equations différentielles.
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q Exercices d'application
I

Exercice 5 : Modele de Verhulst-loi logistique continue
On repique des plants de 10 cm de haut sous une serre. On sait
que la taille maximale de ces plantes est 1 m. On note la taille, en
m d’un plant apres t jours. (On a donc f(0) = 0.1). Le modele de
Verhulst consiste a considérer que la vitesse de croissance de la
plante évolue suivant la relation : f*(t) = a f(t)(1— f(1))

Ou a est une constante dependant des conditions experimentales.
Autrement dit, f(t) est une solution, sur &, de I'équation
différentielle : ¥' = ay(1—y)

1) On pose, pour tout ; ¢ €8+

1
20= 75

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Exercices d'application

|

Déterminer une équation différentielle satisfaite par z, puis la
résoudre sur ((R:), En déduire que pour tout réel de ®, ona:

FO) = go—arr

2) On observe qu’au bout de 15 jours, la plante mesure 19 cm.
Calculer a (on arrondiraa 102 pres).

3) Etudier la limite de f &N 4+co en et préciser son sens de
variation.

4) Repreésenter graphiqguement la fonction f(t) .

5) Au bout de combien de jours, la plante dépassera telle 90 cm
de haut ?

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application

Exercice 1 Du double au triple
Par hypothese, on a : V'=ay
O a est le coefficient de proportionnalité,
Notons £ le temps (en années). On sait que les solutions de I'équation différentielle y'= ay sont de la forme :
y(t)=C "
Ot C est une constante (non nulle, sinon y serait nulle)
Comme la grandeur double tous les dix ans, on a :
Mt +10)=2y(1)

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Solution des Exercices

I
Solution des exercices d'application

En simplifiant par Ce™ : el% =2
o In2
D'ou : a=
10
In2 i

On a done :

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application
Cherchons maintenant le temps T pour lequel. on a :
¥t +1)=3y1)
C =3 ce™

EHI:3
p= 13 _10I3 15054107 pres
a In2

Il faut donc attendre 15 ans, 10 mois et 6 jours (au jours prés) pour que cette quantité triple.

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Solution des Exercices

|
Solution des exercices d'application
Exercice 2 [oide refroidissement de Newton

Notons f(7) la température du corps a l'instant ¢ (en minutes).

Selon la lo1 de refroidissement de Newton., on a

fl6) = a(25 — f(1))

Les solutions. sur E.. de cette équation ditférentielle sont de la forme :

flr)=C e + 25

A l'instant r = 0, le corps est 4 une température de 100°C :

£(0) = 100
C+25=100
C=175

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application

D'ot, pour tout t & R+ : flHy=75e™" + 25

On sait que 15 nunutes plus tard. le corps est a 70°C. ce qui permet de calculer a

f(15) =10
7577+ 25 =70
a3

5

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Solution des Exercices

I
Solution des exercices d'application

I

—15a = In| %.:=1113:—1115

|
i,

5 _
a= % ~ 0,034 4 107 prés

Déterminons maintenant le temps ¢ & partir duquel le corps se trouve a une température de 40°C.

On résout I'équation : flry=40

5 5
=15 g5 IS 49264107 prés

a In5-1n3

I1 faut attendre 47 minutes (et 16 secondes, a la seconde prés) que le corps atteigne la température de 40°C.
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application

Exercice 3 Dissolution d'une substance

Comme la vitesse de dissolution est proportionnelle a la quantité non encore dissoute, on a, pour tout f = E+:
f'(#) = a(20 - £(2))

Les solutions sont de la forme, pour tout t € R+ :
fl=Ce™+20

A T'mnstant mnitial, 1l n'y a pas encore de quantité dissoute done :

f(0)=0
C+20=0
C=-20
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application
Comme les dix premiers grammes se dissolvent en cing minutes, on a :

F(5) =10
207 +20=10

p N
a= % ~ 0,14 4 107 prés

S | %

"
s Iy

On a done, pour tout r = R : f(£) = 20, 1-e 5 =2D‘ 1-2 5
I
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application

Exercice 4 Taux dalcooémie

I. La fonction g est dérvable sur R+ (les fonctions f et I'exponentielle e sont) et on a. pour tout £ £ R-
glt)=f1t) € + f(t) &' = (f (1) + (1))
Et comme f est solution de (E) sur By glt)=a
Dot glf)y=at+b

La fonction g est bien affine (sur &)
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application
,,, ¢

2. On adonc. pour tout t = F+ f(ty=(ar+ b) e

Or, a l'instant ¢ = 0, 1'alcool n'est pas encore dans le sang. donc f(0) =0 :

be ' =10

D'on : f(t)=ate™
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Solution des Exercices

I
Solution des exercices d'application

3. a. Etudions les variations de f. Comme f est solution de (E). on a :

flt)= Se " —f(f)=5e7 —5Ste”’'=5e ' (1-1
D'ou fi)z0 = 1-1t=0 < r=1
La fonction [ est croissante sur [0, 1] et décroissante sur [1, +=2[.

Elle admet done un maximum en 1 et ;

q '.\ .
fll)= — = 1.84a 10 ~ pres
3
Le taux d'alcoolémie maximal est de 1,84 gL~ atteint au bout d'une heure.
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application

Courbhe
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Solution des Exercices

Solution des exercices d'application

b. Nous devons résoudre l'inéquation : flt) =05

—‘I
I

Ste” = (.5
te” = (.1

Cee1 n'est pas possible formellement (inéquation transcendante).

Cependant, la fonction f est continue et strictement décroissante sur [1. +=c[ eton a :

q
f(l)==>05 et lim f(f)= lim Ste™ =0

e =+ |——=0
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Solution des Exercices

|

Solution des exercices d'application
Le théoreme de bijection assure qu'il existe un umque réel o de [1, +=[ tel que f(o) =

Le graphique permet de comecturer: a2 3.4
Ce qui peut se controler a la caleulatrice

f3)=075(03) et f4) = 0.37 (<03
On a donc bren : ae 34

[l faudra attendre 4 hevres (a I'heure prés par exeés) pour pouvotr, par exemple, reprendre le volant..
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