Equations différentielles

4. Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2

4 — 1 Algorithme de la méthode d’Euler modifiée

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale
Et un nombre maximal d’itérations N

2 — Pour 0<n <N
V=1, +hf(t,, )

h
1 = Vn +E[f{:tﬂ J.}Jﬂ] _I_.f{:tﬂ. + h:j}]]

. the1 = th + R
Ecrire

3-Arrét  Tpy1 2Vn+a
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Equations différentielles

4 — 2 Algorithme de la méthode du point milieu

1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale
Et un nombre maximal d’itérations N
2 — Pour

0=n <N
kl = hf{:tﬂl.}!ﬂj

h k,
1 = Yn + h f(tﬂ._l_E » ¥n +E)]
Ecrire 1 = ta +

3 - Arret T:zr1+ 1 s Vn+1
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Equations différentielles

4 — 3 Algorithme de la méthode de Runge-Kutta ordre 4
1 - Etant donné un pas de temps h, une condition initiale

Et un nombre maximal d’itérations N

2 — Pour 0<n <N
k1= hf(tﬂl.}jﬂj
k= |f (e . +E)]
2 _.f n 2!.}?1 2
- h k,
ka= [f(tats 70 +2)]

k,= h[f(t,+h,v, +k3)]
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Equations différentielles

4 — 3 Algorithme de la méthode de Runge-Kutta ordre 4
1
m+1 = Vn "‘E (ky + 2k, + 2k; + ky)
tﬂ_|_1_ — tﬂ + h

Ecrire tﬂ.+ 1 s Vn+1
3 - Arrét
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Exercices d’application

* Exercicel

Faire trois itérations avec h = 0.1 des méthodes d’Euler, d’Euler
modifié, du point milieu et de Runge-Kutta d’ordre 4 pour les
équations différentielles suivantes :

a)y'(t) = tsin(y(D)) () =2)
By ()= t2+ (y(©) '+ 1 (1) =0)
Exercice 2 c)y'(t) =y(t) et (v(0) =2)

L'équation différentielle : , ;
Possede la solution analytiqL.;‘f (t) = y(t)+ e (y(t) = 2)

' — t 2t
a) En prenant h = 0.1, faire trois itélxg!:.),__-v et e .  dEuler
modifiée et calculer I'erreur commise sur  en comparant les
résultats avec la solution analytique Y3

v(0.3).



Exercices d’application

b) En prenant h = 0.05, faire six itérations de la méthode d’Euler
modifiée et calculer 'erreur commise sur en comg--"1tles
résultats avec la solution analytique : 6

c) Faire le rapport des erreurs commises en a) E}'(U.?J)
commenter le résultat en f onction de I'erreur de troncature
locale liée a la méthode utilisée.

d) Utiliser I'extrapolation de Richardson pour obtenir un meilleure
approximation de

Exercice 3

Refaire I'exercice précédey([),?})is cette fois a 'aide de la
méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.



Exercices d’application

* Exercices d’application a quelques phénomenes réelles

* Exercice 1:Du double au triple

Une grandeur (non nulle) évolue a une vitesse proportionnelle a
elle-méme. On sait que cette grandeur double tous les dix ans.
Combien de temps luis faut-il pour tripler ?

Exercice 2 La loi de refroidissement de Newton s’énonce comme ainsi:
“la vitesse de refroidissement d’un corps inerte est
proportionnelle a la différence de température entre ce corps et
le milieu ambiant”. On suppose la température de 'air ambiant
est constante égale a 25° C. Dans ces conditions, la température
d’un corps passe de 100° Ca 70° C en 15 minutes. Au bout de



Exercices d’application

combien de temps se trouvera t-il a 40°C?

Exercice 3 : Dissolution d’une substance

Une substance se dissout dans I'eau. On admet que la vitesse de
dissolution est proportionnelle a la quantité non encore dissoute.
A l'instant t = 0 (t en minutes), on place 20g de cette substance
dans une grande quantité d’eau. Sachant que les dix premiers
grammes se dissolvent en cinqg minutes, donner une expression
de la quantité dissoute , en grammes, en fonction de t.
Exercice 4 : Tauxﬂ rJcoolémie

Le taux d’alcoolémie  ( d’une personne ayant absorbé,

a jeun, une certaine quf(t)a(en gL ")l vérifie sur , I'équation

différentielle : Ry
(E) iy + ¥y =aet '



Exercices d’application

Ou t est le temps écoulé apres I'ingestion (exprimé en heures), et

a une constante qui dépend des conditions expérimentales.

1) On pose, pour toutt € k. : g(t) = f{t)e'montrer que

g(t) est une fonction affine.

2) Exprimer  f(t) fonction de t et de a.

3) Dans cette question, on suppose que a = 5.

a) Etudier la variation de f(t) et tracer la courbe. Déterminer le

taux d’alcoolémie maximal et le temps au bout duquel il est

atteint.

b) Donner une valeur du délai T (a I’heure pres par exces) au

bout duquel le taux d’alcoolémie de cette personne est inférieur a
05gL"



Exercices d’application

* Exercice 5 : Modele de Verhulst-loi logistique continue

On repique des plants de 10 cm de haut sous une serre. On sait
que la taille maximale de ces plantes est 1 m. On note la taille, en
m d’un plant apres t jours. (On a donc f(0) = 0.1). Le modéle de
Verhulst consiste a considérer que la vitesse de croissance de la
plante évolue suivant la relation :

Ou a est une constante dépendant des - = -~ — - f-tmm -t ml--
Autrement dit, f(t) est une solution, su. "r I:.h].-._,il“{q'}(l Hm-

différentielle : . o
1) On pose, pour tout : IR,

[

y'=ay(l-y)
t € Ry

1
20= 75



Exercices d’application

Déterminer une équation différentielle satisfaite par z, puis la

résoudre sur Elﬁ’: ~3duire que pour tout réel de ona:
4

2) On observe qu’au bout f I:.tJ = — af 1 cm.
T Qe +

Calculer a (on arrondira a pres).

3) Etudier la limite de en et préciser son sens de

variation. 102

4) Représenter graphiquemert !~ inn f(t) .

5) Au bout de combien de jourc en +co 1épassera telle 90 cm

de haut ?
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

Exercice 1 Du double au triple

Par hypothese, on a : V'=ay

O a est le coefficient de proportionnalité,

Notons £ le temps (en années). On sait que les solutions de I'équation différentielle y'= ay sont de la forme :
y(t)=C "

Ot C est une constante (non nulle, sinon y serait nulle)

Comme la grandeur double tous les dix ans, on a :

(it +10) = 2p(t)
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

En simplifiant par Ce™ : el% =2
o In2
D'ou : a=
10
In2 i

On a done :
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application
Cherchons maintenant le temps T pour lequel. on a :
y(t+T)=3y(1)
C EI-!T{T—T:] _ 3 C‘Eﬂf

EHI:3
p= 13 _10I3 15054107 pres
a In2

Il faut donc attendre 15 ans, 10 mois et 6 jours (au jours prés) pour que cette quantité triple.
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

Exercice 2 [oide refroidissement de Newton

Notons f(7) la température du corps a l'instant ¢ (en minutes).

Selon la lo1 de refroidissement de Newton., on a

fl6) = a(25 — f(1))

Les solutions. sur E.. de cette équation ditférentielle sont de la forme :

flr)=C e + 25

A l'instant r = 0, le corps est 4 une température de 100°C :

£(0) = 100
C+25=100
C=175
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

D'ot, pour tout t & R+ : flHy=75e™" + 25

f(15) =10
7577+ 25=170
a3

5
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application
—15a = In| E.:=11133: —In5

|
i,

5 _
a= % ~ 0,034 4 107 prés

Déterminons maintenant le temps ¢ & partir duquel le corps se trouve a une température de 40°C.

On résout I'équation : flry=40

5 5
=15 g5 IS 49264107 prés

a In5—In3
I1 faut attendre 47 minutes (et 16 secondes, a la seconde prés) que le corps atteigne la température de 40°C.
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

Exercice 3 Dissolution d'une substance

Comme la vitesse de dissolution est proportionnelle a la quantité non encore dissoute, on a, pour tout f = E+:
f'(#) = a(20 - £(2))

Les solutions sont de la forme, pour tout t € R+ :
fl=Ce™+20

A T'mnstant mnitial, 1l n'y a pas encore de quantité dissoute done :

f(0)=0
C+20=0
C=-20
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application
Comme les dix premiers grammes se dissolvent en cing minutes, on a :

F(5) =10
207 +20=10

p N
a= % ~ 0,14 4 107 prés

-

"
s Iy

On a done, pour tout r = R : flt) = 20[1-e 5 |= ED‘ 1-2 5
l._ .ﬂ J
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

Exercice 4 Taux dalcooémie

I. La fonction g est dérvable sur R+ (les fonctions f et I'exponentielle e sont) et on a. pour tout £ £ R-
glt)=f1t) € + f(t) &' = (f (1) + (1))
Et comme f est solution de (E) sur By glt)=a
Dot glf)y=at+b

La fonction g est bien affine (sur &)
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

+

2. On adonc. pour tout t = F+ f(ty=(ar+ b) e
Or, a l'instant ¢ = 0, 1'alcool n'est pas encore dans le sang. donc f(0) =0 :

be ' =10

D'on : f(t)=ate™
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3.

Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

a. Etudions les variations de f. Comme f est solution de (E). on a :

flt)= Se " —f(f)=5e7 —5Ste”’'=5e ' (1-1
D'ou fi)z0 = 1-1t=0 < r=1
La fonction [ est croissante sur [0, 1] et décroissante sur [1, +=2[.

Elle admet done un maximum en 1 et ;

q '.\ .
fll)= — = 1.84a 10 ~ pres
3
Le taux d'alcoolémie maximal est de 1,84 gL~ atteint au bout d'une heure.

Résolution Numérique des Equations différentielles.
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

~ TCourbhe :
R

[

LAY
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

b. Nous devons résoudre l'inéquation : flt) =05

te” < 0,1
Cee1 n'est pas possible formellement (inéquation transcendante).

Cependant, la fonction f est continue et strictement décroissante sur [1. +=c[ eton a :

q
f(l)==>05 et lim f(f)= lim Ste™ =0

e =+ |——=0
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Solution des Exercices

Solution des exercices d’application

Le théoreme de bijection assure qu'il existe un umque réel o de [1, +={ tel que f(a) = 0.5,
Le graphique permet de comecturer: a2 3.4
Ce qui peut se controler a la caleulatrice :
f3) = 0.75(>0.5) et f(4) = 037 (<0.5)
On a donc bren : ae 34

[l faudra attendre 4 hevres (a I'heure prés par exeés) pour pouvotr, par exemple, reprendre le volant..
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