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Ce cours couvre la totalité du programme de physique et de chimie des filieres MP-Techno. 1l est
concu pour les éléves des classes MP-Techno tunisiennes qui souhaitent avoir une vision globale du
cours dans le strict respect du programme. Ce cours peut servir comme support aussi pour les éléves
qui veulent passer les concours francais (ccp, mines, centrale).

Pour bien profiter de ce cours il faut lire chaque chapitre au moins deux fois avant d’entamner les
exercices.
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Rappels d’Electrostatique

I Le champ électrostatique
I.1. Définitions

a) Force d’interaction

Loi de Coulomb

Deux charges ponctuelles immobiles ¢; et g¢o, placées dans le vide en des points
M, et M, exercent 'une sur ’autre une force :

e
142 71%2 Qg2 M, M,
dmeo | My ML|2 AT || My M

1—-2

ou, en utilisant les coordonnées sphériques ayant pour centre M; :

dmeg 12 4dmey 13

? q1q2 Uy N1q2 7
1-2 — -

€o est la permitivité du vide telle que =9.10° S.I
TEY
Q
b) Champ électrostatique & b‘\

?,

%
uy
La force exercée par la charge 1 sur la charggz peuﬁ';ssi se mettre sous la forme : ?Hg = @y X n

4eq 72
Cette forme est intéressante car elle com &épe E@?}aartie qui ne _d)épend que de la charge 1 et que I'on

nomme le champ électrostatique créé p & tharge 1, noté Ej.

Définition :
Le champ électrostatique E; créé par la charge ¢, est tel que :

—
q1 Up

= =
?Hz = qo X Ey(r) avec Ey(r) =

4eq 12

Remarque

On peut alors interpréter la force de Coulomb, qui est une force a distance entre deux charges
comme la force due a ’action du champ électrostatique créé par une charge sur l'autre.
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1.2. Principe de superposition

Soit une distribution D de charges ponctuelles ¢, ¢a, ..., gn. L’expérience montre que la force résultante
exercée sur une charge g par cette distribution est égale & la somme vectorielle des N forces exercées par
chaque charge ¢; supposée seule.

On s’intéresse en particulier a la force totale exercée dans le vide sur une charge ¢ immobile par une
distribution de charges immobiles. Cette force s’écrit :

?:Ziqﬁi:qzia:qﬁ avec ﬁzzzﬁl

Propriété

Le champ électrostatique créé par la distribution de charge est donc égal a la

somme de tous les champs électrostatiques créés par chacune des charges de la
distribution.

A

F=F +F,+F,

A\\Q wa E, (M)

@ -y
1N
1 ~
1 ~
1 N
1 s
@ d—"—30
>
charge 1 charge 2

FIGURE 1 — (A gauche) Superposition dﬁ ctrostatzques exercées par une distribution de charges.
(A droite) Superposition des champs éle @ ques.

I.3. Champ créé par une distribution de charges

a) Charges ponctuelles

Dans le cas d’une distribution de charges ponctuelles, le champ total créé au point M est donc la somme
de tous les champs créés par chacune des charges en ce point :

N
1 P.M
ﬁ(]\f ) = Gi——— avec ¢; la charge numeéro ¢ située au point F;
i 2[R

b) Charge volumique

Dans le cas d’une distribution D de densité volumique de charge p, le champ total créé au point M est
toujours la somme de tous les champs créés par chacune des charges en ce point. Cependant nous n’avons
pas affaire a des charges ponctuelles : il faut donc faire la somme de tous les champs créés par les charges
dquor contenues dans les petits volumes dr autour des points P; avec 0¢,o = p(F;)dr Cette somme est
continue :
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———dr
 4me ///PeD yPuH% " 4re ///PGD \P\[\P

c) Charge surfacique

—_— —
1 PM 1 [ PM
By = - // o(P)dS - // o(P ds

d) Charge linéique

e —
| PM 1 PM
E(M) = / A(P)dl——=— = / AP)—==—df
Amey Jpep |PM||3  47€0 Jpep \|PM||3

I.4. Le champ électrostatique est il toujours dé@i} ?

Comme le calcul de champs repose sur un calcul d’i égy}&lg's le champ créé peut ne pas étre défini
dans le cas ou 'intégrale ne converge pas, c’est a dire g mme tend vers I'infini.
Ceci ne se produit jamais dans le cas a trois dimens char@es ponctuelles ou distribution volumique).
En effet, la distribution volumique de charge correﬂ&(d réalité physique de 'objet considéré. ﬁ est
alors toujours défini et continu (pas de va é’t)brutale) pour une distribution volumique
de charge.
En revanche, les distributions surfacique 'Q)Qel ont des modélisations. En effet, pour la distribution
surfacique, on suppose que I’épaisseur du &te\,u tend vers zéro, ce qui implique que le densité volumique
de charge tend vers I'infini. Cela a pour con§equence que le champ électrostatique n’est pas défini
en un point de la distribution et n’est pas continu & l’interface de la distribution.

II Potentiel électrostatique

I1.1. Circulation du champ électrostatique et potentiel

Définition :

On appelle circulation d’un vecteur (ici circulation du champ électro-
statique) entre les points A et B la quantité :

' — —
CuaBr) = / ﬁ -dr avec dr un déplacement infinitésimal le long de I
A

Si l'on calcule la circulation du champ électrostatique créé par une charge ponctuelle, on a :
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q 1 1
C = —_——
AB(T) dmeg <7"A 7"3)

On constate que cette circulation est indépendante de la courbe I' choisie et ne dépend que de la
position des points A et B.
D’aprés le principe de superposition, le champ total créé par une distribution de charges est égal a la
somme de tous les champs créés par chaque charge. On peut appliquer le raisonnement précédent a chacun
de ces champs et on a donc la propriété suivante pour le champ total :

Propriété

La circulation entre 2 points A et B du champ électrostatique créé par une dis-

tribution de charges est indépendante de la courbe I' choisie pour aller du point A
au point B.

Définition :

Il existe une fonction V' appelée potentiel électrostatique qui ne dépend
que de la position des points et telle que :

Can) = / BT =via-vB)

Pour une charge ponctuelle, on a :

V' s’exprime en volt.

I1.2. Expressions du potentiel

a) Relation locale entre potentiel et champ électrostatique

Expression de dV A partir de 'expression intégrale :
B o
Canry = / E -dr = V(A) - V(B)
A

et comme

on peut déduire une expression locale de la relation :

dV:—ﬁw?r
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Rappels sur le gradient Soit un repére cartésien (0,17;, Uy, Uz).

Soit une fonction des trois variables d’espace f(z,y, z). Soit M un point de coordonnées (zo, Yo, z0) et M’

un point infiniment voisin de coordonnées (zq + dz, yo + dy, zo + dz).
VP — a0V — an — — —

On a alors MM’ = dOM = dr = dzu, + dy uy + dzu?

Lorsque l'on passe de M a M’, f passe de f & f+ df avec

(of of of e
ir=(5), 0+ (), o+ (5) oo - s @

— —
ou d/ = dz i, + dy i, + dz i, et ot gradf est appelé gradient de la fonction f.

Remarque @

Dans la suite, on omettra l'indice M et éﬂ n@‘fc; gradf = grade

Définition :

Le gradient en un point M d’une fonction scalaire f(M) est un
champ de vecteurs, noté grad,,; [ et défini par

df (M) = grady f - df

%
ou df est la différentielle de f au point M et df le vecteur déplacement
du point M lors d’un déplacement infinitésimal.

Propriété

V@-'

En coordonnées cartésiennes, le gradient d’une fonction f(z,y, z) a pour expres-

sion
of . af . af .
gradf <8x> Uy + <0_1/> Ty <$> U,
Y,z 0By% )

En introduisant I'opérateur nabla

on a
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Propriété
L’expression du vecteur nabla ? dépend du systéme de coordonnées.
e en coordonnées cartésiennes (z,y, z) :

v=| 2

e en coordonnées cylindriques (7,6, z) :

1 0
7 sin 6 %

@\
Soit la surface ¥ pour laquelle f(z,v, Z\L cte. Soit d€ un déplacement élémentaire sur cette surface.
_>
Ce déplacement implique df = 0 donc gradf est orthogonal & tout déplacement d¢ sur cette surface.

De plus, si f est croissante entre deux points M et M', df> 0 et gradf est orienté dans le méme sens que

de.
Propriété

p—

e gradf est un champ de vecteurs orthogonaux en tous points a la surface

= cte;

f(=y,2)

e gradf est orienté dans le sens ou f croit.

Remarque

Le gradient généralise la dérivée d’une fonction dans le cas d’un espace o plusieurs dimensions.

Relation locale entre E et V' Par définition de la fonction gradient :

—_ — ;
dV = gradV - dr donc f = —gradV
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Z T———
grad f
u,| surface

fix,y,2) = Cte

b) Principe de superposition

Le champ électrostatique total créé par une distribution de chals@?s est la somme des champs créés par

chaque charge. On a alors :

Propriété

Le principe de superposition est également valable pour le potentiel électrosta-

tique.

Q)%

E. dr—Zﬁ dr = Z dV@V”Vec V= ZV

b‘
v@ab

c) Expressions du potentiel

L’expression du potentiel créé par les différentes distributions de charges s’obtient donc facilement &
partir de ’expression du potentiel créé par une charge ponctuelle :

q
dmegr

— distribution discréte de charges :

; di
M) = I
VM) Z dmreg P, M +

— distribution volumique de charges :

V(M) V, = e
///PED 4T€0P M T //~/[’ED 47T€0PA[ *

pdT

Vo
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— distribution surfacique de charges :

" oq [ odS
(M) / /Pep dnePM T / /PGD dneoPM T

— distribution linéique de charges :

' oq ' Ad/
V(M) = — L 4= 4V
(M) /Pep IrePM V0 /Pep IreoPM V0

Remarque

Le potentiel n’est pas défini en un point d’une distribution linéique de charge et n’est pas continu
a la traversée de cette distribution.

I1.3. Energie potentielle électrostatique

Calculons le travail de la force de Coulomb créée par un champ électrostatique ﬁ sur une charge q.

La force de Coulomb s’écrit : F' =q E. X
. o 22 _. BT S
Le travail élémentaire s’écrit donc : W = F -dr =q E - dr. & .
En utilisant la relation définissant le potentiel électrosta‘g%%y dV = — E.dr, on obtient :

[0W = —qdV et @5 AV — V)|
On voit que le travail de la force de Coulomb, n ébenc'lant du chemin suivi. La force de Coulomb
est donc conservative et on peut définir l’énergi@ tidHe dont elle dérive.
D’apreés la relation Wy 5 = q(Va — Vp), ongin_ édﬁ%e}lue I’énergie potentielle dont dérive la force
de Coulomb exercée sur une charge ¢ es&O Q)
Propriété aSMENN

L’énergie potentielle dont dérive la force de Coulomb est

E,=qV

avec V' le potentiel électrostatique exercé au point ot se situe la charge ¢

IIT1 Propriétés de symétrie du champ et du potentiel

II1.1. Symétries du champ électrostatique

a) Symétrie plane

Définition :

On dit qu’il existe une symétrie plane (pour une distribution de
charges) si, quels que soient deux points P et P’ symétriques par rap-
port 4 un plan II, on a : dq(P) = dq(P’)
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Soit une distribution de charge ayant un plan de symétrie II (voir figure 2).

e En tout point M du plan de symétrie, la contribution des deux éléments de volume d7p et d7p
symétriques par rapport a II conduit & un champ créé au point M contenu dans le plan II.
e En tout point M extérieur au plan de symétrie, le champ créé au point M est le symétrique du
champ créé au point M’ symétrique de M par rapport a II.
/

qr qp qr qp
V(M) = £ V(M) =
° V(M) IrcoPM | dmegPM € (A7) AncoPM | dmeaPAT

Or, gp = qp, PM = P'M’ et P'M = PM’ donc |V (M') = V(M)

Propriété
Le champ électrostatique créé en un point d’un plan de symétrie appartient a ce
plan.

A Dextérieur d’un plan de symétrie, le champ électrique est symétrique par rapport
a ce plan :

si M’ = symn(M) alors E(M') = symn (ﬁ(M)) et V(M) =V(M)

>y

$ N

2 i

On dit alors que est un vrai vecteur ou ur% euradlaire.
o

Remarque

~

S
LD

Etma\ (M) { P Eintal (M')
E, (M) E, (M)
M~ Vi
AN P
i ~at 1
1 A S |
| ,” \\\ |
1 ”/ i \\‘ 1
charge 1 charge 2 char(g_?l cl?rge 2

FIGURE 2 — (A gauche) Chamyp électrostatique en un point d’un plan de symétrie. (A droite) Champ en
un point extérieur o un plan de symétrie.

Propriété
Le champ électrostatique en un point d’'un axe de symétrie est colinéaire a cet
axe.
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b) Anti-symétrie plane

Définition :

On dit qu’il existe une anti-symétrie plane (pour une distribution de
charges) si, quels que soient deux points P et P’ symétriques par rapport
a un plan II*, on a : §q¢(P) = —dq(F")

Soit une distribution de charge ayant un plan d’anti-symétrie IT* (voir figure 3).

e En tout point M du plan d’anti-symétrie, la contribution des deux éléments de volume d7p et d7p:
symétriques par rapport a Il conduit & un champ créé au point M perpendiculaire au plan IT*.
e En tout point M extérieur au plan de symétrie, le champ créé au point M est 'opposé du symétrique
du champ créé au point M’ symétrique de M par rapport a II*.
/ /!

qp dp qp dp
V(M) = t V(M) =
* V(M) IrcoPM | dmegPL € (A7) AmcgPM dreg P

Or, qp = —¢jp, PM = P'M' et P'M = PM’ donc \V(MA@%C'V(M) |
N4
A

E’I(M) Ewwl(M) \
F £, (M) |
/ prrmemm—— EmiaE(M) M’ El(M,)
A M \ . M G
ra E, (M) | E, (M) .
i \ e el E, (M') =
@I \_e E ”"1 \\; Emia! (Mr)
charge 1 charge 2 @ @
charge 1 charge 2

FIGURE 3 — (A gauche) Champ électrostatique en un point d’un plan d’anti-symétrie. (A droite) Champ
en un point extérieur d un plan d’anti-symétrie.

Propriété
Le champ électrostatique créé en un point d'un plan d’anti-symétrie est perpen-
diculaire a ce plan.

A Dextérieur d’un plan d’anti-symétrie, le champ électrique est tel que :

si M = symu-(M) alors E (M') = —symu- (E(M)) et V(M) =-V(M)
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I11.2. Invariances du champ et du potentiel électrostatiques

On admet la validité du principe de Curie énoncé ci-dessous dans le cas de 1’électrostatique.

Propriété
Le champ et le potentiel électrostatiques possédent les mémes propriétés d’inva-
riance que la distribution de charge qui les crée.

a) Invariance par translation

Définition :

On dit qu’une distribution de charges est invariante par translation
d’axe Oz si elle reste inchangée par toute translation d’axe Oz : quel
que soit le point P, tous les points P’ obtenus par translation d’axe Oz
vérifient

dq(P) = dq(P")

Remarque

— Pour avoir une telle invariance, il faut don $¢4é%‘?3tmbutzon de charge soit infinie dans la
direction de ’aze. Elle est de plus indé nda la position z ou l’on se trouve.
— Pour une telle distribution, tout plan, p@épulazre a Uaze est plan de symétrie. On a donc
une infinité de symétries planes. Q ‘.
S

Conséquence

Si une distribution de charges est invariante par translation d’axe (Oz), alors le
champ et le potentiel électrostatique ne dépendent pas de z

b) Invariance par rotation

Définition :

On dit qu’une distribution de charges est invariante par rotation d’axe
Oz si elle reste inchangée par toute rotation autour de ’axe Oz : quel que
soit le point P, tous les points P’ obtenus par rotation de P autour de Oz
vérifient

dq(P) = dq(P")
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Remarque

— Pour une telle invariance, la distribution de charge est forcément indépendante de ’angle 6.
En utilisant des coordonnées cylindrique, on a donc : dq(r,0,z) = dq(r, 2).

— Pour une telle distribution, tout plan contenant l'axe Oz est plan de symétrie. On a donc
une infinité de symétries planes.

Conséquence

Si une distribution de charges est invariante par rotation autour (Oz), alors le po-
tentiel et les composantes du champ électrostatiques ne dépendent pas de 6 ot 0 est
I’angle repérant la rotation autour de (Oz). En coordonnées cylindriques d’axe (Oz),

on a donc
IE|l = E(r,2) et V=V(r2)
Remarque
Si une distribution de charges est invariante par rotation dc’gwe (02), la direction du champ
peut tout de mém dépendre de ’angle 6!
o &L
Invariance Conséquence sur &Yﬁ\' \ Conséquence sur ﬁ
translation parallélement V( xM, Y @ @’\M (T, yM)ux + Ey(x, yM)u_; ou
a OZ &QM E(M) = ET(T’M,QJW)UT +E9(TM,01\4)U‘9
rotation autour de Oz V(M) :W@M) E(M) = Bo(rar, 20U 4 Ea(rag, 200) 0

I11.3. Exemples d’application

a) Direction et variables du champ créé par un fil infini

Soit un fil infini de densité linéique de charge A. On souhaite déterminer le champ électrostatique en
un point M situé a une distance r de axe du fil, porté par Oz (voir figure 4).

e Le plan perpendiculaire & Oz et passant par M est plan de symétrie. De méme, le plan contenant
Oz et passant par M est plan de symétrie donc E (M) = E,u,
e Il y a invariance par translation parallélement & Oz et par rotation autour de Oz donc E, = E,.(r)

don | E (M) = E, (")

b) Direction et variables du champ créé par une sphére chargée

Soit une sphére de rayon R uniformément chargée en volume avec une densité volumique de charge p.
On souhaite déterminer le champ électrostatique en un point M situé a une distance r du centre de la
spheére (voir figure 5).
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] z 1
1 2 ) ' !
' ' et S
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e — A
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i P \-—_—/ =
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e ==t --~--- ====p
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{
{

FIGURE 4 — Champ électrostatique créé par une distribution de charges a symétrie cylindrique.

e Tout plan passant par OM est plan de symétrie donc ﬁ(M ) = E,u

e Il y a invariance par rotation autour de O donc E, = E,(r) d'oil ﬁ(M) = E.(r)u;

& S
pl) (@)
r M Uy M
E \ 7 @ g E
Distribution volumique Sphére chargée uniformément
a symétrie sphérique p(r) en surface (o

>~
FIGURE 5 — Champ électrostatique géé@;;‘une distribution de charges a symétrie sphérique.
A

Remarque

Ce ne sont ni le méme r ni le méme u, que ceuz des coordonnées cylindriques. On est ici en
coordonnées sphériques. Ne pas les confondre !

II1.4. Topographie du champ et du potentiel électrostatiques

Définition :

Une ligne de champ est une courbe tangente au champ ﬁ(ﬂ[) en tout
point M.

Une surface équipotentielle est une surface sur laquelle le potentiel est
constant.
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Propriété
1.

Les points de convergence et de divergence sont des points ol se situent des
charges ponctuelles : les lignes de champ convergent vers une charge né-
gative et divergent a partir d’une charge positive.

. Les lignes de champ ne se referment pas sur elles-mémes.

. Deux lignes de champ peuvent se croiser en un point M, appelé point singu-

lier, si et seulement si :

e le champ est nul en ce point M
ou

e le champ n’est pas défini en ce point M, c’est-a-dire s’il existe une charge
ponctuelle en ce point, ou si ce point est situé sur une distribution surfacique
ou linéique de charge (p — o0).

. Le potentiel décroit le long d’une ligne de champ.

. Les lignes de champ sont orthogonales aux surfaces équipotentielles sauf

si le point d’intersection est un point de champ nul.

. En un point, il ne passe qu’'une seule surface équipotentielle.
)

\J
z%
. .\Q,

N2\
7N

Lignes de champ d'une charge ponctuelle positive (4 gauche) et négative (3 droite).

FIGURE 6 — Lignes de champ d’une charge ponctuelle.

Exemple d’analyse d’une carte de champ Le plan médiateur du segment portant les deux charges
est plan de symétrie. Tout plan passant par les deux charges est plan de symétrie.

N NN
VI 2w

(Pg)

Plans de symétrie d'un systéme de deux charges identiques.

e Les lignes de champ divergent & partir des charges : les charges sont positives.
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e les lignes de champ et les équipotentielles sont symétriques par rapport a yOz et Oz : ce sont des
plans de symétrie de la distribution de charge (voir plans de symétrie plus haut).
C’est pourquoi, pour M appartenant a Oy, ﬁ(M ) est colinéaire a u_; et pour M appartenant a Ox,
(M) est colinéaire &
e On remarque bien que E est orthogonal aux équipotentielles.
- PO+ —
e Point singulier : ﬁ(()) = 0 logique car E(O) = i 14# =0
e Les équipotentielles entourent chaque charge, puis, a :% e ’équipotentielle critique, entourent

IV

les deux charges. Q

Prés des charges, on a la méme carte de cha We (h[ une charge ¢ seule. Loin des charges, la
carte de champ ressemble a celle d'une charéggéljc e de charge 2gq.

Remarque : Ox étant axe de symétrie,gg'p@u)rarait reconstituer la carte de champ 3D par rotation

autour de Oz L |
N @\9
N

Calcul du champ et du potentiel électrostatiques

IV.1. Calcul direct
a) Méthode

2. Reéaliser un découpage de la distribution en volume, surface ou longueur élémentaires.

. Identifier les propriétés de symétrie et d’invariance de la distribution étudiée. En déduire la
forme (variables et direction) du champ/du potentiel.

. Ecrire 'expression du champ/du potentiel élémentaire créé par ces éléments de volume, surface
ou longueur. Projeter le champ sur les différents axes afin de calculer des grandeurs scalaires.

. Intégrer les projections du champ élémentaire sur les différents axes ou intégrer le potentiel
élémentaire.

. Donner 'expression vectorielle du champ total.

Remarque

Si Uordre du calcul n’est pas imposé, il vaut mieuz calculer d’abord le potentiel puis déterminer

par la relation £ = —grad V.
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b) Champ sur I’axe d’un disque uniformément chargé en surface

Soit un disque de rayon R uniformément chargé avec une densité surfacique de charge o. On veut
calculer le champ E créé en un point M de I'axe Oz.

"V
1. Identifier les symétries et les invariances @CO

e tout plan passant par Oz est plan de symétrie. M @Qtient a Oz donc ﬁ(]\/[ ) est a l'intersection
de tous ces plans : B(M) = B.u, Q

e il y a invariance par rotation et r est ﬁxé@&%&&lépend que de z : ﬁ(M) = E.(2)u,

2. Découpage . 6
On cherche la plus grande surface su&@q@Ez est constant, c’est-a-dire sur laquelle PM = cte ou
encore rp = cte \'.
Il s’agit d’une couronne de rayon rp é&épaisseur drp. Sa surface est dSp = 2nrpdrp
Charge contenue dans une couronne élémentaire : ‘6q = odSp = o2nrpdrp

3. Champ élémentaire créé par une couronne élémentaire

— —
oqPM 2nrpdrp PM — — z
1 _ IR ot ||PM| = done PM =

- N (—sinapu_;Jrcosapu_?
dmeo||[PM|[? dreg||PM||? cos ap cos ap

iF = orpdrp(cosap)? ( z

e 33 —— (—sin apﬁr + cos ochZ))> = dEru—>'r’ + dEzu_Z
0 P

Projection : on sait que ﬁ(M ) = Ezu_; donc on ne s’intéresse qu’a la composante dF,

3
0 cos’aprp
dEZ:dﬁ-u_)Z: ———drp

2€022

4. Intégration
dFE, comporte deux variables : ap et rp.

On se raméne a une seule variable : rp = ztanap donc drp = zd(tanap) =

5 dap et
COS“ ap
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ocosd apztanap 2 osinap

dE, = dap = d
2€022 cos? ap ar 2¢0 ar

Ap=Qmazx o Omazx o o
E, = / dE, = — sinapdap = 2—[— cos aplgmer = 20 (1 — oS Qmaz)
€0
«

p=0 2¢0 Jo €0

z z o z
avec COS ey = = dou |E,(2) = —(|1— ———
PM  VR*+2? ¥)= e ( VR + z2)

5. Champ vectoriel

Remarques @C’O\,

e Siz' <0, avec M'(2') symétrique de M (z) (donc —'gz) alors E(M’) = symﬁ(M) = —E(M)
d'ou F.(2') = —E,(2) &

o z o
B()=——(1-— ) =-Z
() 2¢€g VRZ 4 22 2¢

On remarque que l'expression du champ d¢

&
. 0— . . . . . . . .
e lim, o+ F, = % et lim,_,o- F, :Q—\%r a discontinuité du champ au passage de la distribution
€0 2@)
de charge.
7

e Cas de la plaque infinie : si R > z, ﬁ(M) ~ oot
€o

IV.2. Calcul du champ et du potentiel électrostatique par le théoréme de Gauss

a) Thoréme de Gauss

Théoréme de Gauss

Le flux sortant du champ électrostatique E créé par une distribution de charges
D a travers une surface fermée X est égal a la charge contenue a ’intérieur de la
surface X divisée par la permitivité du vide ¢ :

P — E . ﬁemt _ Qint

€o

Y fermée
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b) Méthode

1. Etude des symétries et des invariances pour déterminer la direction du champ électrostatique
et les variables dont dépend sa norme.

2. Choix d’une surface fermée ¥ dite surface de Gauss pour appliquer le théoréme. Ce choix
dépend bien str des symétries trouvées.
Pour déterminer le champ en un point M de 'espace, on choisit une surface X qui comprend
une surface Y telle que :
— Y passe par le point M
— la norme de E soit identique en tout point de >’
— le champ ﬁ soit normal a ¥’ en tout point

3. Application du théoréme : calcul de 'expression du flux et de la charge Q;,,; puis détermination
de

c) Exemple

Soit un plan infini Oy uniformément chargé en surface avec X z
une densité surfacique de charge o. On souhaite déterminer lg&
champ électrostatique en un point M situé a une distance g\

plan.

1.

N y
YO

X

Analyse des invariances et des symétries Y’ b‘ o

e Tout plan perpendiculaire & zOy est pl%’d ngétrie donc ﬁ(l\/[ ) = E.u

e Ily ainvariance par translation parad¥Ye GBt aO0zxetaOydonc E, = E,(z) don ﬁ(M) = E.(2)u

e Si M’ est le symétrique de M%r%épport a zOy (¢ = —=z) alors ﬁ(M’) = —ﬁ(M) soit
E.(7) = —E.(2) Y

. Choix d’une surface de Gauss adaptée

On cherche une surface sur laquelle ||§H = cte donc il faut z = cte. On choisit un disque D; de
surface S passant par M (cote z).

Comme on doit choisir une surface fermée, on compléte -
cette surface avec un cylindre de hauteur 2z et de sec- ds,
tion S et un disque D, identique a D; et passant par M’ Z A‘@l
(cote —z).

. Application du théoréme de Gauss ' '
e Calcul du flux : as

q):ﬁiﬁ"ﬁm:/s ﬁ-ﬁat+/p ﬁ.cﬁl+/Dﬁ.£2

Or, dSj4 est orthogonal a 17; donc E . (ﬁlat =0}
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ffDl . (@1 = ffDl E.(2)u; - dS\ul = ffDl E.(2)dS; et E.(z) est a une valeur constante sur le

disque donc / E. dT%l = FE.(2) // dSy = E.(z) x S
D1 Dl

De méme, [fy E - S5 = [[. —E.(2)i] - (=dSsi) = [[,, Bo(2)dSs = Ex(2) x S

donc / E-(ﬁngz(z) x S

Finalement, |® = 2E,(z) x S

e Calcul de la charge intérieure :

in S
e Caleul de B.(2) : &= " Lo (x5 =" 2| ps=
€0 €0 2¢9
4. Expression de E
o o
Ez>0)=—% o E -
(z>0) e u e (z < e u

<)
o N
Il y a discontinuité du champ a la traversée du ple@ Q
d) Analogie avec le champ gravitationnel @ (Ob‘
Analogies électrostatique/gravitation %E@ que :
> H

S ,
ﬁ:@% .t F:—Gmlmg%

4eq g

m est donc 'analogue de ¢ et —G 'analogue de

T €

Théoréme Comme la démonstration du théoréme de Gauss repose sur le fait que le champ électrosta-
tique est en 1/r?, le théoréme est aussi valable pour le champ gravitationnel.

Théoréme de Gauss pour le champ gravitationnel

Le flux sortant du champ gravitationnel 5 créé par une distribution de masse a
travers une surface fermée Y est égal a la masse contenue a l'intérieur de la surface
> multipliée par —47 G :

cp:#i 8(@: —4AT G X My
> fermée
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V Dipble électrostatique
V.1. Définition

Définition :

L’ensemble de deux charges ponctuelles opposées —q et +q séparées par
la distance NP = (¢ constitue un dipdle électrostatique caractérisé par son
moment dipolaire 7/ (dirigé de N vers P) :

7 = ¢NP

Remarque

Lunité S.1. est le C.m. On utilise également le debye (1 1%53 310 2 C.m). L’emploi du de-

bye s’explique par son ordre de grandeur, voisin dug@ it de la charge élémentaire par les
dimensions de l’atome. 1l est bien adapté pour I’expr 7766 moments dipolaires de molécules.

\'
Le dipole électrostatique joue un role essenti e ou il rend compte du comportement de nom-
breuses molécules (molécules polaires, molec S, 01 les ) ainsi que dans I'explication du comportement

électrique des isolants.

Q

V.2. Potentiel et champ electroé%athues créés par un dipdle

a) Approximation dipolaire

Soit M un point ou l'on veut calculer le potentiel et le champ électrostatiques créés par un dipodle
électrostatique. Soit O le centre du dipole. Nous allons nous placer dans I'approximation dipolaire, ce qui
signifie que :

r=0M >/

Les effets du dipole sont étudiés & des distances trés grande devant la distance intercharge.

b) Potentiel électrostatique

avecry = PM et r_ = NM.

Dans le triangle OM P, on a :
2 _ 2 e
=" —r€cost9+z
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soit 12
1 1 lcosf (2 1 1+€Cos¢9+ 2
Ty r 4r? o 2r r2
De méme,
1 1 {cos 0 N 2
[E— J— O JEN—
r_ T 2r r2
Propriété
Le potentiel électrostatigue créé par un dipole NP de moment dipolaire 7/ = p @,
en un point M tel que OM = 7 = r @ s’écrit en coordonnées sphériques :
1 pcos b 1 ? T4 1 ? T
V(M) = X P — = X ‘
4meg 72 4reg 72 4reg r3
M
r
N 0 Z
-q +q
?’\7 6\)
c) Champ électrostatique & C)
O P
Le champ se déduit par la relation ﬁ%— adlV qui s’écrit, en coordonnées sphériques :
L v N v 1oy
" or RNV Y rsinf 0y

Propriété
Le champ électrostatique créé par un dipole PN de moment dipolaire 7 = pi,
en un point M tel que OM = ru s’écrit en coordonnées sphériques :
1 2p cos 6 1 p sin 6

4reg 73 o 4reg 73 z

De plus, comme
i, = cos B U, — sin 0 iy

. L cost . . ﬁ
on a iy = ———1u, + ——u,. On obtient alors une nouvelle expression de :
sin 6 sin 6
1 377,
p— 7" _
dregr3 72 P
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d) Carte de champ
Voir figure 7.

x@ B

A (C

Lignes de champ créées par deux charges opposées (« vues de loin » a droite).

FIGURE 7 — Carte de champ d’un dipdle électrostatique. A droite, on a la carte dans Uapprozimation
dipolaire.

"
c:,
V.3. Actions d’un champ électrostatique sur\Qﬁ dipole

a) Champ uniforme @ Q
Soit un dipéle électrostatique soumis & un ch@ ur E Les forces 7+ = qﬁ et ? = —qﬁ

qui s’exercent sur les deux charges du dipole o% eCsSmme nulle et forment un couple dont le moment
en un point O quelconque est défini par : & %)

D
fg_mmzﬁ;@ (0P ON) n B =g NPA T

Remarque

? ne dépend pas du point ot on le calcule.

Propriété

Le moment du couple exercé par un champ extérieur uniforme ﬁ sur un dipodle

de moment dipolaire ? s’écrit :

T—FAE

Un champ extérieur uniforme exerce un couple tendant a aligner le dipole sur le
champ.
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b) Energie potentielle d’un dipéle dans un cham

acquiert 1’énergie potentielle £, :

By=qlV(P)=V(N)=qdV =~ E - T = -7 - E

Propriété
L’énergie potentielle d'un dipdle dans un champ extérieur s’écrit :

E,=-7 E

¢) Champ non uniforme

En coordonnées cartésiennes :

EpzipicEw*pyEy*szz

La force exercée sur le dipole est alors :

P gmin, o

: : : ‘A — :
En considérant le mouvement de translation d’un dipg k%e, avec ? = cte, on obtient :

_ _ _ _ :_—%”ﬁ)
F,=—p. or P or Py Dz 3 (p grad ) I,

0B, 0B,  OE, ) $§ %@_ OE,

De méme sur @, et . . Yv C-?D

Propriété

N = = _, , 2 s —
Si P = py Uy + py Uy + p. U, en coordonnées cartésiennes, 'opérateur 7 - grad
est défini par

SN 0 0 0
7~g1ad:7-€:pw%+[}ya—y+pz£

Cet opérateur, appliqué & un scalaire renvoie un scalaire. Appliqué a un vecteur, il
renvoie un vecteur.

Propriété

La force exercée par un champ extérieur non uniforme E sur un dipole permanent
de moment dipolaire 7 s’écrit :

- (7 5) B

La force tend & entrainer le dipéle vers les régions de champ intense.

Le moment résultant garde sensiblement la méme valeur que pour un champ uni-

T—FAE

forme :

Un dipole rigide déplacé de I'infini au point M ou régne potentiel V' (M), dit au champ extérieur ﬁ,
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Lois locales d’Electrostatique

Jusqu’a présent, les calculs de champ ou de potentiel électrostatique ont été menés soit directement,
soit & 'aide du théoréme de Gauss. La difficulté de ces calculs vient du fait que la géométrie de la source
doit étre prise en compte pour chacun des points ot le champ est étudié.

Dans ce cours, nous cherchons & obtenir des équations locales, c’est-a-dire des équations différentielles aux
dérivées partielles vérifiées par E et V.

Il suffira alors de les résoudre et d’imposer les conditions aux limites liées & la géométrie du probléme.
Cette approche permet de séparer les variations spatiales du champ et la géométrie des sources et s’avérera
indispensable pour étudier la propagation des ondes électromagnétiques.

I Formulation locale du théoréme de Gauss

I.1. Forme intégrale du théoréme de Gauss

Le théoréme de Gauss sous sa forme intégrale s’écrit

ﬁ 2 Qint PN .
-d=S = Théoréme de Gauss (forme intégrale)
€
o 0 C)O\'
flux sortant de E X AQ)

/\,\X

—

ol ¥ est une surface fermée quelconque, d2S = d2STh lwc‘ceur surface infinitésimal orienté vers
I’extérieur, Q;, est la charge totale contenue a I'iptom L&&y a surface Y, ¢g = 8,84.107'2 F.m~! est la
permittivité du vide et E est le champ électriqueéR

Autrement dit, le flux sortant du champ, él tr@jtca ﬁ a travers une surface fermée > est égal a la
charge totale contenue dans X divisée par @ 0)

1.2. Forme locale du théoréme d&lauss

Soit une surface fermée 3. La charge totale contenue dans ¥ vaut Qi = ﬁ/@) pd3V ot p est la densité

volumique de charges et V(%) est le volume contenu dans X.

FIGURE 1 — Application du théoréme de Green-Ostrogradsky : la surface fermée 3 encercle un volume V().
La normale & la surface est orientée vers l'extérieur, afin de calculer un flux sortant.
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Le théoréeme de Gauss appliqué a X s’écrit

—
#ﬁ-dQS:/// Py
b V() €o

Le théoréme de Green-Ostrogradsky permet de transformer une intégrale double sur une surface fermée
en intégrale triple sur le volume contenu dans cette surface (voir figure 1).

Théoréme de Green-Ostrogradsky

Pour tout champ de vecteur dérivable Z, on a :
H .
ﬁf A .25 = /// div(A)d*V
z V(D)
e Y : surface fermée;

e V(X) : volume contenu dans X;

o div(ﬁ) : divergence du vecteur A

Le théoréme de Gauss devient

. [dw@z) L -

Cette relation est vérifiée V 2. En particulier, pour une surfic% réduite a un point, on obtient
div ﬁ % Q

( &@‘\
Théoréme de Gauss (forme locale) 2 =

div(ﬁ) = eﬁ

ol p est la densité volumique de charge et gy la permittivité du vide.

1.3. Expression de opérateur divergence

a) Définition

Définition :
Soit un champ de vecteurs
X = A,(z,y,2) Uy + Ay(z,y, 2) Ty + As(z, y, 2) U,

La divergence du vecteur Z est un scalaire div(Z) tel que :

div(z): + Lt ‘
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Remarque

— En coordonnées cartésiennes,

div(A) =V - A

— Dans d’autres systémes de coordonnées, [’expression de div(Z) est différente mais on a tou-
jours div(Z) = ? . X a condition de dériver aussi les vecteurs de base !

b) Interprétation
La divergence traduit le caractére localement convergent ou divergent d’'un champ de vecteurs Z(aa Y, 2).

Soit ¥ une surface fermée. Calculons le flux de X A travers X :

o = ﬁiﬁ L5 = ///V(E)div(Z)df‘v

do
donc div(z) =37 quand d*V — 0.

o Si diV(Z) >0, d® > 0 donc A est localement divergent. C)a\'
e Si div(z) <0, d® < 0 donc A est localement convergoQ@

N
I.4. Application §\Q

Lzercice
On considére une sphere uniformément chargée en volume, de densité volumique de charge p et de rayon R.
En utilisant la formulation locale du théoréme de Gauss, déterminer le champ électrique en tout point de

l’espace.
y \’ey

Symétries et invariances

e Tout plan contentant par OM est plan de symétrie pour la distribution de charges. Le champ ﬁ
est un vecteur polaire. Au point M, il appartient dont a 'intersection des plans de symétrie passant
par M soit

E (M) = E,(M) @,

e Il y a invariance par rotation autour de O donc les composantes du champ ne dépendent d’aucuns
angles et

[lWE[[(M) = [[vE]|(r)

Au bilan

Dans la suite, on notera E,.(r) = E(r).

Formulation locale du théoréme de Gauss

En coordonnées sphériques :

_ 1 9(r*E,) 1 O(Epsinb) 1 0E,
dw(ﬁ)_?.ﬁ_ﬁ or Jr7“51110 00 Jr7”:31116 0y

=0 car FEyp=E,=0
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L’application du théoréme de Gauss conduit &

div(ﬁ) . a lintérieur de la sphére
€0
div(ﬁ) =0 a l'extérieur de la spheére

e Sir<R:
1 d(r*E) p ) pr? _opr Gy

r2 dr €0 €0 3¢ 12

Or, E ne peut pas diverger en r = 0 car il n’y a pas de charge localisée en r = 0. On a donc C; =0
et :

por
EF=— pour r < R
360

e Sir>R:
1d(T2E) 9 02
— =0=rE=0=F=—
r2  dr r2

La distribution de charges étant volumique, le champ électrique est continu. En particulier,enr = R :

On a alors :

pR?
Co=—= pour 7> R
360

II Circulation du champ é%cg%statlgue

I1.1. Lien entre le champ et le potentlel électrostatique

La circulation du champ électrostatique sur un chemin orienté de A & B ne dépend pas du chemin

suivi. Ainsi
B
/ E-dl = V(A) - V(B)
A

ou V est le potentiel électrostatique (défini & une constante pres).
On en déduit

—E-d_%:gﬁ)ﬂ/-d? soit ﬁ:—gﬂiv

11.2. Caractére conservatif de la circulation du champ électrostatique

a) Formulation intégrale

Soit C un chemin fermé orienté. On a nécessairement

jéﬁ.d_%—o
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Propriété

Le caractére conservatif de la circulation du champ E s’exprime par :

7{@@70

b) Formulation locale

Théoréme de Stokes

Pour tout champ de vecteurs dérivable X., on a :

—
%2@_// rob(A) - 23
c (&)
C : contour fermé ;

Y(C) : surface s’appuyant sur C ;
(¢) ppuy :

d2S : vecteur surface orienté par la régle du tire-bouchon ;
rot( A) : rotationnel de A.

S
\N
| \Q

w

FIGURE 2 — Application du théoréme de Stokes : la surface ¥ s’appuie sur le contour I'. Sa normale est
orientée d’apres la regle du tire-bouchon : on tourne le tire-bouchon dans le sens conventionnel d’orientation
du contour . Le sens global de déplacement du tire-bouchon donne le sens global de la normale a la surface.

On obtient alors .
// ol (B) - 5 = 0
%(C)
Cette relation est valable pour tout contour C. A la limite ot C est réduit & un point, on trouve
— —
ol (E) =0

Propriété
Le caractére conservatif de la circulation du champ électrostatique ﬁ s’exprime

sous la forme locale : . .
ot(E) =0
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11.3. Expression du rotationnel

a) Définition

Définition :
Soit un champ de vecteurs Z en coordonnées cartésiennes
X = A, (z,y,2) Uy + Ay(z,y, 2) Uy + As(z, y, 2) U,

Le rotationnel de Z est un vecteur qui, au vecteur X associe, en coor-
données cartésiennes :

9
Or A,
A =FAZ = | LAl 4
%y A

Remarque

L’expression du rotationnel est différente dans d’autres systémes de coordonnées mais l’'on a
. — N iy L. .
toujours rot(A) = VAN A a condition de dériver aussi les vecteurs de base !

b) Interprétation du rotationnel
Le rotationnel traduit la fagon dont un champ tourne autour d’un contour fermé.

Par exemple, en mécanique du solide, on étudie le mouvement de rotation d’un point autour de Oz a
la vitesse angulaire w. On a alors

Calculons 1?0%(7) :

r—o?c(?) = ? ATV = 2wil, done o = %R(?)
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I1.4. Application

On considére une sphére uniformément chargée en volume, de densité volumique de Cha%ge p et de

rayon R. L’étude des symétries et des invariances a montré que

1 0(E,sinf)  0Ey
7sin 6 90 9y

E)—{(E) _ 1 OFE, 1 O(rE,) _
rsinf dp r Or

1 a(T’Eg) 0ET
T or 06

=l

IIT Equation de Poisson

I11.1. Equation locale pour le potentiel

La forme locale du théoréme de Gauss s’écrit

&
K
tandis que le fait que ﬁ soit & circulation COHS@Q i@(‘)se

div(E) =

Q
& [ ]
Qfav
On en déduit Y

div(gradV) = ——

Mais

= E,(r) 4. Calculons E‘E(

)

Ox \ Ox oy \ ay 02\ 0z 0x?  Oy?

072

o [0V o [oV o [0V 1o A VAR CA VARG 22 V4
wiin - 2 (20) 1 (%) 2 ()2 2y

Propriété

AV + 2=
€o

avec AV : laplacien scalaire du potentiel.

L’équation locale pour le potentiel électrostatique est ’équation de Poisson :
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I11.2. Expression du laplacien scalaire

a) Définition

Définition :

En coordonnées cartésiennes, le laplacien scalaire d’une fonctionf(z, vy, z)
est un scalaire Af tel que :

o*f Of Of

Af =

Remarque

CAf=V (V) = V2.

— Le laplacien scalaire prend une autre forme dans d’autres sg@mes de coordonnées.

B Q:’
SR
b) Interprétation \Q

Le laplacien généralise la dérivée seconde a une@tl h‘plumeurs variables. En particulier, si M, est
un extremum local :

o si AV(My) > 0 : My est un minimum d&’pot l

o si AV(My) <0 : My est maximum d a@l

IV Relation de passage a la\fraversee d’une surface chargée

IV.1. Densité surfacique de charge

Soit une distribution volumique de charges d’épaisseur a petite devant les autres dimensions, de surface
S et de densité volumique de charge p.
Si p est uniforme, la charge totale vaut : QQ = aSp.

Dans une modélisation surfacique, a — 0 et @) reste fixée. On a alors

Q=0S avec oc=ap

Propriété
Une modélisation surfacique d'une distribution volumique de charges, de densité
p et d’épaisseur a est obtenue dans la limite a — 0 et pa = o = cte.

Remarque

Sia— 0, p— oo donc les équations locales ne sont plus valables sur la surface.
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IV.2. Relation de passage pour le champ électrostatique

On considére une surface chargée, de densité surfacique de charges o, séparant deux milieux de per-
mittivité €9 notés 1 et 2.
On note i1 le vecteur normal & cette surface orienté de 1 vers 2, El( ) le champ en un point P de la

—
surface du c6té du milieu 1 et F5(P) le champ en un point P de la surface du coté du milieu 2.

Relation de passage pour le champ électrostatique

EQ_El:UP

On en déduit que :

Propriété
* la composante normale & la surface du champ électrique est discontinue

o(P)

€0

E>n(P) — Ein(P) =

* la composante tangentielle du champ électrique est continue.
N2 Q
Remarque va b‘
En revanche, le potentiel est continu @ l%& %’ eg)%)d une surface chargée.
&P

IV.3. Exemple : cas de la spheré\‘unlformement chargée

Lzercice
On considére une sphére de rayon R, de centre O, uniformément chargée en surface et de densité surfacique

de charges o. Déterminer le champ créé par cette distribution de charge en tout point de l’espace et vérifier
la relation de passage pour

Symeétrie et invariances

e Soit un point M quelconque. Tout plan contenant OM est un plan de symétrie pour la distribution de
charges. Le champ F étant un vecteur polaire, il appartient, au point M, a tout plan de symétrie passant
par M. Ici, E'(M) appartient a I'intersection des plans de symétrie, c’est-a-dire (O, ). On en déduit

E(M) = E(M)d,

e La distribution de charge est invariante par rotation : les composantes du champ ne dépendent donc
d’aucun angle. On a donc

IEN(M) = | E||(r) avec r=OM
Au bilan
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On choisit comme surface de Gauss une sphére 3 de rayon r de centre O. Appliquons le théoréme de
Gauss sous sa forme intégrale a la sphére X :

# .o th

Or
7 0 sir < R
#ﬁ A28 = E(r)4mr? et Qi = b? r
S Q= oc4nR? sir>R
On a donc _
0 a l'intérieur de la sphére (r < R)
EM) =10 |
— Uy a l'extérieur de la sphére (r > R)
€o
Au niveau de la sphére,
ERYH-ER)="1a
€o

On retrouve bien la discontinuité de la composante normale de E, alors que la composante tangentielle
de ﬁ est continue.

c:,
V Application au condensateur plan x Q’

V.1. Calcul du champ électrostatique @ }

On appelle condensateur plan un ensemble de @
paralléles entre eux.

cteurs plans infinis, d’épaisseur négligeable,

Dans la pratique, les conducteurs ont une sur % ont | I |
es

| >
distants de e. Le modéle du Condensateur isé en DODDDDDODDDODDDDODDDODDDDD
bonne approximation si e est négligeable

E\@L@s dimen- E
sions des plaques. La charge surfacique peutN\&fre supposé e e e ees

uniforme.

Lizercice

Considérons un condensateur dont l’armature 1, située en z = e/2, porte une densité surfacique o1 = +o
positive (charge totale Q) et Uarmature 2, située en z = —e/2, porte une densité oo = —o négative (charge
totale —Q ). Déterminer le champ électrique dans l’espace entre les armatures.

Remarque

Dans un condensateur, les charges portées par les surfaces des armatures en vis-a-vis sont
opposées.

1. Symétries et invariances

Tout plan perpendiculaire aux armatures est plan de symétrie donc ﬁ = E.ul.

Il y a invariance de la distribution de charges par translation parallelement & Ox et & Oy donc le
champ ne dépend que de la distance z :

E=E()

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 37

2. Théoréme de Gauss

Appliquons le théoréme de Gauss avec une surface fermée cylindrique incluant une des armatures

e Calcul du flux : d§¥ o
1 @l

:/Djzd§+//§§¢$+/é'ﬁd%t ’

0

| | ds,,
E| P
as, ¥ Gz
D2 DZ

=—FE,(2)xS

e Calcul de la charge intérieure : Q;; = 05
e Calcul du champ :

m OS g
@thj—@@w L E="w

€0 €0 €0

. . "V
Le champ créé entre les armatures est donc unlforme.e)%
B
Remarque <
—— N2 Q
On vérifie que :

OE
1. div(ﬁ) = 8— = 0 en tout point hor, @

niveau des plaques) ;

2. le champ est discontinu a la tm@ee&)plaques

E (z = %) - (z = ﬁ — U, pour la plaque 1 (z=e/2)
E (z = —g ) - ( =—3 ) = ?uz pour la plaque 2 (z=-¢/2)

es chargees (car p = 0 partout sauf au

V.2. Capacité d’un condensateur

Définition :

On appelle capacité du condensateur le coefficient C' tel que

QL =CVi—-V)=CU
oulU =V, —

V5 est la tension aux bornes du condensateur
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Remarque

- C s’exprime en Farad (F).

— C' est nécessairement positif car st Vi > Va, les lignes de champ quittent 1 pour aller sur 2
donc 1 est chargé positivement.

- C ne dépend que de la géométrie du condensateur.

Reprenons ’exemple du condensateur plan et déterminons sa capacité.

1. dV = ,ﬁ . cﬁ“, ou encore :

2
Vi—Vy,= /B dr—/ uz dzuzf g dz:@
€o

GOS 1 GOS

2. On en déduit

Q _505
Vi-Va e

C =

Remarque

x Pour e =5 pm et S =10"* m?, on trouve

C’O&

C =018 nF .&‘Z’

* Afin d’augmenter les valeurs des capacités, on p@n@électn’que entre les armatures de
sorte que la permittivité devienne Yy \

™

€9 — € = €0y 6666,« = 2 a 1000

* Cette expression permet de comprend@naﬁbs exprime en F.m~
\

V.3. Energie électrique emmagasinée

Considérons un condensateur plan initialement déchargé. On insére le condensateur dans un circuit
afin de réaliser sa charge. On souhaite déterminer ’énergie électrique emmagasinée par le condensateur
a la fin de sa charge (instant t1). On note ) la charge du condensateur a instant ¢;. La différence de

Q

potentiel aux bornes du condensateur est AV =U = —.

L’énergie électrique regue par le condensateur entre les instants tg et ¢ s’écrit :
tl) 2
W = / widt = / 9 dQ = Q—
to Q(to) C
Propriété

Lorsqu’un condensateur accumule la charge @) = C'U, il stocke 1’énergie :

1 Q?
2C

1 2
SC = §OU
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V.4. Energie du champ électrostatique

Une fois le condensateur chargé, il existe un champ électrostatique non nul entre les armatures.

€05
On peut associer au champ électrostatique une énergie. En effet, on a C' = 07 ot U = E e donc
e

1 2 1 2
EC = §€oseE = §€0E 1%

avec ¥V = S e le volume situé entre les armatures.
Accumuler une charge électrique dans le condensateur revient & emmagasiner de I’énergie en créant un

champ électrique.

Propriété

On associe au champ électrostatique une densité volumique d’énergie £, = 5¢0 o

Remarque
— Ce résultat est généralisable a tout probléeme électrostatique impliquant des conducteurs a
[’équilibre.
— On remarque que l’énergie du champ est d’autant plus gr@‘;&é que le champ est intense.

Q
VI Bilan >
VI.1. Rappels sur les opérateurs et@pp@g(%)eur nabla

L’opérateur nabla ? est défini en Coo@n@arteswnnes par

A

< <
O ox
g_ 0
| oy

0

0z

On a alors, en coordonnées cartésiennes

. ov _ oV _ oV
gradV = ?V— %ux+a—yuy+$uz
. OE, OFE, 0L,
dlv(ﬁ)—e-ﬁ—ax+ay+az

0L, oE,
oy 0z
rot ﬁ ? A ﬁ = OE, — OF,
0z ox
o0E, oL,
ox y

o*V. 9V 9PV

AV =V?V =
V=V 8x2+ 8y2+8z2
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VI.2. Relations entre les opérateurs

_>
On a montré que rot(ﬁ 0 avec E —gradV Ce résultat est général et s’énonce sous la forme :

Propriété

VZ: . .
Q(Z): 0 <« df X:fgradf

On en déduit
gradf) =0 Vf soit VA(Vf) =0 Vf

De la méme maniére, on a :

Propriété

VZ:

div(Z —0e3C Z—lota vA
ce qui implique

divioot(A) =0 VA  soit V- (VAA)=0 vA

S, o
veH

Enfin,
Propriété RS
Af = dlv(grddf -v. ?f 32]@

VI.3. Equations de I’électrostatique

Formulation intégrale Formulation locale
— .
Théoréme de Gauss ﬂﬁ d%S = e div(ﬁ) G + C.L.
b €0 €0
%
Circulation du champ électrostatique ?{ ﬁ -dl =0 rﬁ(ﬁ) =0 +C.L
c
B - —
Existence du potentiel électrostatique / E.-dl = V(A) —V(B) E= —gradV
A
Equation de Poisson AV + L 0
€
- = 0
Relation de passage Ey—E1 = —11
€0
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Conducteurs en équilibre électrostatique

4.1. Définition d’un conducteur

Conducteur en équilibre électrostatique

Un conducteur est un milieu matériel dans lequetagees charges électriques, que I'on nommera
« charges mobiles », sont susceptibles de se @d¢maas I'action d’'un champ électrique. S’agissit
métaux ou d’alliages métalliques, ces charges mshdlont négatives, portées par les électrons de
conduction.

Champ électrique « mésoscopique »

Nous parlons ici de champ « thermodynamique »,uwateoyenne du champ a I'échelle mésoscopique
(échelle tres petite par rapport a I'échelle dwialbire et tres grande par rapport a I'échelleademes).

En effet, dans un tel matériau il existe égalenta# chargesixes, source de champs électrostatique
microscopiques : nous ne parlons pas ici du champpsatopi§dé au voisinage immédiat de ces charges
pas plus que du champ microscopique au voisinag@aie¥s mobiles.

De la méme fagon, lorsque nous parlons du « dé s porteurs mobiles, nous parlons de leur

éventuel mouvement moyen au sens mesoscopt ﬁs microscopigues sont soumises, y compris

a I'équilibre électrostatique, a un mouv@ tlque incessant d'agitation thermique. Ce

mouvement est de valeur moyenne nullfég’ hggaedcellule de matiére de dimension mésoscopique
Q

et il ne lui correspond par conséquent a i déﬁﬂ t mésoscopique.

Le champ électrique est nul au cceur d’un conc&!e@;n équilibre électrostatique

En I'absence de champ électrique dans le volumeodducteur, il n’y a pas de déplacement de charge e
réciproquement, I'équilibre électrostatique d’'umdocteur implique la nullité du champ électriquasia
la totalité du volume du conducteur.

Le volume d’un conducteur en équilibre électrostatique est équipotentiel

Dire que le champ électrique est nul, cela revéeatfirmer que le volume tout entier d’'un conducten
équilibre électrostatique est équipotentiel. Nowslgns bien slr du potentiel électrique au sens
mésoscopique du terme, valeur moyenne du potenkiéthelle de cellules mésoscopiques de matiére.

Champ et potentiel dans un conducteur en équilibre électrostatique

Dans le volume d’un conducteurC en équilibre électrostatique, le champ électriquest nul et le
potentiel est uniforme.

oMOc: E(M)=0 et V(M)=v,=C"

G
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Charges de surface, théoreme de Coulomb

En conséquence du théoreme de Gauss, nous dédgisardans le volume d’'un conducteur en équilibre
électrostatique, la densité volumique de charge&stssairement nulle.

E=0 etdvE=2 = p=0
80
Si le conducteur est chargé, les charges mobilégglacent en surface en se disposant de telle goet

le champ électrique soit nul dans tout le volunmeus admettrons, sans démonstration, qu’une telle
répartition surfacique de charge est unique.

Rappelons la propriété de discontinuité du changctéjue a la traversée d’'une surface chargée,
démontrée au chapitre précédent :
E=n

€

E-E-=

Cette propriété prend a la surface d’'un conduadiéquilibre, le champ étant nul a I'intérieur,ftame
particuliere duhéoréme de Coulomb

Théoréme de Coulomb

Le champ électrostatique a la surface d’'un conducte en équilibre électrostatique est normal a
la surface, dirigé vers I'extérieur si le conducteu est p@{'geur d'une charge positive, vers
Iintérieur si la charge est negative. La valeur ajébriqugdu champ orienté par la normale
extérieure est eégale au rapport pare, de la densité s &que de charge électrique :

=

Capacité d’'un conducteur seul dans I espaq€ ?’ C)c)
Q)
Définition 'Q& O)

Considérons un conducteur « seul dans I’sgbacertem d’'une charge électriq@@répartie a sa surface
en une densité surfaciqLaE(M) avec,S étant la surface du conducteur :

Q=<ﬂ> o(M)ds
MOS

Le potentiel du conducteur, l'origine étant choigi€infini, s’exprime comme I'opposé de la circtidm
du champ de l'infini a la surface du conducteur :

G

v=v(M)=-j EV

- M

Cette circulation est indépendante du parcoursigtiandépendante du point M considéré a la sudace
conducteur. Le conducteur étant considéré seul Ilzsmace, son potentiel est di a la seule préseéese
charges électriques a sa surface, soit :

VV

4ns

Imaginons une charg® multipliée par un scalaire quelconque. La charge surfaciqméM) en tout

point M de la surface sera multipliée par ce patean@ et ce sera aussi le cas du potential coeur du
conducteur.
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Nous en déduisons que la charge d’'un conductelidaes I'espace est proportionnelle au potentietale
conducteur, l'origine des potentiels étant chosiénfini. Le coefficient de proportionnalité egtialifié
decapacitédu conducteur seul dans I'espace :

Q=CV

Cette capacité ne dépeadgriori que du détail de la forme géométrique de la sarfacconducteur.

Exemple d’un conducteur sphérique seul dans I'espace

Un conducteur sphérique de rayRmorteur d'une charg® a I'équilibre présente, du fait de sa symétrie
sphérique, une charge surfacique uniforcryn:L::Q/4nR2

Nous avons déja exprimé le champ et le potentié clans tout I'espace par une sphere uniformément
chargée en surface. Ce champ est nul a l'intédeuta sphere, preuve qu’il s’agit bien de la soluti
d’équilibre de la sphére conductrice chargée. At€geur de la sphére, le champ et le potentielpontr
expression :

pourr >R, E = QZE:ORzE et \/(.)___ﬁ
4T 1 ES 41§ ef
En particulier, & la surface du conducteur sphérigourr =R, le potentiel a pour valew = Q/41e, R

et nous en déduisons la valeur de la capacitésphere de rayo&eule dans I'espace :

———4TI£ R\\',Q,

4.2. Condensateur @,

Théoreme des éléments de surface correé‘n ngjhs

Deux conducteursC, et C,, porteursgleag%rges électriqu€® et Q,, acquiérent, a I'équilibre
électrostatique, des distributions de cha%jes sporedant a des potentiels uniforméset V, dans les

volumes de chacun des conducteurs. Certaines ligaeshamp joignent un conducteur a l'autre et
I'orientation de ces lignes de champ définit celles conducteurs dont le potentiel est le plus élevée

dqg, =0,d§+0, d3=0

Considérons un tube de champ élémentaire joigmanbhducteurC, au conducteuC, et construisons

une surface fermée en posant des « capuchonsréqespés en pointillé sur la figure ci-dessus) dans
volume intérieur de chaque conducteur, a chacusexteémités du tube de champ.

Le flux sortant du champ électrique a travers cairface fermée est nul. Il est nul a travers &®ip du
tube de champ par le fait que, par définition,Harap électrique est tangent au tube. Il est nuhzets
les capuchons par le fait que le champ électrigtew a I'intérieur des conducteurs a I'équilibre.
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En conséquence, par application du théoreme desGauette surface élémentaire fermée, nous en
déduisons que la charge intérieure, portée paéliasents de surface correspondants, est nullee Cett
affirmation constitue le théoreme des élémentaudase correspondants :

Théoréme des éléments de surface correspondants

Considérons des solides conducteurs en équilibre eétrostatique et un tube de champ
élémentaire autour d’une ligne de champ électriqu@ignant I'un des conducteurs a un autre de
potentiel moindre. Le tube de champ élémentaire déape sur ces conducteurs des surfaces
élémentairesdS,; et dS, que I'on qualifie d’ « éléments de surface corregmdants ».

Les éléments de surface correspondants sont porteude charges électriquess,dS, et 0.,dS,
opposeées.

G

Surfaces de deux conducteurs en influence totale : condensateur

Influence totale

Nous dirons qu’une surfacg§ d'un conducteurC, et une surfaceS, d'un second conductewt, sont
sous influence totale lorsque toutes les lignestdamp quittant 'une des surfaces aboutissentudréa
surface En conséquence, les deux surfaces correspondamigsosteuses de charg€s et Q, opposees.
Les deux surfaces conductrices en reg8rcet S, constituent LgQ‘systeme phyS|q{,|Sl g} qgue l'on
appelle « condensateur ».

Attention ! Prenons garde a cette regle e&\gre de togolagi conducteur peut définir

& plusieurs surfaces, une surface extérieu rsurfaces intérieures qu’il possede de
cavités disjointes. Toutes ces surface@@ﬂ@ﬁéﬂteuses de charges électriques.

9

La facon la plus simple de réaliser
un condensateur est de considérer
la surface extérieureS_, dun VY,

SZ ext

conducteur C, placé a lintérieur

d'une cavité d'un conducteur
creuxC,.

vﬁ T

Le systeme {Slext, Sm} est un
condensateur.

Dans ce cas, nous noterof® la charge portée par le conductefiret Q, la charge portée par le
conducteurC,. Cette charg&, = Q, ., + Q,.,, Se répartit sur les deux surfacgs, etS,,,, et les charges
portées par les surfaces correspondantes du catdanssont opposéesQ +Q,,, =0. On appelle

« charge du condensateur » la charge de I'une gp@gle des armatures, par exemPle Q =-Q,,, -

Capacité d’un condensateur

La définition du potentiel implique une relatiomdaire entre celui-ci et les charges portées ar le
conducteurs. Ainsi existe-t-il des coefficients stamtsC; tels que :

Ql = C11V1+ C12V2
QZ int + Q2 ext = C;2:LV1+ C:22V2
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Lescoefficients d'influenc&; ne dépendent que de la géométrie des surfaceaddscteurs.

Dans le cas particulier ou le conducté&lrest porté a un potentiel nul, la charge extéri€rg, est nulle
et les relations de linéarité s’écrivenQ =C,V,=-Q,,,=—C,V. Nous poseronsC=C,=-C,,
coefficient positif, que I'on appelle « capacitéll»condensatel{rsl, gim} :

Notons enfin que, dans le cas particulier ou lesxamnducteurs sont au méme potentiel, la ch@gst
nécessairement nulle, ce qui implique la rela@n C,=0, soitC,=-C,=-C.

Les relations de dépendance linéaire entre chatgestentiels s’écrivent finalement :
Q=CV-C\y,
Qint t Qe =~ CVi+ GV,

La premiére relation définit la loi fondamentalesd®ndensateurs, justifiant I'appellation de « cépa
pour ce coefficien€ qui ne dépend, rappelons-le, que de la géomésesdrfaces en regard :

Q=C(%-V)=-Qu

Effet d’écran

La seconde relation devient alof3,,, =(C,,~C)V,. Elle r@%‘ compte d'une propriété tout autant
remarquable : la charge extérieure du conductgues i}?&pendante du potentM| du conducteur
intérieur. Nous dirons que le conductedy, entour tegment le conductedy, fait ecrana ce
dernier. Notons que le coefficief,, - C s’identifié&\tou w lement a la capaci®@ du conducteuc,
seul dans I'espace et ne dépend donc que d B la surface extérieuBs

ext”
Application: la cage de Faraday Qg\r

D’éventuelles expériences d’électros@}q %’e waénd a lintérieur d’'un conducteur creux sont sans
influence aucune sur les équilibres élesgéstaﬁqauel'extérieur de ce conducteur. Ainsi,dage de
Faraday, reliée a la masse, constitue-t-elle un blindalgetestatique quasi parfait. Elle protége les
observateurs extérieurs de toute influence desiésogui peuvent se dérouler a I'intérieur.

Energie électrostatique d’un condensateur

Expression en fonction des potentiels

NotonsU =V, -V, la différence de potentiels entre les armaturaa dondensateur porteur d’'une charge
Q=Q =-Q. Le travail électriqgue qui doit étre fourni powire varier algébriquement la charge de la
valeurQ a la valeurQ + dQ a pour expressiondW =\, dQ+V, dQ=( V- V) d@& Ud@ CuUd.

Ce travail est la différentielle d’'une fonction @é¢&,, énergie électrostatique du condensateur chargé,

gue I'on peut exprimer aussi bien comme fonctiomadeharge du condensateur ou comme fonction de la
tensionU :

2
OW=d,, avec £, :ECU2 :Ec(\/l—vz)2 _1Q°
2 2 2C
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Expression en fonction du champ

L’énergie électrostatique du condensateur estik#aldans le volume de I'espace entre les armatures
dans lequel s’établit un champ électrique lorsgueohdensateur est chargé.

Si le milieu inter plaques est vide de toute mati@olarisable, la densité volumique d’énergie
. . . o1 =2 L .
électrostatique a pour expression en tout pougt:EsoE et nous en déduisons l'expression de

I'énergie par intégration sur tout le volume ingén :

Se:“-.[ uedr:”J. ESOEZ ot
Volume Volume 2

intérieur intérieur’

Résistance de fuite d’'un condensateur

Imaginons le cas particulier ou le volume intériglur condensateur a les propriétés électriques d'un
conducteur ohmique homogéne de conductivité unifoym

-V, ZTT

Cela signifie, rappelons-le, qu’en tout pq{@%o'ﬂsh;?n champ électriquE , il apparait une densité de
courantj proportionnelle au champ, Ie'@e@%nt de proponalité définissant la conductivite :

] =YE
Le courant de fuitd entre les armatures du condensateur tend a décheegdernier. Nous pouvons
I'exprimer comme flux de la densité de courgnta travers nimporte quelle surface fermée entduean
conducteur intérieu€, , totalement située dans I'espace entre les deuatares, telle que la surfacg,
représentée en pointillé sur le schéma ci-dessus :

| =<ﬂ> j m,dS=GU
Se

La relation de proportionnalitt=GU entre le courantet la tensiorJ définit la conductance de fui@

. 1 . .
du condensateur ou son mveB@E, résistance de fuite du condensateur.

Remarquons que lintensité flux de la densité de courarjt, est, dans le cas d’'un milieu ohmique

homogéne, proportionnelle au flux du champ élestriq & travers la méme surfacg,. Seoln le
théoréme de Gauss, ce flux est proportionnel Adage intérieure :

1=fb To_ds=¢p yEm, dS:yq‘jﬁ “Hip, dSysg:yEE |
Se

Ss S 0 0
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Nous en concluons que, dans ce cas particulier miliau ohmique homogene, et indépendamment de la
forme géométrique des conducteurs, la conductaadeitt d’'un condensateur est proportionnelle a la
capacité. Si le milieu matériel entre les armatwdses propriétés diélectriques du vide, cettetiozla
S’écrit :

€
G :yg ou encore RC=-2
€ Y
Remarque la constante de tempg3C est le temps C | |

caractéristigue dans lequel le condensateur se | |
décharge a travers sa propre conductance inteme. C

temps est proportionnel a la résistivité (inversela ‘ '
conductivité) du milieu matériel entre les armasure

Le condensateur est alors électriquement équivalent

un condensateur idéal de méme capacité monté en R:i

paralléle avec cette résistance de fuite. yC

4.3. Exemples de condensateurs de géométries partic  ulieres

Condensateur plan

Etude de symétrie \,

Deux plagues métalliques planes paralléles sopbdées a. dlstance mutuellkees petite par rapport

a leurs dimensions linéaires caractéristiques, ue les «effets de bords » puissemt étr
négligés : le condensateur ainsi formé se troum@ grande partie de sa surface, dans une
situation présentant une symeétrie d’invariancet i elconque parallele aux plaques, cosime
les plaques étaient infinies.

Une différence de potentiel étant mstaure eﬂi& conducteurs, les surfaces en regard sevetrt
chargées, la plaque de potentiel le plus use de charges positives.

i @ i
0| = I :

zone sans effet de bord

Si I'on se place suffisamment loin des bords, us &x perpendiculaire aux plaques est un axe de
symétrie de la distribution de charge : le changztéique entre les armatures est donc orthogonal au
plagues et, du fait de I'invariance par translatimem dépend que de

E-=E(9e
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Par application du théoréme de Gauss sur une sudamée cylindrique d’axeZotalement située entre
les plagues, on démontre facilement que le chareptriglue est uniforme entre les armatures et,
connaissant le module du chantp=0o/e, a la surface des plaques métalliques st la densité

surfacique de charge de I'armature chargée posigwe), le champ électrique s’écrit :

— G —
E=—
80
La difféerence de potentiel, égale a I'opposé deideulation du champ d’une armature a I'autre, arpo
expression U = Ed =ad/e,

Expression de la capacité

La charge surfacique est proportionnelle a la tangt le coefficient de proportionnalité définit la
capacité surfacique du condensateur :

E_E:S_O soit C:E
S U d d
Point de vue énergétique
E _1C , _1lg, >
L'énergie électrostatique surfacique du condensatgargé, de valeurS _E_SU _E_dU est

localisée entre les armatures avec, dans la zorseeset de bord, {?e répartition volumique uniferm

La densité volumique d’énergie est égale au rarrlmhenergéﬁrfamqugs— par I'épaisseud :

Condensateur cylindrique & 63

Etude de symétrie

Un cylindre métallique plein de raydR est?)?ce sur I'axé d’un cylindre creux de rayon intériei®,
et de méme longueur supposée tres grande par rappoR,a de telle sorte que les « effets de bords »

puissent étre négligés : le condensateur ainsidmentrouve, pour la plus grande partie de sajrfa
dans une situation présentant une symétrie d’iamad par translation paralléle a 'axe des cyliadre
d’invariance par rotation autour de cet axe, consimes cylindres étaient infinis. Soit, en coordées

cylindriques(p, ¢, z) d'axe A :

E=E(r)g(0)

Une différence de potentiel étant instaurée eesaleux conducteurs, les surfaces en regard sevemrt
chargées, le cylindre de potentiel le plus éleaétqtorteur de charges positives.

Appliquons le théoreme de Gauss sur une surfaceéterconstituée d’'une surface latérale cylindrique
d’axe A et de hauteuh et de « couvercles » circulaires : le flux sortdimne telle surface se réduit au

seul flux 2rph E, (p) a travers la surface latérale, tandis que la ehargrieure est égale 2rR ho, ou
o, est la densité surfacique de charge portée peyliedre intérieur. Nous déduisons I'expression du
champ électrique radial :

£ (o) =

(2]
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LIt IEIIEEIEEZ?EI(J
[ CUTUET T
-

zone sans effet de bord

C ////////////// W//
R

1

Expression de la capacité

Notons que la densité surfaciqog portée par la surface cyIing{r‘ique opposeée a uteuwdifférente de
o, de telle sorte que la charge tot&e portée par la surf intérieure du conducteugredr soit,
conformément au théoreme des éléments de surf &ﬁfs opposédn :

Q. =218/0,-Q=-2n/o, (P tb‘\Rzoz Ro,=—-2

21

Nous déterminons I'expression de la cap t%’hﬁﬂy un tel condensateur en calculant I'opposéade |
circulation du champ electrlque entre Ies & sur un parcours radial :

o0 Y o-2an -2 0
Q

Soit —=EU avec L
YA

7 in(R/R)

Remarque plagons nous dans le cas ou I'épaisseur diéleetre de la cavité est tres petite, soit
R, = R+ eavece< R. L’expression de la capacité linéique, limitéepaemier ordre e/ R, devient :

Ezﬂzmoi{h O(ED
! In (1+eJ € R
R

Cela correspond a I'expression de la capacité cgrfa d’'un condensateur plan d’épaisseur

Nous retrouverons ce comportement limite dans legisas ou I'épaisseur diélectrique d’'un condensate
est tres petite par rapport aux rayons de courdbesearmatures.
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Point de vue énergétique

U2=— B0 _J2 egt

In(R,/R)

; o . . . & C
L'énergie électrostatique linéique du condensathargé, de valeu17e= "

N~

localisée entre les armatures.
La densité volumique d’énergie, dans la zone sHasde bord, n’est fonction que de la distanatiate

alaxeA :
e (ofete L Q) L (Q 1
U (P) = 5805 (P) 2£°{zﬂgopzj %eo(fj p?

Pour retrouver I'énergie électrostatique linéigugégrons la densité volumique sur toute la surface
diélectrique comprise entre les électrodes. L'iraégn se fait sommation de contributions de conesn
élémentaires de rayon compris enpret p+dp .

&= [®y (o)x (Rl (QYt _ 1 (QY(*d_ 1(Qf R
L U (p)x2mp dp Ia 8#80( jpzznpdp ( )J ( ]In

14 1 e\ ) Jr p AELN\ L R,
Avec Q =EU :ﬂu , hous retrouvons bien I'expression attenﬁ?e,: EEU 2,

T In(R,/R) (24
Condensateur sphérique @c}
Etude de symétrie /\,\',Q/

R, : le condensateur ainsi formé présente une sthidrique de centre O, ce qui implique qu’en tout
point de I'espace le champ électrique est ra w sante radiale ne dépend que la distaace

centre O. Soit, en coordonnées Sphério(meg@) ;
L™ C’)l
=E(He (e, ¢)
S

Une sphére métallique pleine de rayBnest placée gﬁ;& fO d'une sphere creuse da natgrieur

o

Une différence de potentiel étant instauréé\eetrejbux conducteurs, les surfaces en regard sevetrt
chargées, la sphére de potentiel le plus élevé ptateuse de charges positives.
Appliquons le théoreme de Gauss sur une surfacérisple concentrique de rayoncompris entreR

et R, : le flux sortant d’une telle surface a pour valeur’E, (r) tandis que la charge intérieure est
égale 41’ 0, oul 0, est la densité surfacique de charge portée shiare intérieure.
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@]

R

Nous déduisons I'expression du champ électriquialrad E, (r):—1
r

m
o

Expression de la capacité

Notons que la densité surfaciqae portée par la surface sphérique opposée a uner\diféerente deo,
de telle sorte que la charge tot&e portée par la surface intérieure du conductelérieur soit opposée
a Q,, conformément au théoréme des éléments de swdaespondants :

=4T[R§cy2=-Ql=—4n|-‘§o1 soit Rjozz_Rfol:_%
i

Nous déterminons I'expression de la capacité lungid'un tel condensateur en calculant 'opposéade |
circulation du champ électrique entre les deux &rea sur un parcours radial :

(* __[foR 1 Q (1 1
J.RzEf(r)dr_ J‘Rzeor Ri[R Rj 4T[£(R1 sz

Soit Q=CU avec C =41, RR
"R-R

Remarque ici encore, si I'on se place dans le cas oudiggeur diélectrique de la cavité est trés petite,
soit R, = R+ eavecex R. L’expression de la capacité, Iim@g au premier®ene/ R , devient :

o-tminrd SENf2)

N
4.4. Exemples de conducteurs e&é%@iﬁ)re électrost  atique

Etude qualitative

Conducteur isolé, conducteur chargé par influence

Un conducteur peut étre isolé et sa charge éleetrgjobale est alors constante, ce qui ne sigeifie
aucun cas que sa charge surfacique soit nécessairamlle en tout point. Dans un environnement
électrostatiqgue donné, ce conducteur définiragulléore un volume équipotentiel.

/\+

Conducteur isol

+ +
Conducteu
chargé par
influence
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Un conducteur peut aussi se voir imposer un pakemin étant relié a un générateur de charges
électriques. Dans un environnement électrostatibprané, ce conducteur acquérra une charge électrique
qui se répartira a sa surface de telle sorte gpettntiel imposé soit établi dans tout son voluroe dit
alors que le conducteur se charge par influence.

Unicité de la solution

Dans les espaces entre les conducteurs, videsigedioarge, le potentiel électrostatique est uhgisn

de I'équation de LaplacAV =0 satisfaisant aux conditions aux limites a la stefdes conducteurs. Ces
surfaces doivent chacune étre équipotentielledepses d’'une charge totale égale a la charge cuesta
du conducteur dans le cas de conducteurs isolée @otentiels égaux aux potentiel imposés danade c
d’'une charge par influence.

Nous admettrongunicité de la solution de I'équation de Laplacempatible avec les conditions aux
limites imposées. Aussi, dés lors que, par quelgoasidérations de symétries particulieres, nousrsa
identifier une solution possible, nous pouvonsgméte avoir trouvé laolution.

Propriétés générales des lignes de champ et des surfaces équipotentielles

Dans tous les cas, les lignes de champ sont nasraale surface des conducteurs (avec une exception
possible en certains points de surface ou la dedsitharge est nulle, et donc aussi le champiglae}.

Les lignes de champ, obéissant au théoréme degmdgmie surface correspondants, joignent toujaurs u
point de densité surfacique positive a un poinddesité surfacigue négative. Attention cependant :
méme conducteur peut étre porteur en certains gsdie chaé;%s positives et en d’autres endroits de
charges négatives.

De la méme facon qu’une ligne de champ electrmmatﬁ e t se refermer sur elle-méme, une ligne de
champ quittant la surface d’'un conducteur ne pe outlr sur le méme conducteur.
Pouvoir des pointes. Effet de cavité

Considérons le champ électrique quasi %u&y c%lslnage de la surface localement plane d'un
conducteur. A ce champ corresponde@ ;6%1) destséahr potentiels équidistants, des surfaces
équipotentielles planes équidistantes. 'Q @\

[

max‘

+ +
++++++++++HH A+ A+ T E + +t+++++++
s . effet de pointe
densité de charge uniforr PO

_ forte densité de char
effet de cavité

faible densité de chart
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Imaginons la présence d’une pointe métallique gohale a cette surface chargée. A grande distance,
I'équilibre électrostatique ne sera pas perturbéisma courte distance, les surfaces équipotergtiske
trouveront resserrées. Cela correspond a un gtaderpotentiel particulierement important dans la
direction de la pointe et donc & une composantehdenp électrique particulierement importante dans
cette direction : c’est ce phénomene que I'on kaptpouvoir des pointes.

Application: le paratonnerre fonctionne selon ce principesitization orageuse correspond a la création
d'un effet capacitif entre la terre et les nuages.tension devenant trop importante, le claguade es
inévitable : c’est Eclair, phénomeéne lumineux, ettiennerre phénomeéne sonore qui lui est associé.

Le fait d’installer une pointe métallique directemheeliée au sol au plus haut point d’'un villager p
exemple au sommet du clocher de son église, crégoim d’accumulation de charges et de champ
électrique extrémal a partir duquel se déclenchegtrentiellement I'éclair. La canalisation deargjes
électriques dans un fil conducteur dimensionné & effet permet d'éviter les destructions plus
importantes qui se produisent lorsque la foudréakas » n’'importe ou, dans des conditions non
maitrisées.

Exemple de la polarisation d’'une sphere conductrice isolée, non chargée,
introduite dans une zone de champ uniforme

Une sphere conductrice, de charge globale nullengsduite dans une région d’espace ou le charhp es
uniforme. Par l'action de ce champ, la sphere darige. Des charges positives migrent dans le dans
champ tandis que des charges négatives migrentldasens @pose et ceci jusqgu’'a ce que le champ
résultant soit nul & I'intérieur de la sphére.

Le champ uniformeE, = E, ¢ doit se retrouver com /\co dition aux limites iafihi. Ce champ est
associé a la fonction potentié| = —E, z, soit en coor

néég'sphérigess, ¢) d’axe polaire @:
(@&
V, = r&)o

La sphere métallique centrée en O dan g‘sé %m constitue un systeme invariant par rotation
autour de l'axe @ Nous connalsson tlon de I'équation deldca qui a cette symétrie, la
fonction « potentiel dipolaire » faisan @rvemn parameétre scalairp homogene a un moment
dipolaire :

1 pcos

4Te, r?

2

Nous allons montrer qu'une fonction potentie(r, 8) =V, +V,, somme de ces deux contributions, est

compatible avec les conditions aux limites impos@esysteme, pourvu que I'on choisisse correctement
la valeur du moment dipolaige

Le potentiel a la surface de la sphére doit étrestamt, et méme nul puisque la sphére, électrigueme
isolée et initialement non chargée, doit restectdge globale nulle. Cette condition nécessa@eris’:

1 pcosﬂ

V(R 8)=-FE Rc:ose+4wE =0 06, soit p=4m,E R

0

Avec une telle fonction potentiel, nous sommes r&ssde retrouver le champ uniforme a trés grande

distance de la sphére métallique.
3

V(r, 6) =-E, r(l—%J cod

Nous admettons l'unicité de la solution. Cette 8otu particuliére satisfaisant a toutes les contes
imposées est donc la solution unique du probléme.
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Exprimons, par dérivation en coordonnées sphérfgueschamp électrique associé

~

a cette fonction

potentiel :
oV R
E=——= 1+2— D
E, =3E,co$
1oV R . T
B =5 = B[l 5 s et en particulierE (R6) E=0
r r
E, =0
-1 v,
* rsin® ¢

La valeur deE, & la surface de la sphere définit la densité sigf@ de charge E, = —3E, cos = g/,
Soit 0(6) =0, cosB avec g, = 3E,.

La figure ci-dessous représente les lignes de cHampouge) et les équipotentielles (en bleu) dans
plan méridien. On y voit de quelle facon les swefaéquipotentielles sont compressées par I'intnude
la sphére métallique. Ce plus fort gradient du ¢ correspond a une plus grande valeur du maodiule
champ électrique.

S R—

-

Remarque les points équatoriaux —représentés en verta-suitface de la sphére conductrice semblent
bien particuliers. En effet, les lignes de chamg@spntent des rebroussements en ces points. Csla n'e
possible que parce que le champ électrique est aldr

! Le champ n'ayant pas de composante ortho méridiénneal s’'agit en fait de la simple expression du geatl en
coordonnées polaires dans le plan méridien.
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Exemple d’'un conducteur cylindrique isolé, initiale ment chargé,
introduit dans une zone de champ uniforme orthogona | & 'axe du cylindre

Le probleme posé est typiquement un probléme décla conducteur chargé est infini et de plussdan
ce probleme, la charge totale de l'univers n’est palle. Le choix d’'un potentiel nul a I'infini edbnc
impossible. Nous allons rechercher des solutiongédgiation de Poisson respectant les symétries du

probleme exprimées dans le systeme de coordonlyéadrhques(p, ¢, z) ayant pour axe DlI'axe du

conducteur cylindrique et pour axe polaire [®direction et le sens du champ uniforfe= Eoé.

Pour rendre compte de l'existence de ce champ mmifoa grande distance du conducteur, nous
introduirons une premiére contribution au poterdiela formeV, = —E, x=-E,pcos} .

Pour rendre compte de I'action de la charge lingigu conducteur, de densité linéighg, nous y

ajouterons une deuxieme contribution de type «migtfilaire » :V, = —2—°InB
T, a

Le choix de la longuewa déterminera I'origine des potentiels.

Enfin, pour rendre compte de I'effet polarisantahamp électrique uniforme, nous allons introduine u

cosh

troisiéme contribution au potentiel, solution d&gliation de LaplacAV =0, de la formeV, = K——.
p

Cette contribution est qualifiée de « potentielldife » : une %Ue fonction potentiel rend comle
comportement a grande distance d’un systeme de filswe@itignes infinis paralleles et porteurs de
charges linéiques opposeées. x\,

i Attention & ne pas confondre le potentigd we\&primé icien coordonnées cylindriques

(p, 9, z) par la fonction@, av gg(@ﬂietﬂipolaire, autre solution de I'équation de
p
L X L . cosh
Laplace qui s’exprimeen coo@n\ sphériquefr, 6, ¢), par la fonction——.
. . r

Nous recherchons donc si une solution d@qra fovireV, + V, peut satisfaire a 'ensemble des contraintes
imposées :
Ao P, @0
2TE, a P

V(e ¢, 2)=\+\+\=- Epcosh -

Tout d’abord, la surface du cylindre de rayRrdoit étre équipotentielle : ceci impose la valderla
constant&, c’est-a-dire le degré de polarisation du condwuotglindrique :

K A

V(R ¢, z)=—( 5 R—chosq) "o,

InBa indépendantd¢ = K=E, R

D’ou I'expression possible de la fonction potentiel

V(p, ¢, z)=—Eop[1—§—22Jcos¢— Ag In?

2IE, a

Déterminons le champ électrique dérivant d’'un tkptiel par dérivation en coordonnées cylindrique
et calculons en particulier la répartition surfaggle charges sur le conducteur cylindrique, poaiR.
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ov R A
E :—_:E0(1+—] cosp +—2 A
P~ 2 2TE E =2E, cosh +—=2
P P - oP » = 2 cosp 21, R
E Eq,:—la—vz‘ﬁ)(l‘—zj sing et, en particulierE(R, ) =0
p 09 P
=N =g =0
0z

Le champ électrique est bien orthogonal a la sarthc conducteur : c’est une premiére nécessité. Pou
satisfaire la loi de Coulomb, nous en déduisonglession de la densité surfacique de charge :
A, _O

A
— = o(¢)=2¢,E, cosp +—2
2IE, R g, (9) = 22,E, cosp 21R

E, =2E, cosp +

La sommation sur un tour d@o(q)) nous donne bien la valeur de la charge linéigyeu conducteur :

rnRo(d)) o :j:"[zsoEo Reosp +§—n] b =1,

0

Toutes les conditions aux limites sont donc satesaet nous pouvons affirmer avoir mis en éviddace
solution du probleme posé.

Le schéma ci-dessous correspond au cas particdrimnﬁindre chargé positivement, avec

A, =4 ER. Il s'agit bien sir d'un plan de cou e\ﬁrthogorial 'axe du cylindre. Comme
précédemment, les lignes de champ sont en rouge é@&ot@tielles en bleu.
N

5\, Y N AT
XTON O\

ey

[N
~,
N,
S

\ \‘\/Vv

Remarque cette figure est tracée a l'aide d'un logiciel calcul formel (en I'occurrence, il s’'agit de
MAPLE). Le tracé des ces courbes a partir des sgrs analytiques du champ et du potentiel n’est
évidemment pas exigible en temps limité. Par coriirgerprétation de ce schéma et la reconnaissanc
sur celui-ci de quelques lois de I'électrostatigse un bon exercice. Par exemple, au vu de la dade
champs et équipotentielles, que vaut le champréjeetau point A ?
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Exemple de la charge par influence d’'un conducteur plan de potentiel nul
a I'approche d’'une charge ponctuelle

Voici un dernier exemple de conducteur en équiliélectrostatique. Un plan métallique est relié a la
masse, c’est-a-dire porté au potentiel de I'inflde trés loin, une charge électrique ponctuejjeest

amenée en un point M a la distarecel’'un point O de ce plan. Celui-ci, par influene@, se charger
négativement d’'une charge opposég, et I'on se propose d’établir la loi de répartitisurfacique des

charges dans le plan.

charge fictive E
* 4 P
MV
charge réell
e
S
S
V;Obw
Nous ne savons pas résoudre dlrecte@ udnaohaplaceAV 0, mais nous connaissons une

solution satisfaisant a I'ensemble de lanites imposées. En effet, si nous considédens
dipble constitué d’'une chargg placée en\,@f et d'une chargey, placée enM’, symétrique de M par
rapport au plan conducteur, nous savons que cdeatalgcharges produirait un potentiel nul dansda
médiateur du segmeiM".

La référence a I'unicité des solutions nous perretirmer que le champ créé par le doublet darsde
médiateur est orthogonal a ce plan et a pour valgébrique :

E,(r)=-2x G Cosx __ G a =0(r)
z 4TE, r2 +32 21, (r2+a2)3/2 £,

La charge électriquedq contenue dans une couronne de rayon compris enger +dr a pour

expression :

g a _ _ ar
aveco(r)——ﬁm, dg=2mnro(r)dr=- qo—(r2+a2)3/2 dr

Son intégrale étendue a la totalité de la surfacelah conducteur s’écrit :

°° ° ar
= 2 dr =- —  _dr=-
q L T[rO(r) r CIOL (r2+a2)3¢2 r Qo

Résultat sans surprise, non ?
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Rappels de magnétostatique

En 1819, le physicien danois Hans Christian (Ersted observe la déviation d’une boussole au voisinage
d’un fil métallique parcouru par un courant continu. Les expériences ultérieures d’Ampére, Laplace, Biot
et Savart dans les années 1820 précisent la notion de champ magnétique.

Ce chapitre a pour but de poser les bases de la magnétostatique, c’est-a-dire I'étude du champ magné-
tique en régime indépendant du temps.

I Les distributions de courant

I1.1. Rappel sur le courant électrique

Un courant électrique est un mouvement d’ensemble de porteurs de charges (qui peuvent étre des
électrons dans les métaux ou des ions dans les solutions électrolytiques).

Propriété
Le courant électrique traversant une surface X est caractérisé par une intensité Iy
définie par :
5. 4@s
x f—
dt
ou dQ@y est la charge traversant la surface Y pendant dt.
I5, s’exprime en ampére (A) dans le systéme d’unités international (S.I.).
™ "

En fonction de la géométrie des (:onducteiirs,?]7 tcgarfois préférable de décrire le courant électrique

par une grandeur locale plutét que par son i Sif

I.2. Distribution volumique de cofirant

Dans le cas d’une distribution volumique de courant, les porteurs de charges peuvent se déplacer dans
les trois directions de ’espace.

Egemple

Courants dans un plasma ou dans le noyau de la Terre, particules chargées des aurores boréales, foudre, ...

A priori, le courant électrique est caractérisé par une grandeur vectorielle qui dépend du mouvement
des porteurs de charges.

On suppose qu'il n’existe qu'une seule sorte de porteurs de charges possédant :
— une charge électrique ¢;

— une densité numérique n (en m=3);

~ une vitesse 7.

La densité volumique de charges vaut alors p = nq.

Considérons un tube de courant de petite section dS et déterminons l'intensité le traversant.
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Cylindre de volu
contenant la ¢

Sai gndSvdt
\@
La charge d@ qui traverse la section dS pendant dt est celle contenue initialement dans un volume
dS x vdt soit
d@Q) =ngvdtdS

L’intensité du courant qui traverse dS vaut donc

dI—dQ— ds =jdS
—E—nqv =7

Lorsque dS n’est plus la section d’un tube de champ, on obtient la relation générale
dI=nq7-(ﬁ:7-(ﬁ

ou (ﬁ est le vecteur surface orienté conventionnellement.
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Propriété
Une distribution volumique de courant est caractérisée par une densité volu-
mique de courant _7> définie par

72,07 :nq7

ou p est la densité volumique de porteurs de charges mobiles et U leur vitesse
moyenne.
L’intensité Iy, traversant une surface X est égale au flux de 7 a travers X soit

Iy = //27

Remarque

Attention : la densité volumique de courant s’exprime en A.m ™2

\Y
o

I.3. Distribution linéique de courant - Cqu/ﬁts‘,ﬁhformes

On parle de distribution linéique de coura deplacement des porteurs de charges s’ef-
fectue le long d’un tube de courant de petite sectlo ent assimilable a un fil.

On parle de circuit filiforme lorsqu’un &;Delectrlque posséde des dimensions transversales
petites devant sa longueur. &Q

Lzemple

Etincelle électrique, fil de cuivre des circuits électriques, . . .

FIGURE 2 — Un céble électrique est assimilable & un conducteur filiforme.

Propriété
Dans une modélisation linéique, le courant traversant un circuit filiforme est ca-
ractérisé par son intensité .
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Remarque

Une distribution linéique de courant correspond a une modélisation. Aux petites échelles, il n’est
plus possible de négliger les dimensions transversales d’un tube de courant.

I.4. Distribution surfacique de courant - Nappe de courant

On parle de distribution surfacique de courant lorsque @%’porteurs de charges se déplacent sur un

tube de courant assimilable & une surface. A

On parle de nappe de courant lorsqu’un conduc@&ele@;ique posséde une dimension transversale

trés inférieure aux autres dimensions. & b‘\

FIGURE 3 — A gauche, la plaque de zinc conduit le courant sous la forme d'un courant surfacique. A droite,
une molécule de graphéne, uniquement constituée d’atomes de carbone. Les électrons de conduction de la
structure se déplacent sur une surface mono-atomique !

Ezemple

Armatures d’un condensateur, poéle chauffée sur une plaque a induction, plaque métallique, feuille de gra-
pheéne, ...
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Nd‘L/' P :\dL 7
ef:/] % 7 /L’

Notons e la petite épaisseur de la distribution de courant. L’intensité d/ qui traverse une surface de
section dS = edL et de normale 77 vaut

Al =7 - (edLii) = (e J) - (AL 7)) = 77 - (AL )

Propriété
Une distribution surfacique de courant est caractérisée par un vecteur densité
surfacique de courant J, .
L’intensité traversant une courbe C de la nappe de courant vaut

I—/ (dL )

oll 77 est un vecteur unitaire tangent a la nappe de courant et normal a C.

D
Remarque @ '\Q

Une densité surfacique de courant s’exprime e@mbb‘
& ‘3’
Remarque

Une distribution surfacique de coum&c@mond a une modélisation. Aux petites échelles, il

n’est plus possible de négliger I’épaisseur tube de courant.

1.5. Elément de courant

Considérons une longueur d¢ d’un tube de courant de section dS. Cette portion du tube de courant
posséde un volume dr = d¢dS.
Dans une modélisation linéique, ce tube de courant est assimilé a un fil parcouru par une intensité I.

En notant dﬁ le vecteur de longueur d/ tangent au tube de courant, c’est-a-dire colinéaire a j , on obtient
I’égalité :

Fdr = 7dSdl = jASdl — 1l
al

}7*7/_ I

Qs > L
> dr

|

Q.
S
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De la méme maniére, si cette portion de tube de courant posséde une épaisseur e petite devant sa lar-
geur L, on peut adopter une modélisation surfacique, caractérisée par une densité surfacique de courant ]_;

Dans ces conditions, on trouve :

Définition :

On appelle élément de courant J@ le vecteur élémentaire défini par :

C=Fdr=70Lde=1Idl

IT Cadre de la magnétostatique

I1.1. Equation de conservation de la charge

Considérons une surface fermée et fixe ¥ contenant un volume V' (X) et notons Qv la charge électrique
totale contenue dans ce volume & la date t.

La charge totale contenue dans V(X) ne peut varier que si des charges rentrent ou sortent de la
surface X, c’est-a-dire s'’il existe un courant électrique qui traverse la surface. Autrement dit, il n’y a pas
de création spontanée de charge électrique.

On note Is = Liortant — Lentans I'intensité du courant qui sort de la surface. On a alors

dQvy
=V _ g
dt >

n

le signe "—" provenant du fait que la charge )y diminue lorsque I, > 0.
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=
N

Mais on peut exprimer Iy, en fonction de la densité volumique Céke’ courant ? :

I=(qp) 7 & \',Q/@
by

On en déduit une équation qui traduit la COHS(@! c@‘%charge électrique :
28 =

Cette équation posséde un équivalent ca@&fn effet, chacun des deux termes de cette équation peut
étre exprimé d’une facon différente.
En notant p(M,t) est la densité volumique de charges (a la date ¢ et au point M), on a :

= //VP(M’ t) A’V = dQ—V /// ooy O Piv s fixe

Par ailleurs, le théoréme de Green-Ostrogradsky permet d’écrire

—
ﬁ?«ﬁs = /// div(7) d&*V
b V(%)

L’équation de conservation de la charge conduit &

///ma_ Ve ///V D av =0

Cette équation est valable quelle que soit la surface fermée et fixe . En faisant tendre cette surface vers
un point, on obtient la relation locale

dp
a + le( ) 0
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Propriété
L’équation de conservation de la charge s’écrit, sous sa forme locale :

ap N

—+div(s) =0

5 +div()

ol p = p(M,t) est la densité volumique de charge et 7 = 7 (M,t) est la densité
volumique de courant, au point M et a la date t.

Cette équation s’écrit sous forme intégrale :

1 [ -
(QV+#7~dZSO
dt S

ou % est une surface fermée et )y est la charge totale contenue dans X.

Remarque

Cette équation traduit le fait que la charge contenue dans un volume donné ne peut varier que
st des chargent entrent ou sortent du volume : il n’y a donc pas de création de charges.

Ca
~
K
I1.2. Approximation des régimes quasi-s praires (A.R.Q.S.)

y -
a) Définition L

Considérons un circuit électrique de dimenskﬂ téristique L et parcouru par un signal électrique
(ou plutot électromagnétique) de fréquence K Opnote T'= 1/ f la période du signal électrique. Estimons
les ordres de grandeur des différents ters&r a;@r}lj”équation de conservation de la charge :

Q0 e
ot T
RPN i
div(77) T

Mais j = pv ~ pcoll v & c est la vitesse des porteurs de charge, que 1'on identifie & la vitesse de propagation
du signal électrique et ¢ est la célérité de la lumiére. Ainsi

J P
L L
et 3
P .= P pc L
—<d <KL —T>—
8t<< iv(7) T<<L >>c

Mais — ~ 7, s’identifie au temps de propagation du signal le long du circuit électrique. Ainsi on peut

c
parler de régime "lentement variable" si
T > 71, (temps de propagation négligé)

Par ailleurs, ¢I' = A s’identifie a distance parcourue par le signal pendant une période T. Le régime
"lentement variable" correspond donc aussi a

A> L (circuit de petite dimension)
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Définition :

L’approximation des régimes quasi-stationnaires (A.R.Q.S.) consiste a
négliger le temps de propagation 7, d’un signal électromagnétique devant
sa période T (7, < T).

De fagon équivalente, ’A.R.Q.S. consiste a négliger les dimensions L d’un
circuit devant la quantité A = ¢T" ou c est la vitesse de propagation d’un
signal électromagnétique et 7' sa durée caractéristique d’évolution.

Les signaux sont donc transmis instantanément a 1’échelle du circuit.

b) Conséquences

En régime lentement variable, la charge contenue a l'intérieur q&me surface fermée varie lentement de

sorte que
o

La relation

indique que le flux entrant de 7 est égal au flux sortant a travers la surface ¥. On dit que le vecteur 7

est & flux conservatif.

Propriété
Dans I’A.R.Q.S., le vecteur densité volumique de courant 7 est a flux conservatif :

—
ﬂ?-dzs—()@div(?)—o
>3

En particulier, si la surface enlace un noeud de circuit électrique, on retrouve la loi de Kirchhoff encore
appelée loi des nceuds.

Loi de Kirchhoff ou loi des nceuds

Dans l'approximation des régimes quasi-stationnaires A.R.Q.S., la somme des
courants algébriques arrivant & un neceud de circuit électrique est nulle.
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FIGURE 4 — Dans ’A.R.Q.S., I’équation de conservation de la charge s’identifie & la loi des nceuds :

>, 1 =0.

Remarque

Pour un circuit de taille L =1 m, 'A.R.Q.S. est vérifiée si

L <l soit T>>f %3ns

’&

ou T est la période des signauz. La loi des neeuds ;@ @alzde Jusqu’a des fréquences

N

pour un circuit au laboratoire. & C)

I1.3. Cadre de la magnétostatique

Définition :

On appelle magnétostatique 1’étude des champs magnétiques créés par
des courants dans le cadre de ’A.R.Q.S. .

Dans la pratique, la magnétostatique s’applique si les courants sont lentement variables, correspondant
a des signaux de basses fréquences, la distribution de charge étant quasiment indépendante du temps.
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IIT Loi de Biot et Savart
I11.1. Enonceé

Considérons un circuit filiforme parcouru par un courant d’intensité I constante.

Loi de Biot et Savart

Le champ magnétostatique infinitésimal d@ (M) créé au point M par un petit

élément de courant dC' = Id¢ centré au point P est donné par la loi de Biot et
Savart
— "
1dl A tipy, Idl N PM
dB(M) = 2 2 20
4m 72 AT ||PM|]3
—
. PM o
our =PM et upy = H:ﬂ est le vecteur unitaire orienté de P vers M.
PM

o = 47.1077 Ham ™! est la perméabilité du vide.

Remarque
Si le circuit n’est pas filiforme, la loi de Biot et Savart pren@?@ forme

o dC
ERTS(N
(Ob<
ot (@ est ’élément de courant centré au poi . 6)
~

dB(M)

S
N
N

dB(M)

Mais il n’est pas possible d’isoler expérimentalement un élément de courant d’un circuit : dans ce cas,
7 ne serait plus a flux conservatif. On applique alors le principe de superposition.

Principe de superposition

Le champ magnétostatique total 5(1\1 ) créé en un point M par une distribution D
de courant est la somme des champs magnétostatiques créés par chacun des éléments
de courants de D :

- =
Lo / [dé N PM
J PeD

Banp=t [ 27
4 || PM|[?
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FIGURE 5 —

Remarque

‘ C’est cette expression qui est vérifice expérimentalement.

"
o

Remarque

Le champ magnétique s’exprime en tesla (T) dans %?Sﬁe d’unités international (S.1.).
Q

\« -~
On donne ci-dessous quelques ordres de grand@ d%bﬁamps magnétiques :
— champ magnétique terrestre B ~ 1075 T ;Yv QD
— aimant courant B ~ 10 mT; & C)
— électroaimant ordinaire B ~ 1 T; ,&Q Q)
— bobine supraconductrice B ~ 20 T’Q x
— champ magnétique interstellaire B ~ &6’ T;
— champ magnétique dans une tache solaire B ~ 0,1 T,
— champ magnétique d’une étoile a neutrons B ~ 10% T .

II1.2. Application : champ créé par un fil - limite du fil infini

On considére un segment 5155 parcouru par un courant d’inten-
sité I constante. On souhaite déterminer le champ magnétique créé en
un point M, situé a la distance R du fil.

Champ élémentaire

Soit un élément d7 = dz i, centré en P. Le champ magnétique
élémentaire créé par cet élément est :

—
_poIdzi. APM ol dz R
4 |PM|? 41 PM3

De plus, PM =

donne :

R
> et z = R tant donc dz = dv ce qui

pol cosyp
aB ="
iar R

COS cos? FIGURE 6 —
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Champ total
On intégre entre v et ¥y :

 pol(singhy —sinehy) z

E(M) InR Up avec sin "@b = \/ﬁ

Cas du fil infini

T T
Ona¢1—>—§etw2—>§donc

kol
ﬁ(M) ~ 2R

IV Symétries et invariances du champ magnétostatique

IV.1. Existence d’un plan de symétrie pour les sources

Supposons que la distribution de courant soit symétrique par %p—
port & un plan II;. . 'QQJ
n de

Rappel : Un plan II; est dit plan de symétrie si I’ ‘%;;fio
symétrie laisse invariante la distribution de courant. \Q

Yv
), &
Ezemple

Deuz fils conducteurs rectilignes, paralléles entre eux et parcourus par le méme courant.

I,
FIGURE 7 — Le plan Il est un plan de symétrie pour la distribution de courants.

On choisit un point M quelconque et 'on note M’ son symétrique par ra@?rt au plan de symétrie I1;.
On s’intéresse au champ total créé par deux éléments de courant, dC' et dC’, symétriques par rapport
a II,. On note :

* (Tg (M) le champ magnétostatique créé en M par 58 ;

* d—B>’ (M) le champ magnétostatique créé en M par (@ ;
* (ﬁ (M’) le champ magnétostatique créé en M’ par d Ic;
* dB'(M’) le champ magnétostatique créé en M’ par dC” .

|
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Le champ total en M est ?( = (ﬁ —|—dB’ M) tandis que le champ total en M’ vaut ﬁ(M’) = (@(M’)

On cherche graphiquement la relation entre ?(M ) et ?(M "). Pour ce faire, il suffit d’appliquer la loi
de Biot et Savart, respectivement au points M et M'.

- B
M !/ 7
(M) ~ | /J\i/,,
|
P B(M) P

FIGURE 8 — Champs magnétostatiques créés en M et M’ par la distribution de courant, symétrique par
rapport a II,.
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Propriété

Le champ magnétostatique n’est pas un vrai vecteur car son image par un plan
de symétrie Il est 'opposé de son symétrique

B(M') = —Symn, {T})(M)}

ou M' = Symy,(M). On dit que B est un vecteur axial ou un pseudo-vecteur.

Si le point M appartient au plan I, de symétrie, ?(M ) = —Symy, [ﬁ(M )] : le champ magnétosta-

tique en M est égal a 'opposé de son symétrique, ce qui n’est possible que si §(M ) est orthogonal au
plan de symétrie.

Propriété

En un point d'un plan de symétrie II, pour la distribution de courant, le champ
magnétostatique est orthogonal & ce plan.

\Y
o

=
<
2

Remarque

On retrouve cette propriété dans le cas du champ magnétostatique créé par un fil rectiligne
nfini. En effet, en un point M donné, le plan passant par M et contenant le fil est un plan de
symétrie. Le champ B (M) en M, porté par iy, est bien orthogonal a ce plan.

IV.2. Existence d’un plan d’antisymétrie pour les sources

Supposons que la distribution de courant soit antisymétrique par rapport & un plan II,.

Rappel : Un plan II, est dit plan d’antisymétrie si I'opération de symétrie change le sens des courants.
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Lzemple

Deuz fils conducteurs rectilignes, paralléles entre eux et parcourus par des courants opposés.

I,

FIGURE 9 — Le plan II, est un plan d’antisymétrie pour la distribution de courants.

On choisit un point M quelconque et 'on note M’ son symétrique par rapJort au plan d’antisymétrie I1,.

On s’intéresse au champ total créé par deux éléments de courant, dC' et dC’, antisymétriques par rapport
a IT'. On conserve les notations de la partie précédente.

CO
On cherche graphiquement la relation entre ?(M ) et B(@ Pour ce faire, il suffit d’appliquer la loi
de Biot et Savart, respectivement au points M et M'. A\\

Au bilan, les champs magnétostatiques en M et M’ sont représentés sur la figure 10.

Propriété

Le champ magnétostatique est symétrique par rapport a un plan d’antisymétrie II,
pour les courants

g(lﬂ’) = Symn, [3(1\1)}

ou M’ = Symy, (M).
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FIGURE 10 — Champs magnétostatiques créés en M et M’ pa distribution de courant, antisymétrique

par rapport a I1,,. @

@

Si le point M appartient au plan II, d’ a&&@ym@ = Symn, [g(l\/[ )} : le champ magné-

tostatique en M est égal & son symetnq& ce@’l n’est pos&ble que si § ) appartient au plan de
symétrie.
x&

Propriété
En un point d’un plan d’antisymétrie II, pour la distribution de courant, le champ
magnétostatique appartient a ce plan.
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"
o
Remarque f\
On retrouve cette propriété dans le cas du champ n tostatzque créé par un fil rectiligne
infini. En effet, en un point M donné, le plan p et orthogonal au fil est un plan

d’antisymétrie. Le champ 3( en M, port@; Mpartzent bien a ce plan.
‘(7 6“)
IV.3. Invariances du champ uégu\e% tatique

D’aprés le principe de Curie, le champ ﬂsgé;netostathue posséde les méme propriétés d’invariance que
la distribution qui le crée.

a) Invariance par translation

Propriété
Si une distribution de courant est invariante par translation suivant un vecteur i,
alors le champ magnétostatique ne dépend pas de la variable x associée.

b) Invariances par rotation

Propriété
Si une distribution de courant est invariante par rotation, repérée par un angle 6,
autour d'un axe A, alors la norme du champ magnétostatique ne dépend pas de 6.

Remarque

Attention : la direction du champ magnétostatique peut dépendre de I’angle 6.
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FIGURE 11 — A gauche : les caténaires des lignes ferroviaires a grande vitesse sont, en bonne approximation,
invariantes par translation siovant I’axe des rails. Au centre, le fil rectiligne infini parcouru par un courant
permanent est un exemple de distribution invariante par translation suivant I’axe du fil. A droite, un plan
infini est invariant par translation suivant tout vecteur contenu dans le plan.

/ .
; ~ \ s 19
s |
iy il N \
y N i
= z !
i 5 =
‘; 4 i
\ L 1
;r.' \\\ ‘ s !
we | \ S
A G \ )r‘ - /
\ e I -\ \ =5 ¥, e y
X S e ,
~ e \
B KK /

FIGURE 12 — A gauche : en I'absence de Ve § g)clgs particules chargées, piégées par la ceinture de

Van Allen, sont a l'origine d’une courant i Qa r rotation autour de I'axe des poles. Les deux autres
figures représentent des distributions de c@ran& ariantes par rotation autour de ’axe du cylindre.

V Applications

V.1. Champ créé par un spire de courant sur son axe

On considére une spire circulaire de courant, de rayon R, d’axe Oz, parcourue par un courant permanent
d’intensité I. Calculons le champ magnétostatique créé en un point M de 'axe Oz, d’altitude.

1. Invariances et symétries

Soit M un point de I'axe. Tout plan contenant ’axe de la spire est
plan d’antisymétrie. Le champ B étant un vecteur axial, il appartient,
au point M, a tout plan d’antisymétrie passant par M. Ici B (M)
appartient a l'intersection des plans d’antisymétrie soit :

B(M) = B(M), @

La distribution de courant est invariante par rotation autour de (Oz)
donc B, (M) ne dépend pas de 6 (coordonnées cylindriques). De plus,
la distance a ’axe est fixée & 7 = 0 pour un point de 'axe

FIGURE 13 —

B(M), = B.(z) pour un point de 'axe
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2. Champ élémentaire

_>
Soit un élément d £ = Rdf iy centré en P. Le champ magnétique
élémentaire créé par cet élément est :

o TRAOiy APM oI RAG(R 1. + = )
T 4n HPM;\P T 4w PM3

On g’intéresse uniquement & la projection du champ élémentaire sur

i, et comme PM = = cte quel que soit le point P, on obtient :

sin «v

o I sin® adf
(B, = ol s’ dd
4 R

3. Champ total

On intégre sur toute la spire :

ol R
?(M) _ foo sin® a7, avec sina =

2R VR + 22

\

Remarque

On vérifie lorientation du champ & Uaide de la reg&&‘}i e-bouchon.

V.2. Champ créé par un solénoide ﬁﬂ@ge sur son axe
ALl

Définition :

On appelle solénoide circulaire un enroulement régulier de fil conduc-
teur sur un cylindre.

On considére un solénoide circulaire de longueur L, d’axe (Oz) constitué d'un grand nombre N de
spires identiques traversées par le méme courant d’intensité I. Déterminons le champ créé en un point M
de ’axe par le solénoide circulaire.

1. Invariances et symétries

Soit M un point de ’axe. Tout plan contenant ’axe du solénoide est plan d’antisymétrie. Le champ ?
étant un vecteur axial, il appartient, au point M, a tout plan d’antisymeétrie passant par M. Ici B (M)
appartient a l'intersection des plans d’antisymétrie soit :

La distribution de courant est invariante par rotation autour de (Oz) donc B,(M) ne dépend pas
de 6 (coordonnées cylindriques). De plus, la distance a I’axe est fixée a r = 0 pour un point de axe

B(M), = B,(z) pour un point de I'axe

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 78

| longueur | X

\/

~
<

1 N spires

FIGURE 14 —

2. Champ élémentaire

Décomposons le solénoide en une multitude de spires élémentaires supposées plates et parcourues

par un courant /. Sur une épaisseur dz, il y a n dz spires ot n = T est le nombre de spires par unité
de longueur du solénoide.

Chaque spire élémentaire crée, au point M, un champ élémentaire sur , :
%

? pondzrl, Q
dB (M) = @ at,
L’angle a est 'angle sous lequel la spire es &He s\fe point M. Le champ § étant invariant
que l'on considére « ol 'angle supplément % on choisit conventionnellement d’orienter les

angles « de sorte que &
a = (i, ]@) @?’)D est un point de la spire

N\o/\ :
AV

Appelons H le centre de la spire de largeur dz :

R _
tana = —— soit MH =
MH tan a
On en déduit
S R Rda
dz=d(MH)=d =——
tan o sIn” «
d’ou
I
dﬁ(M) S sin v dav 1,
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3. Champ total

On intégre sur tout le solénoide, c’est-a-dire pour z variant entre z; et zo et « variant entre aq
(pour z = z1) et ag (pour z = 23) :

pond

By =5

(cosag — cosay ) U,

4. Cas du solénoide infini
Pour le solénoide infini, ay = 7 et g = 0. On en déduit

B(M) = pon 1.

Propriété
Pour un solénoide infiniment long, le champ magnétostatique en un point M de
I’axe vaut :
§(\[) = ponl u,

oun = T est le nombre de spires par unité de longueur du solénoide.

5y

Remarque & \Q

YN
On vérifie lorientation du champ & Uaide de&&egl@,‘ tire-bouchon.
LradE2N

S’
VI Topographie du cham%_]@,\dgnétostatique

VI.1. Définitions

Définition :

On appelle ligne de champ magnétostatique une courbe tangente en
chacun de ses points au champ magnétostatique et orientée dans le sens
du champ.

Propriété
Une écriture mathématique de cette définition est :

d_é>(j/\§:6>

ﬁ
avec dlc un petit élément de la ligne de champ.
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Remarque

On peut visualiser les lignes de champ magnétostatique en placant de petites boussoles réparties
dans l’espace et pouvant prendre toutes les orientations. Les boussoles s’orientent naturellement
dans le sens du champ magnétostatique.

FIGURE 15 — Les aimants générent un champ magnétostatique au méme titre que les distributions de
courants. Les lignes de champ sont visualisées & 'aide de limaille de fer.

o

.
A
Yy

7 N

Définition :

On appelle tube de champ I’ensemble des lignes de champ s’appuyant
sur une courbe fermée.

FIGURE 16 — Tube de champ.
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VI1.2. Cartes de champ magnétostatique

a)

Champ créé par une spire circulaire

La figure 17 représente les lignes de champ magnétique créé par une spire circulaire parcourue par un

courant permanent.

b)

14.2.b Champ d’une spire

FIGURE 17 —

. S
Plusieurs points sont a noter : Q

i@our la distribution de courant. On vérifie
mN\nagnétostatique est orthogonal a I1,. Par
p@it\au plan II,. On retrouve ainsi le caractére

* Le plan Il contenant la spire est un plan de symg
qu’en chacun des points de ce plan de symétrie,
ailleurs, le champ est bien antisymétrique p
axial du champ magnétostatique.

+ Tout plan perpendiculaire au plan de l§1 sgi?e %})assant par son centre est un plan d’antisymétrie

pour la distribution de courants. En l.CLaI?r, le plan médian perpendiculaire au plan de la figure
est un plan d’antisymétrie. On nge g Te champ est bien symétrique par rapport a ce plan
d’antisymétrie, comme cela était pr @e a partir du caractére axial du champ magnétostatique.

* Les lignes de champ encerclent les sources de courant et se referment sur elles-mémes.

Champ créé par un ensemble de spires coaxiales

La figure 18 représente les lignes de champ magnétostatique créé par un ensemble de 4 spires (a

gauche)et par un solénoide circulaire (a droite).

7l

FIGURE 18 —

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 82

Plusieurs points sont & noter :

* Le plan II; médian de la distribution de courant et orthogonal & I'axe des spires est un plan de
symétrie pour la distribution de courant. On vérifie que le champ est bien antisymétrique par rapport
au plan II;. On retrouve ainsi le caractére axial du champ magnétostatique.

* Tout plan contenant ’axe de la distribution de courant est un plan d’antisymétrie pour la distribution
de courants. En particulier, le plan perpendiculaire au plan de la figure et contenant I'axe des spires
est un plan d’antisymétrie. On vérifie que le champ est bien symétrique par rapport & ce plan
d’antisymétrie, comme cela était prévisible & partir du caractére axial du champ magnétostatique.

* Les lignes de champ encerclent les sources de courant et se referment sur elles-mémes. Dans le cas
du solénoides, les lignes de champ ne peuvent se refermer qu’a 'extérieur du dispositif.

c) Comparaison des lignes de champ électrostatique et magnétostatique

Comparons les lignes de champ électrostatique créé par un doublet de charges et les lignes de champ
magnétostatique créé par une spire circulaire.

La figure 19 représente les lignes de champ proches des sour&%&tandis que la figure 20 représente les
lignes de champ loin des sources. . Q
8

!

Y
-

14.2.b Champ d’une spire

FIGURE 19 — A gauche : lignes de champ électrostatique créé par un doublet de charges. A droite, lignes
de champ magnétostatique créé par une spire circulaire.

La figure 20 montre que la structure des deux champs est sensiblement la méme a grande échelle, ¢’est-
a-dire loin des sources. Cependant, au voisinage des sources, les champs se comportent différemment :

* le champ électrostatique converge ou diverge a partir des charges qui lui donnent naissance ;

* le champ magnétostatique encercle les courants qui lui donnent naissance.

Cette différence provient du fait que le champ électrostatique est un vecteur polaire tandis que le champ
magnétostatique est un vecteur axial.
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Fig. 18.1 — E d’un doublet Fig. 18.2 — B d’une spire circulaire

FIGURE 20 — A gauche : lignes de champ électrostatique créé par un doublet de charges. A droite, lignes
de champ magnétostatique créé par une spire circulaire.

. 5
VI1.3. Bilan ] Q@
Propriété AN

Contrairement aux lignes de champ électrostatique, les lignes de champ magné-
tostatique :

1. se referment sur elles-mémes en encerclant les sources de courant ;

2. ne divergent pas ni ne convergent a partir des sources;

3. deux lignes de champ peuvent se croiser en un point M, appelé point singulier,
si et seulement si :
e le champ est nul en ce point M ou
e le champ n’est pas défini en ce point M, c’est-a-dire si ce point est situé sur
une distribution surfacique ou linéique de courant (|| 7|| — oo).

Remarque

A partir de ces propriétés, on peut s’attendre a ce que :
* div(?) =0 (les lignes de champs ne divergent pas ni ne convergent) ;

* H(ﬁ) # f (les lignes de champ tourbillonnent autour des sources).
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Lois locales de magnétostatique

En électrostatique, nous avons déduit de la loi de Coulomb :

* le théoréme de Gauss;

* l'existence d’un potentiel scalaire électrostatique issu de la conservation de la circulation du champ
électrostatique.

La résolution de problémes d’électrostatique en a été rendu plus aisée.

Dans ce chapitre, nous procédons de la méme maniére afin d’établir les théorémes importants issus de
la loi de Biot et Savart.

I Circulation et flux du champ magnétostatique

I.1. Flux du champ magnétostatique

a) Premiére approche

Calculons le flux sortant du champ magnétostatique § & travers une surface fermée sur un exemple.

Nous connaissons I’expression du champ B créé par un fil rectiligne infini, d’axe (Oz) et parcouru par un
courant permanent d’intensité I :

<
Bon-2g &

|

,i’/‘
—
d2s

FIGURE 1 —

Choisissons comme surface fermée un cylindre ¥ d’axe (Oz), de rayon r et de hauteur h. Notons Siys,
Ssup €t St respectivement les surfaces inférieure, supérieure et latérale du cylindre. Les normales sortantes
7 associées a chacune de ces surfaces sont telles que

— —

Sinf S N= U,

— -

Ssup ¢ W =+,
Sr +—— = Uy

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 85

Le flux sortant du champ magnétostatique a traverse ce cylindre vaut donc
— — — —
#ﬁ.d%:// §~d25+/ E?-d2s+/ B d5=0
) S M Ss M s M
inf =0 sup =0 L =0

Le flux sortant du champ magnétostatique est nul!

b) Conservation du flux magnétique

Le résultat précédent peut étre généralisé a toute géométrie, pour toute distribution de courant.

Propriété
Le flux du champ magnétique a travers une surface fermée est toujours nul :

—
gj{‘  B.#5=0
surface

fermée

Remarque

Par analogie avec le théoréeme de Gauss pour le champ ma@c@tique, cette relation montre qu’il

n’existe pas de "charge"” (ou monopdle) magnétique. N

N0
Considérons un tube de champ. L’ensemble {s@gﬁb& + section finale Sy + surface latérale Sp }

constitue une surface fermée .. On peut donc (i’cr

fii 7 f @i 7 7 [ 238

Le grnier terme est nul car le Champ%a@ﬁ.ostatique est tangent aux lignes de champ ce qui implique
ﬁ 1 d%S sur la surface latérale.

FIGURE 2 — Tube de champ magnétique.

Appelons ®g, et Pg, les flux du champ magnétostatique a travers S; et Sy compté algébriquement dans
le sens des lignes de champ :

1

bg, = / 3.8
Sa

Dy = —/ .89
S1
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Le flux de ? a travers X étant nul, on a

2
ﬂ?-d S =0= dg = b,
>

Définition :

Le flux du champ magnétostatique se conserve le long d’un tube de
champ. On dit que le champ magnétique est a flux conservatif.

Si on considére un tube de champ de section S1 et Sy < 1, normales au champ magnétostatique, on

trouve
S
3151 = BQSQ soit BQ = Bl §1 > Bl
2
ol Bj et By sont les valeurs du champ magnétostatique respectivement sur les section S; et Ss.

X
Propriété 2,
Le champ magnétostatique est d’autant plus intense que les lignes de champ se
resserrent et vice-versa.

FIGURE 3 — Tube de champ magnétique. La conservation du flux magnétique impose B3y < By < Bs.

I.2. Circulation du champ magnétostatique

a) Premiére approche

Calculons la circulation du champ magnétostatique g le long d’un contour fermé sur un exemple.
Nous connaissons I’expression du champ B créé par un fil rectiligne infini, d’axe (Oz) et parcouru par un
courant permanent d’intensité I :

pol
B(M) =i
Choisissons deux contours orientés quelconques :
* un contour C; encerclant le fil;
* un contour C, n’encerclant pas le fil.
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1 CQ
TA TA

FIGURE 4 —

La circulation du champ ﬁ le long d’un contour fermé I' = C; ou Cy vaut

[ R

ol df = dr @, + rdf iy + dz @, est un déplacement element@?@ le long de I' exprimé en coordonnées
cylindriques. EN

En remplagant § par son expression (cas du fil rec@ @lm on trouve

I I 1ol
7(? de—“o f drurﬂ@ b “0 fde— 0 — 6)
T 2m

ou 'angle 6 est 'angle de rotation autour @ a&'ﬁaz) variant entre 6; et 6;.

Le long de C;, l'angle ¢ varie de +2m C'%Q it le tour de l'axe (Oz) dans le sens positif. On en déduit

C1

Le long de C,, I'angle 0 prend les mémes valeurs finale et initiale §; = 0; car C, ne fait pas le tour de
I'axe (Oz). On en déduit
%
B.dl=0
C2

b) Théoréme d’Ampére

Le résultat précédent se généralise & toute configuration géométrique pour les sources.

Théoréme d’Ampére

La circulation du champ magnétostatique § le long d’'un contour fermé I' est
égale au produit de py par l'intensité enlacée par I :

%
j! § -df = MO]()nlacé()
T
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Remarque

Une fois choisie l'orientation de I', l'intensité enlacée 1,400, €St comptée algébriquement sui-
vant la regle du tire-bouchon :

* 81 tourner le long de I' fait visser dans le sens du courant, I.p14cée > 0

* 81 tourner le long de I' fait visser dans le sens opposé au courant, I.pjzeée < 0.

—
—

Ienlacée >0 ]enlacée <0

Ienlacée =L -1+ 13

qjo
FIGURE 5 — \',Q
@ Q
Remarque ﬁ \

Si la distribution de coumnt n’est pas ﬁlzfom?, %(66 correspond au flux du vecteur densité
volumique de courant J & travers une su par le contour :

ac
- B
en 66 d S
2(1“

ot X(T") est une surface s’appuyant sur I' et dQS est un vecteur €lément de surface orienté a
partir de I' suivant la régle du tire-bouchon.

), D DI, ()
— — —
TAES /jT\ d's
Sl N
~ ~
— —
Ienlacée = / 7 : sz = // 7 : dQS
() (T
FIGURE 6 —
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Remarque

St le contour I' choisi enlace N fois un conducteur traversé par Uintensité I

%
Tenlacee = N1 et ]{ﬁ'dg_NON]
I

1 Y ]enlacée =61

X
CO
FIGURE 7 ’\&Q)
Q

B

II Applications @
II.1. Choix d’un contour d’ Ampere?» 6)

Afin d’appliquer le théoréme d’ Ampere hOlSlI" un contour orienté C. Bien qu’en principe, une
infinité de contours conviennent, seuls qu?u S permettent de mener les calculs aisément & leur terme.
En particulier, le calcul de la circulation & mp le long de C,

éﬁ-d‘é,

se calcule aisément si B L df ou B // .

Remarque

_>
On choisira un contour d’Ampére de sorte que son vecteur tangent, donné par dl, soit paralléle
ou perpendiculaire auzx lignes de champ.

I1.2. Champ magnétostatique créé par un solénoide en tout point

On considére un solénoide circulaire infini d’axe (O, @), parcouru par un courant d’intensité I constante
et comportant n spires par unité de longueur.
A T'aide du théoréme d’Ampére, déterminer le champ magnétostatique en tout point de ’espace.

1. Invariances et symétries
Tout plan perpendiculaire a 'axe (Oz) est plan de symétrie pour la distribution de courant : le

champ en tout point est donc de la forme B (M) = B, ..
Il'y a invariance par translation parallélement a (Oz) et par rotation autour de (Oz) donc B, = B, (r).
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1

<X )/

C

} z

0

ORI

FIGURE 8 —

2. Choix d’un contour d’Ampére
Afin de traiter les différents cas possibles, nous choisissons trois contour d’Ampére :

e un contour C; rectangulaire de longueur a, a l'intérieur du solénoide;
e un contour C; rectangulaire de longueur a, a I'extérieur duxgplénoide;
e un contour Cs rectangulaire de longueur a, & cheval enty@ Fintérieur et 'extérieur du solénoide.

3. Application du théoréme d’Ampére
e Sur C; : Bi(0)a — By(r)a = 0 donc By(r)
solénoide. Le champ magnétique est unifo
e Sur Cy : By(r)a— Ba(r+b)a =0 donc BQ&Y_ @)(r—&—b) pour tout point a I'extérieur du solénoide.
Le champ magnétique est uniforme §Xextgriewt du solénoide.

o SurCs: Bia—Bya=pgnal dom@g ,\-gl —uon I = 0 pour tout point a I’extérieur du solénoide.

N\

(ON ton I pour tout point & lintérieur du
ljinPérieur du solénoide.

11.3. Champ magnétostatique créé par un cylindre de courant

On considére un conducteur cylindrique infini d’axe (O, @, ), de section circulaire de rayon R. Le cylindre
est parcouru par un courant de densité volumique homogéne

T =],

A l'aide du théoréme d’Ampére, déterminer le champ magnétostatique en tout point de I'espace.

1. Invariances et symétries
Tout plan contenant 1'axe (Oz) est plan de symétrie pour la distribution de courant : le champ en

tout point est donc de la forme B (M) = By .
Il y a invariance par translation parallélement a (Oz) et par rotation autour de (Oz) donc By = By(r).

2. Choix d’un contour d’Ampére
Les lignes de champ sont des cercles centrés sur (Oz) et la norme du champ est la méme en tout
point d’une ligne de champ. On choisit donc comme contour d’Ampeére un cercle d’axe (Oz) et de
rayon 7.

La circulation s’écrit alors :

N 2T
fﬁdf:% B@(T)ﬁg'rdeﬁngQQWT
r 0
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3. Application du théoréme d’Ampére

e A lintérieur du cylindre :

\Y
o

FIGURE @%
S

Y5
&é!%?wﬁ?—jmj
NP

On a alors By = pgj 5 pour tout point a l'intérieur du cylindre.

—
Ie_// 7 .45 = jnR?
EFZ

On a alors By = pgj 3, pour tout point a l'intérieur du cylindre.
r

e A Dextérieur du cylindre :

Remarque

2

r
g(r<R) = o J= Uy et

2

2

B(r> R) = poj 5=

— Le champ est continu a la traversée du cylindre.

— A Dextérieur du cylindre, le champ s’identifie a celui créé par un fil rectiligne parcouru par

un courant I = jmR? et confondu avec l'aze (Oz).
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III Formulation locale de la magnétostatique

I11.1. Formulation locale du théoréme d’Ampére

Considérons une distribution de courant caractérisée par une densité volumique de courant 7 . Choi-
sissons un contour fermé orienté C pour appliquer le théoréme d’Ampére

%B dl = poleplacse = //

ot X(C) est une surface s’appuyant sur C et d S est un vecteur élément de surface orienté & partir de C
suivant la régle du tire-bouchon.

En utilisant le théoréme de Stokes valable pour un champ de vecteurs dérivable, on transforme I'intégrale
simple sur C en une intégrale de surface sur ¥(C

fﬁ dz—// oH(B) - s

Le théoreme d’Ampére devient ainsi

//E(C)EHE) . dTS> B MO//E(C 7

Cette relation est valable quel que soit le contour choisi. En fals%‘i,@\tendre le contour C vers un point, on

obtient
R
s _ R\

Propriété
Le théoréeme d’Ampére s’écrit sous sa forme locale

10t(B) = o7

oll 7> est la densité volumique de courant au point considéré.

N

II1.2. Comservation du flux du champ magnétique

Nous avons vu que le flux sortant du champ magnétique & travers une surface fermée quelconque X

était nul :
—
# B .25 =0
b

D’apres le théoréme de Green-Ostrogradsky, pour tout champ de vecteur dérivable a l'intérieur de X :

ﬁgﬁ &S = ///V(E)div(ﬁ)cﬁv —0

Cette relation est valable quelle que soit la surface fermée ¥ choisie. En faisant tendre cette surface vers
un point, on obtient
divB =0

Propriété
La conservation du flux magnétique conduit a I’équation locale

divB = 0
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IT11.3. Potentiel vecteur

a) Existence d’un potentiel vecteur

Les formules d’analyse vectorielle montrent que, pour tout champ vecteur dérivable ?
divB =0 < 3 A tel que B= R(X)

Comme divg = 0, un tel vecteur Z existe.

Propriété

Le champ magnétostatique ﬁ dérive d'un champ de vecteurs Z défini par
_>
ﬁ = rotZ

X est appelé potentiel vecteur.

Remarque

Le potentiel vecteur n’est pas unique. En effet, si Z est un @Lentiel vecteur alors, pour toute

fonction f dérivable : . Q
K

wot(A +gradf) = rot (4)

e
Ainsi Z + gradf est aussi un potentiel vec%rc?y potentiel vecteur est défini a un gradient
PTES. °

O
LN
\,QJ

Propriété

L’unicité du potentiel vecteur n’est assurée que si 'on impose une contrainte

particuliere. On réalise alors un choix de jauge. En magnétostatique, on utilisera
préférentiellement la jauge de Coulomb

div(4) = 0

b) Equation de Poisson pour le potentiel vecteur

Cherchons une relation entre le potentiel vecteur et les sources de courant qui le créent.
e . — N ) .
Par définition du potentiel vecteur B = rot( A) et, d’autre part, la forme locale du théoréme d’Ampeére
relie le champ B aux sources rot(?) =17

On en déduit
rot(B) = rot(tot A) = ue 7

Mais le double rotationnel peut s’exprimer sous une autre forme, en utilisant une relation d’analyse
vectorielle.
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Propriété

——
rot [5%(8)} — grad [div(a)} _AT
ol Aa est le laplacien vectoriel défini, en coordonnées cartésiennes, par

2 2 2 AC,
A?—?28—8§+88+88— AC,
ox Oy? 0z AC

Pour tout champ de vecteurs 8 = C, Uy + Cy iy + C, U, deux fois dérivable :

Remarque

produit vectoriel :
A0 (BA7) - z(z.a)_a(z.z)\m,aa
Fa(¥n0) - ¥[F0]-i g

s’écrit en coordonnées cartésiennes : Y,
&%23 022

Cette formule peut étre obtenue facilement a l’aide de l’opérateur ? et de l’expression du double

On rappelle également que pour une fonction scalai @! @ozs dérivable, le laplacien scalaire

QY A
‘/\‘ :
On en déduit
rot(rot A) = grad (div(Z)) A =T
Dans la jauge de Coulomb, on impose
div(Z) =0 (jauge de Coulomb)

ce qui fournit

AZ+M0?:6>

Propriété
L’équation de Poisson pour le potentiel vecteur est de la forme

AZ+M()7:6>

Cette équation n’est valable que dans la jauge de Coulomb dans laquelle diV(Z) = 0.

L’équation de Poisson pour le potentiel électrostatique

Av+ L2
€o
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a pour solution

1 P
V() = /// p(P)
dr=o > P2
ol D est la distribution de charges.

Chaque composante du potentiel vecteur vérifie une équation de Poisson analogue a celle du potentiel
électrostatique. On en déduit
%
T =1 /// 7 (P)
= — —_—
A Wo||[PM)|

Cette expression nous montre que Z posséde les mémes propriétés de symétrie que 7 : X est un
vecteur polaire.

Propriété

X est un vecteur polaire : les symétries du champ magnétique sont des antisymé-
tries pour le potentiel vecteur en inversement.

ol D est la distribution de charges.

Remarque

XV
Comme le potentiel vecteur est défini a un gradient prés, l@cpmpm'été précédente n’est pas vé-
rifiée pour certains choix de potentiels vecteurs. On essdi& en général d’utiliser des potentiels

vecteurs respectant ces propriétés de symétrie. ® Q
- A

S

c) Calcul du potentiel vecteur ?’ C)

. . . N~ .
Il n’est pas évident d’inverser la rela‘m@ —cfpt ). Afin de calculer le potentiel vecteur, on calcule
t

généralement sa circulation le long d’un NQ, ermé. Z

Afin de choisir le contour, on étudie les &&hétries du problémes et ’on en déduit la forme de
En utilisant le théoréme de Stokes, on obtient, le long d’un contour fermé orienté C :

éZ.@—//E(C)H(Z)-ﬁ—/E(C)E)-%

Il est donc possible de calculer Z connaissant B

IV Relation de passage a la traversée d’une nappe de courant

IV.1. Modélisation surfacique

On considére une distribution volumique de courant de surface S et d’épaisseur e, petite devant les
autres dimensions du conducteur. On note 7> la densité volumique de courant.
L’intensité I qui traverse une largeur L de ce conducteur vaut

I =7 (eLi)
ou 7 est un vecteur unitaire, contenu dans le conducteur et normal & la largeur L.
Dans une modélisation surfacique e — 0 tandis que I'intensité I reste fixée :

I=77-(LA) avec 7. — eJ définie
e—»
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St

FIGURE 10 —

Propriété

Une modélisation surfacique d’une distribution volumique de courant, de densité

volumique _7> et d’épaisseur e, est obtenue dans la limite e — 0 et 7_; = 67 finie.
Une modélisation surfacique correspond donc a || 7|] = oo.

Propriété

. — s
Sur une nappe de courant, I’équation locale rot(ﬁ) = /1,07 n’est plus valable
car _7> n’est plus définie sur la surface.

S
IV.2. Discontinuité du champ ma‘gngt’os.&atique

\, 7
Considérons une nappe de courant de 'ﬁp 1té.®>16}acique de courant j_; séparant deux milieux, notés 1
et 2 de perméabilité g et notons 7o le ve elé\)uhitaire normal & cette surface et orienté de 1 vers 2.

On appelle gl(P) et Bo(P) les champ\‘hagnétostatiques en un point P de la nappe de courant,
respectivement du c6té du milieu 1 et du milieu 2.

n12 milieu 2

milieu 1

FIGURE 11 —

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 97

Relation de passage

On montre que le champ magnétostatique est discontinu a la traversée dune
nappe de courant et

§2<P) = 31(13) = poJy A i1z

ol 712 est le vecteur unitaire normal a la surface au point P et orienté de 1 vers 2.

Si on projette la relation de passage sur 7715, on obtient, en utilisant le fait que ]_S> ANy L 7s
Boy — Bin =0

ou By = 31 Ty et Boy = 32 - Ti1o sont les composantes normales des champs 31 et 32.

Propriété
La composante normale du champ magnétostatique est continue a la traversée

d’une nappe de courant :
Ban = Bin

"V
. . . — . . — -
Si on projette la relation de passage sur un vecteur t ta Cf’?t a la surface, colinéaire & 3. A fi2, on
obtient N

| Bar — Bir %
ou Byr et Bor sont les composantes tangentielles d@ %&s 1 et Bg.

S 4

Propriété
La composante tangentielle du champ magnétostatique est discontinue a la
traversée d’une nappe de courant :

|BQT — BIT‘ = [oJs

Remarque

— On montre également que le potentiel vecteur Z est continu a la traversée d’une nappe de

courant.
— Dans le modéle du solénoide infini, la distribution de courant peut étre assimilée a une distri-

bution surfacique de densité uniforme j_; = nliy. La discontinuité du champ magnétostatique
a la traversée de cette nappe de courant vaut bien

§ext - §int = —,LL(]TLII_I:Z = UOJ_5> A ﬁr‘

IV.3. Champ magnétostatique créé par une nappe plane

Déterminons le champ magnétostatique créé par une nappe de courant infinie confondue avec le plan
(xOy) et ayant une densité surfacique de courant jg = jg .
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1 i
1. Invariances et symétries B : EM e

Tout plan paralléle a (zOz) est plan de symétrie donc B = Byi,. - e
La distribution est invariante par translation parallélement a < T/,f """" "“l—“‘*"‘.‘.‘_‘“f/sv
(Oz) et (Oy) donc B, = By(z). 0 % l 5

Le plan (zOy) est plan de symétrie donc, si M’ est le symé- r M/’/

trique de M par rapport a (xOy), on a E(M’) = —ﬁM soit A r

By(—2) = —B,(2). '
FIGURE 12 —

2. Choix d’un contour d’Ampére
On choisit un contour d’Ampére dont certains cotés sont or-
thogonaux au champ et d’autres paralléles au champ. Comme
on connait le lien entre B,(z) et B,(—z) on choisit un contour rectangulaire de longueur a selon i,
de hauteur 2z selon 1, et centré sur (zOy).

La circulation s’écrit alors :

f;?d_% - /ABﬁ~dzﬁz+/BCBy(z)ﬁy~dyﬁy.+ %ﬁ.dzﬁﬁ/DABy(—z)ay-dyﬁy
— By(2)a+ [=By(2)(~a)] = 23@

=0

3. Application du théoréme d’Ampére ?’

4. On vérifie la validité de la relation de passage pour le champ magnétostatique en z =0 :

ﬁ(z>0)—§(z<0):—uojsﬁy:uoj_;/\ U,

V Analogies entre les champs électrostatique et magnétostatique

Les principaux résultats concernant les champs électrostatique et magnétostatique sont reportés ci-
dessous. Ce tableau met en valeur les grandes similarités qui existent entre ces deux champs.
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E

B

Symétries

vecteur polaire

vecteur axial

Champ élémentaire

—
aEo) = -9 Y B

4meg HPMHJ

—

11 dC' A PM
:—j—
AT || PMI!?

Divergence divﬁ - div§ =0
€0
_>
Rotationnel EEEZ =0 E{ﬁ = u07
—
Potentiel E = —gradV ? = E%Z
- . . p Z
Equation de Poisson AV +—=0 AA+py gy =20
€o
o
Relation de passage Eg — ﬁl = — N ﬁz — ?1 = Mo]_s> A Ti1o
€0
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Actions d’un champ magnétostatique sur la
matiere

Aprés avoir étudié les propriétés du champ magnétostatique, nous nous intéressons dans ce chapitre a
son action sur la matiére.

I Particules chargées dans un champ électromagnétique

I.1. Force de Lorentz

Définition :

Une particule de charge ¢ se déplacant a la vitesse 7 dans un champ
électrique E et un champ magnétique B est soumise a la force de Lorentz :

?Lorontz =q (E + 7 A ﬁ)

x‘&

Miim.q) Contribution magnétique de ® S Sia<0
_ —> — la force de Lorentz
B v @ 1. Sig-0
E Mm,q) Contribution électrique de > /. Siq<0
<« . la force de Lorentz .
< f; Si q>0

FIGURE 1 — Force de Lorentz s’exergcant sur une particule chargée.

Considérons une particule chargée, de charge g, se déplagant a la vitesse 7 dans un référentiel R dans

lequel régne un champ électromagnétique (E, B). La puissance regue par la particule chargée dans le

référentiel R vaut

’P:?Loren‘cz'ﬁ:q E+\7A§/ 7:(1?7
1%

La composante magnétique de la force de Lorentz ne travaille pas : une particule chargée regoit de I’énergie
uniquement de la part du champ électrique.
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Propriété
Dans un référentiel R, un particule chargée se déplagant dans un champ électro-
magnétique (B ) regoit la puissance

P-F ¥=q(E+9AB) ?=¢E -7

La puissance de la force magnétique est donc nulle.

I.2. Mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme

a) Hypothéses

Considérons une particule chargée évoluant dans un champ magnétique ﬁ = By, uniforme et per-
manent.

e Systéme : particule de charge ¢ et de masse m;
e Référentiel : du laboratoire, supposé galiléen

e Bilan des forces : C;\’
* force magnétique Fm =qUA § avec § =Byu,; - QQ)
* poids m? @’\\
Q
N

(\V’ N
Remarque NI
Pour un électron accéléré par une différen g%t tiel de 1 V dans un champ magnétique
d’intensitée B=0,1 T : &
Q)

g=—e=—-1,6.10"" F,  quB

_ 81 Y L
{me = 9, 1.10 kg%@i meg ~ meg ~ 1735.10715 < 1

Par conséquent, le poids des particules chargées sera supposé négligeable par rapport a la force
magnétique.

Appliquons le principe fondamental de la dynamique & la particule chargée dans le référentiel gali-
léen R :

m%:Z?:qﬁ/\g

Projetons le principe fondamental sur les vecteurs de base i, i, et @, d'un repére cartésien

dvz qBO

@ T om U 1)
dv, qBy

Cy _ 2
& v (2)
dv,

i 0 (3)

ou l'on a utilisé le fait que ? = By u,.
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b) Conservation de la norme de la vitesse

Projetons le principe fondamental de la dynamique sur le vecteur O

m—- = q7A§ U = d(lmv>:O
e &

On retrouve le théoréme de la puissance cinétique dans le référentiel galiléen R :
d€&. d /1 —
Lo E(5 mw) _PEN-0 = donc ||| 7] = cste

c) Vitesse initiale le long du champ magnétique

Supposons qu'initialement ¥ (t = 0) = v /) U. L’équation (3) fournit alors
v, = cste = vy,

Comme
IT[* = 02 + v} + 02 = cste = v7,

on a nécessairement

vy =0, =0 Vt %
Par intégration, on en déduit QQ)
N

xr = cste =

Y= cste = Q
= @
Le mouvement est rectiligne et unlform?y 6

d) Vitesse initiale orthogonale au ch netl ue
Supposons qu’initialement v, (t = 0) % N\@[uatlon fournit alors
2z = cste = 2y

Il suffit alors de résoudre le systéme pour v, et v,

dvx qBO
—_— =
dt m
dvy qBy
—y_ I,
dt m
Posons V. = v,+i v, avec > = —1. Les deux équations précédentes fournissent une équation différentielle
pour V.
dV B
a1 )%
dt m
dont la solution s’écrit
iwt qBo .
V=V,e avec w = ——— (pulsation cyclotron)

Supposons qu’initialement v,(t =0) = v, et v,(t =0) =0, soit V (¢t =0) =V, =v,. On a donc

v, = v cos(wt)

v, = v, sin(wt)

V =v, e* soit {
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Remarque

On vérifie que dans le plan normal a ﬁ , la vitesse a une norme constante v? —l—’U; = v? = cste.

En intégrant ces relations avec z(t = 0) = 0 et y(t = 0) = 0, on obtient

x(t) = ij sin(wt)
y(t) = % [1 — cos(wt)]

. . . CAR
Le mouvement est un mouvement circulaire uniforme de rayon R = v, , de centre C <0, ——)
w

B
effectué a la pulsation w = Kl autour de —g.
m

Remarque ,.,C:)

Dans le plan normal a 3 l’équation du mouvemm@}%

_37

W est le vecteur rotation associé au m &{73 @la particule chargée.
KA

P
Qo

Y

C4

e) Cas général - Mouvement hélicoidal
le mouvement général peut donc étre décomposé en deux mouvements :

— un mouvement rectiligne uniforme le long de ﬁ a la vitesse constante v, = v, ;

. . . R . q
— un mouvement circulaire uniforme dans le plan normal & g de vecteur rotation w = ——— et
m

vl
de rayon R = —.
W

Par conséquent, les particules chargées soumises & ’action d’un champ g uniforme d’orientation quel-
conque sont animées d’un mouvement hélicoidal uniforme.

Le pas p de I'hélice est défini par la distance parcourue paralléelement & ? au bout d’une rotation
compléte dans le plan normal &

p=wv, At avec wAt =21 =|p =21
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Si initialement, la vitesse est colinéaire a g, alors vy, = 0 et\lF mouvement est rectiligne et

uniforme suivant B .

St initialement, la vitesse est normale a ? , alors v/é@et le

uniforme dans un plan normal a B .

o

N

mouvement est circulaire et
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Z o .t
z A “ At
) ) |az
" \a< v N - A’E‘
: 0 / Y
X X s
electrons soumis & B
Remarque

A
®
B Vo
o M,
_——.—y
O

II Effet Hall
11.1. Principe

Considérons une plaque de conducteur (ou de semi-conducteur) parcourue par un courant d’intensité [

selon , et plongée dans un champ magnétique uniforme et permanent

— Bi,.

Si le courant est homogéne, l'intensité qui traverse une section de vecteur surface ? de la plaque vaut
Iz?-? avec ?:nqﬁ

ou 7 est la densité volumique de courant, n la densité numérique des porteurs de charge (en m=3), ¢ leur

charge et 7 leur vitesse.
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FIGURE 2 —

Remarque

Quelle que soit la charge q des porteurs de charge, 7 est dan{’le sens de q?.

Les porteurs de charge sont soumis a la composant x ique ! de la force de Lorentz & savoir

? —q?Aﬁ@Ev%%uz—quur

Sous l'action de la force f,,, les porteurs%e C ?ge s’accumulent sur la face 1 tandis que la face 2 se
dégarnit en porteurs de charge.

\QJ
I & & & b D : O 0 0 © ©
Tt T T T T T T 7 1 Tt T T T T T T 7 1
/// f’m / /// fTVL/
/6 6 © © © qv Al R R R qv
Conduction par des électrons Conduction par des trous
FIGURE 3 —

Les faces 1 et 2 portent une charge opposée et se comportent comme un condensateur plan. Il apparait
donc une différence de potentiel entre les faces latérales 1 et 2.

1. En fait, si un courant traverse le conducteur, c¢’est qu’une différence de potentiel a été appliquée a ses bornes. Il existe
donc un champ électrique longitudinal qui provoque un mouvement d’ensemble des porteurs de charges. Nous ne tiendrons
pas compte de ce champ longitudinal dans la suite.
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Propriété

Un courant électrique traversant un matériau baignant dans un champ magnétique

engendre une différence de potentiel dans une direction perpendiculaire & la fois au
courant et au champ magnétique. Cet effet est connu sous le nom d’effet Hall °.

a. L'effet Hall, sous sa version classique, a été découvert en 1879 par le physicien américain
Edwin Herbert Hall. Le Prix Nobel de physique a été attribué en 1985 pour l’effet Hall quantique
entier et en 1998 pour leffet Hall quantique fractionnaire.

a) Champ et tension de Hall

On note a la largeur de la plaque de conducteur et b sa dimension le long de § .

FIGURE 4 —

La différence de potentiel entre les faces latérales génére un champ électrique latéral ﬁ u, appelé champ
de Hall, orienté dans le sens des potentiels décroissants (i.e. de la face chargée + vers la plaque chargée —).

Les porteurs de charge sont alors soumis a la force magnétique 7m et a la force électrique latérale f .=
qLg.

En régime permanent, le courant s’écoule a nouveau suivant , et les charges ne s’accumulent plus sur
les faces latérales. Les forces électriques et magnétiques se compensent exactement de sorte que

76—1-?7”:6) soit q(ﬁH+7/\§>:ﬁ>

7 I

—

Uy

v =

ng nqgab

de sorte que

ﬁH:—ﬁAﬁz—i7A§:— 15 Uy
ng nqgab
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Propriété
Le champ de Hall vaut
En=-Ry 7AB

ol Ry = — est la constante de Hall du matériau (positive ou négative) et 7 est la
n

densité volumique de courant

Remarque

Le champ de Hall est dirigé perpendiculairement au courant et au champ magnétique et vaut,
en norme

IB

H HH:W

La différence de potentiel Uy entre la face 1 et la face 2, appelée tension de Hall vaut

2 a \J
IB IB
UH—Vl—VQ—/ EH-d?—/ —@@-(—dxﬁx)—
1 0

’\ nab
Propriété Pllva N \
La tension de Hall qui apparait entre les faces latérales vaut

1B

Ug = Ry —

b
ou b est la dimension du conducteur le long du champ ﬁ .
1

Up<0=¢qg<0
Uy >0=qg>0

FIGURE 5 —
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11.2. Applications de ’effet Hall

L’effet Hall posséde deux applications importantes : il permet de caractériser des matériaux conducteurs
ou semi-conducteurs mais il intervient aussi dans la mesure de champs magnétiques.

a) Caractérisation de matériaux conducteurs ou semi-conducteurs

Plongeons un conducteur traversé par un courant d’intensité I dans un champ magnétique 3 . On
note b I’épaisseur du matériau dans la direction de § On mesure alors la tension de Hall

IB 1 1IB

Un RHb nqb

Le signe de Uy dépend de la charge ¢ des porteurs de charge :
* dans le cas d'une conduction par électrons (métal ou semi-conducteur dopé N), Uy < 0;
* dans le cas d'une conduction par trous (semi-conducteur dopé P), Uy > 0.

La valeur de Uy donne accés a la valeur de la constante de Hall Ry du conducteur puisque

b
Ry =Uyg — B

! o
Mais Ry = —. Les porteurs de charge portant en gen@y&qﬁle charge ¢ = +e, on détermine alors

aisément la densrue numérique de porteurs de charge n. /\

Propriété
L’effet Hall permet de déterminer le type et la densité des porteurs de charge dans
un matériau.

SACK
S
b) Mesure de champs magnétiques >

Supposons que le matériau utilisé soit parfaitement connu (Rgy et b connus). On impose alors un courant
d’intensité I dans la matériau conducteur et on mesure la tension de Hallé Uy. Comme

Ug =R 15 it B=1b Un
H = HT SO1 R—HI

on détermine aisément la valeur du champ magnétique B car le champ magnétique est proportionnel a la
tension de Hall!

On peut déterminer 'ordre de grandeur de la tension de Hall dans le cas d’un matériau d’épais-
seur b = 0,1 mm traversé par un courant de 1 A dans un champ magnétique de 1 tesla :

x Pour un métal, n ~ 10%® m3 et ¢ = —e d’out
1 ~10 | 3 -1 IB
Ry=——~ 610" m?.C"" ot Uy =Ry — =~ —6 uV
ne b
% Pour un semi-conducteur dopé P, n ~ 10?2 m™3 et ¢ = +e d’ou
1 43 1 IB
Ry =—=6.10""m".C et Uy=Ry—~6YV

ne b
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Remarque
La tension de Hall est plus élevée dans un semi-conducteur que dans un métal.

Propriété
L’effet Hall permet de mesurer un champ magnétique. Compte-tenu des ordres
de grandeurs pour la tension de Hall, on utilisera de préférence des matériaux semi-

conducteurs.
sonides & effet Hall T
tube contenant lélectronique
el condes ——m!\
)
A
- A

Fn@gzbb‘

Remarque 6

N o
D
Un champ magnétique se mesure ave% te% etre, relié a une sonde de Hall. La sonde de Hall
n K@

est constituée d’un matériau semi-co r de dimensions connues. Le teslameétre impose un
courant dans la sonde, mesure la tension de Hall au niveau de la sonde et affiche la valeur du

champ magnétique.

IT1 Actions de Laplace

II1.1. Définition et expression

Définition :

On appelle actions de Laplace ’ensemble des forces exercées par un
champ électromagnétique sur un conducteur.

Un conducteur est constitué :
* de charges mobiles (porteurs de charge) ;
* de charges fixes (appartenant au réseau).
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La force qui s’exerce sur un élément de volume d7 du conducteur en présence d’un champ magnétique ?

vaut
d? = d?mob -+ d?ﬁx

avec

d?mob = PmobdT <EH+7/\§)
AFs = pudr B

ol d?mob est la force élémentaire exercée sur les charges mobiles et d?ﬁx est la force élémentaire exercée
sur les charges fixes. On a noté py, et pax respectivement les densités volumiques de charge des charges
mobiles et fixes.

D’apreés I'étude du champ de Hall ﬁ u, on sait qu’a I’équilibre
Eu=-7AB

D’autre part, le volume d7 du matériau étant globalement neutre, on a
PmobdT + paxdT™ =0 s0it  pax = —Pmob
On en déduit C)o\’
— ¢ Q)
d?mob =0 A\&

d?ﬁx = —PmobdT (—7 @)w/\ﬁ dr
Y’(Ob‘ =7

AinSid?Zﬁ—i—?/\ﬁdT:?/\?dT&.v%%

O~

Propriété
La force élémentaire de Laplace exercée sur un volume dr de conducteur, soumis
au champ magnétique B , a pour expression

dF, =7 ABdr

oll 7 est la densité volumique de courant.

Pour un conducteur filiforme, 7dr — Id?. On en déduit D'expression de la force
élémentaire de Laplace exercée sur un élément de courant /d/ :

dF, —=Id A B

Remarque

D’apres le raisonnement précédent, on constate que les forces de Laplace résultent de [’action
du champ de Hall sur le réseau cristallin du conducteur. Les porteurs de charge, quant & eux,
sont soumis & deux forces qui se compensent : l’action du champ de Hall et la force magnétique.
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Remarque

_)
On en déduit la résultante ?L et le moment Mo en un point O des forces de Laplace :

?L = /// 7 VAN ? dr
conducteur

./\—/l>o = w 57_)\4 A (7 A g) dr
Meconducteur

Pour un conducteur filiforme C, ces expressions se simplifient en

F, = /JﬁAﬁ

C
mo = /O—]%/\(Iﬁ/\?)
C

N

Mitjetir == Magnetivme

Yy Q)\'
FIGURE 7 - (Id?:‘é, dFy) forme un triedre direct.

Remarque

%
On remarque que (Idl, ﬁ, d?L) forme un triedre direct. Il est donc possible de retrouver l’orien-
tation de la force en utilisant la régle des trois doigts de la main droite ou celle du tire-bouchon.

II1.2. Définition de ’Ampére

On considére deux fils rectilignes infinis, paralléles entre eux et distants de r = 1 m, traversés par le
méme courant, de méme sens et de méme intensité constante I; = Iy = I. Déterminer la force de Laplace
exercée par un fil sur une longueur L =1 m de lautre si I =1 A.
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r
I I
I I o
| | U,
) n
! LA I
| Ux
|
_ =
l Ldl Uy
I
L : (1?14,2
I
: poly
‘ 4 LT o W
| |
I I
I I
fil1l fil 2

Le champ magnétostatique créé par le fil 1 en un point M du fil 2 vaut

poly

1= Uy

2
r @%

ou le triedre (i, 1y, u,) est représenté sur la figure ci-dess &

La force élémentaire de Laplace exercée par le fil 1 @r@nen‘c de courant Igd_% = I,d{ i, du fil 2

vaut donc Yv
AF 1= LA A B, = ﬁ%@%b/\ _ ”011[2 e i,

La force de Laplace qui s’exerce sur une ég @5 du fil 2 vaut donc
Q ,UOI il
?1a2 ﬂ\?la2 L,

On remarque que la force de Laplace entre deux fils parcourus par un courant de méme sens est une
force attractive!
Pour [y =, =I=1Ar=1met L=1met pg=4r.10"" Hm!

I F 1ol = ——2 1077 N

La valeur de cette force permet de définir 'ampére (A), qui est I'une des unités fondamentales du
systéme d’unités international (S.I.).

Définition :

L’ampére est ’intensité d’un courant continu qui, maintenu dans deux
fils distants de 1 m, produit entre eux une force de 2.10~" N par unité de
longueur.
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IV Dipoéle magnétique
IV.1. Définition

Définition :

On appelle dipdle magnétique un ensemble de courants permanents
circulant dans un volume petit devant la distance d’observation.

En particulier, une "petite" boucle de courant est assimilable a un dipdle
magnétique.

1
P
6b Dipoéle magnétique

Approximation dipolaire : la spi@%é cﬁy?)rte comme un dipéle & grande distance.

S
Q\SE,%URE 8 -

Remarque

Une spire de rayon R, observée a une distance r > R se comporte comme un dipdle.
Un aimant est constitué de courants permanents microscopiques et se comporte comme un
dipole.

Définition :

%
Le moment dipolaire magnétique M d’un circuit filiforme est défini par
H
M=15

oul [/ est l’'intensité du courant et ? = S est le vecteur surface de la
distribution, orienté a partir de [ d’aprés la régle du tire-bouchon.
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Lzemple
Le moment dipolaire magnétique d’une spire circulaire de rayon R, d’aze (O,u,) et parcourue par un courant
d’intensité I vaut

/\7:15@ =InR? @,

M = ISi
7
I
FIGURE 9 —

Lrercice

Un électron de charge —e et de masse me décrit, dans une représentation classique, une trajectoire circulaire
d’aze (Oz) et de rayon r autour du noyau ponctuel en O.

On admet que le moment cinétique de l’électron par rapport a Uaze (Oz) est : L, = h = o
m
Calculer le moment magnétique associé a ce mouvement orbital de I’électron.

L’électron tournant a une vitesse v constante dans le sens positif autour de (Oz), le moment cinétique par

rapport & (Oz) est : L, = merv = h donc v =

mer

v
L’électron décrit N = py— tours par unité de temps et l'intensité associée a un tel mouvement est :
wr

ev eh
2mr 2mmer?

Le moment magnétique correspondant, projeté sur (Oz) est alors :

eh

M, =arll = —
2me,

Ce calcul fait apparaitre le magnéton de Bohr :

~9,26.10~ 2 A.m?

eh
D = 2Mmee

qui sert d’unité de mesure des moments magnétiques en physique atomique.
Remarque : les électrons possédent également un moment magnétique intrinséque associé & leur spin.

Remarque

%
Le moment dipolaire permet de définir un péle nord et un pole sud magnétique, M étant orienté
du sud vers le nord. Au niveau microscopique, il existe des boucles de courants assimilables a
des dipdles magnétiques.
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=

PIRY

FIGURE 10 —

IV.2. Champ et potentiel créés par un dipole magnétique

On admet les expressions suivantes pour le potentiel vecteur et le champ magnétique créé par un dipole
magnétique de moment dipolaire M.

Propriété
Le potenti.el> vecteur créé en un point M par un dipdle magnétique de moment
magnétique M est :
= a =
7(1\1) o M AU,
Cdm 2

Le champ magnétique vaut alors :

ﬁ(]\/j) _ o 3 (/T/l> . 77T> Uy — /T/l>

47 73

S
ou OM = r i, est le vecteur position du point M repéré a partir du centre du dipéle.

On note les analogies avec les expressions du champ et du potentiel électrostatique créés par un dipodle

électrostatique ? ? ?
1 v 1 3(7¢ -4,)d, —
M) = ¢ E(M) =
V(M) et E(M)= - =

dmeg 12

ol 7 est le moment dipolaire électrique.

Remarque

H
On retrouve les formules du dipdle électrostatique en changeant e et 1/py et ? en M. Le
produit vectoriel dans [’expression de est cohérent avec le fait que est un vecteur polaire
tandis que M est un vecteur axial.

Remarque

Dans les deux cas, le potentiel et le champ décroissent respectivement en 1/r% et 1/r3.
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Champ B

)

FIGURE 11 — Les aimants sont constitués d’un trés grand nombrecés dipo6les magnétiques microscopiques
dont les moments magnétiques sont alignés. En premiére ap imation, un aimant peut étre assimilé
a un dipole. De méme les mouvements de convection d &h{ oyau métallique terrestre générent une
distribution de courant dipolaire & grande distance du . Q

A

IV.3. Analogie avec le dipole élec}ri&ﬁq{‘)

WD
En comparant les cartes de champ a Qgie@}?ance obtenues avec un dipole électrique (doublet de
charges +q et —q) et une spire de coura& o%\';e arque une forte analogie dans les lignes de champ a
grande distance. b

Lignes de champ électrostatique d’un doublet —q et +q. Lignes de champ magnétostatigue.

FIGURE 12 — Comparaison des lignes de champ créées par un doublet de charges (4 gauche) et par une
spire circulaire (G droite).

L’analogie entre les comportements des dipdles électrique et magnétique est si troublante qu’histori-
quement les physiciens ont d’abord cherché & mettre en évidence des causes similaires pour interpréter les
champs créés.
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Une distribution de courant se comportant comme un dipéle magnétique doit-elle son existence, par
analogie, & un doublet de "charges magnétiques" 7

En réalité, il n’existe pas de charges magnétiques et les propriétés magnétiques de la matiére sont
correctement interprétées par le modeéle de boucles de courant & I’échelle microscopique. Ainsi, les sources
ultimes (élémentaires) du magnétisme de la matiére sont des dipoles magnétiques.

V Action d’un champ magnétique sur un dipdle magnétique

V.1. Résultante et moment résultant des efforts de Laplace

On admet le résultat suivant.

Propriété
Les actions de Laplace exercées par un champ magnétique uniforme sur un dipdle

de moment magnétique dipolaire M sont caractérisées par :
* Une résultante nulle :
Fr=10
=0

T,=MAB

%
qui tend & orienter le moment dipolaire M dans le sens de §

*x Un moment résultant :

a. = 5
B M, ® I, B
< B / S B
= T
' - J - 7
A \ e —
b M, © 11>

FIGURE 13 — (A gauche) Le couple tend a aligner M et B pour atteindre une position d’équilibre stable.

(A droite) La position d’équilibre est instable : une petite perturbation induit un couple qui écarte M de
sa position d’équilibre.

Remarque

C’est le principe de fonctionnement des boussoles. La boussole est un petit dipdle qui s oriente
dans le sens du champ magnétique terrestre et repére le pole nord magnétique.
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FIGURE 14 — La limaille de fer ayant des propriétés magnétiques (moment dipolaire non nul), elle s’oriente
le long du champ magnétique et permet d’observer les lignes de champ magnétique. C’est sur ce principe
que fonctionne les boussoles, qui possédent un moment magnétique permanent.

Remarque

On montre que la résultante des efforts eacelgés par un cham%\ewtém'eur non uniforme ? sur
un dipdle magnétique de moment dipolaire M s’écrit : Q@

N
( N
La force tend a entrainer le dipdle vers les rég@de@mp intense.
Lva KN
ek
< P

V.2. Energie potentielle d’inte'%(g r

Les actions de Laplace peuvent également étre étudiées du point de vue énergétique. Nous admettrons
la propriété suivante.

Propriété
L’énergie potentielle d’interaction entre un dipole magnétique permanent de mo-
ment magnétique M et un champ magnéostatique B s’écrit :

£ =-M-B

-
F : dérive vers les zones
de champ intense
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Remarque

Le dipole tend a s’aligner avec le champ magnétique et se rapproche des zones de champ intense,
c’est-a-dire des zones ou les lignes de champ se resserrent.
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Induction électromagnétique

Un courant électrique est généralement imposé par une différence de potentiel, c’est-a-dire par un
champ électrique qui met des porteurs de charge en mouvement. Un champ magnétique peut-il lui aussi
générer un courant électrique ?

La réponse a cette question fut apportée suite aux travaux de Michagl Faraday en 1831 et de Heinrich
Lenz en 1834.

L’objet de ce chapitre est d’étudier la possibilité d’induire des courants électriques a ’aide d’un champ
magnétique. On parle alors de phénoméne d’induction.

Bien qu’un champ magnétique exerce des efforts sur un courant, la composante magnétique de la
force de Lorentz ne travaille pas au niveau microscopique et ne peut donc pas mettre en mouvement des
porteurs de charge. Si des courants sont générés par un champ magnétique, c’est qu’il existe un lien entre
les champs et E. Les champs électriques et magnétiques ne peuvent pas étre dissociés : on parle de
champ électromagnétique.

I Le phénoméne d’induction q)é*

I.1. Observations expérimentales

Approchons ou éloignons un aimant d’une bob@@l eteliée a un oscilloscope (voir figure 1) :

* lorsque 'aimant est fixe, il n’y a pas de di € potentlel aux bornes de la bobine;

* lorsqu’on approche 'aimant, on observe?@u u déplacement, un pic de tension aux bornes de
la bobine; O &)

* lorsqu’on éloigne I'aimant, on obser& a ars du déplacement, un pic de tension de signe opposé;

* P'amplitude du pic est d’autant plus grifde que le déplacement et rapide.

Laissons désormais l'aimant immobile et déplagons la bobine au voisinage de ’aimant :

* lorsque la bobine est fixe, il n’y a pas de différence de potentiel aux bornes de la bobine;

* lorsque 'on approche la bobine, il apparait, au cours du déplacement, un pic de tension aux bornes
de la bobine;

* lorsque l'on éloigne la bobine, il apparait, au cours du déplacement, un courant de signe opposé dans
la bobine.

* 'amplitude du pic est d’autant plus grande que le déplacement et rapide.

De méme, si l'on relie la bobine & un galvanométre, on réalise les observations suivantes :

* lorsque 'aimant est fixe, il n’y a pas de courant dans la bobine;
* lorsque 'on approche 'aimant, il apparait un courant dans la bobine;
* lorsque 'on éloigne 'aimant, il apparait un courant de signe opposé dans la bobine.

Les observations sont similaires si le circuit est mobile et I’aimant est fixe.

Ces expériences illustrent le phénomeéne d’induction.
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oscilloscope ) oscilloscope

bobine
mobile

R

bobine fixe aimant mobile

aimant fixe

FIGURE 1 — On observe la création d’une tension aux bornes de la bobine quand on déplace 'aimant (&
gauche) ou quand on déplace la bobine (a droite).

Définition :

Le phénoméne au cours duquel une force électromotrice (f.e.m.) est
générée par Paction d’un champ électromagnétique est appelé induction
électromagnétique.

Ce phénoméne se présente sous deux formes :

* Pinduction de Neumann correspond a P’action d’un champ magnétique
variable sur un conducteur fixe;

* 1’induction de Lorentz correspond a l’action d’un champ magnétique

permanent sur un conducteur en mouvement.

1.2. Loi de Faraday

L’expérience précédente montre qu'une force électromotrice (f.e.m.) apparait dans un circuit lorsque le
flux du champ magnétique varie. La f.e.m. est d’autant plus importante que le flux du champ magnétique a
travers le circuit varie rapidement. Michagél Faraday énonga en 1831 la loi qui permet de relier les variations
de flux du champ magnétique & la valeur de la f.e.m. .

Loi de Farada;
Lorsqu’un circuit subit une variation de flux d® du champ magnétique pendant un
intervalle de temps dt, il apparait dans le circuit une force électromotrice (f.e.m.) e
telle que
do
dt
Le signe du flux ® et de la force électromotrice e sont déterminés par le choix
d’orientation du circuit (et de sa normale d’aprés la régle du tire-bouchon).

e =
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i=0 (D est constant

i (P augmente

Cas de Neumann
(circuit fixe dans un
champ variable)

i ¢ diminue

i (O augmente

Cas de Lorentz
(circuit mobile dans un
champ permanent)
i (@ diminue

—»

D (>
FIGURE 2 — Interprétation de ['apparition de cour@& mdgzbm a la variation du flux du champ magnétique.

C
€

FIGURE 3 — Convention d’orientation.

1.3. Loi de Lenz

Considérons un circuit filiforme C orienté dans un sens conventionnel arbitraire. On note 7 le vecteur
unitaire normal a la surface du circuit, orienté d’apres la régle du tire-bouchon (a partir du sens conven-
tionnel choisi). On suppose que ce circuit est purement résistif et 'on note R sa résistance équivalente.

On impose brusquement un champ magnétique ﬁ dans le sens de 7. Le flux du champ magnétique a
travers le circuit augmente donc brusquement, passant d’une valeur nulle & une valeur positive :

—
P = // ? -d?S augmente
2(0)

—
oit 'on a noté X(C) la surface définie par le circuit, d’élément de surface d%S = d%S 7.
Pendant la durée dt, le flux a varié de d® > 0. Il apparait alors dans le circuit une force électromotrice
do

— "0
T T
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: 2

d=0 d >0

FIGURE 4 — Augmentation du flux du champ magnétique.

La force électromotrice est opposée au sens conventionnel choisi.

e
On en déduit le courant "induit" qui circule dans C : i = I < 0.

Le courant "induit" circule dans le sens opposé au sens conventionnel choisi.

B
A v

e
e = 0 K
S
FIGURE gxuge%s‘@u courant indust.

-1 >0

Ce courant génére un champ magnét@e 'I%Jit", orienté suivant la régle du tire-bouchon. Le champ
"induit" est donc orienté suivant —7 ce qui'@ild a diminuer le flux du champ magnétique a travers %(C).
Ainsi, le phénomeéne d’induction tend & limiter ’augmentation du flux magnétique.

§induit

FIGURE 6 — Sens du champ magnétique s’opposant a I’augmentation du fluz.

Ce résultat est en fait général et constitue la loi de Lenz®.

Loi de Lenz

Les effets (magnétiques, électrocinétiques et mécaniques) de 'induction se pro-
duisent de fagon a s’opposer a ses causes.

1. Lenz était contemporain de Faraday, de sorte que la loi de Faraday est parfois également appelée loi de Lenz-Faraday.
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Remarque

* La loi de Lenz se retrouve dans le signe "—" de la loi de Faraday. Aussi parlera-t-on de la
loi de Lenz-Faraday.

* On peut également interpréter la loi de Lenz avec l'apparition d’une force de Laplace s op-
posant a l'approche de l'aimant. Le sens de parcours du courant induit dans le circuit rend
ce dernier équivalent a un atmant dont le pdle nord est orienté vers le pdle nord de l’aimant
permanent, comme le montre la figure précédente ; il y a donc répulsion.

IT Applications

I1.1. Cas de l'induction de Neumann : chauffage par induction

La présence d’un champ magnétique variable (généré par un enroulement de fils parcourus par un cou-

rant alternatif sous la plaque en vitro-céramique), vertical, donné par § = By coswt i, donne naissance
a des boucles de courants induits appelés courants de Foucault dans un disque conducteur (fond d’une

casserole par exemple).

courants de @

Foucault
g(,[) champ magng
variable
x&

FIGURE 7 — Principe du chauffage a induction.

Ces courants circulant dans le fond de la casserole cédent de ’énergie au milieu sous forme d’effet Joule
par I'intermédiaire de la puissance de la force de Lorentz. Le fond de la casserole peut ainsi étre porté a
trés haute température et permettre la cuisson des aliments.

Intéressons-nous & une spire "découpée" dans le fond de la casserole. Cette spire de centre O, d’axe (Oz),
de rayon a et de résistance R est plongée dans un champ magnétique extérieur, uniforme et dépendant
du temps

B(t) = B(t) @, = By cos(wt) i,

On cherche l'intensité du courant traversant la spire ainsi que la puissance dissipée par effet Joule.

Remarque
La spire est fize et le champ magnétique variable : la spire est le siége d’un phénomene d’in-
duction de Neumann.

Orientons la spire dans le sens conventionnel positif représenté sur le schéma. La normale & la surface
est donc orientée suivant +1,, d’aprés la régle du tire-bouchon.
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. !
i, 40)

FIGURE 8 —

Le flux du champ magnétique a travers la spire vaut
— —
B — // B -5 =B // &5 =B (S )
2(0) 2(0)

ou l'on a utilisé le fait que le champ était uniforme sur la surface £(C). On en déduit
® = By cos(wt) ma®

D’aprés la loi de Lenz-Faraday, la force électromotrice induite dans le circuit vaut

Y
o, o
e=— =7 wBOSI@t)

ol e est orientée dans le sens conventionnel choisi. \Q
On en déduit I'intensité parcourant la spire &bb‘
A 4

e

Orientation conventionnelle de e et 3.

La spire se comporte comme un générateur de tension. La puissance fournie par un tel générateur est

entiérement dissipée par effet Joule et vaut

(ma?)? w?B?

Py = e(t)i(t) = Ri(t)* = =

sin?(wt)

En valeur moyenne, la puissance dissipée par effet Joule vaut

m?a*w?B3

(Ps) = o
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oit I'on a utilisé la relation (sin?(wt)) = 1/2.

Ce modéle simple illustre donc le principe du chauffage & induction. Un conducteur ohmique est placé
dans un champ magnétique. Le phénoméne d’induction de Neumann est a l'origine de courants induits
dans le conducteur, appelés courant de Foucault. Ces courants entrainent un échauffement du conducteur
par effet Joule. L'effet est d’autant plus important que :

x la fréquence est élevée (P varie en w?);
* que le champ magnétique est intense (P varie en Bg) ;

x que le conducteur est grand (P; varie en S? ot S est la surface de la spire).

11.2. Cas de I’'induction de Lorentz : rails de Laplace

On considére un barreau conducteur mobile, de longueur ¢, posé sur un ensemble de deux rails paralléles.
Le circuit est fermé par un barreau fixe, perpendiculaire aux rails.

L’ensemble est plongé dans un champ magnétique uniforme et permanent, perpendiculaire au plan des
rails b = By.

On suppose de plus que les rails sont sans résistance, tandis que le barreau posséde une résistance R.

A t = 0, on lance le barreau parallélement aux rails a la vitesse ’U_g = vy U, dans le référentiel du
laboratoire. On cherche & décrire le mouvement ultérieur du barreau.

a) Equation électrique

Orientons le circuit dans le sens positif indiqué sur la figure. Le flux du champ magnétique a travers le
circuit déformable vaut :

—
cpz/ B .48 = BS = Blx
MNOP

ol 'on a utilisé les conventions d’orientation et ol x repére la position du rail mobile.

On en déduit
do B
. — Bli
dt
Le barreau est le siége d’'un phénoméne d’induction de Lorentz. D’aprés la loi de Faraday, il apparait

une force électromotrice e dans le circuit

ol e est orientée dans le sens conventionnel choisi.
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Remarque

Seul le barreau est en mouvement dans le champ magnétique permanent. La force électromotrice
reste donc localisée sur le barreau mobile.

En utilisant la loi d’Ohm dans le circuit, on obtient une équation électrique

ou le courant d’intensité 7 est compté algébriquement dans le sens M NOP.

b) Equation mécanique

Un conducteur parcouru par un courant d’intensité i et plongé dans un champ magnétique est soumis
aux efforts de Laplace. Ici, la résultante des efforts de Laplace exercés sur le barreau mobile vaut

N
?:/iﬁwﬁﬂw@
M

"V
La tige mobile est soumise : CO
* & la réaction du support, supposée vertlcale ﬁ en !’ s&e de frottements solides;

* & son poids m? compensé par la reactlon @
* & la résultante des efforts de Laplace

Le principe fondamental de la dynamique apph u@?reau dans le référentiel du laboratoire supposé
galiléen, conduit & une équation mécanique %’ 6

9

\i¥= il 3] (2)

S
S
ou l'on a projeté sur le vecteur . N

c) Mouvement de la barre

L’équation électrique (1) fournit I’expression de 7. En remplacant cette expression dans l'équation
mécanique (2), on obtient

B2

La force de Laplace est de la forme

3262
F=-""iq

R
On retrouve une force de frottement fluide du type ? =\ ol ¥ = i, est la vitesse du barreau
et ou
B2(?
A=—>0
R

est le coeflicient de frottement fluide.

La force de frottement est d’autant plus intense que le champ magnétique est intense, que le barreau
est long et que sa résistance est faible (fort courant induit).
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Remarque

1. Le barreau métallique en mouvement dans un champ magnétique permanent est sou-
mis a linduction de Lorentz. Il apparait donc un courant induit dans le barreau métallique.

2. Le barreau métallique, parcouru par un courant et plongé dans un champ magnétique,

subit les efforts de Laplace. Ces efforts générent une force de frottement fluide qui
s’oppose au mouvement du pendule.

On retrouve bien la loi de Lenz : les effets de linduction s’opposent aux causes qui lui ont donné
naissance.

L’intégration de cette équation du mouvement (3) immédiate et fournit

i=Ke avec 1=

e

ot K est une constante d’intégration. A la date t = 0, & = vy = K. On en déduit

t/T m

T =1vge avec |17 =

"
hd
La barreau freine mais ne s’arréte pas. La durée caractérisgiie du freinage est de Pordre de 7 = m/\.

Cette durée est d’autant plus courte que le barreau est lég /B;le coefficient de frottement est grand (grand
champ magnétique, petite résistance électrique). @ \Q

Ce systéme peut étre utilisé pour ralentir un Véh@ggéwas pour I'arréter. L’arrét total d’un véhicule
nécessite la présence de frottements solides (freinfpyg dig%u ou a tambour).

d) Evolution du courant &0& .0)6)

L’évolution de I'intensité dans le circu%s@i'ent aisément a partir de 1’équation électrique (1)

. Bf . B€v0
1= ——T=|1l=———=—

R R

—t/T

L’intensité est maximale initialement et tend exponentiellement vers 0 avec une durée caractéristique 7.

e) Aspect énergétique

Rassemblons les équations électrique et mécanique

Ri = e=—-Blz
En multipliant par ¢ la premiére équation, on obtient un bilan de puissance électrique
Ri*=ei=—Blii (4)

La puissance dissipée par effet Joule Ri? est égale & la puissance électrique ei fournie par la force électro-
motrice induite.

En multipliant I’équation mécanique par la vitesse & de la barre, on obtient un bilan de puissance
mécanique

d (1
mid = Fp,&=1iBli soit E<§m5@2)—FLa’:—iB£:i: (5)
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La puissance cinétique de la barre est égale a la puissance des efforts qu’elle subit : on retrouve le théoréme
de la puissance cinétique.

On constate que
ei=—iBli=—Fp&

La puissance mécanique fournie par la tige pour s’opposer aux forces de Laplace Pueca = —Fr & est égale
a la puissance électrique qu’elle recoit Pege. = ei. Il y a une conversion électromécanique avec un
rendement de 100%.

Remarque

Ce résultat est en fait général : les phénoménes d’induction sont caractérisés par une conversion
électromécanique parfaite.

En sommant les deux équations (4) et (5) relatives au bilan de puissance électrique et mécanique, on

obtient
d 1 ) .2 . . d 1 .9 .2
imx + Ri*=F,z4+ei=0= mz‘ | =—Ri* <0

dt dt\ 2

La variation d’énergie cinétique est égale a I’énergie dissipée par effet Joule. L’énergie cinétique de la
barre est intégralement dissipée par effet Joule. C'O\a
<

KR
\\Q

g

IIT Champ électromoteur

II1.1. Force motrice et champ électrgl(&gﬁ;
NN

Nous avons vu qu’un circuit C, soumis a un pl?ﬁo%s
@e}s t

g’induction7 était le siége d'un courant électrique
en l’absence de générateur. Les porteurs de gébar donc soumis & une force motrice, notée f,, qui

permet leur déplacement.

Cette force motrice s’oppose aux frot‘tgr\ “que subissent les porteurs de charge de la part du réseau
(ces frottements se manifestent par 'effet Joule). Ainsi, I’énergie regue par les porteurs de charge compense
I’énergie dissipée par frottements. On en déduit que le travail requ par les porteurs de charge de la part

de la force motrice f,, le long d’un circuit C est non nul, soit

jg?m.d_??éo

Remarque

Cette relation est vraie, quel que soit le contour C. La force motrice ?m est donc a circulation
non conservative.

Cette force étant d’origine électromagnétique, elle s’identifie & la force de Lorentz :
F=qE +7AD)

Mais, au niveau microscopique, la composante magnétique de la force de Lorentz ne travaille pas car,
le long de la trajectoire I" des porteurs de charge

[Fudie [Fdimg [Bea[(748)-T—g [B-3

—ocar ai// v
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champ magnétique

force __ t=qkpy, extérieur variable
motrice f R /
) i By(t)
i o
) —
/ T
courant i B(t)
induit \ ]

champ magnétique
induit variable

FIGURE 9 — Force motrice mettant en mouvement les électrons.

En particulier, si I' = C est un contour fermé,

j{?m-?ﬂ#0¢?€ﬁ-@#o

ce qui prouve que le champ électrique est a circulation non—conselﬁétive!

Bien entendu, ce résultat s’applique lorsque le champ él&romagnétique est variable ou lorsqu’un
conducteur est en mouvement dans un champ électroma, %ﬁio&e, ce qui est le cas lors des phénoménes

d’induction.
A

Remarque

fﬁﬁé& ﬁgﬁévﬁ:o Ve
IR

régime statique !

%Y 4
—
Nous avions établi, dans le cours d’électrqstmqg%bla relation E = —grad V, qui implique

En régime variable, ﬁ # —grad V. Le champ électrique ne dérive d’un potentiel scalaire qu’en

Définition :

fermé est non nulle. On peut donc écrire :
—
ﬁ = —grad V + Em

avec

éﬁ-&?—féﬁm.?@#o

En régime variable, il existe une composante du champ électrique,
appelée champ électromoteur Em, dont la circulation le long d’un contour
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IT1.2. Force électromotrice

On cherche a faire le lien entre la force électromotrice et le champ électromoteur.

—
* En régime statique ﬁ = —grad V. Intégrons cette relation sur une portion de circuit filiforme,
comprise entre les point A et B, de résistance R,p et parcourue par un courant /.

B B
/ E-E?:—/ grad V- dl = Vi — Vg
A A

La différence de potentiel entre les points A et B est reliée a la circulation du champ électrique de A
vers B. Avec V4 — Vg = Rap I, on trouve

B
/ F .l = Rupl
A

RAB
A I B
—— .
h Va— Vg

\J
S
Q
&

* En régime variable ﬁ = —g,Tagi V+ fm. En @}ﬁo@t la relation précédente, on peut écrire :
5 4 N>
[
le
Mais 5 5 & G) 5
[ 7= [ ) d=vivs [
A A \’@ ° A

On en déduit

B
VA—VB:RABI—/ Y
A

Mais du fait d’'un phénoméne d’induction, il apparait une f.e.m. e4p dans le conducteur. Comparons
alors le résultat précédent a I’expression de la tension aux bornes d’'un dipbdle AB, caractérisé par
une f.e.m. eqp et une résistance Rap :

Va—Vp=Rapl —eun

€AB
Rap

l
¢

A

Va—Vg

Par identification, on trouve

B
eAB:/ ﬁmd—é
A
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Propriété
La force électromotrice esp générée dans une portion AB de circuit et orientée
de A vers B, est égale a la circulation du champ électromoteur de A & B :

B
-
€AB = / Em -dl
A
Si le phénomeéne d’induction concerne la totalité du circuit fermé C

effm.d_z?
©

Remarque

* La présence d’un champ électromoteur, et donc d’une f.e.m. induite modifie le courant élec-
trique par rapport au cas stationnaire : on retrouve bien que le champ est électromoteur, c’est
a dire qu’il met en mouvement les électrons et modifie le courant.

* Un fil se comporte comme une source de Thévenin en présence d’un champ magnétique va-

riable. C'O\;
i
\,
N CAB
dl (Ob‘ N
A iAB L B\J B
B(t)T champ mdgne < V(A) V(B)

variable Q

IV Champ électromoteur de Lorentz

IV.1. Changement de référentiel pour le champ électromagnétique

Examinons tout d’abord la force de Lorentz s’appliquant sur une charge mobile de charge ¢ et de vitesse
7 de la bobine en présence d'un champ électromagnétique (E, B) :

F o= o [Br 3 B

~—
indép du réf indép du réf dép du réf

Le champ électromagnétique (ﬁ, ?) dépend donc nécessairement du référentiel.

Considérons 2 référentiels R et R’ correspondant respectivement au référentiel 1ié aux sources du champ
électromagnétique et au référentiel du circuit (mobile) :

R = Rsources
R = Reircuit (mobile par rapport a R)

On se restreindra au cas non relativiste, ¢’est-a-dire pour lequel la vitesse du référentiel mobile est trés
inférieure a la vitesse de la lumiére.
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D’aprés la loi de composition galiléenne des vitesses, la vitesse d’'un porteur de charge dans le circuit

s’écrit :
7/73 = 7/72' + 773//72
Notons avec des ’ toutes les grandeurs dans le référentiel mobile R/.

L’invariance de la charge et de la force de Lorentz par changement de référentiel? permet d’écrire :
E+UAB=E+7'AB

Et en utilisant la loi de composition des vitesses, on obtient la relation suivante qui doit étre vérifiée
quelles que soient Vet Vg /R

§+7’/\§+7R,/RA§:§’+7’/\§’

Dans le cas particulier ot les particules sont immobiles dans le référentiel en mouvement v/ = 0 et
772/ /R # 0, on obtient directement :

ﬁ’:f+7R//RA§
{zf_z

N
o
Remarque 0
La distinction entre champ électrique et champ @é e dépend en partie du référentiel
étudié. Seul le couple (E, B) a une zmportance est pour cette raison que l’on parle

de champ électmmagnetzque.

Les transformations des champs obte &5 lois de composition des vitesses (appelées transfor-
mation de Galilée) Condulsent a des i mc En effet, un circuit fixe traversé par un courant génére
un champ magnétique g % 0 (référentiel nﬁe au circuit). Dans le référentiel lié aux charges en mou-
vement, on n’observe aucun courant donc aucun champ B = 0. Ce résultat est en contradiction avec la

relation = ? des transformations de Galilée.

Ce sont ces incohérences qui ont amené Einstein a développer la théorie de la relativité restreinte en
1905. Afin de conserver des lois invariantes par changement de référentiel galiléen, il faut modifier les
formules de changement de référentiel et utiliser la transformation de Lorentz.

Cette approche révolutionna la physique classique puisqu’elle aboutit :
e 4 la disparition de 'axiome du temps universel ;
e A la remise en cause de la notion de longueur indépendante du référentiel.

IV.2. Champ électromoteur de Lorentz

Considérons un champ électromagnétique (E,?) indépendant du temps dans le référentiel lié aux
sources qui le générent (référentiel R).

Notons 76 la vitesse d’entrainement d’un circuit C par rapport au champ électromagnétique (ﬁ, ?)

Dans le référentiel mobile R’ 1ié au circuit, le champ électrique a pour expression

EF-FE+v7.AB

2. On rappelle que les forces non-inertielles sont invariantes par changement de référentiel.
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La partie supplémentaire du champ électrique est & circulation non conservative puisque . est abso-
lument quelconque. Par conséquent, le long du circuit C en mouvement :

f(?eAﬁ)-d_?#O

Cette composante supplémentaire du champ électrique est susceptible de mettre en mouvement les
charges par rapport au circuit C, de sorte qu’il apparait dans le circuit une force électromotrice d’induction.

Ainsi, si un circuit électrique est en mouvement dans un champ magnétique indépendant du temps
(induction de Lorentz), le champ électromoteur s’écrit :

ﬁm = 7@ A § champ électromoteur de Lorentz

Propriété

Dans le cas de I'induction de Lorentz (§ permanent et conducteur mobile), le
champ électromoteur, appelé champ électromoteur de Lorentz, vaut

ﬁm:@/\ﬁ

L= .
oll v est la vitesse du conduteur.

La force électromotrice générée entre les point A et B d’un conducteur mobile vaut

B
eAB—/ (W AB)-dl
A

SERe)
Q)

Q
IV.3. Application : fonctionnement de la roue de Barlow

La Roue de Barlow fut le premier moteur électrique rotatif & courant continu. Elle fut imaginée et mise
en ceuvre par le mathématicien et physicien anglais Peter Barlow en 1828. Compte tenu de son manque
de puissance, son utilité n’est qu’historique (et pédagogique!).

Une roue de Barlow est un disque conducteur dont un rayon est reli¢ & un circuit parcouru par un
courant 7, tournant a la vitesse angulaire w et placé dans un champ magnétique extérieur uniforme
orienté normalement au disque.

Notons O le centre du disque, a son rayon et J son moment d’inertie par rapport a l'axe (Oz). On
suppose que le courant arrive en O et qu’il quitte la roue en un point A situé sur sa circonférence. Le
circuit est alimenté par un générateur de tension continue U et on note R la résistance totale du circuit.

Le vecteur rotation et le champ magnétique sont portés par le vecteur i, : § =B, et & =wi, et
le champ magnétique est supposé permanent.

On cherche a décrire le mouvement de la roue.

a) Approche qualitative

Le circuit est traversée par un courant d’intensité 7. Lorsque le courant arrive en O, il se disperse dans
le circuit avant de se re-concentrer en A. Chaque ligne de courant, plongée dans un champ magnétique,
est le siége d’efforts de Laplace qui vont mettre la roue en mouvement.
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] R
——1 1
U _T_
FIGURE 10 —

La roue étant en mouvement dans un champ magnétique permanent, elle est le siége d’un phénoméne
d’induction de Lorentz. Il apparait donc dans le circuit une force électromotrice e.

Cette force électromotrice va modifier 'intensité 7 du circui%@éfonction de la vitesse de rotation de la

roue. X.\Q

b) Equation électrique @\Q
Le disque étant en mouvement dans un Chan@ﬂag@ﬁque uniforme, il est le siége d’'un phénomeéne

d’induction de Lorentz.

une ligne de courant C quelconque parc he intensité de.

Lorsque le courant arrive en O, il se dis é@'dd?sog circuit avant de se re-concentrer en A. Considérons
o pi¥)
L]

La force électromotrice induite sur cett@&ne de courant est de la forme

ﬁ
€oa = / Em -dl  avec Em =7 A B (champ électromoteur de Lorentz)
c

%
ol U, est la vitesse d’entrainement du disque et d? un élément de courant de la ligne de courant.

En coordonnées cylindriques d’axe (Oz), on a

——
75 = ﬁ/\OM:wﬁzArﬁT:rwﬁg
_>

d¢ = drid,+rdfus+dzu,

On en déduit

eoa = /(2(76/\§>d_>€

= /(TWB'II@/\TZZ)'d—Z
c

= /rwBﬂ'r-d_)E
c

A
= / wBrdr
6)
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w et B étant uniformes, on a

Ba?
€oa = — W

Remarque

La force électromotrice est indépendante de la ligne de courant choisie. On peut donc calculer
son expression en choisissant une ligne de courant confondue avec le segment [OA].

On en déduit I’équation électrique

2
a
Ri:U+60A:E+Tw (1)
Remarque
L’application de la loi de Faraday e = ——— est délicate ici puisque le flux du champ magnétique

ne varie pas sur la surface du disque. Il faut utiliser le "flux coupé”, c’est-a-dire le flux a travers
la surface décrite par une ligne de courant fize dans le référen;t?l de la roue.

- =\
X
c) Equation mécanique ﬁ\g
Considérons une ligne de courant C quelconq @e par une intensité di. Cette ligne de courant

t di d¢ de cette ligne de courant est soumis & la

““5
zg?z aAB

Le moment par rapport & O de cette for émentaire s’écrit

est soumise aux actions de Laplace. Un elem
force élémentaire

T = OMALTE = OM A (dz’d_?/\?)
On en déduit, en coordonnées cylindriques

ETo = diBri, A(dri, +rd0ds + dz ) A )]
= di Bri, A (—drdd +rdod,)
= —diBrdri,

Le moment résultant des efforts qui s’exercent sur la ligne de courant C est obtenu par intégration

sur r € [0, al
d?o—/dQ?— —/ di Brdr i,
c 0
soit
d?o = —— dz U,

Le moment résultant qui s’exerce sur ’ensemble des courants dispersés dans la roue est égal a la somme
des moments agissant sur chaque ligne de courant

T, = dT

courants
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soit

B2
?O:—Taz‘ﬁz

Dans le référentiel terrestre, supposé galiléen, la roue est soumise :
* aux efforts de Laplace de moment résultant ?o en O;

* aux efforts résistants dus aux frottements fluides exercés par I'air ? f=—f ﬁ;

L’équation mécanique est obtenue en appliquant, au point fixe O, le théoréme du moment cinétique a
la roue dans le référentiel terrestre (supposé galiléen) :

LT,

En projection sur i,, on obtient

dw Ba®
d) Bilan de puissance é&
Multiplions I'équation électrique (1) par i . QQ)
N

N\
Ri® —U’H—ez@@wi (3)

Y
Cette équation traduit un bilan de puissance el L(e2 énergie ¢électrique fournie par les sources (géné-
rateur et f.e.m. induite par le phénoméne d’&@c %} st intégralement transmise a la résistance R.

Multiplions I’équation mécanique ( ,@x \

dw \, ) Ba®
JEM__fw +Tlow=—fw —F,.w—Tzw

soit

§t<1‘]w>__fw2_3a2” @

Cette équation traduit un bilan de puissance mécanique : I’énergie cinétique du disque (€. = 3 Jw?)

varie du fait :
Ba?

% de la puissance regue de la part des efforts de Laplace Praplace = ?0 W= 5 TW;
% de la puissance dissipée par frottements fluides Py = ? I o= fw? .
. Ba® . : .
On remarque que ei = 5 wi= —Tow. En sommant les équations (3) et (4), on obtient un bilan de
puissance global
d (1 ) 9 ,
T Jw = —fw*— Ri*+ Ui

La variation d’énergie cinétique de la roue résulte :
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% de la puissance dissipée par frottements fluides Py = ? = W=— fw?;

x de la puissance absorbée par la résistance P; = —Ri? et dissipée sous forme de chaleur par effet

Joule;
% de la puissance recue de la part du générateur P, = Ut .

e) Equation du mouvement

Dans les équations électrique (1) et mécanique (2), apparait la méme quantité ®, telle que
, Ba?
e=®,w et I'g=—Pyi avec Py = —~

On note que ®( est bien homogéne a un flux magnétique.

L’équation électrique (1) fournit I'expression de ¢ en fonction de w :

U
i=gptpw
En remplagant cette expression dans I’équation mécanique (2), on obtient
g ® % 0y
T = —fw— Oz—ffwfﬁwyg 7
soit
e (a &
TR
On constate que les efforts de Laplace agissen couple de frottement fluide en ®2/R w qui
se buperpose au couple résistant exercé par lair. Qg e ainsi la loi de Lenz : les effets de I'induction
tendent & s’opposer & leurs causes. &
Les solutions sont donc de la forme 'Q'{,Q Q?)
U J
w(t) = Ke™/7 — '@ 5 avec |T=
op o2
+—= +—=
f R / R

ol K est une constante d’intégration.

Si la roue est initialement immobile w(t = 0) = 0 et I'on a

ko U
R o2
f+§
d’ou o -
“t/r 0
w(t) =we (1—¢ t/) aVeC oo =~ &7
[+

R
La roue se met donc en mouvement sur un temps caractéristique 7, le vecteur rotation étatn de sens
opposé au champ magnétique. La vitesse de rotation limite vaut
dy U

Wlim = Weo = _E (1)2

f‘f'f

Cette vitesse de rotation limite est directement proportionnelle & la f.e.m. du générateur.
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Woo I N —

IV.4. Bilan énergétique et conversion électromécanique

Les exemples précédents semblent montrer que, lorsqu’un circuit est soumis & un phénomeéne d’induction

de Lorentz, la puissance électrique est I'opposé de la puissance des actions de Laplace. Ce résultat est
général et nous le démontrons dans la suite.

Considérons un conducteur AB parcouru par un courant d’intensité i et se déplacant a la vitesse DA

dans un champ magnétique uniforme et permanent. Réalisons un bilan énergétique appliqué au conducteur.

Avant tout, orientons le conducteur AB dans le sens conventi(;{linel 1> 0.

<
KR
w B@/\’ \Q

©
°)§
g

%
* Le conducteur est soumis aux efforts de Laplace. Un élément de longueur d¢ du conducteur est en
effet soumis a la force élémentaire
_>
dF =idl A B

La puissance mécanique regue par le conducteur vaut donc

Plaplace = / ’ (1alAB)

A

* Le conducteur recoit de I’énergie électrique. En effet, tout se passe comme si le phénoméne d’induction
était équivalent a un générateur, de force électromotrice

B
_>
e= / (wAE)-dl
A
Le conducteur recoit donc la puissance électrique
B B
- —
Pelzei:i/ (@A T) ~d€:/ (B ridl) =
A A

%
ou l'on a utilisé le fait que le produit mixte (Ui A ?) - df prenait la méme valeur pour toute

permutation circulaire des trois vecteurs (Ue), ﬁ, de).
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On a donc 5
-
Pel = _/ (ng A §) ' Ug = _PLaplace
A
Ce résultat est particuliérement important et montre tout I'intérét de la conversion électromécanique,
sur laquelle s’appuie le fonctionnement des moteurs.

* S1 Praplace < 0, le travail des forces de Laplace est résistant puisque le conducteur perd de I’énergie
a se déplacer. D’aprés le résultat précédent, Pe = —Prapiace > 0. La force électromotrice agit comme
un générateur. Le conducteur recoit de I’énergie électrique. On constate méme que 1'énergie perdue
sous forme mécanique est gagnée sous forme électrique, avec un rendement de 100%.

* S1 Praplace > 0, le travail des forces de Laplace est moteur puisque le conducteur gagne de I'éner-
gie au cours de son déplacement. D’aprés le résultat précédent, P = —Praplace < 0. Le conducteur
consomme de I'énergie électrique afin de se déplacer & courant constant. On constate méme que 1’éner-
gie perdue sous forme électrique est entiérement convertie sous forme mécanique, avec un rendement
de 100%.

Propriété
La conversion électro-mécanique posséde un rendement de 100% de sorte que

7)Laplacc + 7)(:1 =0

\, Q
el
V Induction de Neumann @6 (Ob‘

V.1. Equation locale de Maxwell-Karac

9
Plagons-nous dans le référentiel lié a u&giréﬁ@% fermé dans lequel régne un champ électromagnétique
variable (£, B). Le circuit étant fixe dans u&lamp magnétique variable, il est le siége d’un phénomeéne

d’induction de Neumann.

Remarque

Dans le référentiel lié au circuit C, le champ électromoteur de Lorentz est nul.

Du fait du phénoméne d’induction, il apparait un champ électromoteur Em dont la circulation n’est
pas conservative. En particulier sur le circuit fixe C :

iﬁ-@#o

L’application de la loi de Lenz-Faraday au circuit fermé et fixe C conduit a

dd ezfcﬁ-d—?
e=—— avec —

d = [ B -d2S

Mais d’apres le théoréme de Stokes

féﬁ@—//w)ﬂ(ﬁ).?s)
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tandis que

== // B a8 = //E(C 23

puisque le contour C est fixe. On a noté X(C) une surface définie par le contour C, la normale étant obtenue
& partir de lorientation de C d’aprés la regle du tire-bouchon.

La loi de Lenz-Faraday devient donc

B
//zw)r—gt(ﬁ) - _//zw)aa—t' 7

Cette relation est valable pour tout contour C fermé et fixe. En faisant tendre ce contour vers un point,
on obtient un relation locale

0

Propriété

L’équation locale rot(ﬁ) = 0, valable en régime statique, est remplacée en régime
variable par I’équation de Maxwell-Faraday

Remarque ?’ 6\6

Si le champ magnétique est indépend, Qduq%ps on a

&@aﬁ =
ot
et on retrouve bien _ -
rot(ﬁ) =0

Remarque

L’équation de Mazxwell-Faraday n’est valable qu’en un point fixe du référentiel d’étude. Le champ
électromoteur de Lorentz n’intervient donc pas dans cette équation.

V.2. Champ électromoteur de Neumann

Considérons un champ électromagnétique variable (E, ?) dans un référentiel R. En un point fixe d’un
référentiel R, I'équation locale de Maxwell-Faraday s’écrit
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Par définition du potentiel vecteur
B =rot(4
=rot(A)

L’équation de Maxwell-Faraday devient donc
9B 0
E%(EZ) = <r0t Z)
ot
Si le point d’étude est un point fixe, les dérivées spatiales et temporelles commutent et ’on peut écrire

ra(ﬁ)__;o%(% i —E( 87()3

ot

0
Le champ de vecteur ﬁ + o est irrotationnel. Or tout champ de vecteur irrotationnel est un champ
de gradient

TG =V AT =0 <=3f telleque C =V f—gradf

1l existe donc un champ de scalaire V' tel que

oA A
ﬁ—l——:—gradv soit E —@V—a—

ot ot
@Co
.0 Q
Dans le cas statique o= O et I'on retrouve la relati \

@e thue

= —grad §
V' est donc le potentiel scalaire. En régime Varla% e

é%r supplémentaire s’identifie au champ électro-
moteur.

Propriété $\

Dans le cas de I'induction de Neumann (§ variable et conducteur fixe), le champ
électromoteur, appelé champ électromoteur de Neumann, vaut

Ez:aZ

ot

La force électromotrice générée entre les point A et B d’un conducteur mobile vaut
g I

VI Bilan sur le phénoméne d’induction

VI.1. Champ électromoteur et équation de Maxwell-Faraday

Considérons un conducteur mobile dans un référentiel d’étude et supposons qu’il régne dans ce ré-
férentiel un champ magnétique variable. Le circuit est alors le siége d’un phénomeéne d’induction a la
fois de Lorentz et de Neumann. On admet alors que le champ électromoteur est la somme des champs
électromoteurs de Lorentz et de Neumann.
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Propriété
En toute généralité, le champ électromoteur dans un référentiel en mouvement a
la vitesse U/, par rapport au référentiel d’étude est

A
ﬁm——%+76A§

Toutefois, il faut noter que ’équation de Maxwell-Faraday a été établie dans le cas ou le phénoméne
d’induction de Lorentz n’était pas pris en compte.

Propriété
L’équation de Maxwell-Faraday est valable en un point fixe du référentiel d’étude

Hﬁ): 0B ol ﬁ——gﬂi\/—g

Le Chalg) électromoteur de Lorentz ¥, A ﬁ n’intervient pas dans cette équation

(V.= 0).

</
\\Q
VI.2. Loi d’Ohm locale Y’@ \Q
Dans un conducteur en mouvement dans un r@?xé‘cique variable, on admet la validité de la loi

d’Ohm dans I'A.R.Q.S. >
6&76b?tot

ol 7y est la conductivité du matériau et @t s@e champ électrique total. ﬁtot est la somme :

—
* du champ électrique —grad V' créé paf\ane différence de potentiel ;

* du champ électromoteur de Neumann ~ o si le champ magnétique est variable;
* du champ électromoteur 76/\§ de Lorentz si le conducteur se déplace & la vitesse V. dans le champ
magnétique 5.

On en déduit z
0
?=7<—@V—E+76/\§+RH?A§>

Conséquence

La loi d’Ohm locale dans un circuit soumis & un phénomeéne d’induction est de la
forme

- OX
7=~ <grad V- v + Ve A ?) pour un conducteur usuel

ol 7 est la conductivité du matériau
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Remarque

plus négligeable

?m:qmg:q@@)

1l faut alors tenir compte de l’effet Hall dans ’expression de la loi d’Ohm

oA
7—7<—gr—ac>1V—E+7e/\§+RH7A§)

1
ot R = — est la constante de Hall du matériau.
nq

Dans un semi-conducteur, laction de la composante magnétique de la force de Lorentz n’est

VI.3. Résoudre un probléme d’induction

Afin de résoudre un probléme d’induction, on suivra les étapes suivantes :

1. On oriente le circuit dans un sens conventionnel arbitraire.@c)g\’
2. On calcule la force électromotrice e générée dans le 0{@
3. On en déduit une équation électrique. @ Q
4

. Si, de plus, le circuit est mobile : Y’ b‘
(a) on calcule les efforts de Laplace exerc@ conducteur ;

(b) On en déduit une équation méca &}é e%%lsant le principe fondamental de la dynamique ou

le théoréme du moment cinéti

(c) On vérifie la conversion électrome@lque PlLaplace + €1 = 0

(d) On résout le systéme couplé constitué des équations électrique et mécanique.

Le point fondamental est le calcul de la f.e.m. d’induction.

Propriété

* en appliquant la loi de Lenz-Faraday

_do
‘T

* en calculant la circulation du champ électromoteur

B
€AB = / ﬁm c a; avec ﬁm = dz
A

Il est équivalent de calculer une force électromotrice d’induction :

A\ B induction de Lorentz

- induction de Neumann
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Remarque

Dans certains cas, la loi de Faraday est difficilement applicable, notamment lorsque la vitesse
d’un circuit est discontinue en certains points de contact (cas de la roue de Barlow par exemple).
On utilisera alors & profit [’expression du champ électromoteur.
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Application de I’induction

I Le haut-parleur électrodynamique (induction de Lorentz)

I.1. Présentation du dispositif

Un haut-parleur électrodynamique est constitué :

aima

hohine

Coupe fransversale de l'aimant

membrane
i EEEEES /
% LYTELEY
Tl H

m—x
. \ res=ort
N

* d’un aimant permanent annulaire fixe, d’axe hor@wl &s&qni crée un champ magnétique § radial
et de norme constante B dans la région utile er%%ier;

* d’une bobine mobile indéformable, de mén aé@)‘?’ac, comportant N spires circulaires de rayon a,
placée dans 'entrefer de ’aimant. . G)

* d’une membrane solidaire de la bob%e .%want effectuer des déplacements axiaux de faible am-
plitude. La membrane est ramenée ve K@%osition d’équilibre par une force élastique modélisée par
un ressort de raideur k, solidaire de 'aimant a une extrémité et solidaire de la membrane & l'autre
extrémité.

De plus, on notera R la résistance équivalente et L I'inductance propre de ’ensemble du circuit mobile.

Vue de face de 'aimant

Almant

Bobine
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I.2. Analyse qualitative

La bobine, alimentée par un générateur délivrant la tension F(t), est parcourue par un courant i(t).

Comme la bobine est plongée dans le champ magnétique créé par 'aimant, elle est soumise aux forces
de Laplace qui la mettent en mouvement.

Si E(t) est variable, le déplacement de ’ensemble {bobine + membrane} est aussi variable. La couche
d’air située a proximité de la membrane est donc mise en mouvement par la membrane ce qui donne ainsi
naissance a une onde sonore.

Le circuit étant mobile dans un champ magnétique permanent, il est le siége d’'un phénoméne d’in-
duction de Lorentz. Il apparait donc au niveau de la partie mobile du circuit une force électromagnétique
d’induction e(t) qui va s’opposer a la cause qui lui a donnée naissance, c’est-a-dire a E(t).

Le principe général permet de convertir ’énergie électrique fournie par le générateur en énergie méca-
nique par les vibrations de l'air. C’est donc un dispositif de couplage électromécanique.

Remarque : On notera que le principe est réversible, de sorte qu'une onde sonore générée a I'extérieur
du dispositif peut mettre en mouvement la membrane et créer par induction une f.e.m. mesurable dans la
bobine. c’est le principe du microphone électrodynamique!.

I.3. Equation électrique C’O\,

Un conducteur mobile se déplacant dans un champ ma, e\ ue permanent est le siége d’'un phénomeéne

d’induction de Lorentz. Le champ électromoteur de Lor t de la forme E =T A ﬁ ol U est la
vitesse du conducteur.

Orientons conventionnellement le conducteur e@ S de +ilp, (qui est le sens ¢ > 0 sur la figure).
La force électromotrice (comptée positivement d’g) ns de ¢ > 0) qui apparait dans la bobine vaut
alors cﬁ

¢ E, d€—/ 97 cw_/ VB (G A,) - (d0 i)
bobine &ne % bobine Rf‘—)
=Up
E() <
e(t)
Finalement

le = vB 2xNa = vB(|

La f.e.m. induite se comporte comme une source de tension supplémentaire de sorte que la loi des
mailles fournit, avec I'orientation choisie pour e

Ri Ldi =F
1+ E—e—

1. Il existe également d’autres types de microphones, comme les microphones & condensateur, couramment utilisés.
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soit

y
Ri + Ld_zzf — Blv=FE| (équation électrique) (1)

I.4. Equation mécanique

L’ensemble mobile {membrane + bobine} de masse m et repéré par son abscisse x(t) lorsqu’il est en
mouvement, est soumis aux forces suivantes :

* son poids et la réaction du support, verticale et opposée au poids;
* la force de rappel du ressort de raideur & ;

* la résultante des forces de Laplace exercées par 'aimant sur la bobine lorsqu’elle est parcourue par
un courant d’intensité i(t);

dx

La position x = 0 correspond & la position de repos du systéme quand ¢ = 0.

* une force de frottement fluide proportionnelle & la vitesse : ? =

. . L =
La force de Laplace élémentaire exercée sur un élément de courant id¢ vaut

d7 = zd_>€ A ? avec dE :%\dé o
R

On en déduit
df @&\Q
car (i, iy, i,) est une base orthonormée directe. § b

La force totale exercée sur la bobine est o ﬂ%]ntegratlon sur la longueur ¢ = 27 Na du conduc-

teur
[ — Bl

d—}ﬁ
22200

FIGURE 1 — Représentation de la force de Laplace exercée sur un élément de courant en présence d’un
champ magnétique radial.

On étudie la bobine dans le référentiel terrestre supposé galiléen. L’application du principe fondamental
de la dynamique a la bobine conduit a

md =mq + B — ki, — iBl @y — s s
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En projetant cette relation sur I'axe (2'z), on trouve I’équation mécanique
mi = —kx —iBl — px

soit

‘mjﬁ + pt + kx = —iBL ‘ (équation mécanique) (2)

I.5. Bilan de puissance

Multiplions I’équation électrique (1) par i :

di
Ri’+ L —i=Fi+ei

dt
soit
d 1L’2 Ei+ Blii— Ri? (3)
— | = Li* | = FEi Ti— Ri
de \ 2
Chacun des termes a une interprétation claire
& = ! Li* énergie stockée sous forme m@&ethue
magn 9
P, = L1 puissance fournie par le rateur
Poa=ci=Bli1 puissance électrique r ce au phénomeéne d’induction
P; = —Ri? puissance dissipé ﬂ“ﬁule
Cette équation traduit un bilan de puissanc&% la puissance électrique fournie au circuit par
le générateur (Fi) et par le phénomeéne d’ mQxct on<('9 est en partie dissipée par effet Joule et en partie

stockée dans la bobine
%@— IP + Pa + Py

Multiplions 1’équation mécanique (2) par v :
mid 4+ pi® 4+ krvi = f i

soit

dt

d (1 1 P
mm —|— ka® | = —pi® — iBli (4)

Chacun des termes a une interprétation claire

1
E = 5 ma? énergie cinétique
&= 3 ka? énergie potentielle élastique
Preott = —u:)':2 puissance dissipée par frottements mécaniques
Praplace = f & = —1Blx puissance des efforts de Laplace

Cette équation traduit un bilan de puissance mécanique : la variation de I’énergie mécanique est égale
au travail des efforts non conservatifs : forces de frottements et forces de Laplace. D’aprés la loi de Lenz,
les actions de Laplace s’opposent au mouvement et se comportent comme une force de frottements : c’est
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donc bien une force non-conservative ici. L’équation (4) est 'application du théoréme de la puissance
mécanique.

On remarque que ei = B{#i = —f#. En sommant les équations (3) et (4), on obtient un bilan de
puissance global

d

d
dt e gc + gp + gmagn) — Pg + Pfrott + PJ (5)

dt(

1
(mx+ kx® 4 - Lz)in—uﬁ—Riz soit

Cette équation indique que la puissance totale stockée par le circuit, sous forme mécanique ou sous forme
magnétique, est égale a la puissance regue de la part du générateur (Ei) a laquelle on 6te la puissance
dissipée par frottements (ui?) et par effet Joule (Ri?).

Remarque

Comme dans ’exzemple du rail de Laplace, nous remarquons que ni la puissance des forces de
Laplace, ni celle de la f.e.m. induite n’interviennent dans le bilan énergétique global. Ceci est
dd au fait que ces deuzr grandeurs se compensent exactement

PLaplace + Pelec =0

Le couplage électromécanique est parfait.

I.6. Régime sinusoidal forcé : repon@ que

Le signal électrique appliqué au haut-par u.r 9} interpréter comme une superposition de signaux
sinusoidaux. Le systéme étant régi par des %g)@dlﬁerentlelles linéaires, ’étude d’une excitation sinu-
soidale simple permet de déduire les prop ales du systéme.

Supposons alors que l'alimentation dehvr\"une tension sinusoidale de la forme :
E(t) = Ey coswt
Utilisons les notations complexes et posons

E(t) = Eg e
i(t) = It avec Iy el

1=
z(t) = X It avec X = X,el®x

On cherche a déterminer i(t) et z(t) pour en déduire i(t) = Re[i(t)] et x(t) = Re[z(t)].

Les grandeurs complexes vérifient les mémes équations que les grandeurs réelles. Les équations élec-
trique (1) et mécanique (2) pour les grandeurs complexes s’écrivent donc

Ey = (R+jLw)l—jwBlX
—mw’ X = —kX —jwpX —BlI

On tire de la seconde équation :
Bl1

X =
- —mw? + k + jwp
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et en remplacant dans I’équation électrique, on obtient :

Bomt (Rt jrws — 20C —I| R+ jLw+ !
0T = I —mw? + k + jwp B I ,u N m N 1k
Bz Y B T L B

On en déduit la fonction de transfert complexe

i) _ L =Z=R+jlw+Z2
EW) B - TETAe
ot Z,, est de la forme
( B2(?
R, =
7 _ 1
R R 7
Rm—i—] mw+ijw @_3252

L’impédance Z,, est appelé impédance motionne@a }@m parleur et ne dépend que des grandeurs

mecanlques

Le schéma électrique équivalent au haut- parle@h r@’he sinusoidal est représenté ci-dessous

hfe

E.d‘l
<

Y

0| (9) HRm = (gt

On en déduit

i(t)=Z E =|Z|7% Byt ou ¢, = arg(Z)

On en déduit la relation entre les grandeurs réelles

Iy = |Z|Eo

i(t) = Iy cos(wt + ¢,) avec {

o, =arg(R+jLlw+ Z,,)

I.7. Régime sinusoidal forcé : réponse mécanique

De la relation

. Bl I I 1
=7 k+jwp—mw® Bl k Y , m
B2 Y TV Bape
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on déduit les réponses en position et en vitesse & ’aide des fonctions de transfert

ity — I jw Bl
o) X Z,
i ~ T Be

En posant

Z, =12, avec ¢, =arg(Z,)

on obtient les relations entre les grandeurs réelles

m
z(t) = —% - s (wt—i—tpz + om — 5)

v(t) = |B1Z| Iy cos(wt + ¢, + @)

avec ., = arg(Z,,)

1.8. Rendement du haut-parleur

En toute généralité, un rendement est défini par

\J
Q%
] le .

n= AP \',Q/

7)fournl

Ici, la puissance utile est celle qui permet de mett alr%p mouvement, c’est donc la puissance des
forces de frottement fluide :

La puissance fournie est celle délivrée paéﬁ,geggéeur

Q\aspnrme = Fi

Le rendement prend donc la forme :
_ {v?)

(B

Mais d’aprés 1’équation traduisant le bilan de puissance global

(Ei) = <§t<1mx+ ka® + Lz>+Ri2+,uv2) (6)

En régime sinusoidal permanent, la valeur moyenne d'une dérivée totale est nulle

d Td
=7 [ Far=g1) 90 =0

On en déduit

Le rendement est donc de la forme

IR V7
B T w s we
()
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77ma.x - -

FIGURE 2 — Allure de la courbe n = n(w).

Le rendement est bien inférieur & 100%. Avec

1 1 1
2\ 2 2 _ 272 _ 2
<RZ>_§RIO et <M”>—§Bgfg |Zni Io—§ R, I
on obtient ’expression du rendement Q)%
LS
no= @ Q
L+ R R X Y
| (Ob‘
7, Al
p)
1 ' Cn
St (o)
Q
O 1
1 _
TR, T (me me>
Finalement, on a
1 1
’]7 =
142 LT Ly
Ro "Ry R, "\ Lw
Le rendement est maximal pour L,,C,,w? = 1
1 B2¢? 1 k
T o el (7
Ry,

1.9. Applications numériques

On considére une bobine de longueur totale £ = N 2wa = 20 m, la résistance électrique du circuit
valant R =2 Q) .
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La masse totale de I’ensemble mobile vaut m = 0,12 kg, la constante de rappel élastique k =
43.10> N.m~? et le coefficient de frottement vaut y = 6 kg.s™*

[’aimant crée un champ magnétique B = 0,2 T dans son entrefer.

On en déduit les valeurs numériques suivantes

( B2€2
Ry = =267
M

B ¢ ! 57,1% f ! Lo E _osn
_ _ et Nmax = ——— = H7, owr fr=——o—-=—{/—= z
Ly =~ —=0,372 mH 7 R 6 D "2 \m
R,

Cn = =7,5mF

B2?

L’impédance motionnelle est du méme ordre de grandeur que les impédances du circuit. On constate
que le rendement maximal est obtenu pour une trés basse fréquence. La fréquence de résonance peut étre
augmentée en augmentant la constante de raideur k.

Le comportement du haut-parleur dépend donc de la fréquence. Un tel dispositif ne peut donc transcrire
parfaitement un signal électrique. Dans la pratique, on utilise plusieurs haut-parleurs dans des enceintes,
chacun étant adapté a la restitution d’'une gamme de fréquence (tweeter pour les aigus, boomer pour les
basses). On peut jouer avec les caractéristiques physiques (k, m, ) du haut-parleur pour faire varier
sa réponse fréquentielle.

IT Inductance propre (induction d@eﬁhﬂanm

11.1. Expérience @’ (Qb‘
Réalisons le montage de la figure ci- dess us &a)%bservons a l'aide d’un oscilloscope, lintensité du
courant qui traverse la résistance. Q)

Q&%

el
2) /
GBF <> R

FIGURE 3 -

On note les observations suivantes :

1. Lorsque le GBF impose un échelon de tension :
* si linterrupteur est en position (2), l'intensité du courant évolue rapidement vers une valeur
constante ;
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Equations de Maxwell

L’étude de I'électromagnétisme statique et des phénoménes d’induction nous ont permis d’établir des
équations locales pour le champ électromagnétique.

Ces équations, proposées par James Clerk Maxwell dans une série de publications s’étalant de 1856 &
1864, constituent ’expression méme des lois fondamentales de I’électromagnétisme classique, permettant
de décrire la structure du champ électromagnétique.

Grace a cette théorie, Maxwell expose la possibilité de transmettre des signaux par ondes radio, pré-
diction confirmée par Hertz en 1888. Cette théorie permet également de décrire la propagation des ondes
électromagnétiques.

Nous étudions dans ce chapitre la validité de ces équations, qui s’apparentent aux équations du mou-
vement pour le champ électromagnétique. Nous développerons également ’aspect énergétique associé au
champ électromagnétique.

I Equations de Maxwell dans le vide

I.1. Equation de conservation de la charge et équations de Maxwell

a) Compatibilité des équations locales Q)%

Il existe un lien trés fort entre les charge et les cou \ une part et les champs électrique et ma-
gnétique d’autre part. En effet, les charges et les co %went tout aussi bien générer un champ
électromagnétique que subir les effets d’un champ 4 C omaghétique.

Nous avons déja établi I’équation de conse E) la charge qui relie les densités volumiques de

charges et de courants
@,%? (1)

Par ailleurs, nous avons obtenu les équatl\fls de Maxwell dans le cadre de ’ARQS, au cours des chapitres
précédents :

div(E) = 2 2)
ol(E) = -2 (3)

ot
div(B) = 0 (4)
ot(B) = w7 (5)

Les équations de Maxwell relient les variations des champs i et § aux sources qui, a la fois, les créent
et subissent leurs actions.

Toutefois les équations de Maxwell sont incompatibles avec I’équation de conservation de la charge. En
effet, prenons la divergence de I’équation (5) :

i [T = 9 (9 1 B) =0 = pudn(7)
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On en déduit
dp

ot
On aboutit a une contradiction puisque p peut trés bien dépendre du temps dans le cas général. Il faut
donc modifier I’équation de Maxwell-Ampére en régime variable.

div(7)=0  INCOMPATIBLE AVEC  div(7) = —

Pour ce faire, introduisons dans I’équation (5) une grandeur ]75, assimilable & une densité volumique
de courant supplémentaire et sorte que :

— .
1ot(B) = 1o (7 +73)  avee div(7 +75) =0
On doit donc avoir, d’aprés 1’équation de conservation de la charge

: . . . dp
d1V(7> + B) = dlv(?) + dlv(j_D>) =0= le(B) =5

En utilisant 1'équation div(ﬁ) L ,on a
€0

ot ot ot

p = eodiv(E) = divizo B) = 2L — div(iz) = 2 div(eo B) = div <go @>

ou l'on a permuté les dérivées temporelles et spatiales, puisque léfp%ﬁnt d’étude est fixe.

On peut donc choisir 4 &

16y

jD est équivalent & une densité volumique de co ﬁ %é@sourants équivalents sont appelés courants de

déplacement. 6
_— &Q H
b) Equations de Maxwell Q O,

K

Eguations de Maxwell
Les équations du mouvement du champ électromagnétique sont appelées équations
de Maxwell. Elles s’écrivent

(Maxwell-Gauss) div(ﬁ) .

(Maxwell-Faraday) rot(

(Maxwell-flux) div(?) =0

. oF
(Maxwell-Ampére) rot(ﬁ) = 1o (7 +78) = 1o <_7> + e W)
ou
p=p(M,t) est la densité volumique de charge;
7 = 7(]\1 , 1) est la densité volumique de courant de conduction ;
L _ OB o ,
Ip =¢€o Bt est la densité volumique de courant de déplacement ;
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Remarque

Ces équations sont a compléter par l’équation de conservation de la charge

dp .=
E—&-dlv(])—o

Ces équations sont toujours valables. Toutefois, les densités volumiques de charges et de courants
sont parfois difficiles & exprimer. En effet, le champ électromagnétique peut induire dans la matiére des
dipoles électriques et magnétiques mcroscopiques, qui, a leur tour, créent un champ électromagnétique.
On distingue alors d’une part les véritables densités de charges et de courants pipres €t ﬁibres et, d’autre
part, les densités de charges et de courants induites ppo et ﬁimant :

P = Plibres + ppol et 7 == 71>ibres + zimant

Propriété
Dans la matiére, les densités volumiques de charges et de courants sont de la forme

- _ = —

P = Plibres aF /)pol et J = Jlibres a4 Jaimant
ou
* Pribres €St la densité volumique de charges libres ;

* ppol est la densité volumique de charges équivalente a la polarisation induite
(dipoles électriques induits) ;

* —]1>ibl.es est la densité volumique de courants libres;

* ﬁimant est la densité volumique de courants équivalente a I'aimantation induite
(dipoles magnétiques induits).

I.2. Formulation intégrale des équations de Maxwell

a) Equation de Maxwell-Gauss

—
Considérons une surface fermée ¥ délimitant un volume V(X) et notons d%S un élément de surface
orienté suivant la normale sortante. Calculons le flux du champ électrique sortant de la surface 3 :

—
ﬂ E.-&25 = /// div(ﬁ) d®V  (théoréme de Green-Ostrogradsky)
b V(D)

= /// P v (équation de Maxwell-Gauss)
V()

€o
Qint

€0

ol Qi est la charge contenue dans X :

Qui = [

On retrouve le théoréme de Gauss.
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Théoréme de Gauss

Le théoréeme de Gauss peut s’écrire

div(ﬁ) o (forme locale)

€o
int . .
# E.- S = U (forme intégrale)
= €0

ol g9 et la permittivité du vide, p(M,t) est la densité volumique de charges, %
est une surface fermée dont la normale est sortante et Qi est la charge électrique
contenue dans X..

Remarque

Le théoréeme de Gauss, valable en électrostatique, reste valable en régime dépendant du temps.

b) Equation de Maxwell-Farada

Soit un contour C fermé et fixe et notons ¥(C) une surface (fixe)s’appuyant sur le contour C et dont la
normale est orientée, a partir de ’orientation de C, suivant la régl@ﬂ tire-bouchon. Calculons la circulation
sur C du champ électrique E : &

j{ﬁ Y //z(c rot /\r%de Stokes)

= tion de Maxwell-Faraday
o5 gg 5 )
= // (2 fixe)

i
ol ® est le flux du champ magnétique a travers le contour fermé et orienté C. Par ailleurs,

jgﬁ.d?:e

est la force électromotrice induite le long du contour C.
Finalement, on retrouve la loi de Faraday
do

€= ——

dt

Loi de Faraday
La loi de Faraday prend les formes suivantes :

0
r?%(ﬁ) =~ (forme locale)
do .
e = — 4 (forme intégrale)
dt

ou e est la f.e.m. généré par un contour fermé C et ® est le flux du champ magnétique
a travers C.
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c) Equation de Maxwell-flux

—
Considérons une surface fermée ¥ délimitant un volume V(¥) et notons d*S un élément de surface
orienté suivant la normale sortante. Calculons le flux du champ magnétique sortant de la surface X :

—
# B.as = /// div(?)dgv (théoréme de Green-Ostrogradsky)
3 V()

= 0 (équation de Maxwell-flux)

On retrouve la conservation du flux magnétique.

Conservation du flux magnétique

La conservation du flux magnétique est traduite par les formes suivantes :

div(?) = 0 (forme locale)
C 0

ﬁgﬁi—é -

ol X est une surface fermée.

(forme intégrale)

o

FIGURE 1 — Le flur magnétique tmversan’ﬁggl est égal a celui traversant Ss si les deux surfaces sont
orientées dans le méme sens.

Remarque

La conservation du flurx magnétique, établi en magnétostatique, reste valable en régime dépen-
dant du temps.

d) Equation de Maxwell-Ampére

Soit un contour C fermé et fixe et notons X(C) une surface (fixe) s’appuyant sur le contour C et dont la
normale est orientée, a partir de l'orientation de C, suivant la régle du tire-bouchon. Calculons la circulation

sur C du champ électrique 5 :

—
fﬁ Al = // 5%(?) -d*S  (théoréme de Stokes)
c 2(0)
—
= ,uO// 7 A28 + Mo// 75 - 425 (équation de Maxwell-Ampére)
2(0) 2(0)

0F =2
= polenlacee T MOSO// ot -d°S
2(C)
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On retrouve I’équivalent du théoréme d’Ampére, généralisé & un régime variable.

Théoréme d’Ampére généralisé

Le théoréme d’Ampeére généralisé prend les formes suivantes :

1.0?5(3) = Lo (] +&o 03) (forme locale)

ot
B.d 2 o
Al = poleplacee + Moo —-d=S (forme intégrale)
@

ol €q est la permittivité du vide, pg est la perméabilité du vide, 7 = 7(1\"[ ,1) est
la densité volumique de courant, C est un contour fermé enlacant I'intensité Igp1acse
et ou X(C) est une surface s’appuyant sur C.

Remarque

Par rapport au théoréeme d’Ampére appliqué en magnétostatique, il apparait un terme supplé-
mentaire di auzr courants de déplacement.
S
~

R
. " \S
IT Potentiel électromagnétique Q
11.1. Existence des potentiels @

A partir des équations de Maxwell dans 1 Vi?é t possible d’établir un lien entre, d’une part, les

champs électrique et magnétique, et d’autr&%r otentiel électrique et le potentiel vecteur.

L’équation de Maxwell-flux @\'
Niv(B) =0

conduit naturellement & ’existence d’un potentiel vecteur Z tel que

B = R(Z) A potentiel vecteur

En effet, on rappelle que div [R(E‘))} _V. (? A 7) —0 v
v
De I'équation de Maxwell-Faraday

I'Ot( = —W
on déduit
0
ol(E) = - rot(A)
— 62)
= —rot | ——
t
Par conséquent Z Z
0 0
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0
Le vecteur ﬁ + —— dérive donc d’un potentiel scalaire V' de sorte que

ot

82 —> 8Z
+ o= —grad(V) soit ﬁ —gra ~

En effet, on rappelle que r_o_%(gr?if) = ? A (V—>f) -0 V.

Propriété

En régime variable, les potentiels scalaire V' et vecteur X sont définis par

ﬁ = rot X E fgrad — @

ot

Remarque

On retrouve le champ électromoteur de Neumann lorsque le champ magnétique est variable

7 oA ) 2\
m=—— champ electromof@ Neumann

N
o

I1.2. Notion de jauge ?’ag)

Les potentiels V' et X ne sont pas uﬁques 695 seules grandeurs physiques sont les champ ﬁ et B
dont I'action sur la matiére peut étre étu ectement.

Supposons que V et Z soient des potentiels vérifiant

§=rotz et ﬁ —gra _@

ot
Dans ces conditions, le vecteur

A=A + gradw

ou V¥ est une fonction dérivable quelconque, est aussi un potentiel vecteur. En effet

rot(A") = tot(A) + rot (grad¥) = rot(A) = B
N—_——

-7

Afin que le champ électrique reste le méme, le potentiel scalaire V' doit étre transformé en

Vi=V—-—
ot

de sorte que

E 82’

—grad 5 = —gr?i( V') + grad <

aw) ZaN (5

—
T 5 " 5 grad@) = —grad(V) — —
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Propriété

Il existe une infinité de couples de potentiels (V Z) déduits les uns des autres par
une transformation, appelée transformation de jauge :

W, A) % (v, AY

avec

A = A+ gradv

ou ¥ est une fonction dérivable quelconque.

Remarque

Afin de fixer de maniére unique les potentiels, on impose généralement un jauge. La jauge
généralement choisie est la jauge de Lorentz pour laquelle

X
div(Z) + oo o = 0_¢D

ot "Q,Q)

N
En régime stationnaire, on retrouve la jauge de Coulo Q
(N e
AT

\.°' 2

&9
QN
III Distributions surfaciqueé\‘

I11.1. Modélisation surfacique

Les équations des Maxwell font intervenir des distributions volumiques de charges et de courants.
Lorsque I’épaisseur de ces distributions est trés faible, on peut les assimiler & des distributions surfaciques.
Dans ce cas, on définit des densités surfaciques de charges et de courants

o = hH(l) pe densité surfacique de charges
e—

]_; = lir% 76 densité surfacique de courants
e—

ou e est I’épaisseur de la distribution.

Les densités surfaciques de charges et de courants étant finie et non nulle, on en déduit que, dans une
modélisation surfacique, les densités volumiques divergent

p—oo et ||T]|| =00 pour e—0

Propriété
Les équations de Maxwell ne sont pas valables sur une surface chargée ou sur une
nappe de courant.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 163

Remarque
Afin de déterminer les champs et potentiel au voisinage de la surface, on utilise les relations de
passage qui traduisent leurs continuités et leurs discontinuités.

II1.2. Relations de passage pour EetV

Considérons une surface chargée de densité surfacique de charges o. Cette surface sépare deux milieux,
notés 1 et 2 et posséde une normale portée par le vecteur unitaire 771, orienté de 1 vers 2.

Nous admettons les relations de passage pour le champ électrique a la traversée de la surface chargée.

Relations de passage pour le champ électrique

A la traversée d’une surface chargée
* La composante tangentielle du champ électrique est continue
B2T(F)a t) = BIT(F)7 t)

* La composante normale du champ électrique est discontinue

o(P,t)

€o

Eon(P,t) — En(Pt) =

Ces relations sont résumées par la relation vectorielle

(Pt)
Ex(P,t) - E1(Pt) = = tua(P,1)
0
ou P est un point de la surface chargée
A2 A2
I I
1 1 —
: = EZn
milieu 2 Al E,, milieu 2 A
— = Surface chargéc —— = Surface chargée
milieu 1 E, milieu 1 1 .
E,
n
Continuité de la composante tangentielle de E Discontinuité de la composante normale de E

Remarque
Sur une surface chargée, les relations de passage su substituent aux équations de Mazwell dont

elles découlent.
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Propriété

Le potentiel scalaire V' est continu a la traversée d’une surface chargée

V2(P’t) - %(P~f)

111.3. Relations de passage pour Bet A

Considérons une nappe de courant de densité surfacique de courants ]_; Cette surface sépare deux
milieux, notés 1 et 2 et posséde une normale portée par le vecteur unitaire 72,5, orienté de 1 vers 2.

Nous admettons les relations de passage pour le champ magnétique a la traversée de la nappe de
courant.

Relations de passage pour le champ magnétique

A la traversée d’une nappe de courant
* La composante normale du champ magnétique est continue
Bon(Pt) = Bin(P,t)
* La composante tangentielle du champ magnétique est discontinue

Bar(P,t) — Bir(P,t) = o T2 (P, t) Aftia( P, )

Ces relations sont résumées par la relation vectorielle

Ba(P,t) — Ba(P,t) = 1o 77 (P, ) Afiya( Py 1)

ou P est un point de la surface chargée.

IS
sl

A 12
I
1
1

————->

-
- B2r1
milieu 2 A By milieu 2 A
/ﬁ_,\ Surface parcourue === = = Surface parcourue
milieu 1 B, par des courants milieu 1 In par des courants

Discontinuité de la composante tangentielle de B Continuité de la composante normale de B

Remarque

Sur une nappe de courant, les relations de passage su substituent aux équations de Maxwell dont
elles découlent.
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Propriété

Le potentiel vecteur Z est continu a la traversée d’une nappe de courant
I PI

Ao(Pt) = A1(P,1)

IV Description énergétique du champ électromagnétique

IV.1. Puissance recue par des porteurs de charge

Considérons une charge ¢ en mouvement a la vitesse ¥ dans un champ électromagnétique (ﬁ, ?)
Cette charge est soumise a la force de Lorentz :

?Lorentz =4q <E + U A §>

La puissance regue par cette charge ponctuelle vaut

Plorentz = ?Lorentz : 7 = qﬁ : 7 +q (7 /\Cg) . 7 = qﬁ . 7

. 0
S
Considérons désormais un conducteur de volume dr @n%e volumique de charge mobile p. La charge
mobile contenue dans ce volume vaut \
d de‘

La puissance regue par ce volume chargé va o)
&Qg}):wo} dqﬁ ST
oil U est la vitesse des porteurs de char@ ,@\en déduit
Prlorentz = ,07 . ﬁ dr = 7> . E dr

ol 7 est la densité volumique de courant.

Propriété
La puissance volumique regue par un conducteur fixe dans un champ électroma-

gnétique (ﬁ, ?) vaut

dPLorentz _ 7) ) E

dr
La puissance totale reque par un volume V de conducteur vaut

PLOTeIltZ - /// 7 . E dSV
%

Remarque

Cette puissance est fournie par le champ électromagnétique au conducteur. La puissance volu-
mique Py est donc perdue par le champ électromagnétique.
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Remarque

On retrouve le fait que le champ magnétique ne communique pas d’énergie auzx porteurs de
charge : la composante magnétique de la force de Lorentz ne travaille pas.

IV.2. Densité volumique d’énergie

Dans les chapitres précédents, nous avons établi les expressions des densités volumiques d’énergie
électrique u, et magnétique u,, :
€0 E? B?
= et Uy = —
2 2410
Ces expressions sont valables, méme en régime dépendant du temps, dans tout milieu de permittivité g
et de perméabilité py.

Ue

La densité volumique d’énergie électromagnétique est alors la somme des contributions électriques et

magnétiques
n €0 E2 n 32
uem - ue um - 2 2,[1]0
S

Propriété
La densité volumique d’énergie électromagnétique dans le vide vaut

o E2 BQ

+ JE—

2 2410

Uem = Ue + Uy =

> 7
£
IV.3. Vecteur de Poynting x&

Considérons une surface fermeée et fixe ¥ délimitant un volume V' (X).

2

o,
)
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L’énergie électromagnétique totale Uy, contenue dans V' (X) vaut

Uesn = /// Uem AT
V(¥)

ol Uey est la densité volumique d’énergie électromagnétique.

Déterminons la variation de 1’énergie U,,, par rapport au temps

dUem /// /// auem
= Uem AT =
dt V() ot

ou l'on a permuté la dérivée temporelle et U'intégrale car le volume V' (X) est fixe.

En utilisant I'expression de la densité volumique d’énergie électromagnétique ey, on obtient

OUem E ﬁﬁ 1 § 8?

TR TR T

et d’aprés les équations de Maxwell

&
(‘;_fz ) Q&éﬁ S )
on a finalement 5 Yv b‘\
g‘;‘“ - 7. F+ @gé@(?) ~B. 1R(ﬁ)}
ANNe

Cette expression peut étre transformeeg ’a@%}i une formule d’analyse vectorielle

div(ﬁ/\?) §T@/\§ ?roti)—ﬁm_o_‘z(g)

€0

On en déduit

auem:—?-ﬁ—div(ﬁ avec ﬁ ﬁ/\ﬁ

ot Mo

Le vecteur ﬁ est appelé vecteur de Poynting.

Définition :

On définit le vecteur de Poynting par

ﬁzﬁ/\g

Ho
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IV.4. Bilan énergétique pour le champ électromagnétique

Reprenons le bilan énergétique sur le volume V(X) en utilisant le vecteur de Poynting :

dUcm ///V(E e /// B ///V(E)div(ﬁ) dr (6)

Cette relation est valable pour tout volume V(X). En particulier, en faisant tendre la surface V(%)
vers un point, cette relation est valable localement et I’on obtient

agem + dlv(ﬁ) -7 E

Afin d’interpréter les différents termes de cette équation, revenons a ’équation (6). On reconnait dans
le premier terme du membre de droite I'opposé de la puissance regue par les porteurs de charge

7DLorcntz = /// 7 : ﬁ dr
V(%)

Le signe — provient du fait que cette énergie est cédée par le champ électromagnétique aux porteurs de

charge.
Le second terme n’a pas d’interprétation claire sous la for %ne intégrale de volume. Cependant, le
théoréme de Green-Ostrogradsky permet de I'exprimer so rme d’une intégrale de surface
[ o %
Ce terme, homogéne & une puissance, s’inter, ret e le flux de a travers la surface ¥ : c’est la
puissance rayonnée a travers X par le chaméha{es

Q a)sext

—

IT

()

On en déduit le bilan de puissance suivant, pour un volume quelconque

dUem
dt = *,PLorentz - Pray

Prorentz = /// 7 . E dr puissance regue par les porteurs de charges

m-dS pu
Pray = -d®S  puissance rayonnée a travers X
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Propriété
La puissance rayonnée par un champ électromagnétique a travers une surface 3
est égale au flux du vecteur de Poynting a travers 3 :

_>
Pray = / - 425
N

HHH est une densité de flux d’énergie et s’exprime en W.m™2

Propriété
La variation d’énergie électromagnétique dans un volume donné est due :
* 4 la puissance cédée a la matiére;
* a la puissance rayonnée vers l'extérieur.
Le bilan de puissance électromagnétique est décrit par ’équation de Poynting :

8 o .
- + dlv(ﬁ) =7 E (forme locale)

g /// UemdT + ﬁ ﬁ dZS = /// . Ed’]‘ (forme intégrale)
C

ol X est une surface fermée.

‘i
Remarque @

On note l’analogie entre les équations d co ?)‘:?wn de la charge et ’équation traduisant le

bilan de puissance pour le champ ele’%Q o que. L’équation
?;gj— div(7) =0

traduit la conservation de la charge : la variation temporelle de la charge ne peut étre due qu’a
un flux de porteurs de charge.
L’équation

+ div(ﬁ) =0 (en l'absence de porteurs de charge)

traduit la conservation de l’énergie : en ’absence de porteurs de charge, la variation temporelle
de l’énergie électromagnétique ne peut étre due qu’a un flur d’énergie.

Le terme en —7 . E correspond a un terme de source (ou de dissipation) qui ne peut pas
apparaitre dans ’équation de conservation de la charge. L’énergie électromagnétique peut étre
convertie en une autre forme d’énergie alors que la charge ne peut étre ni créée, ni absorbée.
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cable coaxial I
I. Equation d’ondes
1) Description d’un cable coaxial

Parametres de la ligne :

Pour une longueur de ligne élémentaire dx, on suppose que
- L’inductance élémentaire est dL = Adx avec A 1’inductance linéique (en H.m™)

- La capacité élémentaire est dC = T'dx avec A la capacité linéique (en F.m™)

Rappels :

2ot A=Fo1n(R,/R)

On a précédemment établi que : ' = ———
In(R,/R,) 2

\ AP
Schéma équivalent : <O D

ix, 1) dL i(x + dx, t)
>——H0000 > sl

up, ) 1 ulx + dx, t)

dg
dC

X X + dx

Variables du probléme :

Recherche des grandeurs électriques : u(x,t) et i(x,?)
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2) Equations couplées

La D.D.P. aux bornes de ’inductance dL = Adx donne :
u(x+dx)—u(x)= —Adxgz

Or on sait que en dévellopant & I’ordre 1 en dx : u(x+dx) —u(x) = ?;ldx
X

N : NS ou di
En simplifiant, on obtient une premicre équation : — =—A

o o Y

La loi des nceuds appliquée au condensateur élémentaire dC = I'dx donne :

i(x)—i(x+dx) = i'= a(gltq)

Or on sait que : dg = dC.u =T'dxu
D’ou en développant a I’ordre 1 et en reportant la relation précédente :
i(x)—i(x+dx) = —de =i'= 9(dg) = Fdxa—u
ox ot ot
du

En simplifiant, on obtient une seconde équation couplant u et i : a—l = —Fa— 2)
X t

Conclusion : les grandeurs électriques u(x,?) et i(x,t) Vérif&)@?‘le systéme d’équations

QQ

couplées :

SO
X t b(
di Ju @ b
x Ta @ v c;’)
O&.
3. Equation de propagati \-9
x&

Découplage des variables :
Equation en tension :

On effectue les manipulations suivantes :

. d ’u 9%
L’opération —(1) donne: —=-— N
P Bx( ) ox’ oxdt )
.0 9% d’u
L’opération —(2) donne : =TI — 2’
P 2 TR (@)
2 2
En injectant (2”) dans (1”) on obtient : LL; = AFa—?
ox ot
Equation en intensité :
On effectue les manipulations suivantes :
L’opération 3(1) donne : Ou =- a—zl (1%)
P or o o
0 9% d’u
L’opération —(2)donne: —=-T 2’
P 2 ) a? oxor @)
.. , , . 9% 9%
En injectant (1”) dans (2”) on obtient : Fwel = AFB?
2
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Conclusion : obtention d’une équation de
propagation (appelée aussi équation d’onde ou
encore équation de D’ Alembert)

vy 1y 3 . 1
o avec W(x,t) =u(x,t)ou W(x,t) =i(x,t)et Al = e

Rappels : on a précédemment établi que : I' = 27, et A= &m(b/ a)
In(b/a) 2

4 1 AY * . O \ IS ORIV .
Par conséquent, AT" = g,u, =— ou ¢ s’identifie dans ce précis a la c€lérite ou vitesse de la
C

lumiere !!!

Py _ 19y
o> ¢ o
au principe de superpositions des solutions.

Remarque :

I1. Solution de I’équation de propagation a 1D

X
1. Solution de I’équation de propagation_e&@c?ldes progressives
AN

est une équation linéaire. Par conséquent, cette équation satisfait

On rappelle I’équation de D’ Alembert appelée aussi.@}ﬁ%d’onde ou équation de
propagation : Y,

N
Py _ 1y @r X
o’ A >

Nous verrons ultérieurement que le pararﬂ'é;tre &Dsagaarpréte comme la vitesse de propagation

ou célérité de I’onde K O
'\a L.
A t techni : \ b
a) Aspect technique \'Q) pet-%
¢
Chercher une solution de I’équation de propagation en ondes X
progressives revient a considérer le changement de variable 7= ¢  Ssuivant:

En effectuant ce changement de variable, on peut alors exprimer la dérivée partielle premiere

par rapport a la coordonnée d’espace x :

o v owde v 1), (1) 1 v ) 1D, DY,
dx dpox dgox dp\ c¢) dglc) c\ dp Jdgq cl dp dq

On obtient alors la dérivée partielle seconde par rapport a la coordonnée d’espace x : :

2 2 2 2 2
ay/_a(az,/j:l( 8+8J(W)_1[8W+8W_28V/J

ox>  ox\ ox c _$ @ CAlop? 9t T opag

En effectuant ce changement de variable, on peut alors exprimer la dérivée partielle premiére

par rapport a la coordonnée temporelle ¢ :

9y _0ydp dydq_Oy , oy | oy oy (0 9
dt dp dt dg ot dp dq dp dq dp dgq

On obtient alors la dérivée partielle seconde par rapport a la coordonnée temporelle ¢ :

2 2 2 2 2
ag/:a(aw)z 9,0 ) Lu 2, P
o™ ot\ ot dp Oq op~  dgq dpdg
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On injecte ces expressions dans 1’équation de propagation :

2 2 2 2 2 2 2
aw_ial// t(a l//+81// 28u/j=1(8 l//+8 t//+281//]

x® ¢t or du’ ' udv ou’ v udv
2
En simplifiant, il ne reste que : oy =
dopdg

Cette équation s’intégre rapidement et on obtient : ¥ = f(p)+g(q) = f(¢— f) +g(t +£) ouf
c c

et g sont deux fonctions.

On retiendra que la solution de 1’équation de propagation (ou équation de D’Alembert) a 1D

s’écrit : y(x,1) =f(t—£)+g(¢+f)
¢ c

b) Interprétation :
Supposons que y(x,t) = f(t —f).
c

On remarque alors que : W (x,t) =W (x+ Ax,t+ At) a la condition que : Ax = cAt . Cela signifie
donc que I’onde mesurée a I’instant ¢ et a I’abscisse x est identique a I’onde mesurée a
I’instant ¢+ Az et a I’abscisse x + Ax (voir fig.).

Ax

A
5

)

"y

Par conséquent, une onde de la forme f'(¢ %P ge sans se déformer a la vitesse c,

selon la direction des X croissants. Le est la vitesse de propagation de I’onde

appelée aussi célérité.

‘Z)\"
¢) Notion d’ondes planes :
La grandeur qui se propage dépend des variables d’espace et de temps. Pour une onde de la

X, . . o . , \
forme f(t ——) qui se propage, si on cherche les point ou I’amplitude de I’onde est constante a
c

un instant # donné, on aboutit a I’équation x = Cte, qui n’est autre que 1’équation d’un plan.
On parle alors d’onde plane.

On retiendra que la solution de I’équation de propagation (ou équation de D’ Alembert) a 1D
s’écrit : W(x,t)= f(t— E) +g(t+ E) . Ceci correspond a une superposition d’ une onde plane
c c

progressive dans le sens des x croissants avec une onde plane progressive dans le sens des x
décroissants.

d) Notion d’onde plane progressive harmonique monochromatique :

On peut étudier la cas particulier trés important des ondes planes progressives harmoniques
monochromatiques (OPPHM) ou :

w(x,0) = f(t- f) =y, cos[w(r - f) + <o] =y, cos(@t — kx + )

Dans cette expression, le paramétre @ est la pulsation de I’onde reliée a la période T et a la

fréquence v par les relations : 7 = 2z etv= %
w
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On peut poser k = @ et ainsi on obtient :
C
X X
VD= 1= =y, cos(w(t -+ coj =y, cos(@t —kx +¢)

w — —
k = —est alors la norme du vecteur d’onde k =ku .
C

I1 est a noter que la norme du vecteur d’onde est homogéne a une longueur et est reliée a la
période spatiale de I’onde donnée par la longueur d’onde A par: k4 =27

. . . 2r
On obtient une autre expression de £ en fonction de la longueur d’onde : &k = 7
Relation entre longueur d’onde et période : A =cT

Si on reprend ’expression de y(x,t) = f(¢ —f) =y, cos(a)(t —E) + (pj =y, cos(ar —kx+¢),
c c

le terme a I’intérieur du cosinus ®(x,¢) = (a)(t - 1) + (oj = wt — kx + ¢ est appelé phase de
c

I’OPPHM, ¢ étant la phase a 1’origine.

On constate alors que les surfaces d’ondes qui sont les plans équiphases (®(x,?) = Cte) dans
le cas d'une OPPHM se progagent de telle sorte que : d® = wdt —kdx . La vitesse de
dx w

propagation des plans d’ondes est appelee vitesse de phase v, et\\‘/(p = L =%
(0]

.

e) Décomposition d’une onde en superposition d’o s}%nes progressives harmoniques
monochromatiques

dy 1y

R est une équation linéaire. Elle s@gv %hnrincipe de superposition. Il est alors
X c

possible de décomposer toute onde en s § e ou discréte d’ondes planes progressives

harmoniques monochromatiques qui so ons particuliéres de cette équation.

L’intérét d’une telle décomposition, nt des OPPHM, est d’obtenir des équations plus
simples tout en ne perdant rien sur la %lrte de la solution. La décomposition en OPPHM est
un intermédiaire de calcul commode potfTésoudre une équation aux dérivées partielles dont la
solution est en général compliquée puisqu’il suffit de sommer une série ’OPPHM.

Il est a noter quune OPPHM est un cas limite idéal car I’extension spatiale et temporelle
d’une OPPHM est infini : ce qui est bien entendu physiquement impossible !!!

On démontrera dans la suite que I’énergie associée a une OPPHM est infini : ce qui est 1a
encore physiquement impossible.

f) Notation complexe pour I’onde plane progressive harmonique :

A I’onde plane progressive harmonique monochromatique (OPPHM) dont I’expression est :

w(x,t) =y, cos(wrt — kx+ @), on peut associer une onde complexe y(x,t)= %e[(””‘k”) avec
"amplitude complexe reli¢e a I’amplitude de I’onde et 4 la phase a I’origine par ¥/, = w,e’

Pour obtenir I’onde réelle, il suffit de prendre la partie réelle de I’expression complexe :

w(x,t)= Re{g(x’ t)}: y(x,0) ‘;y (x,1)

Il est & noter que 1’on aurait pu prendre 1’expression complexe conjuguée

g* (x,0)= %*e’i( =V, "7 =) car on obtient la méme partie réelle.
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En notation complexe, les opérations se simplifient considérablement puisque :

;Lrvd]ﬂa[rﬁwﬂl W]

a — v _(_: 2 _ 2
a—x[..]_ ik[..] et axz["]_( ik)[.]=—k..]

0’ 19’ . . o8
V = 2 %Y 4evient en notation complexe : —k*y =——-
a 2 2 2 2
x° ¢ ot c
2

On aboutit alors a une relation entre k et @ appelée relation de dispersion : k* = —
C

Pour une onde satisfaisant a 1’équation de propagation, et ce d’aprées la relation de dispersion, on a :

Par conséquent, 1’équation d’onde

v, = - =c. La vitesse de phase s’identifie a la célérité de I’onde : il n’y a pas de dispersion dans ce

cas particulier.

2. Solution de I’équation de propagation en onde stationnaire
a) Séparation des variables d’espace et de temps :

On cherche des solutions de la forme : w(x,f) = f(x)g(¢) . En injectant cette solution dans
0’ 19’ d’g(t
=2k L g0 ="L 0. LB,
ox* ¢ ot \
c d’ 1 d’g(t
f ¥)=—. gz( ) 'Q,
f(x) dx’? g(t) dt /\,\,
Le premier terme ne dépend que du temps ¢ alors 1eme de dépend que de x. par
conséquent, les deux membres sont constants&l?g eu ser :

¢ &1 A0y
fo) de g dr

Cas ot C>0 : © 0)63

ft+B—ft

I’équation de propagation, on obtient :

Soit :

La solution est g(¢) = Ae k@premler terme est divergent donc physiquement, on

ne peut avoir que A=0. Le second terme décrit un transitoire disparaissant au cours du temps.
Il n’y a donc aucune solution physiquement intéressante en physique ondulatoire.

Cas ot C>0 : on pose C = -’

La solution est g(¢) = Acos(ax+¢,).

d*f

2
0] y .
% (x)+ = f(x)=0d’ou la solution :

L’équation satisfaite par f'est alors :

f(x)= BCOS(Qx+(02) = Bcos(kx+¢)2) aveck = o
¢ c

On obtient donc une solution globale sous la forme d’une onde stationnaire monochromatique :
v(x,t)= f(x)g(t) = ABcos(ax + ¢,)cos(kx + ¢,) =y, cos(ax + ¢,) cos(kx + ¢,) avec ¥, = AB
b) Interprétation physique

Certains points de 1’onde stationnaire ne vibrent jamais : ce sont des nceud de vibration.
D’autres points vibrent avec une amplitude maximale : ce sont les ventres de vibrations.
Enfin, on note que I’onde ne se propage plus, tout se passe comme si I’onde était stationnaire.
Dans une onde stationnaire les variables d’espace et de temps sont entiérement découplés au
contraire de la solution en onde progressive.
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Ventres

¢) Lien entre les ondes stationnaires et progressives

On développe :
wLm=%amm+@anwww—Wwwxw ot + @, — ;) —cos(@l +kx + @, +,))

L’onde stationnaire comme somme de deux ondes progressives se contre propageant

III. Compléments sur le cable coaxial

1. Impédance caractéristique

Considérons une onde de courant dans le cable coaxial q Cﬁne onde plane progressive se
déplacant dans le sens des x croissants : i(x,¢) =i, (x, t) x/ c)

L’onde de tension correspondante s’écrit u(x,t) =a

On injecte i(x,t) = f (¢ —x/c)dans le systeme Q&Muplees
du i @
T=-As (D)
ox ot
0i au
—=-— (2
@ Q&O 0)63
On obtient alors en notant que f'(p) = ;@J
'p
du di

o A=At 1
P o \'(1-x/c) 1)
Ju loi 1 . ’

En intégrant (1°’), on obtient : u(x,t) = Acf (t —x/c)+ A(t) . On reporte cette expression dans
(27°) et ’on trouve que : ?;; =Acf'(t—x/c)+A'(¢t) = Fif’(t—x/c).
¢

On en déduit que A'(¢) =0 . Par conséquent, A(¢) = Cte = 0 car on ne se préoccupe que des
phénoménes dépendant du temps. On aboutit donc a : u(x,t) = Acf (¢t —x/c) = Aci(x,t)

1 1 A
En remarquant que ¢ = etque Ac=—=,—=Z7Z ,onadonc :u(x,t)=2Zi (x,t
quant q Jar e o W’r c (x,0) =2, (x,1)

Considérons une onde de courant dans le cable coaxial qui soit une onde plane progressive se
déplacant dans le sens des x décroissants : i(x,¢) =i_(x,t) =g(t+x/c)

L’onde de tension correspondante s’écrit u(x,t) =b(t+ x/c).

On démontre de fagcon analogue que : u(x,t) =—Z_i (x,t)

Conclusion : On a donc : u(x,t) =Z, (i, (x,1)—i _(x,1))

. . 1
Avec I’'impédance caractéristique (réelle) du cable Z, = Ac=— =
C

>
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2. Conditions aux limites : influence de I’ impédance en bout de ligne

En bout de ligne, on met une impédance Z,, de telle sorte qu’en bout de ligne, pour x=L, on
ait en régime sinusoidal : u(L,7) = Z,i(L,1) = Z,(i, (L,t) +i_(L,1))

Par ailleurs, on a déja établi que u(L,t)=Z_(i,(L,t)—i _(L,t)) . En identifiant les deux
equations, on obtient : Z, (i, (L,t)+i_(L,t)) = Z (i, (L,1)—i_(L,t))

i(L,1)
i,(L,1)
réfléchi (se contre propageant) sur le courant incident.
Onobtient : Z,(1+r)=Z.(1-r)

On défini le coefficient de réflexion : r =

qui n’est autre que le rapport du courant

-7
D’ou le coefficient de réflexion, r = ——==Z,(1+r) = Z,(1-r)
Z

c /

Cas particuliers :

1) La ligne est fermée sur son impédance caractéristique Z, = Z_, alors ¥ = 0. I1 n’y a pas

d’onde réfléchie. Toute I’onde incidente est absorbée en terminaison du céble : on parle
d’adaptation d’impédance.

ii) La ligne est fermée en court circuit : Z, =0 et alors » = 1. Il y a formation d’une onde

\
&

stationnaire dans le cable. Q

stationnaire dans le cable.

iii) La ligne est ouverte en terminaison : Z, = +eo et 1. Il y a formation d’une onde

3. Aspects énergétiques @
a) Bilan d’énergie local

Densité linéique d’énergie : e(x,? &@ t)+ Fu (x,1)

Puissance : p(x,t) = u(x,t).d(x,t)

2 (x,t)dr (x +dx,n)dr

t
X X x+dx

En effectuant un bilan d’énergie sur une durée df sur la tranche de cable comprise entre x et x+dx, on

obtient : (p(x,t)— p(x+dx,t))dt = aeg’;”)dtdx . Or, on sait que : p(x,t)— p(x+dx,t) = —gd

vient donc : — a—pa’ta’x =
X

dtdx . On obtient alors 1’équation locale traduisant la conservation de

de(x,t)
ot

de(x,1) +ELp _0
ot ox

I’énergie dans le cable coaxial :

b) Vitesse de propagation de I’énergie pour une onde plane progressive.

On considére une onde plane progressive de telle sorte que : i, (x,¢) =i(x,¢).
On effectue un bilan d’énergie de deux fagons différentes pendant une durée dt.
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transfert d’énergie
|7 &1

|

énergie ev, Ot

I
|
T

) f -
X' x — ve0t x X

Toute I’énergie contenue dans le cylindre de longueur v.df traverse la surface située a
I’abscisse x : dE = e(x,t)v,dt.

Cette énergie est par ailleurs égale a : dE = p(x,t)dt

. 5 . . . X,t
Par conséquent, I’identification des deux expressions donne p(x,¢) = e(x,¢)v, soit: v, = _ D)

e(x,1)

Sachant que p(x,t) =u(x,?)i(x,t)et que pour une onde plane progressive dans le sens des x croissant,
. 1 A
ona: u(x,t)=Zi (x,t)=Zi(x,t), on obtient : p(x,t)=Zi*(x,t)avec Z, = Ac = Te = T
c

Pour une onde plane progressive, la densité linéique d’énergie peut s’écrire comme :
e(x,t)= l/\1'2()c,t) + lIﬂuz(x,t) = lAi2 (x,0)+ lI’Z i*(x,1) =ég§j2 (x,1) +%1’Z62i2 (x,1)

e(x, t)_%/\l (x, t)+ F—l (x, t)—fAz (x, t)+ Al f}gAl (x,1).

Ce qui permet de calculer : v, = b (x,t) Z,i(x,t % B
e(x,t) Al

&
0‘)
Q&z}
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cable coaxial 11

Nous avons vu dans les chapitres précédents qu’un grand nombre de phénoménes de propagation étaient
régis par une équation de d’Alembert.

Nous avons qualifié ce type de propagation de non-dispersive, c’est & dire que la relation de dispersion,

w
c’est a dire la relation entre la pulsation w et le nombre d’onde k, était chaque fois linéaire car k = —.
c

Nous avons montré que les solutions se propageaient sans déformation lors de leur propagation.

Le but de ce chapitre est de généraliser I’étude des phénomeénes de propagation unidimensionnels (on
se placera dans ce cas dans tout le chapitre) a toutes des équations de propagation linéaires. Les résultats
seront établis sur I'exemple de la propagation d’un signal électrique dans un céble coaxial.

I Propagation d’une onde électromagnétique dans un cable coaxial
avec pertes

1.1. Présentation et modélisation

Un céble coaxial est composé de 2 cylindres conducteurs concentriques de rayons respectifs a et b,
séparés par du vide ou un milieu de comportement similaire (de L’Qir ou un diélectrique par exemple).

Dans I'A.R.Q.S., il est possible de négliger les temps de agation des signaux électriques (ou des
champs électrique et magnétique) devant leurs durée car tésl ique. Toutefois, pour des cables suffisam-
ment longs, il faut prendre en compte le retard da a1 10n du signal.

Dans ce cas, on adopte un modeéle, appelée m (¥Y nstantes réparties, dans lequel le cable
est "découpé" en trongons élémentaires de lon, @ 1@‘5 que les retards dus & la propagation soient

négligeables sur chaque trongon. Cette condltlo \63 & poser
dr < A ou Aest 1(/@11@ d’onde des signaux électriques

On se place alors dans le cadre de l’a;% ation des milieux continus dans lequel chaque élément de
longueur dz de cable est modélisé par le schéma électrique suivant, appelé ligne bifilaire :

i(x,t) dR=rdx  dL=ldx i(x+dx,t)
N

u(x-+dx,t) F
v e

conducteur
externe (gaine)

dG=gdx

conducteur
interne (coeur)

Y

<
<

dx

On tient compte ici du caractére :
— inductif du cable : £ correspond au coefficient d’auto-induction par unité de longueur de cable;
— capacitif du cdble : ¢ correspond & la capacité par unité de longueur de cable;

— résistif des conducteurs : r correspond & la résistance des conducteurs par unité de longueur de cable ;
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— résistif de l'isolant entre les deux conducteurs : g est la conductance du milieu isolant par unité de
longueur.

Remarque

L’ARQS est vérifiée localement sur une longueur dx, mais elle ne l’est pas sur toute la longueur
du cdble.

I.2. Equation de propagation

D’aprés la loi des mailles :

oi
u(z +dz) —u(x) = —¢ &dx—mdx
d’ou
ou P i
o ot
D’apres la loi des neuds :
) ou
i(x +dr) —i(zr) = —c — do —gg™dx
ot
d’ou &
di o R
o= ¢ U\Q
En combinant les deux équations précédentes, i% our le courant 7 et la tension u, en utilisant
le théoréme de Schwarz : ?,
(;\ 6\
0% 0% 0i )
a2 ap (re+Lg) 25 TQQ&})
x . .
G 82 .. Q} » Equation de propagation
o g~ et l) 5 N rgu =

On obtient deux équations aux dérivées partielles linéaire a coefficients constants, identiques pour i(x, t)
et u(z,t).

Remarque

Pour une ligne sans pertes (r = g =0), on retrouve une équation de d’Alembert

0% p 0% 0
— — fc — =
0x? ot?
0u ' 0%u 0
L e —— —
Ox? ot?
caractérisée par une célérité v = —. Les solutions d’une telle équation s’expriment comme

Vie

une superposition d’ondes planes progressives.

Sir # 0ou g # 0, les ondes planes progressives ne sont plus solutions particuliéres de 1’équation de
propagation. En particulier, on note que I’équation n’est pas invariante sous la transformation ¢t — —t ce
qui est caractéristique des phénomeénes dissipatifs.
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1.3. Solutions en OPPM

L’équation obtenue étant linéaire, on peut tout de méme rechercher des solutions sous la forme
d’OPPM. Dans le cas unidimensionnel, on recherchera donc les solutions en posant :

Z': ZO ej(wt—km)
En ré-injectant cette expression de i dans I’équation différentielle, on obtient, pour i, # 0 :
—k? + lew? — jw(re+Lg) —rg =0

La relation de dispersion, qui correspond & la relation entre k et w s’écrit dans ce cas :

k? = lew? — jw(re+Lg) — g

Remarque

En labsence de dissipation, r = g = 0 et [’on retrouve

k=wVlc soit kz%

)
o e oS
ol v = —= correspond a la célérité obtenue précédengment.
Vi

NN
3

v b
D’aprés la relation de dispersion, dans le cas?& r e‘)&u g # 0, k et w ne peuvent plus simultanément
étre réels. &. C)
Q)

&0

Nous supposeronsw € R. On s’interdit %@2 les régimes transitoires dans lesquels on observerait

un amortissement (terme en e='/7 ) ou une amplification exponentielle au cours du temps (terme
t/T)

en e'’" ).

™,
)¢

Remarque

Si w est réel, c’est que le vecteur d’onde est complexe : on le notera donc k par la suite. On pose alors
k" = Re [k]
k(w) =k (w) + jk"(w) ou -
Ew) = K@) 48w on 4"
En injectant I'expression de k dans I’expression complexe du courant, on obtient :

i= iO ek”(w)z ej[wtfk'(w)z]

On obtient donc finalement une solution particuliére de I’équation aux dérivées partielle en prenant la
partie réelle de la solution précédente, soit :

i(x,t) =g W cos [wt — K (w)x]

atténuation ou amplification

~
propagation en OPPM

L’amplitude de I'onde dépend de fagon exponentielle de la coordonnée z, de sorte que :
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o Si k"(w) < 0 : le milieu est absorbant. Au cours de sa propagation dans le sens des = croissants
(si ¥ > 0), P'onde s’atténue exponentiellement sur une distance caractéristique ¢ telle que :

1

O = @]

e Si k"(w) > 0 : le milieu est amplificateur. Au cours de sa propagation dans le sens des x croissants
(si ¥ > 0), Pamplitude de 'onde croit exponentiellement sur une distance typique 6. Ce type de milieu
est trés rare, mais est par exemple utilisé dans les lasers pour amplifier la lumiére présente dans la cavité
laser et ainsi générer un faisceau intense.

Remarque

Une onde de la forme

k" (w)z

i(x,t) =1p e cos [wt — k' (w)x]

est une onde :
* plane, car elle ne dépend que de la coordonnée spatiale x ;

x
* progressive car, du fait de sa dépendance en t — — (soit ici wt — k'x), cette onde se propage
c

dans le sens des x croissants (si k' >0);
* monochromatique car elle dépend sinusoidalement du temkRgs ;
* si k" <0, on parle d’onde évanescente car son amplitude@grroit au cours de sa propagation.

L’onde est amplifiée si k" > 0. N
N\

NS
Remarque (~\

Y O
L’interprétation des signes de k' et k" es%@% %la convention choisie pour la phase dans
Pexponentielle. Ainsi, avec k = k' + ]/4:':&0 o)@)

o (k) J(w)e ilwt—k )]

\l —k"

ej(szwt) — e (w)x ej[k’(w)szt]

Si k' > 0, l'onde est progressive dans le sens des x croissants dans les deux cas. Mais k" > 0 pos-
séde une interprétation différente dans les deux cas. On veillera donc & choisir une convention
de signe de la phase et & s’y tenir sous peine d’obtenir des résultats incohérents.

I.4. Dispersion et absorption de la ligne bifilaire

Considérons plus en détail les solutions de la relation de dispersion pour la ligne bifilaire avec pertes.
On peut mettre la relation de dispersion sous la forme :

N rg ) T g
1 2 - - 14— (1452
+J (&u + cw) (cuﬂ] wite ( +J &u) < +J cw)

r
e Cas 1 : On se place tout d’abord dans le cas simple pour lequel 7= g, et donc pour lequel :
c

k* = lcw?

E—iwx/ﬁ?(l—i—j%)

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 183

La partie réelle et la partie imaginaire de k£ sont données par :

K(w)=4wVile et k'(w)=+r %

La solution pour l'intensité du courant se met sous la forme

k" w ej[wt—k/ac]

iz, t) =iy e soit, en notations réelles i(x,t) = io €% cos [wt — Kz

L’expression de la phase de I'onde :

o(z,t) = wt — K (w)x

w
montre que I'onde est progressive, dans la direction i, et se propage a la vitesse ———— dans le sens des x

[F(w)]

croissants si k'(w) > 0, et dans le sens des = décroissants si k'(w) < 0.

Les surfaces d’onde, définies comme ’ensemble des points M tels que, a t fixé, i(x,t) = cste sont
également des surfaces équiphases, c’est a dire pour lesquelles la phase ¢(z,t) = wt — k'(w)x est constante.

w
Les plans équiphases sont donc définis ici par I’équation : z = Et + 2y oul z(y est une constante, et se
déplacent a la vitesse suivante, appelée vitesse de phase : Xo

v, = @;&

A0
ot

Propriété
Pour une onde de la forme

i(x,t) = ig & @ cos [wt — K (w)a]

la vitesse de phase v, est définie comme la vitesse de propagation de la phase de

sorte que
w w
TRl [Refd]]
Ici la vitesse de phase est égale a :
w 1

v -
TR Ve
et ne dépend pas de w. On retrouve la vitesse de propagation d’une ligne sans pertes.
Le phénomeéne d’amplification n’étant pas physique, le signe de k” est ici imposé et

c
E'(w) = —r/-
@) = -\
L’amplitude d’une onde monochromatique décroit alors exponentiellement sur une longueur caracté-
ristique
1 1 /¢
(5 = = — —
|E"(w)]  r\ ¢

Le milieu est ici absorbant.
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Définition :

Un milieu est dit absorbant si I’amplitude d’une onde monochromatique
décroit au cours de sa propagation.
La distance caractéristique d’atténuation est

1

5:

| T [£] |

Remarque

On vérifie bien que § diminue lorsque la résistance augmente, ¢’est-a-dire lorsque les pertes par
effet Joule sont plus importantes.

e Cas 2 : On se place maintenant dans le cas ol w est suffisamment grand pour qu’on puisse négliger

r
le terme rg dans la relation de dispersion (6_ et g sont ainsi %éé\inﬁmment petits d’ordre 1), de sorte
w oW

que cette derniére est maintenant donnée par : A\&

)

k* = lew? |1+

En faisant un développement limité au secon

() @e%% o2 (5+8) -

La partie réelle et la partie imaginaire deﬁt‘ sont données par :

Kw)=£Vicw [1- 8% <f+ 3) o W)=Y <%+ 2)

k= 4+V/lcw

{ ¢

La vitesse de phase est donnée par :

Vi |1- (4

8w

w 1 1 " 1 r+g ?
Vy = —= ~ [ — —
® ‘k/| 1 (T g>2 /gc 8(4.)2 g c

Des ondes monochromatiques de pulsations différentes ne se propagent donc pas & la méme vitesse. On
parle de milieu dispersif.

Définition :

Un milieu est dispersif si la vitesse de phase dépend de la pulsation de
Ponde.
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Remarque

Le caractére dispersif intervient lors de la "dispersion” de la lumiére par un prisme en verre.
En effet, dans le verre, la vitesse de propagation d’une radiation lumineuse, donc lindice du
milieu, dépend de la fréquence de la radiation. La loi de Descartes montre alors qu’au niveau
du dioptre air/verre, les radiations lumineuses ne sont pas réfractées de fagon identiques.
C’est donc le phénomene de dispersion qui permet la séparation des différentes longueurs d’onde
d’une lumiére polychromatique.

/N

FIGURE 1 — Dispersion d’un faisceau de lumiére planche par un prisme.
NY
&
Le milieu est donc cette fois dispersif puisque la Vits@ﬁ phase dépend de w. De plus, le milieu est

absorbant, puisque comme précédemment, k” est no

La figure ci-dessous montre bien l'influence del o%zﬁatlon d’une impulsion dans un cable coaxial :
le milieu est bien a la fois dispersif et absorban‘u?,

¢ .7
S *: impulsion initiale
114 0 +
£
5m‘ e «,L”V it e " PN
impulsion Eapré-s: gl e a3k vt p
100 m de propagation s A

- dans le cable coaxial " T
| B
+ -;,:'fv\-«—wn—-wk»«,},-nmm-.:Iww.»p‘..'-w‘.‘.,—'.»;.:.;».,;owa‘»‘.«:,.—m-f + LN

3;{1;] 1111 VA i T | [TV ¥ L T 1
ef2  100my S00us

FIGURE 2 — Caractérisation expérimentale de I'effet de I’absorption et de la dispersion d’un céble coaxial
sur une impulsion, aprés 100 m de propagation.

Nous avons trouvé des solutions sous la forme d’OPPM. Toutefois, I'intérét des OPPM reste limité car
* une onde plane seule est non physique car, comme nous ’avions vu précédemment, elle a une extension
infinie dans I'espace et transporte une énergie infinie;
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* l'information qui peut étre transportée par une onde plane est trés faible puisqu’elle ne peut étre
contenue que dans w et dans k.

IT Propagation d’un paquet d’ondes dans un milieu dispersif

II.1. Propagation de deux OPPM de pulsations voisines

L’onde résultant de la superposition de 2 OPPM de pulsations voisines wy et wy et de méme amplitude
up est donnée par :
u(z,t) = ug [cos(krz — wit) + cos(ker — wat)]

ou ki et ko sont respectivement reliés a w; et wo par la relation de dispersion du milieu.
On peut réécrire 'expression précédente sous la forme :

ki + Kk w1 +w ki —k Wy —w
u(x7t):2uocos<12 - 12 2t> cos<12 2o— 12 2t>

ki +k Wy + w
Et en posant : 6k = ki — ko, kg = %, dw = wyp — wy et wy = %, on obtient :

ok )
u(z,t) = 2ug cos (7 xr — % t) co%{;gyr — wot)

On obtient un signal modulé en amplitude constitué : ‘\&

* d’un signal de porteuse a la pulsation wy élevée Qe est en cos (kox — wot) et correspond a
W
une onde progressive se propageant dans le s&?@b&mssants a la vitesse v, = k—O;
0

ok ow
* d’un signal modulant de la forme de f%& %’%}tlon dw. Cette onde est en 2uqy cos (7 T —— t) et

QN 2

correspond & une onde progressive se p'fgﬁageant dans le sens des x croissants a la vitesse v, =

ow
ok’
Dans le cas d’une transmission d’un signal par modulation d’amplitude, c’est le signal enveloppe qui
transporte I'information, la porteuse n’étant qu'un support de I'information. On constate sur cet exemple
que le signal de porteuse et le signal "informatif" ne se propagent pas a la méme vitesse. Si dw et dk sont
suffisamment faible, on peut considérer que la vitesse de propagation de I'information se fait a la vitesse
dw

Vg = T pour la superposition d’OPPM de pulsations voisines de wq

Définition :

On définit la vitesse de groupe d’une superposition d’OPPM de pulsa-

dw
Vg = E
w=wq

La vitesse de groupe traduit généralement la vitesse de propagation de
Pinformation.

tions voisines de w, par
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) LAY
TUYIIN

ondes en phase

ondes en ondes en
) opposition opposition
b) de phase de phase

ZW WW

FIGURE 3 — Superposition de deux OPPM de pulsations V01§.\@s a) Ondes représentées séparément. b)
Représentation de la somme des deux ondes et de I’ envelqpp@du signal.

"
Si le milieu dans lequel se propagent les deu $ @‘non dispersif, la pulsation et le vecteur d’onde
sont proportionnels : w = kv, oll v, est une C e) On en déduit

&

dw &Q

Vg = Qs un milieu non dispersif

Propriété
Dans un milieu non-dispersif, la vitesse de phase et la vitesse de groupe sont
égales.

Au contraire dans un milieu dispersif, v, dépend de w et v, # v,,. L’onde globale se déforme au cours
de la propagation et ne se déplace pas "en bloc" avec les autres ondes monochromatiques.

I1.2. Paquet d’ondes

En pratique, aucun signal n’est purement monochromatique, car cela lui imposerait une durée infinie. Le
spectre d'un signal réel est donc nécessairement étendu, de sorte qu’il posséde une largeur caractéristique

Aw.

On se limitera dans la suite au cas unidimensionnel pour simplifier, mais la généralisation & trois
dimensions ne présente aucune difficulté supplémentaire.

De plus, on se limitera a ’étude de milieux dispersifs, mais non-absorbant, de sorte que le nombre
d’onde k sera toujours réel, comme la pulsation w.
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a) Construction par superposition discréte d’OPPM

Cherchons & construire un signal réel a partir d’une superposition d’OPPM. La figure ci-dessous montre
la distribution temporelle d'un signal composé d’un nombre croissant d’OPPM de pulsations légérement

différentes.
) u(0,t) I, A b) u(0,p) |, A ) u(0,t A(w)
a Ao Aw C Aw
o . Mﬂ J(_. M j]]<_,w
IIRTHRRININ {\ﬂmﬂﬂ (TR A o T MMM M HIIIHLMVMJH\H@D
| (i HH/W ML 11Tt
| ] I 1 e
o ﬂﬁ °) o, [ 5 w | D o mmmmm”m) w
i\Uﬂﬂ!\/\Mﬁvﬂﬂﬁ nmv Tl mmmMﬂﬂﬁ NTETETIY _ s Mwwu - .
=7V WU U} \ wd/ UUV AT TV \iznt = i ¥ i E
A At ,\, At

4

>y

FIGURE 4 — Evolution temporelle d'une Superposition d@l’,}\@k} pulsations voisines en z = 0 avec une
seule (a), 2 (b), 3 (c), 5 (d), 10 (e), 50 ondes ( L@%ﬁca@re} correspondent & leurs spectres respectifs

Aw).
?’6‘0

On constate que plus le nombre d’OP@' s\%portant plus 'onde devient localisée et ressemble & un
"paquet d’ondes".

On peut également remarquer que plus I'écart Aw entre les pulsations extrémes du signal est important,
plus 'extension temporelle At du signal est faible.

Remarque : La formation d’un paquet d’onde par superposition d’ondes permet d’expliquer le phéno-
méne des vagues scélérates : en pleine mer, lors d’une tempéte, des vagues se propageant dans la méme
direction et ayant des longueurs d’ondes différentes peuvent ponctuellement se retrouver en phase et donner
naissance a des vagues de plus de 20 m de haut.

b) Construction par superposition continue d’OPPM - Transformée de Fourier

Dans le cas le plus général, en notant u(x,t) 'amplitude d’une onde réelle, on peut écrire, en utilisant
I’analyse de Fourier :

oo
u(z,t) = / ¢ Wik(w)z) Aw) dw (1)
_ — —~—
\ﬁg onde plane amplitude de chaque composante

superposition continue

L’onde réelle correspond ainsi & une superposition continue d’OPPM dont les pulsations s’étendent de
—00 & 400 dans le cas général. On admettra que le fait de sommer les contributions d’ondes de pulsations
négatives permet d’assurer que la fonction u(x,t) reste réelle’, malgré les termes complexes e/(“!=*«)2) et

Aw).

1. On peut montrer simplement que cela implique que k(—w) = —k(w) et A(—w) = A™(w).
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FIGURE 5 — Vagues scélérates lors d'une tempéte en pleine mer.

L’analyse de Fourier permet de faire le lien entre représentation temporelle d’une onde et son spectre.
L’amplitude A(w) peut étre obtenue a ’aide d'une transformée de Fourier inverse de u(z = 0,1) :

Lo~ X
Aw) = 7 / ey O@CRM
v Q

—00

On donne ci-dessous les spectres des 2 ondes réel]e@ ®ouramment rencontrées :

o Signal rectangulaire : @

(0, t)
ﬂ@t
1
>ﬁ<m
it
1

FIGURE 6 — Signal rectangulaire et son spectre pour deux largeurs différentes de signaux.

Afw)

u{0,t)

e Signal gaussien :

Dans les deux cas, on vérifie toujours que plus 'impulsion - ou 'onde - est bréve, c’est-a-dire plus At
est petit, plus son spectre est large, c’est-a-dire plus Aw est grand.

Ceci est lié a une propriété fondamentale de la transformée de Fourier. En effet pour deux variables

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 190

u(0,7) .
At N "A\F n\AvAv - ()
—100 W 100
1 2 ’
Alw) |
u(0, ) Ao
M w
At . 1o " w 100
1 2

FIGURE 7 — Signal gaussien et son spectre pour deux largeurs différentes de signaux.

conjuguées comme t et w, cela entraine :

"V
AtAw Z L Q)%
w — .
R 5l K
On retrouve bien qu'une OPPM composée d'une s@é@ence, donc ayant un spectre de largeur

nulle, c’est-a-dire Aw — 0, est non-physique car cela&g%
temporelle infinie. 6

1
%At = — — 00, c’est-a-dire une extension
Aw

. ¥
<

Remarque . P
De la méme fagon, k et x sont des va es.@%uguées, de sorte que :

Vo i
\"
AzAk 21

Définition :

On appelle paquet d’ondes la superposition continue d’OPPM de dif-
férentes fréquences.
Un paquet d’ondes est localisé dans le temps et dans ’espace.

I1.3. Propagation d’un paquet d’ondes : dispersion et absorption

a) Etalement du paquet d’ondes

Considérons un paquet d’ondes se propageant dans un milieu non-dispersif et non-absorbant. Toutes
les composantes monochromatiques du paquet d’ondes se propageant & la méme vitesse et conservant la
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méme amplitude, le paquet d’onde conserve la méme forme.

i=l =100

etk

x x
—50 50 100 150 200 500 50 150 200

=200

et Il x

o 100 Wasp

FIGURE 8 — Dans un milieu non dispersif, un paquet d’onges se propage sans se déformer.
NG
&
Considérons maintenant le méme paquet d’ondes dan ﬁgkl ieu toujours non-absorbant mais dispersif.

Toutes les composantes monochromatiques du paqu d@ se propageant a des vitesses de phases
différentes, le paquet d’ondes va se déformer et s’é

* les signaux les plus lents prennent du ret al r ort au maximum du paquet d’ondes;
* les signaux les plus rapides prennent d%»-a %@ par rapport au maximum du paquet d’ondes.

La conservation de ’énergie impose é& amphtude maximale du paquet d’onde diminue. En
effet, I’énergie d’une onde est une grande rathue et s’obtient par intégration sur tout 'espace de la
grandeur d’intérét i (z,t) de sorte que

“+oo
£ x V?(z,t) dz pour un paquet d’ondes planes caractérisée par

—0o0

Remarque

Dans le cas de la propagation de lintensité i(x,t) dans un cdble coazxial en l’absence de pertes,
l’énergie stockée dans un trongon élémentaire de largeur dz vaut

d€—1€'2d ! 2d
—21 :l:+2cu T

et [’énergie totale est de la forme

°/

1 1
i+ —cu?| dx

2 2

L’énergie s’exprime donc comme le produit

£ = amplitude? x largeur
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f={} =50

e

v z . x
50 50 100 150 200 —30 0 0 100 150 200

t=100 t=150

z MWWNMM 5
b0 0 50 150 200

—80 0l 50 "Lo0 150 200

t=200

x
=50 0] 50 1 200

FIGURE 9 — Dans un milieu dispersif, un paquet d’ondes se déforme au cours de sa propagation.

XN

Pour un milieu non-absorbant, I’énergie est conservée. L’&u@ntation de la largeur du paquet d’ondes
correspond & une diminution de 'amplitude du signal. /\\

b) Absorption > b‘\
Dans un milieu absorbant non-dispersif, le p@%slbldes conserve sa largeur mais son amplitude

décroit au cours de la propagation.

Propriété L QA

Dans un milieu dispersif et absorbant, un paquet d’onde se déforme au cours de
sa propagation :
* la dispersion conduit a un étalement du paquet d’onde et & une diminution de son

amplitude ;
* l'absorption conduit & une diminution supplémentaire de son amplitude.
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Propagation d'une impulsion
sans absorption ni dispersion

A amplitude

propagation

Propagation d'une impulsion
sans dispersion, dans un
milieu absorbant

Y

Propagation d'une impulsion
sans absorption, dans un
milieu dispersif

N
Propagation de deux impulsiong\g)

sans absorption, dans un milieu
dispersif

é\ai a@s;claude

N

X
A amplitude
propagation
X
A amplitude

\Y
o

.&,‘

impulsions

/ distinctes

impulsions

/ qui se recouvrent

propagation

X

FIGURE 10 — Effet de I'absorption et de la dispersion sur la forme d’impulsions se propageant dans une

fibre optique.
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Ondes électromagnétiques dans le vide

Les équations de Maxwell, que nous avons étudiées dans un précédent chapitre, sont I’équivalent des
équations du mouvement pour le champ électromagnétique. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a
la résolution de ces équations dans un milieu vide de charge et de courant.

Nous verrons alors que les solutions s’interprétent en termes d’ondes électromagnétiques dont nous
étudierons les caractéristiques.

I Equation de propagation des champs électrique et magnétique
dans le vide

I.1. Equations de Maxwell de le vide

On rappelle que les équations de Maxwell s’écrivent

P

div(E) =2 div(B) =0

€o X
B Ry
ol(E) = —aa—t ﬁt@)@&qf + 0% 8@7

Dans une région vide de charge et de courant, @ncg‘a&a du véritable vide :
%b%

p =0

N

On en déduit les équations de Maxwel@ar&@e région vide de charge et de courant :
X2

div(E) = 0 div(B) = 0

— 0B — oF
rot(ﬁ) = —W rot(ﬁ) = Moo E

On remarque la structure "relativement" symétrique des équations de Maxwell dans le vide. Les

champs et sont & flux conservatif et il existe un couplage entre leur rotationnel et leur dérivée
temporelle.

- : : -
Dans toute la suite, nous nous placerons dans la situation p = 0 et 7 = 0.

I.2. Equation pour le champ électrique

Afin d’établir une équation ne faisant intervenir que le champ électrique, prenons le rotationnel de
I’équation de Maxwell-Faraday :
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0B
rot [r?(f)} - <_E> (équation de Maxwell-Faraday)

= r_o%(g) (permutation des dérivées)

—
ot ot o)

> F

ot?

) OF . R
= ——= | poco — (équation de Maxwell-Ampére avec " =

= —Hoo
Mais le double rotationnel peut s’exprimer sous une autre forme, en utilisant une relation d’analyse
vectorielle
—
rob [5%(8)} — grad [div(ﬁ)} AT vl

En appliquant cette relation au champ électrique, on obtient

. °F
grad [div(ﬁ)} _AE = — 100 887 Q)CO
W \Q
=p/20=0 '\,
AE = il t\l de Maxwell-G 0
_ = —lof0 @ u& e Maxwell-Gauss avec p = 0)

Cette équation relie les variations spatlalﬁ ? @relles du champ électrique.

" H
Propriété O

Dans le vide, le champ électrique ﬁ vérifie ’équation de d’Alembert :

1 2@ 1
Aﬁ 0 :ﬁ avec ¢ =

2o Vo €o

ou c est la célérité des ondes électromagnétiques dans le vide.

Remarque

“leteg~ ——— F.m™! conduit &

Loavplicati ‘i = 471077 H.
application NUMmMerique avec g ™ m 367.109

1
vV Hogo

La célérité des ondes électromagnétiques dans le vide s’identifie a la célérité de la lumiere.

~3.108 m.s7!

CcC =
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I.3. Equation pour le champ magnétique

Afin d’établir une équation ne faisant intervenir que le champ magnétique, prenons le rotationnel de
I’équation de Maxwell-Ampeére :

—

OE
rot [rot(?)} = oo rOt (875) (équation de Maxwell-Ampeére avec J = I

)

J —
= lopEo = rot(ﬁ) (permutation des dérivées)

ot
0B

3}
= Hofo o <_E> (équation de Maxwell-Faraday)

B
= —HMoo 75

ot?

Par ailleurs,

=t [r_o%(ﬁ)} — grad [div(ﬁ)} “AB = -AB

N—_——
=0

o &

On en déduit § ) d)
AT — e 2L »
' @\

. F
Propriété -~

Dans le vide, le champ magnétique ? vérifie I’équation de d’Alembert :

1 02§ — 1
= (0 avec c=

_0_2 0t2 N v/ Mo €o

Remarque

On retrouve la méme équation vectorielle que pour le champ électrique.

Remarque
L’équation de d’Alembert s’écrit parfois

af=0 O=A L

= avec = 2

ot l'opérateur O est appelé d’Alembertien.
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I.4. Equation de propagation des potentiels V et A dans le vide

En utilisant la condition de jauge de Lorentz dont on rappelle I'expression :

ov
de + po€ =0
Ho€o — o1
on peut montrer facilement que les potentiels scalaire V' et vecteur Z vérifient également les mémes
équations :
%
AV — Ho€o (5 — 0
ot?
AA "1 _g
— € —— =
Ho€o o2

I.5. Solutions de I’équation de d’Alembert : ondes planes et ondes sphériques

a) Ondes planes

Supposons pour simplifier que les champs électrique et magnétique ne dépendent que d’une coordonnée
cartésienne d’espace, par exemple x, et du temps :

ﬁ(x,y, z,t) = B(m,t) et ﬁ(a: Y, 2, t) (x, % onde plane de vecteur ,

Le champ électrique prend alors la méme valeur V ( c "est-a-dire en tout point d’'un plan perpen-
diculaire a .. On dit que ’évolution du champ électri @ @He d’une onde plane d’axe 1i,.

Remarque

Attention : a priori, on ne dispose d’aucu@’z @%n sur la direction du champ. En effet,
pour une onde plane d’axe i,, on écrit, %@-co %antes

ﬁ(m,t) qr (@, t) Uy + E,(z,t) u,

et le champ n’est ni nécessairement suivant Uy, ni orthogonal & u, (voir figure 1).

FIGURE 1 — Une onde plane correspond a un champ qui ne dépend que d’une coordonnée cartésienne
d’espace. Les surfaces d’onde sont des plans orthogonauz a la direction de propagation.
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Remarque
On rappelle qu’une surface d’onde est une surface sur laquelle, & une date donnée, chaque com-
posante du champ (électrique ou magnétique) est uniforme. Pour une onde plane de vecteur i,
les surfaces d’onde sont des plans orthogonaux a .

Les équations de propagation pour les champs électrique et magnétique prennent la forme d’une équa-
tion de d’Alembert unidimensionnel

823 1 823 6>

o2 2 o
52§ 1 823 B 6>
ox2 2 o2

Les solutions s’écrivent comme une superposition d’ondes planes parogressives se propageant dans des sens
différents

B(r,t) = E1(z — ct) + Eofz + ct)
B(x,t) = Bi(z — ct) + Bolz + ct)

ol El, Eg, ?1 et 32 sont des champs de vecteurs C? quelc@es qui ne dépendent que de x £ ct.
Remarque 4 &
Plus généralement, une onde plane de vecteur u s @la forme

E(Mt)= E(@-7 @ﬁ‘ 7 +ct)
B(M,t) = B (ii- {YZ 63? )

avec T = OM O étant une origine g@lco&%

Remarque

Le modeéle de l’onde plane n’est pas physique car c’est une onde d’extension spatiale infinie dans
les direction t, et u,. L’énergie transportée par une onde plane est donc infinie.

b) Ondes sphériques

Les champs électromagnétiques sont généralement émis par des atomes, passant d’un niveau d’énergie
4 un niveau d’énergie plus faible. A I’échelle d’un observateur, ces atomes apparaissent ponctuels ce qui
suggérent de considérer que les champs électrique et magnétique, sont émis depuis un un point.En sup-
posant de plus I’émission isotrope, on peut considérer que les champs ne dépendent, en norme, que de la
distance r & un point origine O. On écrit donc, en coordonnées sphériques de centre O :

E(M,t) = E,(r,t) @, + Ey(r,t) @ + E,(r,1) @,
B(M.t) = B,(r,t) @, + By(r,t) @y + B,(r,1) @,

Les surfaces d’onde sont alors des sphéres concentriques de rayon r. On parle d’onde sphérique.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 199

Définition :

On parle d’onde électromagnétique sphérique lorsque les composantes
du champ électromagnétique ne dépendent que du temps et de la dis-
tance r a une origine O.

Le champ électrique vérifie ’équation de d’Alembert
1 023 —
AE -2 =7

2 ot?

L’expression du laplacien vectoriel est compliqué et sont calcul doit étre fait en utilisant la relation

AE = grad(divE) — rob (fol E)

Intéressons-nous par exemple & la projection de I’équation de d’Alembert sur . Tout calcul fait, on

obtient
1 82<7‘E9) 1 02E9 —0

2 2 2
r or 2 Ot @é\a

PUE) 1 %g@@ i
Or? 2 ~\
\Q

Les solutions sont donc de la forme Yv b(

1 L
Ey(r,t) = = flr—ct)+—9(r ? 6) solutions en ondes sphériques

r& 6)6-)

ou f et g sont des fonctions C? quelconqu@ O)

soit, en multipliant par r

Remarque ,

Le terme en f(r — ct) correspond a une onde se propageant dans le sens des r croissants, c’est-
a-dire @ une onde divergente.
Au contraire, le terme en g(r + ct) correspond & une onde convergente.

Par rapport a une onde plane, on constate que 'amplitude du champ décroit en —.
r

II Ondes planes progressives monochromatiques

I1.1. Expression des champs

Comme nous 'avons vu, I’équation de d’Alembert admet des solutions en ondes planes progressives. 1l
est alors possible de décomposer toute onde plane progressive en somme d’ondes dépendant sinusoidalement

U
du temps, ou plutot de t — . On parle alors d’onde plane progressive monochromatique (OPPM).

c
Le champ électrique d’'une OPPM est alors de la forme, en coordonnées cartésiennes

ﬁ
E, = Ey, cos(wt — k - 7+ ©r)

- o - -
3(7775) =FE, U, + By, + E, 4, avec E, = Ey, cos(wt — i T4 ©y)
E, = Ey, cos(wt — k - 7+ ©,)
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ol ¢, ¢, et ¢, sont des déphasages a priori indépendants et Eo,, Fy, et Ey, sont les amplitudes des

composantes du champ électrique suivant ,, @, et @,. Le vecteur d’'onde k = k, i, + k, i, + k. @, indique

la direction et le sens de propagation de ’'onde au point M de vecteur position T =0M=1z Up+y Uy+2 Us.
Le vecteur d’onde k et la pulsation de 'onde w sont indépendants des variables d’espace.

Remarque

Le champ magnétique d’une OPPM se décompose de la méme maniére.

Ces notations sont particuliérement lourdes, notamment en raison des déphasages qui interviennent

dans chacune des composantes. Il est plus aisé de manipuler les grandeurs complexes E (M, t) et B(M,t),
de sorte que

E(M,1) = Re [E(Mt)} et B(M.t) = Re [E(M,t)}

Notations complexes

Une onde électromagnétique plane progressive monochromatique (O.P.P.M.) se
propageant dans le sens des x croissants est décrite, en notations complexes, par des
champs électrique et magnétique complexes :

E(l',t) = Eo ej(wtfk*m) ot E(It) _ Eo ej(wtsz)

ol

Eo = Eo, €% Uy + Eoy &% 4, + Ey, /%7 U,

EO — BO.’E e]@w /Jac + BOy e](ﬁy Jy + BOZ e](DZ ﬁz

sont les amplitudes complexes des champs électrique et magnétique.

Les champs physiques sont obtenus en prenant la partie réelle des champs complexes :

E(z,1) = Re [E(x,t)} ot B(z,8) = Re [E(;m)}

Remarque

La notation complexe est utilisable ici car les équations de Maxwell sont linéaires. Cependant,
on veillera a ne JAMAIS utiliser la notation complexe pour les aspects énergétiques car nous
verrons par la suite qu’il font intervenir des expressions quadratiques, donc non linéaires, des
champs.

Remarque

On rappelle qu’en notations complexes

0 .
EHZW
?H—Zk

avec la convention de phase utilisée.
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I1.2. Description du spectre électromagnétique

La décomposition spectrale des ondes électromagnétiques permet de distinguer plusieurs gammes de
fréquences. Dans le sens des fréquences décroissantes, on distingue : les rayons 7, les rayons X, 'ultraviolet,
le visible, I'infrarouge, les micro-ondes.

e _
FIGURE 2 — Spectre des o®e@ma9nétiques.

Une OPPM est caractérisée par une double Qlc‘@ une périodicité temporelle et une périodicité
spatiale. En notant T la période spatiale et r% spatiale, appelée longueur d’onde, on a

&97? c) 27
TQ A:m

Les domaines du spectre électromagnétique sont souvent classés en termes de longueur d’onde. Ainsi, la
lumiére visible correspond & des OPPM de longueurs d’onde comprises entre 400 nm et 800 nm et n’occupe
qu’'une tout petite "fenétre" dans le spectre électromagnétique.

Lzercice

Déterminer le domaine de fréquence associé a la lumiére visible.

Afin de déterminer la relation entre T et A, il faut connaitre la relation entre w et k. D’aprés la définition de
w

la vitesse de phase v, = = On en déduit la fréquence d’une onde de longueur d’onde A

© M v

f:27r_ or A

1

Avec v, = c= 3.10% m.s! , on obtient Uintervalle de fréquences du domaine visible :

3,75.10" Hz < f < 7,5.10" Hz
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Remarque
La fréquence d’une onde est un caractére intrinséque de 'onde mais sa longueur d’onde dépend
du, milieu puisque

A=—
f

c
Par exemple, pour un milieu d’indice optique n, la vitesse de la lumicre est v, = — et la longueur
n

d’onde devient
A=n—-=mn)
c
ol Ao = — est la longueur d’onde dans le vide.

On parle abusivement de longueur d’onde pour décrire le domaine spectral du visible. Il faut en
principe utiliser la fréquence ou la longueur d’onde dans le vide.

I1.3. Structure des OPPM

Considérons une onde électromagnétique, plane progressive m hromathue de vecteur d’ onde k de

champs électrique et magnétique complexes (r t) = ﬁ ej(“’ ?(7 t) = el (wi= ® ),

Les équations de Maxwell dans le vide, en ’absence é &e et de courant s’écrivent

?ﬁ—o Nl
272

8&
En utilisant la notation complexe, il v & Q?)

—yk-Es‘@} kB =0
—JEANE =—juB —jE AB = jwpozo E

On en déduit les relations suivantes :

§ Ho€o —~ ﬁ

ot

k =0 (Champ électrique transverse)
%
[

ol sl
Il

(Champ magnétique transverse)

o)

Il
=
>
&=l

(Relation de structure)

(Autre expression de la relation de structure)

%
k - ﬁ =0 (Champ électrique transverse)
%
k - 3 =0 (Champ magnétique transverse)
KAE
KA .
B= (Relation de structure)

(Autre expression de la relation de structure)
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_>
Les champs électrique et magnétique sont donc orthogonaux & k , c’est-a-dire a la direction de pro-
ﬁ et sont orthogonaux entre

pagation. La relation de structure montre également que les champs

eux.

Propriété

Pour une O.P.P.M. dans le vide, de vecteur d’onde ? :

* les champs électrique et magnétique sont transverses

%

k ﬁ =0
%

K. B = 0

* la relation de structure s’écrit
%
§ k A ﬁ
 w

—>
Le systéme de vecteurs (ﬁ7 ?, k) forme donc un triedre direct.

L9

I

FIGURE 3 — Dans le vide, les champs électrique et magnétique d’Une onde plane sont transverses.

Remarque
Avec
— w
k=—14
c
la relation de structure devient :
_)
? B k A E B uA E
= w a c

La relation de structure est valable pour toute onde plane progressive se propageant dans le sens

de 1.
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B

FIGURE 4 — Les champs électrique et magnétique d’une O.P.P.M. appartiennent & un plan d’onde, sont
orthogonauzx entre eux et orthogonaux au vecteur d’onde qui indique le sens de propagation de [’onde. Les
vecteurs (E, B, k) forment un triédre direct.

Longueur d'onde

-

E : Champ électrique oscillant
B : Champ magnétique oscillant

FIGURE 5 — Représentation d’une O.P.P.M. se propageant suivant u,. La longueur d’onde est la période
spatiale de l’onde.

III Polarisation des ondes planes progressives monochromatiques

IT1.1. Définition

Nous avons étudié la périodicité spatiale et temporelle des ondes électromagnétiques mais nous n’avons
pas encore étudié 'amplitude et la direction des champs électrique et magnétique.

Considérons une O.P.P.M. se propageant dans le sens des x croissants. Le champ électrique est trans-
verse il est donc de la forme :

0
Eqy, cos(wt — kx + ¢y)
Ey. cos(wt — kx + @)

=
&
I
SRS
I
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Remarque
Pour une O.P.P.M. décrite par

E(M, £) = EO oI (@t=E7)
* le vecteur d’onde k définit la direction et le sens de la propagation de ’onde ;

* le vecteur Eo définit 'amplitude et ’orientation du champ électrique.

Par ailleurs, la direction et 'amplitude du champ magnétique sont obtenues & 'aide de la relation de
structure

ki N E
gZT

Toute I'information sur I'amplitude et la direction des champs est donc codée par les deux composantes
du champ B , orthogonales a la direction de propagation.

Définition :

La direction du champ électrique d’une O.P.P.M. est appelée direction
de polarisation.

©

Plagons-nous dans le plan d’onde x = 0 %clzrlg{g s 'origine des temps en faisant la transformation

SO w

‘st — 2
S
En posant ¢ = ¢, — ¢y, on a :
0
ﬁ(m,t) = E, = Ey, cos(wt)

E. = Ey, cos(wt + ¢)

Dans le plan x = 0, les composantes F, et F, vérifient :

E, =  Ey, cos(wt)
E. = Ey, cos(wt+ )

Si Fy, et Ey. sont constants, ﬁ décrit une ellipse dans le cas général.

Propriété
Dans un plan d’onde donné, le vecteur champ électrique d’'une O.P.P.M. décrit
une ellipse au cours du temps. On parle de polarisation elliptique.

Les propriétés de lellipse dépendent des valeurs relatives de Ey,, Fo. et . Intéressons-nous a quelques
cas particuliers.
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<
7 Z
EO’JL EOz“
£ - — —p-y
’I EQV y X EO}'
Po=0 Po=7

FIGURE 7 — Polarisation rectiligne dans le cas ot p =0 (gauche) et ou p = 7 (droite).
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I11.2. Polarisation rectiligne

Supposons que les composantes F, et I, du champ électrique soient en phase ou en opposition de
phase :

=, — ¢y =0]r]
Dans ce cas, les composantes du champ électrique vérifient

E, = Ey, cos(wt)

E. = =£Ey, cos(wt)
On en déduit

0z
E.=akFE, avec a=+——=cste
Oy

Le champ décrit alors un segment de droite. On parle de polarisation rectiligne.

Propriété
Si les composantes du champ électrique sont en phase ¢ = 0 [27] ou en opposition
de phase ¢ = 7 [27], la polarisation est dite rectiligne car, dans un plan d’onde
donné, le champ électrique décrit un segment de droite.
Le vecteur E' garde une direction fixe quels que soient z et .

/\\X

L’expression d'un tel champ est alors : @

E Ey cos a cos(wt — K@ +@%1nacos (wt — kx) i,

Ce champ est bien polarisé rectlhgnemeﬁggar 1@1‘5 étre réécrit sous la forme suivante, en utilisant

u-cosauy—l—smauz :
A
% \E‘ocos wt — kx)

Le champ oscille donc bien selon une dlrectlon fixe lors de la propagation de 'onde (voir figure 8).

rrl

L

cfa (R
V) —

, direction de propagation
R i du Ch'dl'l'l]‘)

v

plan d'oscillation du champ

FIGURE 8 — Structure d’une OEPPH polarisée rectilignement : le champ électrique oscille suivant une
direction fixe de l’espace au cours de la propagation.
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Remarque

* Pour une telle onde, en vertu des équations de Maxwell dans le vide, le champ magnétique

est également défini par une O.P.P.M. polarisée rectilignement suivant la direction per-
pendiculaire o E et a la direction de polarisation.

* L’0.P.P.M. polarisée rectilignement constitue le maillon élémentaire & partir duquel, par

simple superposition, on peut reconstituer toute onde électromagnétique, d’amplitude, de
phase, de polarisation quelconque.

IT1.3. Polarisation circulaire

Supposons que les composantes E, et £, du champ électrique soient en quadrature de phase :

i
@:@Z—%:Em

Dans ce cas, les composantes du champ électrique vérifient

E, = Ey, cos(wt)
E., = =E,, sin(wt)

w

Q=m/2 p=3m/2
circulaire droite circulaire gauche

FIGURE 9 — Polarisation circulaire gauche (& gauche) et circulaire droite (a droite).
C’est I'équation d’une ellipse dont les axes coincident avec les axes (Oy) et (Oz).

De plus, si les amplitudes sont égales, Ey, = Ey. = Ey, les composantes du champ électrique vérifient
{ E, = E, cos(wt)
E, = =£E; sin(wt)
C’est I'équation paramétrique d’un cercle de rayon Fj.
Propriété

Si les composantes du champ électrique :

m
* sont en quadrature de phase ¢ = — [r];

* possédent la méme amplitude Ej ,

la polarisation est dite circulaire car, dans un plan d’onde donné, le champ électrique
décrit un cercle.
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Remarque

fonction du sens de rotation du champ électrique.

Pour un observateur qui recoit l'onde, la polarisation est dite :

* gauche si le champ électrique tourne dans le sens trigonométrique ;
* droite si le champ électrique tourne dans le sens horaire.

On distingue parfois le caractére droit ou gauche d’une polarisation elliptique ou circulaire, en

Q= O<p<n/2 Q=n/2
rectiligne elliptique droite elliptique droite

n/2<p<n
elliptique droite

Q=n n<Q<3n/2 ¢=3m/2
rectiligne elliptique gauche elliptique gauche

Qo=m/2 ©=31/2

circulaire droite circulaire gauche

3n/2<p<2n

elliptique gauche

FIGURE 10 — Les différents types de polarisations dans le cas général, en fonction de la phase ¢ dans

Uexpression suivante : E = Eg, cos(wt — kx) @, + Ey, cos(wt — kx + ) U,.

II1.4. Lumiére naturelle et phénoménes de polarisation

La lumiére naturelle, celle produite par le soleil par exemple, est émise par des processus aléatoires,
c’est-a-dire qu’elle contient une superposition aléatoire de toutes les polarisations; on dit alors qu’elle est

non polarisée.

Remarque

Ce n’est pas le cas pour le laser par exemple, dans lequel I’émission peut étre anisotrope, de

sorte que le champ électrique d’un laser peut étre émis dans une direction privilégiée.
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Il est toutefois possible d’agir sur la polarisation d’une onde en utilisant par exemple un polariseur.
Un polariseur est un matériau anisotrope, c¢’est-a-dire dont les propriétés dépendent de son orientation
dans 'espace, qui ne laisse passer qu'une seule direction de polarisation rectiligne.

Polarisateur
(vertical)
Faisceau
lumineux

Ondes lumineusas
Source polarisees verticalement
lumineuse

FIGURE 11 — Lumiére naturelle non polarisée incidente sur un polariseur. L’onde transmise est polarisée
rectilignement suivant la direction privilégiée déterminée par l'orientation du polariseur.

Remarque L

%
L’oeil humain n’est sensible qu’a la valeur moyenne du ca@du champ électrique (E?), et ne
fait donc aucune différence entre une lumiére naturel 0>i olarisée et une lumiere polarisée.

En revanche, Ueil de labeille permet de faire la diff e @e les différentes polarisations, ce
qui lui apporte davantage d’information sur 80@0@‘6 ent.
(~

Yy

Influence d’un filtre Influence d’un filtre
polarisant circulaire polarisant circulaire
Droit Gauche

www.trivision3d.com

FIGURE 12 — Principe du "cinéma 3D" : deux images polarisées différemment (soit deux polarisations
rectilignes orthogonales, soit deux polarisations circulaires droite et gauche) sont soit émises soit réfiéchies
par écran du cinéma. L’utilisation de polariseurs différents sur les verres de lunettes spéciales permet au
spectateur de recevoir sélectivement une image sur l’eeil droit et 'autre sur il gauche. Un léger décalage
spatial entre les deux prises de vue permet alors d’avoir une impression de relief dans l'image (principe de
la stéréo). Sans lunettes, un spectateur voit deux images superposées et légérement décalées.
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IV Energie des ondes planes progressives (Q.P.P.)

IV.1. Densité d’énergie électromagnétique d’une O.P.P.

_>
Considérons une onde électromagnétique plane progressive (O.P.P.), de vecteur d’onde k = k.

On rappelle que la densité volumique d’énergie électromagnétique est donnée par :

€0E2 B2
2 o

Uem = Ue + Uy =

La relation de structure pour une O.P.P. se propageant suivant @ impose

g_ﬂ'/\

C

En utilisant le fait que les vecteur ﬁ , ? et @ sont orthogonaux deux & deux, on obtient
)| = cll B

On en déduit

2 2 2 2 Xy
AN

Propriété
électromagnétique plane progressive :

_EoEQ_BQ_ Uem,
T2 T o mT 7

Ue

a y équipartiti > [’énergie électrique et de 1’énergie magnétique > >
Il a y équipartition de I’énergie électrique et de I’énergie magnétique d’une onde

Dans le cas d’une O.P.P.M. se propageant, par exemple, dans le sens des x croissants, le champ électrique
s’écrit :

E = Ey, cos(wt — kz) @, + Ey, cos(wt — kx + ¢) U,

La moyenne temporelle de la densité d’énergie électrique s’écrit dans ce cas :

) = 5ol

1
= 50 [Eg,(cos®(wt — kx)) + Ej, (cos®(wt — kx + ¢))]

1 1
= Z o (EOQy + Egz) = Z €o Eg

On peut en déduire la valeur moyenne de densité d’énergie électromagnétique :

(Uem) = (Ue) + (Up) = 2 X (ue) = %50 Eg
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Propriété
La valeur moyenne de la densité d’énergie électromagnétique d’'une onde plane
progressive monochromatique est :

1
(Uem) = (ue) + (Um) = 3 €0 Eg

ou FEj est 'amplitude du champ électrique.

Remarque

Afin de calculer les grandeurs énergétiques précédentes, on prendra garde & ne pas utiliser la
notation complexe sans précautions. Avec l'expression complexe du champ électrique :

ﬁ ﬁ i(wt—kz)

il faut utiliser les expressions suivantes, ot * indique le complexe conjugué :

(e Re Eoﬁ ﬁ] 750E2
\
1 R . E2
(Un) = 5 e 2#0 @ = - Eo
Q
IV.2. Vecteur de Poynting 6)6

Soit une OPP se propageant selon le \@e r.%cgalre i . Le vecteur de Poynting associé s’écrit :

o ﬁﬁ m(“% e - P

HoC HoC =0 HoC
-

Propriété
Le vecteur de Poynting et la densité volumique d’énergie d’'une OPP sont liés par

la relation :
ﬁ = CUem U

ou U est le vecteur unitaire indiquant la direction et le sens de propagation.

— —
Considérons une surface élémentaire orienté d*S. L’énergie électromagnétique qui traverse d2S entre
les instants ¢ et ¢ + dt est égale au produit de la puissance rayonnée par dt :

e—T . &5dt

D’apréﬂ(; théoréme de Poynting, en 'absence de puissance dissipée par effet Joule, I’énergie rayonnée

a travers d?S pendant dt est égale a l'énergie électromagnétique contenue dans le cylindre de section dS
et de longueur T dt ot U, est la vitesse de propagation de 1’énergie soit

—
d€ = u,,, d2S - ¥, dt
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Par identification entre ces deux expressions, on peut définir la vitesse de propagation de ’énergie
par 0 = ey, V.

Propriété
L’énergie d’une O.P.P. dans le vide se propage a la célérité de la lumiére c.

V Réflexion d’une onde électromagnétique sur un conducteur parfait

Pourquoi un faisceau laser traverse-t-il une vitre mais ne traverse pas un miroir recouvert d’une fine
couche d’aluminium ?

Le faisceau laser est assimilable, au moins localement, & une onde plane progressive monochromatique
se propageant dans le direction k ;.

Le champ électromagnétique a l'interface génére des courants induits négligeables dans le cas du verre
(faible conductivité) mais trés importants dans le cas d'un métal (conductivité trés grande).

Ces courants créent alors un champ électromagnétique qui s’ajoute au champ électromagnétique inci-

dent. XV
Q)%

N
V.1. Conducteur ohmique et effet de pe@y Q
=

On rappelle qu'un conducteur ohmique est ur@%(co r\(rériﬁant la loi d’Ohm locale :

ou 7y est la conductivité électrique du coyncke 6Bour le cuivre, v ~ 107 S.m~!.

Cette formulation de la loi d’Ohm locale f&fe statique) reste valable pour une large gamme de fréquence

1
(f < — = 10" Hz, avec 7 le temps séparant deux collisions pour un électron).
T

Au-dela, la conductivité diminue et un déphasage entre le champ et le courant apparait (les électrons
n’arrivent plus a "suivre" les oscillations trop rapides du champ).

Remarque

On rappelle ’équation différentielle vérifiée par un électron dans le modéle de Driide :

dv 7 e
dt T om
ce qui donne, en notations complexes :

2

nest
1 2

7(_%)_@: m_Fo D _Fo.F

—\T m 1+ wt 14wt -

ou Yo est la conductivité statique du conducteur et y sa conductivité complexe.

1
On voit bien que v =~ vy pour f < —.
- T
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Ecrivons les équations de Maxwell dans un conducteur ohmique

p

div(E) = - div(B) =0
OF

ot

—>§>__@ —

I‘Ot(?) Ho j + HoEo —=—

Remarque

L’équation différentielle vérifiée par p dans un conducteur ohmique s’écrit :

0 — o)
divﬁzﬁ ;o div g —|——p:0 : j:%E = _'0+Ep_0
€o

ot ’ ot
€

On en déduit que p — 0 au bout d’un temps de lordre de T/ = 0~ 1077 5. Pour des
Yo

1
fréquences f < —, la densité volumique de charge pourra étre prise nulle dans le conducteur.

De plus, aux frequences envisagées :

. &
il w1

il a7 {Q
le courant de conduction est trés grand devant le @ &erlacement

Y \/‘

Dans I'approximation basse-fréquence (f %()Y?Fg)les équations de Maxwell s’écrivent

div &5&’ KO) le

rot(E) = at F&@) o %E

En prenant le double rotationnel de ’équation de Maxwell-Faraday, on obtient

R(Rﬁ) = —loYo —=— oF avec E%(E%E) = gﬁ)ﬂ(divﬁ) _AE=-AF

ot

On en déduit I’équation de propagation dans le conducteur ohmique

aﬁ N
AE —€ =0
0705, ot
En utilisant la notation complexe E E (ot ?) on détermine la relation de dispersion :

—1 2

avec 0 =
Ho7YowW

k* = —igYow soit k= £./loyow e li =+

¢ est homogéne & une longueur, appelée épaisseur de peau.
L’onde dans le métal décroit donc exponentiellement et est atténuée au bout d’une distance de 'ordre
de I'épaisseur de peau.
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Remarque

Pour le cuivre, avec une onde de l’ordre du GHz, on a une épaisseur de peau de l'ordre du pum,
donc tres faible.

Propriété

La propagation d'une onde électromagnétique de période grande devant le temps

de relaxation du matériau (f < 10™ Hz) est caractérisée par leffet de peau : 'onde
ne pénétre dans le milieu que sur une distance de 'ordre de I’épaisseur de peau 9.

Cette distance est d’autant plus faible que la conductivité du matériau et la fréquence
de 'onde sont élevées.

Propriété
Un conducteur est dit parfait si v — oo.
L’épaisseur de peau dans un conducteur parfait est quasi-nulle, 6 — 0, et aucune
onde ne pénétre dans le matériau.

&

V.2. Réflexion d’une onde electromagn@; ue\%r un conducteur parfait

On considére une onde incidente plane progre n@)‘chromathue polarisée rectilignement, se pro-

pageant dans l'air selon u, telle que : & 6
> 5
E. E_}Q%\‘%Q)Z Uy avec EZ = %ﬂ'z
B - A2

E
—

Hthi?)
¢
On suppose que cette onde arrive en incidence normale sur un conducteur parfait : l'interface air/conducteur

est représentée par le plan z = 0.

A linterface, on a les conditions aux limites suivantes :

Eamr Ev:ond = Ealr - _ﬁz)
§anr §cond - §alr - /1/0.73 ( ﬁz)

La composante tangentielle du champ électrique est continue et la composante normale du champ
magnétique est continue.

Pour que les conditions aux limites soient vérifiées, il faut que la composante tangentielle du champ
électrique dans l'air, au voisinage du conducteur (z = 0) soit nulle. Ceci n’est possible que si une autre
onde, appelée onde réfléchie, se superpose a I'onde incidente.

Remarque

Dans le cas général, il existe une onde réfléchie et une onde transmise. Comme aucune onde
ne peut exister dans un conducteur parfait, il n’y a pas d’onde transmise ici.
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FIGURE 13 — Onde électromagnétique incidente arrivant en incidence normale sur un conducteur parfait.

Les champs électrique et magnétique de I'onde réfléchie ont pour expression :

Er = EOT ei(”rtfzr'?)
— —
?T B kj r A\ ET _ k r A EOT ei(th—?r'?)

Wy w

Dans 'air (z < 0), 'onde réfléchie se superpose a 'onde inciden%&e Les champs électrique et magnétique
valent donc 4}

BB
2R

Appliquons les conditions aux limites pour le r%@‘ ectrique et magnétique :

‘)
@) Al
Ew&@) o A (i)

En remplagant les champs par leurs expressions complexes, on trouve

. . g
EOi ezwt i, + EO el(w'r’tfkrwlfkryy) = —=1, (1)
€0
By T AE
- Ly .
, it i, _|_ ~ r 2th kroz—kryy) _ — 1o z/\uz (2)
r

ou g et ]_; sont les grandeurs complexes associées & la densité surfacique de charge o et & la densité
surfacique de courant 7; .

1. Projetons I’équation (1) sur les vecteurs i, @, et @, :

Eg; €' + Eor @D, erther—kry) - — 3)
EX %

P g
EOT . ﬁz ez(wrt—krmx—kryy) _ _810 (5)

2. En multipliant 1’équation (3) par e=™* on obtient :

EOi + EOT . 'L_[z ei((wr—w)t—kmx—kryy) =0
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Le membre de droite est indépendant de z, y et t. Le membre de gauche est donc une fonction
explicite de x, y et ¢t qui ne dépend ni de z, ni de y, ni de t. On en déduit :

Wy = W
krw =0
by = 0

% : ~ . — .
Le vecteur d’onde k. de I'onde réfléchie ne posséde qu'une composante suivant u,. La propagation
de 'onde réfléchie se faisant dans le sens des z décroissants, on en déduit

Remarque

Avec une incidence quelconque, on retrouverait les lois de Descartes : I'onde réfléchie est dans
le plan dincidence et symétrique de ’onde incidente par rapport a la normale au dioptre.

Par ailleurs, la fréquence de ’onde réfléchie est identique a celle de [’onde incidente.

. Les équations de passage pour le champ électrique se simpli@e’znt en

EOZ + Eor uz -
EOT Z %

Comme l'onde réfléchie est transverse m S le vide) : 0,, ne posséde des composantes que
sur 1, et sur i,. Or la projection de L6>uy est nulle. On en déduit

ﬁ%%& iU, avec FE,., = —FEy

On en déduit le champ électrique réfléchi
Er — _EOz' ei(wt—&-kiz) i

On obtient I'expression du champ magnétique & l'aide de la relation de structure

—
Er _ k A Er _ - EOi ei(wt+k¢z) (_ﬁz) A ﬁm = ET _ @ ei(wt«kklz) ?Iy

C C

Remarque

Par rapport a 'onde incidente :
* le chamyp électrique réfléchi est déphasé de  : Ew = *Em ;

* le champ magnétique réfléchi n’est pas déphasé : EOT = Em‘ =

KA Em
—

Propriété
Lors de la réflexion en incidence normale sur un conducteur parfait, I’'onde réfléchie
a la méme pulsation et se propage en sens inverse de ’onde incidente.
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FIGURE 14 —

V.3. Densités surfaciques

En utilisant ’équation de passage pour le champ électrique projetée sur i, on trouve :

. o

B, 0.6 ~0- L > 2
o %

Utilisons la relation de passage pour le champ magnéti%ﬁ\Q

Bi(=0,6)+ B, (== ow& Q 7 A,
\ Js
soit B o @Y’bb‘

E, 1 — (® —
CU it yK@ e%%}:uoj_g/\uz
On en déduit &O .Q,GD
J_> _ &'01@\},‘ 7 = 2E¢(z = O,t)
= NOC-V ¢ HoC
En notations réelles :
. 2E,
]s -
HoC

Propriété
Une O.P.P.M. arrivant en incidence normale sur un conducteur parfait génére au
niveau de la surface du conducteur :

* une densité surfacique de charge nulle
o=10

* une densité surfacique de courant proportionnelle au champ électrique incident
au niveau de la surface
%_zﬁi

Js =
HoC
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Remarque
Ce sont les courants surfaciques qui sont a l'origine du champ réfléchi. Cela explique pourquoi
londe réfléchie a méme pulsation que ’onde incidente : des courants oscillants a la pulsation
w engendrent en régime permanent un champ électromagnétique de pulsation w.

V.4. Structure de ’onde résultante : onde stationnaire

Déterminons les expressions des champs électrique et magnétique total dans le demi-espace z < 0.
Pour le champ électrique :

Eul(st) = Edzt)+E, (51
_ EOZ' [ei(wtsz) . ei(thrkz)] ﬁx
—_ E()i eiwt [efikz _ e+ikz] ﬁm

= —2iEy “" sin(kz) i,

Pour le champ magnétique :

B

—tot

(5,t) = Bi(2t)+ B, (2t

Les champs réels sont donc de la forme .
N
Etot = Re {E&&z, ./ = 2FEy; sin(kz) sin(wt) i,
& Ey;
gtot = Re [Etot(z,t)} = 2 ~ cos(kz) cos(wt) w,

Cette onde :
* est une onde plane puisque les champs ne dépendent que de la coordonnée cartésienne z ;
* n’est pas une onde progressive car les champs ne dépendent pas de z + ct.

En revanche, les champs s’écrivent comme le produit d’une fonction du temps par une fonction d’espace.
On parle d’onde stationnaire.

FIGURE 15 —
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Propriété

L’onde résultant de la superposition des O.P.P.M. incidente et réfléchie est une

onde plane stationnaire, dont les champs électriques et magnétiques sont orthogo-
naux entre eux et oscillent en quadrature.

Le champ électrique total s’annule pour

T
sin(kz) =0 soit z,=n 7 avec ne N

Mais /k = A/2. Le champ électrique total s’annule pour

zn—n§ ne

Ces positions ne dépendent pas du temps. On parle de noeuds pour le champ électrique.

Le champ électrique total est extrémal quand

7r
sin(kz) = £1 soit 2z, = (2n+1) op avec n€ N

Avec 7/k = \/2, on voit que le champ électrique total est ex@%ial pour

Ces positions ne dépendent pas du temps. On pafNe e@?@ e pour le champ électrique.

Zn =

En comparant les expressions des champs éle agnétique, on constate que les noeuds pour le
champ électrique correspondent aux ventres ;Squ,r p magnétique et vice-versa.

‘f N
neeud de E ventre de E

RIXHA I

amplitude de E amplitude de B

FIGURE 16 —

V.5. Aspect énergétique

On cherche & exprimer les vecteurs de Poynting des ondes incidente et réfléchie.
Les champs électrique et magnétique de 'onde incidente s’écrivent, en notations réelles :

Eil,t)
Eo;
?i(z,t) = Re [Ei(z,t)} = — cos(wt — kz) 1,

C

e [Ei(z, t)} = Ey; cos(wt — kz) i,
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Le vecteur de Poynting de 'onde incidente vaut
E A E?i E2?
ﬁ: = = T cos?(wt — k2) @,
Ho HoC
Pour 'onde réfléchie :
Er(z,t) = Re {Er(z,t)} = —FEy; cos(wt + kz) i,
Ey;
gr(z,t) = Re [ET<Z7t):| == cos(wt + kz) U,
c
Le vecteur de Poynting associé & I'onde réfléchie s’écrit :
ﬁr A ?T E2
ﬁr =1 T T cosP(wt + k2) 4,
Ho HoC
On constate que le vecteur de Poynting est dans le sens de la propagation.
En valeur moyenne, la puissance surfacique associée a ’onde incidente vaut
"
B o9
Tl = 52
R
En valeur moyenne, la puissance surfacique associéyyé@o@réﬂéchie vaut
(11 Xpmt) @
& 6%2“00
© P
A
Définition :
On définit le coefficient de réflexion en puissance R par
o (T
(VT
Dans le cas d’'une O.P.P.M. arrivant en incidence normale sur un conducteur parfait :
T
(1L
Remarque

Toute [’énergie incidente est réfléchie par le conducteur parfait.
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Les champs, dans le demi-espace z < 0, ont pour expression :
Erw = Re [Em(z, H] = 2B sin(kz) sin(wt) @,
?tot = Re [Etot(zﬂf)] = 2% cos(kz) cos(wt) t,
Le vecteur de Poynting associé a l'onde stationnaire s’écrit

ﬁ ftot A §tot
tot

Ho
2
=4 —02 sin(kz) sin(wt) cos(kz) cos(wt) @,
HoC
2

—02 sin(2kz) sin(2wt) i,

HoC
En valeur moyenne, on trouve
ﬁ —
< tot> =0
Propriété X

Une onde stationnaire ne transporte aucune énergie en moyenne.
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champs dans les conducteurs Effet de peau

I Equations de Maxwell dans I’A.R.Q.S.
I.1. Rappels sur ’A.R.Q.S.

Lors de I'étude du champ magnétostatique, nous avions vu que le cadre de 'A.R.Q.S. correspondait
aux cas ol les dimensions L du circuit était faibles devant la distance caractéristique A des variations des
champs ou, de fagon équivalente, que les temps de propagation T pouvaient étre négligés par rapport aux
variations temporelles 7" des champs.

Définition :

L’approximation des régimes quasi-stationnaires (A.R.Q.S.) consiste a
négliger le temps de propagation 7, d’un signal électromagnétique devant
sa période T (7, < T).

De fagon équivalente, ’A.R.Q.S. consiste a négliger la distance de pro-
pagation L devant la longueur d’onde \ = ¢I' du signal électromagnétique
(L < N).

©
& ?’ %67

‘ L4
7 ¢Q Oz < T
temps de p pagq;&i n  durée du phénoméne
\‘\J

NN N
Phénomene(t) Phénomeéne(d)

“ AN W,
\/\ Q Q

- T A

N 4
oL

A

A > L

<~
longueur d’onde du signal  longueur caractéristique de propagation du signal
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1.2. Courants de déplacement dans I’A.R.Q.S.

a) Courants de déplacement

On se place dans le cadre de 'approximation des régimes quasi-stationnaires. Par conséquent, le temps
caractéristique T' de variation des champs et est trés long devant le temps de propagation sur la
longueur caractéristique L de l’expérience, soit :

L
T>71=— ou L \=cT
c

L’équation de Maxwell-Faraday permet de déterminer 1'ordre de grandeur relatif des champs électriques
et magnétiques :
0B

ot

B

E
||r—o‘>cf|| ~ et

On en déduit donc que :

E B
L T
Comparons maintenant les ordres de grandeur des termes ro?%?‘ t eollo —— BT de I'équation de Maxwell-
Ampére :
B
ol B[~ o ,Qaﬁp ~
(ot Bl = 7 L2 ot ||~ T

Le rapport de ces deux termes a donc pour o a) deur :
Q) Bﬁ

%—‘ 2
< 7 )

st B| T

v

C’est donc un infiniment petit d’ordre 2 dans ’A.R.Q.S. . Dans le cadre de ’ARQS, on se place au

premier ordre en Pl et on négligera donc le terme €y dans I’équation de Maxwell-Ampeére.
c

ot

Propriété
Dans I’A.R.Q.S., les courants de déplacement sont négligeables devant les courants
de conduction

€0 < |71l

ot

b) Loi des nceuds

Prenons la divergence de I’équation de Maxwell-Ampére :

E
oy (? + e aa—t> — div (r_o?ﬁ) — 0= g <div7 be divﬁ)

ot
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Dans I’'A.R.Q.S., les courants de déplacement sont négligeables devant les courants de conduction. On
en déduit

div(7) ~ 0

La relation div(?) = 0, valable dans ’A.R.Q.S. indique que 7 est a flux conservatif.
En effet, considérons une surface fermée fixe 3. Le théoréme de Green-Ostrogradsky permet d’écrire

—
ﬂ 7 - d%S = Lorante = /// div(7)d*v =0
> V()

Si la surface ¥ enlace un neeud de circuit électrique, on retrouve la loi des noeuds.

Loi de Kirchhoff ou loi des noeuds
Dans 'approximation des régimes quasi-stationnaires A.R.Q.S., le vecteur densité
volumique de courant est a flux conservatif

div(7) =0

On en déduit que la somme des courants algébriques arrivant & un nceud de circuit
électrique est nulle.

FIGURE 1 — Dans I'A.R.Q.S., I’équation de conservation de la charge s’identifie & la loi des noeuds :

Zi Ii — 0

c) Distribution de charges

Par comparaison avec I’équation de conservation de la charge

9
div(7) + a{; =0

0
on en déduit que 8_/: est négligeable dans 'A.R.Q.S. .
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Propriété

Dans ’A.R.Q.S., les variations temporelles de la densité volumique de charge sont
négligées
0
(—p ~0
ot
Remarque

L’A.R.Q.S. correspond a un régime lentement variable.

I.3. Equations de Maxwell dans ’A.R.Q.S.

Dans I'A.R.Q.S., les courants de déplacement peuvent étre négligés. On retrouve les équations de
Maxwell dans ’A.R.Q.S. .

Equations de Maxwell dans le vide et dans ’A.R.Q.S.

Dans ’A.R.Q.S., les courants de déplacements peuvent étre négligés et les équa-
tions de Maxwell deviennent

|

div(E) =

rob(E) -

div(B) = 0

B
ot(B) = m7

Q)

0
0B

Remarque

Le théoréeme d’Ampeére sous la forme

% § . E}g == ,LLOIenlacée
C

est valable a condition de ne négliger les courants de déplacement. L’application du
théoreme d’Ampére sous cette forme fournit des résultats trés proche des mesures expérimentales
réalisées en TP.

Remarque

Le phénoméne d’induction reste valable dans I’A.R.Q.S. : l’équation de Mazwell-Faraday reste
valable.
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De I’équation de Maxwell-flux, on déduit, dans I’A.R.Q.S. :
B =r1ot(A)

L’équation de Maxwell-Faraday montre que, dans 'A.R.Q.S. :

oA oA

Propriété

Dans I’'A.R.Q.S., la relation entre les champs et les potentiels reste valable
e oA
B= B(Z) et = —grad(V) — B
"V
o

IT Champ électromagnétique dans lessgbnducteurs ohmiques

N
II.1. Loi d’Ohm locale et A.R.Q.S. @ \Q

Lorsqu’un champ électrique est appliqué da Wéu possédant des porteurs de charge mobiles
un courant électrique apparait. Un tel milieu e ije de conducteur. Les deux principaux types de
conducteurs sont les métaux (cuivre, fer ... )g‘gt- leg soutions électrolytiques (solutions contenant des ions).

On constate expérimentalement, pou?n t.% grande variété de matériaux, que la densité de courant
7 est proportionnelle au champ électriq z;ppliqué. Cette propriété reste vraie pour des valeurs de
champ électrique variant dans une trés large gamme. La constante de proportionnalité dépend notamment
du milieu conducteur et de la température.

Définition :

Dans un conducteur ohmique, la densité volumique de courant 7 et le

champ électrique ﬁ vérifient la loi d’Ohm locale
7=+E

ol v est la conductivité électrique.

Pour autant qu’on puisse I'expérimenter en travaux pratiques, ot les durées caractéristiques des phéno-
ménes détectables sont supérieures a la centaine de nanoseconde, I’établissement de la densité de courant
dans un métal ou dans un électrolyte est instantanée. On pourra donc négliger les temps de propagation
des signaux a l'intérieur du matériau, et utiliser le cadre de '’ARQS.
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Lxercice
On considére un champ électrique variant a la pulsation w a Uintérieur d’un métal, de conductivité v =
108 Q~L.m~!. Déterminer une condition sur w pour que I’A.R.Q.S. reste valable.

L’A.R.Q.S. est valable si [’on peut négliger les courants de déplacement, c’est-a-dire si

oF

ot

TH— < 1 soit
J

e || ]

NEN

On doit donc avoir

we
Y0 1o ww L= 108 x 36m.10° = 1,1.10" rad.s~"
0 €0

w
Cette valeur correspond a une fréquence f = or = 1,8.10'8 Hz, soit une longueur d’onde dans le vide Aoy =
T

C
—=10710 ;-1
f

L’A.R.Q.S. pourra étre utilisée dans les conducteurs ohmiques métallique.

\Y
@Co

Remarque

En solution aqueuse, les conductivité sont de [’or @7@1 pS.em™! = 1074 QL.m~!. On

en déduit la condition sur la pulsation du cha%

w << —=10" %’)62;1)69)6 1,1.107 rad.s!

L’A.R.Q.S. sera généralement vemﬁe&an@l@ solutions électrolytiques.
LY

Propriété
I’A.R.Q.S. est généralement vérifiée dans les conducteurs ohmiques.
* Dans les métaux, I’A.R.Q.S. est valable si les champs varient peu sur une durée

dle emchee dle 7 — —= — 1G=" s);

* Dans les solutions électrolytiques, ’A.R.Q.S. est valable si les champs varient peu
Y

€0

O

sur une durée de l'ordre de 7 = — = 10" s

11.2. Densité volumique de charge dans un conducteur ohmique

Recherchons I'équation différentielle vérifiée par la densité volumique de charge p dans un conducteur.
L’équation de Maxwell-Gauss et la loi d’Ohm locale permettent d’écrire :

_>
iy (L) _’
Y €0
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Or I’équation locale de conservation de la charge permet d’obtenir une autre expression de div 7 :

div (7) = —%
Donc en identifiant les deux expression de div ?, on obtient :
0
8_;) + % p=0
En tout point M, la solution de cette équation s’écrit
t—t
p(M,t) = p(M,to)e T  avec 7= 7

€o
Le calcul de 7 pour un conducteur métallique (v ~ 108 Q~'.m~1) fournit
1075

Cette expression prouve donc, compte-tenu de la valeur trés faible de 7, que la densité volumique de
charge dans un conducteur tend quasiment instantanément vers zéro.

XV
Propriété 29

Un conducteur ohmique reste localement neutre en tout point a tout instant :

p(M,t) =0

ek
SICE
I1.3. Equations de Maxwell da QQ}F; conducteur ohmique

Compte-tenu des résultats précédents, les équations de Maxwell dans un conducteur ohmique s’écrivent

div(f) -2 _y équation de Mawxell-Gauss
€0
0B
Q(f) =~ équation de Mawxell-Faraday
div(g) =0 équation de Mawxell-flux
OE
1?%(?) = 1o 7 + po€o o = o T = 1oy E équation de Mawxell-Ampeére

Propriété
Dans un conducteur ohmique et dans ’A.R.Q.S., les équations de Maxwell
prennent la forme

dv(E)= 0 div(B) =0
Si(d) - 28 H(B) = o B

ot
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Remarque

Les équations pour les champs E et § sont couplées.

I1.4. Equations de diffusion pour les champs

Cherchons des équations découplées en ﬁ et E .

a) Champ électrique

Prenons le rotationnel de I’équation de Maxwell-Faraday
9B )
rot (r_o%ﬁ) = —rot ( T ) ——E‘E(ﬁ)

L’équation de Maxwell-Ampére permet d’exprimer le rotationnel de ﬁ

W (5E) -5 ()

rot <rot§) = grad <d1v ﬁ) %@ﬁ “AE
/\,\
On en déduit une équation découplée pour @
y—+¢ -

b) Champ magnétique &Q& Q?)
Prenons le rotationnel de ’équation de ¢ll-Ampére
o (10 8) = oyt (B)

L’équation de Maxwell-Faraday permet d’exprimer le rotationnel de ﬁ

5 (SE) = (00 ) =

ot

= () - o (@) - A7 - -7

On en déduit une équation découplée pour ?

Remarque

Les champs ﬁ etﬁ vérifient la méme équation dans le conducteur. Cette équation, reliant les
dérivées secondes spatiales et la dérivée temporelle du champ est appelée équation de diffusion.
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ITIT Application : effet de peau dans un conducteur ohmique

II1.1. Position du probléme

Recherchons la solution de I'équation différentielle précédente dans un cas particulier. On étudie un
conducteur occupant le demi-espace z > 0, comme le montre la figure ci-dessous.

Appliquons, a la surface du conducteur, un champ électrique uniforme (c’est-a-dire indépendant de x
et y), tangent a la surface et variant sinusoidalement avec le temps. Un tel champ peut étre généré, par
exemple, par une onde électromagnétique atteignant le conducteur. Le champ en z = 0 sera pris de la
forme

ﬁ(z =0,t) = Ey cos(wt) i,

Conducteur

\4

&

Le champ électrique a 'intérieur du conducteur Ve(@}
o7 @@@‘ v

Le probléme est invariant par translatj @ %‘ t U, et u,. D’autre part, le champ variant de facon
sinusoidale avec le temps en z = 0, il Q ittthe de chercher une solution, en tout point intérieur au
conducteur, sous la forme :

tion

E(2,t) = Bz, t) @y = Bo(2) cos [wt — p(2)] @
avec les conditions aux limites suivantes
Ey(z=0)=Ey et ¢(z=0)=0
L’équation pour le champ électrique devient en projection sur i,

O?E(z,t) OB(z,t)
p:2 M7 T T

II1.2. Champ électrique dans le conducteur

L’équation différentielle étant linéaire, on peut utiliser la notation complexe en posant :
E(z,t) = Ey(2) et=¢G)] = B (2) et avec Ey(z) = Ey(z) e7®
L’équation différentielle précédente devient, en notations complexes :

0®Ey(z) Oy (z)
B R R Y T
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E,(z) vérifie donc une équation différentielle du second ordre & coefficients constants, d’équation ca-
ractéristique :
2 _ /2

r? —ipgyw =0 soit 7 wy po =0

Les solutions de I’équation caractéristique sont de la forme

141 Jr@' 2

=4 g w = Vil Yw = ou 0=
\/— Moy W

Les solutions de ’équation sont donc de la forme
Eo(Z) = A et ? —&—Be“l A e (1+4) z/8 +Be —(144) 2/

ou A et B sont des constantes d’intégration complexes.

Or, pour z — +00, la densité volumique de courant j(z,t) = Re [l'(z, t)] reste bornée donc

J(z 1)
gl

E(z,t) = borné pour z — oo

On en déduit nécessairement A = 0. En z = 0, E,(z) = Ey de@érte que Ey(z=0) = Ey, = B.

On en déduit la solution complexe

Eo(z) — E ef(l*H') 2/5 E() &

La solution compéte pour le champ elect& ﬁsccx?t donc

Z t E% Xzfuz _ E 672/5 i{wt— 2/6]

Sy
/\,\
jEO Eoe z/9

soit, en notations réelles

ﬁ(z,t) = Eye */% cos <wt - ;) Uy

z
Les variations temporelles de ﬁ(zg t) sont ressenties a la cote z avec le retard 5 et leur amplitude est
w

z
atténuée du facteur exponentiel e 9.

2
fo YW

Ainsi, le champ électrique pénétre dans le conducteur sur une distance caractéristique § =

On parle d’épaisseur de peau ¢ et d’effet de peau.

IT1.3. Champ magnétique dans le conducteur

De l'expression du champ électrique, on déduit le champ magnétique a ’aide de ’équation de Maxwell-
Faraday :
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On en déduit

8§_E0 —2/5 " ¥4 . " z 5
W—Fe COS w—g — Sln w—g Uy

En intégrant par rapport au temps, on obtient I'expression du champ magnétique

EO —z : z z .
3(2’, t) = Ee /8 [sm (Wt - 5) + cos (wt — S)] i,

Ba) = B o - 23 5)

soit

w

NS
Ainsi, tout comme le champ électrique, le champ n@bi@a pénétre dans le conducteur sur une dis-

T
tance caractéristique 9. Toutefois, le champ magn@(sot&%hasé de 4P rapport au champ électrique.

IT1.4. Densité volumique de courgnt 66)

O
La loi d’Ohm locale permet de déter@r

er, la%ensité volumique de courant a l'intérieur du conducteur

o)

AY
z
T(z,t) = yﬁ(zﬂf) =y Eye /% cos (wt - 5) Uy

<

II1.5. Description énergétique

Faisons un bilan énergétique dans le conducteur.

a) Densité volumique d’énergie électromagnétique

La densité volumique d’énergie électromagnétique u.,, peut étre décomposée en deux termes ., =
Ue + Uy, OU :

€0E2 B2
= et Uy, = —
2 240

En remplagant les champs par leurs expressions

eoE? z
Ue = %6722/5 cos? (wt — 5)

E? z
0 _
Uy = — 0 %0 o [ wt— S — =

Ue

2419, 02 w? 0 4
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En prenant les moyennes temporelles de ces expressions, on obtient

eo B2 E?
() = e | et () = = 7

—2z/6
e
4 w

Le rapport de ces deux contributions vaut

Dans 'A.R.Q.S., eqw < v d’out
(ue)
(tm)

Dans 'A.R.Q.S., I'énergie électromagnétique contenue dans un conducteur ohmique est principalement
sous forme magnétique.

<1 pour un conducteur ohmique dans I’A.R.Q.S.

b) Puissance dissipée par effet Joule
Considérons une portion du conducteur ohmique de section constante S normale & .

La puissance volumique moyenne cédée par le champ aux por‘@ns de charge vaut

o ,
}QZ>> :7%6_22/6

o 2

S

La puissance électromagnétique totale cédée Ql& &@5@1 de conducteur étudiée vaut donc

5 E2
(Py) —’yéz\ﬁh/‘ﬂ?d L s

c) Puissance électromagnétique regue par le conducteur

Calculons la puissance électromagnétique moyenne entrant une portion du conducteur ohmique de
section constante S normale & .

Cette puissance est égale au flux du vecteur de Poynting a travers la surface S située en z = 0
Pray = ﬁ(z =0,t)- (Su,) soit, en valeur moyenne (Pr.y) = (ﬁ(z =0,1)) - (Su,)

Le vecteur de Poynting est donnée par :

I B/\g E? 205 | o (w2 +cos [ wt z\ . A
T 5we cos” | wt — = cos | wi — < | sin | wi — = | | i,

d’ou la valeur moyenne du vecteur de Poynting

ﬁ _ 1 E2 C—Zz/zS
1o O w 2

La puissance moyenne entrant dans le volume étudié vaut :

1 E2

(Pry) = (T (2 = 0,1) - S@.) = PR
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Mais

2 1 vé
6: — = —
Moy w podw 2

On en déduit
<Pray> = <7DJ>

Ce résultat était prévisible. En effet, en moyenne, I’énergie électromagnétique dans le conducteur ne
varie pas :

Olem 1 (T o
( 5 ) = —/ Uemdt = 0 car ue, est T-périodique
0

Il n’y a donc pas d’accumulation d’énergie au sein du conducteur : toute la puissance moyenne entrant
dans le conducteur est fournie aux porteurs de charge conformément au bilan de puissance électromagné-
tique

ag;‘“ Fdiv(M)=-7 - F
&
Q
I11.6. Bilan /\',\Q
a) Effet de peau @ \Q
N> z

L’amplitude des champs et des courants n,sye’&;?ucteur décroit en e 0. La longueur caractéristique

de cet amortissement est : ,&Q Q
A® )
S
Mo YW

On Pappelle I’épaisseur de peau. Elle représente le profondeur de pénétration du champ électroma-
gnétique et des courants a l'intérieur d’un conducteur : & une distance supérieure & quelques fois 6 de
I'interface entre le conducteur et le milieu extérieur, les champs et les courants peuvent étre considérés
comme nuls.

Ce phénomeéne est appelé effet de peau parce que d prend des valeurs trés faibles pour un bon conducteur
aux fréquences moyennes et élevées. Pour le cuivre, dont la conductivité vaut v = 6 x 107S.m™* :

—a f=>50Hz, 6 =9 mm;

—a f=1MHz, § =65 um;

- a f=>5GHz 6 =0.9 pum.

Remarque

Les résultats établis ici pour une géométrie particuliere se généralisent a un conducteur de forme
quelconque, lorsque l'épaisseur de peau reste faible devant le rayon de courbure du conducteur.
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Propriété

DansI’A.R.Q.S., les champs électromagnétiques et la densité volumique de courant

a l'intérieur d’un conducteur ohmique s’atténuent sur une distance caractéristique o
appelée épaisseur de peau. On parle d’effet de peau.

Pour des champs oscillants & la pulsation w, I’épaisseur de peau est donnée par

2

oY w

6:

ol g est la perméabilité du vide et v la conductivité électrique du matériau.

Remarque

Plus la fréquence du champ est élevée (a condition de respecter I’A.R.Q.S), plus [’épaisseur de
peau diminue.

X
&

— Conséquence
Le champ électromagnétique a l'intérieur d’un conducteur parfait (v — 00) est
nul
y—=o00=0—0

Les courants sont alors uniquement surfaciques.

Q)g)
S
Y

b) Conséquences

b)

FIGURE 2 — a) Epaisseur de peau d dans un fil cylindrique. b) Epaisseur de peau dans un fil tubulaire. c)
Conducteur multi-brin.

* Dans un conducteur ohmique, le courant ne se propage qu’en surface & haute fréquence. L utilisation
d’un fil plein est alors inutile, et des fils tubulaires sont donc souvent utilisés afin d’économiser le
matériau conducteur.
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Cependant, la diminution de la section efficace du conducteur entraine une augmentation de sa
résistance car la résistance d’une portion de conducteur de longueur ¢ et de section S vaut

4

k=75

Afin d’éviter ces pertes, on utilise un conducteur multi-brins.

* La profondeur de peau permet également de prévoir la gravité des accidents électriques. En effet,
en assimilant le corps & un conducteur ohmique, le courant pénétre dans le corps sur une distance
caractéristique 9.

— On parle de brilures lorsque la peau est en contact avec des courants de 'ordre de 100 MHz. En

prenant une conductivité de 'ordre de v = 3,5 Q~L.m~! pour la peau, on trouve

d~1cm

— on parle d’électrocution pour des accidents avec le secteur (f = 50 Hz). L’épaisseur de peu est
alors de l'ordre de
0~ 10 m

Le courant pénétre dans le corps et peut entrainer uneXjbrillation des muscles, notamment du
coeur. <
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Reflexion sur un métal - Guide d’onde

3. Réflexion sous incidence normale sur un conducteur

plan parfait

3.1. Hypothése du conducteur parfait

Un conducteur serait parfait s’il n'opposait aucune résistance au passage du
courant électrique. Nous dirons qu’un conducteur réel peut étre modélisé par le
conducteur parfait lorsque sa conductivité est assez grande pour qu’elle puisse
étre considérée comme infinie : y — oo. La puissance volumique transférée par

; 5 x o -2, . :
le champ électromagnétique au conducteur S_ZYE étant nécessairement
T

finie, le champ électrique dans un conducteur parfait est nul.

(Un modeéle plus précis du conducteur permet de conclure que le champ

électrique reste localisé au voisinage de la surface du conducteur, sur une

épaisseur & d’autant plus faible que la fréquence est élevée, c’est 'effet de peau ;

dans le volume du conducteur le champ électrique est nul).

Le champ magnétique est donné par lintégration de I'équation de Maxwell

Faraday : %tB— =—rotE=0. Le champ magnétique est nécessairement
C

permanent dans le volume du conducteur.

En conclusion, nous retiendrons que le champ électromagnétique non

permanent est nul dans le volume d’un conducteur parfait, ce qui est le cas du

champ d’une onde électromagnétique.

Par la suite, sauf mention contraire, nous exclurons la présence d’'un champ

électromagnétique permanent.

Notons que I'équation de Maxwell Gauss implique que p=0 et que I'équation
de Maxwell Ampeére implique que j=0 : les charges et les courants sont nuls

dans le volume d’'un conducteur parfait, les éventuels charges et courants
sont localisés sur la surface limitant le conducteur.

3.2. Champ électromagnétique au voisinage d’un conducteur parfait

Notons © et —js les densités superficielles

des charges et des courants localisés, dans
le conducteur, sur une couche de tres faible
épaisseur, a l'interface métal — vide. Avec les
notations de la figure ci-contre, le champ
électromagnétique dans le vide, au
voisinage immeédiat du conducteur,
s’écrit :

B . MO]S /\B
Le champ électrique dans le vide au voisinage d’'un conducteur parfait est
orthogonal a l'interface conducteur — vide.
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3.3. Réflexion sous incidence normale d’une OPPH

Considérons une onde plane
progressive  harmonique  polarisée
rectilignement, de pulsation ©, se
propageant dans le vide selon la

direction de vecteur unitaire e,
perpendiculaire a [linterface vide -
conducteur supposée assimilable a un
plan infini. Choisissons comme axe Oy

x ¥

la direction de polarisation de I'onde, le
champ électromagnétique de cette onde

incidente a donc pour expression : vide métal
" % s k = E R
E (x,t)=E,expi(ot—kx)e, et B =—AE ==expi(wt—kx)e:, avec
© c
k="e,
c

D’apres le paragraphe précédent, le champ électrique dans le vide, au voisinage
du metal, ne doit pas avoir de composante tangentielle. |l faut donc postuler, ce
que justifie I'expérience, I'existence d'une onde réfléchie dont le champ électrique

compense celui de 'onde incidente : E, (0‘,t) =-E, (0’,t).

3.4. Expression de 'onde réfléchie

Pour préciser la structure de cette onde réfléchie, utilisons des considérations
de symétrie : pour I'onde incidente, le plan xOz, perpendiculaire au champ
électrique, est plan d’antisymétrie et le plan xOy, perpendiculaire au champ
magnétique, est plan de symeétrie. L'onde réflechie posséde au moins les
propriétés de symeétrie de I'onde incidente qui en est la cause, donc le champ
électrique réfléchi est perpendiculaire au plan xOz et le champ magnétique est
perpendiculaire au plan xOy .

Ces résultats nous amenent a considérer pour I'onde réfléchie la structure d'une
OPPH polarisée rectilignement suivant e, se propageant selon Ox, vers les x

o' -

décroissants : E, (x,t) =E',expi(o't+k'x)e, avec k'=—k'e, =——¢s.

La relation de passage en O impose E'jexp(im't)=—E,exp(iot), Vt ; alors
o'=oetkE',=-E,.

L’'onde réfléchie a la méme pulsation que I'onde incidente. Ce résultat est assez
intuitif : le champ électrique incident met en mouvement les électrons du métal

au niveau de l'interface ; ceux-ci, animés d’'un mouvement sinusoidal de pulsation
w, émettent une onde électromagnétique de méme pulsation (voir le chapitre

: . ®
suivant sur le rayonnement dipolaire). Nous avons, de plus, k'=—=k.
c

Le champ électrique de l'onde réfléchie a donc méme pulsation et méme
amplitude que celui de I'onde incidente ; cependant il change de sens lors de la

réflexion (ou subit un déphasage de m): E,(O‘,t):—go exp (iot)e, ou

E,(O’,t)zgo expi(ot+m)ey.
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Le champ électromagnétique de [l'onde réflechie s’écrit alors:
. . - = K = E _ -
E (x,t)=-E;expi(ot+kx)e, et B, =— AE, =="expi(wt +kx)e;.

® C
Remarque | : le champ électrique dans le vide au voisinage du conducteur
n‘ayant pas de composante normale, la relation de passage du § 3.2. indique qu'il

n’y a pas de charge superficielle sur le conducteur (¢ =0). Le vecteur densité de
courant est nécessairement selon Oy puisqu’il possede les mémes propriétés de
symétrie que le champ électrique; il est donné par B=yp, 75 AN, avec

B(O’.t):-B‘;(O’,t)jtB,(O’,t)=2£~°~expi(o)t)éz et n=—e, d’ou
c

i = 2~§~°—expi(mt)éz.

HoC
Remarque 2 : 'amplitude du champ électrique réfléchi étant la méme que celle
du champ électrique incident, 'OPPH réfléchie a la méme énergie que 'OPPH
incidente ; ce résultat peut paraitre paradoxal dans la mesure ou I'onde réfléchie
est due a la mise en mouvement des électrons du conducteur sous ['effet du
champ électrique incident ; notons toutefois que nous sommes dans 'hypothese

ou la résistivité du métal est nulle et que donc le courant j_ ne dissipe aucune
énergie.
4. Onde stationnaire

4.1. Superposition de I’onde incidente et de I’onde réfléchie

Le champ électromagnétique dans le vide, en tout point M et a tout instant t, est
le résultat de la superposition de I'onde incidente et de I'onde réfléchie.

E(M,t)=E, (M,t)+E, (M) avec E (x,t)=E, expi(wt—kx)e, (nous
choisissons I'origine des phases en O, ainsi I'amplitude complexe E, est réelle)
et E, (x,t)=—E,expi(wt+kx)e,.

Donc E = E, (exp (—ikx) — exp (ikx)) exp (iot) e, = —2iE, sin(kx ) exp (iot)e, .

Et B(M,t)=B (M,t)+B (Mt) avec B,(x,t)zﬁexpi(o)t—kx)éz et
c
= Ey ‘ "
B, (x,t)=—expi(wt+kx)e;.
c
= E, . ; o E, L
Donc B =—*(exp(—ikx) + exp (ikx))exp (iot)e. =2—>cos(kx)exp (iot)e. .
c c
En notation réelle, nous obtenons le champ électromagnétique dans le vide :
- e - E ~
E =2E,sin(kx)sin(ot)e, et B=2—"cos(kx)cos(ot)e.
c

Une composante quelconque du champ électromagnétique s’écrit sous la forme
d’'un produit d’'une fonction des variables d’espace et d’une fonction du temps :

y(x,t)=f(x)g(t) ; il s'agit, par définition, d'une onde stationnaire.

Contrairement a I'onde plane progressive caractérisée par une fonction d’'onde
X X

vixt)=f(t——)+g(t+—), il 'y a pas propagation: le signal « oscille sur
C c

place ».

version octobre



cours

2éme année MP(SM)-TECHNO

page 241

4.2. Description de Ponde stationnaire
En un point d'abscisse donnée (x =x,), le champ électrique et le champ
magnétique vibrent en quadrature :

E =E,(x,)sin(wt)e, avec E,(x,)=2E,sin(kx,)

B =B, (x,)cos(wt)e. avec B, (x,)= 2&cos(kxo)
c |

L’amplitude des vibrations ne dépend que de l'abscisse x. Les points ou celle-ci
est nulle sont appelés nceuds de vibration et les points ou elle est maximale sont
appelés ventres de vibration.

Pour le champ électrique : les nceuds sont donnés par sin(kx) =0, c’'est-a-dire

. . i A )
kx, =—nt ou neN, soit x, =—nE:—n—£ ; les ventres sont donnés par

. e &b T : : T A
sin(kx) = £1, c’est-a-dire kx, =———nm ou ne N, soit xy, =-n—=-n—.
N v 2 N k 2

Les nceuds du champ magnétique sont les ventres du champ électrique et les
ventres du champ magnétique sont les nceuds du champ électrique.

; : B A
Pour un champ donné, les plans nodaux successifs sont équidistants de 5 ; le

plan de linterface est, conformément aux relations de passage, un nceud de
champ électrique et un ventre de champ magnétique.
4.3. Aspect énergétique
) e E N\ B 2 . . 5 - )
Le vecteur de Poynting I1 = = —E"smkx cos kx sinmt cos ot ex s’annule sur
Ho HoC

S A
tous les plans nodaux de E et B, d’abscisses x = —nz. Sa moyenne temporelle

est nulle: (ﬁ):(). Ces resultats manifestent le caractére stationnaire de

I'onde ; aucune énergie ne traverse donc les plans nodaux : les flux d'énergie
restent limités aux intervalles séparant deux plans nodaux consécutifs.

=2 =2
" 2 ‘i . ; g,k B
La densité volumique d’énergie est donnée par: @, =, + @, = -
2 2p,
2
2 . 2 .2 2E0 2 2

avec @, = 2g,E, sin" kxsin" ot et @, =——/cos kxcos ot. La moyenne

HoC

version octobre



cours

2éme année MP(SM)-TECHNO

page 242

temporelle de I'énergie électrique est (wé> =g E;sin” kx et celle de I'énergie

2
magneétique est (mm> = > cos’ kx = EOES cos” kx puisque
HoC EoHo

Ainsi la moyenne temporelle de l'énergie volumique de l'onde stationnaire

2
=C .

(mém> = (mé> + <mm> =g,E. est indépendante de I'abscisse x : I'énergie moyenne
de I'onde stationnaire est uniformément répartie.

5. Propagation guidée

D’apres ce qui précede, il n'est pas possible d’obtenir une onde progressive se
propageant perpendiculairement a un plan conducteur : la seule propagation
envisageable est celle d'une onde dont la direction de propagation est parallele
au plan conducteur. Le plan conducteur imposant a I'onde une direction de
propagation qui lui est paralléle, il « guide » la propagation de I'onde.

5.1. Propagation guidée entre deux plans conducteurs paralléles
5.1.1. Onde transverse électrique

Considérons deux plans conducteurs
parfaits, illimités, paralléles et distants
de a. Nous envisageons la propagation
d’une onde progressive de pulsation ®
parallelement a ces plans dans la
direction Ox.

Nous limitons notre étude a une onde telle que le champ électrique E reste
perpendiculaire a la direction de propagation, une telle onde est dite

« transverse électrique (TE) ». De plus nous choisissons E paralléle aux plans
conducteurs : E=E;(z)expi(wt—kx)e,. Nous prenons I'origine des phases en

O, 'amplitude E; (z) est donc réelle.

5.1.2. Conditions aux limites

Cette amplitude dépend nécessairement de la variable z ; en effet, les relations
de passage imposent au champ électrique (tangentiel ici) d’étre nul en z=0 et
z=a:E(z=0)=0 et E;(z=a)=0.Si 'amplitude E, ne dépendait pas de z,
elle serait nulle partout et I'onde ne pourrait exister.

Notons que I'amplitude E, ne dépend pas de la variable y pour des raisons
d’invariance (les plans conducteurs sont supposés illimités) et ne dépend pas de

la variable x parce que nous faisons I'hypothese que I'onde ne s’atténue pas au
cours de sa propagation (absence de phénomenes dissipatifs).

5.1.3. Modes TE,

Dans l'espace séparant les deux plans conducteurs, ou il n'y a ni charges ni
courants, le champ électrique vérifie I'équation de propagation dans le vide :

= | TE = e - Ok OE OE | JE
AE ———5 =10, soit/en projection sur ¢y, —S +—S+—S=5—=.
¢ ot ox" oy o0z ¢ ot

En simplifiant par expi(®t —kx), nous obtenons |'équation différentielle vérifiée
d’E ’
par 'amplitude E,(z) : —# - (m_z - kz]E0 (z)=0.
z c
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Trois cas se présentent :

2 2
£
. %—kz =0 : alors ddo—gz)=0 donc E,(z)= Az +B ; les conditions aux
c z
limites en z=0 et z=a imposent clairement que A=B=0 donc E=0.
2 2
d°E
. 0)_2_ k* <0 : alors % ~H?E,(z)=0, ot H* est une constante réelle
c z

positive, donc E;(z)=Aexp(Hz)+ Bexp(—Hz) ; les conditions aux limites
en z=0 et z=a conduisent également a la seule solution A=B =0 donc

E=0.
’ d’E 2
. w—z—k2>0 : alors 0SZ)—kKZEO(z):O, ou Kz:(o_2
c z c
constante réelle positive, donc E,(z)= Asin(Kz)+ Bcos(Kz) ; la condition

E,(z=0)=0 impose immédiatement que B=0 et, en excluant la solution

2
—k® est une

= . , . . T
nulle pour E, la condition E;(z=a)=0 impose sinKa=0, soit K=n— ol
a

n est un entier non nul.

En conclusion, la propagation n'est possible que lorsque la relation
2 2 2 2

® Tt . y : ; ; 0 T
—-—k? =n’ = est vérifiée ; c’est la relation de dispersion : — =k* +n* —-.
c a c a

, @ L, e . . : -
Comme k" =——-n"— >0, ®>n— ou n est un entier strictement positif :

c a a
seules peuvent se propager les ondes dont la pulsation ® est supérieure a la

_ Tc 3 ;
pulsation ®_=— appelée pulsation de coupure.

. . : . 27
Cette pulsation correspond a la longueur d’'onde dans le vide: L_=—c =2a ;
©®

C

nous trouvons la condition A <A _=2a ; en effet, les plans conducteurs étant
des plans nodaux, la distance a qui les séparent est nécessairement un multiple

de ﬁ,soit a>—.
2 2

Il existe donc plusieurs solutions possibles, correspondant aux différentes
valeurs de I'entier positif n, ce sont les difféerents modes ; le mode correspondant
a n=| est appelé mode fondamental ou mode dominant, les suivants sont les
harmoniques d'ordre n. Le champ électrique du mode TE, « transverse

. : - = ; nz 5 -
électrique d'ordre n», s'écrit: Er, =A sm[n—) expi(mt—k,z)e,, avec

a
2.2 2
0} , T © 2 O
k,=—ll-n"—=5=5 =—,/l-n"—=.
c ® a c )

L'onde n’est pas plane car I'amplitude du champ électrique n’est pas uniforme
dans un plan quelconque perpendiculaire a Ox ; un tel plan est équiphase mais ce
n'est pas une surface d'onde.
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5.1.4. Dispersion
La vitesse de phase v :.(E: ;2 dépend de la pulsation ®, il y a donc
®
|-n* =<
(1)2

dispersion. Il faut noter que cette dispersion n’est pas due a la nature du milieu
de propagation (cf. propagation dans un plasma) puisque I'onde se propage dans
le vide. Elle est due aux conditions aux limites imposées par les conducteurs
limitant le domaine de I'espace accessible a 'onde.

La vitesse de phase, comme dans le cas du plasma, est supérieure a c; 'onde
décrite n'a pas d’existence isolée, elle est 'une des composantes d'un paquet

d
d’ondes dont la vitesse de groupe est v, = d_(:

2.2
c
e . . e . 2 2.2 2 . 2
En différenciant la relation de dispersion " =k°c” +n°——, il vient
a
5 ) do k , ¢ C
20do = 2kdkc”, soit v, =—=—¢c" =—. Alors, avec v =———, nous
¢ dk o v ¢ 2
¢ 2 @
|—n"—

(0]

C

obtenons v, =¢ | —n? . Cette vitesse est inférieure a la vitesse ¢ de la

;‘

lumiere dans le vide.
5.2. Guide d’onde infini a section rectangulaire
5.2.1. Onde transverse électrique

daxe Ox et de section droite
rectangulaire. L'onde se propage suivant a
Ox dans le domaine défini par “

y<€]0;b] et z€]0;a] comme l'indique ; I e
"0 b y

Le guide est un cylindre conducteur ZA

la figure ci-contre. e
X

Nous étudions I'onde TE, le champ électrique est perpendiculaire a la direction
de propagation Ox : E = Eo(y,z)expi(wt — kx). Les équations de Maxwell et les
conditions aux limites sur les parois conductrices conduisent a une expression :

E= [EOy cos(m%yjsin(nzjéy 4y sin[m%)cos(nzjéz}os(mt —kx).
a a

Ce mode est appelé mode TE,.

Les amplitudes E, et E,, sont liées par la relation imposée par divE=0, a

E
. 0
savoir m—~- +n—22 =0,
a

Les conditions aux limites, composantes tangentielles de E nulles au voisinage
des conducteurs (E,(z=0)=E,(z=a)=0 et E.(y=0)=E.(y=a)=0), sont
vérifiées.
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. . ; (02 2 2 ml n2 Vo :
La relation de dispersion ——k"=m b—2+—2 généralise la relation de
C a

dispersion établie au paragraphe précédent.
Nous limitons une description plus détaillée au mode TEy; pour lequel m=0 et
n=|\.

5.2.2. Analyse du mode TE,,
Structure

L’expression du champ électrique est

AZ
E=E, sin(E)cos(a)t—kx)Ey. Elle al E
a
s'identifie avec le mode TE, décrit au »
paragraphe précédent.
v T
x .- O b Yy

P

L’expression du champ magnétique se déduit de I'équation de Maxwell Faraday :

@:—EE:EEO COS(E]COS((Dt—kX)_éx_kEU sin[zjsin(mt—kx)éz et par
ot a a a

o o= nZ )\ . - k_ . (mnz -
intégration B =—E, cos {—j sin(ot — kx)ex +—E, sin (—] cos(mt —kx)e:, en
am a ® a
excluant la présence d’un éventuel champ magnétique permanent.

Il est important de noter que le champ
magnétique possede une composante

B. :_ZI-EO cos[E]sin(mt-kx)Ex zZA _
am a i ABz-
parallele a la direction de propagation, a. .

'onde n’est donc pas transverse =
magnétique (TM). Ce résultat est
général : une onde transverse électrique 0
et magnétique (TEM) ne peut se
propager dans un guide d’onde, quelle
que soit la forme de sa section droite.

Il est a noter que la composante transversale B. du champ magnétique est en
phase avec le champ électrique et que, conformément aux résultats établis

antérieurement, les plans z =0 et z =a correspondent a des ventres de B:.

La composante longitudinale B« du champ magnétique vibre en quadrature avec
le champ électrique.

Dispersion
I 2
L'équation de propagation AE —— L =0 conduit directement a la relation
¢ ot
o
de dispersion : k2+—2——2:0: seules se propagent les ondes dont la
a c

' - s . Tic _ .
pulsation ® est supérieure a la pulsation de coupure w, = — ; le guide d'onde
a

joue le role d'un filtre passe-haut. La vitesse de phase dépend de la pulsation de
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2
® c , / ® e d
I'onde, v, = P — et le vitesse de groupe est v, =¢,|l-—. L'origine de
0 w

[
2
®

la dispersion n’est pas le milieu de propagation mais les conditions aux limites
imposées par le guide conducteur

Charges et courants dans les conducteurs

La densité superficielle de charges est donnée par la composante normale E, du

= ’ _ = G - g

champ E dans le vide au voisinage du conducteur E, =—n et la densité
€
0

superficielle de courants est donnée par la composante tangentielle B, du champ
B dans le vide au voisinage du conducteur B. =p, 1 AN, n étant orienté du

conducteur vers le vide.
Sur les conducteurs z=0 et z=a, il n’y a pas de charge (c =0) et le courant

~_E, sin(ot — kx)e, .

est donné par B, : ]’S {z=0)= 1 (z=a)=
Hoam

Sur les conducteurs y =0 et y=b, nous obtenons des densités de charges :
o(y=0)=-oc(y=a)=¢,E, sin(Ej cos(mt —kx) et des courants superficiels :
a

—

J.(r=0)=-j (y=b)=

nZ

E, sin[ Jcos(mt%kx).

Ho® a

Aspect énergétique

_ — EnB
Le vecteur de Poynting I1= a deux composantes; sa composante
Ho
== . (nz nz) . _ -
transversale [1. =— E: sm(———]cos(—)sm(wt —kx)cos(mt —kx)e; a une
[T [0) a a

valeur moyenne temporelle nulle. L’'expression de sa composante longitudinale

. k -
est: II, =——E; sin’ (E}cos2 (ot —kx)ex. En moyenne, I'énergie se propage
k0 a

suivant Ox : (ﬁ) . E? sin® (E)Ex.
21,0 a
La puissance moyenne transportée par le guide d'onde est le flux de <ﬁ) a

travers une section droite : P = f r <ﬁ> . d§, soit :
=0 Jz=0

P= -[io J::O(H)dydz = KEgb szosinz (E]dz =ab

2
2,0 a %

4,0
La densité volumique moyenne d’énergie dans le guide d’onde a pour expression

(mém> = 87°<32>+2—L;<Bz> , avec (Ez> = %Eg sin’ (%Z—j et,
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2\ | ; kY
<Bz>:—~E§ (—E] cos’ (E]-{—] sin’ (—T—[—EJ . Comme g, :%, il vient :
2 aom a ® a [T
E2 2 2
(Bgp)=—2= (i) cosl[EJ-k LlJr'k—2 sinz(EJ :
4u, | Law a ¢ o . a
Calculons I'énergie électromagnétique moyenne localisée a I'intérieur du guide

d'onde sur une longueur dx de celui-ci: W, :dxfﬁO Jcio(uém>dydz. Nous

. E; LS
obtenons W, =—- [i] +—+— |abdx. La relation de dispersion
8, (L aw ¢ o
, T o E?
k™ + — —— =0 permet de simplifier cette expression: 8W, =-—"—abdx.
a 4u,c

Pour déterminer la vitesse de propagation de énergie v_, exprimons de deux

manieres différentes I'énergie traversant une section droite du guide pendant
I'intervalle de temps dt (cf. § 3.2.4. du chapitre précédent) : cette énergie est
celle contenue dans le cylindre de section droite ab de longueur dx =v,dt donc

E, k k ’
8W,,, = Pdt =—"—abv,dt avec P =ab B2, dolv,=—c’ === v,.
4, 4,0 ) A

La vitesse de groupe est dong, ici, la vitesse de propagation de I'énergie.
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Ondes électromagnétiques dans un plasma

Le but de ce cours est d’étudier la propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu comportant
des charges, qu’elles soient libres ou liées.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons a la propagation dans les plasmas dilués, milieux
neutres formés d’ions positifs et d’électrons libres. Nous verrons que l'interaction entre ’onde et les charges
entraine une dispersion et une absorption des ondes électromagnétiques.

Nous étudierons ensuite la propagation des ondes électromagnétiques dans les diélectriques transpa-
rents, linéaires, homogénes et isotropes et établirons les lois de Descartes a l'interface entre deux de ces
diélectriques.

I Propagation d’une onde électromagnétique dans un plasma

1.1. Définition d’un plasma

Définition :

Un plasma est un gaz ionisé, constitué d’ions positifs (cations), et
d’électrons, qui reste globalement neutre.

Ce type de gaz est trés courant puisqu’il repré ﬁ 9 bd‘e la matiére connue : les flammes, les éclairs,
i %ph@se et les nuages interstellaires ou intergalactiques

les aurores boréales, la haute atmosphére - I’Qlo
sont des plasmas naturels. )

Les plasmas sont également utilisés d@ dﬁ&plica’cions courantes comme les "tubes a néon" et les
"écrans plasmas". Q

Enfin, en réalisant un plasma de trés forte densité & trés haute température, les physiciens espérent
amorcer des réactions de fusions nucléaire.

Comme le montre la figure 1, on peut classer les différents types de plasmas en fonction de deux
paramétres caractéristiques : leur température électronique® et leur densité.

1.2. Densité volumique de courant dans un plasma dilué

Afin d’étudier la propagation d’une onde électromagnétique dans un plasma, nous utiliserons le modéle
simplifié suivant :

e le plasma est totalement ionisé et constitué de cations de charge +e et de masse M, et d’électrons,
de charge —e et de masse m avec m < M ;

e le plasma est neutre et comporte donc n ions et n électrons par unité de volume;

1. Cette température est définie thermodynamiquement a partir de 1’énergie cinétique des électrons. Elle est telle que :
kT = E.. Ces gaz sont trés énergétiques, ce qui explique que les températures électroniques soient trés élevées, et que la
définition habituelle de la température ne soit plus adaptée.
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Caractérisation des différents plasmas
P e e

A ———

Réacteur a ﬁ.tslﬂn 1

18+08 Fusicn inertielle

e

Coeur solaire

?
]

Nebuleuses

Couronne solaire

Eclair

18+08 @

"

Temperature [K]

8
8

10000 |

P |
Propulseur,

1000

100

100000 12+10 1e+15 1e+20 1e+25 1a+30
Densité [particules chargées | m?)

mZnnz solide, liguide, gazeuse plur i.quellz aucun plasma classigue n'esiste.

FIGURE 1 — C’lasszﬁcatwﬂ@' d@énts types de plasmas.

e le plasma est homogéne, peu denseéﬁ d{,@) e sorte que les interaction entre les charges électriques
puissent étre négligées. :

On note 7 et U les vitesses moyennes respectives des ions et des électrons. Ces particules chargées
sont soumises :

* a ’action des champs électrique et magnétique de I'onde (force de Lorentz) : 7 =q (B + A ?) ;
* & 'action de la pesanteur, négligeable devant les forces électromagnétiques;

* & l'action électromagnétique des autres particules chargées. Si le plasma est suffisamment dilué, ces
interactions sont négligeables.

Nous négligerons dans la suite la composante magnétique de la force de Lorentz. En effet, pour une
OPPM B/E ~ 1/c et, pour des particules de charge ¢ et de vitesse v < ¢ :

Appliquons le principe fondamental de la dynamique & un ion et & un électron, dans le référentiel
d’étude supposé galiléen :

d?_eﬁ

M — , m d— = —¢ ﬁ
Par conséquent
AV mdv
dt ~ M dt
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soit, & une constante pres :

?:_Mv

m
Comme i < 1, la vitesse des ions positifs est négligeable par rapport a celle des électrons. On ne

prendra en compte que le mouvement des électrons.

La densité volumique du plasma est :
%
] = —nev + ne? ~ —ned

Cette densité volumique de courant est reliée au champ électrique par

d—> 2
& e ="F
dt m

Propriété
Dans un plasma dilué, la densité volumique de courant n’est due qu’a la mobilité
des électrons. 7 est reliée au champ électrique d’une onde électromagnétique par

d7 ne?
St A Sy
dt m

ou n est la densité volumique d’électrons, o leur vitesse et m leur masse.
\Zi Q
&?’ r\ \

Les equatzons étant linéaires, on peut utzlz %‘yotatwns complexes de sorte que ﬁ

Remarque

%
Eel(“’t E7) on k est a DPrioTi complez6

62

# - zwm ﬁ

On fait ainsi apparaitre une conductivité compleze 7y telle que

ne
= ’yE avec —
- mw

=
I

La conductivité est imaginaire pure, de sorte 7 et ﬁ sont déphasés de —

Remarque

St Uamplitude du mouvement des électrons est faible devant la longueur d’onde de 'onde élec-
tromagnétique, on peut supposer que le champ prend approximativement la méme valeur. On

pourra donc écrire
07  ne?

ot m
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I.3. Structure des OPPM dans un plasma dilué

Ecrivons les équations de Maxwell dans le plasma dilué, assimilé a un milieu neutre, de permittivité e,
et de perméabilité pyg :

divE =0 div(B) =0

—>ﬁ): 6? 8?

= —
t - W(B) = ——
rot( ot rot(B) = po 7+ po€o gD
avec

o7 neQﬁ

a  m

Afin de déterminer la structure des ondes qui peuvent se propager dans un plasma dilué, on sup-
pose que les solutions des équations de propagation s’écrivent sous la forme d’une onde plane progressive
monochromatique. Ainsi, en notations complexes

E(M’ t) = EO ei(wtiﬁ'?) et E(M, t) = Eo ei(“’t*?'ﬂ

- .
ou le vecteur d’onde k est a priori complexe.

Les équations de Maxwell dans le plasma localement neutre deviennent, en notations complexes

iR E=0 —zk ?%ﬂj

%
—ik’/\E:—in —z = o J +ZWUO€OE

Les deux premiéres équations montrent que les %Ctrlque et magnétique sont transverses.
L’équation de Maxwell-Faraday montre que la relati ure est valable dans le plasma, en notations
complexes S (%

%
ou k est a priori complexe. Q& \Q)

xQ

Propriété
Les champs électrique et magnétique d’une onde plane progressive monochroma-
tique dans un plasma peu dense sont transverses et vérifient la relation de structure

L .
ou k est a priori complexe.

I.4. Equation de propagation des champs et relation de dispersion

a) Equation de propagation des champs

Prenons le rotationnel de I'équation de Maxwell-Faraday :

rot rotﬁ) = rot( 0? tﬁ =— (Mo 7+ 1o €o 8?)

8t ot
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En utilisant le lien entre 7 et E, on trouve

O*E

ot?

—
Par ailleurs R(Rﬁ) = grad divﬁ - Aﬁ = —6@. On en déduit I’équation de propagation pour le
champ électrique dans le plasma dilué

I;%(I;%ﬁ) —Ho —— ﬁ Ho€0 (5.5

523 ne’ 6)

Aﬁ Ho€o (5~ o2 NOW =

Cette équation n’est pas une équation de d’Alembert : la présence d’un terme proportionnel & E en
fait une équation dite de "Klein-Gordon".

En négligeant la présence d’'un champ magnétique statique, on obtient, de la méme maniére, une
équation de Klein-Gordon pour le champ magnétique

Remarque

L’équation de Klein-Gordon se retrouve en physique des particules (mécanique quantique rela-
tiviste), le terme proportionnel au champ étant induit par un@’wsse effective. Le champ élec-
tromagnétique décrivant le mouvement d’un photon, on e duit que, dans un plasma dilué,
tout se passe comme si les photons acquéraient une m@\e ective .

b) Relation de dispersion @

Afin d’obtenir ’équation de dispersion, O&Jheagha')les solutions de I’équation de propagation sous la

i(wt— K -7)

forme d’'une OPPM. En notations compl, amp électrique prend la forme E = E, el

L’équation de propagation devient
& )
ne —
<—k2 + w” ftog0 — Ko m) E =0

et I'on en déduit I’équation de dispersion :

ol w, est appelée pulsation plasma.

Propriété

Dans un plasma dilué, la relation de dispersion s’écrit
2 _ 2
k2 — w (A)p
B=—5
. ne? ) . AAing ‘5
oll w, = {/ — est appelée pulsation plasma et c est la célérité de la lumieére.
meg
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1.5. Pulsation de coupure et onde évanescente

a) Comportement passe-haut d’un plasma
L’équation de dispersion indique que k peut étre réel ou complexe en fonction des valeurs de w.

e Siw<w,:k*<0etle nombre d’onde est imaginaire pur :

2 _ 2
wp w

k=+i
c
Afin d’interpréter ce cas, revenons a l’expression réelle du champ électrique d’'une OPPM se propa-

geant dans le sens des x croissants :
E = ﬁo eilwt=kz) ﬁ(x, t) = Re [E] = ﬁo el cos(wt)

Les variables spatiales et temporelles sont découplées, de sorte que la vitesse de phase est nulle. L’onde
ne se propage pas : on parle d’onde stationnaire. De plus cette onde décroit exponentiellement avec x :
on parle d’onde évanescente.

Définition :

On appelle onde évanescente une onde stationnaire qui décroit expo-
nentiellement avec une coordonnée de 1’espace.

Les ondes sont progressives et peuvent se propager.

Remarque

Les ondes électromagnétiques ayant une pulsation inférieure a w, ne peuvent pas se propager :
un plasma peut étre considéré comme un filtre passe-haut ne laissant passer que les pulsations
supérieures G la pulsation de plasma, qui agit donc comme une pulsation de coupure.

Propriété

Seules des ondes électromagnétiques de pulsation supérieure a la pulsation plasma

peuvent se propager dans un plasma. Dans le cas contraire, les ondes sont station-
naires et dites évanescentes. :

w < wp : pas de propagation, onde évanescente

w > wy : propagation

Le plasma agit comme un filtre passe-haut de pulsation de coupure wy,.
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Lzercice
Calculer le champ magnétique et le vecteur de Poynting moyen associés a une onde évanescente dont le champ
€lectrique complexe est de la forme E = Fy e k7 giwt 7

La relation de structure reste wvalable dans le plasma, que [’onde soit évanescente ou mon. On en déduit,
- i fl) =
avec k = —ik" u,

. 7" ALl : .
i k' e ik zezwt i,
w ~~ w

BZ?/\E:

En notations réelles, on a donc

k" E w s k" E, @
B= 02 cos | wi— 5 Ty = 0 ="z gin (wt) Ty
w w

Le vecteur de Poynting vaut donc, en revenant aux notations réelles pour les champs :

ﬁzﬁ/\g

Ho

11 1" k,l E2 11
= {Eoe_k # cos(wt) ﬁx] A l— e K% sin (wt) ﬁy] = = 0622 cos(wt) sin(wt) @
T fiow

Avec (cos(wt) sin(wt)) = 1/2 (sin(2wt)) = 0, on vérifie que la valeur moyenne du vecteur de Poynting est

nulle
M) ="1

> Q
T
Propriété adii~N

Dans un plasma dilué, une onde évanescente ne transporte aucune énergie en
moyenne.

\v

b) Application a la transmission des ondes radio

L’ionospheére est la couche de 'atmosphére située a plus de 50 km d’altitude. Sous 'effet des rayonne-
ments trés énergétiques issus principalement du soleil (rayons UV et rayons X dits rayonnements ionisants),
les atomes de la haute atmosphére sont ionisés, de sorte que I'ionosphére peut étre considérée comme un
plasma de densité n = 10'? électrons.m™® . La pulsation plasma correspondante est w, = 5,6.10" rad.s™" |
et la fréquence associée de f, =9 MHz.

Les ondes électromagnétiques de fréquence inférieure & 9 MHz ne se propagent donc pas dans l’iono-
sphére. Pour ces ondes, qui comprennent les grandes ondes, le sol et 'ionosphére se comportent comme des
miroirs et, par réflexions multiples entre les deux, ’'onde peut étre reque & plusieurs milliers de kilométres
de I'endroit ou elle est émise 2.

Les ondes de fréquences supérieures, les ondes radio FM et les ondes de la téléphonie mobile par
exemple, dont les fréquences sont respectivement de I’ordre de 100 MHz et de 1 GHz, sont transmises par
'ionosphére, et ont donc une portée plus courte, sauf si elles sont relayées par des satellites .

2. Ceci explique qu’on puisse recevoir des stations étrangéres sur la bande AM.
3. Les ondes des stations FM ne sont regues qu’a une centaine de kilométres de leur lieu d’émission, alors que les ondes
utilisées pour les téléphones mobiles sont maintenant regues presque dans le monde entier grace a I'utilisation de satellites.
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" -ondés hautes’
- fréquences:

““ondes bass
*- fréquences

FIGURE 2 — Transmission des ondes radio. Les basses fréquences sont réfléchies sur I'ionosphére, alors que
les hautes fréquences sont transmises.

I.6. Indice complexe d’un milieu : dispersion et &bsorption

@V
a) Indice complexe “Q
x\

AL\ Y (‘\
Définition :

On définit ’indice complexe n par

k=n

o| &

:nk’o

ou kg = w/c est le nombre d’onde dans le vide

Remarque

Dans le vide, n = 1 pas définition.

n est complexe, de sorte qu’on sera amené a utiliser les notations suivantes : n = n’ 4+ in”, avec :

,  Relk] c

n=——c=—

w Uy

, Imk] c

n = C = —

w wo

. Re |k : . 1 : L .
ol v, = est la vitesse de phase et ol § = T [&] est la distance caractéristique d’absorption (ou

m
d’amplification).

Un milieu est dit dispersif si la vitesse de phase dépend de w. Ainsi, pour un milieu dispersif, la partie
réelle de I'indice dépend de w.
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Propriété

En posant n = n’ +in”, on a

. Relk] c
n = P=—
w Vo
,  Imk] c
n c=
w wé

Re [k |
est la vitesse de phase et ou § =

ou vy, =

est la distance caractéristique
d’absorption (ou d’amplification).
n' est appelé indice de dispersion.
n” est appelé indice d’absorption.

Propriété
Un milieu est dit :
e dispersif si n’ ou v, dépendent de w;
e transparent (non absorbant) si n” = 0, c’est-a-dire si k est réel.

Q)J

Remarque

vue en cours d’optique en premiére année. La b&ntemzent en fait dans la définition de
Uindice est donc la vitesse de phase. Ainsi, l sperszon n' doit étre identifié a 'indice
lumineux n d’un milieu transparent tel Q’L& et m en optique.

Q\

Pour un milieu transparent, la longueur d’onde est définie par

On retrouve, pour un milieu transparent pour leé N&a méme définition que celle déja
ce

Remarque

ol Ny est la longueur d’onde dans le vide. La longueur d’onde d’une onde électromagnétique
dépend du milieu dans lequel elle se propage.

b) Application au plasma

Considérons une onde électromagnétique monochromatique, de pulsation w, dans un plasma dilué.
e Si w < wy, I'onde est évanescente et le nombre d’onde est imaginaire pur :

72
w2 —w

k= +i
C

L’indice complexe est alors imaginaire pur : n = in” avec
T2
Im [£] Wy —w

w w
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e Si w > wy, I'onde peut se propager et le nombre d’onde est réel :
02— o2
k=4+¥Y—_F
c
L’indice complexe est donc lui-aussi réel
k w? —w?
n=n'=—-c=4=% P
w w
L’indice dépend de w : le milieu est dispersif.
Propriété
Pour des OPPM de pulsation supérieure a w,, un plasma se comporte comme un
milieu dispersif (v, ou n’ dépendent de w) et non-absorbant (le vecteur d’onde ou n”
est réel). La vitesse de phase vaut alors
w €
/Ui;) = =
k 2
|| W}
Wp
N
Remarque (\
La vitesse de phase est supérieure a la vitess 7%%@6% c. Il 0’y a ici aucun paradoxe, car
une O.P.P.M. unique n’a pas de réalité physh sse de phase ne représente pas la vitesse

de propagation de l’information. &

9~

La grandeur physique permettant de% riser la vitesse de propagation d’une information dans le
milieu est la vitesse de groupe v, qu’aurait un paquet d’onde dans le plasma. On peut son expression en

différenciant la relation de dispersion :

2 2 2
k2:w W, dv ¢

2

= 2k dk ? = 2w dw soit vy = = —

Propriété

Sur w > w, vaut

dw ¢ wg
Vyg=—=—=2¢ -
7 dk Vo w?

Dans un plasma peu dense, la vitesse de groupe d'une paquet d’onde centré

Remarque

On vérifie bien que cette vitesse est bien inférieure a c.
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onde stationnaire
évanescente

onde progressive

(Dp ®

FIGURE 3 — Représentation de la vitesse de phase v, et de la vitesse de groupe v,. Le plasma agit comme
un filtre passe-haut puisqu’aucune onde ne peut se propager pour des pulsations inférieures a la pulsation
de plasma w,.

II Réflexion et réfraction d’une onde électromagnétique sur un
dioptre &
Q<
II.1. Cadre de I’étude et expressions des ch@h@s

g
Considérons deux milieux transparents, c’est-a-dire d@q@iices ny et ny sont réels, séparés par une
surface (X) : 'ensemble est appelé dioptre en optigge)

En supposant les longueurs d’onde trés faible tg dimensions caractéristiques du probléme, on
peut confondre (X) avec un dioptre plan, etechotsir repére cartésien de sorte que son équation soit
x = 0. On note ﬁ = 1, un vecteur unitaire&é ynormal & la surface.

QN

indice n,

A 4

FIGURE 4 — Dioptre plan entre deux milieux transparents d’indice n; et ny. Une OPPM incidente, polarisée
rectilignement, donne naissance a une onde réfléchie et une onde transmise au niveau de ce dioptre.

On considére une onde électromagnétique plane progressive monochromatique incidente, polarisée rec-
tilignement, de pulsation w;, se propageant dans le milieu (1) dans une direction ;.

Cette onde donne naissance & une OPPH transmise de pulsation w; se propageant dans le milieu (2)
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dans une direction i, et & une OPPM réfléchie de pulsation w, se propageant dans le milieu (1) dans une
direction .

En notation complexe, les champs électriques dans les deux milieux sont donc de la forme suivante :

E1(7;t):§0 wit— ?17 +§ zw7t k 7))
EQ(?y t) — E()t ez(w,t ? 7))

- L S - .,
avec k; = kj;, k, =k, et k= k.

Les champs magnétiques associés s’obtiennent en utilisant la relation de structure des ondes planes
progressives dans un milieu d’indice réel n pour chacune des trois ondes :

B,-—@nE, , B -—@nrE o B-—"arE,

I1.2. Relations de continuité

Nous pouvons relier ces expressions en utilisant les relations de continuité des champs a l'interface :

e Continuité de EH (composante tangentielle) :

Elu = E22”
e Continuité de § 1 (composante normale) : @I\

%&

La continuité de la composante tangenti% @j p électrique sur le plan x = 0 conduit & :

i(w; k? wr k? 1w7?-7>
By e 'Q}EQO& TR = By ettt

Cette relation devant étre vérifiée a tou\‘instant et en tout point du plan z = 0, ceci doit également
étre vrai en O & tout instant, donc :

EOzH eiwit 4 EOT‘H eiwrt — EOtH eiwtt
En multipliant les deux membres par e~*t!, on obtient
By '@ By o't = By
Le membre de gauche est une fonction de ¢ qui ne dépend pas de ¢. Ceci ne peut étre réalisé que si

Wi =ws et wp=ws
By + Eop = Egy

On en déduit

Remarque

On a utilisé le fait que les fonctions exponenticelles et forment une famille libre.
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I1.3. Lois de Descartes

La relation de continuité pour le champ électrique s’écrit en un point M, (70 = OMO) du plan z = 0,
en simplifiant par e™? : . . .
EO@“ e—iki.?o + E()r” e—ikr-?o _ EOt” e—ikr?o

—
Multiplions les deux membres de cette équation par ik o

- -
E01||+E07“He(k‘_k )T = Eotue(kl Fe) 7o

Cette relation est vérifiée pour tout point My tel que 7o = y iy + 2 u,. On en déduit que les différences
— - 7
de phases (kl ) 70 et < i — kt> . ?0 sont indépendantes de ﬁ), les fonctions exponentielles
formant une famille libre. Ceci n’est possible que si

(Fi-%) o= (Fi=F) To=0

Ainsi, les vecteur (kl - k:T> et (k, — k t) doivent étre orthogonaux a 7'_3, c’est-a-dire colinéaires
a N), vecteur unitaire normal au dioptre.

On en déduit

;= FitaN o K=k BN

ol « et [ sont des constantes réelles. . Q
N N
On retrouve la premiére loi de Descartes. ;&
Premiére loi de Descartes T A :

Les vecteurs d’ondes des ondes réfléchie et réfractée sont dans le plan d’incidence,
défini par le vecteur d’onde incident et la normale au dioptre.

Q"
NE
N

FIGURE 5 — Ilustration des lois de Descartes.

En projetant les relations pour les vecteurs d’onde sur un vecteur tangent & la surface, on obtient

- = —
kij= kv = ky
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Propriété
Les composantes tangentielles des vecteurs d’onde des ondes incidente, réfléchie
et transmise sont égales :

T —
ki = ko= ky

La continuité des composantes tangentielles des vecteurs d’onde implique :
k; sin@;, = —k, sin@, = k, sin 0,

En remplagant les vecteurs d’ondes par leurs expressions en fonction de I'indice lumineux, on obtient :

nqw sin 6, niw sinf,  now sin 6,
c c c
soit
0, = —0, et ny sinf; = ny sin 6,

On retrouve la deuxiéme et la troisiéme loi de Descartes.

Deuxiéme loi de Descartes AN

L’onde réfléchie est symétrique de I'onde incidente par rapport & la normale au

dioptre.
500
LK

La direction de propagation de 'onde transmise fait un angle 6; avec la normale
au dioptre de sorte que

Troisiéme loi de Descartes

ny sinf; = ngy sin 0,

ou #; est 'angle que fait la direction de propagation de l'onde incidente avec la
normale au dioptre.

Remarque

Le modeéle de la propagation des ondes électromagnétiques permet d’interpréter les lois de Des-
cartes, qui constituent le fondement de l'optique géométrique.

Nous n’avons utilisé pour cette démonstration que la continuité des composantes tangentielles des
vecteurs d’onde. Toutefois, nous pouvons également utiliser la continuité des champs pour en déduire les
amplitudes des champs dans les deux milieux, et ainsi en déduire la répartition de la puissance lumineuse
de 'onde incidente entre les ondes réfléchie et transmise.

11.4. Coefficients de réflexion et de transmission sous incidence normale

Déterminons les amplitudes des champs réfléchi et transmis en fonction de celle du champ incident dans
le cas particulier de 'incidence normale. On aura donc 6; = 0 et d’apreés les lois de Descartes 0, = 6, = 0.
Le dioptre, situé en x = 0, a pour vecteur unitaire normal N = .

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 262

indice i

x\r

FIGURE 6 — Onde incidente, onde réfléchie et onde transmise dans le cas de 'incidence normale.

a) Coefficients de réflexion et de transmission pour le champ électrique

Dans le cas de deux diélectriques d’indice n; et ny séparés le plan d’équation x = 0, les champs
électromagnétiques s’écrivent \\’

E, - Eoz et=h) (onde incidente)

= — ux
Er = EUT el(wtthim) 1@53@@“%”) (onde réfléchie)

Et _ EOt ei(wt—kzac) ? i(wt—kax)

b, (onde transmise)

La transversalité du champ électromagnet@ﬁe impose que les champs sont tangents a l'interface. Dans
le cas de milieux diélectriques isolants, il n’y a pas de courants surfaciques au niveau du dioptre, et on
peut écrire la continuité des composantes tangentielles du champ électrique et du champ magnétique :

El = Ez et E1 = 32 (en x=0)
soit, en simplifiant par e* :
Eoi + EOT‘ = EOt
nlﬁm/\EOi —nlﬁx/\EOT = ngﬁz /\Eot

En utilisant la transversalité du champ électrique, la seconde relation devient
Uy A (nlzm - nlﬁw — ngﬁ ) — 0 soit n1Eg¢ - R1EOT - nQEOt

La résolution du systéme vérifié par EOZ-, Eor et E()t conduit a

B, -"mmp
—=0r —

Ny + N9 =0

Em _ 2711

n + Ny

=01
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Définition :

On définit les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude
pour le champ électrique par

Eor = T2 Eoi
E()t =112 Eoi

Propriété
Entre deux milieux diélectriques, linéaires, homogénes et isotropes d’indices n;

et ng :
ny — Na 2n,
risg=——— €t 1 9=—"—
ny + nog ni + neo
L’onde transmise est en phase avec I'onde incidente au niveau du dioptre (t1_2 > 0)
mais la réflexion provoque un déphasage de 7 lorsque nq < ns.

Y

On retrouve bien des expressions similaires a ¢ N%’o te}[es lors de ’étude de la propagation d’une
onde acoustique sous incidence normale sur un e. méme que pour les ondes sonores, on obtient
deux coefficients réels.
e
b) Coefficients de réflexion et de t m 6'3n des puissances
L]

Comme pour les ondes sonores, on déﬁni@?es coefficients de réflexion et de transmission en amplitude
sont difficiles & interpréter, et on définit les coefficients de réflexion et de transmission de la puissance
électromagnétique.

Définition :

On définit les coefficients réflexion et de transmission de la puissance
électromagnétique par :

O 1411 PR 3 B
KT KT

Pour une OPPM incidente se propageant suivant 4+, polarisée rectilignement selon ,, les champs
électrique et magnétique s’écrivent, en notation réelle :

n n
ﬁi = FEy; cos(wt — kx) 1, et Bi = —11_[9: A Bi . Eo; cos(wt — kx) i,
c c
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Le vecteur de Poynting de 'onde incidente vaut alors

E. N B,
T, = T _ % B2 cos?(wt — k)@,
0 0

soit, en moyenne dans le temps

nq .
() = 5 B3,
2ppc
De la méme maniére

n n
(M) =2 B2a, et (U)=-—2 E2a,
2upc 2p10c
On en déduit : , ,
E No
Rl zzﬂ:’r2 et T1 22ﬂ2_2
— 2. 12 — B m 12

2

= — et Ti 0 =

Propriété T\

Entre deux milieux diélectriques isolants, linéaires, homogénes et isotropes d’in-
dices ny et ng :

2
ny — N9 4ning
Rio=|—— et Ti,o=—"—
ny + no (ny + n2)

La conservation de 1’énergie électromagnétique impose

Rio+Ti4=1

Remarque

Numériquement, pour une interface air/verre, avec ny ~ 1 et ny ~ 1,5, on obtient Ry =
0,04, ce qui est cohérent avec les observations : les reflets dans une vitre sont faibles. De méme,
on obtient T1_o = 0,96 : cette valeur étant proche de 1, la transmission d’une onde lumineuse

a travers un dioptre air-verre n’induit une perte de puissance lumineuse importante que si de
nombreux dioptres sont traversés.

Lzemple
Dans un bon appareil photo, l'objectif est complexe et nécessite souvent une vingtaine de lentilles. La trans-

mission ne représenterait alors que 0,96%0 = 44%, ce qui est beaucoup trop faible. Cependant, pour éviter cet
affaiblissement, il est possible de réaliser des couches antirefiet a l'interface air-verre.
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Rayonnement dipolaire électrique

Le champ électromagnétique rayonné par un dipole oscillant possede la
structure d’une onde progressive, moyennant certaines hypothéses.

I. Dipéle oscillant

I.1. Modélisation

Le conducteur d’'une antenne émettrice peut étre modelisé par un ensemble
d’électrons libres (charge —e) dans un réseau de cations fixes (charge +e).
Lorsque ce conducteur est parcouru par un courant sinusoidal de pulsation ©,
chaque couple cation - électron est assimilable a un dipole électrique de moment

dipolaire p, = —eri = —eaicoswt (r étant le vecteur position de I'électron,
Porigine étant prise au centre du cation). La source, supposée de dimension
suffisamment petite, peut étre modélisee par un dipole de moment
p= Z{)f = 50 cosmt (avec f)o = Z——ea; ) : c’est un dipole oscillant.

i i
1.2. Hypothéses
e Approximation dipolaire
La distribution est assimilable a un dipdle électrique, de moment p, placé au

point O choisi comme origine, lorsque ses effets sont étudiés en un point M
situé a une distance r tres grande devant I'extension de la distribution dipolaire :
si a est une distance caractéristique de cette distribution, r>a.

L’approximation dipolaire consiste a considérer : — T 1.
a

e Approximation non relativiste
La vitesse de vibration de chaque électron est faible devant la vitesse de la
[ y s & o drf = : - —
lumiere. Pour I'électron i, vi = 4 = —@ma; sinmt, donc Hv,u = (0“0.- “ <ma.
t

S e : c_ A ‘
La condition ”v,” < ¢ est vérifiée lorsque ma < ¢, soit aK — = - <Ai,o0U A
® 27n

est la longueur d’onde dans le vide associée a la vibration de pulsation ®.

L’approximation non relativiste consiste a considérer : — > |.
a

e Zone de rayonnement
Le champ électromagnétique rayonné par le dipole oscillant est étudié dans une

région de I'espace assez éloignée de la source pour que —>>|. Cette propriété
A

définit la « zone de rayonnement ».
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Notons que dans I'hypothése non relativiste I'approximation dipolaire est
nécessairement vérifiée dans la zone de rayonnement.

2. Champ rayonné

L'objectif est de déterminer en M, a e,
tout instant, le champ électro- -
magnétique créé par le dipdle oscillant Z‘:‘ I*’!"“%Vew
de moment p = p, coswt placé en O. : " o
Le point M est repéré par les ’r\9<
coordonnées spherlques. preCIsees sur 1 7 .
la figure ci-contre, p =p, cosote; . pI

%5 ¢ H

2.1. Potentiel vecteur

Nous admettons 'expression du potentiel vecteur créé en M par un élément de
y . j(P.t—PM/c)
courant j(P,t)3t en P (potentiel retardé) : dA(M,t) = TST.
4n

PM ; : . '
Le terme t, = —— correspond a la durée de propagation entre le point source P
c

et le point M.
Pour Ila distribution dipolaire D, nous avons

M=t [ B,

OP <a<<HmH:r donc PM=r. De

Par hypothese,
PM r a A

plusmw —=—  car —<«<T=— en vertu de
€ € c c

I'approximation non relativiste (a << A ).

Alors E(M,t):f—TirﬂLj(P,t—r/c)St. Par définition, la vitesse moyenne des

électrons de la particule mésoscopique Ot étant v et leur charge étant
dq = por, jot :p\781=6q;. Alors, pour la  distribution D :

(e~ Sas -T2 B

I

Le potentiel vecteur s’écrit : A(M,t) = ﬂf)(t —Lj ou A(Mt) = «———fSrﬂ ;
4mr g
2.2. Champ magnétique
Le champ magnétique est donné par B=rot A, avec
AMt)= Fy ﬁ(t—ijéz =A(r,t)e., soit B =|‘-o7c(A(r,t)§ ) grad A(r,t) A e,
4nr c

puisque ﬁ/\(UE)zﬁU/\aJrUVAa etque V ae, =0.Donc B:Z_AérAEz.
r
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- - R A -
Avec e, Ae; =—sinBe,, B:—a—sineew.

or
Or o Yo, —%-&—l%j avec w1 P donc %:Lﬂ(BjLEJ'
or 4n\ r° ror or c ot C or 4nr c
Comparons les ordres de grandeurs : ‘p| est de l'ordre (0‘p0| et |p[ est de
S /e
l'ordre o ]po‘ donc ﬂ est de l'ordre de — = 27— .
b/ ¢
Dans la zone de rayonnement (i» ), le terme P est négligeable devant le
r
terme 2. Alors A__H
c or 4mrc

0 =
Le champ magnétique a donc pour expression : B(M,t) = p:sm p[t = —)e(p ;
Tre c

2.3. Champ électrique

. , R A _
Le champ électrique E est donné par E=—grad V —aa—, le potentiel électrique
t

"4 =
V étant calculé a partir de la jauge de Lorentz % = —c’divA.

CA- - OA [TH

Avec divA = div(A‘éZ ) =grad A€, =— 6.6z, — = — p et e .e. =cosH, il
or or 47rc
. vV pec
vient —= 4 ——pcosO. En intégrant par rapport au temps et en excluant la
nr

présence éventuelle d’'un potentiel permanent, nous obtenons I'expression du

potentiel électrique : V(M,t) = M{)(t - i] :

4nr C
V- V- v O(p p 0.
Alors grad V = a—er +l—o—ee avec Lid _ _HoCcoshIp + Bj O L p et
or r 60 or 4mr r c 4nr
10V pesin® | DA My we By u .
=—————p. Dautre part —= e: = cosBe, —sinBes ).
r o0 4nr? P F ot 4nr P 47r p( H)
B _}ﬁ- . . .e =
Nous en déduisons E=-—grad V — EA = M(E + B) o Po3ind pes, soit
4nr \r ¢ 4nr

TRRELU A

Tr ¢
2.4. Structure de 'onde émise
e Chaque composante du champ électromagnétique

p(t——)ee, B(M,r) = Hosin®

0 =
EM,t)= B Sty p[t—ijecp peut s’écrire sous la
c

47mtr 41tre

orme (M) = o 100z 12 ) ou w(t.0) =y (n0)cosof - O,
C

caractéristique d’une onde progressive, se propageant dans la direction et le
sens de e, a la vitesse c.
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e Les vecteurs E et B sont perpendiculaires a la direction de propagation e, ,

sont perpendiculaires entre eux et le triedre (E,B,e ) est direct. Leurs

- I . N -
normes verifient la relation HBH =-——, dou la relation B = ——.
c c

e Le champ rayonné a grande distance par le dipole oscillant posséde donc la
structure de I'onde progressive monochromatique décrite au chapitre 8.
Mais I'amplitude des champs dépend des variables d’espace r et 0 ; du fait
de cette dépendance, 'onde n’'est pas la méme, a un instant t donné, en

tout point d’un plan perpendiculaire a e, : 'onde n’est pas plane. Cependant
dans une région limitée de I'espace, telle que r et sin® varient trés peu, les
amplitudes peuvent étre considérées comme constantes et I'onde possede
toutes les propriétés de I'onde plane progressive harmonique : nous dirons
que I'onde est « localement plane ».

En conclusion, 'onde électromagneétique émise
par un dipole oscillant dans la zone de
rayonnement possede  « localement» la
structure de 'OPPH.

X y

<.
3. Puissance rayonnée

3.1. Intensité rayonnée

La puissance traversant un élément de surface 8S est par définition 8P =11 - 38,

ou Il est le vecteur de Poynting dont [Iexpression est ici:

& % G
ﬁ(M,t):EAB—“Osm 9..2(

ri- . oy
t—— |e,. Nous choisissons comme éléement de

- 2.2
[TA l6én“r‘c C

surface un élément de la sphére de centre O et de rayon r : &S =3Se,. Alors

oP
OP =110S et, par définition, l'intensité énergétique moyenne est | = S—BS—> ={IT}.

.2 . 2
. HoSIN“0 /.0y Hesin“0, , 2
énr'c 32n°r'c
L'intensité décroit en —- ; nous verrons que cette atténuation n’est pas liée a un
r

phénomeéne d'absorption, la propagation dans le vide exclut tout phénomene
dissipatif.

L'intensité est une fonction de l'angle 0, le rayonnement n’est pas isotrope.
Cette anisotropie peut étre décrite par I'indicatrice de rayonnement.

3.2. Indicatrice de rayonnement

Définissons le vecteur V = OM =le,. L’ensemble des points M correspondant a
une intensité [ donnée définit une surface appelée indicatrice de rayonnement.
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L'axe Oz du dipole est un axe de symétrie de révolution du systeme (/ ne
dépend pas de la variable @), la surface est donc une surface de révolution
autour de cet axe ; nous représentons sa méridienne (intersection avec un plan
méridien, contenant Oz): son équation en coordonnées polaires est
r=r,sin’ 0, la constante r, étant fixée par la valeur choisie pour I.

L’ensemble des courbes obtenues pour 2K

différentes valeurs de l'intensité rayonnée ‘
| constitue le diagramme de rayonnement.

La fonction caractéristique du

/
rayonnement (f.c.r.) est f(0,0)= M Elle

max

vaut ici f (6,0)=sin’0.

Il est a noter que l'intensité rayonnée est nulle dans la direction de I'axe Oz du
dipdle et qu’elle est maximale dans le plan équatorial, perpendiculaire en O a cet
axe.

3.3. Puissance totale rayonnée
Calculons la puissance rayonnée a travers une sphere X de centre O et de

. 2
tizgplas ) avec oS = r2 sin Gdedtp ’ soit
= mrc

:__P-zo_zi)'lf sin’ BdBIZK do . Avec £
l6n’ric =0 =0 -
Cette derniere expression montre que la puissance est indépendante du rayon
r de la sphere X ; il n'y a pas de dissipation de puissance au cours de la
propagation : aucune matiere n'interagit avec le champ électromagnétique pour
en absorber de |'énergie.

rayon r: P= J-

Ho =

sin® 6d0 = i, il vient P = p2 .
0 3 61c

La puissance ainsi calculée est donc la puissance emise par le dipole oscillant. En
conclusion, la puissance rayonnée par un dipdle oscillant a la pulsation ® a pour

4,2
: _ Ho 72\ Ho < 2 2> . ~ Ho® Py
expression (P)=—— =—((—o"p, cos wt soit (P) =——.
P P 67cC <P ) 6mc ( Po ) ) 127c
Cette puissance est proportionnelle a la quatrieme puissance de la pulsation.

Ce résultat explique la couleur bleue du ciel : les molécules de I'atmosphére
soumises a l'action du rayonnement solaire peuvent étre modélisées par des
dipdles oscillants de méme pulsation ® que la pulsation du champ excitateur
(diffusion Rayleigh) ; le violet (A =0,4 um) a une pulsation double de celle du
rouge (A =0,8 um), il est donc |6 fois plus diffusé, ce qui explique le décalage
du spectre de la lumiére diffusée par I'atmosphére vers le bleu.
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partie II : Optijue ondulatoire
e
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8

N

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 271

Introduction a ’optique ondulatoire

I La lumiére : une onde électromagnétique

I.1. La lumiére dans le spectre électromagnétique

La propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu isotrope yA
est décrite par la propagation de deux grandeurs vectorielles transverses :
le champ électrique E et le champ magnétique 5, perpendiculaires a la di- _
rection 4 de propagation de I'onde. E N

u

Parmi les ondes électromagnétiques, la lumiére correspond aux ondes élec- >
tromagnétiques visibles. La lumiére est caractérisée par une longueur d’onde ¥ B \
dans le vide est comprise entre 400 et 750 nm X z

400 nm < Ag < 800 nm

c FIGURE 1 -
soit, des fréquences f = — comprises dans 'intervalle
) q b\ p
0
8.10' Hz > f > 4.10" Hx_,
@Co
.\Q
A
= s = Q@ B s S Nalim)
= - e i in D = Aolnm)
1 H 1 Vi i
I I I I 1o | 1
+2 - [a¥ B Q
I <1 82 151512 0
Rt L
I I I I 1o 1
t- -
| | —
X _X /f
10—18 10-13 10-8 g = 103 101
" o : : B
a o a 4 - Lumiere : RS —{_E
b1 ) - - & =
S8 z 3 = visible © = S g o
o [ (e} 2
_3x10% 3x10% 310 -4 32 3x 101 3 x10°
N — —
I_ ! “
= o0 =1

FIGURE 2 — La lumiére visible au sein des ondes électromagnétiques.
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Ultra Violet Infra Rouge

proche proche

400 500 600 700 goo  A(nm)

FIGURE 3 — Spectre de la lumiére visible.

1.2. Sources de lumiére

Il existe différentes sources lumineuses, présentant des différences importantes, notamment concernant

la largeur spectrale de leur émission.

a) Lumiere blanche

Parmi les sources de lumiére blanche, on peut citer : le Soleil, les lampes & incandescence a filament

de tungsténe, les lampes & arc électrique. Ces sources émettent un rayonnement qui contient toutes les
radiations du spectre visible (la densité spectrale d’énergie dépend essentiellement de la température de

la source).

XN

Spectre d'un filament a 1500 K. Spectre de la lumiére solaire

intensité lumineuse

A Soleil
T = 6000 K

filament

T=3000K
corps humain

T=310K

Y

uv
Infrarouge

\v
FIGURE 4 — Spectres d’émission de corps ayant des températures différentes.

FIGURE 5 — Dispersion de la lumiére du Soleil & travers un prisme : le spectre est continu.

b) Lampes spectrales

Les principales lampes spectrales utilisées sont les lampes a vapeur de sodium (Na), de mercure (Hg),

d’hélium (He), de néon (Ne). Elles émettent un spectre de raies obtenu par un régime permanent de
décharges électriques dans la vapeur ou le gaz. Les électrons entrent en collision avec les atomes qui sont
alors excités. La désexcitation des atomes provoque I’émission de certaines longueurs d’onde sous la forme
d’un spectre de raie.
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Les raies émises sont fines : on parle de radiation quasi-monochromatique. La largeur des raies s’exprime

en terme de longueur d’onde dans le vide A)y ou de fréquence A f. Typiquement, pour une lampe spectrale
c c

ANy~ 0,0l nm a4 0,1 nm soit Af=A (A> ~ PA)\N 10° Hz & 10'° Hz
0 0

Cet élargissement des raies est di principalement :

* & leffet Doppler : en raison de I’agitation thermique, les atomes sont en mouvement dans le référentiel
de I'observateur. Par effet Doppler, leur émission est décalée vers le bleu lorsqu’ils se rapprochent
de l'observateur et vers le rouge lorsqu’ils s’en éloignent. [’élargissement Doppler est d’autant plus
important que la température & I’émiision est élevée.

* aux collisions : les interactions entre les atomes modifient leurs niveaux énergétiques et donc la

fréquence de leur émission. I’élargissement collisionnel est d’autant plus important que la pression
est élevée.

CO
FIGURE 6 — Dispersion de la lumiére d’une lampe spectrale a @ers un prisme : le spectre est discontinu.
&
t%sﬁbnmnée mais induite par un photon incident. Le
Ia%é e

Dans un laser ’émission d’'un photon n%
photon émis posséde alors la méme fréquen@ direction de propagation et la méme phase que le

photon incident. Q&/

c) Lasers

b

[od)

Oscillateur laser

Oscillateur laser Faisceau laser
Miroir
f "'

Particule
Source excitable  |Miroir semi-transparent
d'énergie

Une source d'énergie va exciter les particules du milieu
laser qui pourront alors émettre de la lumiére. /

FIGURE 7 — Fonctionnement de principe d'un laser.

De plus, la présence d’une cavité résonante, formée de miroirs et de miroirs semi-réfléchissant permet :

* de sélectionner, en fonction de la longueur L de la cavité, la longueur d’onde A de 'onde émise de
sorte que L =n\A/2 oun € N;
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* d’accroitre le nombre des photons, c¢’est-a-dire d’amplifier I'intensité de la lumiére émise, en provo-
quant davantage d’émissions stimulées.

La largeur spectrale du rayonnement est trés faible et son intensité trés élevée. L’onde émise peut
étre traitée comme un faisceau de lumiére paralléle quasiment monochromatique. Pour un laser He-Ne
au laboratoire, Ay = 632,8 nm. La surface du faisceau est typiquement de 1 mm? pour une puissance de
quelques mW. Dans un lecteur de CD, on trouve des diodes laser, dont le rayonnement est beaucoup moins
monochromatique que celui des lasers a gaz.

1.3. Les récepteurs

Les ondes lumineuses peuvent étre étudiées a ’aide de différents capteurs, ou récepteurs, le plus immé-
diat étant 'ceil.

Les champs électromagnétiques dans le domaine optique, vibrent & des fréquences de I'ordre de 6.10'* Hz,
ce qui correspond & 6.10' oscillations par seconde. Les détecteurs n’ont généralement pas un temps de
réponse suffisamment court pour obtenir une "image" instantanée de 1'onde.

Tout récepteur est caractérisé par un temps de réponse 7, : il n’est sensible & des variations que sur
des durées supérieures a 7,.

Remarque <

L’observation a eil d'un mouvement trés rapide fogt S&emem’r le phénomene de persis-
tance rétinienne : plusieurs images correspondant siﬁstants différents se superposent.
L’eil n’"actualise” pas l'tmage suffisamment mpia%w ntN n’est sensible qu’a des variations

moyennes.
™S ¢ b

K
O H
T

a) Leil :

La rétine d’un ceil humain comporte environ 130 millions de cellules sensibles & la lumiére (photo-
récepteurs) : 125 millions de batonnets et 5 millions de cones. Les deux types de photorécepteurs sont
complémentaires et transmettent I'information lumineuse & des cellules de traitement de l'information
lumineuse qui vont permettre au cerveau d’interpréter I'image formée sur la rétine !

Le temps de réponse de l'ceil (+ le cerveau) est trés long, typiquement de l'ordre de 7, ~ 0,1 s. L’ceil
est donc insensible & des phénomeénes de fréquence supérieure a 10 Hz .

b) Film photographique

Dans un film photographique, des cristaux de bromure d’argent exposés a la lumiére et aprés dé-
veloppement forment des grains d’argent métallique. Le nombre de cristaux exposés dépend du temps
d’exposition.

1. Les batonnets sont responsables de la vision nocturne (vision scotopique) et possédent un maximum de sensibilité
vers 510 nm. Leur sensibilité est liée a& un colorant, la rhodopsine, qui blanchit a la lumiére du jour, expliquant par la leur
insensibilité la journée.

* Les batonnets ne fournissent qu’une réponse photométrique et ne permettent donc pas de déterminer les couleurs : la
nuit, tous les chats sont gris.

* Les cones fournissent une réponse photométrique et chromatique, grace a des pigments dont les maximums d’absorption
se situent dans le bleu, le vert ou le rouge. C’est la la base de la vision des couleurs et son aspect trichromatique.
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Batonnets

| I
400 500 600 700 nin

Senzibilité spectrale des 3 sortes de cones
et des batonnets

FIGURE 8 — Aspect des photorécepteurs de 'oeil et sensibilité chromatique des cones.

c¢) Photodiodes X

o
Les photodiodes sont des diodes polarisée en inverse qui Qennent passantes lorsqu’on les éclaire. Les
photodiodes peuvent supporter des puissances lumineu B\wt@rtantes mais sont assez peu rapide, leur
temps de réponse étant de I'ordre de 7, ~ 107° s. \

Actuellement, des photodiodes organisées en @nc%%rment les capteurs CCD des appareils photo

numériques. ?ﬁ 6)
&

£
Q@-

Les photomultiplicateurs sont constitués d’une photocathode qui, éclairée, émet des électrons. Ces
électrons sont ensuite accélérés par une succession d’anodes leur arrachent d’autres électrons et on mesure
I’amplification en courant. Les photomultiplicateurs sont trés sensibles et trés rapides, leur temps de
réponse étant de lordre de 7, ~ 1079 s.

d) Photomultiplicateurs

Photomultiplicateur

Seintillateur
Fhotocathode /
/
' W Signal de sortie
N » R

PHOTON 4 E Anode

Dynodes

+
Il
1

Haute tension

FIGURE 9 — Principe de fonctionnement d’un photomultiplicateur.
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1.4. Insuffisance de 'optique géométrique

a) Rayon lumineux et diffraction

En optique géométrique, un rayon lumineux peut étre vu comme la limite d’un pinceau lumineux
infiniment fin.

Toutefois, le phénoméne de diffraction montre que cette définition du rayon lumineux n’est pas appli-
cable lorsque la lumiére rencontre des obstacles d’une taille comparable a la longueur d’onde. Ainsi, la
figure de diffraction d’un faisceau laser par une fente est représentée sur la figure 10.

écran

support
F\

fente
verticale

FIGURE 10 — (A gauche) Dispositif expérimental. La largeur de la fente est petite devant la longueur
d’onde. (A droite) Figure de diffraction obtenue.

&

v

Définition :

L’approximation de ’optique géométrique consiste a supposer que la
longueur d’onde dans le vide de 'onde lumineuse est trés inférieure a
toutes les dimensions du probléme :

A < a ou a est une dimension caractéristique du probléme

Remarque

Cette dimension peut étre la dimension des obstacles rencontrés ou la distance caractéristique
de variation de lindice du milieu.

A Taide de I'approche ondulatoire de 1’électromagnétique, il est possible d’introduire une nouvelle
définition du rayon lumineux, tout en restant dans le cadre de I'optique géométrique.

Propriété

Un rayon lumineux est une ligne de champ du vecteur de Poynting moyen (ﬁ)

Remarque

Dans l'approximation de l'optique géométrique, un rayon lumineux matérialise donc la direction
de propagation de l’énergie électromagnétique.
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b) Intensité lumineuse et interférences

Eclairons & l’aide d’une source monochromatique deux fentes trés fines et paralléles entre elles. Sur un
écran, placé de I'autre coté des fentes, on observe une succession de franges alternativement brillantes et
sombres. L’intensité résultant de la superposition de deux ondes lumineuses n’est donc pas la somme des
intensités !

W
+ ==
e —
Interférence destructive

SN
ANV

Interférence constructive

Expérience des fentes de Young I

FIGURE 11 — (A gauche) Mise en évidence du phénoméne d’ifkerférence dans l'expérience des fentes

d’Young. (A droite) Irisations dues au phénoméne d’interfére ur une lame de savon.
8
On peut comprendre ce résultant en s’intéressa for%@onnement des récepteurs. En effet, les ré-
cepteurs optiques sont sensibles a la puissance qua eg@ nt. Or la puissance transportée par une onde
électromagnétique est égale au flux du vecteur .

1Ig
L’intensité I recue par un détecteur peut%.dé n%%mme la puissance recue par unité de surface pour
une onde en incidence normale. Toutefois Chgl s électromagnétiques dans le domaine optique, vibrent
a des fréquences de l'ordre de 6.10 HZ.'QeS Gé cteurs ne mesurent donc généralement qu'une puissance
moyenne sur une durée 7, égale a leur temp&,@e réponse.

Définition :

L’intensité d’une onde lumineuse est égale a la norme du vecteur de
Poynting, moyennée sur le temps de réponse du détecteur :

= ([T}

2

L’intensité lumineuse s’exprime en W.m™

Remarque

On définit ’éclairement £ d’une surface éclairée sous une incidence o par

£ = (|[T))-, cos(a)
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Considérant la superposition de deux ondes électromagnétiques de champs (El, ﬁl) et (ﬁz, 32) Les
vecteurs de Poynting associés a chaque onde valent

4 BB o P,
Ho Ho

Or, le vecteur de Poynting total vaut

i EeBanGieBy Find BonBe BinBy BB q,
i

Le vecteur de Poynting total n’est donc pas la somme des vecteurs de Poynting dans le cas général.
L’intensité lumineuse d’une superposition d’ondes n’est donc pas la somme des intensités lumineuses

I=L+L+ly#L+1

On parle de phénoméne d’interférences.

Remarque

Seul l'aspect ondulatoire permet d’interpréter lexistence des interférences.

Qfo

IT Approximation scalaire @’\,\%

11.1. Approximation scalaire $

Une onde électromagnétique posséde une stlw %)V orlelle définie par les vecteurs champs élec-
trique E et magnétique

Pour de la lumiére non polarisée , la diregédh é{ghamp électrique change de maniére aléatoire au cours
du temps, de sorte qu’en moyenne sur le pssd’observation, toutes les composantes du champ électrique
dans le plan perpendiculaire & la direction dg\%l‘opagation sont parfaitement équivalentes.

On appelle alors vibration lumineuse une composante quelconque du champ électromagnétique par

rapport & un axe perpendiculaire & la direction de propagation.
A
y
—
ek

—
u
exemple de direction z
choisie pour définir la
vibration lumineuse

FIGURE 12 — Lumiére naturelle non polarisée, dans le cas d’une onde plane.

b\

Approximation scalaire

En I’'absence de phénomeénes liés a la polarisation, il est possible d’associer, a

toute onde lumineuse, une grandeur scalaire s(M,t), appelée vibration lumineuse,
qui s’identifie & une composante quelconque du champ électrique.
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Comme en physique des ondes, on raisonnera trés souvent sur le maillon élémentaire que constitue
I’onde monochromatique, dont la vibration est donnée par :

A(M) amplitude
©(M) retard de phase en M

(
‘8<M, t) = A(M) cos [wt — @(M)] ‘ avec i

Remarque

La notion de vibration lumineuse permettra ainsi de décrire de nombreuxr phénomenes lumineux
a partir d’un modele scalaire de la lumiere, et non plus vectoriel.

Remarque

* On utilisera parfois la vibration lumineuse complexe s(M,t) de sorte que :
s(M,t) = Re[s(M, )]

* Pour des ondes se propageant dans la méme direction ou dans des directions faisant un angle

faible entre elles, on pourra utiliser le théoréme de superposition car les équations de Mazwell
sont linéaires :

K2

.AQ
X"V
Propriété & Q
La modélisation scalaire n’est plus valable :
e lors de 'utilisation de lumiére polarisée.
e lorsque l'on veut utiliser le théoréme de superposition avec des ondes dont les

directions sont différentes.

Dans ces cas, on reviendra au champ électrique vectoriel pour interpréter les phéno-
meénes observeés.

s(M,t) =) si(Mt) X
o

Ezemple
Pour une onde plane progressive monochromatique de vecteur d’onde k (source a linfini) :

s(M,t) = so cos(wt — k-7 + ¢)

ot sg est une amplitude constante.
En notations complexes :

Q(M, t) = s ej(wtflg-?)

ol sy = 50 &% est Uamplitude compleze de I’onde.
La phase indique que le rayon lumineuz est dirigé par k!

Remarque

* L’approrimation scalaire permet d’étudier l'optique d’un point de vue ondulatoire, tout en
utilisant la notion de rayon lumineux!

* On peut assimiler une onde lumineuse aux ondes apparaissant & la surface d’un liquide. La
vibration lumineuse représenterait alors 'amplitude des rides a la surface du liquide.
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FIGURE 13 — On peut se représenter la propagation d’une onde lumineuse comme la propagation des rides
a la surface d’un liquide.

I1.2. Théoréme de Malus

a) Définitions

On s’intéresse a la propagation de la lumiére dans un milieu transparent, linéaire et isotrope mais pas
nécessairement homogéne. On rappelle les définitions de ces adjectifs ci-dessous.

Définition :
Un milieu est dit :
* transparent s’il est non-absorbant (vecteur d’onde ou indice réel) ;

x linéaire si son indice (ou vecteur d’onde) est indépendant de ’ampli-
tude des champs ;

* homogéne si son indice est identique en tout point ;

* isotrope si son indice est indépendant de la direction de propagation
de onde et de sa polarisation.

Remarque

Un milieu transparent, linéaire, homogéne et isotrope sera appelé TLHI en reprenant les initiales
de chaque adjectif.

b) Propagation dans un milieu TLI

Un rayon lumineux étant correctement décrit par le vecteur de Poynting, calculons le vecteur de Poyn-
ting pour une onde plane progressive monochromatique de vecteur d’onde k , se propageant dans un milieu
transparent, linéaire et isotrope d’indice n. Nous supposerons de plus le milieu homogéne.

Le champ électrique complexe s’écrit sous la forme E(M ) = ﬁo IWt=ET) oy ﬁo est réel (polarisation
%
T

|

rectiligne) et ot 77 = OM est le vecteur position du point M & partir d’une origine quelconque. L’indice

1

%
optique est tel que k =n ko ou kg est le vecteur d’onde dans le vide.
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permet de réécrire :

Remarque

On détermine le champ magnétique & I'aide de la relation de structure

BZEAE:EAEZOGJU P
W w

Pour calculer le vecteur de Poynting, on doit utiliser les notations réelles :
E =Re [E] = ﬁo cos(wt — k- 7)
FAE .
nge[E] = 0 cos(wt — k- 7)
w

Le vecteur de Poynting est donc de la forme

ﬁ}:f/\ﬁzﬁw(%/\ﬁo)

cos*(wt — k- 7)
Ho How

La formule du double produit vectoriel

In@AE) =B P)- @rp‘z )

ﬁOA@@O)@%@g £ B

Mais le champ électrique d’'une O.P.P.M. est%? agvyrse de sorte que kL E On en déduit

E3i-s

Finalement
E2 - - E? .
=0 cos?(wt — k- 7)) k=—kF
How How

Le vecteur de Poynting est proportionnel & E? et porté par le vecteur d’onde k.

En posant o(M) = k-7 =k + kyy + k.z, on voit que
L —
k =gradp

et le vecteur de Poynting s’écrit

ﬁ — gradgo
How
1l est donc possible de définir "localement” un vecteur d’onde, a condition que le milieu ne soit
pas trop inhomogene a ’échelle de la longueur d’onde.
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Propriété

2
Tt

How

Le vecteur de Poynting ﬁ est :
% proportionnel a E?;
* porté par le vecteur d’onde k défini localement par

k= grad (M)

ot (M) est le retard de phase en M.

Soit un milieu transparent, linéaire et isotrope tel que l'indice varie peu a I’échelle
de la longueur d’onde. Le vecteur de Poynting est alors de la forme

On en déduit que, dans un milieu TLI, les rayons lumineux sont portés par le vecteur d’onde

k= grad p(M). Or grad ¢ est perpendiculaire aux surface (M) = cste, qui sont les surfaces équiphases

ou surfaces d’onde.

\Y
o

Théoréme de Malus PRLN

Dans un milieu LHI, les rayons lumineux sont perpendiculaires aux surfaces d’onde

définies par p(M) = cste.

o
e
SICE
ey

a l'infini
(—

[P U G R E N g

FIGURE 14 — Surfaces d’onde et rayons lumineux pour a) une onde sphérique, et b) une onde plane.

I1.3. Intensité lumineuse

Pour une O.P.P.M., l'intensité lumineuse vérifie / = <Hﬁ||)n o (E?),, ou 7, est le temps de réponse

du détecteur, généralement grand devant la période de 'onde lumineuse.

Dans le cadre de I'approximation scalaire, la vibration lumineuse est proportionnelle a F :
E(M,t). On adopte alors la définition suivante de 'intensité lumineuse :

s(M,t)
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Définition :
L’intensité lumineuse en un point M est définie par

I(M) = 2(s*(M, 1)),

‘), représente une moyenne sur le temps de réponse du détecteur et

(0]

ou s(M,t) est la vibration lumineuse associée a I’onde.

u (
us

En notations complexes :
I(M) = (s(M,t) s(M,)*)7, = (|s(M, 8)]")7,

N

ol s* représente le complexe conjugué de s.

Ezemple
Pour une onde plane progressive monochromatique de vecteur d’onde k

s(M,t) = sg cos(wt — k-7 +¢) et I(M)=st=cste

En notations complexes :
s(M,t) = sg I Wk T+e) g I(M) = s3 = cste

Lintensité lumineuse est indépendante du point M .
$
&

h

Remarque
En optique, on s’intéresse davantage auzr variations d’intensité qu’a la valeur de 'intensité. On

trowvera parfois la définition suivante :

I(M) = K<52(M7 ),

ot la constante K n’aura aucun intérét dans quasi-totalité des cas.

description d’une onde sphérique

11.4. Exemple :

a) Vibration lumineuse
Considérons une onde lumineuse se propageant dans un milieu TLHI. Tout comme les composantes du

champ électrique, la vibration lumineuse s(M, t) vérifie I'’équation de d’Alembert
n? 9%s

2"
iy ¢ ot?

ot n est I'indice du milieu.
On cherche les solutions sous la forme d’onde sphérique s(M,t) = s(r,t) ou r = OM est la distance du

point M & un point origine quelconque O.
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En utilisant un formulaire d’analyse vectorielle, I’équation de d’Alembert se ré-écrit
10 /[ 0s n? 9%s 0
S POl I
ror\ or 2 ot?

o ( 0s\ n*drs
R Pl —
or\ or 2 ot
La fonction r x s(r,t) vérifie I'équation de d’Alembert unidimensionnelle dont les solutions s’écrivent
comme la superposition d’une fonction de r + ct et de r — ct. On a donc

soit

S(r.t) = f(r;ct) N g(r:—ct)

ou f et g sont des fonctions dérivables quelconques.

Les ondes en g(r + ct) se propagent dans la direction des r décroissants et correspondent & une onde
sphérique convergente vers le point O. Les ondes en f(r —ct) se propagent dans la direction des r croissants
et correspondent & une onde sphérique divergente depuis le point O.

Dans le cas d'une onde sphérique divergente monochromathu%\la vibration lumineuse est de la forme

a
s(r,t) = il cos(wt — kr + ¢o) onde sphé @e%wergente monochromatique
r

Yv 2m
ol ag est une constante, g une phase a ’'origine.¢ b‘ :

?’ ‘36

,&Q

€

FIGURE 15 —

M .
Rayon lumineux

Surface d’onde

Remarque

D’apres le théoréme de Malus, les rayons lumineuz sont perpendiculaires aux surfaces d’onde.
Ici, les surfaces d’onde sont les surfaces v = cste, c’est-a-dire des sphéres de centre O. Les
rayons lumineux sont donc des droites issues de O.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 285

b) Intensité lumineuse

L’intensité lumineuse vaut, en un point M situé a la distance r de O :

1(M) = 2s(r,1)) =

L’intensité d’une onde sphérique varie en 1/r% Par conséquent, la puissance moyenne traversant une
sphére ¥ de rayon r vaut

2
a

Pz/EIdS=47rr2><—g:47m(2)=cste
r

La puissance moyenne rayonnée est donc conservée et indépendante de r. Le terme en 1/r dans l'ex-
pression de la vibration lumineuse traduit simplement la conservation de I’énergie.

c) Variations de ’amplitude

L’amplitude et la phase de la vibration lumineuse dépendent de r. Afin d’estimer le terme dont les
variations sont prépondérantes, on dérive s par rapport a r :

0s ao apk

5= 2 cos(wt — kr + ¢g) — Q%s(wt —kr 4+ o)

LN
o/ _ L YO e
aogk /7 &@-%%Dr

On pourra donc négliger les Variati&s &éﬁiales en 1/r de l'amplitude par rapport aux variations
induites par le terme de phase en kr a comdifion que la distance & la source soit trés grande devant la

longueur d’onde.

Comparons 'amplitude des différents termes

d) Bilan

Propriété

* Dans un milieu TLHI, une onde sphérique monochromatique divergente de
centre O est décrite par une vibration lumineuse de la forme

ao 2
s(M,t) = — cos | wt — —nr + ¢
r )\0

ol ap est une amplitude constante, ¢ est la phase a l'origine et r = OM.

* La variation de 'amplitude en 1/r traduit la conservation de I’énergie et pourra
étre négligée devant les variations spatiales de la phase.

* Les rayons lumineux associés sont des droites passant par O.
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IIT Chemin optique

III.1. Chemin optique et retard de phase

Considérons une onde monochromatique, caractérisée par une pulsation w ainsi qu'un rayon lumineux
associé a cette onde, issu de S et passant par les points M et M’.

La vibration lumineuse en M est de la forme :
s(M,t) = so(M) cos [wt — @(M)]

ou so(M) est une amplitude dépendant du point M et (M) est la partie spatiale de la phase au point M.

/M/
M

Rayon lumineux pris entre M et M’
&
K
FIGURE 1@\}’
Q
N
K\aAN
Lzemple

Pour une onde plane se propageant selon ., de longueur d’onde dans le vide \g
s(M,t) = sg cos(wt — kx — @)

27
o k=n ~ est le nombre d’onde et g est une phase a l'origine, constante. Ainsi o(M) = kx + @q.
0

Déterminons la vibration lumineuse au point M’.

L’onde au point M’ a la date t est identique, a ’amplitude prés (phénomeéne d’atténuation par exemple)
a celle située au point M mais un peu plus tot, a la date t — At ot At représente la durée de propagation
entre les points M et M’ de sorte que

s(M',t) = so(M") cos [w(t — At) — @o(M)]

On a, pour M et M’ suffisamment proches

Si M et M’ ne sont pas infiniment proches :

M’ M’dé M’ dg
At = dt:/ —:/ n—

M M Uy, M Cc
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Définition :

On appelle chemin optique entre les points M et M’', la quantité

M’
Lagar = (MM') = /A nd

ol l’intégrale est calculée le long du rayon lumineux et n est I’indice du
milieu.

On en déduit
cAt = LMM’ = (MMI)

Propriété
Le chemin optique représente la distance cAt que parcourrait la lumiére dans le
vide pendant la durée At de la propagation :

(MM') = cAt

¥ >
Finalement, la vibration lumineuse au point ’agb
/
2
s(M't) = so(M") cos [wt — ( &\@ m%t avec wAt=w (M ) m =T (MM

ou l'on a utilisé la relatlon —=ko=

C )\0

Propriété
La propagation d’une onde lumineuse monochromatique entre deux points M
et M’ se traduit par un retard de phase de la vibration lumineuse donné par

2
Ap = p(M') = p(M) = T (MM')
0

ou (MM’) est le chemin optique entre M et M.

Ainsi, les vibrations lumineuses s’écrivent

s(M,t)

so(M) cos [wt — @(M)]

2
s(M', ) = so(M") cos |wt — p(M) — /\—W(MM’)
0
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Lizercice

Soit un rayon lumineuz joignant les points S et M, séparés par une distance d = ey + ea + e3 ou les
distances e et eg sont parcourues dans le vide et ey est parcourue dans une lame de verre d’indice n. On
note g la longueur d’onde dans le vide de la radiation.

1. Déterminer le chemin optique entre S et M.
2. Déterminer le retard de phase associé.

3. Si londe étudiée est plane, exprimer la vibration lumineuse au point M en fonction de pg (phase a
Uorigine en S) et du chemin optique (SM).

n
Ao
S @ ® N
DR —— e >
€1 €2 €3

FIGURE@ \Q

Le chemin optique (SM) vaut ?’@ bb‘

5

Le retard de phase associé vaut Q\‘@\ ’
2m 27
Ap=upy—ps=—(SM)=—(e1 +nex+e3)
Ao Ao
Si 'onde est plane :
2m
s(M,t) = spcos [wt s (SM)
0

I11.2. Chemin optique et surface d’onde

a) Surface d’onde

Considérons une onde lumineuse monochromatique émise par une source .S. La vibration lumineuse est

de la forme

s(M,t) = so(M) cos [wt — (M)] avec (M) = pgs + i—: (SM)

ot (SM) est le chemin optique entre S et M.

Dans le cadre de 'optique géométrique, 'amplitude des champs varie peu de sorte que ’on peut iden-
tifier les surfaces d’onde s = cste aux surfaces équiphases (M) = cste. Les surfaces d’onde correspondent
donc a (SM) = cste.
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cours
Propriété
Les surface d’onde relative a un point S sont les surfaces définies par 'ensemble
des points M tels que (SM) = cste :
surface d’onde <— (SM) = cste
Remarque

On parle :

* d’onde plane lorsque les surfaces d’onde sont des plans paralléles entre euz;
* d’onde sphérique lorsque les surfaces d’onde sont des sphéres concentriques.

b) Application a la description d’une onde plane

Lzercice

Considérons une onde plane émise par une source ponctuelle S située a l’infini.

1. Représenter les rayons lumineuz et les surfaces d’onde.

2. Ezprimer la vibration lumineuse po en un point O d’un rayon lumineux en fonction de la phase g de
londe a I’émission et du chemin optique (SO).
3. Soit H un point du rayon lumineuz passant par O et M un point quelconque appartenant au plan d’onde
passant par H. Exprimer le retard de phase ppr au point M en fonction de v = OH et de po. En
déduire ’expression de la vibration lumineuse.

1. Pour une onde plane, les rayons lur&e

d’onde.

2. Prenons 'exemple de la figure 18. La vibration lumineuse au point O est de la forme

s(O,t) = s cos(wt — ¢o)

Lo
Y

3. Les points Het M appartenant au méme plan d’onde

(SM) = (SH)

On en déduit la phase au point M :

©m

2
Ys + W (SM)
0

2T
o5+ (SH)
0

2T

Ao

2T

(50)+3.

Ys +

Yo+ —nx car (OH)=nOH =nux

(OH)  car (SH)=(SO)+ (OH)

%on‘u tous paralléles entre eux et perpendiculaires aux plans

2
avec o = ps + )\—W (SO) (Chemin optique (SO) infini)
0
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rayon lumineux

Source S
(a linfini)

1
I
!
1
l
1
1
I
Surface d’onde

FIGURE 18 —

Finalement la vibration lumineuse pour une onde plane se propageant suivant les x croissants est de
la forme

2m
s(M,t) = sq cos <wt N <po> (onde plane)
0

ot O est 'origine des z. @C;\’

x‘&

IV Applications : systémes optiq tique ondulatoire
i s

IV.1. Lois de Descartes (0

Le Hollandais Christiaan Huygens propos&da %&1 Traité de la lumiére en 1690 une interprétation
des lois de Snell-Descartes basée sur une O dulatoire. Huygens considére la lumiére comme un
phénoméne vibratoire dont 1'aspect alter ti@ous échappe du fait de la fréquence trop élevée de la
vibration. S

Il propose une méthode de construction géométrique du rayon réfracté basée sur le principe suivant,
tout & fait équivalent au théoréme de Malus : un plan perpendiculaire au rayon lumineux doit étre un plan
de phase ou surface d’onde. Cela veut dire qu’a un méme instant, la vibration doit avoir la méme valeur
en tout point d’un tel plan.

milieu incident
e S i
indice I
I» i
deuxieme milieu L\
indice 7> 1 iy
1
Ha
FIGURE 19 —
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On a donc :

(SIl) - (SIQ) = (S[l) - (SHl) = (Hlll) = ’I’LlHlfl = TL1]1[2 Sil’l’L.l
(Sll) - (SIZ> = (SH2> - (SIQ) - (I2H2> = nz[sz = NQIl.[g Sinig

Par conséquent nq sini; = ny sinis : on retrouve bien la loi de Descartes.

IV.2. Calcul de chemin optique

Lzercice

On considére une lentille mince convergente, plongée dans l’air, et éclairée par une source ponctuelle S placée
dans son plan focal objet mais hors du foyer. Soit P un point appartenant a un rayon émergent. On appelle Q
le projeté orthogonal de P sur un autre rayon et M [intersection de ce rayon avec la perpendiculaire & l’aze
optique passant par P. On note PM = a.

Déterminer les différences de chemin optique (SP) — (SQ) et (SM) — (SP).

FIGURE 20 —

La droite (PQ) est perpendiculaire aux rayons lumineux issus de S. D’apreés le théoréme de Malus,
la droite (PQ) appartient & un plan d’onde. Comme les deux rayons sont issus de la méme source S, le
chemin optique est constant dans ce plan et

(SP) = (5Q) = [(SP) - (5Q) = 0]

Par ailleurs (SM) — (SP) = (SM) — (SQ). Or les points M et @ appartiennent au méme rayon
lumineux de sorte que

(SM) — (SQ) = (QM) =nQM = QM car n =1 dans 'air.

Avec QM = PM sina = a sina, on a

‘(SM) —(SP)=a sina‘
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IV.3. Stigmatisme

Définition :

Un systéme est dit stigmatique pour un couple de point (A, A’) si tous
les rayons passant par A convergent au point A’ aprés passage par le
systéme optique.

Placons une source ponctuelle en A : avant la traversée du systéme optique, les surfaces d’onde sont
sphériques (d’aprés le théoréme de Malus).

Aprés la traversée du systéme optique, 'onde converge vers A’ : les surfaces d’onde sont des sphéres
de centre A’ (toujours d’aprés le théoréme de Malus).

Toutes les surfaces d’onde se rejoignent au point A’ : quel que soit le rayon lumineux choisi joignant A
et A’, le déphasage entre A et A’ est le méme.

Remarque

VY
Le systéeme optique n’a fait que changer la forme des surfa Cg’onde.
N\

Propriété \ N >
Un systéme stigmatique pour les points A et A’ est tel que

(AA") = cste quel que soit le rayon lumineux joignant A et A’

La figure ci-dessous représente les surfaces d’onde associées & 'onde issues de A et convergeant en A'.

A A
Onde sphérique Onde sphérique
divergente convergente
FIGURE 21 —
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Interférences a 2 ondes

I Interférences a deux ondes

I.1. Premiére approche

Excitons la surface d’un liquide & I'aide d’une pointe trés fine oscillant périodiquement. Il se forme &
la surface du liquide des rides circulaires concentriques (voir figure 1).

N
FIGURE@ Q

Excitons désormais la surface du liquide a l’a@»ge’ ddux pointes distinctes, oscillant a la méme fré-
elag

quence. Il se forme a la surface du liquide deux@; e rides circulaires concentriques.

FIGURE 2 —

Dans la zone de superposition de ces rides, on voit apparaitre une figure particuliére, formée de segments
de droites (voir figure 2). Ce phénomeéne, li¢ a la superposition de deux ondes, est appelé phénomeéne
d’interférences.

Etudions la possibilité d’observer des interférences en optique mais intéressons-nous tout d’abord a
I’émission des ondes lumineuses par une source réelle.
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1.2. Modéle d’émission par trains d’ondes

Considérons une source lumineuse ponctuelle et monochromatique. L’émission lumineuse peut étre
décrite par la désexcitation d’un électron, d’un niveau d’énergie F5 & un niveau d’énergie E; (voir figure 3).

FIGURE 3 — Modéle d’émission & deux niveaux. L’électron, en se désexcitant, émet un photon dont la

fréquence v est donnée par AE = Fy — E; = hv.

L’émission d’une source ponctuelle monochromatique S est Car%térisée par :

S

% une longueur d’onde dans le vide )\, définie par \g = EQ
2%

* la durée 7, de la désexcitation, appelée temps d rence.
On peut donc représenter ’émission de S par eYsTlc sston de "salves de lumiére", appelés trains
d’onde, de longueur d’onde A de longueur L. = ¢7p a@ﬁonguem de cohérence.
6 train d’onde

&
durée ‘Q’%:i@%) /

> oW —

— e

L.=cr, L. L.

FIGURE 4 — Modéle d’émission par trains d’onde : il n’y a aucun lien entre les phases & l'origine des

différents trains d’onde.

Définition :

On appelle train d’onde I’émission d’une onde quasi-sinusoidale sur une

durée finie 7., appelée temps de cohérence.
On appelle longueur de cohérence L. la distance que parcourt la lumiére

dans le vide pendant 7, :
I = @

L. correspond a I’extension spatiale, dans le vide, des trains d’onde émis

par une source.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 295

Remarque

L’équivalent corpusculaire d’un train d’onde est le photon.

Les photons - ou trains d’ondes - émis sont généralement indépendants les uns des autres : en effet,
I'instant d’émission, la polarisation de I'onde et son amplitude sont soumis & des fluctuations aléatoires.

Propriété

[’amplitude, la phase et la polarisation varient aléatoirement d’un train d’onde

a lautre de sorte que ces grandeurs ne pourront étre considérées comme constantes
que sur une durée moyenne 7.

Remarque

Dans le cas de l'onde sphérique émise par une source ponctuelle po, la vibration lumineuse
s’écrit :
agp 27
s(M,t) = — cos |wt — —nr + o
T )\0 \
ol o varie aléatoirement a l’échelle de T,. Q)%

S

A

‘\ [

On donne ci-dessous des exemples de temps de C@C@smiés a différentes sources afin de mieux
connaitre les ordres de grandeurs mis en jeu. @ bb(

SN
Sourr{g- 6\5 Te L.

Lase;él\ej—@ 4 107%s | 0,3m

Raie rouge de '@zﬂzydrogéne 1071's | 4 mm
Lumiére blanche + filtre étroit | 3.10~* s | 10 um

Lumiére du Soleil 2107 s | 0,6 um

Remarque

Dans le modéle des trains d’onde, les ondes émises, méme par un unique atome, ne sont pas
parfaitement sinusoidales puisqu’elles ont un début et une fin. Les ondes émises ne sont donc
jamais parfaitement monochromatiques : la largeur spectrale des raies d’émission est limitée
par la durée T, de désexcitation. D’aprés les propriétés de la transformée de Fourier liant la
variation temporelle et le spectre fréquentiel d’une grandeur, on peut en déduire que la durée
d’un train d’onde 7. est reliée a la largeur spectrale de la rate d’émission par :

1
Ay ~ —

Te

Ainsi pour une durée d’émission infinie (1. — 00), l'onde émise est parfaitement monochroma-
tique (Av — 0).
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1.3. Superposition de deux ondes lumineuses

Considérons deux sources ponctuelles S; et Sy, monochromatiques, de pulsations respectives wq et wo
et de longueurs d’onde dans le vide Ag; et Ags.

Si

S
Les vibrations lumineuses en un point M s’écrivent, en notations complexes :
(M t) = S0 ej(w1t—so1M) avec (P11L %‘:& ( ) + o1

5o(M,t) = 502 ol (wat—panr) aVGC@AG (S2M) + @2

oll o1 et @ sont les déphasages & l'origine pour r@%&b ondes et ou les amplitudes sg; et sgo sont
supposées réelles et indépendantes de la posmon?ﬂ ES‘PB

Remarque Q

J
Dans le cadre de [’optique geometmq& 8@915 légitime de négliger les variations d’amplitude
devant les variations de la phase.

Au point M, la vibration lumineuse totale est la somme des vibrations lumineuses :
s(M,t) = 5,(M, ) + 55(M, t)

L’intensité lumineuse au point M vaut donc
I(M) = (s(M, t)s*(M, 1)),

ou 7, est le temps de réponse du détecteur.
En remplagant les vibrations lumineuses par leurs expressions, on trouve

(M) = (s(M,1)s"(M,1))

— <[801 eJ(w1t—sﬂ1M) + Soo eJ(th—SﬁzM)] [801 e—J(wt—L,olM) + S0 e—](wzt—sﬁzM)D

= <{8(2)1 + 832 + S01502 [eJ(w1t—w2t—tp1M+¢2M) 4 e—](wlt—wgt—tp]]vj+g021\/[):| }>
Or l'intensité liée & la source S; seule vaut :

I = (s1(M, t)s; (M, 1)) = 55,
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De méme, I'intensité liée & la source Ss seule vaut :
_ 2

Par ailleurs, en utilisant la relation e/* + e™7% = 2 cos(z), on obtient

I(M) = Il + Ig + 2\/]1[2 <COS [(wl — (.dg)t + Yo — ngMD

Remarque

Dans le cas général, lintensité résultante n’est pas égale & la somme des intensités associées a
chacune des ondes :
I(M) =1+ I+ L

ot I15 est un terme d’interférence.

Définition :

Soient plusieurs ondes lumineuses atteignant un point M donné.
On parle d’interférences lumineuses au point M lorsque ’intensité totale
en M n’est pas égale a la somme des intensités de chaque onde.

Il reste désormais a évaluer le terme d’ 1%&;&1" 6%

I1.4. Conditions d’obtention d§ lg}érferences

Essayons de produire des interférences lumineuses en éclairant un écran a ’aide de deux sources mono-
chromatiques (lampe a vapeur de sodium par exemple) et quasi-ponctuelles. A I'intersection des faisceaux,
Iintensité est plus élevée mais aucune modulation spatiale d’intensité n’est observée.

L’obtention des interférences lumineuses nécessite donc des conditions particuliéres sur les sources.
Etudions ces conditions & partir de I'expression du terme d’interférences.

L’intensité résultant de la superposition de deux ondes lumineuses est de la forme
I(M) = [1 + 12 + 2\/ [1[2 <COS [((.«}1 — Wg)t + Yom — 991M]>TT

a) Sources isochrones

La valeur moyenne d’un terme en cos(wt + ¢) est généralement nulle sauf si w = 0. On en déduit

0 sl wy # woy

cos (w1 — wa)t + — W = ;
< [( 1 2) YoM 901M]> { (cos(ng _ ¢1M)> siwp = woy

ou 'on a supposé que la période T' des oscillations temporelles est trés petite & 'échelle du temps de
réponse 7, du détecteur

2T
T=—Km,
W1 — Wa
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S

Ao

Ao
S

Par conséquent, le terme d’interférence est non-nul si les pulsations sont identiques, c’est-a-dire si les
longueurs d’onde dans le vide sont identiques :

Aol = Aoz = Ao ondes isochrone

L’intensité lumineuse prend alors la forme

{I(M) =1+ Iy + 2/ 11 Iy (cos (wanr — p1ur)),, sl wy = wo
iI(M):Il—i—[Q é\' sl wy; = wo
ou la différence de phase vaut . QQ)
N

Remarque ~

Pour observer des interférences lumineuse ZR F’a@fqye les ondes atent la méme fréquence mais
cette condition est non suffisante comm lexpérience réalisée avec deuxr sources mo-
nochromatiques de méme fréquence. Q&,

b) Condition sur les trains d’onde

Mais les phases a l'origine varient aléatoirement et n’ont pas de corrélation a priori, sauf si les ondes
atteignant le point M sont issues du méme train d’onde, c’est-a-dire de la méme source!

(cos(panr — p11m)) # 0 <= Les 2 vibrations proviennent du méme train d’onde

Si les vibrations proviennent du méme train d’onde, c’est qu’elle proviennent d’une méme et unique
source primaire S. Dans ces conditions, g1 = ©ps.

Si

M Interférences lumineuses

S

méme train d’onde
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L’intensité prend alors la forme
2
(M) =1, + I + 2T, I cos {A—” (S8, M) — (SSlM)]}
0

ou (SS1M) et (SS2M) sont les chemins optiques entre la source S et le point M en passant respectivement
par Sy et S, qui jouent le role de sources secondaires.

c) Influence de la polarisation

Placons des polariseurs respectivement aux points S; et S,. Lorsque les directions des polariseurs sont
paralléles, on observe une modulation spatiale de 'intensité. Mais, lorsque les polariseurs sont croisés, les
interférences disparaissent et 1’éclairement est uniforme.

Afin d’interpréter cette observation, il faut revenir a la description vectorielle des ondes lumineuses, car
le modéle scalaire est incapable de rendre compte de la polarisation. Dans un modéle simple, les vibrations
lumineuses sont reliées aux champs électriques par

ﬁl = 51 ﬁl et EQ = S9 ﬁg

ol i et iy sont des vecteurs unitaires représentant la direction de polarisation de 1'onde.

L’intensité lumineuse étant proportionnelle & la valeur quadragique moyenne du champ électrique, on
obtient l'intensité totale, résultant de la superposition de deux es lumineuses :

[=K((E +E)) =K (E)+ K (E2) +2[&<§- o) =1+ I+ 2K (B, - E)

ol K est une constante. \Q

Le terme d’interférences est donc nul si ﬁl L@vab(

d) Ondes mutuellement cohérentes et gnterfi 612ces
Lo

Définition :

On dit que deux ondes lumineuses monochromatiques sont cohérentes
entre elles si :

1. elles ont la méme longueur d’onde dans le vide (cohérence tempo-
relle) ;

2. elles sont issues de la méme source primaire (cohérence spatiale).

3. elles ont la méme polarisation (cohérence de polarisation).

Dans le cas contraire, on dit que les ondes sont incohérentes entre elles.

Propriété
Les interférences lumineuses ne peuvent avoir lieu qu’entre deux sources cohérentes
entre elles.
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1.5. Formule des interférences & deux ondes

a) Différence de marche et déphasage entre deux ondes

Soient deux ondes cohérentes entre elles. Si leur phase a l'origine est la méme : o5, = ©og, et I'intensité
prend la forme :

0

2m
I(M) =1 + I, + 2/ I, I, cos {A— [(SyM) — (SlM)]}
L’intensité de l'onde résultant de leur superposition dépend alors uniquement de (SoM) — (S1M).

S

A XV
0 @CO

FIGURED> &
>

)4 L S

S

Définition :

La différence de marche au point M entre deux rayons issus de S; et S5
est définie par :
(M) = (SeM) — (S1 M)

ou (S1M) et (S2M) sont des chemins optiques.

Le déphasage au point M entre deux ondes cohérentes entre elles, de
longueur d’onde )\, et de différence de marche §(M), vaut :

2w 0(M)
Ao

Ap(M) =

b) Intensité lumineuse

Considérons deux ondes émises par les sources S; et Sp, cohérentes entre elles. L’intensité lumineuse
prend alors la forme
27

I(M) =1+ I + 2/, I, cos {A—O [(SoM) — (SlM)]}
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Propriété
Soient deux ondes lumineuses monochromatiques, d’intensités respectives [
et I, atteignant le point M.
* si les ondes sont incohérentes entre elles, on n’observe pas d’interférences et

I(M)=1+1I,

* si les ondes sont cohérentes entre elles, on observe des interférences. L’intensité
est donnée par l'expression :

21 o
I(M) =1+ I+ 2y/ 1115 cos (/\L> =1+ I+ 2/ 1115 cos(Ayp)
0

ot § = (M) est la différence de marche entre les deux rayons, Ay leur déphasage
et Ay la longueur d’onde dans le vide des deux ondes.

On note le cas particulier important pour lequel les intensités I; et I, sont égales :

210 )
I =2Iy |1+ cos v sily = I, = I.

N
I =21, |1+ cos %‘\Q
S

Maximum d’intensité

Intensité moyenne

Minimum d’intensité

o

FIGURE 6 — Intensité résultant de la superposition de deux ondes cohérentes entre elles.

Remarque

Afin de connaitre la répartition de l'intensité lumineuse dans tout ’espace, il faut calculer la

différence de marche § dans des configurations particuliéres.

Soient deux ondes cohérentes entre elles et d’intensités respectives I; et Is. On peut faire les remarques
suivantes :
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Remarque

21 6(M)
Ao

_2n+1
)

=2n+1)7 soit (M) Ao

Dans le cas ot les intensités I et I sont égales (I} = Is = 1) : Iin = 0.

21 0(M)

=2n7 soit J(M)=n Ao
Ao

Définition :

On appelle ordre d’interférence au point M, le rapport p défini par

5(M)
Ao

D= au point M

L’intensité est maximale si p est un entier. On parle d’interférences
constructives au point M.

L’intensité est minimale si p est un demi-entier. On parle alors d’interfé-
rences destructives au point M.

* il existe des zones ol l'intensité résultante est minimale. Ces zones sont caractérisées par un entier
n € 7 tel que

il existe des zones ou l'intensité résultante est maximale. Ces zones sont caractérisées par un entier
n € Z tel que

Dans le cas ou les intensités I et I sont égales (I = Iy = Iy) : Imax = 41y = 2 x (In + Ip). On
obtient alors une intensité double.

Iintensité lumineuse totale est, en moyenne dans ’espace, égale a la somme des intensités, c’est-
a~dire I + L.

L’ordre d’interférence représente le nombre de longueurs d’onde correspondant & la différence
de marche 6.
Lorsque 6(M) est un multiple demi-entier de la longueur d’onde, c¢’est qu’au point M, le maxi-
mum d’une vibration lumineuse correspond au minimum de 'autre : en ce point l'intensité est
minimale.
Au contraire, lorsque § est un multiple de la longueur d’onde, les maxima des vibrations lumi-
neuses coincident ce qui conduit a une intensité maximale.

1.6. Dispositifs interférentiels

I’échelle du temps de réponse du détecteur.

Afin de pouvoir observer des interférences, les sources doivent étre cohérentes entre elles, au moins a

Les dispositifs interférentiels utilisent généralement deux sources secondaires issues d’une méme source

primaire. Pour ce faire, il suffit de séparer en deux les rayons issus d’une méme source primaire, puis a les
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recombiner ensuite. Les rayons peuvent alors interférer puisqu’ils sont de méme longueur d’onde et sont
mutuellement cohérents.

Deux types de dispositifs peuvent générer ces sources secondaires cohérentes entre elles : les dispositifs
a division du front d’onde et les dispositifs & division d’amplitude.

a) Dispositifs & division du front d’onde

On isole spatialement deux parties de I'onde issues de la source primaire S pour jouer le role de sources
secondaires S7 et So, grace aux phénoménes de diffraction ou de réflexion. La superposition des rayons
issus de ces sources secondaires Sy et Sy permet de créer une zone d’interférence.

On notera que les trajets des rayons interférant sont différents dés la source primaire. On a donc séparé
les fronts d’onde en deux dés la source primaire, et on parle donc de division du front d’onde.

Remarque

Parmi les dispositifs a division du front d’onde, on peut citer : les trous (ou fentes) d’Young,
les miroirs de Fresnel, le miroir de Lloyd, le, le biprisme de Fresnel . ..

S champ
source d'interférences
primaire

S

S
S
N

FIGURE 7 — Un exemple d’interférences par division du front d’onde : le dispositif des trous d’Young.

L’avantage de ce type de dispotif est sa simplicité, et le fait que les interférences soient non-localisées,
c’est-a-dire que les interférences apparaissent quelle que soit la position de ’écran dans le champ d’inter-
férences.

Le principal inconvénient de ce type de dispositif est que la source primaire doit avoir une extension
spatiale trés limitée pour éviter un brouillage des franges.

b) Dispositifs a division d’amplitude

On sépare 'onde a 'aide d’une lame semi-réfléchissante, et on superpose ensuite les ondes transmise
et réfléchie.

L’amplitude des ondes est réduite lors de la traversée ou de la réflexion sur la lame, et on parle donc
de division d’amplitude.

L’exemple type d’interférences par division du d’amplitude est I'interférométre de Michelson que
nous détaillerons dans le prochain chapitre. Nous avons représenté ci-dessous l'interférométre a division
d’amplitude le plus simple : I’association d’une lame semi-réfléchissante et d’'un miroir.

L’avantage de ce type de dispositif est que les interférences restent visibles lorsque la source est étendue,
ce qui permet en général d’obtenir une bonne luminosité de la figure d’interférence.
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miroir
rayon 1
interférences

S §
L d
source ; rayon 2
lame

semi-réfléchissante

FIGURE 8 — Un exemple d’interférences par division du front d’amplitude : 'association d’une lame semi-
réfléchissante et d’un miroir.

Les principaux inconvénients de ce type de dispositif résident dans sa complexité, et dans le fait que
les interférences soient en général localisées, c’est-a-dire que les interférences ne peuvent étre observées que
dans un domaine précis de l'espace. Il faut donc utiliser un dispositif d’imagerie annexe afin de pouvoir
observer la figure d’interférences.

Propriétée

Deux sources secondaires S7 et Sy issues d’une méme source primaire S sont

généralement cohérentes entre elles. Ces sources secondaires sont obtenues :

* soit par division du front d’onde : les rayons lumineux passant par S; et S, sont
issus de deux rayons distincts provenant de S';

* soit par division d’amplitude : les rayons lumineux passant par S; et S; sont
issus du méme rayon provenant de S, ce rayon ayant été séparé par une lame
semi-réfléchissante.

K
. £,
II Expérience des trous d%’
I1.1. Présentation du dispositif

Eclairons deux trous de trés petit diamétre, séparés par une distance a, par une source S ponctuelle
et monochromatique de longueur d’onde dans le vide Ag. On suppose que S est située a égale distance
des deux trous. Un écran, paralléle & 'axe des trous est placé & une distance D des trous. Le dispositif
expérimental est représenté sur le schéma de la figure 9.

Sur une zone réduite de I’écran, on observe des variations spatiales de I’intensité. Plus précisément,
on observe :

* des franges rectilignes réguliérement espacées,
* alternativement brillantes et sombres,
* orientées perpendiculairement a 1’axe des trous.

Cette figure disparait lorsqu’on masque un des trous.

11.2. Interprétation qualitative

Au niveau de chaque trou, se produit un phénomeéne de diffraction. Chaque trou se comporte alors
comme une source secondaire émettant une onde assimilable & une onde sphérique dans un coéone d’ouver-
ture @ (voir figure 10).
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Ecran

FIGURE 9 — Schéma du dispositif des trous d’Young

Remarque
St le trou posséde un diametre b, Uouverture angulaire du faisceau émergent vaut
"V
A Qﬁf?
0~ — . Q
b x\
ot A\ est la longueur d’onde de la radiation étudiée’ Q

B
w00

)

FI1GURE 10 — Diffraction d’une onde par un trou circulaire

Dans la zone de recouvrement des faisceaux lumineux, appelée champ d’interférences, on observe
des interférences lumineuses puisque les ondes issues des trous S; et S, sont cohérentes entre elles. Hors
du champ d’interférences, on n’observe pas d’interférences.

La répartition spatiale de 'intensité lumineuse forme ce que I'on appelle une figure d’interférences.

Définition :

On appelle champ d’interférences, la zone de recouvrement des fais-
ceaux émergeant d’un dispositif interférentiel.

C’est la zone dans laquelle il est possible d’observer une figure d’interfé-
rences.
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I
Champ
Source S d’interférences
des 2 faisceaux [rr—
I
FIGURE 11 — Dispositif des trous d’Young
Remarque

Un dispositif des trous d’Young sépare le front d’onde issu de S en deux fronts d’onde, issus
respectivement de S et So. On observe alors des interférences entre les rayons issus de S
passant respectivement par les trous Sy et Sy. On parle de dispositif o division du front d’onde.

C’O\,
o
ES

(ob‘ M

fa)

O
,\9
K

A4

Si l'intensité des ondes est la méme sur les deux voies, l'intensité totale en un point M du champ
d’interférences vaut

[(M) = 21, [1+cos (2%‘5” avec & = (SuM) — (S, M)

Il ne reste plus qu’a déterminer la différence de marche § en fonction de la position sur ’écran.

I1.3. Calcul de la différence de marche

Notons a la distance entre les trous S; et Sy et O le milieu du segment [S;5;]. Un écran, perpendiculaire
a laxe optique, est placé & une distance D des trous. On note O’ le point de ’écran appartenant a 1’axe
optique (voir la figure 12).

On repére la position d’un point M sur I’écran par ses coordonnées x et y dans un repére (O, iy, U,),

—
ol U, est un vecteur unitaire orienté le long du vecteur S,.57. On repére également la position du point M
par 'angle 6 que fait le rayon OM avec ’axe optique.

Considérons deux rayons lumineux, issus respectivement des trous S; et Ss, s’intersectant en un point M
de l'écran et notons 6(M) = (SoM) — (S1M) = dy — dy, leur différence de marche en M.
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—_—

)

Ecran

FIGURE 12 —

a) Approche géométrique

Si la distance D est suffisamment grande devant a, = et y, on a, dans le triangle OO’ M :

T
tanﬁ_ﬂzﬁ

Par ailleurs si D est suffisamment grand, on peut assimiler les surfaces d’onde sphériques issues de M
a leurs plans tangents. Ainsi, en notant H le projeté orthogonal de Sy sur le rayon SoM :
(S1M) = (HM) dou 6= (SoM)— (S1M) = (SeM) — (HM) = (SoH)

Dans le triangle S;1S2H
SoH 0

5152 - a
On en déduit la différence de marche 9 et le déphasage Ay :

sinf ~ 6 =

B 2776_ 2rax

0= et |Ap=

X AD

ax
D
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b) Approche analytique

On peut également retrouver ce résultat en utilisant un développement limité au premier ordre de
Pexpression exacte de §, sachant que D > |z|, |y|, a :

5 = (S1M)— (SaM)

= {<x+g)2+y2+D2]é— [(:}:—g>2+y2+D2r

1722 > ar  ad® /22 > ax  d?
= D|l+=|—=+==+—=+-—||-D|l+=|=+% - —=+—
{+2<D2+D2+D2+4D2) +2<D2+D2 D2+4D2>
azx
Finalement, on retrouve le méme résultat : |§ = )

I1.4. Description de la figure d’interférences

L’intensité au point M est donc de la forme Xo
<

T2y

1
—
]

1
L |
]
—
-

FIGURE 13 — Répartition de la source en fonction de la position x sur I’écran

L’intensité est donc une fonction sinusoidale de la position x sur I’écran.
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Remarque

La différence de marche, et par conséquent l'intensité, ne dépend pas de y. Tous les points M
de méme coordonnée y correspondent & la méme intensité. La figure d’interférences est donc
constituée de franges rectilignes y = cste.

Remarque

Ezxpérimentalement, on utilise plutdt des fentes d’Young plutot que des trous afin d’obtenir une
figure d’interférences plus lumineuse.

La figure 13 représente les variations de l'intensité en fonction de la position x sur I’écran, pour la raie
rouge du mercure. Les minima d’intensité correspondent a des franges sombres et les maxima & des franges
brillantes (de la couleur de la source).

La figure d’interférences est définie par une période spatiale, appelée interfrange.

Définition :

On définit l’interfrange i par la distance entre deux franges successives
de méme intensité.

™

Soit z la position d’une frange d’intensité do d%n Tetrouve la méme intensité en = + ¢ de sorte que

le déphasage ait varié de 27 & 0)6

Q 2max 2ma(x+1)
I(z)=1 ; it = _
(x) (x +1) soi os 5D cos 5D
—— —_———
Ay Ap+27
On a nécessairement
o L or soit =22
Typ = 2m soit |i=—

Remarque

L’interfrange est une fonction décroissante de a : plus les trous sont proches, plus l'interfrange
est élevée.

Exercice
Soient deux trous d’Young séparés d’une distance a et éclairés par la laser hélium-néon de longueur
d’onde Ao = 632,8 nm. Déterminer la valeur de l'interfrange & la distance D =1 m des trous :

1. pour a =10 mm.
2. pour a =1 mm.

En déduire la possibilité d’observer une figure d’interférence a l’eeil nu.
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L’application de I'expression précédente fournit

._>\7D_ 63,28 ym pour a = 10 mm
' a | 0,6328 mm pour a =1 mm

Les franges rectilignes sont indiscernables & ’ceil nu dans le premier cas car I'interfrange est trop petit.
En revanche, pour ¢ = 1 mm, les franges sont visibles bien que trés rapprochées.

IIT Contraste d’une figure d’interférences
II1.1. Définition

Une figure d’interférence est d’autant plus contrastée que la différence d’intensité entre les franges
brillantes et sombres est grande.

Définition :

Le contraste d’une figure d’interférences dans une zone donnée est
défini par
[max — [min
C=———
[max + [min
ou [,.. et I,;, sont les intensités respectivement maximale et minimale
dans la zone considérée.

5
Remarque f&. QC)

\J \ F
& t?)npm’s entre 0 et 1.

Le contraste est un nombre sans dimé%zo

* Si C' = 0, lintensité est uniforme I = Inim. On n'observe pas de figure d’interférences :
on parle de contraste nul.

* 81 C =1, Iy = 0 et les franges sombres correspondent une intensité nulle. La figure
d’interférence est bien contrastée et le contraste est mazximum.

I11.2. Influence de l’'intensité lumineuse sur chaque voie

La formule des interférences & deux ondes dans le cas général conduit a
270
I = [1 + [2 + 2\/[1[2 COS ()\—>
0

ou I et I sont les intensités des ondes qui interférent, \g est leur longueur d’onde dans le vide et § est la
différence de marche.

L’intensité est maximale lorsque la différence de marche est un multiple entier de la longueur d’onde,
c’est-a-dire lorsque 'ordre d’interférences est entier. Dans ces conditions :

1)
p:)\—OEZ:>I:ImaX:I1+IQ+2\/IIIQ

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 311

L’intensité est minimale lorsque la différence de marche est un multiple demi-entier de la longueur
d’onde, c’est-a-dire lorsque 'ordre d’interférences est demi-entier. Dans ces conditions :

) 2n+1

P35

HEZ:>I:Imin:I1+IQ—2\/11[2

Le contraste est donné par

]max_]min 4\/11]2 2\/11]2
C= = =|C =
Imax+lmin 2<Il +IQ) Il +12

Le contraste est nul (C' = 0) si et seulement si [; = 0 ou I, = 0.
Le contraste est maximum (C' = 1) si et seulement si

oVl
2o soit L+ L =2/LI, don (VI —1)?=0

L+

Propriété
Considérons la figure d’interférences formée par deux ondes monochromatiques
d’intensités I et Is.
Le contraste de la figure d’interférences est maximal si [; = I, = .

M
II1.3. Figure d’interférence créé.é%'gmj,qia doublet
O
Considérons une source S, émettant u\(;ziations, de mémes intensités mais de longueurs d’onde
dans le vide Ag; et A\g2 = Aog1 + AN différeﬁés. Deux trous d’Young sont éclairés par cette source et la

figure d’interférences est observée sur un écran. On suppose que les deux voies de 'interférométre sont
équilibrées (11 = Iy = I).

Les ondes de longueurs d’onde \y; et A\go étant incohérentes entre elles, elles ne peuvent pas interférer et
leurs intensités s’ajoutent. On observe donc la superposition de deux figures d’interférence, I'une associée
a la longueur d’onde \g; et 'autre associée a la longueur d’onde Ags.

On introduit les nombres d’onde o et oo définis par

1
or=— et ogpa=0,+Ac=
Aot

Aoz
* Pour la radiation de longueur d’onde A; :
I)\I(M) = 2[0 [1 -+ cos (271'50'1)]

% Pour la radiation de longueur d’onde?! A, :

I>\2(M) = 2[0 [1 -+ cos (27T50'2)]

1. On suppose que la différence de marche ne dépend pas de la longueur d’onde, autrement dit on néglige tout phénoméne
dispersif.
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L’intensité résultante au point M vaut
I(M) =1,(M)+ L,,(M) =2Iy[2 + cos (2 § 1) + cos (27 0 02)]

En utilisant la formule de trigonométrie :

a+b a—1>b
cos(a) + cos(b) =2 cos< 5 )COS( 5 >

on obtient

01+ 09

2

‘I(M)=4IO[1+COS(7T5AU) cos(27r55)]‘ ou 7=

La figure 14 représente l'intensité lumineuse en fonction de x, dans le cas du dispositif des trous d’Young.
La figure d’interférences est représenté au-dessus de la courbe.

On observe des battements : la figure d’interférence est formée de franges alternativement brillantes
et sombres mais le contraste varie en fonction du point d’observation. En certains points, le contraste
s’annule et 'on observe un brouillage des franges a intervalles réguliers.

AW
4

LA(Z10)

I
-10 o 10 20 30 40
X

| I I
-40  -30  -Z0

FIGURE 14 — Figure d’interférences issue de la superposition de deux systémes de franges, associés a des
longueurs d’onde différentes.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 313

Remarque

La figure obtenue est la superposition de plusieurs systémes d’interférences. Pour chaque
longueur d’onde, l’intensité est une fonction sinusoidale de la position ou de la différence de
marche. En fonction de la position, les sinusoides se décalent progressivement.

* Les franges sont bien contrastées lorsque les maxima d’intensité coincident ;

* il apparait des irisations (des couleurs) lorsque les mazima d’intensité sont légérement dé-
calés;

* les franges sont brouillées lorsque le mazimum d’intensité d’une figure d’interférences (par
exemple pour Ay correspond au minimum d’intensité pour l’autre. Les intensités se "com-
pensent” et lintensité résultante est une intensité moyenne qui varie peu.)

1
21y

frange nette
brillante \ brouillage
oy

@\ )

La sinusoide en 2w Ao 0 varie plus rapldem@t %? que celle en Ao d. Ecrivons intensité sous la

forme :
NG
S |

()

variation lente “N— ——m—
variation rapide

oll A = — est la longueur d’onde moyenne et

Q\|>—‘

‘V(é) =cos(2md Ao) est appelé visibilité‘

Le contraste de la figure d’interférence dépend de la différence de marche et vaut

Imax - Imin o 8-[0 ’V‘

C p— =
[max + Imin 810

= [V(9)]

Propriété

Lorsqu’un dispositif interférentiel est éclairé par un doublet, la figure d’interférence

présente un phénomeéne de battements : le contraste évolue sinusoidalement avec la
différence de marche 0.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 314

Lzercice
1. Déterminer le contraste de la figure d’interférences.

2. On éclaire des trous d’Young, séparés de a =1 mm, par une lampe & vapeur de sodium et on observe la
figure d’interférences sur un écran situé a la distance D =1 m des trous. On modélise [’émission de la
lampe par celle d’un doublet jaune dont l'une des longueurs d’onde vaut A\ = 589,0 nm. On supposera
que les deux longueurs d’onde du doublet sont tres proches l'une de l’autre de sorte que

A=A + AN avec AN <K )\

(a) Exprimer Ac et @ en fonction de A\ et \q.

(b) On mesure une distance Az = 57,8 cm entre deuz browillage. En déduire la longueur d’onde Ao
et l’écart AN entre les longueurs d’onde du doublet.

1. Dans une zone donnée du champ d’interférences, I'intensité varie rapidement entre I, et I.. tels
que :

Lo = 416[1— V(3™
s = 411 QY]]
S
N
[V(9)]

Le contraste vaut
Ifﬁfﬁvﬂgb‘
C= % ay
2. (a) Siles longueurs d’onde A; et Ay s pr&c}l% :

Ai@}?@—i L A
S

M MEAN AT

et
__oFoy 1
g = 2 ~ 01 = )\1
(b) La différence de marche est de la forme
ax
b= —
D

L’intensité lumineuse prend donc la forme

r—arl1 (max AN ] 2rax
=41y + cos D A cos D

Le terme de visibilité, donc le contraste, s’annule périodiquement de sorte que

mTalAxr AN B
ND N
On en déduit
XD (589.1079)

AN

= 0,6 nm

aAz 1073 x 57,8.102
et
)\2 = )\1 +A)\ = 58976 nm

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 315

I11.4. Cohérence temporelle : influence de la largeur spectrale

Considérons une figure d’interférences obtenue & partir d’une source ponctuelle polychromatique. La
source est caractérisée par une densité spectrale J(o) telle que I'intensité dI correspondant a une largeur
spectrale do soit dI = J(o)do.

Pour simplifier, on supposera que le spectre d’émission présente un profil rectangulaire en nombre
d’onde compris entre oy et g5 > 01 de sorte que

J(O’) _ {Jg S% S [0'1,0'2]
0 sinon
On posera
(
1o = il ;— o2 nombre d’onde moyen
{ Ao =09 — 04 largeur spectrale (en nombre d’onde)
Lo = Jo(o2 — 01) intensité totale de la source
J(0)
Ao
e N X
/)
0 @%

I
I L]
| @ Q
' ;‘ b(\ o
01 o b
Chaque émission monochromatique & \Liéu a un systéme d’interférences qui lui est propre car les

radiations de longueur d’onde différentes som®ncohérentes entre elles. L'intensité totale est donc la somme
des intensités associées & chaque longueur d’onde, ou de facon équivalente, & chaque nombre d’onde.

La radiation de nombre d’onde ¢ = 1/A donne lieu & des interférences dont l'intensité est donnée par
2w 6
dI\(M) = 2dI, |1 + cos /| = 2Jo[1 4 cos(2mdo)|do

ou dly = Jydo est 'intensité associée & la radiation de trés faible largeur do.
L’intensité totale vaut donc

sin(2mo 09) — sin(27d o)
2mé

ou l'on a supposé que 9 était indépendant de la longueur d’onde dans le vide : on a donc négligé tout
phénomeéne dispersif.

I(M) = [;2 dI\(M) = /:2 2Jp[1 + cos (2md 0)] do = 2., [(Uz —0o1) +

1 1

En utilisant la relation de trigonométrie suivante :
a+b a—1>b
sin(a) — sin(b) = 2 cos ( 5 > sin ( 5 )

sin (m0Ao)
AN

on trouve

I(M) = 2Jo(05 — 01) [1 + cos (216 a)]
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Définition :
On définit la fonction sinc, appelée sinus cardinal, par

sinc : R — R

sin x
&

x

dont la valeur en 0 vaut sinc(0) = 1.

sin x

sinc(z) =

0

-16 —-14 —-12 -10 -8 —6~—4 -2 Q'Q 12 14
<

-1 §\Q
), &

veH

7
La fonction sinus cardinal est une fo Qn @ante d’amplitude décroissante. Elle est maxi-
male en 0 et s’annule en x = £7. La fo Q{‘@n'sin(z) a donc une largeur a mi-hauteur de ’ordre

de Ax = .

(a
Remarque S

L’intensité prend donc la forme
I(M) = 2Iy[1 + sinc (m0Ao) cos(2m)T)]

La visibilité du systéme d’interférence vaut donc

|V (6) = sinc (n6A0) |

d’ot1 'on tire I'expression du contraste
C(0) = |V (0)| = |sinc (m0A0) |

Le contraste est donc maximal en § = 0, c’est-a-dire au centre du systéme d’interférences. La figure
d’interférences est bien contrastée tant que sinc (m0Ac) prend des valeurs non négligeables, c¢’est-a-dire
tant que

1
m0Ao <7 soit |6 < —
Ao
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FIGURE 15 — Allure de la figure d’interférence et de I'intensité associée dans le cas d’'un profil spectral

R T T
rectangulaire. A gauche, Ao = — tandis qu’a droite Ao = 30 Plus la largeur spectrale est faible, plus le

nombre de franges visibles est grand.
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Remarque

Plus le spectre est large, plus la zone dans laquelle les franges sont wvisibles est réduite. Ce
résultat reste valable qualitativement pour tout type de profil spectral en remplacant Ao par la
largeur a mi-hauteur.

Propriété
Augmenter la largeur spectrale de la source entraine un brouillage des franges.
Ce brouillage est dit a la superposition de systéme d’interférences d’interfranges

différentes.
Sur une figure d’interférences a deux ondes, le nombre de franges observables est

d’autant plus élevé que le spectre est étroit.

interférences en
lumiére blanche

interférences en
lumi¢re monochromatiq

S
FIGURE 16 — Figure d’interférences pour 1@8 %f des trous d’Young dans le cas d’un éclairage avec une
source blanche ponctuelle. Les systémes de &es issus de chaque longueur d’onde sont décalés les uns
par rapport aux autres. Lorsqu’on les superpose, ils se brouillent trés rapidement du fait des différences

entre les interfranges.
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II1.5. Cohérence spatiale : influence de la largeur de la source

Dans l'expérience des trous d’Young, afin d’augmenter la luminosité de la figure d’interférences, on
peut penser & utiliser une source large, c’est-a-dire étendue spatialement.

Afin de comprendre l'influence de la taille de la source, il suffit d’étudier les variations de la figure
d’interférences lorsque ’on déplace la position du point source S. On pourra ensuite sommer les différentes
contributions de chacun des points afin d’obtenir la contribution d’une source étendue car les ondes émises
par chacun des points sont incohérentes entre elles.

a) Déplacement de la source perpendiculairement i ’axe des trous

Dans ce cas, les ondes issues de la source primaire et parvenant au niveau des trous ont toujours la
méme différence de marche, et la figure d’interférences est inchangée. On peut ainsi remplacer les trous S
et Sy ainsi que S par des fentes paralléles a (Oy).

Les phénoménes d’interférences provenant des différents points de la source S se juxtaposent sans se
brouiller et ’on obtient des phénoménes plus lumineux.

Propriété

Augmenter la largeur de la source dans la direction orthogonale & l’alignement

des trous ne modifie pas la répartition lumineuse sur I’écran et rend les franges plus
lumineuses.

/\,\V/

b) Déplacement de la source parallélement 3 ®d\ trous
Dans ce cas, les chemins optiques entre la ? aire et les trous ne sont plus identiques. Une
dissymétrie est introduite, qui rajoute un te 1%5 différence de marche :
Q’&,Q o) :1:5 L ax
\‘@ d ' D

ol Zs est la position du point source sur 'axe vertical, et ou d est la distance entre la source et 1'écran
percé des 2 trous.

X , , X
A écran percé écran
S2 de deux trous
S s M
source |
o &
primaire Wz
d
Sl

FIGURE 17 — Dispositif des trous d’Young avec une source ponctuelle non centrée.

Remarque

Le centre de la figure d’interférences correspond ¢ § = 0 soit x = —— z's. On constate que la

figure d’interférences est centrée sur l'image géométrique de la source.
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e ——
| —— # y
R ——

FIGURE 18 — Illustration du brouillage des franges avec une source spatialement étendue dans la direction
de lalignement des trous. Les systémes de franges produits par chaque point source sont décalés les uns
par rapport aux autres ce qui entraine un brouillage des franges, bien que les interfranges soient identiques.

L’interfrange n’est pas modifié, mais les franges sont décalées les unes par rapport aux autres.

La figure d’interférences créée par deux sources ponctuelles S et S’ incohérentes entre elles, respective-
ment situées en 2’ = 0 et @’ = 2y, est la superposition des deux sys‘t_’gmes d’interférences associés a chacune
des sources.

Lorsque la distance entre les deux sources S et S’ ¢ or }nd au niveau d’un écran d’observation, a
une variation de la différence de marche d’une deml—lo e on observe un brouillage des franges.

Ceci se produit pour @
P S
6 2a

On en déduit que les franges d’ mterf@ﬁ O&nt brouillées lorsque la source posséde une extension

spatiale supérieure a
Ad

L=—
2a

Le brouillage de la figure d’interférences est illustré sur la figure 18.

Remarque

Ce résultat est généralisable a tout dispositif & division du front d’onde.

Propriété
Dans un dispositif & division du front d’onde, augmenter la largeur de la source
entraine généralement un brouillage des franges.
Ce brouillage est dt a la superposition de franges d’interfranges identiques décalées
les unes par rapport aux autres.
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Remarque
Ce phénoméne de brouillage des franges avec une source étendue est utilisé en astronomie pour
déterminer le diamétre angulaire d’une étoile® ou pour déterminer l’angle sous lequel sont vues
les composantes d’une étoile double.

Ce principe est toujours a la base du fonctionnement de télescopes modernes comme le Very
Large Telescope au Chili ou le Large Array Telescope aux Etats-Unis.

a. Cette méthode a été utilisée pour la premiére fois par Fizeau en 1868.
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Interférometre de Michelson

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés a des interférences produites par des dispositifs & division
du front d’onde. Dans ce chapitre, nous allons maintenant étudier un dispositif & division d’amplitude :
I'interférométre de Michelson.

En 1907, Albert-Abraham Michelson (1852-1931) a regu le prix Nobel de physique pour ses travaux
d’optique de précision. Il a notamment mis au point un interférométre qui porte son nom et qui lui a permis
de mettre en évidence l'invariance de la célérité de la lumiére vis-a-vis d’un changement de référentiel.

Le principe de fonctionnement de cet interférométre est encore utilisé aujourd’hui. En particulier,
Iexpérience Virgo en Italie, a pour de détecter des ondes gravitationnelles & I’aide d’un interférométre de
Michelson dont les bras font plus de 3 km.

FIGURE 1 — Vue aérienne de l’interfér&&.ﬁ%rgo. Chaque bras de l'interférométre fait 3 km.
&

L’interférométre de Michelson n’est bien entendu pas le seul dispositif a division d’amplitude et certains
objets de la vie courante nous permettent d’observer des interférences dans des conditions similaires. Ainsi,
les taches d’huile ou les bulles de savon conduisent également & un phénoméne d’interférences par division
d’amplitude.

Une bulle de savon correspond & une lame d’eau stabilisée par deux couches d’acides gras possédant
une partie hydrophile et une partie hydrophobe.
Elle peut donc étre modélisée par une lame d’indice ne,, dans l'air. Une onde incidente sur la premiére
interface va donner naissance & une onde réfléchie et & une onde transmise : c’est donc un dispositif a
division d’amplitude. L’onde transmise va elle-méme également donner naissance & deux ondes, comme
I'illustre la figure 2.
Une onde incidente génére donc plusieurs ondes cohérentes qui vont pouvoir interférer.

Nous avons vu que 'utilisation d’une source étendue conduisait & un brouillage des franges avec le
dispositif des trous d’Young. Cependant, une bulle de savon éclairée par la lumiére blanche du soleil qui
est une source étendue donne lieu & des interférences.

Nous allons voir, sur I'exemple de I'interférométre de Michelson que les dispositifs & division d’amplitude
permettrent d’obtenir des interférences en source étendue.
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a) b) ) possibilité
i d'interférence

air

FIGURE 2 — A gauche) Bulle de savon et sa modélisation optique. (A droite) Irisations dans une lame de

savon.

I Principe de fonctionnement de l'interférométre de Michelson

I.1. Description de l'interférométre

L’interférométre de Michelson est constitué essentiellement : X,
* d’une lame (.S,), appelée séparatrice, rendue semi-réfléci$dante par un traitement de surface;
* d’une lame de verre identique et paralléle a la sép@;l}e, mais non traitée, appelée compensatrice ;

— de deux miroirs plans M; et M, quasiment o%h gormy entre eux et inclinés d’environ 45° par
rapport & la séparatrice. b

Les miroirs M; et M, sont orientables a 'ai f§ micrométriques.
L]

Le miroir M; est monté sur un chariot @p ﬁ»tDse déplacer perpendiculairement & Ms.

T

support de la

vis de réglage fin
C(llllpCI!.\ll(l'iCC

du miroir M, vis de réglage

compensatrice

miroir M

visde - vis micrométrique

réglage de translation du
miroir M

moteur permettant
une franslation lente
du miroir M

Porte filtre

i . Voo A . ®

Wpe sieres permetta { s de réglage grossier

Néparatrice glissieres permettant une miroir My vis dc“ rg_lxbc grossier \f/obseﬁ'alem'
du miroir My

translation du miroir M;

FIGURE 3 — (A gauche) Photographie d’un interférométre de Michelson. (A droite) Schématisation de

I'interférométre.

Une onde lumineuse issue d’une source S arrive sur la séparatrice et donne naissance & deux ondes de
méme amplitude : une onde qui traverse la séparatrice et une onde qui est réfléchie sur la séparatrice.

L’onde transmise par la séparatrice, est ensuite réfléchie par le miroir M; et atteint & nouveau la
séparatrice. La séparatrice étant une lame semi-réfléchissante, une partie de cette onde est transmise en
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direction de la source S, 'autre partie est réfléchie vers la sortie de I'interféromeétre. On appellera voie 1
le trajet des rayons qui traversent la séparatrice et se réfléchissent sur M.

En revanche, I'onde réfléchie par la séparatrice est ensuite réfléchie sur le miroir Ms. En sortie de
I'interférométre, on observe 'onde transmise par la séparatrice aprés réflexion sur M, : on appelle voie 2
le trajet de ces rayons.

Les deux ondes issues de la méme source sont synchrones et cohérentes et vont pouvoir interférer a la
sortie de l'interférométre aprés avoir parcouru des chemins optiques différents.
On est en présence d'un dispositif & division d’amplitude.

orientation de M,

orientation de M,
“p

miroir M, translation

de M,

FIGURE 4 — X
Q)%

Le champ d’interférence est représenté sur la figure 5. ’\&
R\

FIGURE 5 — Champ d’interférences avec un interférométre de Michelson éclairé par une source ponctuelle
dans une configuration quelconque.

1.2. Trajet des rayons sur la voie 1

Etudions un rayon issu d’une source ponctuelle S et transmis par la séparatrice.
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Le rayon réfléchi par M; semble provenir de S}, symétrique de S par rapport & M.
On note S = Sym,, (S).

Le rayon est ensuite réfléchi par S, et semble provenir de Sy, symétrique de S| par rapport a S,.
On note S; = Symg (57) = Symg_,u, (5)-
On peut alors calculer le chemin optique (SM); :
(SM), =SIL + L1+ Ky + Ki1M = S{Ky +Ki1M = S$1 Ky + Ki1M = SiM
=51 =S1 K1
Le long de la voie 1, le chemin optique entre la source S et le point M d’observation est identique au
chemin optique entre S; et M, pour lequel aucune réflexion n’est a prendre en compte. S| = Symg_, a, (S)

est 'image de S par la voie 1 de l'interférométre.

Propriété

Tout se passe comme si les rayons de la voie 1 étaient issus d'une source virtuelle S}
image de la source S par la voie 1 de l'interféromeétre

S1 = Symg, o, (S)

Q)'J
R
y g 2y 4
) s :\ // “Wz Q'V_.l‘-, A
' it STh
180 Y . R 4
§ T ol s, Bl
A0 T E % = . o — o
A1 m S0\ :
”’S/‘ 4 1 r”, i \\
8 , X
= \\
0 M ST __\M
'0
a. Cheminement dans la voie (7).

b. Cheminement dans la voie (2).

FIGURE 6 — Trajet des rayons dans les deux voies.

I.3. Trajet des rayons sur la voie 2

Etudions un rayon issu de S et réfléchi par la séparatrice.

Le rayon réfléchi par S, semble provenir de S’ symétrique de S par rapport a S,.
On note S' = Symsp(S) ou Symg  est la symétrie miroir par rapport a S,
Le rayon réfléchi par M, semble provenir de S, symétrique de S’ par rapport a M.

On note Sy = Sym,,, (') = Sym,y, 5, (S) ott Sym,,, est la symétrie miroir par rapport & My et Sym,y, 5
est la symétrie miroir par rapport a .S, puis par rapport a Mo.
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On peut alors calculer le chemin optique (SM ),
(SM)y = SI) +1Jo + Jo Ko+ KoM = S'Jy +Jo Ky + KoM = SoKy + KoM = SoM
—~~ ——
=51y =52.J5
Le long de la voie 2, le chemin optique entre la source S et le point M d’observation est identique au
chemin optique entre Sy et M, pour lequel aucune réflexion n’est a prendre en compte. Sy = Sym,,, , SP(S )
est 'image de S par la voie 2 de I'interférometre.
Propriété
Tout se passe comme si les rayons de la voie 2 étaient issus d’une source virtuelle Sy
image de la source S par la voie 2 de l'interféromeétre

Sy = Symz\bos,,(s )

1.4. Modéle équivalent de l’interférométre

Soit M7 I'image de M, par rapport a la séparatrice. M| est un miroir "virtuel". Alors par construction
géométrique, S; est obtenue par les symétries successives suivant

S1 = Symy ou, () et S —-g@%osp<8>

Tout se passe comme si S7 = Sym,, [Syms ()] étai a@de S = Symg (S) par Mj.
1 y
De méme, en étudiant la voie 2, tout se passe com& = SymM2 [Symsp(S)] était 'image de S' =

Symg (S) par Ms. 6;)

rie de tout le bras 1 de l'interférométre et introduire

L’opération effectuée revient a réalise e
‘K 51 est alors I'image de S’, symétrique de S par rapport

le miroir M| symétrique de M; par rappor

a Sy, par rapport a M{ (voir figure 7).

Propriété
L’interférométre de Michelson éclairé par une source S est équivalent & :

* deux miroirs, I'un réel My, I'autre virtuel M] symétrique de M; par la séparatrice,
tous deux situés sur le bras 2

% ces deux miroirs sont éclairés par une source S’ image de S par la séparatrice.

Remarque

Les miroirs My et My sont orientables a 'aide de vis de réglage. Par conséquent, [’orientation
de M peut étre modifiée par action sur M. D’autre part, le miroir My, et par conséquent son
image M, peut étre translaté a l’aide du chariot.

Remarque

1l n’est plus utile de prendre en compte la séparatrice dans ce modéle équivalent.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 327

= L
A
o
S
=t

-y

FIGURE 7 — "Repliement" de la voie 1 de 'interférométre en utilisant le miroir virtuel Mj.

D

I.5. Role de la compensatrice Q

1I%¢ %erometre : elle engendre une dissymétrie
raversent trois fois la lame séparatrice s’ils se

laraie) Ofs s’ils se réfléchissent sur M.

e supplémentaire entre les deux ondes, qui dépend

entre les faisceaux. En effet, les rayons arrivant s
réfléchissent sur M; alors qu’ils ne la traversent

La lame séparatrice induit un défaut importangE

Cette dissymétrie introduit une dlfferen%\de

a priori de la longueur d’onde (le verre e%u 31f

compensatrice

> séparatrice
;

ey
voie (1)

voie (1)

Trajets supplémentaires dans la :
lame séparatrice. Role de la compensatrice.

FIGURE 8 — Illustration de l'intérét de la séparatrice.

Pour rétablir la symétrie, on ajoute une seconde lame de verre nommée compensatrice, identique a la
premiére (a ceci prés qu’elle ne comporte pas de dépdt métallique) et placée parallélement a celle-ci. La
figure ci-dessus montre que les rayons lumineux traversent alors quatre fois une épaisseur de lame, qu’ils
se réfléchissent sur M; ou sur Ms.
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Remarque

Dans le schéma équivalent du Michelson, la séparatrice peut étre oubliée, au méme titre de que
la compensatrice, a condition que la compensation soit parfaite.

II Interférométre de Michelson éclairé par une source ponctuelle &
distance finie

Dans toute cette partie, I'interférométre de Michelson est éclairé par une source ponctuelle S située a
distance finie.

I1.1. Figures d’interférences observables

L’interférométre de Michelson étant éclairé par une source ponctuelle S, le modéle équivalent permet
de prévoir qu’on observera en sortie les rayons issus de S; et Sy, image d’une source ponctuelle S’ par les
miroirs M (virtuel) et M,.

Les sources S et S, étant issues d’'une méme source ponctuelle, elles sont cohérentes entre elles et
peuvent donner lieu & des interférences. Xo

Les déplacements des miroirs permettent de déplacer les sp,&s S1 et So 'une par rapport a l'autre et
d’observer les figures d’interférences correspondantes. A\

Propriété L \Q

L’interférométre de Michelson éclairé par une source ponctuelle S est équivalent
a deux sources secondaires S et Sy cohérentes entre elles.
En sortie de linterférometre, on obtient une figure d’interférences a deux ondes
caractérisée par 1’éclairement :

2o (M)

I(M) =21, [1+COS< 3

ﬂ avec O(M) = SoM — S1 M

Remarque

On a supposé que les réflexions et transmissions & travers les lames n’introduisaient pas de
déphasage supplémentaire.

Les points d’égale intensité vérifient donc
d(M) =cte soit SoM — S1M = cte
Les surfaces définies par cette équation sont des hyperboloides de révolution autour de (51.52).
En fonction de la position de I’écran par rapport a l’axe (S153), on pourra observer :
* des anneaux concentriques;

* des franges courbées

* des franges quasi-rectilignes.
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plan perpendicnlaire & 5132 hyperbales

[ranges observées
avee un Michelson
en coin dair

\
Il

gt
7 & dheroissan
plan parzligle & $18z
Anneaux observés
avec un Michelson
en "lame d'air"

o-
FIGURE 9 — Type de figure d’interférences observables en f@&lon de la position respectives des sources

secondaires et de 1’écran. @ Q

Les interférences sont observables dans tous@ %Cbed@n théorie). On dit qu’elles sont non-localisées.

En pratique, elles ne sont observables que d 65 e recouvrement des faisceaux émergents.
Propriété

L’interféromeétre éclairé par une source ponctuelle donne lieu & des interférences
observables dans une vaste zone de ’espace : on parle d’interférences non-localisées.
Les surfaces d’égale intensité sont alors des hyperboloides de révolution autour de
I'axe des sources secondaires (51.55).

I1.2. Coin d’air et franges rectilignes

a) Réglage de linterféromeétre

Cherchons a observer des franges rectilignes a la sortie de I'interféromeétre. D’aprés la forme des hyper-
boloides de révolution, il faut donc que I'axe (5153) soit paralléle a 'écran.

Remarque

On retrouve alors la configuration des trous d’Young, ot Sy et So sont les sources secondaires
issues d’une source primaire S.

Cette configuration est obtenue lorsque les miroirs M| et M, sont & égale distance de la séparatrice et
forment entre eux un angle « relativement faible.

On parle alors de configuration en coin d’air car les miroirs M| et M, forment un diédre & I'intérieur
duquel le milieu est de I'air (voir figure 10).
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¥

a=2Rsina

MY

F1GURE 10 — Configuration de l’interfér@@ichelson en "coin d’air".

K\
iy

Dans cette configuration, les distances d; & ¢

tre des deux miroirs au point O sont identiques

et on les note R. Nous supposerons que cl e ir fait le méme angle /2 avec un plan paralléle a

I'écran (voir figure 10). Q -
)

La position de I’écran par rapport a l’aﬁgnement des points source est identique au cas des trous
d’Young et on peut en déduire directement qu’a une grande distance d’observation, on observe des franges

rectilignes paralléles & Paxe A commun a M| et M.

La frange centrale brillante est située sur la médiatrice de [S1.Ss].

Remarque

Les interférences sont non-localisées : la position de l’écran est donc quelconque & condition

qu’il intercepte la zone de recouvrement des faisceauz.

Définition :

L’interférométre de Michelson réglé avec les miroirs inclinés et équi-
distants de la séparatrice est équivalent & un coin d’air.
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FIGURE 11 - Franges rectilignes obtenues en coin d’air.

Propriété

L’interféromeétre de Michelson réglé en coin d’air et éclairé par une source ponc-

tuelle monochromatique donne lieu & une figure d’interférence constituée de franges
rectilignes.

N
N
Remarque @ ’\Q

S
% 7
La source étant ponctuelle, les interférences s@no ocalisées.
;r 2 c\

7
S
En nommant x I’abscisse du point M sur ’écran d’observation, la différence de marche en M sera, si
I'écran est placé a grande distance des sources (D > a) :

b) Différence de marche

6_aac_2Rsino¢
"D~ D °

ol « est ’angle que forment les miroirs entre eux et R est la distance des miroirs au centre de la séparatrice.

Remarque

L’intensité sur l’écran ne dépend que de x : on obtient donc des franges rectilignes paral-
leles © = cste, correspondant a une méme différence de marche, c’est-a-dire & une méme valeur
de l'intensité.

La frange centrale (6 = 0) est positionnée en x = 0.

La figure d’interférence est caractérisée par un interfrange :

,_)\2Rsina
‘= a
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I1.3. Lame d’air et anneaux concentriques

a) Réglage de linterférométre

Cherchons a observer des anneaux concentriques a la sortie de l'interférométre. D’aprés la forme des
hyperboloides de révolution, il faut donc que I'axe (5153) soit perpendiculaire & ’écran.

Cette configuration est obtenue lorsque les miroirs M7 et M, sont paralléles entre eux et non-équidistants
de la séparatrice. On parle de configuration en lame d’air car les miroirs M] et M, forment une lame a faces
paralléles n’induisant aucune réfraction, c’est-a-dire contenant de l'air. Cette configuration est représentée
sur la figure 12.

Remarque

La configuration en lame d’air implique que les miroirs réels My et My soient orthogonaux et
non équidistants de la séparatrice.

0y

FIGURE 12 — Configuration de 'interférométre de Michelson en "lame d’air".

Dans cette configuration, M; est normal & Ox et My & Oy. Nous noterons d; et ds les distances de M;
et My au point O.

Si les deux miroirs M7 et M sont distants de e = |d; — ds, les deux sources secondaires sont séparées
de a = 2e. Si 'on place un écran d’observation normalement & 'axe Oy & la distance D des sources, on se
trouve dans le cas d'un écran placé orthogonalement a deux sources S; et Ss cohérentes.

Le probléme étant a symétrie de révolution autour de l'axe des sources, la différence de marche §
ne varie pas si 'on fait tourner le point M d’observation autour du point O’ choisi comme origine des
coordonnées sur I’écran. La figure d’interférence doit donc nécessairement présenter des anneaux centrés
sur le point O'.
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FIGURE 13 — Schéma équivalent de l’intgrfé mescra de Michelson en configuration de lame d’air.

5

'es%oloi'des de révolution sur un écran perpendiculaire a

,&O
Remarque 'Q,, N
Ces anneaux sont la projection des hyp
l'axe des sources.

Définition :

L’interférométre de Michelson réglé avec les miroirs paralléles et non-
équidistants de la spératrice est équivalent a une lame d’air.

Propriété

L’interférométre de Michelson réglé en lame d’air et éclairé par une source ponc-
tuelle monochromatique donne lieu & une figure d’interférence constituée d’anneaux

concentriques.
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FIGURE 14 — Anneaux concentraiques obtenus en lame d’air.

Remarque

Nous n’avons fait aucune supposition sur la position du plan d’observation et les anneauzx sont
donc visibles quelle que soit la position de [’écran. Les interférences sont donc non-localisées,
ce qui est compatible avec l'utilisation d’une source ponctuelle. X,

.\,,Q,V
@“Q

Lorsque I'écran est placé & une distance D % @nt I’écart entre les sources a, le calcul de la
différence de marche s’écrit simplement, en n@{m Cﬁ> yon de 'anneau considéré :

b) Différence de marche

- r
&y avec o~ —

D

Remarque

Dans les deux cas étudiés dans cette partie, les rayons interférant au point M ne sont pas issus
d’un méme rayon divisé par la séparatrice, mais proviennent de deux rayons distincts issus de
S. L’interférométre de Michelson éclairé par une source ponctuelle est donc utilisé comme un
dispositif a division du front d’onde.

IIT Interférométre de Michelson éclairé par une source étendue

IT1.1. Localisation des interférences

Une source ponctuelle est pratiquement irréalisable. De plus, I'intensité lumineuse qui en est issue est
trés faible. Pour toutes ces raisons, il est préférable d’utiliser une source étendue.

Toutefois une source étendue est constituée d’une infinité de sources ponctuelles incohérentes entre
elles qui donnent chacune un systéme d’interférence. La superposition de ces figures d’interférence, en
général décalées les unes par rapport aux autres, conduit généralement & un brouillage si la source est trop
étendue.
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En revanche, dans certaines configurations, il est possible que les figures d’interférences ne soient pas
décalées les unes par rapport aux autres. La figure résultante n’est donc pas brouillée mais au contraire
plus intense. Ceci n’est possible que si la différence de marche ne dépend pas de la position de la source
primaire.

Cherchons donc les conditions pour lesquelles la différence de marche entre les faisceaux émergents ne
varie pas lorsque la source ponctuelle Sy se déplace en Sj.

a) Variation de chemin optique

Lzercice
Soit un rayon lumineuz rectiligne SoM reliant un point source Sy a un point M quelconque. L’indice est
supposé constant. La source est alors déplacée d’une petite quantité et se retrouve en Sj. Déterminer la

différence de chemin optique entre (SGM) et (SogM). On posera 4 = SO—M le vecteur unitaire orientant le
0
rayon SoM et 'on supposera que l'indice vaut 1.

Le chemin optique L = (SyM) vaut initialement

.Q‘Z’
N
dL_nd(SO—J\>/[)'J®S—>-dﬁ

Mais @ est un vecteur unitaire de sorte que @? @é ezo(wé impose

d(i?) = Qt% aga;» dii 1 SoM
On en déduit ,Q&Q 6)

Sa variation est donnée par

_$S9

— —
dL = nd(SeM) g@\i(ng _SoM))-ii=nS,S, - i

Remarque

On admet que ce résultat se généralise méme si le rayon subit des réfractions ou des réflexions
entre Sy et M.

b) Théoréme de localisation

Considérons le chemin optique (SyM); le long de la voie 1 entre la source Sy et un point M quelconque.
Notons ; le vecteur unitaire orientant le rayon issu de Sj et passant par la voie 1.

Voic2 L,

Voiel L}

FIGURE 15 —
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Lorsque Sy se déplace en S}, la variation du chemin optique (SpM); vaut
! ! —
(SOM)l - (SOM)l = 5050 - U

ou l'on a utilisé le résultat précédent avec n = 1 dans l'air.

De la méme maniére, pour la voie 2
/ ! -
(SoM)Q — (S()M)Q = SOS() * U

ol Uy est le vecteur unitaire orientant le rayon issu de Sy et passant par la voie 2.

La variation de la différence de marche vaut donc
T
A[(SoM)y — (SoM)1] = [(SoM )2 — (SoM)1] — [(So M) — (SoM)1] = Sy So(tia — 1)

On souhaite que la différence de marche ne dépende pas de la position de la source, c’est-a-dire que
cette variation soit nulle pour tout déplacement de la source. Ceci n’est possible que lorsque 4, = s,
c’est-a-dire lorsque les rayons sont émis par la source selon la méme direction. Autrement dit, ces rayons
sont issus d’'un méme rayon incident.

Remarque C:,\’

Cette propriété n'est possible que si l'on utilise un disposifpfdi division d’amplitude. Seuls les

dispositifs a division d’amplitude permettent d observef\és terférences en source étendue.

R

Lorsque la source est étendue, seules les interfé es %e les rayons issus d’'un méme rayon incident
conduisent au méme ordre d’interférence sur 1é ecra %ﬁerférences sont alors observables a 'intersection
de ces rayons issus d’'un méme rayon 1nc1denb 6)

"9

Propriété
Les interférences en source étendue ne peuvent étre observées qu’avec un interfé-
romeétre a division d’amplitude.
Les interférences ne sont alors visibles que dans une zone restreinte de 1’espace : on
dit qu’elles sont localisées.
Les interférences ne sont visibles que sur une surface dites de localisation, définie
par Uintersection des rayons émergents issus d’'un méme rayon incident.

I11.2. Configuration en coin d’air

a) Surface de localisation

Considérons l'interférométre de Michelson réglé en coin d’air. Lorsque l'interférométre est éclairé avec
une source étendue, la figure d’interférence est observable sur la surface de localisation. Cette surface est
constituée de ’ensemble des points d’intersection des rayons émergents issus d’'un méme rayon incident.

Particularisons un rayon issu de la source S. Afin de déterminer I'intersection des deux rayons issus
du méme rayon incident, utilisons le schéma équivalent de l'interféromeétre pour lequel la source S/, image
de S par la séparatrice S, éclaire les miroirs M7 et Ms.

On constate que I'intersection des rayons émergents issus d’'un méme rayon incident se situe au voisinage
des miroirs. On retiendra qu’en coin d’air, la surface de localisation se situe au voisinage des miroirs.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 337

¥

¢ | Rayon 1

Rayon 2
Rayon
incident

FIGURE 16 —

Propriété
Si l'interféromeétre de Michelson, réglé en coin d’air, est éclairé par une source
étendue, les franges sont localisées au voisinage des miroirs.
Pour observer la figure d’interférences, il faut projeter, a I'aide d’une lentille, I'image
des miroirs sur un écran ou observer a 1’oeil le miroir Ms.

o
Eclairons les miroirs en incidence quasi- nor Eg au premier miroir (point M sur la figure 16),

le trajet des rayons dédoublés par la Sepau“a%icI tique. Les rayons émergents 1 et 2 se coupent et
interférent au point M. Appelons x I'absci M comptée a partir de 'aréte du coin d’air.

b) Différence de marche

La différence de marche s’écrit alors Q \
(M) ~=2e(M \}ec M)~ar = 6(M) =2ax

On remarque que 'intensité sur I’écran ne dépend que de x donc la figure d’interférence est constituée
de franges rectilignes paralléles & I’aréte du coin d’air.

Propriété
Lorsque l'interféromeétre de Michelson est réglé en coin d’air et éclairé en lumiére
monochromatique en incidence quasi-normale, la figure d’interférences est constituée
de franges rectilignes, paralléles a I'aréte commune aux deux miroirs.
En un point M de la surface de localisation, la différence de marche vaut

(M) =2e(M) =2ax

ou z est la position de M comptée a partir de 'aréte du coin d’air.

c) Interfrange

L’interfrange i est défini par §(x + i) = d(x) + A. D’aprés l'expression de la différence de marche,
I'interfrange est donné par

200 = A soit i= —
200
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L’interfrange est constant, indépendant de la position sur la figure d’interférences.

Propriété
En coin d’air, les franges rectilignes sont appelées franges d’égale épaisseur car
linterfrange
A
1= —
2cy

est constant.

Remarque

On remarque que linterfrange augmente @ mesure que angle entre les miroirs diminue, c’est-
a-dire @ mesure que les sources secondaires se rapprochent.

Ezercice
Déterminer l’angle entre les miroirs pour que les franges soient observables a l’ceil nu, c’est-a-dire avec un
grandissement de 1.

d’onde A = 500 nm, I'angle entre les miroirs est d

a= ;@'%E;.) 2,5.107* rad

\.

C’est une valeur extrémement faible. XS

@ 'Q
Les franges sont visibles si 'interfrange n’est pas r?vp ti%par exemple ¢ ~ 1 mm. Pour une longueur
s re{}‘

Remarque

Linterfrange sur [’écran est égal a l'interfrange réel multipliée par le grandissement did a la
lentille.

d) Conditions expérimentales

Nous avons vu que nous pouvions observer des franges d’égale épaisseur, méme avec une source étendue.
Néanmoins, en un point donné, la différence de marche, donc l'ordre d’interférence, dépend de I'angle
d’incidence. Si les rayons possédent différentes incidences, la figure d’interférence a tendance a se brouiller
et le contraste diminue. Il faut donc faire en sorte d’éclairer le coin d’air en incidence quasi-normale.

Propriété

Lors de la réalisation expérimentale d’une figure d’interférences "en coin d’air"

avec une source étendue, on éclaire I'interférométre de Michelson en incidence quasi-
normale.
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II1.3. Configuration en lame d’air

a) Surface de localisation

Considérons 'interférométre de Michelson réglé en lame d’air. Lorsque I'interférométre est éclairé avec
une source étendue, la figure d’interférence est observable sur la surface de localisation. Cette surface est
constituée de I’ensemble des points d’intersection des rayons émergents issus d’'un méme rayon incident.

Particularisons un rayon issu de la source S. Afin de déterminer I'intersection des deux rayons issus
du méme rayon incident, utilisons le schéma équivalent de 'interférométre pour lequel la source S’, image
de S par la séparatrice S, éclaire les miroirs M7 et Ms.

(M)
i N '
e |
i 1/ \K \
ff‘r”fui (M2
LYy
"’.r'_i.ﬂ-{r h
JARIR "
/ \(2)
a"\\ \\_
= 4;&\ — (L)
r% A /
b ; , (E)
0O M

L, 97
N
Q&

\'.
Dans la configuration en lame d’air, les r'égdns émergents issus d’un méme incident sont paralléles entre
eux. Leur intersection est donc rejetée a 'infini. On retiendra qu’en lame d’air, la surface de localisation
se situe & l'infini.

Propriété
Si I'interférometre de Michelson, réglé en lame d’air, est éclairé par une source
étendue, la figure d’interférence est localisée a 'infini.
Pour observer la figure d’interférences, il faut 1’observer dans le plan focal image
d’une lentille convergente ou 1’observer & 'oeil nu.

b) Différence de marche

Eclairons l'interférométre avec une source étendu. Afin d’étudier la figure d’interférence formée, il faut
calculer la différence de marche entre deux rayons émergents issus du méme rayon incident.

Cette différence de marche vaut :

2 2 2esin? i
§=(IJK)— (IH)=I1J+JK —IH= " —[Ksini= — — """ [§ =2 cosi]
COS 1

Ccos 1t Ccos 1t
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Remarque

On retrouve la différence de marche introduite par une lame a face paralléle
0 = 2ne cos(r)

ot r est 'angle de réfraction et n Uindice de la lame. Ici, la lame est constituée d’air : par
conséquent, n =1 et r = 1.

On remarque que l'intensité sur ’écran ne dépend que de I'angle d’incidence i, donc les franges d’in-
terférences sont des anneaux concentriques.

Propriété
Lorsque Iinterféromeétre de Michelson est réglé en lame d’air et éclairé en lumiére
monochromatique en incidence d’angle 7, la figure d’interférences est constituée d’an-
neaux concentriques.
La différence de marche entre deux rayons qui interférent vaut

(M) = 2e cos(i)

ol e est I’épaisseur de la lame d’air.

N
\\Q

Propriété
En lame d’air, les anneaux sont appelés anneaux d’égale inclinaison car l'ordre
d’interférence ne dépend que de 'angle d’incidence 1.

Q)g)
S
Y

c) Rayons des anneaux

Observons des anneaux d’égale inclinaison dans le plan focal image d’une lentille convergente de fo-
cale f'.

Le rayon d’un anneau d’ordre d’interférences p = X vaut :

r=f tani
En considérant ’angle d’incidence ¢ petit, on a, & I'ordre 2 en i :
r=f"1
Or la différence de marche est de la forme

2

0 =2ecosi ~ 2e —ei” = pA

ou l'on a considéré i suffisamment petit pour faire un développement limité a 'ordre 2 en i.

* Au centre i = 0 et 'ordre d’interférence vaut pg tel que 2e = pgA. L’ordre d’interférence au centre
po n'est pas nécessairement entier, ce qui signifie qu’il n’y a pas nécessairement d’anneaux brillant
(intensité maximale) ou sombre (intensité minimale) au centre de la figure d’interférences).
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* Pour i quelconque, 'ordre d’interférence est relié & I’angle d’incidence par

A

= (po—p)A=i=1/(po — D) -

Le rayon de I'anneau d’ordre d’interférence p vaut

A
= f"i= f"/(po — 1) p;

Remarque

L’ordre d’interférence est mazimal au centre et diminue & mesure que [’on s’éloigne du centre.

Lrercice

On considere un interférometre de Michelson réglé en lame d’air et éclairé par une source monochromatique
de longueur d’onde A = 632 nm. On projette la figure d’interférence sur un écran o l'aide d’une lentille
convergente de focale f' =1 m. La distance entre les miroirs M et My vaut e = 0,4 mm.

1. Déterminer lordre d’interférence au centre.

2. Déterminer le rayon des 4 premiers anneauz brillants. Commenter.

Y. Q

1. La différence de marche au centre vaut ¢ @ b‘ éduit 'ordre d’interférence au centre
26 4.1074
? &% 1265, 82

L’ordre d’interférence n’est ni- entlQ 1 @;P entier : 'intensité n’est ni maximale, ni minimale au
centre.

2. L’ordre d’interférence en un point donne de I’écran est de la forme

6 2ecost

PZXT

ou 7 est 'angle d’incidence.
Si angle i est suffisamment petit

_2e 2e €y 12'2 =21 p
p—)\cosz Ny =P 5 i = o

L’angle i correspond & un point sur I’écran situé a la distance r = f’¢ du centre de sorte que le rayon

de anneau d’ordre p est
r=fli=f[2 <1 . 3)
Po

L’ordre d’interférence décroit & mesure que ¢ augmente, c’est-d-dire & mesure que 'on s’éloigne du
centre. Le rayon du premier anneau est obtenu lorsque p atteint la valeur entiére la plus proche de py
mais par valeur inférieure. On en déduit pour le premier anneau brillant :

P =1265,0 ot = f 2(1—@>_3,6cm
Po
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De la méme maniére, on trouve
po =1264,0 = 1ro=15,37 cm

p3 =1263,0 = 73 =06,68 cm
py = 1262,0 = ry=7,77 cm

Les figures suivantes correspondent a 1’observation en lumiére monochromatique (dans le plan focal
d’une lentille de distance focale f’ = 1 m) d’anneaux d’égale inclinaison. La zone d’observation est un
carré de coté 20 cm, centré sur la figure d’interférences. Les ordres d’interférences au centre ont été choisis

ainsi : pg = 500, 1000, 2000 et 4000.

wa g

waE

FIGURE 18 — Allure de la figure d’interférences pour différents ordres d’interférence au centre.

Remarque
Le nombre d’anneauzr dans le champ d’observation est d’autant plus grand que 'ordre d’inter-

férences au centre est important, donc que ’épaisseur de la lame d’air est importante.

d) Conditions expérimentales

On remarque que plus les incidences sont différentes, plus on peut observer d’anneaux.

Propriété

Lors de la réalisation expérimentale d’'une figure d’interférences "en lame d’air"
avec une source étendue, on éclaire 'interférométre de Michelson avec des incidences

trés variées. Pour cela, on focalise un faisceau sur le miroir M.
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I11.4. Contact optique et teinte plate

Réglons l'interférométre de Michelson en coin d’air et éclairons le avec une source étendue et mono-
chromatique. On observe alors des franges d’égale épaisseur dont l'interfrange est donné par

ol a est 'angle entre les deux miroirs. On constate que 'interfrange augmente lorsque o diminue, c’est-a-
dire lorsque les sources secondaires se rapprochent.

Considérons maintenant 'interférométre, éclairé par la méme source mais réglé en lame d’air. Les
anneaux d’égale inclinaison sont observés dans le plan focal d’une lentille de distance focale f’.
L’anneau d’ordre d’interférence p a pour rayon

r=f"i avec &= p\=2e cosi

ou e est la distance entre les miroirs M; et M.
Si on fait tendre ’épaisseur e vers 0, seul l'ordre d’inférence nul est observable sur ’écran : lorsque
les sources secondaires se rapprochent, le rayon des anneaux augmente.

Propriété X
Lorsque les miroirs Mj et M, tendent a se superposer, les sources secondaires se
superposent également et 'interfrange augmente indéfiniment.

A
A

Définition :

On appelle contact optique le réglage de 'interférométre de Michelson
pour lequel les miroirs )] et M, sont confondus.

Au contact optique, aucune différence de marche n’est introduite entre deux rayons émergents issus du
méme rayon incident. Dans ces conditions, 6 = 0 dans tout I'espace : les interférences sont constructives

partout.
Propriété
On appelle teinte plate, la figure d’interférence uniforme observée au contact
optique.
Remarque

Si Uinterférométre de Michelson, réglé au contact optique, est éclairé en lumiére polychroma-
tique, alors la teinte plate prend la couleur de la source.

version octobre



cours

2eme année MP(SM)-TECHNO page 344

FIGURE 19 — Passage d’un réglage en coin d’air au contact optique.

IT1.5. Interférences en lumiére blanche

La lumiére blanche contient toutes les radiations du spectre visible, de 0,4 um (violet) & environ
0,8 um (rouge). Comme il n’y a pas d’interférences entre des sourc%?; de fréquences différentes, on obtient
sur ’écran la superposition des phénomeénes correspondant aux d& entes longueurs d’onde. Ce sont donc

les éclairements qui vont s’ajouter. .
q j \',Q,

Pour la configuration en coin d’air, 'interfrange Va‘%&@interfrange est donc proportionnel a la
longueur d’onde A. Si 'on superpose des systémes h%& dé périodes spatiales i différentes, la figure

d’interférences va rapidement se brouiller. ?’
‘f( M )b.ferm
T s s T PN IS Fra o7
A, = 045um it i & SN . % 3 3 i i y
1 kY i \ A ’.’ | \\ P ’ R - : )J \\ ” \\ 'JJ’ X
blew ) oo ! 0 Voo | N # Mool N Nz
'ffnmge Bleve
‘f( M }IHHJHH
\ T
I
Ay =055 ;m\\_/ \ 1N
2 1 \_/ .
jaune &) 1 N N
'If'range jattne
M )muge
e T —— ——
/ N SN 7 N 7 N
.FLUq — 0,65 um / N 7 I N\ /7 N / N
4 0 ~ s ! LY 7 N o N X
rouge - ) S
Lirange rolige
. :" (M suateans Blew, june rouge _
A ra ‘ N
R4 N
-, N A 0 . b
teinie sensible teinte sensible Teinie sensible blane
du premier ordre dt denxiéne ordre du troisidnte ordre d'ordre supérieur

FIGURE 20 — Superposition de systémes de franges de différentes longueurs d’onde.

En revanche, sur I'aréte du coin d’air, § = 0 pour toutes les couleurs : on obtient une frange centrale

blanche.
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De part et d’autre, les couleurs s’éteignent toutes une premiére fois approximativement pour la méme
différence de marche : la raie blanche est entourée de raies sombres.

Ensuite, en fonction de ’abscisse sur le coin d’air, certaines longueurs d’onde sont éteintes mais d’autres
interférent constructivement. La succession de colorations obtenues forme 1’échelle des teintes de Newton.

Enfin, si x augmente encore, la superposition des longueurs d’onde éteintes et brillantes est interprétée
par 'ceil comme de la lumiére blanche, car la résolution spectrale de 1’ceil ne lui permet pas de distinguer
les teintes de couleur trop subtiles. Ce blanc ne correspond pas un spectre continu : on I'appelle blanc
d’ordre supérieur.

Propriété
Les interférences en lumiére blanche ne sont observables qu’au voisinage du contact
optique.

FIGURE 21 — Configuration en coin d%u:& @\.gauche) et en lame d’air (& droite) en lumiére blanche.

Définition :

On appelle blanc d’ordre supérieur une lumiére polychromatique :
* percue comme du blanc par 1’ceil ;
* a laquelle il manque de nombreuses radiations monochromatiques.

Le spectre du blanc d’ordre supérieur est un spectre cannelé.
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irisations

frange centrale brillante
blanc d'ordre supérieur

FIGURE 22 — Blanc d’ordre supérieur.
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Diffraction

Nous avons vu que les phénoménes d’interférences op-
tiques sont assez rares dans la nature, la cause étant le dé-
faut de cohérence, tant spatiale que temporelle, des sources
lumineuses réelles. Par contre nous avons tous les jours l'oc-
casion de constater trés simplement que le modéle de pro-
pagation de la lumiére en ligne droite le long de « rayons
lumineux » est trop simpliste.

Regardons simplement passer la lumiére & travers les
mailles d’un rideau (fig 1). Nous constatons qu’elle se ré-
partit selon des directions non prévues par 'optique géo-
métrique : c’est le phénoméne de diffraction que nous avons
déja évoqué a plusieurs reprises. FIGURE 1 —

Nous allons étudier une théorie permettant de décrire quantitativement la diffraction.

Nous verrons ensuite 'importance de ce phénoméne en optique et dans toute la physique ondulatoire.

I Principe de Huygens-Fresnel

I.1. Limitations de 'optique géométrique \

a) Impossibilité d’isoler un rayon lumineux

Considérons un faisceau laser que I'on envoie a trav te Quand la fente est assez large, elle n’a
aucune influence et on observe un point lumlneu ns la direction de 'optique géométrique.
En revanche, lorsque I'on ferme petit a petit la fe ‘3 bords interceptent le faisceau laser, le point

sur ’écran s’étale en une tache, nettement sepa %%hbtres taches.

écran

support

laser

fente
verticale

FIGURE 2 — (A gauche) Dispositif expérimental. La largeur de la fente est petite devant la longueur d’onde.
(A droite) Figure de diffraction obtenue.

b) Strioscopie

Un obstacle trés structuré (une grille serrée, une plume d’oiseau) est éclairé par un faisceau lumineux
spatialement cohérent, par exemple un faisceau cylindrique issu d’une source ponctuelle (S) placée au foyer
d’une lentille L;. A I'aide d’une deuxiéme lentille Ly, on forme I'image de l'obstacle sur un écran. Nous
observons alors une image, conforme aux prévisions de 'optique géométrique, de 'ombre de 'objet grille
sur ’écran.

Toujours selon les lois de 'optique géométrique, le faisceau lumineux passe par le foyer image F de la
lentille Lo, conjugué de la source (S) a travers les deux lentilles L; et Ls.
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Expérience 2:lumiére diffiactée pm une g: ille sui un écran

Ficu @

Interposons en Fj un cache (C') censé 1§@ la totalité du flux lumineux. Nous constatons alors

que la partie la plus 1mp0rtante du flux est effectivement absorbée par le cache et le cone de
lumiére n’éclaire plus I’écran. Cependant, aralt alors sur I’écran une trace lumineuse dessinant les
contours de l'obstacle. Cette lumiére, qui n’est pas passée par le foyer image Fj, n’obéit donc pas aux lois
de l'optique géométrique : nous dirons qu’il s’agit de lumiére diffractée.

Cette expérience montre que les bords de I'obstacle éclairé par la source (S) deviennent eux-mémes
sources de lumiére. Un examen plus attentif nous montre que cette lumiére diffractée est aussi présente
dans la premiére expérience, mais elle n’apparaissait pas de facon évidente du fait de I’éclairement intense
du fond de I’écran : la lumiére diffractée ne représente que quelques pour cent du flux lumineux total,
I’essentiel du flux se retrouvant dans I'image géométrique.

De méme, si I'on revient a I'expérience de la fente éclairée par un laser, on peut imaginer que chaque
point éclairé de la fente émette & son tour une onde. Les ondes émises par les différents points interférent
alors sur I’écran. Cela expliquerait les zones lumineuses et les zones sombres observées.

Remarque

Du point de vue de [’électromagnétisme, le champ électrique de l'onde lumineuse met en vi-
bration les électrons libres au niveau de l'obstacle, générant ainsi des courants. Ces courants,
générent a leur tour un champ électromagnétique qui se superpose au précédent. On observe
alors la superposition de ['onde lumineuse incidente et de l'onde "émise" par ’obstacle : c’est
londe diffractée.
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I.2. Modéle des ondelettes d’Huygens

a) Historique

Huygens, astronome, physicien et mathématicien Hollandais du XVIle siécle se distingue particulié-
rement par ses désaccords exprimés avec Newton & propos de l'interprétation du phénoméne lumineux.
Newton était I’apdtre du modéle corpusculaire par lequel il expliquait avec succés les lois de la réflexion et
de la réfraction de la lumiére. Huygens lui opposa une interprétation ondulatoire dont il montra qu’elle per-
mettait de rendre compte tout aussi bien de la réfraction tout en permettant une meilleure interprétation

d’autres phénoménes et en particulier de la diffraction.

En 1690, Huygens publie son traité de la lumiére ou il énonce le principe selon lequel la lumiére se
propage de proche en proche, chaque point de I'espace atteint par 'onde de lumiére devenant lui-méme
émetteur d’une ondelette, 'ensemble de ces ondelettes constituant le nouveau front d’onde.

b) Analogie hydraulique

Huygens a observé des phénoménes de diffraction avec des ondes hydrauliques, comme celles générées
par la chute d’un petit objet dans ’eau. Si la surface du liquide est déformée localement, elle tend & revenir
a I’équilibre. Le retour a 1’équilibre perturbe les points voisins qui, & leur tour, se retrouvent hors-équilibre.

Comme le mouvement de la surface se transmet de proche et che on peut supposer que ’'on obtien-
drait la méme onde en supposant que les points atteints par de incidente se comportent comme des
sources secondaires émettant des "ondelettes" sphériques &?ﬁz a superposition reconstitue 'onde réelle.

IS

o

Onde diffractée .-} --_
quasi circulaire

Onde incidente
quasi plane

F1GURE 4 — Diffraction de vagues au passage entre une pointe et une ile.

c) Vers le principe de Huygens-Fresnel
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[’idée d’Huygens a été d’étendre cette interprétation au domaine optique, en assi-
milant la lumiére a une onde. Chaque point d’une surface d’onde atteint par la lumiére
se comporte comme une source secondaire émettant une onde. L’enveloppe de ces ondes
secondaires constitue alors une nouvelle surface d’onde et 'onde se propage de proche
en proche.

Huygens ne possédait pas a cette époque d’outil mathématique suffisamment élaboré y ,
pour énoncer son principe en terme d’interférences : le concept de phase était absent ‘ Af
dans son argumentaire. e

FIGURE b5 —

Remarque

Contrairement aux ondes & la surface de ’eau, les ondes électromagnétiques peuvent se propager
dans le vide et aucun milieu matériel n’est mis en mouvement de vibration par le champ incident.

Fort de la théorie ondulatoire de la lumiére développée par Thogas Young, Fresnel
publie en 1818 une théorie ondulatoire de la lumiére dans laquell Xpose son interpré-
tation des phénoménes de diffraction. Il retrouve les idées %éj@%noncées par Huygens
130 ans plus tot en y ajoutant I'idée que les ondelettes di éeg interférent entre elles

@a réussi a interpréter

constructivement ou destructivement selon leurs phas a a’}g
plusieurs résultats expérimentaux encore trés mal @%&
2N

c.

Surface T

FIGURE 7 — llustration du principe d’Huygens-Fresnel.

En particulier, Fresnel put prédire qu’en interposant un cache circulaire sur le trajet
d’un rayon lumineux, il apparaitrait un point lumineux au centre de la figure de dif-
fraction. Poisson, convaincu du contraire, refit les calculs et démontra qu’il n’en était
rien. L’expérience valida le raisonnement de Fresnel et souligna une erreur de calcul dans la démarche de
Poisson. Ce point brillant fut alors appelé, peut-étre par dérision, point de Poisson, et permis d’établir de
facon str la théorie de la diffraction proposée par Fresnel.
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FIGURE 8 — Point de Poisson. Lorsqu’on interpose un cache circlaire sur le trajet d’'un rayon lumineux, il

apparait un point lumineux au centre. X
Q)%

I.3. Principe de Huygens-Fresnel /\&

a) Enoncé @ \Q

Principe de Huyens-Fresnel & (,.b‘

1. Tout point P d’une surface X, réelle ou fictive, atteinte par la lumiére issue
d’une source ponctuelle monochromatique S peut étre considérée comme une
source secondaire émettant une onde sphérique.

2. ’amplitude de cette onde est proportionnelle & celle de I'onde incidente et &
I’aire dSp autour de P, sa phase et sa pulsation étant celles de I’onde incidente.

3. Les différentes sources secondaires atteintes par la lumiére incidente sont co-
hérentes entre elles et interférent entre elles.

Remarque

La diffraction est un phénoméne d’interférences impliquant une infinité continue d’ondes.

b) Expression de ’amplitude diffractée

L’expression de I'onde primaire émise par une source ponctuelle S est donnée en notation complexe
par :

A , ) .
s;(Pt) = Sp Wt=2m(SP)Jo=ps] — 5 (P) e@I=9P) = 5i(P)e™ avec so(P) = so(P)e P
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Toute surface élémentaire dSp de la surface d’onde ¥ émise par le point source S, centrée en P, va
donc ré-émettre une onde sphérique dont la contribution en un point M sera :

I
dﬁp(M, t) _ K(P) S]OD(M) el[wt—Qﬂ(P]M)//\o]dSP

La vibration lumineuse en M est donc obtenue par sommation de toutes les contributions provenant
de chaque point de . Sachant que chacune des ondes sphériques émises par les sources secondaires de la
surface d’onde X reste cohérente avec les autres d’aprés le principe de Huygens-Fresnel, ces ondes vont
potentiellement donner lieu & des interférences, et la vibration lumineuse complexe est la somme des
amplitudes complexes (et non pas des intensités, ce qui aurait été le cas si les sources secondaires avaient
été incohérentes) :

8 (P) ilwt—2m /
s(M,t) = /AEE dsp(M, 1) = //PEE K(P) 200 gilnan/i g,

ouk = 27'('/)\0.
Dans le cas général, cette expression est complexe. Dans la pra‘g{que on utilisera des rayons paraxiaux
donc K(P) = K, indépendant de P. @Cg
N
Propriété A

Le principe de Huygens-Fresnel permet d’écrire 'amplitude scalaire diffractée au
point M sous la forme :

s(M, 1) // eilt=2m(PM)/Xo] g5,
= PM ‘

Remarque

En toute rigueur, 'amplitude de l'onde incidente peut étre modifiée en traversant la surface
diffractante. On définit alors une transparence complexe par :

SPap
SPay
avec Py, un point proche de P juste avant la surface diffractante et P,, un point juste aprés la

surface diffractante. On doit alors remplacer sy(P) par t sqo(P).
Pour un écran opaque : t = 0; pour un trou : t = 1; dans le cas général : t = tye'?.

Cette expression est délicate a calculer dans le cas général. Elle transforme un probléme de diffraction
en un probléme d’interférences entre ondes sphériques. Nous allons donc nous placer dans un cas ou le
calcul se simplifie : la diffraction de Fraunhofer ot source et point d’observation se situent & l’infini.
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IT Diffraction de Fraunhofer (ou diffraction a ’infini)

I1.1. Conditions de Fraunhofer

Définition :
La diffraction a lieu dans les conditions de Fraunhofer lorsque :
1. la source S est ponctuelle et située a I’infini. Nous noterons —ig le

vecteur unitaire pointant dans la direction de la source. Les surfaces
d’ondes sont donc des plans perpendiculaires a Us.

2. Le point d’observation M est également a I’infini. Nous noterons 1,
le vecteur unitaire pointant vers le point M.

FIGURE 9 — Conditions de Fraunhofer : la source S et le point d’observation M sont situés a U'infini.

Afin de réaliser les conditions de Fraunhofer expérimentalement, il suffit :

e de placer une source ponctuelle dans le plan focal objet d’une lentille convergente : on obtient alors
une source a l'infini.

e de placer un écran dans le plan focal image d’une lentille convergente : on obtient la projection de
Iimage & 'infini sur I’écran

I1.2. Expression de 'amplitude diffractée a ’infini

a) Simplification de ’amplitude

La source S et le point M étant a U'infini, les distances SP et PM restent pratiquement constantes
pour tout point P de la surface d’onde ¥, et on peut donc poser :

= —— == Ccte

PM  PM SP
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Ouverture diffractante
&
h
: 3 Ecran d’observation —~
o g & e M
S | % O e UN m—l
TR e T

i r
L I Image geometriue

de la source S

FIGURE 10 — Réalisation pratique des conditions de Fraunhofer.

b) Simplification de la phase
Le terme de phase peut s’écrire :

pilwt=2m(PM)/Xo—p(P)] _ ilwt— QW(SPM)%@, ©(S)]

Il n’est pas comme de choisir comme référence de phax'}&phase au point S puisque le point est &
I'infini : le chemin optique (SP) est donc infini. Nous a; d@ choisir un point O fixe de la surface X
qui servira de référence de phase.

Le principe de Huygens-Fresnel se ré-écrit alor @u %%rme suivante, dans les conditions de Fraun-
hofer :

s(M,t) C// gilwt—=2m(SPM)/Xo—p(8 dS{éC 6SOM )/ Ao—ies it // e~ i2rl(SPM)~(SOM)/Xo 4 5,
Pex Q) Pexy

Et en posant dpy = (SPM) — (SOM%’,@)fférence de marche caractérisant 1'état d’interférence en
M depuis la source secondaire P, et en remarquant que

21(SOM) 27

" +<Ps=)\—0(50) (OM)+<P5—<P0+—(OM) wo(M)

Ao

on peut finalement écrire :

s(M,t) = C eiwt=2o(M) // e—ikoPr 4G,
- Pex

c) Calcul de la différence de marche

Le théoréme de Malus permet de simplifier 'expression de la différence de marche dpys. Appelons H
et K respectivement les projetés orthogonaux de O sur les rayons incidents et émergents passant par le
point P (voir figure 9). On a alors

dpum (SPM) — (SOM)

[(SH)+ (HP)+ (PK)+ (KM)] — [(SO) + (OM)]
= (HP)+ (PK)

(

Ts— ) OP

Or (HP)= HP = OP - @, et (PK) = OP - iy
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d) Amplitude et intensité diffractées dans les conditions de Frauhofer

Propriété
L’amplitude diffractée dans les conditions de Fraunhofer s’écrit :

s(M,t) = O eiwt=vo(M)) // et 2pi/ X0 (itn] —u3)-OP dSp
o Pex.
L’intensité diffractée dans les conditions de Fraunhofer s’écrit :

2
M8 = (- 57) = C| [[[ o/ @i-THOF g,
Pex

IIT Diffraction a l'infini par une ouverture rectangulaire

II1.1. Position du probléme

Nous étudions tout d’abord le cas d’une ouverture diffractante rectangulaire, c’est & dire un écran
opaque percé d’une ouverture rectangulaire, de hauteur b et de laggeur a, centrée en O.
Les autres notations sont précisées sur la figure ci-dessous. amment, on utilisera :

FIGURE 11 — Notations pour I’étude de la diffraction par une ouverture rectangulaire.

Dans la limite des rayons peu inclinés sur l'axe (Oz), oy < 1 et ; < 1. Ces angles représentent
respectivement les angles entre le rayon projeté sur les plans xOz et yOz et 'axe (Oz).

. TMm Ym Ts Ys .
Dans le cas du montage avec deux lentilles, on a oy ~ —, By ~ — , ag ~ —? et Bg ~ —7 ol
2 2 1 2

(xar, ym) et (s, ys) sont les coordonnées respectives des points M et S.
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IT1.2. Calcul de I’éclairement

a) Calcul de la différence de marche Jp),

opy = (Um — Us) - O?
= ayrp+Bu,yp+ v X0 —asxzp — Bsyp —vs X 0
= (ay —ag)xp+ (Bu — Bs) yp

b) Calcul de la vibration lumineuse complexe en M

§(M, t) = (O lwi—po(M)) /A)ez et2m/ 20 (ﬁMfﬁs)-Oj dS@%\;

— (O eiwi—po(aD) // ez‘2w/Ao[<aM—as>m§m&ﬁs)yp1 dep dyp
prex

— (O eiwi—po(M)) wp=afZ el 2m(an— P§§~P /yP:b/2 o 27 (Br—Bs)yr /o dyp
b Y

p=—0/2

Remarque

La transformée de Fourier d’une fonction f est définie par
+oo

TF[f](u) = flw)e™ dz

—00

On voit alors que la premiére intégrale

wp—a/2
/ P et 2m(anr—as)zp/ro dep = TF[f] (U)

p:—a/2
est la transformée de la fonction f

f:acH{l

si—a/2 <z <a/2
0 simon

2m
évaluée en u = ~ (apr — ag).

0
De méme pour lintégrale en y.
La fonction f est appelée fonction fenétre.
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Calculons chacune des intégrales séparément

a/2

rp=a/2 .
/P / e2im(an —as)Tplo dop =
z

eZim(an—as)zp /Ao
| |

21'71'(@]»4 — Ods)/)\o —a/2
eim(an—as)a/ro _ g—im(aar—as)a/Ao

2i’/T(OéM — Cks)/>\0

a
sin [W(&M - ozs)—]
Ao
= a
a
k(an — ag))\—o

a
= asinc [W(@M - 045))\]
0

De méme, en changeant a en b et o en 3

yp=b/2 b
/ i GZZW(BM—BS)yP//\o dyp = b sinc W(ﬁM - BS)_
yp=—b/2 Ao

On en déduit @é\

s(M,t) = C @20 g sine(u) SinC(’U*&
vy
&
c) La fonction sinus cardinal S Lag 63(’3

n%‘@dans le cas d’un dispositif interférentiel a deux ondes
&€ rectangulaire. Dans ce cas, la visibilité des interférences

La fonction sinus cardinal a déja été r@o
éclairé par une source polychromatique dQsp
varie en sinc . S

Ici aussi, le facteur de transmission de la fente a un profil rectangulaire et conduit & une répartition de

la vibration lumineuse en sinc. )
sin

sinc(x) =
x

—r T
—T— | | | | | | L SN | — T

P T T T T T ~N—— T
-16 —-14 —-12 —-10 -8 :6\—4 -2 0 2 \—/6' g§ 10 12 14

Remarque

La fonction sinc est la transformée de Fourier de la fonction fenétre.
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d) Calcul de lintensité en M

L’intensité lumineuse sur ’écran s’obtient en calculant le module de la vibration lumineuse

2(u) sin?(v) o - oo Z )
o 2,0 SIn(u) sin”(v A U
(M) = C*%a’b = 2 avec iv  mb(Bar — Bs)

U

L’intensité lumineuse fait intervenir la fonction sinc? représentée ci-dessous :

sine?(z) = <Sin ‘””)2

x
1

—T
1 I L I geni— |
I I I T T T
0

-16 —-14 -12 -10 -8 —6 —4 =2

SY
g»;\," é 6 8§ 10 12 14
IT1.3. Figure de diffraction ?’@6}(0
La figure de diffraction est donnée dans{&g.ﬁ’@yi—dessous dans le cas d’une ouverture carrée.
[ >

b) i

007 16 007

a)

007 02 4.5 02 0,07

A i 15 [} 45 i
51 | «*

007 | 02 45 nz | o7

007 16 007

FIGURE 12 - (A gauche) Figure de diffraction dans le cas d'une ouverture rectangulaire. (A droite) Intensité
normalisée pour les différentes zones de la figure de diffraction.

Le résultat obtenu est trés différent de celui donné par 'optique géométrique. En raison de la diffraction,
la lumiére est émise dans une vaste gamme de directions.

Cependant, la majeure partie de la lumiére est émise dans les directions correspondant au lobe central
du sinus cardinal. En effet, le premier maximum secondaire de sinc? vaut 0, 04, c’est-a-dire que son intensité
n’est que 4% de celle du maximum principal. En effet, I'intensité du néme pic secondaire est sensiblement

proportionnelle a 1/n?%.
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- Bt B Position de
limage géométrigue

)/
0047\ . /T
0:016fam=a ™ e -
-2 -1 1 2
Largeur dela
tache centrale
—

FIGURE 13 — Intensité normalisée suivant 'axe x.

L’essentiel de I’énergie lumineuse va ainsi dans la tache centrale définie par

( malay — ag)
Yy == O fa =«
{ A soit M 5
| A= Bs) Yo = s
( A

La tache centrale correspond a I'image géométrique x Srce

On notera que le premier zéro est obtenu sur I’ lorsque :

SinCQ(u) é) u =

On en déduit la position géométrique du p gber
o

TaNZ N % A
U= ﬁ—%g—ﬂé()%z@zg—l——
a

Propriété

La diffraction par une ouverture rectangulaire de cotés a et b fait apparaitre une
figure "en croix".

* La tache centrale, centrée sur 'image géométrique, est caractérisé par les largeurs
C2X 2
angulaires — et —
a

o
* Les taches secondaires, essentiellement localisées le long des axes x et y, sont deux
fois moins larges que le pic central et leur intensité décroit rapidement.

Remarque

Dans le cas ot a < A : la valeur de apy pour laquelle I’éclairement s’annule ne peut étre atteinte
et l’éclairement reste trés proche de la valeur maximale. On parle alors de diffraction isotrope
car Uéclairement diffracté est constant dans toutes les directions.

C’est le cas que nous avions considéré pour les trous d’Young.

Dans le cas ot a > X\ : les sinus cardinaux valent 0 dés que apr # ag. On retrouve donc que

Uoptique géométrique domine.
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Ezercice

Déterminer le rapport de l’intensité des taches secondaires sur l’intensité au centre de la figure de diffraction
par une fente de largeur a et de longueur b

L’intensité est de la forme

. 2 . 2 . 2 . 2
9,0 Sin(u) sin®(v) sin”(u) sin®(v)
I =C%a*b 2 =1

= Imax
u?

V2

ol Iay est Uintensité au centre de la figure de diffraction

V2

Les maxima secondaires de la fonction sinc® correspondent approximativement aux maxima de la
fonction sin?. Ainsi sinc?(x) sera maximale en x = ,, tel que

2n+1
Ty = T
2
Dans ces conditions
.9
sin“(x 4 1
sinc?(x,,) ~ 72") ~ —
In

2 (2n+1)?
. XN
Numérotons les taches de diffraction par un couple d’entlerqgﬁ, m) ou n représente le numéro de la
tache selon ’axe i, et m le numéro de la tache selon 4,

&&

numéro de la tache

Q
(£1,0) (0@7\' N1, £1) (£2,0)
I 4 4\’
< \9)
I11.4. Cas d’une fente fine Q

Dans le cas d’une fente fine : a < b : la diffraction est alors importante suivant la direction horizontale
et moins importante suivant la direction verticale

A=638nm

Fente rectangulaire

A Oyy- Uy

FIGURE 14 — Figure de diffraction obtenue avec une fente verticale
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Si b > A (quelques millimeétres en pratique), I'étalement le long de 'axe y devient négligeable et on
obtient :

( _

(e (Flom —as)y g
1 Ao

\=

sinon

IV Importance de la diffraction en physique

IV.1. Diffraction a l’infini par une ouverture circulaire

Le calcul de 'amplitude diffractée par une ouverture circulaire de rayon R se méne en coordonnées
polaires. Le calcul est particuliérement lourd. Cependant, d’aprés la symétrie du probléme par rapport a
laxe source-ouverture circulaire, nous pouvons déja déduire que la figure de diffraction s’apparente a des
anneaux centrés sur 'image géométrique S’ de la source S. Celle-ci est représentée ci-dessous.

-9

pupille
diffractante

figure de diffraction

FIGURE 15 — Figure de @Q @;Q)btenue avec une ouverture circulaire.

On admettra que I'essentiel de ’énergie lumineuse est concentrée dans la tache centrale appelée tache
d’Airy de rayon angulaire :

1,22\

=—p

c’est-a-dire dans un céne de demi-angle au sommet 6 et d’axe le rayon lumineux incident.

Remarque

Comme pour la diffraction par une fente, la largeur angulaire de la tache centrale est de l'ordre
de

A
Al = —
R

Nous constatons donc qu’en ordre de grandeur, les résultats sont analogues a ceux obtenus pour une
ouverture carrée de coté b; en particulier, la limite de 'optique géométrique est obtenue pour A — 0 et la
limite de I’éclairement isotrope pour R — 0. Le seul élément nouveau est la forme géométrique des franges,
qui respecte 'invariance par rotation autour du rayon lumineux incident.
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Propriété
La figure de diffraction a 'infini par une ouverture circulaire de diameétre D est
constituée d’anneaux dont 1’éclairement décroit tres rapidement. Le pic central a un

, 22\
rayon angulaire : 6 = 3 Cette figure de diffraction est appelé tache d’Airy.

IV.2. Pouvoir séparateur des instruments d’optique

Lors de I"utilisation d’une lentille pour faire 'image d’un objet, méme sans placer de pupille diffractante
dans le montage, le diamétre de la lentille va nécessairement limiter le champ optique et jouer le role
d’ouverture diffractante de rayon R.

Propriété
L’image d’un point n’est donc jamais un point, mais une tache limitée par la

diffraction.
Plus le rayon R de la lentille est grand, plus le rayon de la t d’Airy est petit, et donc meilleures
sont les conditions de stigmatisme de 'instrument utilisé ( (; hotamment ce qui explique le diamétre

important des télescopes utilisés pour faire de I’astronomi,

ité %n instrument & distinguer deux points
6& istique est appelée le pouvoir séparateur

La diffraction joue un role déterminant dans la
lumineux séparés d’'une distance angulaire Af. Ce
d’un instrument d’optique. @Q

Il existe un critére quantitatif permettant e g’ caser la limite de résolution d’un instrument d’op-
tique appelé le critére de Rayleigh : on peu st16% r deux points jusqu’a la limite oul le premier zéro
d’une tache d’Airy correspond avec le m ‘autre tache d’Airy.

Critére de Rayleigh

Deux points sont discernables ou résolus si la distance entre les deux taches d’Airy
associées est supérieure a la distance entre le premier zéro d’une tache d’Airy et le
maximum de ’autre.

Remarque

Lorsqu’on utilise un systéme optique, assimilable a une lentille de focale [, deux images A et
B sont discernables si :
1,22\ ('

D

ot A« est la largeur angulaire de la tache centrale de diffraction. Le rapport f'/D est généra-
lement de l’ordre de 1. On en déduit que les dimensions des plus petits détails discernables avec
un instrument d’optique sont de ’ordre de la longueur d’onde la lumiére utilisée. Pour étudier

AB > AOqim f/ =

des objets plus petits, il faut avoir recours a des rayonnements de plus faible longueur d’onde :
rayons X, microscopie électronique . ..
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ouverture diffractante

4 de rayon R

tache d'Airy centrée
sur I'image géométrique

L
tache d'Airy centrée
sur I'image géométrique

* 1.220./D
étoile 1 de |'étoile 2
.
de I'étoile 1
étoile 2

Cas limite

On ne distingue plus les
deux images

A
}(——b:

limite théorique de séparation

séparation possible

Aa <8,
séparation impossible

FIGURE 16 — Le pouvoir séparateur de tout instrument d’optique est limité par la diffraction.
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IV.3. Interférences et diffraction sur ’exemple des fentes d’Young

Nous avons précisé dans le chapitre sur les interférences par division du front d’onde que la diffraction
jouait un roéle important pour permettre d’observer des interférences avec les fentes d’Young.

Nous cherchons maintenant & obtenir I'expression de U'intensité diffractée dans ce dispositif.

Considérons deux fentes d’Young écartée d’une distance d dans la direction Oz et trés longues dans la
direction Oy. Les fentes ont une largeur a.

Pour simplifier, on se placera dans le cas de Iincidence normale (ag = s = 0) et on notera

u—>M :aﬁx+/6ﬁy+’yﬁz

»
L

o

&l

/%%* _

— N \‘I,'
g
—» NN
i N
R
o
R
bh=>aqa k%\

FIGURE 17 — Diffraction & 'infini par deux fentes fines.

Le principe de Huygens-Fresnel donne :

S(M t) — C |:// e?iﬂ'/)\o ﬁ]\/p(ﬁ dSP _|_ / eQi‘n’/)\o /l_l:]\/[‘O—ID; dSPi|
- ’ o fente 1 ! fente 2 ?

_ Q b |:/d/2+a/2 eQiﬂ'/)\o arpy d.’Epl n d/2+a/2 ein/)\o azp, dl'p2:|
—d/2—a/2 d/2—a/2

On effectue le changement de variable u = zp, + d/2 dans la premiére intégrale et u = zp, — d/2 dans
la deuxiéme intégrale :

s(M,t) = Cb “//2 [eZiw/)\U a(u=d/2) | g2/ a(u+d/2)] du
—a/2

a/2 .
— Qb {/ ezZﬂ')\o au du

—a/2

[eiﬂad/)\o + e—iﬂ'ad/)\o]

— oubC s Toa mod
= 2ab( sinc N cos "

diffraction interférences
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Finalement,

2rad
I(M) = 2a*V*|C|? sinc? <@> [1 + cos ( ™ )]
Ao Ao

L’intensité correspond au produit de l'intensité diffractée par un des motifs multipliée par le terme

d’interférences & deux ondes. Etant donné que les fentes sont fines, c’est a dire que p < —, Cest le
a

phénoméne de diffraction qui joue le réle d’enveloppe dans la figure de 1’éclairement puisque les premiers
zéros sont obtenus pour chacune des contributions pour :

A
* Q= - pour la diffraction.

- ay = 7 pour les interférences.

1 fente

2 fentes

(plus fines)

R L L L L L

FI1GURE 18 — Comparaison entre les figures de diffraction obtenues avec une et deux fentes fines.

On admettra que le résultat précédent se généralise a I’éclairement obtenu par diffraction par N motifs
identiques translatés :

(M) = I(M)aiys X In(M)/Iy

[ —
diffraction pour un motif terme d’interférences & N ondes

Propriété
Lorsqu’un motif diffractant est répété, 'intensité diffractée a 'infini est celle d’un
seul motif multipliée par le terme d’interférences entre les différents motifs.

IV.4. Ondes non lumineuses

La diffraction est un phénoméne trés général qui concerne tout type d’onde :
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Enveloppe de diffraction

Frange brillante

EVAVATAVAY. S >
}Lr/ d kr';a 04 M

FIGURE 19 — (A gauche) Diffraction a I'infini par deux ouvertures rectangulaires. (A droite) Profil de
I’éclairement suivant une des directions principales de la figure de diffraction par une ouverture rectangu-
laire.

* Diffraction d’ondes sonores : quand une porte est entrouvqf@ et quun bruit a lieu en dehors de la
piéce, le bruit est entendu dans toute la piece. Par Coh@) fermer la porte atténue grandement ce
bruit. Lors du passage au niveau de la porte, 'onde ?’91“6 est diffractée et atteint une grande partie
de la piéce. Le facteur adimensionné caractérist&@e»@iﬂraetion A/a est ici de 'ordre de 1, ce
qui explique que la diffraction se fasse de fagorfN .

&

* Diffraction des rayons X dans la matiére I¢§t1 e cristalline est constituée d’une disposition
réguliére de particules. Un rayonnemerﬁxéle tr&y gnétique peut étre diffracté par cette structure
dans une direction différente de celle ’o@%@e géométrique si la longueur d’onde est de 'ordre de
la distance entre deux particule, soi@nv‘fx(')n 1 nm. Ce domaine correspond aux rayons X.

* Diffraction des ondes radio d’une longu&yf d’onde de l'ordre du km : ce type d’ondes est bien diffracté
par le relief et les stations radio correspondantes (bande AM) peuvent étre captées en des zones non
directement couvertes par I'antenne. En revanche, les stations FM, de longueur d’onde de l'ordre
du métre, sont trés peu diffractées par le relief et la présence d’une antenne est nécessaire pour les
capter.
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Réseaux plans

Un réseau est constitué par la répétition périodique d’'un motif diffractant, comme par exemple une
fente. Les interférences entre les rayons issus des nombreux motifs successifs privilégient alors précisément
certaines directions dans lesquelles I'énergie lumineuse est envoyée. Ce chapitre traite de la diffraction de
la lumiére par un réseau ainsi que de ses applications.

I Réseaux de diffraction

1.1. Définition

Définition :

On appelle réseau de diffraction une surface plane diffractante, soit par
réflexion soit par transmission, constituée d’un motif reproduit périodi-
quement dans une des directions du plan.

@q\,
’
Propriété AN z

Un réseau est défini par son nombre total de traits N et par son pas a qui est la
période spatiale du motif. La largeur totale du réseau a donc pour valeur Na.

R
e
S H
e

47126 100LINES/MM \4

‘ AT U14104

n: B0 1N/ ecm

FIGURE 1 — Réseaux de diffraction a 100 traits par cm et & 80 traits par cm.

1.2. Formule des réseaux

Nous nous limiterons a ’étude des réseaux par transmission constitués d’'un trés grand nombre N de
fentes fines paralléles ("traits"), identiques et équidistantes. Les différentes ondes émises par ces N fentes
interférent entre elles.
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Pour pouvoir observer de la lumiére dans une direction 8, il faut que les ondes interférent constructive-
ment dans cette direction. Pour cela, il faut que leur différence de marche soit un multiple de A, c’est-a-dire
que leur déphasage soit un multiple de 2.

Or le déphasage entre deux rayons successifs vaut, avec les notations de la figure ci-dessous

2y 2 in(fy) — sin(0
= o _ o [sin(6a) — sin(0s)] (déphasage entre deux rayons successifs)

A A

La lumiére est essentiellement émise dans les directions telles que ce déphasage soit un multiple de 27
soit :

Y =27p avec p € 7 (interférences constructives entre deux rayons successifs)

rayon diffracté

&

Q
FIGURE 2 - 1 r&% de la formule des réseaux.
\‘Q)

On obtient alors les principales directions d’émission de la lumiére diffractée :

A
sin(fyr) — sin(fg) = b2 pEZL
a

— Formule des réseaux

Pour que la lumieére diffractée par un réseau dans une direction 6, soit observable,
il faut que les interférences entre les ondes issues de deux motifs successifs soient
constructives. On a alors :

pA
sinfy; — sinfg = 22 pEL
a

ol p est appelé ordre d’interférences.
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Remarque

* En réalité, la figure d’interférence des réseaux est modulée par la diffraction par la fente
élémentaire du réseau. Néanmoins, comme les fentes sont tres fines, on supposera que la
figure d’interférences est contenue dans une figure de diffraction trés large.

* Il existe également des réseaux par réflexion : la formule des réseaux est alors légérement
modifiée.

* Les irisations observées en éclairant un CD ou un DVD sont des interférences obtenues avec
un réseau, par réflexion. Ces disques jouent le role de réseaux car linformation est enregistrée
en spirale par des creuz et des bosses sur des pistes de largeur trés fine régulierement espacées.
On vérifie bien que seulement 8 ordres sont visibles avec un DVD alors qu’on peut en voir 5
dans le cas du CD puisque le pas d’un DVD est plus faible que celui d’un CD.

T (AR
FIGURE 3 — (A gauche) Réseau par réflexion. (@ )ba) Compact disc. b) Vue au microscope a force
atomique. .
Q
£
xQ
Ezercice

1. Quelle est la direction correspondant a [’ordre 0, pour un réseau par réflexion ?

2. Que devient la formule fondamentale donnant l'ordre p pour un réseau par réflexion ?

1. La différence de marche entre les deux rayons n + 1 et n s’écrit :
0 =JO0p41 — 10, = asin®; — asin(—0) = a(sinf; + sin o)

A l'ordre 0, 6 = 0 donc § = —6;, comme pour la lumiére réfléchie par un miroir plan.

2. Pour un ordre p quelconque, on a alors 6 = pA donc |sinf +sinf; = p —
a

1.3. Ordres du réseau

L’entier relatif p est I'ordre d’interférence associé & la direction 6,,.
On peut déterminer graphiquement les directions des différents ordres du réseau. Les directions des
rayons émergents sont données par les intersections du cercle de rayon 1 et des droites perpendiculaires au

A
plan du réseau, distantes de — (voir figure 5).
a

Le nombre d’ordres est bien str limité par |siné,| < 1.
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ordre—3  ordre—2 ordre—1 ordre 0 ordre 1 ordre 2 ordre 3

ordre — 3

ordre — 4

Incidence normale. Incidence guelconque.

Construction des divections des maxima o' éclairement donnés par un véseau : les rayons passent par les intersections du

cercle de rayon | et des droites perpendiculaires au plan du réseau, distantes de Ao
a

FIGURE 5 — Détermination graphique des directions des différents ordres.
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1.4. Fabrication des réseaux

La finesse de gravure dépend du domaine d’utilisation du réseau. Dans le domaine visible, un bon
réseau atteint 2000 traits/mm.

La précision des mesures dépend également du nombre de traits disponibles. A un pas donné, un réseau
plus large est plus performant.

Des réseaux précis sont obtenus par gravure mécanique sur une couche mince métallique déposée sur
un support de verre poli. La machine & graver parvient & positionner le diamant qui réalise la gravure a
1 nm prés. A raison de 1 s par trait, la durée de 'opération de gravure d'un réseau de 1000 traits par
millimétres et de plusieurs centimétres de long est de 'ordre de la journée!

Une autre technique consiste & enregistrer des franges d’interférences entre deux ondes planes sur une
résine photosensible de trés faible grain : ce sont les réseaux holographiques.

Enfin, les réseaux les moins cotiteux sont des diapositives obtenues par photographie d’un autre réseau

| Qualit¢ | n(m™") | n(LinesPerlnch) | a (um) | Largeur | N |
movernmne 10° 30 2em ~2000
Classique | ~4.10° 10* ~3 3em | ~10000
Excellente | ~4.10° 10° ~0.3 4 cm ~40 000

FIGURE 6 — Caractéristiqut@&d\%rents réseaux.

@

II Application a la spectms&)m@63

IT.1. Minimum de déviation e&ap}shcatlons

On remarque que 'angle de déviation de la lumiére pour un ordre donné dépend de la longueur d’onde
et du pas du réseau. Si 'on connait le pas du réseau, on peut donc avoir accés a la valeur d’une longueur
d’onde inconnue : le réseau joue le role d'un spectrométre.

Nous allons détailler les différentes mesures que ’on peut réaliser avec un réseau.

Définition :

On définit ’angle de déviation pour ’ordre p par :

D, =0, — 6,

ot 6; est ’angle de la lumiére incidente.

Expérimentalement, on remarque que si 6; augmente, la tache correspondant a ’ordre p se rapproche
de celle de I'ordre 0 (6, diminue) puis s’éloigne a nouveau : la déviation passe par un minimum.

Exprimons le minimum de déviation D,,.
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A
Pour un ordre p, on a D, = 0, — 0; et sinf, = sinf; + p — . En différentiant, on obtient :
a

dD =df, —df; et cosb,dl, = cosb;db;
On en déduit

Au minimum de déviation, dD = 0 donc cos 8, = cos b, et, comme 0, = 0; correspond a l'ordre 0, on a

Hp — *91'.

On obtient finalement :

(P
D,, = 20, = 2 arcsin %
a

Propriété

A Tordre p, la déviation passe par un minimum lorsque 6, = —0; et s’écrit :

A
D,, = 2 arcsin <]2)—>

a

&

Remarque N
Le minimum de déviation dépend non seulemen, @L lo%gueur d’onde mais aussi de [’ordre
d’interférences. b
A
Remarque <O ‘\6

Y o)
A partir de la mesure du minimum dg@’on D,,, on peut :
* déterminer le pas du réseau a connaissant la longueur d’onde A\ et ['ordre d’interférences p ;
* déterminer la longueur d’onde d’une radiation inconnue, connaissant le pas du réseau a et
lordre d’interférences p.

II.2. Dispersion de la lumiére par un réseau

Comme la déviation dépend de la longueur d’onde, le réseau est un systéme dispersif qui va séparer les
différentes longueurs d’onde de la lumiére incidente.

En différentiant la formule des réseaux a angle d’incidence fixé, on obtient :

=
On en déduit
do, D
d\ ~ acos o,

dé
Comme —~ > 0 pour p > 0, on remarque que les grandes longueurs d’onde sont plus déviées : le rouge

est donc plus dévié que le bleu.
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/saurce
6

\—|47 fente source

collimateur

réseau plate-forme

lunette
/_pl;m du
N réticule
i
nmmdlc/
au réseau
_l_r._—
a. Ve de dessus. b. Positions symétrigues au minimum de déviation.

¥

FIGURE 7 — Mesure du minimum de dé@lon au goniométre.

N
\S
Remarque @

En spectroscopie a prisme, c’est linverse : 6@ @’us dévié que le rouge.
y

© 0,°>

dé,

De plus, si p augmente, I augmente d& les ordre élevés sont plus dispersifs.

de
Enfin, si a diminue, d—; augmente donc un réseau plus fin est plus dispersif.

Propriété

Pour un réseau, la déviation de la lumiére est d’autant plus importante que :
* la longueur d’onde est élevée (rouge plus dévié que le bleu) ;

* l'ordre d’interférences est élevé;
* le pas du réseau est faible.

Il se peut parfois que les ordres se recouvrent (un ordre commence alors que le précédent n’est pas
achevé soit O, (k+1) < Oz (k)) : c’est le cas dans la figure ci-dessous pour les ordres m = —2 et m = —3.

La photographie ci-dessous représente le spectre de ’étoile Véga de la constellation de la Lyre. Elle est
réalisée avec un appareil de photographie numérique dont la cellule CCD est placée dans le plan focal de
I'objectif d'un télescope. Un réseau de transmission de 100 traits par millimétre (¢ = 10 mm) est inséré
perpendiculairement & 'axe optique du télescope, immédiatement avant la formation de 'image dans le

plan focal.
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1=2 bisu
m=1 =
1 bie
= 0 blanc
o .
f { N = —
e \ L - 1
m = | FOUgs
] ) R !
= m 2 bleu

star - analyser

— ?

ordre—1 ordre 0 ordre 1 ordre 2 orc&e 3

FIGURE 9 — Spectre de I'étoile Véga.
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I1.3. Pouvoir séparateur d’un réseau

Définition :

La résolution d’un appareil mesure sa capacité a distinguer deux raies
de longueurs d’onde proches A et A + A). Si A\ est I’écart minimal entre
deux raies discernables, le pouvoir de résolution est défini par :

Considérons un réseau de N traits éclairé sous l'incidence 6;. D’apreés la formule des réseaux, deux raies
de longueurs d’onde A et A + A\ sont séparées angulairement de Af avec :

0, AO —
cost, Al =p— X
a
o

On peut montrer que la largeur angulaire 6 d’un pic ‘{m@férence vérifie :

cos 9@@%&‘\9

En appliquant le critére de Rayleigh, on obt@ﬂt 66)

&5

5%6% Np > ﬁ

Y

Propriété
Le pouvoir de résolution théorique d’un réseau de N traits est, a I'ordre d’inter-
férences p :

R = Np

I1.4. Avantages du spectrométre a réseau

Le réseau est préféré au prisme en tant que spectromeétre : en effet, la formule des réseaux permet de
relier précisément ’angle ¢, a la longueur d’onde, sans devoir utiliser une propriété d’un milieu. Pour le
prisme, en effet, il est nécessaire de connaitre la loi donnant la variation d’indice avec la longueur d’onde.
Le pouvoir séparateur est également meilleur avec le réseau qu’avec le prisme.
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Rappels de thermodynamique

La thermodynamique est une généralisation de la mécanique : en effet, cette discipline a pour objet
I’étude des aspects mécaniques mais aussi thermiques de systémes formés d’un trés grand nombre d’entités
¢lémentaires (gaz, liquide, plasma, ... ).

I Description d’un systéme physico-chimique

I1.1. Variables d’état

Considérons une piéce close remplie d’'un gaz. Afin de décrire I'état du gaz :

* ou bien on décrit la vitesse et la position de chacune des molécules constituant le gaz (domaine de
la physique statistique) ;

* ou bien on décrit le gaz a 'aide de grandeurs macroscopiques moyennes, appelées variables d’état
(domaine de la thermodynamique).

X.
Ezxemple
Parmi les variables d’état les plus fréquemment utilisées, on peut citer la température T, la pression P, le
volume V', le nonﬂ})re de particules N, la masse M du systéme, la charge électrique totale @Q, le moment
magnétique total M, ...

Définition :

On appelle variable d’état d’un systéme une grandeur moyenne qui
caractérise son état macroscopique. Pour un systéme homogéne %, on

distingue :

Les variables d’état intensives qui sont indépendantes de la taille du sys-
téme ;

Les variables d’état extensives qui sont proportionnelles & la taille du
systéme.

a. c’est-a-dire possédant les mémes propriétés mésoscopiques en chacun de ses points
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Ezemple

Un récipient est séparé en deuz volumes identiques par une cloison. Le méme gaz se trouve dans chacun des
compartiments et dans le méme état (mémes variables d’état) : pression P, température T, masse volumique p,
quantité de matiére n, volume V. On 6te la cloison. Dans ’état final, le systéme est caractérisé par :

* un volume 2V ;

* une quantité de matiére 2n ;

* une pression P ;

* une température T ;

* une masse volumique p.

Le volume et la quantité de matiére sont donc des variables extensives tandis que la pression, la température
et la masse volumique sont des variables intensives.

— P, T, p, 2n, 2V

n, V n, V
@Co
I.2. Equation d’état @I\\Q
.2. Equation d’éta Q

Les variables d’état ne sont pas toutes 1ndepen$$’ et si 'on chauffe un gaz contenu dans un
récipient fermé, la température augmente tandis 1(@16 et la quantité de matiére restent constantes.
On constate alors une augmentation de la pri c)

£

VKI

Définition :

Les variables d’état sont reliées par une équation, appelée équation
d’état de la forme

f(P,V,T,n,Q,...)=0

Afin d’établir théoriquement 1’équation d’état d’un systéme, on fait en général des hypothéses sur le
type d’interaction microscopique. Pour les gaz, on distingue deux modéles importants : le modéle du gaz
parfait et le modéle du gaz de Van der Waals

a) Modéle du gaz parfait

Dans le modéle du gaz parfait, les molécules n’ont aucune interaction entre elles (en particulier, elles
ne s’entrechoquent pas).
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Propriété

L’équation d’état d'un gaz parfait est
PV =nRT équation d’état d'un gaz parfait

ou P est la pression, V' le volume du gaz, n la quantité de matiére (en moles), T
la température et R = 8,314 J.K"1.mol~! la constante des gaz parfaits (constante

universelle).

Remarque
Ce modéle permet de décrire la majorité des gaz a condition qu’ils soient suffisamment dilués.

b) Modele de Van der Waals

Le modéle de Van der Waals est un modéle plus réaliste qui tie‘%\t, compte des interactions des molécules

dans le gaz.

o

Propriété
L’équation d’état d'un gaz de Van der Waals est de la forme

n’a
<P 4F W) (V —nb) =nRT équation d’état d'un gaz de Van der Waals

ol a et b sont des constantes. Le coefficient b est positif et est appelé covolume.

Remarque

Cette équation d’état est de la forme

Py = P +n’a/V? pression du gaz parfait équivalent

P.gVeg = nRT  avec . .
Vig =V —nb volume du gaz parfait équivalent

On remarque que st a > 0, on a Pg > P. La pression du gaz est inférieure a la pression du gaz
parfait du fait des interactions attractives dans le gaz. De la méme maniére, a < 0 traduit des

interactions moyennes répulsives dans le gaz.
D’autre part, b > 0 est appelé le covolume. C’est le volume moyen qu’occupe une mole de consti-
tuants®. Le volume effectivement accessible a une particule est donc le volume V' de 'enceinte

moins le volume occupé par les autres particules nb.

a. En réalité, b est proportionnel au volume moyen occupé par une mole, le coefficient de proportionnalité
étant de 'ordre de 4.
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1.3. Fonction d’état

Définition :

On appelle fonction d’état toute grandeur définie comme une fonction
des variables d’état uniquement.

FEremple
L’énergie d’un systéeme est une fonction de sa vitesse d’ensemble, de sa température, de son volume . ..

Conséquence

A un état donné caractérisé par un ensemble de variables d’état correspond
une unique valeur d’une fonction d’état.

5l

QQ

P. T, @
p 1 unique’ a?u d’ﬁg%fonction d’état
Vv g@&r exemple)

S

Le travail W ou le transfert thermique Q&gé sont pas des fonctions d’état. En effet, on ne peut
pas répondre & la question :

"Quel est le travail du systéme 2" ou "Quel est le transfert thermique du systéme 2"

On  parle de travail ou de transfert  thermique recus par le  systéme
au cours d’une transformation. Le travail W et le transfert thermique Q) mne sont donc
pas des fonctions d’état.

Remarque

1.4. Transformation et état d’équilibre

Définition :

Un systéme physico-chimique est dans un état d’équilibre thermody-
namique lorsque ses variables d’état n’évoluent plus.

L’évolution entre deux états d’équilibre peut étre due a :
— un échange de chaleur;
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— un échange de travail ;
— un échange de matiére (avec 'extérieur ou par réaction chimique).

Pour un systéme homogéne, on distingue différents critéres d’équilibre.

L’équilibre thermique : le systéme n’échange plus de chaleur avec 'extérieur. La température du sys-
téme est constante et s’ajuste a la température extérieure !

T=cste et T =T

L’équilibre mécanique : le systéme n’échange plus de travail mécanique avec I'extérieur. Son volume
est fixé et sa pression s’ajuste a la pression extérieure ?

V=cste et P=P.

L’équilibre osmotique : le systéme n’échange plus de particules ni avec l'extérieur, ni par réaction
chimique interne.

"
P

)

Lzemple
Prenons ’exzemple de la réaction

CH4 +205 — CO3 +2H50

Il n’y a pas de variations de la quantité de matiére (Av = 0) mais un changement de nature des constituants.
Pour la réaction
2Hs + O3 — 2H50

il y a a la fois variation de la quantité de matiére (Av = —1) et changement de la nature des constituants.
N N
&
A P’équilibre osmotique, le nombre de particules de chaque espéce est fixé. Ce nombre n’évolue pas
car, d’un point de vue énergétique, il est équivalent pour une particule d’appartenir au systéme ou

de le quitter (par réaction chimique ou échange de particules). "L’énergie particulaire" pour chaque
espéce du systéme s’ajuste a sa valeur extérieure.

Equilibre osmotique n; =cste et ;= fljex V espece i

"L’énergie par particule" u; est appelée potentiel chimique de I'espéce i.

II Premier principe de la thermodynamique

Considérons un systéme subissant une transformation dans des conditions d’évolution données. Afin
de déterminer I’état final d’un systéme, il est possible d’appliquer un principe de conservation de 1’énergie.
Or pour un systéme thermodynamique formé d’un grand nombre de particules, il faut également prendre
en compte une énergie "interne" qui est ’énergie des constituants élémentaires.

1. En fait, la température s’ajuste a la température sur la frontiére du systéme.
2. En fait, la pression s’ajuste & la pression sur la frontiére du systéme.
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I1.1. Enoncé

Premier principe de la thermodynamique

1. A tout systéme thermodynamique est associé une fonction d’état extensive U,
appelée énergie interne.

2. Cette énergie interne est la somme :
de I'énergie cinétique microscopique (énergie d’agitation thermique) ;
et de l'énergie potentielle microscopique (énergie d’interaction entre les
particules).

3. Au cous d’une transformation quelconque d’un systéme, la variation de son
énergie totale (énergie mécanique + énergie interne) est égale a I'énergie qu’il
recoit.

femarque
L’énergie regue peut l’étre sous forme de travail (mécanique, &ectrique), de chaleur (mise en
contact avec une source de chaleur) ou sous la forme dw@fthange de particules (soit avec
Uextérieur, soit par réaction chimique). N
QRS
Remarque ;@ (Q
Le premier principe de la thermodynamiq%,est mcipe de conservation de l’énergie.
QO

SN
Q@-

11.2. Formulation mathématique du premier principe

D’un point de vue mathématique, le premier principe prend la forme

d(E, +U) OW + 6@ pour une transformation infinitésimale

A(E,,+U) = W+ @ pour une transformation finie

ou
E, est I’énergie mécanique macroscopique
U est I’énergie interne
w est le travail regu par le systéme au cours de la transformation
Q est la chaleur recue par le systéme au cours de la transformation
Remarque

Les variations des fonctions d’état sont notées d (cas infinitésimal) ou A (cas fini) car elles
correspondent & des différences entre un état initial et un état final.

Les grandeurs échangées au cours d’une transformation sont notées avec un § (cas infinitésimal)
ou sans rien (pas de A dans le cas fini) car elles ne correspondent pas a une différence entre
les états initial et final mais dépendent du chemin suivi.
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e Généralement, on pourra prendre F,, = E. + E, = cste.

e Le travail des forces de pression est de la forme

OW, = —Peq dV pour une transformation violente

SW, = —PdV

Généralement, le travail se décomposera sous la forme

Le travail utile correspond au travail requ autre que celui des forces de pression (travail mécanique ou

électrique).

e Le transfert thermique est délicat a calculer. On I'obtient généralement par la relation 6Q) = AU —AW

oW = oW, + 6W, ou W, est appelé travail utile

apreés avoir exprimé oU.

Remarque

lente

pour une transformation lente (et équilibre mécanique a tout instant)

Par conséquent, le premier principe prendra généralement la forme, pour une transformation

dU = §W, — PdV +6Q

NI

Définition :

H est une fonction d’état.

On définit ’enthalpie H d’un systéme par la relation

H=U+PV

Calculons la variation infinitésimale de H au cours d’une transformation lente d’un systéme fermé

Propriété

dH =dU +d(PV) = dU +VdP + PdV
= (W, — PdV +6Q)+ VdP + PdV
= W, +VdP +6Q

Le premier principe pour un systéme fermé prend les formes équivalentes, pour
une transformation lente
dU = 6W, — PdV + Q)
dH = W, +VdP +0Q

On utilisera généralement U pour des transformations isochores (V' = cste) et H
o
pour des transformations isobares (P = cste).
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11.3. Expressions de U et H

a) Cas général

L’énergie interne U est une fonction d’état : elle dépend a priori des variables d’état P, V', T, n, ...
Le systéme étant caractérisé par une équation d’état, on peut exprimer P en fonction de V', T, n, ... Ainsi

U =U(T,V,n)

L’énergie interne U se calcule & partir de la relation différentielle

w— (29 ar (%Y v (YY) g
T EYa o "
Vin T,n TV

oU
() =C, capacité calorifique a volume constant
Vin

avec

oT

ou = tentiel chimi

o =u (potentiel chimique)
TV

De la méme maniére, on exprime généralement 'enthalpie H en\fonctlon de P, T et n en éliminant V'
a I’aide de I’équation d’état Q

H=H(T,P, on dT W dpP oH d
= 2T P = G - Qdrt|g,) dn
Pn . T.P
avec §‘6bw
0H
(—) =0, a&am é)orlﬁque a pression constante
Pn

ar

OH\
<_> =1 QK@ tiel chimique)
T,P

on

b) Cas du gaz parfait

Un gaz parfait vérifie les deux lois de Joule.

Définition :

On dit qu’un gaz obéit a la premiére loi de Joule lorsque son énergie
interne ne dépend que de la température

U =U(T)

On dit qu’un gaz obéit a la deuxiéme loi de Joule lorsque son enthalpie
ne dépend que de la température

H = H(T)
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Propriété
Les variations infinitésimales d’énergie interne et d’enthalpie d'un gaz parfait sont
de la forme
dU = C,dT =nC,,, dT
dH = (,dT =nC,,,dT
ou C,,, est la capacité calorifique molaire a volume constant et C),,, la capacité
calorifique molaire a pression constante et n la quantité de matiére du systéme (en
moles). Les capacités calorifiques C,, ,,, et C,, ., ne dépendent que de la température.
Si Cy,m = cste et C),,, = cste, les variations d’énergie interne et d’enthalpie d'un
gaz parfait s’écrivent
AU = nCy,, AT
AH = nC,, AT
ES
Remarque ~Q

On introduit parfois les capacités calorifiques mass@%ochore ¢, et isobare c, de sorte que

i e

&.
ot m est la masse du systéme. Q&Q 0,6

Les propriétés de U et H sont étroitement liées a celles des capacités calorifiques.

Relation de Mayer pour les gaz parfait

Les capacités calorifiques molaires d’'un gaz parfait vérifient la relation de Mayer
Cp,m - Cv,m =R

ol R est la constante des gaz parfaits.

Conséquence

p,m

Ov, m

En notant v = , on a, pour un gaz parfait
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c) Phase condensée (liquide ou solide

On supposera généralement les phases condensées incompressibles de sorte que V' = cste = 0. On a

donc
H=U+PV=x=U
Propriété
Pour une phase condensée
dU ~ dH ~ CdT
ou C est la capacité calorifique du systéme. C' est une grandeur extensive.
Remarque

On introduit généralement la capcité calorifique massique ¢ (intensive) de sorte que

C =mec
X
. 6%

D~

P
IIT Application :compression @d&’@hue réversible d’un gaz parfait

B 4]
Ezercice

On considére un cylindre calorifugé contenant un gaz parfait. Ce cylindre est fermé par un piston mobile
également calorifugé. On comprime lentement le gaz. Déterminer une relation entre les variables d’état au
cours de la transformation.

FIGURE 1 — Compression d'un mélange {air + carburant} assimilable & un gaz parfait.
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On comprime le gaz de fagon lente. Pour une transformation infinitésimale, 'application du premier
principe conduit &

dU = 0W + 6Q)
avec
dU = nC,,,dT
oW = —PdV transformation lente
0Q =

Le premier principe de la thermodynamique avec ’enthalpie s’écrit
dH =W, +VdP +0Q +6J = W, +V dP

avec

{dH = nC,,dT

oW, = 0 pas de travail autre que les forces de pression

On a donc
nCp, dl' =V dP (2)

En faisant le rapport des équations (1) et (2), on trouve

Com VdpP X

Com PV O
S
E — Cp)m . P .
n supposant que v = c cste, cette equautlonYv el@
v,m

>

dpP
=== —@dlnpvﬁfyg) V—O@dln(PV”) —0

On en déduit la loi de Laplace '{/Q Q?)

PV7 = cste tra@ormatlon adiabatique réversible

Propriété

p,m N 2
constant et soumis 4 une transformation

Un gaz parfait, de coefficient v =
adiabatique réversible vérifie la loi de Léplace

PV7 = cste

Remarque

On obtient des relations similaires entre P et T d’une part et T et V' d’autre part en utilisant
Uéquation d’état des gaz parfaits

P77 =cste et TV = cste
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IV Deuxiéme principe de la thermodynamique

Le premier principe de la thermodynamique est un principe de conservation d’énergie qui n’indique
pas le sens des échanges énergétiques. Il faut donc lui adjoindre un principe d’évolution, qui est traduit
par le deuxiéme principe de la thermodynamique.

IV.1. Enoncé

Deuxiéme principe de la thermodynamique

1. A tout systéme thermodynamique est associée une fonction d’état extensive 9,
appelée entropie.

2. L’entropie d’un systéme fermé et isolé croit jusqu’a ’établissement d’un état
d’équilibre.

3. A l’équilibre, I'entropie du systéme est maximale.

Remarque . &Q)%
x

C’est un principe d’évolution.

La formulation précédente est assez abstraite., @ @um le deuxiéme principe est parfois formulé
différemment, suivant I’énoncé ci-dessous. 6

Autre énoncé du deuxiéme principe

1. A tout systéme thermodynamique est associée une fonction d’état extensive S,
appelée entropie.

2. Au cours d’une transformation quelconque, la variation d’entropie est la somme
de deux termes :

dS = 0S.+0S. pour une transformation infinitésimale
AS = S,+ 5. pour une transformation finie
ol
08, = est I’entropie échangée
ext
05.>0 est I'entropie créée

3. L’entropie créée traduit l'irréversibilité de la transformation

0S. =0 transformation réversible
0S. >0 transformation irréversible
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Remarque

On retrouve I’'énoncé précédent. En effet, pour un systéme fermé et isolé
08, =0 et dS=65.>0

Lentropie est une fonction croissante. A Uéquilibre, dS = 0 : Uentropie atteint un extremum
qui est en fait un mazximum.

Remarque

0S, et 65, sont associées a des transformations! Ce ne sont donc pas des fonctions d’état. La
question :

"Quelle est I’entropie échangée ou créée du systeme” n’a pas de réponse puisque ces grandeurs
dépendent de ’évolution du systéme. On notera donc

0S. et S, pour une transformation infinitésimale
Se et S, pour une transformation finie
@%\J
’ Yy

o

IV.2. Expression de S : identité ghezﬁu)\(@ynamique

N og 4
Le deuxiéme principe est un princip 'ﬁ@s @ al qui ne fournit pas l'expression de S. En revanche,
I’entropie est une fonction d’état qui s’egi fonction des variables d’état S = S(T,V,n). Il est donc
possible d’exprimer la température 1" en fonsfion de S, V' et n.

Comme I'énergie interne U dépend aussi de T', V et n, il est possible d’écrire

U=U(S,V, t dU = ou ds ou dv ou d
- (77n)e - %V + WS + %Svn

) 3 s

On définit alors :

ou
la température thermodynamique T}, = (85)
Vin

oU
la pression thermodynamique Py, = — (W)
Sn

ou
le potentiel chimique thermodynamique 4, = (8_>
n
A%

3

On admet que les grandeurs thermodynamiques T}y, Py, et pyy s’identifient aux variables d’état T', P
et p pour le systéme (ou sur sa frontiére intérieure).
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Identité thermodynamique

La premieére identité thermodynamique s’écrit
dU =TdS — PdV + pdn

On utilise parfois I'identité thermodynamique avec H = U + PV, appelée deuxiéme
identité thermodynamique :

dH =TdS+V dP + pdn

Remarque

C’est l’identité thermodynamique qui permet de calculer S dans la plupart des problemes de
thermodynamique.

Remarque Xg
La méthode générale pour résoudre un probléme de thermo@amique est la suivante :
1. on applique le premier principe dU = W + 6Q). A\\
2. On utilise lexpression de AU et on calcule cel@@En général OW = — Py dV pour

le travail des forces de pression. On en d@’
{Q? %’w

3. On calcule dS a partir de l’iden&t&he@;adynamique.

4. On calcule 6.5, = ;Q. \,@\

ext

5. On en déduit I’entropie créée 0S. = dS — 6S. et on conclut sur la réversibilité de la
transformation.

1V.3. Expression de I’entropie d’un gaz parfait

Considérons un gaz parfait de capacités calorifiques molaires isochore C, ., et isobare C), ,, constantes.
Au cours d’une transformation infinitésimale, I'identité thermodynamique permet d’écrire

dU P
ds = T + T dVv
ol 'on a posé n = cste puisque le systéme est fermé.
Avec
W = nCypdl = M ar o Z_2E
’ v—1 T %
on trouve
nR dT dVv
ds = o - +n a
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L’intégration entre un état caractérisé par Py, Ty, Vo et un autre état caractérisé par P, T, V' conduit a

R
S(T, V) = S(Tp, Vg)+7n

nRk

S(T7V):S(T07Vb>+7_1

TV
(P
TVt

En partant de la deuxiéme identité thermodynamique ou en utilisant ’équation d’état du gaz parfait,
on obtient ’expression de S en fonction de P et T :

S(T,P)=S(Ty, B) +

nR P
In -
-1\ BT

et en fonction de P et V :

S(P,V) = 5(Po, Vo) +

nR

! PV
n RV

v—1

IV.4. Exemple :

irréversibilité du transfert thermique

Lzercice

X,

On considére une masse m = 1,5 kg d’eau a la température T7 = 300 K contenue dans une casserole. La
casserole est chauffée par une plaque électrique a la température T, = 370 K. Au bout d’un certain temps,

l’eau atteint la température Ty = 350 K.

On supposera que les échanges thermiques avec l’air sont négligeables, qu’il n’y a pas d’évaporation et que la
casserole conduit trés bien la chaleur de sorte que Teasserole = 1p. On donne la valeur de la capacité calorifique

massique de leau ¢ = 4,18 kJ. K1 kg~!.

1. Déterminer la variation AS d’entropie ainsi que [’entropie échangée S au cours de la transformation.

2. Que vaut lentropie créée ?

Y

fond de la casserole ;

bon conducteur
thermique

plaque électrique
aT,

1. L’entropie est une fonction d’état : il n’est donc pas nécessaire de connaitre I’évolution de la tempé-

rature pour déterminer sa variation :
namique avec U permet d’écrire

dU P

seuls importent les états initial et final. L’identité thermody-

dS = —+ =dV

T T

Pour une phase condensée que 'on suppose incompressible dV' = 0 et dU = mcdT. On en déduit

medT

ds =
T

d’ou

AS = men [ 2
= mc In Tl
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Numériquement, on obtient

300

350
AS =1,5x4,18.10° x In <—> =967 JK!

L’entropie échangée vaut

0
Se:/ Q:Q avec AU =mc(lo —T)=W+Q=Q
Text Tp

On en déduit

Bl s a8108x 2030 g g
= X . X = .
T, ’ ’ 370

S. = mc

. On obtient I'entropie créée en faisant la différence entre la variation totale d’entropie et I'entropie

échangée

S.=AS -5, =120 J.K ]

L’évolution de ’eau est irréversible car S, > 0.
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Systeme ouvert en régime permanant

IV Machines thermiques avec écoulement de fluide

Dans les machines thermiques étudiées précédemment, on a pu raisonner sur des systémes assimilés
a des systémes fermés. Or dans la thermodynamique industrielle, la plupart des machines fonctionnent
avec un écoulement de fluide (turbines, turbocompresseurs, réacteurs...). On doit donc utiliser le
méme raisonnement que pour la détente de Joule-Thomson et se ramener & un systéme fermé.

IV.1 Position du probléme
Soit ¥(t) un systéme ouvert défini ci-dessous. Les grandeurs associées a ce systéme sont I’énergie

interne U (t), I'énergie cinétique E.(t), 'énergie potentielle E,(t), la masse m(t) et I'entropie S(t). On
se place en régime stationnaires, ces grandeurs ne dépendent donc plus du temps.

. ()

*

Pour appliquer les principes de la thermodynamique, on doit se ramener a un systéme fermé ¥*

(qui évolue avec le temps) défini ci-dessous :
=*(0) X, S (t + dt)

] % Q&_*

Q dma

z

e dm, est la masse de fluide qui entre d e dmg est la masse de fluide qui sort de X
Y entre t et t + dt. A cette masse % entre les instants t et t+dt. A cette masse
on associe les grandeurs suivanteQ dmeg, on associe les grandeurs suivantes :
— P; : pression Q)\ — P, : pression
— T : température — T5 : température
— z1 : altitude — zo : altitude
— 1 : volume massique — w9 : volume massique
— ¢1 : vitesse — o : vitesse
— uj : énergie interne massique — ug : énergie interne massique
— s1 : entropie massique — s9 : entropie massique

Bilan de masse :
- M*(t) = M(t) + dmy
— M*(t+dt) = M(t + dt) + dms
Le régime étant permanent, on a M(t) = M(t + dt), et le systéme ¥* étant fermé M*(t) =
M*(t + dt). On en déduit que ‘ dmi = dmso = dm ‘

Bilan de travail : Entre les instants ¢ et t + dt le travail regu par le systéme ¥* s’écrit :

SW = 6Wamont + 6Wapal + W’

— 0Wamont est le travail des forces de pression d’admission : dWamont = dmPyvy

— 0Wypa est le travail des forces de pression de refoulement : 6Wyq = —dmPovo

— 0W’ est le travail échangée avec les parties mobiles (aubes de turbines...) : ce travail est nul
pour une canalisation.
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IV.2 Application du premier principe

Le premier principe appliqué au systéme fermé ¥* entre les instants t et ¢ 4 dt s’écrit :
dU* +dE; + dE, = 6Q + oW

Bilan d’énergie interne : dU* = U*(t + dt) — U*(t) = dm(uz — uy) puisque U(t) = U(t + dt)
Bilan d’énergie cinétique : dE? = E(t + dt) — EX(t) = sdm(c} — ¢2)
Bilan d’énergie potentielle : dE; = E(t + dt) — E(t) = dmg(z2 — 21)

Le premier principe s’écrit alors :
dm(ug — u1) + dm(eca — ec1) + dm(epz — ep1) + dm(Povy — Pivy) = dmg + dmuw’

oll q est le transfert thermique massique recu par le systéme, w’ est le travail massique recu par le
fluide par l'intermédiaire des parties mobiles, e.1 2 = %c%g et ep12 = 9212

Apres simplification par dm et en notant h I'enthalpie massique (h = u + Pv), on obtient 1'ex-
pression du premier principe pour des systémes en écoulement :

Ah+Aec+Aep=q+w'I

e Dans le cas d’'un écoulement lent, sans variation d’altitude notable (cas usuel), le premier prin-
cipe pour les systémes en écoulement s écrit Ah =w'+q.
e En introduisant le débit massique D,,, = dt , Vexpression d @-:gynner principe pour des systémes

en écoulement devient : @
Dy (Ah + Ae, + Ae + Pin,
— P’ est la puissance regue par les parties mobilesy
— Py, est la puissance thermique regue par@ ulement

IV.3 Application du second principe ?’ 6)
Le second principe appliqué au systén@n@?’cg* entre les instants t et t + dt s’écrit :

Q@@;'ase + 58,

— dS* = S*(t+dt) — S*(t) —dm(sz—sl)
— 65, est Pentropie échangée : 5, = ?ﬁq
— 0S5, est I'entropie créée : 5. = dms,

Le second principe s’écrit alors : As = £ 4 ds.

IV.4 Exercice d’application

On pompe 'eau d’'un puits & 30 m de profondeur, a la température 77 = 363 K, avec un débit
volumique D, = 120 L.min~"'. Cette eau est récupérée dans un réservoir a la température Tp = 273 K
aprés étre passée dans un échangeur thermique ou elle regoit une puissance thermique algébrique Pyy,.
La puissance mécanique de la pompe est P =2 kW.

Calculer la puissance thermique algébrique regue par 'eau Py, en supposant que 1'on peut négliger
sa variation d’énergie cinétique.

Données : capacité thermique massique de I'eau : ¢ = 4,18.10% J.kg~'.K~!, intensité du champ
de pesanteur g = 9,81 m.s~2.
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Diffusion thermique

Jusqu’a présent, nous n’avons étudié que des systémes thermodynamiques homogénes. Or cette si-
tuation n’est pas toujours vérifiée. Prenons I'exemple d’une salle climatisée. Lorsque le climatiseur est
allumé, lair & proximité du climatiseur est plus frais qu’a d’autres endroits. Au bout d’un temps trés
long, la température sera homogéne dans la salle mais ce n’est certainement pas le cas au cours de la
transformation.

Nous nous proposons dans ce chapitre de décrire le phénoméne de transport d’énergie thermique.

I Diffusion thermique

I.1. Différents modes de transfert thermique

Considérons une piscine située en plein air et cherchons a chauffer I'eau qu’elle contient.

e La premiére solution envisageable est de I’exposer en plein soleil : on constate alors que ’eau s’échauffe.
Au contraire, placée & 'ombre, ’eau ne s’échauffe pas autant. L’eau de la piscine a donc regue de ’énergie
thermique sous la forme du rayonnement électromagnétique solaire.

e Une autre possibilité pour réchauffer I’eau de la piscine, z@i?siste simplement & rajouter une grande
quantité d’eau chaude, chauffée préalablement. En mélangeaniN’eau chaude et 1’eau froide, on obtient une
température intermédiaire. Ce mélange fait appel & un @Vegn‘c macroscopique de matiére et d’énergie
thermique, on parle de phénoméne de convection. \

e Enfin, plutdt que d’ajouter de I'eau chaude le de placer une résistance chauffante dans la
piscine. Dans ce cas, I’eau de la piscine voit sa t re augmenter progressivement. Ce phénoméne de

chauffage fait appel & un processus microscgRie transfert d’énergie thermique : la chaleur "diffuse"
lentement de la source la plus chaude ve % les plus froides. On parle de phénoméne de diffusion.

Définition :
Le transport d’énergie thermique peut s’effectuer selon trois processus :

* la convection, correspondant & un mouvement macroscopique de
matiére (agitation) ;

* la diffusion (ou conduction), correspondant & un transfert d’origine
microscopique ;

* le rayonnement, correspondant & un échange d’énergie par l’intermé-
diaire de photons.
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l /_ refroidissement l i | 2 |
JJ -

— =

FIGURE 2 — A gauche : exemple de diffusion thermique. Une cuillére plongée dans 1’eau bouillante voit sa

température augmenter. Au milieu : le chauffage de ’eau d’une casserole fait intervenir le phénoméne de

convection thermique. A droite : transfert radiatif. Un corps porté a incandescence émet un rayonnement
dont énergie peut étre transformée en énergie thermique.

Remarque

En général, un transfert thermique se fait sous les trois modes simultanément. Néanmoins, dans
la suite du cours, nous nous intéresserons essentiellement au ph;@oméne de diffusion thermique.

o

Convection

‘ Conduction

Rayonnement
FIGURE 3 — En général, les trois modes de transferts sont simultanés.

1.2. Puissance thermique et densité de courant

Afin de décrire I’évolution spatiale et temporelle de la température d’'un corps, il faut bien évidemment
définir sa température. Dans toute la suite, on supposera que 'on peut définir en chaque point et a
I'échelle mésoscopique une température locale T'(M, ) méme s’il le systéme dans son ensemble n’est pas a
I’équilibre. Cette hypothése nécessite un équilibre thermodynamique local, ¢’est-a-dire un équilibre tel qu’a

I’échelle mésoscopique, la distribution des vitesses particules respecte une statistique de Maxwell-Boltzman
de température T'(M, t).
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Propriété

Soit un systéme qui n’est pas a ’équilibre thermique. Dans le cadre d’un équi-

libre thermodynamique local, il est possible de définir a 1’échelle mésoscopique, une
température T' (M, t) dépendant du point M de 'espace et du temps.

Isolons a l'aide d’une surface fermée ¥ fictive un élément de volume d’un systéme. Cet élément de
volume regoit de la part de l'extérieur de ’énergie thermique. On définit alors la puissance thermique ou
flux thermique comme 1’énergie recue par ce volume par unité de temps. Plus généralement, il est possible
de définir le flux thermique a travers une surface S non nécessairement fermée.

Définition :

On définit la puissance thermique Py, ou flux thermique traversant une
surface S par

dQ
@ e = —
th = Ptn )
ou () est ’énergie thermique (ou chaleur) traversant la surface S par unité

de temps.
Pin s’exprime en W dans le systéme S.I.

Mais la puissance qui traverse une surface S est &@eﬂe a la surface S. On peut donc définir
une puissance surfacique 7th telle que le flux thermddgiie shjt éffectivement

Pin d?S
AL
O

.
A ——y

?th est aussi appelé densité de courant d’i@

Définition :

Le flux thermique s’écrit sous la forme

—
Pth - /;7‘5}1 . d2S

ol _fth est le vecteur densité de courant thermique.
Jin S’exprime en W.m™

2

Remarque

On note l’analogie avec l’électrocinétique

P — 1

7th — 7

— —
Pth=/27th-d2s s IZ/E?JQS
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1.3. Loi de Fourier et coefficient de diffusion

Le phénoméne de diffusion thermique n’existe que lorsque la distribution de température n’est pas
uniforme : c’est une situation hors-équilibre. La diffusion thermique s’effectue alors dans le sens d’un
retour & I’équilibre et tend & uniformiser la température :

* les zones froides regoivent de 1’énergie thermique : leur température augmente ;
* les zones chaudes cédent de ’énergie thermique : leur température diminue.

Il existe donc un courant de diffusion thermique orienté des zones les plus chaudes vers les zones
les plus froides.

Considérons un barreau cylindrique de section S et d’axe (Ox). Notons T'(z,t) la température du
barreau en un point M d’abscisse = et ji, la densité de courant thermique, comptée positivement dans le
sens de .

oT
e Si la température est uniforme e 0 et il n’y a pas de diffusion. On en déduit jy, = 0.
x

oT
e Si la température augmente a mesure que x augmente alors — > 0. Il apparait alors un courant de

x
diffusion orienté dans le sens des températures décroissantes, c’est-a-dire dans le sens —1,. On en
déduit j, < 0. D’autre part, on constate expérimentalemen‘gc}ue ce courant est d’autant plus fort

que la différence de température entre les extrémités du @eam est grande, c’est-a-dire que % est
x
grand. On peut donc poser
jth—_/\_ $®Ste>0
e Le méme raisonnement s’applique si la te % 1m1nue A mesure que x augmente. Le courant
or
de particule est alors opposé a —.
p |YY o 6)
Remarque N ,OS

Plus généralement, pour un probléme trh&nenszonnel 7 tn est opposé a la variation spatiale
de T, caractérisée par gradT' :

N —

Tt = —AgradT

Propriété
Toute inhomogénéité de température entraine un phénomeéne de diffusion généra-
lement caractérisée par la loi de Fourier

—
T =—Agrad T

ol \ est la conductivité thermique, exprimée en W.m—1. K1, 7th est la densité
volumique de courant thermique.

Remarque

La loi de Fourier est une loi phénoménologique valable lorsque la température ne varie pas trop
brusquement sur de faibles distances. Dans le cas contraire, les courants de diffusion seraient
trés intenses et la convection ne pourrait plus étre négligée.
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Remarque

On note a nouveau l'analogie avec la loi d’Ohm

7th — 7
T «— V
: —
Tw=-AgradT <— 7:732_7@4&(“/

Remarque

Les métaux sont généralement de bon conducteurs thermiques, les gaz et certains solides (poly-
meres) sont souvent des isolants thermiques tandis que les liquides sont moyennement conduc-
teurs de chaleur. On retiendra les ordres de grandeurs suivant

A~ 107 Wm LK™ métaux
A~1Wm K liquides
A~1072 W LK™ gaz et polymeres

X
o
N

II Bilan d’énergie et équation dg% gD%lSlon

I1.1. Bilan d’énergie ?* 66)
a) Bilan thermique unidimensionne

On considére un corps en phase COI@@ O?1qu1de ou solide) homogéne de masse volumique p, de
conductivité thermique A et de capacité the ique massique c¢. Ces grandeurs sont supposées constantes.

Dans un premier temps, on supposera qu’il n’y a pas au sein du milieu de sources susceptibles de fournir
de la chaleur localement.

Plagons-nous dans le cas ot la température du matériau ne dépend T
que de l'abscisse z et du temps ¢. Notons Py, (z,t) le flux thermique g
traversant une surface S normale & ’axe Oz orientée selon les = crois- .
sants. On a donc Py, (z,t) = jm(z,t) S. Jin (X, 1) iy 2+ 1, 1)

el R e

Considérons alors un petit volume de section S compris entre les 7 ‘ .
abscisses x et z + dx, de température T'(z, ). x x+dv

Y
-

Effectuons un bilan énergétique entre deux instants voisins ¢ et FIGURE 4 —
t+dt:

* & ’abscisse z, il entre dans le systéme une énergie

0Q = Py (x,t) dt = jyn(x,t) S dt

* & ’abscisse z 4 dz, il sort du systéme une énergie
0Q" = Pu(z + dz,t) Sdt

donc il y entre —4Q)’.
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D’aprés le premier principe de la thermodynamique, pour une transformation isochore :

i
AU = 6Q — Q' = [ju(a,1) — jun(x + dz, £)] S dt = —% dz S dt

Par ailleurs, la capacité thermique de ce systéme est C' = dmc = pSdxc donc on peut également

écrire :

ar

dt
ot

dU = CdT = pcSdxdT = pcSdx
En égalant les deux expressions de dU, on obtient :

T Ojm

pcgz ox

Propriété

L’équation de conservation de 1’énergie thermique dans le cas unidimensionnel et
en l'absence de source s’écrit :

d7t11 or
3 pc T 0
Y
o
b) Prise en compte d’un terme de source &
Dans certains cas, un apport énergétique peut avoir qL\@in méme du matériau : effet Joule dans
un conducteur, énergie dégagée par une réaction ex h%?hi ued: .
Il suffit alors de reprendre le bilan énergétique tué‘éoédemmen‘u.
Notons p la densité volumique de puissance;{ azzi I’apport énergétique di aux sources. On a alors :
Q "3 T Djin T
[Pin(z,t) — Pin(z + dz, t)] D % t =pSc—drdt = — +p=pc
Q . ot ox ot
Propriété N

En présence de source ayant une puissance volumique p, I’équation de conservation
de I’énergie thermique s’écrit :

ajth + or o
or P P

Ezemple

Supposons que la puissance thermique volumique apportée soit due a une résistance chauffante. La puissance
volumique due a l'effet Joule vaut :

[ E 7 densité volumique de courant électrique
p=7 - avec E ) .
champ électrique

En introduisant la conductivité électrique 7y, on obtient

j2
bp=—
Y
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c) Bilan thermique tridimensionnel

On réalise un bilan énergétique tridimensionnel. On remplace le volume élémentaire précédent par un
volume V' limité par une surface fermée et fixe 3.

—
P =gg7th 428

La normale étant par convention orientée vers I'extérieur de la surface, il s’agit d’un flux sortant.

Le flux thermique & travers X est

Pendant un temps dt, le volume V' regoit donc une énergie
0Q = =Py dt

L’application du premier principe pour une volume constant fournit

—
AU = 6Q = — Py, dt = %7“1 - A28 dt
Par ailleurs,
dU dT a*v or dtd®v
— C = C —
/\/(Z)p lv@)p ot

En égalant ces deux expressions pour la variation d’énergie %&tern& on obtient, aprés simplification
par dt Q

705 = [ &

L’application du théoréme de Green-Ostrograds & n%;u\@e transformer 'intégrale double en intégrale

triple
V() v %h ‘% V(E)pc 8t
Cette égalité étant vérifiee quel que s@ ,.@ en déduisons la relation

\'c 1 div 7
— = —div J
P at J th

Propriété
Dans le cas tridimensionnel, la conservation de 1’énergie thermique s’écrit :

oT

di ;
iV pe — 5

=Pp

ol p est la puissance volumique fournie par des sources.

Remarque

On retrouwve encore ’analogie avec Uélectrocinétique et I’équation de conservation de la charge :

dv + %P g
VT g

en l'absence de terme de source.
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I1.2. Equation de la diffusion thermique
: : : . . : or . . :
En combinant la loi de Fourier unidimensionnelle jy, = —A % et I’équation de conservation de I’énergie
x

thermique, on obtient I’équation de la diffusion thermique :

OJtn N or 0 ¢ aT ) 0T 0
——+pc—=0 soi Cc—— N ——==
ox ot Pt T oa
Dans le cas tridimensionnel, on obtient
oT —
div(?th) + pc i 0 avec 7 = —AgradT
soit
— or or
—Mdiv(gradT) ++pc —=0=pc ——ANAT =0
ot ot
Propriété
Lorsque la loi de Fourier s’applique, la température 7' vérifie I’équation de la
diffusion thermique :
(or X o°T ST
= cas unidimensionne
ot pc 0z 0
jor o
f = — AT cas tridimensionnel
Lot  pc
Cette équation est aussi appelée équation de la chaleur.
Le coefficient
A
Dy = —
pc
est le coefficient de diffusion thermique, exprimé en m?.s~!.
Remarque

Dans le cas ot un terme de source doit étre pris en compte, l’équation de la chaleur devient

aor A
E_2are 2
at  pc pc

On constate que 1’équation de diffusion n’est pas invariante sous la transformation ¢ — —t. On en
déduit que la diffusion thermique est un phénomeéne irréversible.

Propriété

La diffusion thermique est un phénomeéne irréversible.
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III Application au régime stationnaire

III.1. Temps caractéristique de diffusion

Considérons un probléme unidimensionnel de longueur caractéristique L. Pour fixer les idées, on pourra
envisager un barreau cylindrique de longueur L et de faible section.
D’aprés I'équation de la diffusion

or X\ 0°T
ot pe 022
il apparait un temps caractéristique 7 lié au phénomeéne de diffusion tel que
T X T . L?
-= E 72 soit T = D—th

A
ou Dy, = — est le coefficient de diffusion thermique.
C

Mais cette relation s’interpréte différemment : sur une durée 7, le phénoméne de diffusion s’effectue sur
une distance caractéristique L telle que

L= DthT
Propriété

Pendant une durée 7, le phénomeéne de diffusion s’effectue sur une distance carac-
téristique L telle que

L = Dth T
ou Dy, = — est le coefficient de diffusion thermique.

s

II1.2. Profil de température d‘p@@ o?)arreau cylindrique

A—O

Considérons un barreau cylindrique d?&@ion S et de longueur .

Supposons que ce barreau soit en contact en x = 0 avec une source de température T et d’autre part,
en x = £ avec une source de température To < 17 :

T(ZL':O):Tl et T(.I'Zg):T2<T1

S ¢
Dy, % j . ) X
FuF
Ty 15

FIGURE 5 —

Au bout d’un temps suffisamment long, tel que dt > 7 = /Dy, £ et en considérant 17 et T5 constantes,
on peut supposer qu’'un régime stationnaire est atteint. La température dans la barre ne dépend alors pas
du temps. L’équation de diffusion thermique devient, puisqu’aucune source n’est & prendre en compte :

d2T
AT =0 soit,ici —=0
da?
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Propriété

En régime stationnaire, ’équation de diffusion prend la forme

O*T . .

=) = cas unidimensionnel
)x

AT =0 cas tridimensionnel

Remarque

On obtient une équation de Laplace, déja rencontrée en électrostatique dans le vide.

On en déduit un profil linéaire dans la barre
T(x)=ax+b

En utilisant les conditions aux limites, on obtient les conbtant% et b:

‘%
T(x) =T+ %

II1.3. Résistance thermique ?,@
a) Définition et analogie électrique év%

&
o

Par analogie avec 1’électrocinétique Q

i 5
Jth & ]
Tuw=-Agad T = 7= —ygradV
T +«— V
Pth=/7th'ﬁ — I= /—> d2

Par ailleurs, en régime stationnaire (ou quasi-stationnaire) :

. : e —

i d1v(7th) = fpca =0 conservation de ’énergie . {conservation de Py, = ﬁ o - A28
0 i . _ 2

idiv(?) = —a—ft) =0 conservation de la charge électrique conservation de [ = J7 - d*9

Ainsi, en régime stationnaire, la loi des noeuds est vérifiée pour l'intensité électrique mais aussi pour le
flux thermique. Il est donc possible de définir, par analogie avec I’électrocinétique, une résistance thermique
entre deux points de température T et T :

_R—ﬂeﬁ - W
Pin T
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Définition :

En régime stationnaire, on définit, par analogie avec 1’électrocinétique,
une résistance thermique Ry, telle que :

-
Ry, — 1 2

ou 717 et 15 sont les températures aux extrémités du matériau étudié et
oul Py, est le flux thermique orienté de 1 vers 2.

Reprenons I'exemple du barreau cylindrique de section S et de longueur ¢ en régime permanent. Si ’on
isole une portion de ce barreau compris entre dx et x + dx, le flux thermique entrant en = est égal, en
régime stationnaire, au flux thermique sortant en z 4+ dz. On en déduit

or \S

or = BT

—
Pin = /97“1 .d?S = —-\S

Remarque

N
On vérifie bien que le flux thermique est bien positif lgr@n loriente des températures les
plus élevées vers les températures les plus faibles. A\\

Propriété
La résistance thermique d’un cylindre de section .S, de longueur ¢ et de conduc-
tivité thermique \ vaut

!
/Lh*/\s

On notera que pour une différence de température donnée entre deux points, le flux thermique est
d’autant plus faible de la résistance thermique est élevée.

Remarque

On note l’analogie avec [’expression de la résistance électrique d’une portion cylindrique de
conducteur, de section S et de longueur ¢

R= 5
ot v est la conductivité électrique du matériau.
Toutefois, on fera attention & ne pas associer a cette résistance thermique une dissipation par
effet Joule. En effet, en régime permanent, la puissance entrant dans un cylindre de longueur ¢
et égale a la puissance qui en sort. Il n’y a donc pas de phénomeéne dissipatif, contrairement au
cas €lectrique.
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b) Association de résistances thermiques

Nous allons montrer que I’association de résistances thermiques est en tout point analogue a celle des

résistances en électricité.

e Association en série : Considérons l'association en "série" de plusieurs matériaux, permettant

d’isoler thermiquement deux milieux de températures différentes.

T T, T, T T
4] 3 n
B es T
It e "
3 & ) = I" A
e
(A g
VR R { n
‘-.‘_ WL g § EEER R]_
L i
oo, i gl
l: ‘_I? L= L-__. 2
-t — -
L1 LZ L3 Ln

En régime permanent, le flux est identique dans les différents matériaux, mais les températures sont

différentes aux extrémités. Dans ce cas :

Ty-T1 T, —T T -Ta
U PthR1+R2+ + Ry)

o) N .. {

On en déduit @
Ty — T,

m:ow%g}@?q:zm

Propriété

Des résistances thermiques en série s’additionnent.

P =

e Association en paralléle : Considérons ’association en "paralléle" de plusieurs matériaux, chaque
matériau étant en contact, a ses extrémités, avec les mémes milieux de températures 7} et T5.
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En régime permanent, bien que la température des différents milieux soit constante, le flux est différent
dans les différents matériaux. Dans ce cas :

TO — T1 T() — T1 T[] - Tl
Ping = ) Pinz = 7 Pinn = R
On en déduit
To — T, 1 1 1
= i = =(To-T)| =4+ —+ ...+ —
Pin ;Pth, Re. (To 1) (Rl + 7, + + Rn>

Finalement,

1 1
Reqzzi:ﬁi soit Geq—zi:Gi

Propriété
Des conductances thermiques en paralléle s’additionnent.

¢) Exemple &

Considérons une piéce maintenue & la température 7T, t.dsguffée par un radiateur, fournissant la puis-
sance thermique Py,. La piéce est en contact avec lair Xi , de température T, par I'intermédiaire
d’une fenétre dans un mur sur lequel est plaqué un iauiglant.
D>

mur

o

radiateur de
puissance Py, T,—T.

extérieur A la température Ty

| Rth isolant Rth mur

]
\‘“\/P th

|

i 4
= ]

intérieur a la température 7, isolant
- thermique

FIGURE 6 —

Dans I'exemple ci-dessus, les résistances thermiques du mur et de I'isolant sont en série et sont toutes
les deux en paralléle avec celle de la fenétre.

II1.4. Application : intérét du double vitrage

La notion de résistance thermique permet de comprendre 'utilité du double vitrage par rapport au
simple vitrage du point de vue de 'isolation thermique.
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e Simple vitrage : la résistance thermique d’une surface S de verre, est donnée par :

l
)\VGI’I‘GS

Rth =

On peut en déduire que le flux thermique au travers de la vitre vaut :

AverreS
Pth—simple = T(ﬂnt - Text)

e Double vitrage : la résistance thermique pour une surface S de verre, est calculée en supposant que
I'épaisseur ¢ des deux vitres est identique a celle de la couche d’air entre elles (association en série) :

Z

R 14 1 1 1 12
L S )\verre * )\air * )\verre A ~~ )\airs

air << Averre

LY

i(i i

=

On peut en déduire que le flux thermi 1@ @’%ers de la vitre vaut :

Q) )\alrS
Pth dou\f é (,I‘mt Text)

Comme A ~ 0,03 WK™ m™ et Adere ~ 0,8 WK™ .m~! | on peut donc en déduire que le double
vitrage isole plus de 20 fois mieux que le simple vitrage.

IV Transfert thermique convectif

IV.1. Loi de Newton

Les mouvements de convection dans un fluide assurent, au méme titre que la diffusion, un homogénéi-
sation de température du milieu, mais a l'aide d’'un mouvement macroscopique de matiére.

G> />
&

Fluide

P 4

Paroi O
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Le phénoméne de convection étant particulierement efficace, on considérera que la température dans
un fluide est uniforme, & condition que ce fluide ne soit pas trop dilué.

Toutefois, au voisinage d’une paroi, il existe dans le fluide une couche limite, d’épaisseur trés faible, a
I'intérieur de laquelle la convection est négligeable. Tout se passe comme si la couche limite assurait une
adaptation entre la température du fluide et la température de la paroi.

A
‘ ______ —
- 75
Tr T
| - Couche
0 limite R
| 0 ¢ X

FIGURE 7 — (A gauche) Profil idéalisé de température. (A droite) Profil réel de température : existence
d’une couche limite dans le fluide.
52
L’épaisseur ¢ de la couche limite est généralement faible de sorte que le temps de diffusion 7 = —— est

th
trés court. On pourra donc supposer que le régime stationnaire @%oujours atteint dans la couche limite.
En notant Ar la conductivité thermique du fluide, T la tem}#‘cure du fluide et T" la température d’une
paroi solide, on peut exprimer la densité de flux therm& mté de la paroi vers le fluide

Q
jthz)lTF(T—TF):h(T&T v%ec h:%mcs‘ue
©

- Loi de Newton e ?’ Cm

Lorsqu’une paroi solide a la température 7' est en contact avec un fluide a la
température Tr, la densité de flux thermique orienté de la paroi vers le fluide suit
la loi phénoménologique de Newton :

jcc = ]L(T — TF)

ou h est le coefficient de transfert thermique de surface.

On parle de transfert conducto-convectif car il y a :

* conduction (ou diffusion) thermique dans la couche limite du fluide;
* convection dans le volume du fluide.

Remarque

* h est positif donc on retrouve la propriété selon laquelle le transfert a lieu dans le sens des
températures décroissantes.

x Entre un gaz et un solide, h ~ 10 W.m 2K~ tandis qu’entre un gaz et un liquide h >
100 W.m=2. KL

* Le flux thermique a travers une surface S est alors proportionnel a T_Tr. On peut définir

une résistance thermique équivalente

R 1
th_hs
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IV.2. Application : ailette de refroidissement

On se propose de déterminer le profil de température 7'(z) at-
teint en régime permanent dans une tige cylindrique (de rayon R
et d’axe (Ox)) dont une extrémité est maintenue a la température
Ty. e —

|

La tige n’est pas isolée latéralement : on suppose que le trans- '
fert thermique sur la surface latérale en contact avec l'atmo- : By
sphére (de température constante 7, < 1) est du type conducto-

convectif (il vérifie la loi de Newton). On supposera lailette de
longueur infinie. FIGURE 8 —

Effectuons un bilan énergétique dans un tranche de lailette
comprise entre les abscisses x et x 4+ dx. Il faut prendre en compte les flux convectifs & travers les sections
de lailette en x et en x + dx ainsi que le flux conducto-convectif entre la surface latérale et ’atmosphére.

* Le flux convectif entrant en z vaut

or
Jin(z,t)S = =\ a—x(m, t) mR?

* Le flux convectif sortant en z + dx vaut @C)O\'

0
Jin(x +dz, t)S = =\ ¥ dz,t) 7R

le signe — provenant de l'orientation de la surfs c?’ b‘\
Q x et v + dz vaut

Jee(, Qéo)@)[%% t) —T,] 2rRdx

* Le flux conducto-convectif sortant latéral

En régime stationnaire, la température%&@\,eb.end que de x et la puissance thermique totale recue par
le volume Sdzx est nulle. On en déduit

dT dT
A @ TR? 4\ o+ dx) 7R? — h[T(x) — T,] 2rRdz =0

soit
T,
A @WR de — h[T(z) = T,] 2rRdz =0
On en déduit I’équation différentielle vérifiée par T :

d*T 2k

@—ET(I‘)—T(I]:O

[AR
On voit apparaitre une longueur ¢ = o On résout alors cette équation en

T(x)=Ae 7 + Bet +T,

Comme la tige est infinie et que 7' doit rester bornée quand x — oo, on a nécessairement B = 0.
D’autre part, T'(x = 0) = A+ T, = Ty. On obtient finalement :

T(x) = (Ty—Ty) et +T,
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On constate que la température de lailette tend vers celle du milieu environnant lorsque la distance x
a lorigine est trés grande que la distance caractéristique £.

Pour mieux comprendre 'intérét de 'ailette de refroidissement, il faut évaluer le flux thermique évacué
par lailette de refroidissement vers I’atmosphére. On détermine ce flux & l'aide de la loi de Fourier en
x = 0. En effet, en régime permanent, le flux entrant dans l'ailette en x = 0 est cédé en totalité a lair
ambiant. Ainsi

. dr 2 _ A o
O (r=0)=jx=0)S=-\ d—(sz) TR = ZWR (T — T,)
x
En I’absence d’ailette, le flux aurait été :

O = hnR* (Ty — T,) X,

On en déduit le rapport . &Q)

o, A ’\,

3, @’ Q

Avec des valeurs numériques courantes, ce r %de Iordre de plusieurs dizaines. L’ailette de
refroidissement permet d’évacuer la chaleur bie f@cemen‘c

Les ailettes de refroidissement sont not a)ag?lhsees dans les moteurs ou dans les composants

informatiques. '{/
NI

£ M CORSAIR
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Rayonnement thermique

Le rayonnement thermique est un transfert énergétique classé dans les transferts thermiques qui comptent aussi
la conduction et la convection. Ce mécanisme de transfert énergétique fait intervenir a la fois I’émission et
I’absorption d’ondes électromagnétiques. Sa spécificité par rapport a la conduction et & la convection est de
ne pas nécessiter de milieu matériel pour se réaliser. Le vide ou peuvent se propager les ondes électromagné-
tiques permet les transferts thermiques par rayonnement. Quelques éléments théoriques concernant ces ondes
sont indispensables. C’est pourquoi, nous commencerons par en donner une breve description. Notons, pour
commencer, que le rayonnement thermique dans le domaine du visible et de I'infrarouge trouve de nombreuses
applications. Dans le domaine du visible, le Soleil est la principale source de rayonnement thermique de notre
environnement. La vision nocturne est sans doute la plus connue des applications, voir la figure 1. Elle est basée
sur la détection du rayonnement infrarouge qui est émis par tout corps possédant une température habituelle
sur Terre (autour de 280 K).

- - g Y X p
e e, AT -
O

N - -_&J-- : - - ! - | L3 -
Fic. 1 — Vision noctur%—grr@nce d’une zone sensible
L]

Les autres applications seront étudiées & la fi ce@ ment.
>

1 Ondes électromagnétiques

Sur le plan théorique, le rayonnement thermique est décrit comme le résultat de la superposition des rayonne-
ments électromagnétiques émis par une multitude de dipoles rayonnants. Les principaux résultats du cours sur
I’émission d’ondes électromagnétiques par un dipdle oscillant sont nécessaires.

1.1 Rayonnement dipolaire

Le dipdle électrostatique a été modélisé par un couple de charge (—q, +q) séparé par une distance fixe géné-
ralement notée a. Le moment dipolaire électrique associé a ce systeme est défini par le vecteur p = qae, si
les deux charges sont présentes sur l'axe de coordonnées Oz et orienté depuis la position de la charge néga-
tive —q vers la charge positive q. Un dipole électrique oscillant peut étre décrit par le modele de deux charges
(—q coswt, gcoswt) séparées par la distance fixe a. Le moment dipolaire devient alors : p = gacoswt qu’on
pourra noter en complexe :

P = qaexpiwte,

Une autre description du moment oscillant est possible : on peut le décrire comme composé par un couple de
charge (—q, +¢) invariables, séparées par une distance variable a coswt. On pose pg = qae,.
On montre, alors, dans le cadre de approximation dipolaire (r > a) que le champ électromagnétique dans la

. 2mc .
zone de rayonnement 7 > A ou A = — est caractérisé par :
w

2 2
w w
_ Hobot sinfexpi(wt —kr)e, et E= _ HoPotr”

B =
4mre dmr

sin 0 expi(wt — kr)eq
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2
ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide et k = ke, le vecteur d’onde de norme k = Tﬂ, voir la figure 2.

z
S~ k
\\\
~ M/ B
L
pf 7 ! T E
// 1
Of<- . g
\\ 1
So |
Sé
¢

F1G. 2 — Structure de 'onde rayonnée par un dipole oscillant

1.2 Vecteur de Poynting
Le vecteur de POYNTING caractérise I’'onde électromagnétique du point de vue énergétique. Il est défini par :

B
II=EA—
Ho
Commencons par une analyse dimensionnelle de cette définition :

"
L’unité du champ électrique E est : V- m™!. Pour 'autre terme @%ce produit, il est préférable de ne pas

. - B ° P
s’intéresser & B mais directement a —. En effet, le champ mg@& ue créé par un fil infini parcouru par une

Ho

a /}@tance r du fil (coordonnées cylindriques).

@do%b.‘A -m~!. Par conséquent :
Vad

intensité I est donné par B(M) gieg pour un point Mygi

r

L’unité de ce term

B
On constate donc que —
Ho

2mr’

P
> 7
l'IzEAE es@%:. 6&5-A-Irf2 ou W.-m™2
Ho J\{ QO
7

L]
Le vecteur de POYNTING correspond don‘c\{i puissance par unité de surface qu’on appelle encore fluz
surfacique souvent noté . Cette grandeur estMdentique a celles rencontrées en conduction et en convection
que nous avions notées jeond €t jeonv. On écrira donc les puissances surfaciques correspondant au vecteur de
POYNTING :

’ Puissance surfacique :  jpqy = ¢ =11

M0P3w4

16m20r? sin? @ cos? (wt — kr).

Dans le cadre du dipdle oscillant,en réels, le flux surfacique sera : jr.qy =

1.3 Puissance rayonnée

La puissance rayonnée a travers une surface donnée correspond au flux du vecteur de POYNTING a travers la
surface ouverte ou fermée considérée :

Pray = ﬁjruy -dS

Dans le cas d’un seul dipole oscillant étudié précédemment, on peut observer que la puissance n’est pas rayon-
née de fagon isotrope dans I’espace du fait de la présence du terme en sin?#@, elle est maximale en § = /2.
Le calcul de la puissance moyenne rayonnée a travers une spheére de rayon r s’écrit donc : < P.qy >=

1 2 .4 ™ 2
5 MOPO(; / sin® 9d9/ de. Apres calcul, on a :
2 167%c J, 0

popgw*

127c
On constate que cette puissance ne dépend que des caractéristiques du moment dipolaire oscillant. On observera
aussi bien a travers ce résultat qu’a travers l'expression de jr.y que le rayonnement émis par un dipdle est
composé d'une seule fréquence correspondant a la pulsation w ou a la longueur A. Il est monochromatique.

< Proy >=
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2 Loi de Planck

Afin d’expliquer le rayonnement émis par un corps macroscopique, Planck proposa en 1goo une théorie qui
considere que le corps macroscopique a 1’équilibre a la température T est constitué d’une multitude de dipoles
oscillants. La Thermodynamique statistique permet alors d’étudier le flux surfacique émis. Sa premiere caracté-
ristique est de ne plus étre monochromatique. Cette théorie est hors programme mais fait intervenir un modele
pour le corps macroscopique étudié qu’on appelle le modele du corps noir.

2.1 Le corps noir

Un corps macroscopique est qualifié de corps noir lorsqu’il est a I’équilibre thermodynamique. Il est donc
indispensable qu’il regoive autant d’énergie qu’il n’en émette. D’autre part, un corps noir absorbe I'intégralité
du rayonnement incident qu’il regoit d’ou son qualificatif de noir par référence aux corps de couleur noire qui
absorbent intégralement le rayonnement visible.

Corps noir < Equilibre < @incident = Pabsorbé = Pémis

2.2 La loi de Planck

Elle sera présentée sous la forme de la densité spectrale de rayonnement. Le caractéere non monochromatique du
rayonnement émis par le corps noir est traduit par la donnée de la dérivée du flux surfacique de rayonnement j.qy
par rapport & la longueur d’onde A (on peut aussi rencontrer cette loi o la fréquence v = ¢/ est privilégiée).
La formule de la loi de PLANCK est :

ES
djray _ d@corps noir _ 2mhc? Q)
dA dA A5 ‘Q@C 5 — 1
Y
Dans cette formule h = 6,62 x 10734 J - s est la consta, PIN%K et kg = 1,38 x 10722 J- K1 est la
constante de BOLTZMANN. La densité spectrale de flu Ci% st donnée a la figure 3.

dpen ?, (’3
dx &. 63
Q Q;')

F1G. 3 — Densité spectrale de flux surfacique

2.3 Loi de Wien

On effectue fréquemment le changement de variable o = pour simplifier 'approche de cette fonc-

hc
kT
tion lorsqu’on étudie le spectre du rayonnement émis par le corps noir, c’est-a-dire la dépendance avec .

. d‘PCor s Noir 27Tk5 T> «
On peut alors réécrire : Pt = B «) avec f(a) = ————. Aprés calcul, on trouve que
P I s 4 (@) f(a) opa_1 P ; q
df 5at

da  (expa —1)2

e
[oxpa (1 — g) — 1}. Cette dérivée s’annule pour o = a, et la fonction f(«) présente

. « p . A p -
un maximum lorsque : 1 — —% = exp —a,,. Cette équation doit étre résolue numériquement et on trouve :

o = 4,9651. La représentation de f(«) est donnée sur la figure 4.
Sauf pour les valeurs de a ~ 0, la fonction f(a) peut étre trés bien approchée par fq,(a) = a® exp —a. L’étude
de cette fonction est alors beaucoup plus simple et on trouve que «,, = 5.

La loi de WIEN exprime le fait que la longueur d’onde \,, correspondant au maximum de puissance rayonnée
par le corps noir est lié a la température T de ce dernier par :

Loi de WIEN : \,,,T = 2895 um - K
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f(a)
20 |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
. Iy -
0 2 Qm 10 «

F1G. 4 — Représentation de f(«)

Cette loi est souvent approximée par A,,T ~ 3000 um - K. Son origine est directement liée a la détermination
hc hc

——— dou A\, T = .

kpTAm, " kpag,

Comme le spectre rayonné par le Soleil présente un maximum d’émission autour de 0,5 pm, on peut évaluer tres
rapidement grace a la loi de WIEN la température des couches superficielles du Soleil : on trouve Ts ~ 6 000 K.

de «,, =

Dans la lecture du graphique de la figure 4, on n’oubliera pas que a = et donc que, pour une température

c
kgT\
T fixée, o — 0 correspond a A — oo et réciproquement o — oo correspond a A — 0. Il est donc indispensable
de tracer le spectre en fonction de la longueur d’onde .

2.4 Etude spectrale c;\

Nous allons étudier I'influence de la température T' du corps noir @a distribution spectrale du rayonnement.
d

Le graphique de la figure 5 représente g en fonction de A@ Q

o @vbb‘

|
| |
S ———
0 )\Qm)\lm . A
Fia. 5 — Spectre du rayonnement du corps noir

Les constatations importantes a effectuer sont d’une part le fait que lorsque la température augmente la puissance
surfacique rayonnée a savoir ¢ qui est représentée par 'aire sous la courbe puisque ¢ = f g—‘f\’d)\ augmente
fortement. D’autre part, comme on I’a vu avant le maximum se décale vers les courtes longueurs d’onde comme
la Loi de WIEN. Un corps & la température de T' ~ 300 K émettra essentiellement autour de \,, ~ 10 wm,
c’est-a-dire dans l'infrarouge. C’est le cas de la plupart des objets terrestres. Le principe de la vision nocturne
en infrarouge repose sur la différence des rayonnements émis avec la température. Prenons I’exemple d’une
atmosphere nocturne a 7 °C donc 77 = 280 K et celle d’'un homme a 37 °C donc T» = 310 K. Le rapport des
températures est To /77 = 1,12. La différence entre les rayonnements émis est déja suffisamment notable comme
on peut le voir a la figure 6. Les deux systeémes émettent dans I'infrarouge autour de 10 wm mais la quantité de
rayonnement émis est plus importante pour le corps humain d’ou la possibilité de le détecter.

2.5 Le rayonnement de fond cosmologique

Un corps noir a une température de 3 K possede un spectre réparti aux alentours de A = 1 mm d’apres la loi de
WIEN. Les modeles cosmologiques actuels (dits du big bang) supposent que 1’état initial de 'univers était exclu-
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dep
dA
Corps humain a 37 °C
Environnement & 7 °C
0 Am > 10 pm A

F1G. 6 — Principe de la vision nocturne en infrarouge

sivement constitué de rayonnement, en équilibre thermique a une température tres élevée, donc a une longueur
d’onde tres faible. Le refroidissement rapide associé a ’expansion de I’Univers amena la fin de cette premiere
phase lorsque la température devint suffisamment basse (de 'ordre de 4000 K) pour permettre la recombinaison
des électrons et des noyaux en atomes, puis en molécules : c’est la phase de dominante matérielle, qui dure encore
actuellement. Le rayonnement qui avait été émis a ce moment poursuit depuis une existence propre, découplée
de I’évolution matérielle; il continue de remplir uniformément I'Univers. Cependant, il subit, comme le reste de
I’Univers, 'expansion unlverselle Ainsi, il possédait au moment de la% mbinaison (il y a environ 15 x 10°
années) une température de l'ordre de 4000 K, avec donc une répa n donnée par la loi de PLANCK, et un
maximum d’émission a la longueur d’onde de 0,72 um. La réaljsaddm d’observations astronomiques a grande
distance revient, compte tenu de la vitesse finie de propagatlon es électromagnétiques, a une observation
du passé. Cependant une telle observation est affectée par &%ER F1zEAU, c’est-a-dire par un décalage

vers le rouge (vers les basses longueurs d’onde) du rayonn nt portionnel au rapport v/c, ou v est la vitesse
d’éloignement (on parle aussi de vitesse de récessio serve et ¢ la vitesse de la lumiere. Dans le
cas de ce rayonnement, le rapport v/c pour la fronti one de rayonnement (c’est-a-dire aussi, la limite

est observé depuis la Terre, atteint aujourd’hug Wde r de 'ordre de 1 mm, ce qui correspond & une tempé-
rature apparente de 2,7 K; on dit que 'expag$io iverselle refroidit ce rayonnement thermique, qui porte le
nom de rayonnement de fond cosmologique. Ce %unement, prévu par les théoriciens de la cosmologie, a été
observé pour la premiere fois en 1965 par les radioastronomes américains ARNO PENZIAS et ROBERT WILSON.
Conformément aux prévisions théoriques de la cosmologie, ce fond de rayonnement est pratiquement isotrope
et est tres bien représenté par la loi de PLANCK ; les mesures effectuées le satellite COBE évaluent actuellement
sa température a 2,74 £ 0,06 K.

de l'univers observable) correspond environ & v/¢ nc la longueur d’onde de ce rayonnement, tel qu’il
deii

3 Loi de Stefan

3.1 Expression de la loi

Cette loi est encore appelée loi de STEFAN-BOLTZMANN. Cette loi caractérise le flux surfacique j.qy = @ en
W-m™2 émis par un corps noir & I’équilibre & la température 7. Comme nous 1’avons écrit précédemment, ce flux
surfacique correspond a l'aire sous la courbe représentant la densité spectrale. Pour obtenir le flux surfacique,
on integre sur toutes les longueurs d’onde A, voir la figure 7.

de

dx
: dA
|
|
|
|
:
d

0 Am A A

Fi1Gg. 7 — Calcul du flux surfacique
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> /d
On a donc jray = ¢ = / ( df) dA. Pour calculer cette intégrale, on effectue a nouveau le changement de
A=0

iabl he o t ainsi éeri ; 27rk4T4/ 9" . Cette dernitre intégrale st
variable o« = . n peut ainsi ecrire que = 5 Q. ette derniere imtegrale es
kgT\ P AU Jray 2h? Jy—p expa—1 &

4
™
difficile a calculer, le résultat est la valeur 5 Ainsi, on peut écrire :

Loi de STEFAN-BOLTZMANN @ jqy = 0T
Okt
avec o = 157%'; =5,67x107® W-m~2.K~* est appelée constante de STEFAN-BOLTZMANN. On constate que
C

quel que soit le systeme considéré a partir du moment ou il est assimilé a un corps noir, il obéit & j,qy = oT*.
De plus, la constante o ne dépend que de constantes fondamentales de la Physique.

3.2 Corps gris

Le modele du corps noir est un modele qui ne correspond pas tout a fait a la réalité de ’émission thermique
meéme si le modele fonctionne tres bien pour le rayonnement de fond cosmologique. En pratique, ’émission de
rayonnement est décrite par la notion de corps gris et caractérisée par un nombre 0 < e < 1 qu’on peut qualifier
d’émissivité. Le flux surfacique émis par le corps gris est une fraction de celui émis par le corps noir :

Corps gris : jray = coT? ‘

La description que nous venons de faire du corps gris n’est pas tout g fait satisfaisante car les corps ne sont
pas des émetteurs universels. Cela signifie qu’il ne se comporte pas méme fagon pur toutes les longueurs
d’onde. Les exemples que nous prendront concernent les deux d.o%\es de rayonnement qui nous concernent
a avoir le rayonnement infrarouge autour de 10 pm ou 300 "% ayonnement visible autour de 0,5 pm ou
6000 K. Certains corps peuvent étre considérés comme des gokBs’quagiment noirs dans un domaine de longueur
d’onde et comme des corps gris dans un autre. L’émission s ctu u niveau de la surface, c’est surtout 1’état
de surface d’un corps qui va étre décisive. Dans le t@ 1t on trouve des exemples du comportement
différent d’un méme corps en fonction du domaine &;%ﬁere

S1

€ Infrarouge
A~ 10 um

.EV
,5 pm

acier gal 0,89 0,28
marbre blan 0,47 0,97
verre 0,10 0,90
papier blanc 0,28 0,95
végétation 0,80 0,85

On observe donc que le modele du corps noir s’adapte trés bien au cas du marbre dans 'infrarouge et relativement
mal dans le domaine visible. Pour ’acier galvanisé, c’est plutot l'inverse.

3.3 Définition des flux surfaciques pertinents

Lors de ’étude thermodynamique des systémes qui émettent du rayonnement thermique, on est amené a définir
plusieurs flux surfaciques. Nous avons déja présenté le flux surfacique émis par un corps. Un autre flux important
est le flux réfléchi par la surface d’un corps. Lorsqu'un corps recoit un rayonnement thermique, il ne va pas
en général 'absorber completement. Une partie sera réfléchie. Comme pour I’émission la fraction réfléchie du
rayonnement dépend de la longueur d’onde et donc du domaine spectral. Le coefficient de réflexion est noté
en général A et porte le nom d’albédo. Ce facteur permet d’évaluer la puissance surfacique réfléchie par une
surface par rapport a celle qu’elle recoit. Un exemple : I'atmosphere terrestre réfléchi environ 35% du flux
surfacique qu’elle regoit de la part du Soleil. On a donc A = 0,35. Comme nous I’avons vu pour ’émissivité e,
I’albédo dépend aussi du domaine de longueur d’onde. En particulier, ’atmospheére va relativement peu réfléchir
le rayonnement infrarouge mais plutot I’absorber.

— Le flux surfacique émis est donné par le modele du corps noir Yemis = o7 ou bien par celui du corps gris
_ 4
Pémis = eoT".

— Le flux surfacique incident sur une surface est : Qincident-

— Le flux surfacique réfléchi par une surface est : @rsschi = APincident-
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Pincident

<pel‘nlb

Préfléchi

Soabsorbe

F1a. 8 — Bilan des flux surfaciques

— Le flux surfacique absorbé par une surface est : @absorbe = (1 — A)Pincident-
— Le flux surfacique partant d’une surface est : @partant-

La figure 8 présente un bilan des différents flux surfaciques définis ci-dessus.
Avec les définitions proposées, on constate que le flux incident se décompose en flux absorbé et en flux réfléchi :

Pincident = Préféchi + Pabsorbé

De la méme facon, le flux partant comporte deux contributions, une issue de la réflexion et une autre issue de
I’émission propre par la surface :

Ppartant = Préfléchi + Pémis %\,
Le modele du corps noir suppose que ¢rsaechi = 0. Par conséquent, @ Pincident = Pabsorbé = Ppartant = Pémis-

Considérons un corps considéré comme noir a la température }gé dans un environnement aussi assimilé a
un corps noir a la température Ty. Ce corps émet selon la 16% N-BOLTZMANN le flux surfacique 7.
Mais dans le méme temps, il recoit de la part de son enviro ent\ka Hux surfacique oT}f. Pour tout probleme
énergétique, il faudra tenir compte de ces deux flux %lq i 'on utilise la convention habituelle de la
Thermodynamique qui compte positivement les éner% egass r le corps considéré, on a donc le bilan de flux
suivant :

3.4 Linéarisation d’un bilan de ra}'f%nnement
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Q
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M
partie IV : Filtres gl"_ﬁ\ nalyses de Fourier |
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Rappels d’électrocinétique

I Rappels sur les dipodles

I.1. Rappels sur les conducteurs ohmiques

a) Loi d’Ohm locale

Un conducteur est un corps a l'intérieur duquel des charges peuvent se déplacer sous l'action d’une
force, aussi petite soit-elle.

Prenons le cas simple d’un conducteur filiforme. En appliquant une différence de potentiel U = V4 —Vp
entre deux points assez proches A et B de ce conducteur, on impose un champ électrique

E = —gradU = —grad(Va — V)

Les porteurs de charge, de charge ¢, sont alors mis en mouvement sous l’effet de la force de Lorentz

dq

? = qﬁ et il apparait alors un courant d’intensité ¢ définie par ¢ = in correspondant a la quantité de

charge traversant une portion de conducteur par unité de temps.

Lorsque la géométrie du conducteur est plus complexe, on intro‘é‘uit la densité volumique de courant
%
7= D
ol pn, est la densité volumique de charge mobile et 7 la e%s des porteurs de charge. La charge totale

traversant une section d2S pendant dt vaut dg = p,, Ko GoS &Qt I'intensité du courant vaut alors

M 52
dz‘:pmz- A @28
g{é@bonducteurs et dans un large domaine de validité,

le vecteur densité volumique de courant est@opq
conducteur 'Q N

& =1 E

ot v = (M) est la conductivité électrique au point M.
Propriété
On dit qu'un conducteur vérifie la loi d’Ohm locale si, en chacun de ses points

7 =+E

ou ~ et la conductivité du matériau, _7> la densité volumique de courant et ﬁ le
champ électrique dans le matériau.

L’expérience montre que pour un grand n
nnel au champ électrique B en chaque point M du

On parle alors de conducteur ohmique.

Un conducteur ohmique parfait est caractérisé par un conductivité infinie :

v — oo conducteur parfait
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b) Résistance et conductance électriques

Considérons un conducteur filiforme de longueur ¢ et de section S :
I =38 (intensité du courant)

U= / E.dl ~ Bt (tension aux bornes du conducteur)

La loi d’Ohm locale devient

§:j=’YE=’Yz soit avec R:fy_S

On retrouve la loi d’Ohm.

Propriété
On définit la résistance R d’un trongon de conducteur ohmique de longueur £ et
de section S par la relation

¢
R=p— enohm (Q)
S
ol p = 1/~ est la résistivité du matériau.

De la méme maniére, on définit la conductance G par

S

G: /7

1
— ; g
7 en siemens ()

N \2}'

I.2. Dipole : définition et convention

Définition :

On appelle dipdle électrocinétique tout systéme relié a un circuit élec-
trique par 2 podles.

Schématiquement, un dipole est généralement représenté par un rectangle, traversé par un courant
électrique d’intensité i et aux bornes duquel existe une différence de potentiel u, appelée tension.

Remarque

C’est en raison de la différence de potentiel aux bornes d’un dipdle qu’un courant électrique
s’écoule !

Le schéma ci-dessous fait apparaitre les deux orientations possible de la tension.
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- s
+ _ +
7 ?
Convention récepteur Convention générateur

En convention récepteur la tension u et le courant ¢ sont orientés en sens opposés.

En convention générateur la tension u et le courant ¢ sont orientés dans le méme sens.

I.3. Caractéristique et classification des dipdles

Définition :

On appelle caractéristique d’un dipole la courbe i = f(u) ou :

* ¢ est l’intensité du courant qui le traverse;
* u est la tension a ses bornes, une fois précisée la convention générateur

ou récepteur.

> U > U
Convention Exemple Exemple
signe passif, linéaire passif, non-linéaire

L

// > U / > u
Exemple Exemple
actif, linéaire actif, non-linéaire

FIGURE 1 — Exemples de caractéristiques.

version octobre



cours 2eme année MP(SM)-TECHNO page 423

Définition :

Un dipole est dit passif si sa caractéristique passe par l'origine (i = 0
et u=0).

Un dipéle est dit actif si sa caractéristique ne passe pas par l’origine.

Définition :

Un dipdle est linéaire si le lien entre u et i est :
* ou bien une fonction affine ;
* ou bien une équation différentielle linéaire a coefficients constants.
Sinon, il est non-linéaire.

@”
En électrocinétique, les dipoles étudiés @% Sg@tltues

* de sources idéales de tension ou de
* de résistors, de condensateurs ou de b
* d’éléments non-linéaires (diodes, transmtors, amphﬁcateurs opérationnels).

1.4. Exemples de dipoles

Nous donnons dans la suite quelques exemples de ces dipoles

a) Sources idéales de tension et de courant

Définition :

Une source idéale de tension fournit une tension constante, appelée
force électromotrice (f.e.m.), indépendamment du courant qui la traverse.

Une source idéale de courant fournit une courant d’intensité constante,
appelé courant électromoteur (c.e.m.), indépendamment de la tension a
ces bornes.

De telles sources sont représentées schématiquement sur la figure ci-dessous.
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E U
— —
LN 3 < >
Source idéale de tension Source idéale de courant
de f.em. de c.em. n

Les caractéristiques des sources idéales de tension et de courant sont représentées sur la figure 2.

Source idéale de tension Source 1deale de courant
qjo
FIGURE 2 — Caractéristiques de sources idéales de &3%«1 (gauche) et de courant (droite).

Q
Remarque @

Une source idéale est un dipdle linéaire aéy“

Y)@ﬁ

b) Dipoles linéaires passifs

Parmi les dipodles linéaires passifs, on distingue :

* les résistors, caractérisés par une résistance R ;

* les condensateurs idéaux, caractérisés par une capacité C';
* les bobines idéales, caractérisés par une inductance L.

Les relations entre l'intensité du courant et la tension aux bornes de chaque dipdle sont indiquées sur
la figure 3.

i 7 7 T
C
) du ds
u = Rt — = —_7
1=C = u=1L T
FIGURE 3 —
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En régime sinusoidal permanent, un dipdle linéaire soumis a une tension sinusoidale

u(t) = Uy, cos(wt + )

est parcouru par un courant d’intensité

i(t) = i cos(wt + ;)

A la tension u(t) et a I'intensité i(), on associe les grandeurs complexes suivantes :

U= Uy, WP et =g, W)

Définition :

En régime sinusoidal permanent, on définit I’'impédance complexe Z et
’admittance complexe Y d’un dipoéle linéaire par les relations

1
u=Zi= et i=Yu=—u
u=21 o i=lp=—w

Remarque L
fawemargue VR
En utilisant les expressions générales e@t i, on en déduit

Z — u_m ei(%u—s@z‘) soit Um = ’Z| im
Yu — s = p = arg(Z)

im

Les résultats concernant les résistors, condensateurs idéaux et bobines idéales sont résumés dans le

tableau ci-dessous.

Dipéle Résistor | Condensateur idéal | Bobine idéale
. . . , du di
Relation courant-tension | u = Ri 1=C — u=1L—
dt dt
. . . . du de
Relation entre u et ¢ u=Ri i=C — u=L —
dt dt
Impéd 1 Zr=R L= ! Z L
mpédance complexe Zp= Lo = O ;= JLw
. 1 . 1
Admittance complexe | Y, = 0 Yo=jCw Y, = Tw
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c) Exemple de dipodle non-linéaire : la diode

Une diode est un dipole dont la représentation figure ci-dessous.

u
-

AR

La caractéristique d’une diode est représentée sur la figure 4. La relation suivante entre ¢ et u est la
suivante :

1 <0 et u<V
1=0 siu < Vy
u=20 sit>0

Généralement, pour une diode réelle V; = 0,7 V

i . ‘Z’é& i
S
Q
W N
o » & .
e oV,
&.
SICE
Qo
S
Diode idéale Diode réelle

FIGURE 4 — Caractéristique d'une diode idéale (gauche) et réelle (droite).

Remarque

La relation entre © et w n’est ni affine, ni une équation différentielle linéaire a coefficients
constants : une diode est un dipdle non-linéaire.
C’est également un dipole passif car la caractéristique passe par le point (u= 0,1 = 0).

Remarque

Dans la pratique, une diode peut supporter de grande tension négative et de forts courants mais
au-dela de certaines valeurs, elle se détériore.

Certaines diodes possédent la propriété de laisser passer le courant pour des tensions suffisamment
négative : ce sont des diode Zener dont la caractéristique est représentée sur la figure 5.
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Diode Zener idéale Diode Zener réelle

FIGURE 5 — Caractéristique d’une diode Zener.

II Lois de Kirchhoff et conségquences importantes

II.1. Loi des nceuds et théoréme de Millman

Loi des nocuds

Dans I'approximation des régimes quasi-stationnaires (A.R.Q.S.), la somme algé-
brique des intensités arrivant & un nceud est nulle :

k
ou
e ¢, = +1 si le courant d’intensité 7, arrive sur le nceud ;
e £, = —1 sinon.
~
Remarque

Cette relation est également valable en notations complexes, a condition que la fréquence des
signaux ne soit pas trop €élevée.

Considérons le circuit de la figure 7 et plagons-nous en régime siusoidal permanent.
La loi des noeuds en A conduit a
11 + 12 + 1'3 =0

ol iy, %, et 75 sont les intensités complexes des courants arrivant en A issus des branches 1,2 et 3. On en
déduit, en introduisant les impédances complexes.
V,-V Vo—V Voa—V
L1— Y4 Lo VA L Fa
Z1 Z2 Z 3
~—

=0

31 ) 13

On obtient le théoréme de Milmman

Z1K1 + Xzzz + ZgKS = (Xl + XQ + XS) KA

version octobre



cours

2éme année MP(SM)-TECHNO

page 428

I I

Iy

I5

FIGURE 6 — Dans I’A.R.Q.S., la loi des nceuds impose

:zk5k1k211+[2+-[3_14_15:0~

v
z, -

IN

I<

Vs
)% b‘
FI@E{Sb
Théorsme de Millman Koo 9

En I'absence de sources de courant ou de tension, le potentiel complexe d'un
noeud est le barycentre des potentiels complexes des noeuds voisins affectés des
admittances complexes correspondantes

V., = Zk Xk’zk
! Ekz Zkz

Remarque

Le théoréme de Millman n’est qu’une conséquence de la loi des neuds !

FExemple

Appliquons le théoreme de Millman pour déterminer le potentiel complexe Vo dans le circuit de la figure 8.

Ve Vs
- _R'R
— 1+1+1

RRTZ
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FIGURE 8 —

I1.2. Loi des mailles et loi de Pouillet

Loi des mailles

Dans I'approximation des régimes quasi-stationnaires (A.R.Q.S.), la somme algé-
brique des tensions dans une maille oriéntée est nulle :

Z Ekuk(t) =0
k

ou
e £, = +1 si la tension uy est orientée dans le sens conventionnel de la maille ;
e £, = —1 sinon.
D (O\)‘
Remarque & 66

ons complexes, a condition que la fréquence des

,&Q
Cette relation est également valable Qﬁ n%{%
Y

signaux ne soit pas trop €élevée.

Lorsqu’'un circuit ne posséde qu'une seule maille, on peut déterminer rapidement l'intensité le tra-
versant & 'aide de la loi de Pouillet.

Considérons le circuit de la figure 9 et on oriente le circuit dans le sens du courant.

—
1
Y I
+
al] IE
€2
e
i /
FIGURE 9 —
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cours

La loi des mailles impose, en notations complexes :

e1—Zii—e— Z3i— 231 =0

€1 — €2

1=
T it 4yt Zs

soit

Loi de Pouillet
Dans une maille unique, I'intensité du courant est donnée par

Zk: €k Ck

1= ——
T 2k

ou €, = +1 si la tension e, est dans le méme sens que le courant et €, = —1 sinon.

I11.3. Ponts diviseurs de tension et de courant c}

a) Rappels sur les associations de dipoles . Q‘Z)
N

Propriété
L’impédance équivalente a ’association en série de dipoles est la somme des im-

pédances des dipoles

By = E /), association en série

k

L’admittance équivalente a l’association en paralléle de dipoles est la somme des

admittances des dipoles

& = Y}, association en parallele
k
1 2 23
i — Z - EZ =, Z3 n
S O [ N ] Y ~
— P
0 o, D
. €eq Zeg ®\_(2 = Yeq
L 6 ] % L]
‘®_ avec Y =Y+ Y, +Y;
’_“13 et Ny =Ny +N2-N3
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FIGURE 10 — Pont diviseur de tension.

b) Pont diviseur de tension

Considérons l’association en série de deux dipdles d’'impédances complexes Z; et Z,, comme indiqué
sur la figure 10.

Notons [ I'intensité complexe du courant qui traverse les dipdles. Puisque le méme courant traverse les
deux dipdles :

o4 _ L
T 4yt 4y Z
On en déduit p
Uy = Z, +212-Q @é\d
N
Pont diviseur de tension & QA

Considérons ’association en série de dipoles d’impédances complexes Z,., soumise
a la tension u. La tension au bornes du dipéle n vaut alors

YA

“n
u, = U

—n Zk Zk —

Remarque

Afin d’appliquer la formule du pont diviseur de tension, il faut s’assurer que tous les dipdles
sotent parcourus par le méme courant!

c) Pont diviseur de courant

Considérons I'association en paralléle de plusieurs dipoles, d’admittances complexes Y, Y,, ..., comme

indiqué sur la figure 11.
! in,
J

FIGURE 11 — Pont diviseur de courant.

[ S
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Notons u la tension aux bornes des dipdles. Puisque les dipoles sont soumis & la méme différence de
potentiel :

n Ly
Y Yt Y,
On en déduit
. Y,
AN

Pont diviseur de courant

Considérons 'association en paralleéle de dipoles d’admittances complexes Y,
alimentée par un courant d’intensité complexe 7. L’intensité du courant traversant

le dipole n vaut alors
Y

Zn = _— n
Zk: Y, -

X
Remarque -

Afin d’appliquer la formule du pont diviseur de courant, &but s’assurer que la différence de
potentiel soit la méme aux bornes de tous les dipdles ! ’\\

Yy N
Mo
27 hd 2 hd ?’@
III Modélisation de Thévenif .eg) Norton
O
II1.1. Modéles de Thévenin et @ b@ton des dipoéles linéaires actifs
O/

Tous les résultats qui suivent seront énonces en régime sinusoidal permanent.
Un dipdle linéaire actif est modélisé par I’association en série :
* d’une source idéale de tension, de force électromotrice € ;

* d’un dipdle linéaire passif, d’impédance complexe Z.

La tension aux bornes d’un tel dipdle vaut

IS
Il
Iy
|
N
|

Mais cette relation peut aussi s’écrire

L=n— avec 1) =

NI
NI

Il est donc possible de modéliser un tel dipole par 1'association en paralléle :

(&
* d’une source idéale de courant électromoteur 17 = 7

* d’un dipoéle de méme impédance Z.

La figure 12 illustre I’équivalence de ces deux modélisation.
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(B
|==.

AN

I
—_—

FIGURE 12 — Modélisation de Thévenin (gauche) et de Norton (droite) d’un dipdle linéaire actif

Propriété
En régime sinusoidal forcé, un dipole actif linéaire peut étre représenté en notation

complexe par :

* un générateur de Thévenin (source idéale de tension de f.6.m. e en série avec une
impédance Z);

* un générateur de Norton (source idéale de courant de c.é.m. 1 en paralléle avec

une impédance Z)

.
On a la relation : n = =
1=z

N
&

IT1.2. Modélisation d’un résea@ﬁdigglaire linéaire
Y @y

En régime sinusoidal forcé, tous les dipdles linéaires ont une caractéristique de la forme u = ai + b.
Comme les lois de Kirchhoff sont linéaires, la loi caractéristique de I'ensemble du réseau est aussi linéaire :

u=ai+f.

Eoa™

D
0 »

—1 «RB

Réseau : Z, e, n
pente : 1/Z¢

Un réseau linéaire de cette forme est modélisable par un générateur de Thévenin représenté ci-dessous

formé :
* d’une source idéale de tension de force électromotrice Feg ;

* d'un dipéle d'impédance Ze.
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|

iy

S

Ce méme réseau linéaire est aussi modélisable par un générateur de Norton représenté ci-dessous formé :
% d’une source idéale de courant de courant électromoteur 7 ;
* d’'un dipole d'impédance Ze.

3
> * A
Z:ne_;
N Zeq
* B ~

'\Q@

II1.3. Méthode de superposition des ét@@
N>
Lorsqu’un réseau linéaire dipolaire est constib%g eogfﬁ}ieurs sources, on pourra appliquer avantageu-
sement le principe de superposition suivant. & 6

Principe de superposition A&Q 0‘6

Dans un circuit linéaire comportant des sources sinusoidales libres, la valeur com-

plexe x(t) d'une grandeur quelconque (courant ou tension) est égale a la somme des

valeurs complexes de cette grandeur obtenues lorsqu’une seule source fonctionne, les

autres étant éteintes.

* D'intensité dans une branche est la somme des intensités i(k) produites par chaque
source k fonctionnant seule;

* la tension aux bornes d’'un dipole est la somme des tensions u(k) produites par
chaque source k fonctionnant seule.

—F extinction extinction

O —> D > —e —

Remarque : dans le cas ot les sources n’ont pas la méme fréquence, les impédances complexes du circuit
changent avec chaque source puisque ces impédances dépendent de la pulsation w.

I11.4. Théoréme de Thévenin

On cherche les caractéristiques Eq et Zo, du générateur de Thévenin équivalent a un réseau linéaire.
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a) Détermination de Eqq

On constate que u = E,, lorsque ¢ = 0, c’est-a-dire lorsque le circuit est ouvert entre les points A et B.

Pour déterminer F,q, il suffit de mettre le réseau en circuit ouvert et de calculer u = E,, par les mé-
thodes usuelles (diviseur de tension, théoréme de Millman ...).

b) Détermination de Zgq

Si I’on éteint les sources libres, alors E., = 0. On a alors u = —Z,, 4. L'impédance Z,, est donc I'impé-
dance du réseau quand toutes les sources sont éteintes : on parle de réseau passivé.

Pour déterminer Z,, il suffit d’é¢teindre les sources et de calculer I'impédance équivalente au réseau par
association d’impédances.

c) Théoréme de Thévenin

Théoréme de Thévenin

Tout réseau dipolaire linéraire D peut étre modélisé par I'association en série :

— d’une source idéale de tension de f.é.m. E,, égale a la tension aux bornes du réseau
en circuit ouvert ;

— d’un dipéle d'impédance Z,, égale a 'impédance du réseau passivé (toutes sources

libres éteintes).

Y J

K
Q
NEY

I11.5. Théoréme de Norton

On cherche les caractéristiques 7eq et Zeq du générateur de Norton équivalent & un réseau linéaire.

a) Détermination de

On constate que i = 7, lorsque u = 0, c’est-a-dire lorsqu’on court-circuite le réseau entre les point A
et B en reliant ces points par un fil.

Pour déterminer 7, il suffit de mettre le réseau en court-circuit et de calculer 7 = 7., par les méthodes
usuelles (diviseur de courant, théoréme de Millman ... ).

b) Détermination de Zq,

Si I'on éteint les sources libres, alors 7, = 0. On a alors u = —Z,,i. L'impédance Z,, est donc I'impé-
dance du réseau quand toutes les sources sont éteintes : on parle de réseau passivé.

Pour déterminer Z.,, il suffit d’éteindre les sources et de calculer I'impédance équivalente au réseau par
association d’impédances.
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c) Théoréme de Norton

Théoréme de Norton

Tout réseau dipolaire linéraire D peut étre modélisé par ’association en paralléle :
— d’une source idéale de courant de c.e.m. 7, égal au courant qui traverse le dipole
équivalent en court-circuit ; -
— d’un dipole d'impédance Z,, égale a 'impédance du réseau passivé (toutes sources
libres éteintes). -

IT1.6. Application : pont de Wheatstone

Z4 est I'impédance d’un détecteur de courant : on cherche I,.

1. Identifier le réseau dipolaire AB & ?’66
SESe
3O
o
N
2. Calculer E,
En circuit ouvert u = ug = us + up
Divi de tensi L E ; —Z3E
iviseurs de tension : uy = —— et ug = ——
' 2Tl % S Zs+ Z

Donc | E Z2 %) g
ONC | Lrgg = Ueo = — — — L
1=\ L+ 2%y Zs+ 7 (Z1+ Z2) (Zs + Z4)

3. Calculer Z,,
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_ 44 4
" L+4 L+

N

4. Remplacer le dip6le par son modéle de Thévenin

E.
]_ q

= St ]{ d
‘ €q + é EL
Le pont de Wheastone est dit équilibré si I; = 0 (E., = 0). Condition
d’équilibre : Z, Z3 = Zy Z4 o

IV Puissance recue par un dipole

IV.1. Convention récepteur/générateur @c:,
a) Convention récepteur @1\,&

Soit un dipéle parcouru par un courant d’ 1n§ ng‘c aux bornes duquel
on a une tension u(t) = vy — vp avec la co e signe de la figure ci- ‘L |, conventiondesigne
contre. récepteur

La puissance instantanée recue par 1@ p&@ogbt alors : P(t) = u(t) x i(t)

— Siu et i sont tous les deux positifs, la puzssance recue est positive. Le dipdle a un comportement
récepteur.
C’est pourquoi cette convention de signe ot u et ¢ sont de sens opposés est appelée convention
récepteur.

— Dans le cas ou soit la tension soit I'intensité est négative, la puissance recue est négative. Le
dipole a un comportement générateur.

b) Convention générateur

On définit alors une deuxiéme convention de signe (figure ci-contre), ou tension

et courant vont dans le méme sens. On parle de convention générateur. U Convention de signe
générateur

La puissance instantanée fournie par le dipole est alors : | P(t) = u/(t) x i(t)

— Si o et i sont tous les deux positifs et la puissance fournie est positive. Le dipdle a un com-
portement générateur.

— Dans le cas ou soit la tension soit 'intensité est négative, la puissance fournie est négative. Le
dipdle a un comportement récepteur.
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Remarque

Il faut bien noter que le caractére générateur ou récepteur d’un dipdle est différent de son
caracteére actif ou passif. On peut par exemple avoir un dipdle passif qui fonctionne en générateur
ou un dipdle actif qui fonctionne en récepteur (exemples du condensateur ou d’une bobine). De
meéme, le caractére générateur ou récepteur d’un dipdle est indépendant de la convention choisie
(un résistor sera récepteur quelle que soit la convention utilisée).

IV.2. Régime sinusoidal permanent : valeur efficace et valeur maximale

Dans toute la suite, on se place dans le cas de signaux sinusoidaux T-périodiques de la forme :
z(t) = x, cos(wt + @)

avec w = 271 /T et x,, la valeur maximale de x(t).

On définit la valeur efficace de x(t) par

Xeg = /(22 ot {(22(t))r =

Avec 2 &

on trouve t
X2 = —1 / Q(t) it | Xeg = —xm
T Qm o
off 1 0 i \/5

x(t) prend alors la forme &&O?)

T
/ 22(t)dt (valeur moyenne de z?%(t))
0

N =

K
(3]
=
]
=
[\
(@)
(@)
wm
o
&
+
+
s
]
N
(@)
BZN
DN
&
~+
_'_
[\»)
s

Dans le cas d’un dipdle, on notera

* u(t) = uy, cos(wt + ¢,) la tension a ses bornes ;

* i(t) = im cos(wt + ;) U'intensité qui le traverse;
ouT =27 /w.
Um = U V/2 et i, = Lgv/2 sont respectivement la tension et I'intensité maximales, Usg et I étant la
tension et l'intensité efficaces.

IV.3. Régime sinusoidal permanent : puissance moyenne

En convention récepteur, la puissance instantanée recue par le dipole est de la forme
p(t) = u(t) X i(t) = Up iy cos(wt + @,) cos(wt + ;)

soit

p(t) = 5 [cos @ + cos(2wt + ¢, + @;)]  avec avec ¢ =@, — @

La puissance moyenne sur une période T est définie par

En évaluant 'intégrale, on trouve :
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U I

T T
P, = / cos pdt + / cos(2wt + @, + ;)dt
2T 0 0

Uy I

1
= <T cos p + % [sin(2wt + @, + %)]g)

2T

Uy Iy
= Cos @

Propriétée
En régime sinusoidal, la puissance moyenne regue par un dipdle est appelée puis-
sance active avec :
* Uy Lo : puissance apparente (en VA volt-ampére) ;
* cos p : facteur de puissance
ou @ est le déphasage entre la tension et 'intensité.

X
S
IV.4. Exemple : puissance moyenne recue p@ql)es dipoles R, L et C

Plagons-nous en régime sinusoidal permanent. ® Q
W N
» &
a) Cas du résistor « e

La tension aux bornes d’un résistor e@nte. 6@3 qui le traverse sont en phase de sorte que

c}*:O:>cos<p:1

et
Uets
) e
Pn(R) = Ueps Lepp = Rlcyy = —5~
Remarque
U U,
La puissance instantanée est de la forme p(t) = 5 [1+ cos(2wt + ¢, + ¢;)] > 0 donc le
résistor a toujours un comportement récepteur.
Remarque

Le réseau EDF est constitué de cdbles de forte résistance. Afin de ne pas perdre trop d’énergie
dans le transport d’électricité, il faut limiter la valeur de I.g, ce qui revient & imposer une forte
différence de potentiel.
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b) Cas du condensateur idéal

Pour un condensateur idéal, u(t) et i(t) sont déphasés de —m/2 :

:Z :—1 :ie_jﬂ-/2

¢ jCw Cw

I |2

dou p = —7/2.

Ainsi
cosp(C)=0 et |[Pn(C)=0
En moyenne, un condensateur de consomme pas n’énergie : un condensateur restitue en moyenne autant

d’énergie que ce qu’il recoit.

Pour une bobine idéale, u(t) et i(¢) sont déphasés de +7/2 :

I IIC

—ZL—jLw—ngQ@%

x
d'ott ¢ = 7/2. @
Ainsi @
oS Lb&,{) 636 Pu(L) =0

En moyenne, une bobine de consommega \ehergle une bobine restitue en moyenne autant d’énergie
que ce qu’elle regoit. \‘

d) Cas général

Soit Z I'impédance du dipole étudié et Y son admittance.

U Uy U, U.
Z === " oileup) = —S (cos p + jsinp) On a alors Re(Z) = s Cos
L iy Legs eff
P SN Y . Lefy
Y="= "¢l = (cosp — jsinp) On a alors Re(Y) = Cos
U Up Uey Uesy
Finalement, | P, = Uy losp cos = Re(Z) Ifff =Re(Y) Ufff
, 1
Exemple du circuit RLC série : Z = R+ j (Lw — C’—> Re(Z) =R P = leff
w

La seule énergie consommeée est celle dans la résistance.
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Remarque

Lorsque l'on cherche a calculer une puissance moyenne, il faut revenir aux notations réelles. Il
est toutefois possible de définir une puissance compleze définie par

P = (ult) < (1)
dont la partie réelle s’identifie a la puissance active :

P = Re(P)
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Analyse de Fourier

1 Théoréme de Fourier

1.1 Série de Fourier

Soit une foncion périodique du temps ¢, de période T, de pulsation w = 2%

A tout instant ¢ ou la fonction est continue, elle est développable de facon unique en série de
Fourier :

F(t) = a0+ Y [an cos(nwt) + by sin(nwt)]

n=1

ap : amplitude de la composante continue
a1 coswt + by sinwt : terme fondamental de méme période que la fonction.
ap, cos(nwt) + by, sin(nwt) : harmonique de rang n.

1.2 Expression des coefficients de la série \
t0+T
ag = (f(t)) = T /to t) dt va@&%me de f(t)

Pour n > 0, @
to+
/ ?’tt}%}nwt )dt

@} ) sin(nwt)d

1.3 Autre forme du développement

L’harmonique de rang n peut s’écrire

ay, cos(nwt) + by sin(nwt) = C, cos(nwt + ¢y,)
= Cplcos(nwt) cos ¢, — sin(nwt) sin ¢,,]

Le développement en série de Fourier de la fonction T-périodique f(t) peut étre mis sous la
forme :
o0
ft)=Co+ Z C,, cos(nwt + én,)
n=1

Cy = ap : amplitude de la composante continue
C,, = /a2 + b2 : amplitude de ’harmonique de rang n
¢n = —tan(b,/a,) : phase & lorigine des temps pour ’harmonique de rang n
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1.4 Propriétés

- Pour un signal physique, 'amplitude des C,, tend vers zéro quand leur rang tend vers l'infini.

lim C, =0

n—oo

- Lorsque f(t) est paire, son développement en série de Fourier est aussi pair, ce qui entraine
b, = 0, quel que soit n. D’ou :

ft) =ao+ Z ap, cos(nwt)

n=1

La série de Fourier d’une fonction paire est une série de cosinus.

- De méme, lorsque la fonction est impaire, son développement en série de Fourier est impair

ce qui entraine a, = 0 d’ou :
oo
= E by, sin(nwt)
n=1
La série de Fourier d’une fonction impaire est une série de sinus.

1.5 Spectre de Fourier @CO

L’nsemble des amplitudes C), forme le spectre de freq la fonction f(t). Il est représenté
par un diagramme en batons, spectre de raies, obtenu e tant les amplitudes C, en fonction
des pulsations nw, ou plus simplement en fonction des %

@
o

Cpd

Sly

0 1 2 3 4 5

FIGURE 1 — Spectre de la fonction f(t)

1.6 Formule de Parseval

La valeur efficace F' d’un signal f(t) périodique développable en série de Fourier :

to+T
P = (P0) = 7 / £2() dt

to

s’obtient par la formule de Parseval :

1 & 1 &
(F2(t) §Za +b2) = §+§Zcﬁ
n=1 n=1
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1.7 Série a coefficients complexes
La série peut étre écrite en utilisant des nombres complexes. Pour I'harmonique de rang n :

al(einwt + e—inwt) + bl(einwt _ e—inwt)

2 2

inwt [ Gn — an —inwt [ 9n + 7b"
e <72 > +e <72

ap, cos(nwt) + by, sin(nwt) =

On pose

a, — ib,

c, = —5 pour n >0
¢, =¢C;
Qo = ap

On peut alors réécrire la série sous la forme :

S(t): f: Qneinwt

avec | T | C’O\,
Qn = 7/ f(t)eiantdt Q)
T/, Q

2.1 Signal ”créneau* @ (Ob‘
\afie'

FIGURE 2 — Fonction créneau

Fonction impaire, d’ou a,, = 0, Vn

o (T/2

—-T/2
4A T/2
= T | sin(nwt) dt
241 — (—1)"
= —7[ (=1)"] (wT = 2m)
™ n
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b, = 0 pour n pair (n = 2p)

B A251n2p+1
T = 2p+1

2.2 Signal triangulaire

s f©®

/N e
VIV

FIGURE 3 — Fonction triangle

Fonction paire, d’ou b, = 0, Vn

Fonction & valeur moyenne nulle : ag = & f @é&
a, = @Sb

= 1—4— cos (nwt) dt

4A 1 — (=
= 7[_2 T CUT = 271')
a, = 0 pour n pair (n = 2p)
8A >\ cos(2p + 1wt

0

3 Synthese de Fourier

3.1 Signal continu

Notons sy, (t) la série de Fourier d’un signal périodique et continu s(t) limitée & ses n premiers
termes. Lorsque n tend vers 'infini, s, (¢) tend vers s(t) : lim,, o0 S (t) = s(¢). Lors de la syntheése
d’un tel signal, la somme des premiers harmoniques suffit & le représenter de fagon satisfaisante.

3.2 Signal discontinu

Soit s(t) un signal périodique développable en série de Fourier et présentant une discontinuité

ent =t.
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La série de Fourier sp(t) est continue et tend vers :

seto) = 5lslto) + s(to1)]

quand ¢ tend vers tg. Au voisinage de tg, le graphe de sp(t) varie continliment et rapidement de
part et d’autre de la discontinuité.

En un point de discontinuité, ’écart entre les graphes de sp, () et sp(t) au voisinage de ¢y diminue
quand n augmente, mais il est irréductible, quel que soit le nombre d’harmoniques considéré. Cet
effet est connu sous le nom de phénomene de Gibbs.

[

)i

FIGURE 4 — Série tronqu@xv b&elgnal carré

S :0>°>
Q@-
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L’essentiel du chapitre'

> Décomposition en série de Fourier d’une fonction périodique

Soit f(t) T-périodique. On note w = 2%.

A tout instant ¢ ou la fonction est continue, elle est développable de facon unique en série

de Fourier : .
ft) =ao+ Z [a, cos(nwt) + by, sin(nwt)]
n=1

ap : amplitude de la composante continue
a1 coswt + by sinwt : terme fondamental de méme période que la fonction.
an, cos(nwt) + by, sin(nwt) : harmonique de rang n.

> Expression des coefficients de Fourier

1 [to+T
ap = (f(t)) = T / f(t) dt valeur moyenne de f(t)
Jto

) to+T
ap = — f(t) cos(nut

L S
o [ R

La série de Fourier d’une fonction paire est sérig~e’ cosinus.

La série de Fourier d’une fonction impaire@t Hréjéme de sinus.

Pour n > 0, X
o

> Spectre d’une fonction pério{&e 6)

L’harmonique de rang n peut aussgé’ L) Y O cos(wt + ¢n) avee Cp, = /a2 + b2
L’ensemble des C,, forme le spectre déMa fonction.
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