Calcul des structures sous
effets dynamiqgues et sismiques

Systemes a un degré de liberté
(SDOF)




Introduction génerale

* Objectifs du cours :

Présentation générale des méthodes d’analyse des structures soumises a
des chargements dynamiques;

Rappel: analyse = détermination des déplacements (et grandeurs
dérivées) et des efforts, dans une perspective de dimensionnement ou de
verification.

e Chargement dynamique :

= Actions qui évoluent au cours du temps (en direction, intensité et/ou
position)

[Rappel: chargement quasi-statique = forces d’inertie négligeables]
—> Laréponse de la structure évolue au cours du temps !!

—> Déterminer les valeurs utiles pour la vérification ou le dimensionnement



Introduction génerale

Actions dynamiques dans le domaine du genie civil :

- Vibrations provoquees par le trafic (trains, camions) - charges mobiles
d’intensité constante ou non (hypothese a faire);

- Vibrations provoquées par I’homme: marche, sauts, danse...
- Vibrations provoquées par les machines (machines tournantes...)
- Explosions et impacts

- Vent: composante moyenne statique + composante turbulente
dynamique

- Seismes: sollicitation par accélération imposée des fondations des
structures (composantes verticale et horizontale)

- Houle: cas des structures cotieres et off-shore + navires



Introduction génerale

* Criteres a respecter variables selon les cas :
- ELU traditionnels (vent, houle)
- Fatigue (machines), ELS

- Acceélérations maximales pour des raisons technologiques (TGV) ou de
confort (vibrations "humaines")

- Reésistance résiduelle suffisante (seisme, explosion)

 Dynamique déterministe >< dynamique stochastique :

- Déterministe: chargement parfaitement défini = 1 réponse sous 1
charge donnée

- Stochastique (probabiliste): chargement connu via des grandeurs
statistiques (moyenne, écart-type...) et/ou énergétique - estimation des
caracteristiques statistiqgues de la réponse (et en particulier les grandeurs
extrémes pour une certaine période de retour)

- 2 familles de méthodes



Systemes continus — MDDL — 1DDL

 Exemple 1 : poutre sur deux appuis

El,Lp2>p=pQ

A A

Hypothese 1:

raideur et masse uniformeément réparties sur la longueur + déformée =
fct(x) = systeme continue

Hypothese 2: f—o—o—o—o—o——

Modele "elements finis" - systeme a N degres de liberté

A ' A
Déformée vibratoire supposée connue et définie par son amplitude -
systeme décrit par un seul parametre (1 degré de liberté)

Hypothese 3:




Systemes continus — MDDL — 1DDL

 Exemple 2 : portique
En genéral, systeme continue ou plus souvent MDDL (modeles EF)

Mais aussi modeles simplifiés ("'brochettes” et "chariots")
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Equation du mouvement pour les systémes 1DDL

i—> (x,u) — (x,u)

K I Fy I

m ¥ P() —T P()
© O M7

F.=Ku ,
. —> F,=P-Ku-Cu
F.=Cu

Newton: %(I\/Iu‘)zF —— MU+Cu+Ku=P(t)

Ouencoreenposant °=K/M et &=C/2Mw

2

U(t)+2z§colj(t)+a)2u(t):%P(t)




Equation du mouvement pour les systémes 1DDL

i—» (X,U)
Cas particulier: excitation M P(t)
du support
C

u = déplacement de I'oscillateur par rapport au support
F.=—-KuU

F. =—Cu

—> Uy =U, +U et{

Newton: MU, =F
—> M (U, +U)=-Ku-Cu

“MU+Cu+Ku=-MU

g




Vibrations libres non amorties

— (x,u)

K , MU+Ku=0
M
W; ; o Gratuso

Solution générale :  u(t) =c, ™ +c, e™

Avec s, ets, racines de I'equation caractéristique (1)
et c,etc,determinées par les conditions aux limites (2)

> S, =lw
1 s"+o°=0 —> _
S, =—iw
= u(t)=c,e'” +c,e"” =c(coswt +isin wt) +c,(cos wt —isin wt)
=(c,+C,)coswt + (ic, —Ic,) sin wt

= A coswt + A, sin wt



Vibrations libres non amorties

u(®)

(2) Conditions aux limite = conditions initiales

uit=0)=u, = -
,( ) ° A u(t) = U, cos wt + 2 sin wt
U(t=0)=U,=A o @

Formulation alternative: | , (U,
A A=, |u” +| =
noser {A_L_ COS ¢ @

A, = Asing ) -
B ¢=arctan(u°/wj

Uo

— u(t) = Acosgcos wt + Asin gsin wt = Acos(wt —¢)

dug/dt
\s . /\ Mouvement harmonique simple:
\ / AN Amplitude A, phase initiale ¢ et pulsation
\ propre @

— Vot
bl > Période propre T =27/w=27M/K
> fréquence propre f = /27 = \[K/M /27



Vibrations libres amorties

— (x,u)

K MU+Cu+Ku=0
M
j % E; o & U+2fwlu+w°u=0
C

Equation caractéristique : s*+2&ws+w° =0
A=4E0" —4o” =40* (£° -1)

_ 2w+ 22(0\/52 -1 _fotw /?2 1

— S
2
Casl: £-1=0 — ¢=1 ou C=C_,=2Mw Amortissement
= §=S,=—"-Cw critique
= u(t) = (¢, +ct) e =[uy + (U, + Ewuy)t) [e



Vibrations libres amorties

Cas2: ¢&°-1>0 - ¢&>1 ou C>C, Amortissement
poser m, = w~/&E° -1 super-critique
= fwt
= S§ s 0E D Pas en GC, sauf dans
certains systemes

= u(t)=e~" (¢, cosh w,t +c, sinh w,t) d'isolation ou

d'amortissement
Cas3: ¢&%°-1<0 — ¢&<1 ou C<C,

poSer m, = w+/1— &2

= s =—Swtio,
2

= u(t)=e~"(Acoswpt+A,sinm,t)=e"Acos(wpt —¢)

e - 2
A= \/uoz +£u° +5‘"u°j Amortissement
avec “o infra-critique
¢ =arctan CREIE:
Uy Cas habituel en GC




Vibrations libres amorties

u(t)=e=“"Acos(wpt—¢) avec wp=w1-&°

Double effet de I'amortissement:
« Decroissance exponentielle de I'amplitude
* Modification de la pulsation propre

Ordre de grandeur de I'amortissement dans le domaine du GC

» Constructions metalliques: 1 a 2 % ’
« Béton armé et précontraint: 2 a 7 % » —— Modification de la pulsation
CEAdEo propre négligeable en
* Sols:5a15% ‘ pratique (pour & = 10%,
: Amortissement critique i i (DD — 0995 (D)

- Amortissement super-critique - -----------1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



Vibrations non amorties sous charges harmoniques

:—> (X,U)

K : P(t) = P, sin at Equation du mouvement :
M e L] —
M ' MU+ Ku=RE, sinaot

a/ Solution statique (effets d'inertie négligés): u(t) = %sin ot

b/ Solution dynamique — solution générale de I'éguation homogene:

u, (t) = Acos wt + Bsin wt

avec w=,K/M



Vibrations non amorties sous charges harmoniques

¢/ Solution dynamique — solution particuliere de I'équation complete:
U,(t)=Csinot (*) avec C a déterminer
(*) dans I'equation du mouvement

—— —M®@°Csinat + KCsin ot = P, sin ot
I:)0 _ I:)0

K-Ma&* 7%
K{l—(wj}
a
— [P, ._
— u(t) =|Acos wt + Bsin wt | ~sinot| avec f=
K 1- 3

/ x
Composante TRANSITOIRE, Composante STATIONNAIRE,
dépendant des conditions initiales dépendant du chargement appliqué

— C=

2 |




Vibrations non amorties sous charges harmoniques

Caractérisation de la solution stationnaire :

P (t) fonctio:| d(eﬂt)ransfert sU (t)

ut) 1 1
P(t) K1-p?

H(B) =

= Fonction de transfert

’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’

”””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””””

p=0(5=0) = H(A)=YK
RESONANCE

—————————————————————————————————————————————————————————————————————
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Vibrations non amorties sous charges harmoniques

Caractérisation de la solution stationnaire :

p<1. H(B)>0
Déplacement et sollicitation
en phase

£>1. H(P)<O
Déplacement et sollicitation
en opposition de phase

Amplification dynamique: D = ‘umax‘ =




Vibrations amorties sous charges harmoniques

— (x,u)

K |:v| P(t) = P, cos at Equation du mouvement :
— MU+Cu+Ku=Pcosat (1)
C

777

a/ Solution homogene : U, (t) =e™*”' (Acosw,t + Bsin o,t)

b/ Solution particuliere :
U, (t) =U cos(at —¢) =U cos it cos g —U sin wtsin ¢

U, (t) dans (1): T
. 1

[U (-@*M +K])sing—U Ca_)cos¢]sin at

+[U (-@*M +K)cosg+U Casin ¢Jcosa§t = P, cos ot

N— —
—~—

T,




Vibrations amorties sous charges harmoniques

T,=0 > tan¢:12.§,82 (., C
o K avec ¢ 2oM
T,=P, > U-= o/ B=alw

\/(1— 5?) +(2£p)

- ot

= u(t)=(Acosw,t+Bsinapt)e —— Composante transitoire

12
1 _
[(1 5) +(2§ﬂ)2} =9

—

_|_

[ x|

-

| > Composante stationnaire




Vibrations amorties sous charges harmoniques

Solution dans l'espace complexe

Equation du mouvement :
MU+CU+KT=P e (lbis)

— Trouver U(t) (complexe) —— u(t)=R[U(t)]

Solution particuliére : U (t) =U e'”"

dans (1bis)
~M@°Ue'” +CiaUe'” + KUe'”* = Pe'™
= U= F;O/K _
(1—ﬁ )+2|(§,B
o (- R/K o _ 1/K 0 F o

(1-p%)+2i&p (1-8%)+2iep /

Fonction de transfert complexe



Vibrations amorties sous charges harmoniques

Réeécriture de la fonction de transfert:

C=A+i Bz‘c_)‘e”’ avec ‘5‘:\/A2+BZ

et  g=arctanB/A

H(B) = ]/ZK e =|H(B)|e™ avec ¢=arctan(12§ﬂ2j
Ja-57) +(22p) 7
U(t) :Jei@t _ ‘I_—I(IB)‘ i(a?t—¢)
= u(t) =R[u(t)]= R, |H(B)|cos(at - ¢)
‘umax‘ PO‘H_(ﬂ)‘ 7

Amplification dynamique: D ="+ = P - K‘H (,3)‘
K

u

max




Vibrations amorties sous charges harmoniques




t [m]

Déplacemen

Vibrations amorties sous charges harmoniques

Caractéristigues de la réponse résonante:

D('le):% # maximum
1l w

=J1-2&% et D
Broex & e (,B :Bmax 25\/]7 28 o

Réponse complete (stationnaire + transitoire), au départ du repos :
=0 £=0.1

Cste de temps, fct (V(S)L J g




Détermination de I'amortissement

Pour une structure réelle, M et K ( <> o) sont facilement évaluables
De plus, o est assez simple a mesurer.

Sources d'amortissement: (1) dans le matériau (2) dans les assemblages,
fondations et élements non structurels

—> difficile a estimer a priori (méme si I'expérience donne des
fourchettes)

—> nécessité de mesurer: différentes procedures possibles
a/ atténuation des vibrations libres
b/ Amplification a la résonance
¢/ Largeur du pic de résonance
d/ ...



Détermination de I'amortissement

a/ atténuation des vibrations libres

u(t)

u(t) = Ae ' cos m,t

t = 27N
Wy
2r(n+Kk)
tn+k -

@

27N
Y i
0]
N un _ € 0 27kéw]wp
u 27r(n+k)
n+k - w
e D

u,
u

=27k&é — &= O

sié<<l o, =In
d “ 27k

n+k



Détermination de I'amortissement

b/ Amplification a la résonance

Excitation harmonique pour une serie de pulsations discretes ("'sine sweep")
et mesure du déplacement maximum stationnaire

A la résonance,

D =Y 1 gisocy

max
stat

N g — 2uljtat

max




Détermination de I'amortissement

¢/ Largeur du pic de résonance

Idem b/, mais on ne balaie qu'au voisinage du pic

P, /K 1 PR/K

\/(1—/32)2+(2§/3)2 V2o iog
= B =1-8Fe1-¢
Br=B=26\1-& ~ 2
B+ B, =2(1-&)~2
L BB _5-5

ﬁ1+ﬂ2 @1—'_@2




Vibrations sous charges périodigues

Préalable: principe de superposition

L'opérateur de dérivation L(u) = MU +Cu+ Ku est linéaire a coefficients constants

— Si u, est solution de MU +Cu+ Ku = PB(t) et u, est solution de M Ui+ Cu + Ku = P, (t)
Alors, C, u, + C, u, est solutionde MU +Cu+Ku=C,P(t)+C,P,(t)

P(t)

»

Période fondamentale

v

)Y

Toute fonction périodique peut se
décomposer en serie de Fourier

P(t)=a,+ Y a,cosa,t+) b sina,t
1 1

—y

'OTIP(t)dt —— Moyenne
Ty —
P(t) cos(a,t)dt
J0 B B 272_
T n =N = nT_
! in (5 1
. P(t)sin(a,t)dt

H—||I\) H—|||\J H—||H

» Taux de participation de

I'narmonique n



Vibrations sous charges périodigues

Exemple
- - a. b,
+ o' o |_ oL >
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, w __30 50
20, 4oy
Harmonique O (fondamentale) Harmonique 0 + 1 + 2
N O\ VNN R R ANEENEVAN .
\ v RN
NS MO




Vibrations sous charges périodigues

Réponse du systeme par application du principe de superposition

= Réponse sous charge

Uy =—-  etuy(t) = réponse sous [a,cos(na,t)
b, sin(na,t) harmonique

— u(t)=u, +iun(t)

Difficulté: Calcul des coefficients a,, b, et Recomposition de la serie des u,

Solution alternative: Utilisation des series de Fourier complexes

< 5 in® D 1 T/2 —inw
P(t)=) Pe" avec P, = T_-[—Tl/z P(t)e "' dt
=~ .

U (t)=H(B,)P e"" avec ,Bn:M

T =0, = u(t)=R[T)]



Vibrations sous charges périodigues

Exemple: réponse stationnaire sous P(t) =

Seul les harmoniques sinus impairs (b, avec -
n impair) sont non-nuls

— P,(t)=b,sin(nat)

S o= L

@57 +(225,)

sin(nat—¢,)=b,

H (B, )sin(nat-4¢,)

N
avec ﬂn =— et ¢n = ¢(ﬂn)
w
. H
® ® | p— » X ® ol o
@ 3@ _b5m @
20 4,




Réponse a un chargement impulsionnel

Exemple: réponse sous impulsion sinusoidale
P(t) Methode:

I P, Phase 1 (0 <t<t,): réponse forcée

sous charge harmonique (avec
contributions transitoire et
stationnaire)

Phase 2 (t > t,): vibrations libres avec conditions initiales égales aux vitesse et
déplacement en fin de phase 1

Constatation: le parametre principal qui gouverne la réponse est le rapport t,/T
(T = peériode propre de I'oscillateur)

2.5 -

—> Utilisation de Spectres de réponse 2]

1.5 +
14

0.5 A

0




Réponse a un chargement impulsionnel

Cas particulier: impulsion de Dirac
P(t) ,

e Aire du rectangle (5(t)=0 si t=0
— - . o X
d - Fonction de Dirac : | 5(t)non définieent =0
> o U [“s(dt=1 (=[s]=[T"])

Excitation impulsionnelle :  P(t) =1 6(t) [I]=[FT]

Newton: M - = P() - F (- F. (0

[dt = Mul =T IsMdt- [ [F )+ Fo ()]t

0

At—>0 = Mu(0)=1-0



Réponse a un chargement impulsionnel

L'oscillateur se comporte comme un oscillateur libre auquel on donne une
vitesse initiale u, =1/M

— siu, =0,u(t) = ot

e = sin(wpt)

Wp

En particulier,sil =1

u(t) = ﬁef@t sin(wyt) = h(t)

h(t) = fonction de réponse impulsionnelle unitaire



Réponse a une sollicitation quelconque — domaine temporel

Principe: considérer la charge P(t)

‘/\_ ﬂbion P(r)Az comme une succession

P(t) 4

d'impulsions de durée Az

Déplacement en t sous I'effet d'une
impulsionen r:

SR U Aut,r)=P(r)Arh(t-7)

v

A
‘ -

T A:z'
et l
u(t) ¢ | |
Déplacement total en t = somme des
A N A~ R contributions impulsionnelles
§ \/ \/ v t appliquées entre O et t :
| ' ut)=> Aut,z,)
t i

:ZP(ri)Ari h(t—ri)



Réponse a une sollicitation quelconque — domaine temporel

La reponse impulsionnelle n'est rigoureuse que si Az —0

= u(t)= I; P(7) h(t—r)dr = convolution de P par h
= 1a)D\0t P(7) e_fw(t_f)iii[a)[) (t— 7)} di

\

Intégrale de Duhamel

» Pour certaines formes simples de P(t), valeurs tabulées dans des
ouvrages spécialisés

« Sinon, intégration numerique (avec algorithmes adaptes)



Réponse a une sollicitation quelconque — domaine fréquentiel

y P(1)

N
v

- _ 2
Aa)=a11=—7Z
1

Principe: considerer la sollicitation quelconque comme une sollicitation
périodique de période T, puis passer a la limite (T, = o)

SIT, >, Aw— 0 le spectre des harmoniques discrets devient un spectre

P(t) .

continu

P(@)

y

M\/\/\
)




Réponse a une sollicitation quelconque — domaine fréquentiel

Détermination et propriete du spectre

Series de Fourier o B o
Inat 1 (m/2 —inat
complexes pour P(t)=) P.e avec P, = T—Ll P P(t)e™ ™ dt
charges périodiques s L

Poser no,=o, et P(@)=TP = z_g P
( A_ +oo B . e — N B
P =72 P(@)e'™ PM) =— [ P(@)e "d
] " T
P(@ e e D (7 e i@
P(a)n) = .[—Tl/z P(t)e tdt P(w) = LD P(t)e t gt

Les fonctions P(t) et P(@) constituent une paire de Fourier

Transformée de Fourier directe |\ =~/ —
P(t)s : — P(w)
Transformée de Fourier inverse




Réponse a une sollicitation quelconque — domaine fréquentiel

P (@) représente le "poids" des

harmoniques compris M\/\/\
entre w+dw

~dw
Réponse de l'oscillateur :
u(t)—AwZH e avec B =0,/w
T >u(t):i *wﬁ(a—))ﬁ(a—))ei‘ntda:i “u (@)
Ao=0 27 ¥ 27 ¥

U(@) : Transformée de Fourier de la réponse

%|v



Réponse a une sollicitation quelconque — domaine fréquentiel

Procédure :

P(t) AP (@) — == U(0)———u(t)

Fourier xH (@)

inverse

Domaine frequentiel
(f =m/2r)
Opeérations a effectuer:
» 2 transformeées de Fourier
« Détermination de la fonction de transfert

« Une multiplication



Réponse a une sollicitation quelconque — domaine fréquentiel

Remarque 1 :

En pratique, les transformees de Fourier sont géneralement effectuees a
I'aide d'algorithmes de DFT (Discrete Fourier Transform) ou de FFT
(Fast Fourier Transform), qui travaillent sur des signaux discrets

P(t) . DFT ,

\
\
1 \ -
4 \ ! N /N
’ \
’ \ ' \
’ \ N ! N
/ N ’ \ -~
’ \ ' ~o. \ AR
/ \ ’ \ , \
’ \ N L \
’ ~- \
- P
- \
| | '
! ! [ [
1 |- |-
> => T T >
1 1
—+ At t i Ao =27/1
1 1 . .
P N <

T o . =21 /At

—> Attention au choix des pas et des périodes



Réponse a une sollicitation quelconque — domaine fréquentiel

Remarqgue 2

Fonctions caractérisant lI'oscillateur:
Domaine temporel: h(t)

L _ _ = Paire de Fourier
Domaine frequentiel: H (o)

Opérations:
Domaine temporel: P(t) —————u(t) = _[(: h(t—7)P(t)dr

Domaine fréquentiel: P (@) >U (@) =H (@) P(2)

multiplication



Methodes pas a pas — généralites

Limitations des méthodes analytiques:

o Systemes linéaires

* Pour les charges quelconques, procédures partiellement numérigues
(Duhamel, DFT-FFT)

—> Alternative: méthodes pas a pas completement numeérigues

Principe: equilibre dynamique vérifié en certains instants
MU(t) +Cu(t)+ Ku(t) = P(t) verifieent,t...t
(genéralement, t, = t, + n At)

+ hypothese sur le comportement entre t et t + At



Methodes pas a pas — généralites

1/ Formulations implicites > < formulations explicites

-

Implicites | Unu

Sy, ¢ = Fetfug,u,, 0 ,u,,,0,,, 0, P
(Unia ) —> Procedures itératives
Explicites Uy
U, ¢ = Fetu,,u,, ., P]
(Unia —> Solutions directes

2/ Problemes possibles
» Deéphasage et période apparente (# valeurs analytiques)

o Amortissement numeérique positif (dégradation de I'amplitude) ou
négatif (instabilité de la méethode)



Methodes pas a pas — généralites

3/ Deux familles principales, selon le type d'hypothese sur le comportement
entretett + At (entre le pas n et le pas n+1)

o Approximation sur les derivees

u(t) 4 u__gﬂnhéﬂ
| dt At

. U —U . u —u . u.,.—u
— utZL ou ut: t {—At ou U = t+At t—At

R > At At Y 2At

» Approximation sur les intégrales

1t - i) = [u(t)dt

L

At

moy, At

/’l . . At oo . oo
I = ut+m=ut+j‘0 l(t+7)dr=u, +0

>
>
+
H
~ ¥



Methode de la différence centrale

U(t)ﬂ \‘\_’/
1 1 t=
O R
/’/i’—?\é\?\
[ : 1
t

AU T ALY
t

n

_ un+]/2 _un—l/z
" At
( u . —u
U — n+1 n
" Al = U = 1 (Upys —2u, +U, ) (@)
; - un . un_l n Atz n+1 n n-1
W2 At

MU +Cu,+Ku, =P(t=t))

1
> U =—[P -Cu —K 2
un M[n un un]()

2
M=) = un+1=%[Pn—cun—Kun]+2un—un_1
u .. —u
De plus,y =-—nt “n-d U . =u__. —2Atu
p n 2At n-1 n+1 n

2

A
= | U, =U, +Atu_ +ﬁ[Pn ~-Cu,—Ku,]




Methode de la différence centrale

Estimation de la vitesse en t + At:

un+1_|_un :un+1_un — |u _2(un+1_un)_u

2 At o At "

— Schema explicite: (u,,u,)— (u;, ;) —>... = (U, U, ) —>...

e Qualité de la solution liée au choix de At: I'erreur sur la solution est d'ordre At?,
si on divise le pas de temps par 2, on divise l'erreur sur les dérivées par 4;

 Meéthode non-inconditionnellement stable



Methode de la différence centrale

Différence centrale = interpolation parabolique des déplacements

u(t)
%

_)

un+1 + un—l 2 un+1 - un—l
2 At? ( ”) 2 At ( ”) "
u(t)=...
u .,—2u +u
li(t) =Cste = ——nnd

At

Variante: méthode de Houbolt

Interpolation cubique des déplacements
(= accéleration linéaire)

Méthode implicite

Probleme au démarrage

u(t),

»

u(t),

»

l—|'v



Méthode de I'accélération constante/linéaire

----------------- P 1/ U, connu
o - — — ,z_/_ - .‘ . . .o
(// i 2/ Choix d'une valeur d'essai pour U_ .,
| 3/ Hypothese sur I'evolution de I'accéleration entre
| - > netn+l
n n+1 t

*

U +Uu

(@) U=Cste=-—" 5 1 — U linéaire et U parabolique entre tett + At

*

(b) u linéaire:u(t) =0, +—2—"(t-t,) = U parabolique et U cubique entre t

At et t + At

(a) ou (b) — u:+l’ u:+1



Méthode de I'accélération constante/linéaire

4/ Vérification de I'équilibre dynamique ent .,

MU ,+Cu  +Ku , =P, ??

n+1 n+1 n+l * *

Si I'equilibre n'est pas verifié, nouvelle estimation de I'accéelerationent, ., par:

U** :i[P —Cu:+1—KU:+1:|

n+1

Puis recommencer en 3/ jusqu'a ce que I'équilibre soit satisfait

Variante: Méthode de Wilson

Accelération lineaire entre t et t+6 At (6> 1), puis interpolation pour

determiner U o, Ug, a0 Up o



Méthode de Newmark

Généralisation de I'accélération constante/linéaire:

u, etu, connusent=t, li(t) = a
Si l'accélération est constante sur At, <u(t)=u_+at pourtelt .t.,]
ut) =u, +u,t+at?*/2

Hypothese sur a : Combinaison linéaire de U et U .,
Combinaison a priori différente pour estimer u et u
Uy, =U, +| (1-8)U, +50,,, |At 1)
Uy, =U, +U At +] (12— )i, +at,, |A?  (2)
o Si 0=1/2 et = 1/4, accélération constante
« Si 0=1/2 et a=1/6, accélération linéaire

« La formulation résultante est implicite - procédure itérative necessaire



Méthode de Newmark

Conversion a un schéma explicite :

1 1 1
2) - U,=——]|U,—-U|-——1u —|—=-1]U 3
( ) n+1 OlAtZ [ n+1 n] At n (20[ j ( )
(D) — U, =U,+At(1-5)U, +SAtU,,, (4)
(3),(4)dansMu ,+Cu ,+Ku,,, Pn+1

a At? a At

=P..,+M 12un+iu +(i—1j +C iun+(é—1jun+§(é—2jun
a At a At 2 a At a 2\«

F
= Kgu,,,=P

n+1

1 ¢ .

— un+1_K—Pn+1 puis U
P\

— {K+ 1 M+LC}

par (3)etu, ., par (4)

n+1

v

Solution "statigue"
\ equivalente

Cste Fct(P,,,u,,u. U



Réponse d'un oscillateur non linéaire (Newmark)

A FK K s A FC

L---»(XJD n .-

4
>

K

1
| 4 .
1 l____ 7 TN i n
M P(t) T N
: : o
e 1 ir

K =K(u) C=C(u)

Equilibre en t M, +Clu(t,) Ju, +K|u(t,)]u, =P, (a)
Equilibreent+ .4t MU, +C|u(t,,;) U, +K[u(t,.) |u, =P, (b)
Hypothese: CetK ~constantentret+ A4t = C=C(t,) et K=K(t,)

(b)—(a): MAU+C, AlU+K, Au=AP



Réponse d'un oscillateur non linéaire (Newmark)

|at

n+1

)
u . =u +Au , , 3 )
.n+1 .n . Un+1:Un+|:(1—§)un—|—5u
+ Poser su_, =U +AU dans

Upy = U, +U At +] (1/2-a) i, +at,, |At?

Lun+l = l.jn +Au

n+1

= | K+ 12M+LCn Au
a At a At

=AP+M iu'n +(i—1jun
a At 20
el
a 2 \ o

= KgAu=AF:

— AU= LAPF = U, =U +AU Ke et AP évoluent a
Ke chaque pas !!

puis U, par (3)etu,, par (4)



Stabilité et precision des méthodes pas a pas

Méthode d'évaluation de la stabilité

o Exprimer le schéma d'intégration de I'équation de vibration libre sous
forme d'une récurrence

(X3 =[Al{%1}=[A]'{X%}  Avec{x,}= vecteur caractéristique

de I'état de deplacementent =t
Conditions initiales

« Effectuer la decomposition spectrale de la matrice [A]
[A] :[P][A][P]_l —_ [A]n =[P][A]n [P]_1 [A Matrices diagonales des
valeurs propres Ai

= {X}= [P][A]n [P]_1 {X} | P vecteurs propres

« Veérifier la condition de stabilité sur le rayon spectral p ( [A])
p([A]) = max|4| <1

Si p>1[A]' > = Amplification artificielle des conditions initiales

Si p<1, [A]” — 0 = Amortissement artificiel des conditions initiales



Stabilité et precision des méthodes pas a pas

Exemple: Différence central
1
Ui =—
! Atz[
, 1
u =——-I|u .—u

n 2At[ n+1 n—l]
Ui +2fwu, +o’u =0 (3)

Ui — 2un + un—1] (1)

€

=| 1+ SwAt
1 0

J [ 2— WAL _1—§a)At_ y
{ } I+ Zont {

n

un—1

2 2
Si E=0, 4 =1—”2At i\/[l—
2

Seuil de stabilité: w2 At2=4
> At <A =T/n

@*At?
2

T_l

A

A

[ e o)

Al

2) »> @et(2)dans(3) = wu,,=Fct{u,u,}

4

(a)A’;)2



Stabilité et precision des méthodes pas a pas

Précision:

En fonction de I'amortissement, du type de chargement, des parametres de
la méthode, du pas de temps...

on peut observer: un allongement de la période et/ou une dégradation de
I'amplitude, par comparaison avec une solution analytique

Par exemple: vibrations libres
u(t) =coswt — ((t) = Acosat

[\

<1 <w



Calcul des structures sous
effets dynamiqgues et sismiques

Systemes a plusieurs degres de
liberté (MDOF)




Systemes MDDL

Systemes considéres comme MDDL

1/ "Vrais" systemes MDDL

Jann

) (
V4

FAVMA-

A

)
777

)
777

3 DDL

2/ Systemes simplifiés en systemes MDDL

> R(t)
Mi el
> Pz(t)
Mo lel, ——
> Py(t)
Ms El,
777 777

oM,

C
(

K,

) (
777



Systemes MDDL

Equilibre des trois masses ZI'“",(W‘ g S g B
3 //./ 2 //./ 1 //./
1 Us 1 U, VA
(M3U3=—K3u3+K2(u2—u3)+P3 KM101+K1U1_K1U2:|31
M, U, =K, (U —uy )+ K (U —u, )+ P, = S ML, +(K + K, Ju, - K,u, —Kiu, =P,
(M, G, =K, (u,~u,)+R (M, U, + (K, + K Juy —K,u, =P,
‘M, 0 0 ](u) | K, —K, 0 |(u)] (R
= | 0 M, 0 [0, +-K (K +K,) -K, [{u,r=<P;
0 0 MyjlG) | O -K, (K +K) U] | Ry
= [M]{u}(+[C]{u})+[K]{u} ={P}

——> Forme matricielle de I'equation du mouvement
(Systeme de N equations différentielles du
second ordre a N inconnues)



Systemes MDDL

3/ Formulation "elément fini" — exemple des éléments "poutre"

#(X)

Systeme continu /\
Y > EI(x)

za

Vl V2

7

Systeme discrétise (approche
"déplacements") e(

V(X) =V, (X) + 0y, (X) +V, w5 (X) + 6,1, (X)

w;(X) : Fonctions d'interpolation cubiques



Systemes MDDL

Rappels d'analyse statique

* Rigidite k;; = réaction en i sous I'effet d'un déplacement unitaire en |

(/\
M

1

Par exemple: R, =k,V, +k,8 +k;V, +k,6, R, R,

/\)
M

» Force énergetiguement equivalente aux forces extérieures: imposer un
déplacement unitaire du DDLi — V(X) =v;(X)

L
puis exprimer I'équivalence des travaux P, = jo P(X) y; (x)dx

V. 21 \%(X) > Equilibre statique:
ot ~{R}+(P}+{p} =0

V1=1§\‘//1(X) < -[K[{a}+{P}+{p}=0
POOTT T T T T T 1110




Systemes MDDL

Comportement dynamique

a/ Masses concentrées

HL
2

#(X)

N
7

@,

- Equilibre dynamique (exemple du DDL 1):
F.(t) =R )+ p.() - R(t)

L ..
N %vl(t) = P(t)+ p,(t) — KV, (1) — k6, () — k.., (1) — k.6, (1)

—> Globalisation sur I'élément;

L

Y7,
2
0

0

o O

o O

0
0
ML
2
0

Ol

0

f,\,cb: <<

$+[K]<

® < o <

= {P(t)} +{ p(t)}




Systemes MDDL

b/ Masses cohérentes

- +V(X)
> (%) = 20090) = 200w, (N, +7, (0, +y7, (N, + v, (08, ]

1(X)

—> Forces d'inertie nodales energétiquement équivalentes a l'inertie répartie:
Fa(0=[ £ 0w (dx= [ 00 [y 0V, +...+ w7, ()6, | (X)lx

m;; = force d'inertie equivalente en i sous I'effet d'une accélération unitaire en j
my = [ 1) (x)w; (¥)dx

Equilibre dynamique du DDL 1:  F,,(x) =m,,V, + m, &, + m,V, +m,, 6,
= F,t)=F{)+p.(t)-R(t)

- Globalisation sur I'élément:; {mﬂ JLERNRLE m14}{q}+[K]{q}={P}+{p}



Systemes MDDL

¢/ Amortissement )
. () > f(0=c0V(x) = ¢ = cOIw (v, (x)dx

c(x)
= [MI{a}"+[C] {a) +[K] {a} ={P}+{p}

Rotations et assemblages des matrices locales = [M]{g}+[C]{d}+[K]{d}={Py}
Remarques:

« En pratique, c(x) est difficile a déterminer et insuffisant - la matrice
d'amortissement [C] doit étre déterminée autrement

e Ajouts de masses concentrées: ajouter M sur la diagonale de [M]

« Ajouts de ressorts ou amortisseurs concentres: aJouter K ou C aux termes
adequats de [K]ou [C] 3 :

F, =K' (Vs -V,)
F =K' (V,-V;)

2
1
77



Vibrations libres non amorties

Systeme d'équations différentielles a résoudre : [I\/I ]{q} + [ K]{q} = {O}

Hypothese: tous les DDL vibrent en phase de maniere harmonique

— {q(t)} ={u}(t) ={u}sin wt

[M]{u}e®)+[K]{u}e®) ={0} = ([K]-@*[M]){u}={0}

Probleme généralisé aux
valeurs propres

—> Trouver les valeurs particulieres de @ pour que le systeme possede une
solution non trivialement nulle



Vibrations libres non amorties

Exemple (M, =1000kg

N

(K, =1,5.10° N/m
M, =1500kg et <K,=3,0.10°N/m

O
(M, =2000kg K;=4,5.10°N/m
o (15 -15 0 1 0 0]
[K]=10°|-15 45 -3| [M]=10°|0 15 O
O 0 -3 75| 0 0 20]
15-A  -15 0 |
777 2 6 ’
|[K]-0*[M]=10°| -1,5 4,5-15A -3 avec A=
1000
0 -3 7,5-2A]
[K]-@’[M] =0 = B3A°-24,75A" +50,625A—20,25=0
0,527 ] (22,961 (3,654 | (0,274)
—>A=12,410 > w=449,091; — f=:7,813 {Hz —T={0,128
5,313 | 72,890 11,601 0,086 |

Fréquences (pulsations, périodes) propres de la structure (autant que de DDL)

>S




Vibrations libres non amorties

Exemple

Pour chaque pulsation propre @ , on peut résoudre le systeme

([K]-&*[M]){uta} ={0]

{Ul(x)} =

——o———-0——-9

= {0(x)} défini & une constante prés = forme de

rl\

0,65

0,30

la déformée vibratoire pour la
fréquence considérée

Pour I'exemple, en normant le déplacement en téte a 1,

3

1

- {0,(x)} =<-0,61

0,68

e

> {U3(X)} =<

\
L 4
|
¢
|
|
4
|
|

1
2,54
2,44 |




Vibrations libres non amorties

Propriétés des modes propres
[KJ{u} =" [M]{u}

<”j>[K]{“i}:a’i2<“j>

(u;)

<u,>[M { J} vu que [K] et [M] sont symétriques

u
et <u,>[K]{ } O Les vecteurs propres sont

= siizj: <u,>[M]{u
orthogonaux par
_ _ * e— | \
et w’= <U,>[K]{ul} = K‘* Masse et raideur rapporta_[K] et[M]
| <Ui>[M]{Ui} M, «—— généralisées (meéme si v, = @)

associées au mode i
Calcul des modes propres

Si N >>1, algorithmes de résolution du probleme généralisé aux valeurs
propres ([ A]—-A[B]){x} ={0} (puissance, sécante, rotation)



Réponse forcée : domaine frequentiel

Méthodes de résolution du systeme d'equations differentielles

N inconnues = évolution des déplacements des nceuds au cours du temps

Pour un systéme a 1 DDL, la fonction de transfert H (@) représente la B
réponse frequentielle du systeme soumis a un bruit blanc [P(t) tel que P(w) =1}

—> Pour les systemes MDDL, on définit des fonctions de transfert croisées
(= réponse fréquentielle du DDL i si on applique un bruit blanc en j)

Pj (t) Fourier N ISJ (6) — J'j; Pj (t) e—ia_)tdt

V; (@) = H_ij (a_))lsj (@) —Fumerimverse sy (t) = Zi ” v, (@) el
JT ¥ —®

Id |_]

v (t) = iﬁ;“i H, (®)P, (®) ei“_’tda_)}



Réponse forcée : domaine frequentiel/temporel

_ 1

: CH() -

Fonction de transfert pour 1DDL: H(®) KM 1imC
—> Matrice de transfert: | H(@) | = {[K]-a°[M ]+ia_)[C]}_1

Pratiguement impossible a calculer analytiquement - évaluéee point par
point pour une serie de pulsations discretes

Pour chaque terme de la matrice de transfert, on peut calculer la transformée
de Fourier - matrice de réponse impulsionnelle

I__Iij (@) Fourier N hij (t)

h;;(t) = reponse a l'instant t du DDL i sollicite par une impulsion unitaire a
I'instant t = 0 au DDL |

= v, () =[ P()h(t-7)dz

N vi(t)=iU;Pj(T)hij(t—f)df]



Réponse forcée : domaine temporel

Réponse pas a pas: généralisation de la méethode de Newmark

{a},., ={a}, +[(1-8){a}, +5{q),, ]t

J\

19}, =1af, +{a}, At J{(%—aj{q}n +a{q}n+1}m2
- Schéma explicite [Kg]{aj, ., :{PF}M
oo K] (K1 M)+

R P R PR FY U 1
A évaluer une fois \ +(ﬁ{q}n +(g—lj{q}n +%(g—1j{q‘}nJ[C]

= {a},,=[K:] {P"} — Aévaluer a chaque pas

Methode utilisable pour des systemes non lineaires, mais [K] a inverser a chaque pas !



Réponse forcée en base modale

Les N modes propres sont linéairement independants
—> Tout vecteur peut s'exprimer comme une combinaison linéaire des modes
ropres. En particulier:
POPIES. =N P {a®)} Zn. ){u}=[U]{n®)}

\ _ | Matrices de modes
Systeme non amorti oropres

[M {6} +[K]{a} =1{P}
[UT [M][U]{}+ U] [K][U]{n}=[U] {P}
M” sii=j

e ()} - '

0 sii#]

id. pour [K]

= [M*]{ﬁ}J{K*]{n}:[U ]T{P} [K*] et [M*] = matrices diagonales
= M;7{t)+K 7({t)=P(t) avecP (t)=(u;){P} pouri=1N

- N équations découplées: résolution de N équations du mouvement a 1DDL



Réponse forcée en base modale

Systeme amorti: [M]{d}+[C]{a}+[K]{a}={P}
= M i+ C7 ] {nf+[ K Jin} =[U] {P}
avec :C*]:[ ]T [C][U] ——> Pas forcément diagonale !

Traitements possibles de I'amortissement:

[C] connue (par exemple dans le cas d'amortisseurs concentrés)

* Résoudre le probleme complet dans la base des déplacements nodaux

e Résoudre le probleme couplé dans la base des amplitudes modales

o Neégliger les termes "hors-diagonale™ dans une approche modale
—> M7 O)+C 7O+ K 7)) =R (1)



Réponse forcée en base modale

[C] non connue précisément (amortissement structurel) - nécessité de faire
des hypotheses

a/ Amortissement de Rayleigh [C]=a[M |+ S[K]
a et 3. 2 coefficients a régler

Amortissement proportionnel a la masse: plutot amortissement "externe"
(frottements...)

Amortissement proportionnel a la raideur: plut6t amortissement interne au

matériau &

T * *
= [U][C]U]=a|M"|+B K]

. : 1 .
= 1,+25 o, +a)i277i = M R
) ! On peut calibrer ocet,ﬁ’pourwi
Ci o 5] @, obtenir un niveau
avec ¢; = S M- = 5w + 5 d'amortissement déterminé

P l pour 2 modes propres (= 2
pulsations propres)



Réponse forcée en base modale

b/ Amortissement modal

Hypothese de découplage + fixer & mode par mode (par exemple le méme
pour tous les modes)

Solution des équations découplées

Impulsionnelle, frequentielle, pas a pas (harmonique, périodique)

L——> Duhamel |1ﬂ)—
[K].[M]=>{u},& > M K ,C'(—>&),P = h(t)

n®=[ R Ont-0dr = {qm)} Zn.(t)

e 'sinwyt avec wp, =m41-&°
a)DI



Réponse forcée en base modale

Solution des équations découplées

Impulsionnelle, frequentielle, pas a pas (harmonique, périodique)

N H. () = VK avec S =-—

(1_18i2)+2i§i18i o
(H@w) 0 - 0 |
_ 0 H (®») --- 0 Matrice de
= |H(®)]=| | 2:( ) . : transfert
' ' o diagonale
0 0 - Hy(o) |

Procédure: [K],[M]—{u} o > M K ,C(—>&) —>[I—_I(a))}
(P(O)} —tmkaeiee [P ()] =[U] {P()} —gmiir e~ {P ()]
s (f(w)} =[ H(@) ]{P° (w)} naneenora > 111}

retour dans la
base des noeuds ’ (t) Z 7, (t)




Réponse forcée en base modale

Troncature de la base des modes:

Sous certaines conditions, possibilité de réduire la taille du probleme a résoudre

{q(t)} Zn.(t) b=[u™]{nm}) r<N

1 _. :
= 77i+2§i0)i77i+a)i277i=M*P aveci=1r
En augmentant r, on converge vers la solution exacte
Criteres pour justifier la reduction:
Amplification dynamique — hypothése:{P(t)} = {R}sin @t = Spectre = une raie dans le
0] 0 domaine fréquentiel

H
‘ ‘ Amplification maximale pour les
modes de pulsation proche de la

pulsation excitatrice

Réponse quasi-statique pour les
modes a haute pulsation propre

YK




Réponse forcée en base modale

Criteres pour justifier la réduction:

Facteur de participation modale — hypothése: {P(t)} = {R} o(t)
> = F.P.M: charge modale normée

*

R

(Ui ){P}

(u ){R}

*

M.

(un) [M]{u;

—————e——-0

()M}

o(t)

—— -t -0 —\-o

par la masse, proportionnelle
au produit scalaire de la
charge par le mode

vi vyl vy

ol 2> *3
(] <; [ ]

—>
A A A

Charge 1: Excite principalement le monde 1; plus on monte dans
les modes, plus FPM diminue

Charge 2: Excite surtout le mode 2

Charge 3: Excite modes 1 et 2, mais pas mode 3



Vecteurs de RiItz

e  Vecteurs propres: independants du chargement
« FPM maximum si la deformée est homotheétique au chargement {R}

- Remplacer la base des modes propres par une base liée en correspondance
avec le chargement (= vecteurs de Ritz).

Méthode
»  Déformée statique sous {R} = {q,}=[K] {R}
Normalisation par rapporta [M] = (q)[M]{a,}=4"

= =kl ()M =

« Silastructure se deforme selon {}, les forces d'inertie se distribuent
selon [M] {1}

> solution statique sous les forces d'inertie: {q,} =[K]" [M]{w,)



Vecteurs de RiItz

 {qg,} et {y,} apriori pas orthogonaux
= {0,}={0,}-a{y,} avec o telque(y,)[M]{q,}=0

- a=(y;)[M]{q,}

e Puis normalisation: (G,)[M{d,}=5," = {v,}= 1

ﬁz{ G §

e  Puis récurrence: deformée statique sous [M] {y} ..
Solution
Exprimeée sous forme d' une combinaison linéaire des vecteurs de Ritz:
{a@®} 27. O} =[w]{r®)]
—> équation du mouvement
] My )7t [w] [Clly izt +[v] Kyt =[v] (Rle®
[T e KT = ()

diagonale pleines s équations couplées a s inconnues



Vecteurs de RiItz

Calcul de la base modale du systéme réduit par {[K“]—Q[M **]}{x} = {0}
Puis projection dans la base des {x} = {y}=[X]{n}
—> s équations decouplées a s inconnues 7,

Connaissant {n(t)}, {y®t)}=[X]{n®)}
= am) =[v]irOr =l ][x{in®)]

Exemple: pour un portique sous charge transversale, on obtient la méme
précision avec 2 vecteurs de Ritz qu'avec 6 modes propres.

R (0(0,




Calcul des structures sous
effets dynamiqgues et sismiques

Analyse sismique




Le phénomene sismique

L_ocalisation de l'activité sismique

Structure de la terre:

Crodte, lithosphere, asthénosphere,
manteau + noyau

-> Tectonique des plagues:

Crustal Plate Boundaries



Le phénomene sismique

L_ocalisation de l'activité sismique

Forte activité sismique sur les régions ™[~
de faille tectonique (Japon,
Indonesie, Californie, Turquie,
Italie...)

Activité egalement possible en zone
"intra-plaque” (failles geologiques)  «

-30" -20° 10 0° 10" 20 30° 40° 50° 60" 70"

mis2 6.2 04 04 1.6 24 3.2 4ad 44 mfs




Le phénomene sismique

Théorie du rebond élastique

Relaxed

Effets

1/ Déplacement relatif des bords de faille




Le phénomene sismique

Effets

2/ Libération d'énergie sous formes d'ondes sismiques (P, S, Love, Rayleigh)

Undisturbed medum

Epicentre - _ I 77 / I I T

S Wave

Double Ampliftude

Rayleigh Wave

i v

-

H

=




Caractéerisation des séismes

Magnitude (Echelle de Richter)
= mesure de I'énergie libérée au foyer : logE =11,8+1,5M
(E en ergs)

Peu d'intérét pratique pour lI'ingénieur (ordre de grandeur: pas/peu de
degats en surface si M < 5)

Intensité

Echelle qualitative des dégats en surface

Echelle de Mercalli, échelle internationale macrosismique d'intensité, ...

Durée (de quelques secondes a une minute)
Effet important sur la dégradation des structures

Corrélée a la magnitude



Caractéerisation des séismes

Déplacement maximal du sol
De quelques centimetres a 1m
Acceleration maximale du sol a, (PGA)
De 0a0,1g jusque 0,4g a 0,69 au niveau du bedrock
Attention aux effets de sites
— Ordre de grandeur des efforts: F =M . a,
Accélérogrammes

Directement utilisables: MV+Cv+Kv=-M V.

Pas forcément simples a enregistrer 0.4

0.3
Constituent des cas particuliers i

.
Spectres de réponse 014
-0.2
-0.3
-0.4

Manjil (Iran) —1990-M =7.3




Aléa et risque sismique

Aléa

= niveau de séisme susceptible de se produire dans une région donnée
(généralement en terme de PGA)

Relation probabiliste entre la magnitude (et donc la PGA) et la période de
retour

Belgique: statistiques depuis 1382

M=4:T,=3ans-M=5:T,,=30ans—-M=6:T, =250 ans

/ 17 I 1 5 L, ™ v =y d, ®
J T Historical and Recent Selsmicity 1642 Int_Hin -

afr
||||||

Yy e St 0. cmm, 004

Sismicité historique(dés 1350) et instrumentale (1985-..)




Aléa et risque sismique

Aléa

= niveau de séisme susceptible de se produire dans une région donnée
(généralement en terme de PGA)

Relation probabiliste entre la magnitude (et donc la PGA) et la période de
retour

Belgique: statistiques depuis 1382
M=4:T,=3ans-M=5:T,,=30ans—-M=6:T, =250 ans

—> Pour le dimensionnement, choix d'un niveau de séisme de calcul.

Eurocode 8: ELU : TR =475 ans (10% de dépassement par 50 ans)
ELS : TR =95 ans (10% de dépassement par 10 ans)

ELU: dégats structurels - critere de résistance (non effondrement)

ELS: dégats non-structurels = limitation des déplacements



Aléa et risque sismique

Cartes de zonation

-30° -20° -10° 0° 10° 20~ 30" 40° 50° &0° 70°

misz 0.2 04 4 1.6 24 3.2 40 44 mis

52°

50° +

50

4° 6°

Risque sismique

= Aléa x vulnérabilité

ZONE 2

ZONE 1

ZONE 0



Réponse sismique d'un systeme 1DDL

Equation du mouvement

:—» (X,V)

mvV+cv+kv=-mv (t)=p,(t)

21:‘_’!;:: Mo & V+2EoV+o'v=-V ()
C

: e - V, =—280V-0'V

Résolution par Duhamel

V() =—— [ p (2)h(t-7)dr

M,

:—ijot\'/'g(T)Sina)(t—r)E‘fw(t‘T)dr pour ¢&<<1
o




Réponse sismique d'un systeme 1DDL

V(t)=—[V (r)cosw(t—7)e " dr
+ &[0V, (7)sino(t—7)e " dr
V(t) = w(1-2&%) [V (7)sinw(t—7)e """ dr

+2w& [V (r)cosw(t—7)e " dr

Vitesses - accélérations

Pour un séisme donneé (V) la réponse de l'oscillateur dépend de wet &

—> Spectres de déplacement, vitesse et acceleration (S, S, , S,)
=v_,v .,V enfctdewet

max 7~ max !
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Réponse sismique d'un systeme 1DDL

0.4 ‘ ‘

0.3

0.2 1---=------- o R
I | |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Exemple

-0.1 9 10
-0.2
-0.3 1
-0.4

WINPT hetyabinrannr - Accelérogramme

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
DO S T U TR SR T S N B
‘

LY N A N S N B RO RS

Spectre de déeplacements Spectre de vitesse Spectre d'accélération



Réponse sismique d'un systeme 1DDL

Pseudo-spectres
Pseudo-vitesse - hypothese:

Energie de déformation élastique max = énergie cinétique max

(exact pour un oscillateur libre non-amorti)




Réponse sismique d'un systeme 1DDL

Pseudo-spectres

Pseudo-accélération:

2

sic=0 —> V =o'V
—S, =S, (=wS,)

S =S, si&=0
S, =S, sié#0

max

La pseudo-accélération permet d'évaluer
I'effort maximum dans le ressort :

F =KS, =5 =MS

K pa
(0

16

14

12

0] S




Réponse sismique d'un systeme 1DDL

En pratique, les spectres et pseudo-spectres sont souvent exprimes en fonction
de la période propre de I'oscillateur

—> comportements limites:

S S

T—>0:5, >V etS, —0 T —>w0:5 —>v ets, -0




Réponse sismique d'un systeme 1DDL

Spectres normatifs
1 accélérogramme - 1 spectre
Pour couvrir "tous" les cas, on définit des spectres-enveloppes

Exemple: Spectre de I'Eurocode 8

Spectre Type 1 (séismes lointains) Spectre Type 2 (séismes proches)



Réponse sismique d'un systeme 1DDL

Caracteristigues: parametres a,, type de sol, n (depend de &)

SPpA(T =0) =3, S
Palier = zone résonante (SppA = 2.5 x a, S)
Premiere phase décroissant en 1/T (= SppV constante)

Deuxieme phase décroissante en 1/T2 (- SpD constant)

Spectre Type 2 (séismes proches)




Réponse sismique d'un systeme 1DDL

Utilisation pratique M,K,C —» T,& — SppA
— F_ =M SppA(T,¢)

Puis verification de la résistance (par exemple, F, ., <AF))

2

-
SPPA(T.E) — 5, = y -SppA(T, &)
72- F/

Puis vérification des ELS

Rem:

* a,estdifferent pour les ELU et les ELS

o Cas des oscillateurs élasto-plastiques




Réponse sismigue d'un systeme MDDL

1/ Analyse temporelle

 Données: accelerogrammes V (t)
 Naturels ou syntheétiques
e En nombre suffisant

e Equation du mouvement

[M 9, @ +[CJovm; +[K [{v(D)} =
O = fu(t t =1 dans la direction du séisme
avec (¥, (0 = VO +rv, O { dans les autres directions

0
= [M]{v}+[C{v}+[K]{v} =—[M]{r}v,() ={P,]



Réponse sismigue d'un systeme MDDL

Résolution
» Dans la base des nceuds (par exemple par Newmark)
* Permet la prise en compte éventuelle des non-linéarités

o Peut étre lourde a mettre en ceuvre (NDDL élevé, plusieurs
accélérogrammes a consideérer, f, x40 Hz > At= 0.01set T
de 30s a 1min)

séisme
* En base modale (si structure linéaire + hypothese sur I'amortissement)

M 7+Cn+Kn=P i=]
R 77'*+ Jh=E " Facteur de participation
avec P"=—(u )[M ]{r}v /' modale

Y 1) [ Y
RS M) g




Réponse sismigue d'un systeme MDDL

Critere de sélection des modes

« Sur base de la masse collaborante (ou masse effective)

2

L .
m =— Kk I=1n
= [ka]

tel que _anmi =M,_
= mesure de la maniere dont la masse totale se répartit entre les différents
modes propres
- Critere: X m; >0.9 M,

ou X mi >0.7 I\/Itot (avec 1:i < fcoupure)



Réponse sismigue d'un systeme MDDL

2/ Analyse modale spectrale

» Donneées: spectre reponse (réel ou réglementaire)

o SystemealDDL.:

g

) {% (@,6) =3, (@)
—

V+2EoV+ @'V =-V 2 (0.8)=5. (0.8)

—> Systeme a N DDL projeté selon le mode i:

-

L
L T =3 56 (@0 6)
i+28on +oin=-2V = i

L
i i =S (@&
EVE 2(@,8)

G |




Réponse sismigue d'un systeme MDDL

{Vi}max = 7T e {Ui} - {Ui}ﬁsd (a)i’é:i)

L
(P =K = [KJug 28 (@,.6)
) L L
= [M ]{Ui}wsd (0,4)=[M ]{Ui}wspa(a)ﬂ )
Combinaison des réponses modales:
« Combinaison arithmétique: {X} =>{X}

Tres (trop) seécuritaire, car les maxima sur les différents modes ne sont
pas simultanés.

De plus, les maxima obtenus par I'approche spectrale sont en fait des
extrema.



Réponse sismigue d'un systeme MDDL

Combinaison des réponses modales:
« Combinaisons quadratiques:

SRSS: X, e = o[ 2 X e

Correcte si on suppose que les reponses dans chacun des modes sont
independantes (OK si w; # )

CQC ><k,max :\/ZZaijxi,k,maxxj,k,max

Corrélation oy; entre modes i et j fonction de o; = o; et de &

o
1




Réponse sismigue d'un systeme MDDL

3/ Analyse statique équivalente

Réponse essentiellement sur un mode < Structure réguliere
Exemple: @,

— 5 O

O

777 777 777

Rie = 2P = SAMIfU}], 28, (0,8)
5. (0.8)=mS, (@.9)

=AM, S (®,&) avec A<l




Réponse sismigue d'un systeme MDDL

Probleme équivalent:
Calcul statique sous {F} tel que 2. F =4AM_S (®,<)

F—s — s
SN > n
Fl —> \\‘\\—> é—>
77 77 e 777 | 777
A fixer:

e valeurde A
o - Normes
 Distribution des F; sur la hauteur
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