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Introduction

Ceci constitue le document de cours-TD de Mécanique des fluides destiné aux éleves de
deuxieme année de 1’école nationale supérieure des Mines de Nancy ayant choisi le département
Energie & Fluides. Ce cours se situe évidemment dans la continuité de mon cours de mécanique
des milieux continus solides et fluides de premiere année (Plaut 2015b). En particulier j utilise
le calcul tensoriel (Plaut 2015a) et des notations identiques : les caracteres gras surmontés d’une
barre (exemple : V) désignent les vecteurs, les caracteres gras surmontés de deux barres (exemple :

D) désignent les tenseurs d’ordre 2, etc...

Je reprends et complete dans le chapitre 1 les bases générales de la modélisation en mé-
canique des fluides, en allant notamment jusqu’au bilan d’énergie interne, i.e., en abordant la
thermomeécanique des fluides. Le chapitre 2 se focalise sur les lois fondamentales régissant
les phénomeénes interfaciaux. Le chapitre 3 est consacré au modéle du fluide parfait et a
ses principales applications : ondes de surface et ondes sonores, instabilités, aérodynamique'. Le
chapitre 4 est consacré au modéle des écoulements de Stokes et le chapitre 5 a la théorie
des couches limites. Le chapitre 6 présente quelques éléments sur les écoulements turbulents
et leur modélisation. L’annexe A étend ’analyse dimensionnelle développée dans Plaut (2015b) au
cadre de la thermomécanique des fluides. Enfin, ’annexe B présente des éléments sur les phéno-
menes de dispersion d’ondes.

Ce cours s’adresse « idéalement » & un futur ingénieur Recherche et Développement (R & D).
Tous ceux qui le suivront ne feront pas carriere dans la R & D, loin s’en faut, mais je me donne a
priori cet objectif de formation,

e pour son intérét intellectuel ;

e parce que « qui peut le plus peut le moins » ;

e parce qu'une bonne R & D, et de bons bureaux d’études, sont sans doute les leviers qui

permettront d’offrir un avenir a notre industrie (au sens large).
En conséquence cet enseignement est en partie basé sur 'utilisation d’un outil logiciel moderne ?,
a savoir Mathematica, pour illustrer quelques phénomenes, résoudre numériquement certains mo-
deles, faire tel ou tel calcul formel lourd, etc...

1. Malheureusement, suite a une réforme du tronc commun de mathématiques effectuée en 2014, I’Analyse com-
plexe ne fait plus partie du bagage des éleves de 1’école. Les sections 3.5, 3.6 et 3.11 de ce document seront donc
peu exploitées, comme cela est expliqué dans la remarque de la fin de la section 3.2.3. Ainsi, le calcul d’écoulements
autour d’une aile ou d’un aileron a partir de modeles potentiels ne sera qu’abordé en cours, sans TD dédié. Heureuse-
ment, I’étude des moteurs fusée, couches limites, écoulements turbulents ont une pertinence élevée, par rapport aux
problématiques de ’aérodynamique... De plus, le TP expérimental associé a ce module releve de ’aérodynamique...

2. Prototype des outils logiciels utilisés en R & D.
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Des références intéressantes et pédagogiques en mécanique des fluides, complémentaires des élé-
ments de cours donnés ci-apres, volontairement succints, sont Huerre (1998), Chassaing (2000a,b),
Guyon et al. (2001). Des traités plus pointus, rédigés dans la langue de Shakespeare, sont ceux de
Batchelor (1967) et Davidson (2004).

D’un point de vue pratique, le déroulement de ce module, avec des consignes pour un travail
préparatoire avant chaque séance, est présenté sur la page web dynamique

http ://emmanuelplaut.perso.univ-lorraine.fr/mf .

Cette page contient une version PDF complete de ce document®, et les fichiers amphix.pdf des
4

présentations vidéos données lors des cours “.

Je remercie Mohamed Souhar ®, responsable d'un cours similaire & ’école nationale supérieure
d’électricité et de mécanique©, ainsi que Didier Bernardin et Olivier Botella, pour des discussions
intéressantes. Je signale que je les cétoie au laboratoire d’énergétique et de mécanique théorique
et appliquée (Lemta), situé sur le campus de Brabois de I’Université de Lorraine, dans lequel
je meéne mes activités de recherche. Merci aussi & Nicolas Tantot, de SAFRAN Snecma, pour la
fourniture des données numériques de I'exercice 1.3, et a Jean Marc Dorey, de €DF R&D, pour
les renseignements qui m’ont permis de créer la deuxieme partie du probleme 1.1 ainsi que le
complément 1.2. Je remercie enfin mon ex-collegue Jean-Régis Angilella pour avoir attiré mon
attention sur le site web que je cite dans le complément 3.1, et, surtout, pour m’avoir permis de
m’inspirer des cours et TD de turbulence qu’il a donné a 1’école des Mines jusqu’en 2010, afin de

rédiger une premiere version du chapitre 6.

Nancy, le 13 mai 2016.

Emmanuel Plaut.

3. A la fin de cette version PDF, en annexe C, figurent des corrigés succincts des exercices et problemes. Merci
de jouer le jeu et de ne consulter ces corrigés qu’apres les TD ..

4. Ces fichiers correspondent & une version statique des présentations vidéos, sans films, etc... Ils seront mis en
ligne au fur et & mesure, aprés chaque séance de cours.

5. J’ai aussi une pensée pour mon ex-collegue Jean-Pierre Brancher.

6. L’ENSEM, une autre école de ’Université de Lorraine.


http://emmanuelplaut.perso.univ-lorraine.fr/mf

Chapitre 1

Bases de la modélisation
en mécanique des fluides

Une présentation moins succinte de ces bases, en ce qui concerne toutes celles-ci exceptées la loi
de comportement des fluides compressibles (section 1.5) et le bilan d’énergie interne (section 1.9),
est accessible dans mon document de cours de premiere année Plaut (2015b). Par rapport a ce cours
« élémentaire », on donne aussi en plus ici section 1.6 quelques compléments sur la physique de la
viscosité. Vous noterez qu’un plan de ce cours de deuxieme année est donné ci-apres, naturellement,
a la fin de la section 1.5.

1.1 Modele du milieu continu fluide, liquide ou gaz

Ce modele, introduit dans la section 1.1 de Plaut (2015b), suppose que la matiere est consti-
tuée de « particules matérielles » ou « volumes élémentaires représentatifs » de diamétre
caractéristique d dans un état local homogéne de quasi-équilibre thermodynamique, suf-
fisamment gros pour contenir suffisamment d’atomes ou de molécules pour que cette notion de
quasi-équilibre ait un sens du point de vue de la physique statistique,

d > ( échelle des hétérogénéités atomiques ou moléculaires, (1.1)
suffisamment petits pour qu’ils méritent le titre de « particules »,
d <« L échelle des hétérogénéités « macroscopiques » ~ 1 cm. (1.2)

Dans le cas de liquides « stmples », £ ~ 10 A donc (1.1) est satisfaite si d ~ 1um.
Dans le cas de gaz, { = libre parcours moyen des atomes ou molécules, et

14
{ < L <+= K = nombredeKnudsen = 7 < 1. (1.3)
En général
1
¢ = 14
p— (1.4)

avec o, la section efficace de collision entre deux atomes ou molécules, n la densité atomique ou
moléculaire. Si de plus on utilise le modele du gaz parfait,

p
= ]_‘
" kT (15)
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avec p la pression,

k= 1,381 1072 J/K (1.6)
la constante de Boltzmann, 7' la température absolue, on obtient
1 kT

o.n L o.p L’

Le modele du milieu continu ne sera pas valable pour des gaz tres peu denses, i.e. chauds ou a
faible pression. Ceci écarte par exemple les gaz de la haute atmosphére, ou encore la plupart
des plasmas, voir a ce sujet les illustrations du cours d’amphi.

Rappelons pour terminer concernant les gaz que la masse volumique p = mn ou m est la masse d’un
atome ou molécule du gaz, m = M /N avec M la masse molaire du gaz', Na = 6,022 10%*/mol
le nombre d’Avogadro. Ainsi une autre forme de la loi des gaz parfaits (1.5) est

p = Mp/RT (1.8)

avec la constante des gaz parfaits R = Nak = 8,314 J/K/mol.

1.2 Cinématique

On retrace ici les grandes lignes des sections 1.2, 2.1 et 2.2 de Plaut (20150).

1.2.1 Descriptions du mouvement

Si le modele du milieu continu est valable on peut définir la vitesse v(X,t) d'une particule
matérielle comme une quantité moyenne (au sens de la physique statistique). D’ou le champ de
vitesse eulerien ; la description lagrangienne du mouvement

®(.,t) : Dy domaine initialement occupé — D, domaine actuellement occupé (1.9)
X position initiale > X position actuelle = ®(X,t) '
s’obtient par calcul des trajectoires définies par
_ dx
%(t)) = X et dit‘ = W(x(),t) . (1.10)
On note aussi
X = U(xt). (1.11)

En mécanique des fluides on utilisera de préférence la description eulerienne; ainsi le champ de
vitesse par exemple
v = V(Xt) .

1.2.2 Dérivées particulaires

Elles reposent sur l'utilisation de l'opérateur gradient introduit dans Plaut (2015a). Pour un
champ scalaire

dp dp = o\ —

o _ 2 )V 1.12

a = g T (Vx)V (1.12)
pour le champ de vitesse

dv ov =

— = — V) -V . 1.1

7 N + (VxV) - ¥ (1.13)

1. Par exemple, pour air, M,;, = 28,8 g mol ™.
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1.2.3 Tenseur des taux de déformation

C’est le tenseur eulerien

cll

_ %(€v+€vT> : (1.14)

qui permet de calculer la dérivée particulaire d’un produit scalaire entre petits vecteurs,

d(dx - d')

= = 2dx-D-d% |. (1.15)

Il permet aussi la décomposition locale d’un champ de vitesse général, autour d’'un point

X donné,

v = V(X+dX) —V(X) = Vv-dx = D-dx + @Adx |. (1.16)

avec

w = —rotv. (1.17)

N

Ainsi localement on peut décomposer le mouvement en une déformation instantanée (terme
D - dX) et une rotation instantanée (terme w A dX), cf. la section 2.2 de Plaut (2015a).
1.2.4 Transport d’un volume infinitésimal en description eulerienne

Cette formule de transport

d(d3z)
dt

= (P2) 'V = (d’z) divy (1.18)

permet une interprétation immédiate de la divergence du champ de vitesse.

1.2.5 Transport d’une quantité extensive définie par une densité volumique

- [ e
L ] = [I] Te s [[ womes.am)

La quantité étant définie par

on a montré que

= |5

1.3 Bilan de masse

Pour plus de détail, reportez-vous aux sections 3.1 et 7.1 de Plaut (20155).

1.3.1 Conservation de la masse - Débits - Vitesse débitante

A T'aide de ce qui précede la conservation de la masse s’écrit

P d
8—§+dw( v) = d—’t’+pdivv =o0|. (1.20)
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En fluide incompressible ou écoulement isovolume
p=po donc divv = 0. (1.21)

En écoulement permanent le long d’'un tube de courant on a toujours conservation du débit

= //Spv-n d?s (1.22)

avec S une section du tube, m normale a cette section orientée comme le tube. Enfin en fluide

massique

incompressible on a conservation du débit volumique

= //Sv-ncﬂs, (1.23)

qui est souvent écrit VA avec V witesse débitante et A aire d’une section du tube.

1.3.2 Transport d’une quantité extensive définie par une densité massique

= ///Dtpe d3x
///Dtpdt B ///Dt 855756)65393 + //mpev-ndQS. (1.24)

1.4 Bilan de quantité de mouvement

La quantité étant définie par

on a montré que

1.4.1 Expression cinématique du taux d’évolution de la quantité de mouvement

A partir de (1.19) et (1.24) on obtient

T - /// pvde /// P (1:29)
Dy Dy

Cette derniere forme de la dérivée de la quantité de mouvement par rapport au temps est connue

sous le terme « formule d’Euler ».

1.4.2 Bilan dynamique - Tenseur des contraintes

On introduit pour décrire les efforts intérieurs dans un fluide le tenseur des contraintes (de
Cauchy) @ comme dans la section 3.2 de Plaut (2015b). Ainsi, la force exercée sur un élément de
surface d2S de normale sortante n par le milieu extérieur est

d’f = Td*S = & -nd’S |, (1.27)

avec T le vecteur contrainte. D’apres Newton, il vient

U // / Fuotumiaue &7 + / / 7omds |. (1.28)
dt Dy oD,
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En utilisant la formule intégrale de la divergence (cf. Plaut 2015a) on obtient 1’équation locale
d’évolution de la quantité de mouvement

dv r T
P = frolumique + div o |. (1.29)

1.5 Loi de comportement des fluides visqueux
Equation de Navier-Stokes

1.5.1 Cas de fluides compressibles

On désire compléter ici la section 7.2 de Plaut (2015b) en écrivant la loi de comportement des
fluides compressibles visqueux isotropes newtoniens?. On a toujours dans ce cas séparation
du tenseur des contraintes

T =-pl+7 (1.30)

en un tenseur de pression —pT et un tenseur des contraintes visqueuses T, avec a priori
une relation linéaire entre T et le tenseur des taux de déformation (1.14). En effet un
mouvement de rotation en bloc du fluide ne doit pas créer de contraintes visqueuses, d’ou la
proportionnalité de T a D et non ?V; I’hypothese de linéarité quant a elle est caractéristique du
fluide newtonien. Comme le fluide est compressible on n’a plus forcément trD = divy = 0, donc
la loi de comportement la plus générale respectant les hypotheses que ’on vient d’énoncer s’écrit

T =m (trﬁ) 1+ 27725- (1.31)

Dans un écoulement de Couette plan comme celui étudié en premiere année,

v = V%éz,

on a trD = divv = 0, donc on retrouve une contrainte tangentielle a la paroi y = 0 valant

_ |4
.ey = 772?

qll

T, = e;-

Cette relation de proportionnalité entre la contrainte de cisaillement et le taux de déformation
de cisaillement, via 7, montre que 7y est la viscosité (dynamique) de cisaillement déja

rencontrée en premiere année ; on notera en conséquence

n = 1. (1.32)

Pour interpréter la viscosité n;, considérons au contraire un mouvement de compression pure

seulement possible en fluide compressible,

On a alors o Ve B
Vv =-—1=D

a

2. En premiére année on désignait par abus de langage les fluides incompressibles visqueux isotropes newtoniens
comme les « fluides newtoniens » ; on va l'espace de cette section éviter cet abus, auquel on reviendra rapidement.
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donc -
T = —Bn+2n)—1 = k(divw)1
a

avec

2
K = n+ 37 (1.33)

le coefficient de proportionnalité entre les contraintes visqueuses liées a la compression et le coef-
ficient de contraction volumique divv (cf. I’équation 1.18). On appelle donc k viscosité (dyna-
mique) de dilatation-compression volumique.

On peut faire a partir de la théorie cinétique des gaz faiblement hors de I’équilibre, i.e. en équi-
libre thermodynamique local seulement®, des prédictions concernant le tenseur des contraintes
visqueuses, prenant leur source dans les collisions entre atomes ou molécules. Ceci permet de mon-

trer que, pour un gaz monoatomique, la viscosité de dilatation-compression volumique est nulle,

2
k=0 << n = —37- (1.34)
La premiere « démonstration » de cette propriété a été donnée par Stokes en 1845, voir Stokes
(1845) . Tl s’avere que dans les gaz polyatomiques et les fluides la viscosité de dilatation-compression
volumique est faible ; en conséquence on suppose en général, pour simplifier, la validité de la rela-
tion de Stokes (1.34). Au bilan on a donc

— = fry 2
o = —pl + 27D — 37 (trD) 1 |. (1.35)

Une conséquence importante de ces effets de frottements visqueux est que les fluides visqueux

adhérent a une paroi solide, ce qu’exprime la condition d’adhérence
V(X,t) = Vpari(X,t) sur la paroi. (1.36)

En remplagant dans (1.29) et en utilisant le fait que sur la Terre fiolumique = 08 il vient I’équation
de Navier®- Stokes

dv
Pt

_ _ 1 —
= pg — Vp + nAv + gnV(divV) . (1.37)

On introduit en général la viscosité cinématique

n
v = — |. 1.38
) (1.38)

Des valeurs typiques des viscosités sont présentées sur la table 1.1; voir aussi sur ce sujet la
section 1.6.

3. Cette théorie, plus complexe que celle des gaz en équilibre thermodynamique global (qui a été vue en premiere
année dans le cours de Gaudry 2012), est par exemple présentée dans Huang (1988).

4. Stokes, mathématicien et physicien anglais, I’a basée sur des raisonnements mécaniques et non sur la théorie
cinétique des gaz.

5. Navier, ingénieur et scientifique frangais, avait étudié le cas d’un fluide incompressible dés 1822, en proposant
le modele qui correspond & (1.41).
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Fluide p [kg/m?] | n [Pas] v [m?/s)
Eau sous p =1 atm, T = 10°C 1000 1,31 1073 | 1,31 1076
Eau sous p=1 atm, T = 20°C 998 1,00 1073 | 1,00 1076
Eau sous p=1 atm, T = 30°C 996 7,98 10~* | 8,01 1077
Air sous p = 1 atm, T = 20°C 1,20 1,82 107° | 1,51 1075
Air sous p =1 atm, T'=40°C 1,13 1,91 107° | 1,70 105

Tab. 1.1 — Valeurs typiques de la masse volumique p, de la viscosité dynamique 7 et de la viscosité
cinématique v = 1n/p pour divers fluides. On rappelle qu'une atmosphere vaut 1,013 10° Pa soit 1,013 bar.
L’unité de 7 est aussi bien le Pascal seconde [Pa s] que le kilogramme par meétre et par seconde [kg/(m s)].
Les propriétés de I'eau sont tirées de Lide (2001). La masse volumique de I'air peut se déduire de la loi des
gaz parfaits (1.8); les viscosités sont tirées du site web ‘Engineering ToolBox’.

1.5.2 Cas de fluides incompressibles

Tres souvent les fluides considérés sont supposés incompressibles. Alors, en vertu de (1.21),
divv = 0, (1.39)

la loi de comportement (1.35) devient plus simplement

T = —pl + 2D |, (1.40)

tandis que I’équation de Navier-Stokes (1.37) se récrit

dv

P = P8 Vp + nAV |. (1.41)

On rappelle que cette équation est non linéaire du fait de I'existence d’un terme d’advection

(?v) v

dans laccélération dv/dt, cf. (1.13), et que l'on peut, a I’échelle du laboratoire o g = —ge, est
uniforme, regrouper les deux premiers termes du membre de droite dans le gradient de pression
motrice
p = p+pgz |, (1.42)
c’est-a-dire écrire
dv ov = . _
P = | (Vv) vl = -Vp + AV | (1.43)
dt ot —— ~—
. . terme de pression terme visqueux
termes inertiels

C’est le caractere non linéaire de cette équation qui fait toute la richesse de la mécanique des fluides.
Rappelons que la « force des non-linéarités » ou plus physiquement l'ordre de grandeur du rapport
entre les termes d’advection et les termes visqueux est donnée par le nombre de Reynolds

p (%V) -V VL

nav
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avec V et L vitesses et longueurs caractéristiques de 1’écoulement, nombre que 'on peut aussi
introduire par analyse dimensionnelle (cf. le chapitre 8 de Plaut 2015b). En premiére approximation
si Re > 1 le modele du « fluide parfait », dans lequel on négligera les effets visqueux, pourra
s’appliquer (cf. le chapitre 3), alors que si Re < 1 le modele des écoulements de Stokes, dans
lequel on négligera les effets non linéaires, sera plutdt utilisé (cf. le chapitre 4). Dans la réalité les
choses sont souvent plus compliqués puisque la valeur du nombre de Reynolds dépend de la zone
considérée de ’écoulement et des échelles que I'on considere... d’ou la nécessité de développer la
théorie des couches limites, pres de parois ou les effets visqueux importent (cf. le chapitre 5), et
celle des écoulements turbulents (cf. le chapitre 6).

1.6 Compléments : origine et estimation physique de la viscosité

Quelques éléments sur la physique de la viscosité des liquides et des gaz sont présentés ici. Pour

une étude plus approfondie, voyez par exemple la section 2.2 de Guyon et al. (2001).

1.6.1 Cas de liquides

Dans un liquide la mobilité des molécules est faible. En conséquence la diffusion de quantité de
mouvement est gouvernée par des « sauts » dans I’espace sur une longueur comparable a la taille ¢
des molécules, sous l'effet des contraintes internes. Une analyse basée sur la mécanique quantique
et statistique, donnée dans la section 2.2.2 de Guyon et al. (2001), montre que I'on peut estimer

la viscosité dynamique comme étant

n OE ) (1.45)

n = E exp(k—T

h = constante de Planck = 6,626 10734 J K ,

OF est I’énergie d’activation a fournir pour un saut de position lorsque le fluide est au repos sans
écoulement. Un tel saut de position se produit par agitation thermique, d’ou le facteur de Maxwell-
Boltzmann en exp(dE/kT). Une loi de ce type, généralisée avec un préfacteur moins contraint,

5E)

n = Mo exp (ﬁ

est appelée « loi d’Arrhenius » 6. Elle prédit que la viscosité doit diminuer avec la température,

(1.46)

ce que l'on observe bien expérimentalement dans le cas de I'eau, cf. les données de la table 1.1.
Pour aller plus loin de facon semi-quantitative, on peut supposer physiquement que I’énergie d’ac-
tivation 0F est de l'ordre de kTy, ou Ty est la température d’ébullition du liquide. Pour bien
reproduire les observations on prend numériquement

SE = 3.8 kTe (1.47)
ce qui conduit avec (1.45) a 'estimation
h T,
n = g exp <3,8 ?) . (1.48)

Dans le cas de 'eau, £ = 3,4 A et T; = 100 °C = 373 K donnent, a7 = 10 °C = 283 K,

Neau =~ 2,5 1072 Pas . (1.49)

6. Physicien et chimiste suédois de la fin XIX®™ | début XX®™¢
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1.6.2 Cas de gaz

La diffusion de quantité de mouvement dans les gaz se fait essentiellement a cause de 'agitation
thermique et des collisions. Cette agitation thermique peut étre décrite en premiere approximation
grace a la théorie cinétique des gaz parfaits, cf. par exemple Gaudry (2012). Cette théorie montre

que la vitesse d’agitation thermique moyenne ”

Viherm = \/@ = \/f (1.50)

en ordre de grandeur, avec m la masse d’un atome ou d’une molécule. D’autre part la longueur
caractéristique sur laquelle se font les échanges de quantité de mouvement est la distance par-
courue par atome ou molécule entre deux collisions, i.e. le libre parcours moyen ¢ déja introduit

équation (1.4). Comme 'analyse dimensionnelle montre que la viscosité cinématique
v =wvl,

il est naturel de postuler la relation d’ordre de grandeur®

KT 1 KT
Voo Vinem = 1 =vp =/ —mm o~ (1.51)
m

o n o,

Dans le cas de diazote a température ambiante, on peut estimer que la section efficace de collision
o. est de l'ordre de 711“12\12 ou
N, = 1,6 A (1.52)

est le rayon de la molécule de diazote. D’autre part

lg lg —27
luma = -5 = & _ 1661027k
TN T 602108 &

Ny étant le nombre d’Avogadro. On obtient ainsi a 20°C,
m, ~ 1,7107% Pas . (1.53)

Le fait que cette valeur estimée soit 10 fois la viscosité de l'air a température ambiante (donnée
dans la table 1.1) illustre que cette théorie est seulement valable semi-quantitativement, en ordre
de grandeur?.

La formule (1.51) prédit une augmentation de la viscosité (dynamique) lorsque la température donc
I’agitation thermique augmentent. Cette augmentation est bien observée expérimentalement : la
table 1.1 montre que lorsque la température augmente de 20 a 40°C, la viscosité de I'air augmente
de 5%. Cette augmentation est comparable a celle du facteur racine carrée de la température

absolue dans la formule (1.51), soit 3% dans ce cas.

7. La moyenne que signifient les crochets est celle de la physique statistique.
8. Le premier & poser cette relation fut le physicien et mathématicien britannique Maxwell, qui vécut au XIX®™e
siecle.

9. Développer des modeles quantitatifs de coefficients de transport comme la viscosité est tres difficile...
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1.7 Bilans d’énergie cinétique

Le bilan local s’obtient en multipliant (1.29) scalairement par v, d’ou

p% — Fumiqee -V + (diV )V (1.54)

1_,
avec e, = =V

la densité massique d’énergie cinétique. (1.55)

D’autre part, dans la section 7.5.2 de Plaut (2015b), on a établi que le bilan global, sur un volume
de fluide Dy, s’écrit

dE,
dtc = Ivolumiques + P, surfaciques — P dissipée (1-56)
avec
E. = énergie cinétique totale = /// pec A3z
Dy

= d’r + pev-n d“S |
dt D, ot oD,
P, volumiques — / / / f'volumique v dx ) P, surfaciques — / / T vd’S ’
Dy 0D

Pdissipée = 2 / D:
Dy

ol

dBr > 0.

1.8 Application : pertes de charge dans un écoulement ouvert

On considére un écoulement quasi permanent dans un tube de courant Dy, dont les sections
d’entrée S, et de sortie Ss se trouvent dans des régions ot ’écoulement est établi i.e. quasi unidi-
rectionnel, et sont faiblement étendues dans la direction verticale z. Dans la section 7.5.3 de Plaut
(2015b), on a montré que le bilan (1.56) s’écrit dans ce cas

mg 0H = mg (He — Hs) = Pissipge > 0 (1.57)
avec
H, = 2z + Pe + }ozer = charge au niveau de S, ,
pg 2
Ve = ;//ev d2s = Aie = vitesse débitante sur Se ,

1
<1)3>e = A// v3d?S = vitesse cubique moyenne sur S, |
€ e

3
e = % = coefficient d’énergie cinétique sur S, , (1.58)
e
en notant A, aire de la section d’entrée, des formules identiques étant valables au niveau de la
sortie s. Cette notion de perte de charge est extrémement importante pour I'ingénieur, car elle
permet le calcul des « circuits hydrauliques ».
Dans le cas d’écoulements dans un tuyau a section cylindrique, ’étude des pertes de charge a
l'aide de 'analyse dimensionnelle a fait 'objet de la section 8.2 de Plaut (2015b). Elle a aboutit

a lintroduction d’'un « coefficient de perte de charge » adimensionnel A, fonction du nombre de
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Fig. 1.1 — Coefficients de perte de charge \ des écoulements en tuyau en fonction du nombre de

Reynolds Re et de la rugosité relative € (Bonnin 1983). La formule associée est 1'équation (1.59).

Reynolds Re = Vd/v avec V la vitesse débitante, d le diametre, v la viscosité cinématique, et
de € la rugosité relative, quotient de la taille caractéristique des rugosités de la paroi sur d. Ce
coefficient A permet d’obtenir la perte de charge entre deux sections distantes d’une longueur L
dans la direction de ’axe du tuyau suivant la formule

st = L (R o (1.59)

= — — e €) . .
2g d ’

Des corrélations permettant d’estimer A\ sont présentées sur la figure 1.1. Une illustration de la
transition vers la turbulence et de ses effets, dramatiques, sur les pertes de charge, est donnée
sur la figure 1.2.

1.9 Bilans d’énergie interne

L’énergie interne, ou « chaleur », est aussi de 1’énergie cinétique, mais correspondant a
des mouvements d’agitation thermique « microscopiques » et « désordonnés ». On définit une
densité massique d’énergie interne e;. Le premier principe de la thermodynamique énonce la
lot d’évolution de l’énergie totale

dEtot d(Ez + Ec)

dt = dt = Fefforts extérieurs T Q (160)

avec @ le taux d’énergie interne (chaleur) recu,

Q = ///Dtrd% - //BDt(I)Chal-ndZS, (1.61)

r étant le tauzx volumique de production de chaleur, .., le vecteur densité de flux de
chaleur, n la normale unitaire sortant de D;. En utilisant le bilan global d’énergie cinétique (1.56),
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on établit le bilan global d’énergie interne

dE;
dt

= Pdissipée + Q . (162)

La puissance dissipée n’est donc pas perdue mais transformée en chaleur. En introduisant la den-
sité massique d’énergie interne e; il vient, a 'aide des formules de transport établies dans
Plaut (2015b),

///Dt T = ///Dt 8%?)‘13‘”‘ + //aDtpeiv-ndQS
///D dez N ///D (200D + v) % — //anI’Chal'“dQS- (1.63)

Par passage du global au local on obtient I’équation locale

de; — — _
pd—i = 2D:D + r — divBe . (1.64)

Par définition méme de la capacité calorifique massique c, une variation infinitésimale d1" de

température équivaut a une variation infinitésimale de densité massique d’énergie interne
de; = cdT . (1.65)
Lorsque r = 0, et que la lot de Fourier
D = —AVT (1.66)

avec A la conductivité thermique est bien vérifiée, I’équation de la chaleur s’écrit

per = 27]D D + A\AT |. (1.67)

Le terme de dissipation visqueuse est souvent négligeable.

Des valeurs typiques des capacités calorifiques et conductivités thermiques sont

¢ =4180 J/kg/K, A\ =0,597 W/m/K pour de 'eau & 20°C
¢ =1006 J/kg/K, X =0,0257 W/m/K pour de I'air & 20°C .

On en déduit des valeurs typiques des diffusivités thermiques

k= MN(pc) = 1,43 107" m?/s pour de 'eau & 20°C
k= M(pc) = 2,12107° m?/s pour de I'air & 20°C .

Revenons pour terminer sur le bilan global (1.63) dans le cas ot D; est un tube de courant, de
section d’entrée S., de sortie Sy, et I’écoulement est permanent. Il vient alors, en négligeant la

dissipation visqueuse et en revenant a des écritures globales des termes de droite,

// pe;v -0 d2S + // peiv-md’S = Q.
Se S



1.9 Bilans d’énergie interne 21

(a) oo8 R
0.07 -

0.06
0.05

0.04

Coefficient de perte de charge A
0.03

0.02

)\laminaire

1000

(b)

(c)

Fig. 1.2 — Propriétés d’écoulements dans un tuyau. (a) : figure tirée de Schlichting (1979); Faisst
& Eckhardt (2003). (b) : visualisation expérimentale d’une « bouffée turbulente » (‘puff’ en anglais) a
Re = 1900, gréace a des particules anisotropes minces s’orientant dans I’écoulement et réfléchissant la lumiere
(Peixinho & Mullin 2006). (c) : a numerical ‘puff’ at Re = 1900 with a (r,z) section of the axial vorticity
(Willis & Kerswell 2007).

En faisant I’hypothese que les conditions thermiques sont quasi uniformes sur les sections d’entrée
et de sortie du tube de courant, il vient

1 [e;(sortie) — e;(entrée)] = Q . (1.68)

En faisant enfin ’hypothese que la relation (1.65) est valable sur toute la plage de température

balayée, avec une capacité calorifique ¢ constante, il vient
qc [T (sortie) — T'(entrée)] = Q avec q.=rhc le débit calorifique. (1.69)

Cette équation bilan permet par exemple d’estimer le débit massique du fluide caloporteur circulant
dans un réacteur nucléaire, T'(entrée) et T'(sortie) étant fixées par des contraintes de conception du
réacteur, Q étant la puissance thermique & évacuer, produite par les réactions de fission nucléaire...
Ces bilans d’énergie interne seront repris en long, en large et en travers dans le cours de « trans-
ferts thermiques » de Jannot (2015). Ce cours complétera I’étude des phénomenes de conduction
et convection de la chaleur, abordables en thermomécanique des fluides, mais peu considérés ici,
par celle des phénomeénes de rayonnemment, qui dépasse largement le cadre de la thermoméca-
nique des fluides... Voyez enfin 'annexe A du présent document sur ’analyse dimensionnelle en
thermomécanique des fluides...
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Fig. 1.3 — Schéma de principe d’'un moteur fusée, tiré d’un site web a but éducatif de la NASA.

1.10 Exercices, probleme et compléments

Exercice 1.1 Estimation de la poussée d’un moteur fusée

On veut estimer par des bilans globaux la poussée (‘Thrust’ en anglais) d’'un moteur fusée
a carburant (‘Fuel’) et comburant ( ‘Ozidizer’) liquides (par exemple du dihydrogene et du dioxy-
gene), du type présenté sur la figure 1.3. Ces liquides sont injectés par des pompes dans la chambre
de combustion, les injecteurs débitant en premiere approximation dans une direction y perpendi-
culaire a 'axe d’éjection des gaz brulés, soit Oz avec O le centre de la chambre de combustion.
On suppose que la fusée vole a vitesse constante dans un régime stationnaire, et on travaille dans
le référentiel de la fusée. Pour les applications numériques, on se focalisera sur le cas du moteur
Vulcain 2 d’Ariane 5. Le diametre de la tuyere (‘Nozzle’) en sortie est d = 1,75 m. On pose
I’hypothese de type fluide parfait suivante : sur les sections d’entrée A; (au niveau des injecteurs)
et de sortie A, de la tuyere, les vitesses (moyennes, a cause de la turbulence) sont uniformes, et
seules des contraintes normales sont exercées par les fluides en amont et aval. En particulier la
vitesse d’éjection des gaz brulés est

Ve = 4km/s,

la pression d’éjection est p. = 1 atm. On note py la pression ambiante. On néglige le poids des
fluides contenus dans le volume € compris dans la chambre de combustion, la gorge (‘throat’) et
la tuyere. Cet ensemble de solides est dorénavant appelé « moteur ».

1.a Expliquez pourquoi on peut affirmer que les débits massique d’entrée de carburant et combu-
rant, de sortie de gaz brulés sont égaux, la valeur pour Vulcain 2 étant

m = 250 kg/s .

1.b Expliquez pourquoi les débits volumiques d’entrée de carburant et comburant, de sortie de
gaz brulés sont différents. Calculez la valeur numérique du débit volumique de sortie de gaz brulés.

Commentez.

2 Faites un bilan de quantité de mouvement dans la direction x pour les fluides contenus dans €2,
en partant des formules intégrales de bilan les plus générales. Déduisez de ce bilan ’expression de
la force exercée dans la direction x par le moteur sur les fluides, F, moteur — fluides -
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3 Faites un bilan de quantité de mouvement dans la direction x pour le moteur. Le calcul de la
force exercée par le milieu ambiant a pg sur la tuyere se fera en utilisant la formule intégrale de la
divergence. Vous en déduirez la force exercée par le moteur sur la fusée au niveau des fixations du
moteur sur la fusée, projetée dans la direction x, soit F} moteur —s fusée - E11 soustrayant la projection
du poids du moteur, et par un changement de signe de facon a obtenir une quantité positive, vous
obtiendrez ’expression analytique simplifiée de la poussée P du moteur.

4 Calculez numériquement la poussée au niveau de la mer et la poussée dans le vide, lorsque
la fusée a pratiquement quitté 'atmosphere. D’ou vient la différence entre ces poussées ? Quelles

masses pourraient étre compensées par ces poussées 7 Commentez ces résultats.

Exercice 1.2 Propulsion de fusées ou vaisseaur spatiauxr idéaux [test d’octobre 2013]

On prolonge ici I’étude précédente, avec les mémes notations. Pour les applications numériques
on considérera aussi un moteur Vulcain 2. On admet que I’expression de la poussée F' obtenue dans
I’exercice 1.1 reste valable méme si la fusée ou vaisseau spatial, dénoté ci-apres le « vaisseau », ne

vole pas a vitesse constante.

1.a On étudie la dynamique d’un vaisseau dans le vide, en négligeant I'influence de p,, i.e. F' =
mVe, et celle de la pesanteur. En supposant de plus le mouvement rectiligne a vitesse V' dans
une direction opposée a celle de ’éjection, on admet ainsi que la loi d’évolution de la quantité de

mouvement du vaisseau s’écrit

iV
dt

Montrez que, si le moteur est allumé a t = 0 lorsque la masse totale du vaisseau est my, et fonctionne

= F. (1.70)

jusqu’a t = t; lorsque la masse totale du vaisseau n’est plus que mj, on a pour I'tncrément de
vitesse du vaisseau
5V = V(tl) - V(O) = f(Ve,mo,ml)

avec f déterminée.

1.b Remarquant que mg = me + Mpe, M1 = Mpe avec Me la masse d’ergols consommeée, mye la
masse hors ergols, qui contient la charge utile, exprimez le rapport me/mye en fonction du rapport
0V /V,. Faites I'application numérique dans le cas 0V = 10 km/s, typique de la mise en orbite
« basse » autour de la Terre. Commentez.

1.c Exprimez le temps t; nécessaire pour atteindre un certain 6V en fonction de la masse hors
ergols mpe, du débit massique i et du rapport §V/V,. Faites une application numérique en calculant
t1, me et mg avec les parametres précédents et mp, = 8 t. Commentez.

2.a Dans un modele moins idéalisé d’un probleme de lancement - mise en orbite, on prend en
compte le poids, supposant la trajectoire verticale, i.e. on remplace F' par F' —mg dans le membre
de droite de 1’équation (1.70), avec g l'accélération de la gravité terrestre. On suppose aussi que
V(0) = 0. Calculez V(t) dans la phase propulsive ¢ € [0,t1], en fonction de Vg, g, t, mg et m.
Mettez en évidence un temps caractéristique de la dynamique de ce lancement, soit 7, en lequel la
vitesse divergerait, si on utilisait & cet instant la formule trouvée pour V(t). Vérifiez la cohérence
du modele, i.e. la régularité de V (¢) pour t € [0,t1].

2.b Calculez numériquement 7 avec les valeurs de la question 1.c.
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2.c A partir du développement en série de In(1 — ) pour = € | — 1,1[, montrez que V(t) est
développable en série pour ¢ € [0,t1], et calculez ce développement en série. Déduisez en que, pour
que la fusée décolle, une accélération typique de celle-ci doit étre supérieure a g. Donnez une autre
interprétation physique tres simple de ce critere. Vérifiez enfin que ce critere est satisfait, dans le
cas de la fusée « dimensionnée » question 1.c.

2.d Esquissez 'allure de la courbe V (), pour la fusée précédente, et calculez en particulier numé-
riquement la vitesse finale V'(¢1). Commentez physiquement.

3 Critiquez succinctement ce modele de lancement et mise en orbite de charges utiles.

Exercice 1.3 FEstimation des poussées de turboréacteurs simple et double flux

[ test d’octobre 2015 |

On veut estimer les poussées de deux moteurs aéronautiques, a savoir les turboréacteurs dont
les schémas de principe sont en figure 1.4. On suppose que ces moteurs fonctionnent en régime de
croisiere, I'avion qu’ils propulsent étant en vol horizontal & la vitesse constante Vj . On travaille

dans le référentiel 1ié a ’avion, dans lequel I'air ambiant arrive a la vitesse Vj .

La figure 1.4a présente un turboréacteur simple flux (‘Turbojet’ en anglais, cf. aussi la
figure 1.5). On considere que ce turboréacteur est a symétrie de révolution autour de I'axe de son
arbre (‘Shaft’). Il est contenu dans une enveloppe solide représentée en blanc. Par un orifice d’entrée
(‘Inlet’) I'air ambiant (en bleu foncé) est aspiré a la vitesse Vj . Le débit massique d’air ingéré est
myo . Ce flux d’air passe dans le compresseur (‘Compressor’) dont les aubes sont représentées en
noir. Une fois comprimé, donc, échauffé, il est mélangé dans la chambre de combustion (‘Burner’
en rouge) au kéroséne atomisé, qui se vaporise tres rapidement, briile, et fournit une grande énergie
interne. Le débit massique de kérosene injecté est 1y, , de sorte qu’en entrée de la turbine (‘Turbine’
en magenta), le débit massique de gaz admis m, = 1y + 7y . L'indice e signifie ‘Exhaust’
pour échappement. En effet, tout ce gaz, apres avoir entrainé en rotation ’arbre au niveau de la
turbine, est finalement éjecté a la vitesse V. a la sortie de la tuyere (‘Nozzle’).

On considere le systeme constitué de tous les fluides internes au réacteur : air du flux ingéré,
kérosene une fois injecté dans la chambre de combustion, puis mélange obtenu en sortie de la

chambre de combustion, dit « gaz briilés ». Ces fluides occupent un domaine D, .

1 En faisant des approximations que vous expliciterez, estimez de fagon cinématique le taux d’évo-
lution de la quantité de mouvement de ce systeme fluide en fonction de Vg, V¢, g et .. Interprétez
la physique.

2 De méme, estimez de fagon dynamique le taux d’évolution de la quantité de mouvement de
ce systeme fluide. Déduisez-en la force exercée par les fluides sur le moteur, Fguides — moteur €1l
fonction de Vj, Ve, myg et .. Interprétez la physique.

3 De méme, en écrivant la loi de ’évolution de la quantité de mouvement pour le moteur, supposé
fixé a I’avion par un « bras » de taille modeste, estimez la poussée I’ de ce moteur.
Commentez, en comparant notamment au cas d’un moteur fusée.
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m = mass flow rate Compressor

V = velocity
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(b) ‘Turbofan’ :
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Fig. 1.4 — En couleurs dans la version PDF. Schémas de principe, tirés d’un site web a but éducatif
de la NASA, d’un (a) turboréacteur simple flux - simple corps, (b) turboréacteur double flux -
double corps, dans le référentiel 1ié a I’avion.

4 FEn pratique, le débit massique de kérosene injecté est négligeable, donc ., =~ g . Donnez en

conséquence une expression approximative de F' en fonction de 7y , Vy et V. seulement.

§

La figure 1.4b présente un turboréacteur double flux (‘Turbofan’), qui est aussi a double
corps (‘two spool”). En effet, dans I’arbre de cceur (‘Core Shaft” en noir), solidaire du compresseur
et de la turbine de cceur (‘Core Turbine’ en magenta), est logé le systéme représenté en vert,
Parbre du ventilateur (‘Fan Shaft’) solidaire du ventilateur (ou « soufflante », ‘Fan’) et de sa
turbine (‘Fan Turbine’). Ces deux systemes ont des vitesses de rotation différentes, ce qui permet
une certaine flexibilité et de meilleurs réglages.

Un fluxz primaire (ou flux de cceur ‘Core Flow” ou flux chaud en bleu foncé) est admis en entrée a
une vitesse V avec un débit massique 7. . Il subit une évolution similaire & celle du flux unique du
turboréacteur simple flux. Ce flux primaire passe dans le ventilateur, ou il est accéléré une premiere
fois. Il est ensuite comprimé dans le compresseur, mélangé dans la chambre de combustion au
kérosene atomisé, qui se vaporise et brile. Le débit massique de kérosene injecté est i, de sorte
qu’en entrée de la turbine de cceur le débit massique de gaz admis m. = m. + my . Tout ce
gaz, apres avoir entrainé en rotation ’arbre de cceur, au niveau de la turbine de cceur, puis I’arbre
du ventilateur au niveau de la turbine du ventilateur, est enfin éjecté en sortie a la vitesse V..

De plus, un flux secondaire (ou flux de ventilateur ‘Fan Flow’ ou flux froid en bleu clair), de
débit massique 1y , est admis en entrée a la vitesse Vp , autour du cceur. Il est accéléré par le
ventilateur puis rejeté en sortie a une vitesse Vy .
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Fig. 1.5 — En couleurs dans la version PDF. Schéma plus détaillé d'un turboréacteur simple flux
et simple corps, tiré d’un document de ’U.S. Federal Aviation Administration.

On appelle taux de dilution (‘Bypass ratio’) le rapport entre le débit d’air qui évite (‘bypasses’) la
chambre de combustion et le débit d’air qui passe dans la chambre de combustion, b = 1 /m. .
Le débit total entrant est la somme de ces deux débits g = my + 1, .

5 En faisant des approximations analogues a celles utilisées questions 1, 2 et 3, estimez la poussée
F' de ce moteur en fonction des débits . , iy , m. et des vitesses Vo , Ve , V5.

6 En pratique le débit de kérosene est négligeable, ., ~ m, .

Remaniez la formule précédente pour exprimer F comme la somme d’une poussée due au flux
primaire ou chaud F,. et d'une poussée due au flux secondaire ou froid F.

Commentez physiquement.

7 Exprimez finalement I en fonction des seules données g , m. , Vo , Ve , V} et b.

8 On considere un moteur CFM56-5B équipant un Airbus A320 en régime de croisiere & Mach 0,8
a une altitude de 35000 pieds soit 10700 m. La température ambiante est d’environ —54°C.

8.a Estimez la vitesse de vol Vj de l'avion, en m/s, avec 2 chiffres significatifs.

8.b Sachant que 7, = 23kg/s,b = 58,V. = 500m/s, Vy = 350 m/s, estimez les poussées
F. , Fy et F. Commentez physiquement.

Exercice 1.4 FEcoulement laminaire dans un tuyau

1.a Calculez I’écoulement laminaire d’un fluide newtonien dans un tuyau cylindrique long a sec-
tion circulaire de rayon a. Vous utiliserez des coordonnées cylindriques (r,0,z), avec Oz l'axe de
révolution du tuyau. Vous supposerez que 1’écoulement est établi, au sens ou l'on se focalise sur
une tranche, de longueur L dans la direction axiale, située loin de I’entrée et de la sortie, de sorte
que, dans cette section, le champ de vitesse v est indépendant de z.

Vous montrerez a I’aide de I’équation locale d’évolution de la quantité de mouvement qu’un gradient
de pression motrice de la forme —Ge, est nécessaire pour produire I’écoulement, et relierez G aux
parametres du probleme, notamment, la vitesse au centre W > 0. Vous interpréterez physiquement
cette relation.

1.b Représentez le champ de vitesse correspondant.

1.c Etablissez I’expression du champ de pression physique dans le tuyau, sachant que l'axe de
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celui-ci, Oz, est orienté a un angle « par rapport au plan horizontal. Interprétez cette expression,
grace a trois figures, en distinguant trois cas.

2 Reliez la vitesse débitante V' a la vitesse au centre W ; commentez.

3 Calculez, a partir de la connaissance du champ de vitesse et de la loi de comportement du fluide,
le vecteur contrainte exercé par le fluide sur la paroi du tuyau. Montrez I’existence d’une contrainte
normale et d'une contrainte tangentielle, appelée aussi « contrainte pariétale » 7, . Expliquez la

physique correspondante.

4 En supposant pour simplifier le tuyau en appesanteur ', faites un bilan global de quantité de
mouvement pour la tranche de fluide étudiée. Retrouvez grace a ce bilan, que vous interpréterez

physiquement, ’expression de 7, .

5 Questions subsidiaires facultatives dans un premier temps

5.a Calculez les pertes de charge dans cet écoulement, en les mettant sous la forme standard (1.59)
faisant apparaitre le coefficient de perte de charge (ou de frottement) A\, que vous exprimerez en
fonction de la viscosité cinématique v du fluide, de la vitesse débitante V', et du rayon a.

5.b Vérifiez par un calcul direct le lien entre ces pertes de charge et la dissipation visqueuse.

Probleme 1.1 Etude d’écoulements de Couette cylindrique - Applications

Un rhéometre de Couette cylindrique (figure 1.6, déja présentée dans Plaut 20155, auquel on
renvoie pour une légende détaillée) est une cavité comprise entre un cylindre intérieur tournant, de
rayon extérieur a, et un cylindre extérieur fixe, de rayon intérieur b, remplie du liquide newtonien a
étudier. En mesurant le couple appliqué au cylindre tournant en fonction de sa vitesse de rotation
constante §2, on veut remonter a la viscosité du liquide. Dans le repere Oxyz avec Oz 'axe vertical
commun aux cylindres, Oxy contenant la base du domaine liquide, on utilise naturellement le
systeme des coordonnées cylindriques (r, €, z) . Comme cela est démontré dans le probleme 2.2
de Plaut (2015a), on peut, par symétrie, et, puisque le fluide est incompressible, supposer que le
champ de vitesse de I’écoulement laminaire est de la forme v = V(r) €y .

1 Explicitez le bilan local de quantité de mouvement dans le liquide et montrez a partir de celui-ci
que le champ de pression motrice ne dépend que de r seulement, p = p(r) .

2 Calculez le champ de vitesse dans le liquide, et représentez le champ de vecteurs correspondant

sur un dessin.

3 Question subsidiaire facultative : calculez le champ de pression dans le liquide, et précisez la
forme de la surface supérieure du liquide en contact avec I’atmosphere, située « en moyenne » en
z=h.

Indications : On supposera que le modele obtenu pour le champ de vitesse est valable jusqu’a la
surface libre. L’objectif est surtout de montrer que celle-ci est tres peu déformée; ainsi, avec les
parametres de 'application numérique de la question 7.2, vous devriez pouvoir démontrer que 1’on

a des variations de hauteur de la surface libre de moins de 1 mm.

10. Pour une étude plus réaliste et compléte en présence de pesanteur, voyez le probleme 7.1 de Plaut (20150).
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Fig. 1.6 — Expérience de Couette cylindrique du Lemta menée dans ’équipe de Salaheddine Skali-
Lami par Ghania Benbelkacem. En haut on distingue le moteur électrique, de 'axe duquel est solidaire
le cylindre intérieur (de rayon extérieur a). Entre celui-ci et le cylindre extérieur (de rayon intérieur b) se
trouve le liquide a étudier, dont on distingue la surface libre.

4 Quelle est la valeur du couple moteur qu’il faut exercer sur le cylindre intérieur pour entretenir

son mouvement ? Expliquez comment on peut mesurer la viscosité dynamique n du liquide.

5 Dans le but d’avoir une bonne précision sur la mesure de 7, quelle est la bonne « géométrie »
d’un rhéometre de ce type?

6 Indépendamment de toute problématique de thermique, abordée ci-apres, d’'un point de vue
hydrodynamique, a quoi faut-il faire attention lorsque 1'on fait de telles mesures rhéologiques ?

7.1 Faites un bilan global d’énergie cinétique pour ce probleme, et interprétez physiquement ce
bilan.

7.2 Sia=2cm, b =4 cm, h = 20 cm, le fluide est une huile 1000 fois plus visqueuse que ’eau,
quelle puissance doit développer le moteur pour entretenir un écoulement permanent a la vitesse
de rotation =5 rad/s?

8 Discutez de la thermique de ce systeme, a partir du bilan global d’énergie interne. Que doit-on
supposer sur les flux de chaleur pour que I’expérience ait vraiment lieu en régime permanent ? Si
le systeme était isolé, comment sa température évoluerait-elle 7

9 Estimez la puissance dissipée et le taux d’élévation de température correspondant a une expé-
rience avec le rhéometre du Lemta, dont les parametres sont ceux de la question 7.2. Commentez.

10.1 On se focalise maintenant sur le cas du film d’huile destiné a la lubrification de I'un des paliers
de ’arbre du groupe turboalternateur d’une centrale nucléaire. L’arbre possede un rayon a grand
devant ’épaisseur du film d = b — a < a. Donnez 'expression de la puissance dissipée fonction des
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seuls parametres géométriques a, d et h, longueur du palier. Que se passe t’il si I’épaisseur d est
tres faible 7 Expliquez physiquement ce phénomene.

10.2 Quel est 'ordre de grandeur de la puissance dissipée sur les paliers de ’arbre d’un groupe
turboalternateur de centrale nucléaire « moderne » 7

On précise que ce groupe comprend une turbine constituée de 4 corps (ou « étages »), 1 corps haute
et moyenne pression, 3 corps basse pression, et 1 alternateur. Chaque corps et l'alternateur sont
supportés par 2 paliers. Chaque palier est de rayon intérieur a = 60 cm, de longueur A = 60 cm.
Le film d’huile est d’épaisseur d = 1 mm. En fonctionnement normal la température de I'huile est
60°C, elle a une masse volumique 850 kg/m? et une viscosité cinématique 0,2 Stokes ; pour passer
de cette unité hors SI a I'unité du SI, on vous suggere par exemple d’utiliser Mathematica. L’arbre
tourne a 1500 tours par minute.

Discutez physiquement du résultat obtenu.

Complément 1.1 Sur la premiére instabilité de l’écoulement de Couette cylindrique

L’écoulement a symétrie de révolution subit une instabilité qui mene a des vortex de Taylor
lorsque le nombre de Reynolds devient grand, voir par exemple Guyon et al. (2001); Charru (2007)
ou la figure 1.7, tirée du site web de Princeton Gas Dynamics Lab,

www.princeton.edu/” gasdyn/Research/T-C_Research_Folder /Intro_to_T-C_Flows.html.

Alors I’hypotheése d’écoulement laminaire purement azimutal et ne dépendant spatialement que
du rayon est violée; des « brisures de symétries » sont associées a cette instabilité. Plus
précisément le critere de « bifurcation » des propriétés de stabilité de ’écoulement laminaire
purement azimutal ' est

Qa(b— a) a

Re = — 2% = Re. = 41 .
v b—a

(1.71)

L’éleve intéressé pourra se poser la question des valeurs de Re et Re. dans les cas des questions 7
et 10 du probleme 1.1, et en tirer des conclusions physiques...

Un exemple d’application de 'instabilité structurante qui a lieu lorsque Re > Re, est le ‘Taylor
Vortez-based UV Disinfection System’ de Georgia Tech, décrit sur

http ://atrp.gatech.edu/pt17-2/17-2_p1.html.

Je cite :

‘Georgia Tech’s innovative Taylor vortez-based advanced UV (ultraviolet) disinfection system
has proven its effectiveness at pathogen control in turbid liquid streams. Using aerobic plate counts
(APC), researchers have shown a 5-log removal of pathogens in sample streams. The high level of
inactivation occurs even with juices and beverages that are opaque to germicidal UV light as well as
other liquids that contain suspended solids and turbidity (cloudiness)... The Taylor vortex design
continuously pushes the liquid to the quartz stator surface where it exposes any bacteria present to

a uniform dosage of radiation, thus providing much greater inactivation efficiency.’

11. On désigne par « bifurcation » un changement brutal de comportement, ici I’écoulement laminaire purement
azimutal est stable si Re < Re. mais instable si Re > Re.. On donnera quelques éléments sur la théorie des instabilités
en section 3.3.


http://www.princeton.edu/~gasdyn/Research/T-C_Research_Folder/Intro_to_T-C_Flows.html
http://atrp.gatech.edu/pt17-2/17-2_p1.html
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N N Schéma de I'écoule-
A bas Reynolds : écoulement laminaire : A + haut Reynolds : vortex de Taylor : .,
ment associé :

INMER CYLINDER
WALL
OUTER CYLINDER
WALL

Fig. 1.7 — Photographies a gauche et schéma de principe a droite d’écoulements obtenus dans le
systéme de Couette cylindrique. Les visualisations utilisent, comme dans le cas de la figure 1.2b, des
particules anisotropes minces s’orientant dans ’écoulement et réfléchissant la lumiere.

Fig. 1.8 — Schéma géométrique d'un palier multilobes asymétrique, tiré de Fréne (1990).

Complément 1.2 Sur les paliers réellement utilisés en centrales

En réalité les paliers different selon le corps supporté et le type de centrale. D’autre part on
utilise non pas des paliers circulaires mais des paliers multilobes le plus souvent asymétriques, du
type de celui présenté sur la figure 1.8. Ce type de paliers permet d’améliorer la stabilité du systeme
tout en réduisant la dissipation. Cette problématique de la lubrification et les technologies des
paliers et butées utilisés dans ce but sont par exemple présentées dans le traité de Fréne (1990).



Chapitre 2

Conditions a une interface entre
fluides - Tension superficielle

Dans ce chapitre toujours fondamental, on passe en revue les conditions a une interface
entre deux fluides. On commence par les conditions de nature cinématique section 2.1. Les
sections suivantes sont consacrées a 1’étude de la condition limite dynamique, qui repose sur
un bilan physique de forces. On s’est inspiré pour cela de Fermigier (1999) et Guyon et al. (2001)
pour la partie physique, et de 'article Courbure de Wikipedia pour la section 2.3.3.

En guise de conclusion, un probléme relativement simple faisant intervenir ces conditions est posé.

2.1 Conditions de nature cinématique

Une premiere condition limite cinématique universelle, au sens ou elle est valable en fluide
parfait comme en fluide visqueux, stipule qu’une particule qui se trouve a un instant donné
& une interface y reste toujours'. Si I'interface est d’équation

F(xt) = 0 (2.1)

il faut vérifier, pour tout X et ¢,

o dF(Xt)
FEx) =0 = —= =0 (2.2)

Ceci doit étre vérifié dans chaque fluide, de part et d’autre de I'interface. Choisissons un systéme

de coordonnées cartésiennes tel que, en un point Xy et & un instant ¢y donnés,
le plan tangent a l'interface soit le plan z =0 . (2.3)

Alors, au voisinage du point Xy et de l'instant g, I’équation de Uinterface peut s’écrire sous la

forme
FXt) = z — f(zuyt) = 0. (2.4)
Dans chaque fluide, repéré par un indice ¢ valant 1 ou 2, il faut donc vérifier que
dz df af =
= _— = ;= — = — s . . 2'
< f(xayat) - dt Vg dt ot + v; Vf ( 5)

1. On parle pour cette raison d’interface « matérielle ». Cette condition exprime aussi qu’il n’y a pas de transfert

de masse a travers l'interface.
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Ainsi la vitesse normale de chaque fluide a l’interface est la vitesse normale de l'inter-
face dans ce fluide. Celle-ci peut dépendre du fluide considéré, si les fluides sont parfaits 2.

En fluides visqueux, il faut rajouter une deuxieme condition cinématique de continuité des
vitesses tangentielles a l’interface, a cause de I’adhérence entre les deux fluides.
Travaillant toujours au voisinage d’un point Xy et d’un instant to vérifiant la condition (2.3), ce
qui permet localement d’écrire 1’équation de 'interface sous la forme (2.4), on a donc

vz1(Xosto) = ve2(Xo,to) et vy1(Xo,to) = vy2(Xosto) - (2.6)

L’équation (2.5) montre alors que

v:1(Xo,to) = v=2(Xo.t0) - (2.7)

On retiendra donc qu’a une interface entre deux fluides visqueux toutes les composantes
de la vitesse sont continues. Ainsi la notion de vitesse normale de I'interface entre deux fluides
visqueux est bien définie, i.e. ne dépend pas du fluide considéré.

2.2 Forces linéiques de tension superficielle - Interprétation

Afin de préparer 'écriture de la condition limite dynamique, considérons une interface
plane, placée en z = 0, séparant un fluide 1 situé dans le demi espace z < 0 d’un fluide 2 situé dans
le demi espace z > 0. Considérons un petit parallélépipede de fluide 1 juste sous celle-ci, comme
cela est présenté figure 2.1a. La face située dans le plan de 'interface, carrée de coté dx, est centrée
en re,; + y€,. Les faces latérales sont rectangulaires de grand coté dx et de petit coté dz, avec
dz < dx. 1l existe des forces linéiques de tension superficielles qui assurent la cohésion et la
planéité de l'interface :

e sur la face latérale située en x + dx/2 est appliquée par les fluides environnants une force

dF = ydre, |; (2.8)

e sur la face latérale située en x — dx/2 est appliquée par les fluides environnants une force
—dF = —vydxe,;
e sur la face latérale située en y + dx /2 est appliquée par les fluides environnants une force
dF' = ~vdz ey, ;
e sur la face latérale située en y — dx/2 est appliquée par les fluides environnants une force
—dF' = —ydze, .

Le coefficient de tension superficielle v est donc la force de tension de surface par unité de
longueur. Pour une interface eau-air v = 0,074 N/m. Ce phénomeéne peut étre mis en évidence
expérimentalement en étudiant un film de liquide peu lourd (par exemple de I’eau savonneuse)

s’appuyant sur un cadre en U, complété par une tige mobile mouillée par le film, comme cela est

2. Méditez sur ce sujet I’exemple du probleme 3.3.
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a
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H —dF dF
Y,
—dF'

T

Fig. 2.1 — a : Représentation des forces tangentielles de tension superficielle, exercées sur un petit paral-
1élépipede du fluide 1 juste « sous » l'interface plane. Le fluide 2 est situé « au dessus ». b : Représentation
des forces tangentielles de tension superficielle, exercées sur une tige mobile mouillée par un film de liquide.

représenté sur la figure 2.1b. On observe que la tige doit étre maintenue avec une force F non nulle,
dans le plan des deux interfaces air-liquide « inférieure » et liquide-air « supérieure », pour rester
immobile. D’autre part on observe que cette force est proportionnelle & la longueur [ de la tige.
Ceci montre bien 'existence de forces linéiques de la forme (2.8), puisque pour équilibrer les forces

exercées au niveau des deux interfaces air-liquide et liquide-air mouillant la tige, il faut exercer

1 !
F:—2/ dF:—Q/ vydy (—€;) = 2vyle,. (2.9)
y=0 y=0
Pour augmenter la surface des interfaces de dS = 2 [ dz, il faut exercer sur la tige, donc, par
transmission, sur les interfaces, un travail
dW = Fdx = ~vdS. (2.10)

Ainsi le coefficient de tension superficielle peut étre vu comme une énergie par unité de surface :
avoir une interface d’aire S coiite une énergie de surface

Esurtace = 'YS . (2.11)

2.3 Condition dynamique a une interface

2.3.1 Cas d’une interface plane

Faisons un bilan de quantité de mouvement pour le parallélépipede de la figure 2.1a. Comme le
volume d®z = (dz)%dz de celui-ci est un infiniment petit d’ordre supérieur, les termes de volume,
i.e. le terme inertiel et le terme de force de pesanteur, sont négligeables. La loi d’évolution de la
quantité de mouvement s’écrit en conséquence

0 = Zfextérieures liniques 1 Zfextérieures surfaciques
= dF — dF + dF — dF' + d°F, + d°F;
0 = dF: + &R (2.12)

somme des forces exercées par le fluide 2 sur la face « supérieure » et par le fluide 1 sur la face
« inférieure ». Les forces de tension de surfaces se compensent donc mutuellement dans le cas d’une
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Sfluide 2

Fig. 2.2 — Représentation des forces de tension superficielles s’exercant sur un petit élément de fluide 1
juste « a gauche » d’une interface courbe, présentant un rayon de courbure fini seulement. On confond, a
I’échelle de la figure, I'intersection entre I'interface et le plan de la figure avec le cercle osculateur a cette
intersection.

interface plane. Les forces de surface d°F; et d’°Fs, quant a elles, sont définies par les tenseurs des
contraintes dans ces deux fluides, &1 et o2,

d’F, = -7, -6, d*S et d°Fy = 7, 6, d°S

avec d2S = (dx)? laire des faces « supérieure » et « inférieure ». La loi de la quantité de mouvement
(2.12) donne donc, dans le cas d’une interface plane, qu’il y a continuité des vecteurs contraintes :

09 N = gl'ﬁ, (213)

en notant n = €, le vecteur unitaire normal & 'interface, allant du fluide 1 vers le fluide 2.

2.3.2 Cas d’une interface courbe bidimensionnelle

Considérons une interface courbe, étendue dans la direction z, direction d’invariance de cette
interface. Au voisinage d’un point, on utilise un repere Ozyz avec O centre de courbure de 'in-
terface, Oz dans la direction normale a interface, €, vecteur tangent a 'interface. Le rayon de
courbure de I'interface au point considéré est R. Une situation typique d’un cas « concave » > est
présentée figure 2.2. Faisons un bilan de quantité de mouvement sur un petit élément de fluide 1
situé, en coordonnées cylindriques associées a Oxyz, dans le domaine

Q= {(r,6,2) € [R—drR] x[0,df] x [0,dz]} .

Comme le volume d3z = R dr df dz de § est un infiniment petit d’ordre 3, on peut encore
négliger (comme au niveau de 1’équation 2.12) les termes de volume dans le bilan de quantité de

mouvement. Celui-ci s’écrit donc

6 = ZFextérieures linéiques + ZFextérieures surfaciques
dFy + dF_ + dF. — dF. + d&°F, + &°F, (2.14)

ol
I

avec
e dF la force exercée sur la frontiere définie par 6 = df ;
e dF_ la force exercée sur la frontiere définie par § = 0;
dF. la force exercée sur la frontiere définie par z = dz;

e —dF, la force exercée sur la frontiere définie par z =0;

3. Cf. la fin de cette sous-section.
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e i’Fy = 03 -e, d25 la force exercée sur la frontiere définie par r = R,
o ’F, = —o7; ¢, d?S la force exercée sur la frontiere définie par r = R — dr,
d’S = R df dz étant aire de ces deux dernieres frontieres. Les forces dF, et —dF, se compensent

exactement. Par contre, du fait de la courbure de I'interface, ce n’est plus le cas des forces
dF. = ydzep(dd) = vydz (—dfe, + &)

et
dF_ = —ydzep(0) = —ydze,.
Il vient
P — — _ d*S _
d“Fiension sup. := dF4 + dF_ = —ydf dze, = —v B n, (2.15)
en notant m = €, la normale unitaire a l'interface sortant du fluide 1. La loi d’évolution de la
quantité de mouvement appliquée a €2, (2.14), s’écrit en conséquence

d?S — —

0 = o, -0nd*S — 7, -0nd*S _77ﬁ <~ o2'n — 0op-n =755 n|. (2.16)

==

Physiquement, les forces de tension superficielles ne se compensent pas a cause de la courbure
de linterface (d’autant plus que R est petit), et leur résultante a une composante normale (2.15)
qu’il faut compenser par un « saut de contrainte normale ». En fluides parfaits, ce saut de
contrainte normale se traduit exactement par un saut de pression,

1

L= P2 =g (2.17)

qui exprime que dans le cas de la figure 2.2 il existe une supression dans le fluide 1. Les formules
(2.16) et (2.17) sont valables dans le cas d’une interface « concave », pour laquelle le centre de
courbure se trouve du coté du fluide 1. Dans le cas d’une interface « convexe », pour laquelle le
centre de courbure se trouve du c6té du fluide 2, on peut se convaincre (faire un dessin) que le
saut de contrainte normale (donc de pression en fluides parfaits) est opposé. Pour cette raison, on
définit le rayon de courbure de fagon algébrique :

e R > 0 dans le cas d’une interface « concave », pour laquelle le centre de courbure se trouve
du c6té du fluide 1;

e R < 0 dans le cas d’une interface « convexe », pour laquelle le centre de courbure se trouve
du c6té du fluide 2.

Alors dans les deux cas les formules (2.16) et (2.17) sont valables.

2.3.3 Cas d’une interface courbe tridimensionnelle

Dans le cas d’une interface courbe tridimensionnelle, on peut considérer en un point quelconque
M un plan tournant, perpendiculaire en M au plan tangent a la surface. Ce plan intersecte la
surface considérée en une courbe. A chacune des courbes ainsi construite est associée sa courbure
en M, inverse du rayon de courbure de cette courbe. Les valeurs minimum et maximum de la
courbure définissent les deux rayons de courbure principaur R; et Ro. En général, ces rayons
sont différents et, dans ce cas, les plans correspondants, dits de « courbure principale », sont
perpendiculaires entre eux, comme cela est présenté sur la figure 2.3 [ ¢f. Courbure sur Wikipedia |.
En écrivant la loi d’évolution de la quantité de mouvement d’un petit élément de surface centré en


http://fr.wikipedia.org/wiki/Courbure

36 Chapitre 2 Conditions a une interface entre fluides - Tension superficielle

plans vecteur
des courbures
principales

plan
tangent

Fig. 2.3 — En couleurs dans la version PDF. Représentation d'une interface tridimensionnelle quel-
conque et des plans dont les intersections avec I'interface possedent des cercles osculateurs de rayon R; et
R, rayons de courbure principaux au point considéré. En l'occurrence R; et Ry sont de signes opposés.

M, on peut se convaincre que dans les deux plans de courbure principale la situation est analogue
a celle de la figure 2.2, d’ou des contributions de méme forme (2.15),

d?s _ d*S _
—y R_1 n et —v R—2 n,
avec n la normale unitaire a 'interface allant du fluide 1 vers le fluide 2. On en déduit la condition
de saut
= _ - _ 1 1N\
ag-n—01~n=’y(R—1+R—2)n . (2.18)

Dans cette formule les rayons de courbure sont algébriques ; dans chaque plan de courbure principale
la convention de la section 2.3.2 doit étre appliquée. On peut aussi noter que dans le cas d’une
interface bidimensionnelle, ot I'un des rayons de courbure est infini, la formule (2.18) redonne
(naturellement !) la formule (2.16). En général on peut définir un champ de normale sortante
unitaire m a l'interface, prolongé de fagon réguliere de part et d’autre de l'interface. Par exemple,
si une interface est définie par

z = ((zy) .
on utilisera o
_ V-0
IV (z =l
a priori réguliere dans un ouvert de R?® contenant l'interface. On peut alors montrer que
Ril + Ri2 = div(n) (2.19)

au point considéré de l'interface. La condition de saut (2.18) s’écrit alors

o2-n — o;-n = vydiv(n) n |. (2.20)

Dans le cas de fluides parfaits, les tenseurs des contraintes se réduisent a la contribution des
pressions, et on obtient la condition de saut dite de Laplace

p1 — p2 = vydiv(n) |. (2.21)
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7 z
T
Q section du tuyau
«a
0O
g accélération de la pesanteur
Fig. 2.4 — Géométrie d’un écoulement diphasique dans un tuyau.

2.4 Probleme faisant intervenir les conditions d’interface

Probleme 2.1 Lubrification d’un écoulement en tuyau de fluide trés visqueux

On considere I’écoulement diphasique, dans un tuyau cylindrique de rayon a et de longueur
L > a, d’un couple de fluides newtoniens incompressibles non miscibles, comme représenté sur la
figure 2.4. En coordonnées cylindriques (r, 0, z) d’axe Oz 1’axe de révolution du tuyau, le fluide 1
de masse volumique p; et de viscosité dynamique 1; occupe le domaine intérieur r € [0,r1], tandis
que le fluide 2 de masse volumique po et de viscosité dynamique 72 occupe le domaine extérieur
r € [r1,a]. En dehors des régions d’entrée et de sortie du tuyau, dont on néglige la taille, on suppose
I’écoulement des deux fluides unidirectionnel dans la direction z, axisymétrique, homogene et établi,
i.e. le champ de vitesse

v = u(r)e,

dans les deux domaines fluides.
1 Donnez I'expression intrinseque du gradient de vitesse dans les deux domaines fluides.
2 Déduisez-en la valeur du terme non linéaire dans 1’équation de Navier-Stokes.

3 Explicitez les composantes de ’équation de Navier-Stokes dans les deux domaines fluides, et
déduisez-en que le gradient de pression motrice

Vp = —Gie, dans le domaine fluide 1, Vp = —Gse, dans le domaine fluide 2.

Que peut-on dire des fonctions G1 et Ga 7 Quelle est la nature mathématique des équations obtenues
sur les fonctions vitesses que 1’'on note maintenant vy (r) et va(r) ? De combien de conditions limites
aura t’on besoin pour résoudre completement ces équations ?

4.1 On suppose l'existence d’une tension superficielle a l'interface entre les deux fluides. Grace
a un calcul intrinseque des tenseurs des contraintes puis des vecteurs contraintes dans les deux
fluides, a l'interface, traduisez la condition dynamique en deux conditions portant I'une sur les

pressions a l'interface, I’autre sur les vitesses a I'interface.

4.2 On suppose que I’axe du tuyau est orienté a un angle o € [—m/4,+ 7/4] au-dessus du plan ho-
rizontal. Montrez que, d’apres la condition a 'interface portant sur les pressions, on doit forcément
avoir égalité des masses volumiques des deux fluides. Interprétez physiquement cette condition, et
donnez toutes les autres conséquences de la condition a l'interface sur les pressions.
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Indications :

e Vous utiliserez les reperes de travail Ozyz et OXY Z représentés sur la figure 2.4, avec OZ
vertical appartenant au plan xOz, pour calculer les pressions a partir des résultats de la
question 3.

e L’une des conséquences ultimes de la condition a l'interface sur les pressions est ’existence

d’une relation tres simple entre Gy et Gs.

4.3 Montrez que l'on peut définir de fagon claire une perte de pression motrice 0p dans cet
écoulement, malgré le fait qu’il soit diphasique. Cette perte de pression motrice sera supposée

positive, ainsi que G et Ga.

5 En énumérant au passage toutes les conditions limites en vitesse, montrez que l'on peut calculer,
par une résolution des équations de Navier-Stokes, les fonctions vitesses vi(r) et va(r) en fonction
des parametres de contréle du systeme.

Indications :

e En r =0, il faut considérer la condition naturelle
v1 et toutes ses dérivées sont finies

comme une condition limite.

e Les fonctions vy et vy trouvées doivent dépendre de fagon polynomiale de r.

6 Afin de valider partiellement vos calculs, étudiez les cas limites ou 71 = 0 ou, au contraire,

r1 = a. Quels écoulements monophasiques doit-on retrouver dans ces deux cas?
7 Calculez les débits volumiques q; et g2 des fluides 1 et 2 dans le cas général ot 0 < r; < a.

8.1 Soit gig le débit de référence que ’on obtiendrait sous une perte de pression motrice 6p en
écoulement monophasique, i.e. lorsque r; = a. Calculez q19 puis le débit réduit

Q1 = q1/q0

oll ¢ est obtenu en diphasique, avec r1 < a, mais la méme perte de pression motrice dp. Vous

exprimerez le rapport adimensionnel ()1 en fonction des parametres de controle adimensionnels

R = ri/a rayon réduit du domaine fluide 1

et M = n;/n rapport des viscosités des deux fluides.

8.2 Etudiez la fonction Q1(R) et tracez l'allure de son graphe dans le cas ot M = 1000. Commentez
succinctement ce graphe.

Raisonner & perte de pression motrice fixée n’est cependant pas tres physique; il faut mieux
raisonner a puissance motrice fixée; c’est 'objet des questions qui suivent.
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9.1 Vérifiez par le calcul direct de ses deux membres la validité générale de I’équation

(Q1 + Q2) 51/7\ = Pdissipée (222)

Pdissipée = 2m // ﬁ!ﬁdgl' + 219 ///
Dy Do

les domaines D1 et Dy étant ceux occupés par les fluides 1 et 2, le tenseur D étant celui des taux

avec
:D dz

ol

de déformation.

9.2 Montrez que, dans le cas limite d’un écoulement monophasique atteint lorsque r; = a, I’équa-
tion (2.22) peut se déduire de résultats du cours que vous citerez précisément.

9.3 Quelle est la signification physique de I’équation (2.22) dans un cas diphasique général ? Si on
suppose que ’écoulement est produit par une pompe, quelle est la puissance P que doit développer
celle-ci?

10 Dans cette question on suppose que le fluide 2 est de I'eau, que le fluide 1 est une huile 1000 fois
plus visqueuse, et que les écoulements ont lieu & une température de 20°C. Le tuyau, horizontal,

fait 3 cm de rayon et une longueur de 30 m.

10.1 Si I'écoulement du fluide 1 se faisait de facon monophasique, i.e. avec 71 = a, sous une
puissance de pompe P = 10 W, quel débit ¢ aurait-il ?

10.2 On suppose que ’écoulement du fluide 1 se fait en diphasique avec de ’eau comme lubrifiant
extérieur, au dela de r; = 0,92a. La méme pompe développant la méme puissance P = 10 W est
utilisée *. En admettant que le débit du fluide 2, go < q1, estimez le débit ¢; du fluide 1. Quel est
Pordre de grandeur du rapport g;/q entre le débit de 1’écoulement diphasique lubrifié et celui de
I’écoulement monophasique de référence étudié en question 10.17

10.3 Donnez des expressions approximatives des fonctions vitesses v et v9 dans le cas diphasique
de la question 10.2, représentez graphiquement ’allure du champ de vitesse de cet écoulement, et
proposez une interprétation physique de ’effet de lubrification observé.

4. Avec des dispositifs adaptés en entrée.






Chapitre 3

Modele du fluide parfait -
Applications

3.1 Généralités

3.1.1 Le fluide parfait : un modele tres simplifié

Un fluide parfait est un fluide newtonien de wviscosité nulle, dans lequel il n’y a pas de
dissipation de l’énergie cinétique. Aucun fluide n’est parfait si ce n’est 'hélium 4 & trés basse
température (< 2,2 K). L’hypothese de fluide parfait est plutot une hypothése de modélisation,
a peu pres raisonnable si le terme visqueux peut étre négligé devant un terme inertiel (cf. I’équation
annotée 1.43), ce qui peut arriver si on n’est pas trop prés d’une paroi solide. C’est surtout un
modele tres simplifié qui permet de mettre en évidence quelques phénomeénes en mécanique des
fluides, qui se trouvent exister aussi pour des fluides visqueux.

En général on supposera le fluide parfait incompressible : cela vaut pour tout ce chapitre, excepté
la section 3.4 sur les ondes sonores, et les exercices et probleme correspondant section 3.10.

3.1.2 Equation d’Euler

Pour un fluide parfait I’équation de Navier-Stokes perd son terme visqueux donc « dégénére »
en ’équation d’Euler

dv _ — —
p— = pg — Vp = =Vp (3.1)
dt
avec
D = p + pgz la pression motrice, (3.2)

laxe des z étant orienté vers le haut '. Du fait de la disparition des contraintes de frottements
visqueux, il faut aussi « dégrader » la condition limite (1.36) en autorisant un glissement le long
d’une paroi solide. On écrit donc seulement la condition d’¢#mperméabilité

V(X,t) - = Vparei(X,t) -1 sur la paroi, (3.3)

1. Attention on rappelle que 'égalité pg = —V(pgz), qui permet d’introduire la pression motrice, n’est valable
qu’en fluide incompressible ou écoulement isovolume.
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en notant n le vecteur normal & la paroi 2.

On peut montrer en utilisant le tenseur alterné fondamental G (cf. Plaut 2015a), et la formule

correspondante
€ijk€ipg = OjpOkq — 0jg0kp » (3.4)
que 'accélération s’écrit
CC% = g;’ + (Vv)-v = g;’ + V(f) + QY (3.5)
avec
Q = rotv la vorticité. (3.6)

3.1.3 Premier théoréme de Bernoulli

Dans un écoulement stationnaire, le long d’une trajectoire on a conservation de la charge,

-9 <2
+ ;’7 = z+ £+ A constante . (3.7)
9

pg 29

P
pg

H =

3.1.4 Equation de la vorticité - Dynamique de la vorticité

En prenant le rotationnel de I’équation d’Euler on établit I’équation de la vorticité

o —,
il rot(vAaQ) |, (3.8)

qui montre qu’il n’existe pas de mécanismes de création de vorticité en fluides parfaits?.

3.2 Ecoulements potentiels en général

3.2.1 Définition

En conséquence de ce qui précede on fait souvent, en fluides parfaits, I’hypothese que 1’écoule-

ment est « irrotationnel »,
Q — rotv = 0. (3.9)

On a alors existence* d’un « potentiel des vitesses » ¢ tel que

v =Vo|. (3.10)

L’équation de conservation de la masse montre que ¢ est harmonique,

dive = 0 < | A¢ = 0. (3.11)

2. Pour alléger les notations on n’a pas rappelé que n = A(X,t).

3. Cette « démonstration » comporte une petite faiblesse, dans le cas ou le domaine fluide évolue avec le temps.
Les puristes préoccupés par ce cas montreront a I’aide du calcul tensoriel qu'une écriture équivalente de 1’équation
de la vorticité (3.8) est

drotv — _
rotv. _ (VV) -rotv ;
dt
ils conclueront alors sur la validité générale de la propriété rotv = 0aty = rotv = 0 V¢ > to.

4. Si le domaine d’écoulement est simplement connexe, ou dans une sous-partie simplement connexe du domaine
d’écoulement.
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3.2.2 Second théoréme de Bernoulli

Dans un écoulement potentiel ’équation d’Euler s’écrit

o) ()

0 v? D 0 v? 0
= £+z+i=£+‘;+i+gz:£+gﬂ est indépendant de X .
(3.12)
3.2.3 Ecoulements bidimensionnels : fonction courant
On considere des écoulements bidimensionnels xy,
v = u(zyt) e, + v(zyt) ey, (3.13)

pas forcément potentiels pour l'instant. De plus le plan zy n’est pas forcément horizontal. Donc
attention a ne pas confondre le z qui va vers le haut et le z de I"équation (3.48) ci-dessous; pour
éviter d’autres collisions au niveau des notations on notera €3 le vecteur unitaire formant avec €,
et €, une base orthonormée directe {€,, €,, €3}. De maniere générale?

(3.13) et divw = 0

<= dJune « fonction courant » (z,y,t)

telle que | u = g— et v= —g— ie. v=(Vy)Ares | (3.14)

Cette fonction courant donne immédiatement les lignes de courant de I’écoulement, puisque

V|dx < vVAdx=0 <= udy—vdx=0

oY op
= 3y dy + a—xd:c =0
— dyp=0 <= 1 = constante . (3.15)

Le débit volumique entre deux lignes de courant 1 = 11 et ¢ = )9, sur une tranche d’écoulement

de hauteur L3 dans la direction €3, est donné par

q = Lz (Y2 —¢1) . (3.16)

1l serait ici, d’un point de vue scientifique et pédagogique, pertinent d’étudier les applications de
UAnalyse complexe a la description et au calcul d’écoulements potentiels. En effet, cette approche
par Analyse compleze a joué, au début du XX®™¢ siécle, un réle majeur dans le développement
de l'aérodynamique, méme si, de nos jours, dans le milieu industriel, approche numérique lui est
exclusivement préférée. L’Analyse complexe ne faisant plus partie, a compter de 2014, du bagage
des éléves, nous reléguons les sections correspondantes 3.5, 3.6 et 3.11 en fin de chapitre. Ces
sections me seront pas exploitées en TD, par contre, je présenterai en cours un résumé de cette
approche et, surtout, des résultats qu’elle permet d’obtenir.



44 Chapitre 3 Modele du fluide parfait - Applications

3.3 Ondes d’interface avec tension superficielle

Introduction aux instabilités

Afin notamment de préparer I’étude, qui sera faite en TD?®, de phénomenes d’instabilités, et

6. nous développons un modéle a

d’autre part de s’initier a ’étude de phénomenes diphasiques
un seul fluide pesant des ondes a linterface entre deuxr fluides. Nous étudions donc la
dynamique d’une interface entre un liquide, typiquement de ’eau, et un gaz, typiquement de I’air,
comme représentée sur la figure 3.1. On utilise le modele des fluides parfaits incompressibles, dans
le cas d’écoulements potentiels. Le gaz est supposé « non pesant », donc en pratique il sera isobare

et les écoulements qui pourraient y avoir lieu ne joueront aucun role.

3.3.1 Principes de I’analyse linéaire de stabilité

On suppose que I’étendue de liquide a une profondeur h, et on considere des modes linéaires
de perturbation, ou « modes normaux », de cette surface libre correspondant a une position
de la surface libre :

z = h+( avec (¢ = ((x,t) = Re[Aexp(ikz) exp(ot)] . (3.17)

Ces modes sont en fait des modes de Fourier en x : ce passage en modes de Fourier est judicieux,
et permettra des calculs relativement « simples », parce que la configuration de base du systeme
est indépendante de x. Cette proportionnalité en écriture complexe a Aexp(ikz + ot) doit étre
vérifiée par tous les champs du mode normal, par exemple le potentiel de ’écoulement du mode
considéré est de la forme

¢ = P(x,zt) = Re{A f(z) exp(ikx + at)} . (3.18)
Ainsi tous les champs ont le méme type de dépendance en z et t, coordonnées d’invariance de
la configuration de base. Dans les formules (3.17) et (3.18), A est 'amplitude complexe du mode
considéré, supposée petite. Le nombre d’onde k du mode, égal a 27/ avec A la période spatiale,
est un parametre géométrique que 1’on se donne, et que 'on va faire varier. Enfin ¢ est un nombre
complexe que l'on veut calculer, fonction de k (et des parametres de controle du systeme) et qui
va caractériser la réponse du systéeme a ce mode de perturbation. L’adjectif « linéaire » signifie
que l'on va linéariser les équations de la mécanique des fluides a 'ordre A, en négligeant tous
les termes non linéaires d’ordre A2. Ainsi chaque mode (3.17) est une petite perturbation de la
configuration de base, au repos, et nous menons une « analyse linéaire de stabilité » de cette
configuration de base.
La signification précise de cette analyse se comprend en raisonnant en terme de réponse du systeme
a de petites perturbations initiales quelconques. Une condition initiale quelconque, engendrée par

toutes sortes de « bruits », pourrait en effet, par transformée de Fourier, s’écrire
C(zt=0) = Re{ 3" A(k) exp(ika) } . (3.19)
k
Par linéarité, la solution aux temps courts serait alors

C(zt) = Re{ 3 A(k) exp(ika + o(k)t) } , (3.20)
k

superposition des solutions pour chaque mode normal...

5. Cf. le probleme 3.3 sur les instabilités de Kelvin-Helmholtz et Rayleigh-Taylor.

6. A ce stade la lecture du chapitre 2 devient indispensable.
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Q)

Fig. 3.1 — Schéma de principe de la configuration bidimensionnelle étudiée pour le calcul d’ondes a
linterface entre deux fluides.

Revenant au cas d’un seul mode normal (3.17), (3.18), pour simplifier, il faut bien réaliser que
A et o sont des variables complexes,

A = |A| exp(iargA), o =0, +io; . (3.21)

Du fait que
Re[Aexp(ikx + ot)] = |A| cos(kx + o;t + arg A) exp(o,t) , (3.22)

trois cas sont a distinguer, concernant le caracteére amplifié ou non des modes :
e soit o, > 0, auquel cas on a affaire a un mode amplifi€ ; la configuration de base est instable ;
e s0it g, = 0, auquel cas on a affaire & un mode neutre ; la configuration de base est margi-
nalement stable vis-a-vis de ce mode;
e s0it g, < 0, auquel cas on a affaire & un mode amorti ; la configuration de base est stable
vis-a-vis de ce mode.
Dans le cas g, > 0, 0, est le taux de croissance du mode amplifié ; dans le cas o, < 0, —o, est le
taux d’amortissement du mode amorti. Dans le premier cas, le mode amplifié par ’instabilité
est une petite perturbation qui devient une grande perturbation : ce phénomene, illustré par
exemple sur les figures 3.5 et 3.6, est ’essence méme d’une instabilité.
De méme, trois cas sont a distinguer concernant le caractere propagatif ou non des modes :
e soit 0; > 0, auquel cas on pose o; = w et le mode considéré est une onde gauche se
propageant a la vitesse de phase —w/k;
e soit o; = 0, auquel cas le mode considéré est stationnaire non propagatif ;
e soit o; < 0, auquel cas on pose 0; = —w et le mode considéré est une onde droite se
propageant a la vitesse de phase w/k.
Dans les cas 0; # 0, w = |oy| est la fréquence angulaire de 'onde, égale a 27 /T avec T la période
temporelle de 'onde.
Les cas ou les modes les plus « dangereux », de o, > 0 maximum, correspondent & k # O,
conduisent & 1’émergence de motifs structurés de longueur d’onde A = 27 /k finie, on appelle donc
ces instabilités structurantes. Au contraire, si les modes les plus « dangereux » correspondent a
k = 0, on appelle les instabilités homogénes.
Cette étude se fait effectivement en fonction des parametres de controle du systeme. Lorsque 'on
observe un changement des propriétés de stabilité d’une configuration par variation d’un parameétre
de controle, on a une « bifurcation », comme déja évoqué dans le complément 1.1.

De fagon moins générale, dans le cas présent, nous allons trouver que o, = 0, g; # 0 toujours,

i.e. nous avons affaire a des ondes neutres, indifférement droites ou gauches, ce qui se comprend
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puisqu’il n’y a pas de direction privilégiée dans le systeme. Des exemples d’instabilités conduisant
a des ondes droites seulement seront donnés dans le probleme 3.3.

3.3.2 Analyse des ondes d’interface

Revenant & la physique de notre probleme, grace a la condition d’incompressibilité et a la
condition cinématique a l’interface, qui stipule qu'une particule qui s’y trouve a un instant

donné y reste toujours ’,

%[z_(mg)] =0 si z=h+(, (3.23)

on montre que le potentiel de I’écoulement dans le liquide est donné par

6 = dlx,zt) = Re{A exp(ika + ot) cosh(k:z)}. (3.24)

o
k sinh(kh)
En prenant en compte l'effet d’une tension de surface v non nulle, il existe, d’apres le chapitre 2,
un saut de pression a 'interface donné par la lot de Laplace

p—p = vdiv(n), (3.25)

avec N la normale sortante unitaire a l'interface, prolongée de fagon réguliere de part et d’autre
de l'interface. On obtient alors, apres calcul du champ de pression dans le fluide pesant par un
théoreme de Bernoulli, que les valeurs possibles de o a k fixé vérifient 1’équation caractéristique

po? = —pgktanh(kh) — ~k3tanh(kh) (3.26)

ou p est la densité du liquide. Il est normal que "amplitude A n’apparaisse pas dans cette relation :
elle peut étre factorisée et sa valeur précise ne joue pas de role ici, tant qu’elle reste petite 8.
Ainsi o est un imaginaire pur, ce qui confirme que ’on a affaire & des ondes neutres. Posant o = iw,
on obtient la relation de dispersion donnant la vitesse de phase c de 'onde :

2 k
¢ = (2) = Ztanh(kh) + Z-tanh(kh) |. (3.27)
terme de gravité terme capillaire

La fonction w(k) donnée par (3.27) est strictement croissante, ce qui signifie qu’a fréquence w
donnée ne se propagent que des ondes, indifféremment droite ou gauche, de nombre d’onde k bien
défini.

Pour une interface eau-air le coefficient de tension superficielle v = 0,074 N/m donc le terme
capillaire ne domine que pour des longueurs d’ondes A\ = 27 /k plus petites que la longueur
capillaire

e = /L = 27mm, (3.28)

Py
auquel cas on a affaire a des ondes capillaires. Compte tenu de la petitesse de [., on a plus
souvent affaire & des ondes de gravité vérifiant \ > I. et ¢* ~ gtanh(kh)/k. On méditera avec

profit les courbes exemples présentées en cours.

7. Cf. la premiere section du chapitre 2.

8. Cette remarque vaut pour toute analyse linéaire de stabilité.



3.4 Effets de compressibilité dans les fluides : ondes sonores 47

Au sens expliqué dans I'annexe générale B, il s’agit bien d’ondes dispersives® puisque ¢ dépend
de k (ou w) i.e.

dc

— 0.

dk 7
Alors pour un paquet d’ondes centré sur kg on constate une propagation de I’enveloppe a la vitesse
de groupe

dw
vglko) = —| .
g( 0) dk ko

Cette vitesse de groupe dépend du nombre d’onde moyen kg lui-méme, d’ou la dispersion propre-
ment dite du paquet d’ondes, dont les diverses composantes de nombre d’onde moyen kg, k), k{,
etc... se « séparent » puisque chacune a sa propre vitesse de groupe.

3.4 Effets de compressibilité dans les fluides : ondes sonores

L’objet de cette section est de donner des rudiments d’acoustique'” en utilisant le modele du
fluide parfait. En préliminaire, notez que les ondes de vibration de I’air que 'oreille humaine peut
entendre ont une fréquence f comprise entre environ 16 Hz et 20 kHz. Pour une premiére étude
des effets de la viscosité sur des ondes de type sonore, voyez le probleme 3.8.

3.4.1 Théorie générale en milieu fluide « infini »

La propagation d’ondes sonores dans un fluide, considéré au repos pour simplifier, est liée a
des effets de compressibilité. Elle consiste en de petites fluctuations de pression p’ et de masse
volumique p’ autour de valeurs moyennes pg et po,

/ /
p= p + P ) p= p + A (329)
~— ~— ~— ~—~—
moyenne perturbation moyenne perturbation

auxquelles correspondent des petits mouvements du fluide donc un champ de vitesse v. On consi-
dere que ce phénomene se fait de facon adiabatique'' donc isentropique. On peut alors introduire
le coefficient de compressibilité isentropique du fluide '

O| _ LV (3.30)

1
ﬁs_;%s VY dpls

en notant V le volume occupé par une particule fluide. Ce coefficient supposé constant permet de

faire le lien entre les fluctuations de pression et de densité introduites en (3.29) en écrivant que

dp
I - . 3.31
p = op s D o KS P ( )

9. D’ou le terme « relation de dispersion » utilisé pour ’équation (3.27).
10. Du grec « akouein » : entendre.
11. Les particules fluides n’ont « pas le temps » d’échanger de la chaleur compte tenu des fréquences temporelles
relativement élevées des ondes sonores.

12. Alternativement on pose parfois

avec Ks le module de compression isentropique.
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En utilisant alors un modele de fluide parfait non pesant, la loi de conservation de la masse

conduit a iy
a—’; = —po dive, (3.32)
tandis que ’équation d’Euler donne
ov =
00 o -V . (3.33)

Au bilan il vient I’équation de propagation (dite aussi équation de d’Alembert)

0%y 1
— = Ap . 3.34
52 o (3.34)

Ceci montre que les ondes sonores sont des ondes neutres (ni amplifiées ni amorties) non disper-

13 14

stves ” se propageant a une vitesse

1 1
c = = (3.35)
VPoks VPES

en omettant de rappeler que p est une valeur de référence moyenne. L’équation (3.33) montre aussi
que les directions de vitesse des particules fluides sont dans la direction du vecteur d’onde, il s’agit
d’ondes longitudinales de compression dilatation.

3.4.2 Cas des liquides

Un liquide tel que I’eau a température ambiante présente une tres faible compressibilité
ks ~ 510710 Pa~! (3.36)
d’ou
¢ ~ 1400 m/s . (3.37)
3.4.3 Cas des gaz parfaits

Dans un gaz « parfait » tel que 'air a température ambiante, pour estimer kg on part de la
loi de Laplace
pV?’ = constante (3.38)

valable lors d’une transformation adiabatique, avec

9 Cp  capacité calorifique a pression constante (3.39)
T Cy  capacité calorifique & volume constant '
On en déduit que
10V 1
I{S = _———— = —_— B (3'40)
Vopls  ~9p
d’ou
I p 79 RT
= = 3.41
¢ 5 i (3.41)

13. C’est heureux pour les amateurs de musique!...

14. A la fois vitesse de phase et vitesse de groupe; on dit parfois « célérité ».
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en utilisant la loi des gaz parfaits, R = 8,314 J/K/mol étant la constante des gaz parfaits, T la
température en Kelvins et M la masse molaire du gaz. Pour 'air, gaz essentiellement diatomique,

v = ¥ et M =29,0 g/mol (3.42)

donnent, a température ambiante (20°C) et a une atmosphere,
ks = 7,0610°°Pa!t et ¢ = 343m/s. (3.43)
En général on peut remarquer que, compte tenu des relations
R = Npxk et M = Nam (3.44)

avec Na le nombre d’Avogadro, k la constante de Boltzmann et m la masse d’une molécule ou

atome, on a

kT
c = N%herm ~ Viherm = — (345)

m

vitesse d’agitation thermique typique du gaz (cf. ’équation 1.50 et la discussion correspondante).

3.4.4 Critere d’effets de compressibilité dans un écoulement macroscopique

Comme on le verra dans l'exercice 3.3, les ondes sonores sont typiquement associés a des
écoulements « microscopiques » de faibles vitesses physiques (inférieures & 10 cm/s) et faibles
déplacements (inférieurs a 30 pm). Pour que des effets de compressibilité se manifestent dans des
écoulements « macroscopiques » de vitesses physiques plus grandes et plus grands déplacements,
il faut que 'amplitude réduite p’/pg des fluctuations macroscopiques de masse volumique soit de
lordre de 1%. D’apres les théorémes de Bernoulli, les fluctuations macroscopiques de pression sont
de l'ordre de

Y = poV?

avec V l'ordre de grandeur de la vitesse de 1’écoulement macroscopique. Le modele thermodyna-
mique (3.31) donne alors

avec

M = (3.47)

v
c
le nombre de Mach'®. Ainsi le nombre de Mach doit étre de I’ordre de 1/10 au moins pour que
des effets de compressibilité influent sur un écoulement macroscopique. Le couplage entre ces effets
de compressibilité et des écoulements macroscopiques rapides conduit a des effets importants tels
celui de la création d’« ondes de choc », qui seront abordés en troisieme année dans le cours de
Castanet & Penanhoat (2013).

15. En hommage au physicien et philosophe autrichien Ernst Mach, actif & la fin du XIX®™* sidcle.
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3.5 Ecoulements potentiels bidimensionnels par analyse complexe

3.5.1 Description par un potentiel complexe

Dorénavant on suppose ’écoulement bidimensionnel et irrotationnel. En identifiant les écritures
de V en termes de ¢ (équation 3.10) et ¢ (équation 3.14) on obtient, en identifiant le plan euclidien

au plan complexe suivant

z = x+iy, (3.48)
que ¢ et 9 vérifient les conditions de Cauchy (cf. Appel 2005 ou Plaut 2006)

06 _ 00 09 _ 0

7 7 - = T 3.49
Oz oy ¢ oy Ox ( )

Ainsi
f(z) = ¢(z)+ib(z) est holomorphe ; c’est le « potentiel complexe » de 1’écoulement |.
(3.50)

Sa partie réelle est le potentiel des vitesses ¢(z), sa partie imaginaire est la fonction courant

¥ (z). D’apres les expressions possibles de la dérivée d’une fonction holomorphe, on a

f(z) = u(z) —iv(z) | (3.51)

Si C' est un chemin orienté du plan complexe, on montre que

/ f'(z)dz = T + iQ (3.52)
C
avec
r = / V- dX la « circulation » de Vv le long de C,
C

Q = — = / V- (dx N€s) le débit réduit a travers C.
C

En vertu du théoréeme de Cauchy pour deux circuits homotopes, si C' et C’ sont deux circuits
homotopes dans le domaine fluide '®, alors la circulation de ¥ le long de C égale la circulation de
v le long de C’, et le débit réduit a travers C égale le débit réduit a travers C’. Ceci permet de
définir la circulation de la vitesse autour d’un obstacle de taille finie immergé dans
l’écoulement, comme étant la circulation le long d’un circuit homotope a la frontiere de cet
obstacle, parcourue dans le sens trigonométrique.

Dans un écoulement stationnaire, si justement une ligne de courant C' fermée, orientée dans le sens
trigonométrique, décrit la frontiere d’un obstacle immergé dans ’écoulement, alors la résultante
des forces de pression en —pv2/2 (d’apres le second théoréme de Bernoulli) exercées par le fluide
sur cet obstacle est donnée par la formule de Blasius

Fx;g’iFy _ p;/c[f/(z)]QdZ (353)

16. En général f’ est réguliere (holomorphe) dans tout le domaine fluide ; ce n’est pas forcément le cas de f.



3.5 Ecoulements potentiels 2D par analyse complexe 51

o1 'on a de facto négligé les effets de pesanteur '7. Si on utilise le théoreme des résidus pour calculer
cette intégrale, en supposant que C' contient les points singuliers z;, de f/, on obtient

= o R (3.54)
Il faut souvent, cependant, préférer a ce théoreme des résidus l'usage d’un développement en
série de Laurent dans un domaine contenant C, comme cela est expliqué dans la question 4.1 du
probleme 3.10.

On peut prendre en compte les effets de pesanteur avec un modele d’écoulement bidimensionnel
potentiel, a condition que le vecteur accélération de la gravité g soit dans le plan 2Oy. Le champ
de pression est alors corrigé d’un terme pg-X. En construisant un cylindre s’appuyant sur C' étendu
dans la direction x3, en transformant 'intégrale sur le contour C' du terme de force correspondant
en intégrale de surface, puis en intégrale de volume avec la formule intégrale de la divergence, on
montre que 'effet d’'un champ de pression en pg - X sur ’'obstacle est la création d’une poussée
d’Archimeéde, souvent négligeable en aérodynamique, souvent importante en hydrodynamique.

3.5.2 Premier exemple simple : puits et source ponctuels

Notant @ le débit réduit sortant de la source si Q > 0, rentrant dans le puits si Q < 0, on

montre que 18
f(z) = % In(z — 29) (3.55)
avec z( le point source ou puits. En effet on en déduit, si z = zg + r exp(if),
/ Q 1 . Q 1 .
= = = — — 0 .56
1(2) pES—— = u+tiw 27Trexp(z) (3.56)

correspondant a un écoulement purement radial.

3.5.3 Deuxieme exemple simple : tourbillon ponctuel

Notant I' la circulation du tourbillon centré en zj, on montre que'®

i

f(z) = —— In(z — 2p) . (3.57)
2
En effet on en déduit, si z = zg + rexp(if),
, i1 . ri
—_ = —_— = 2 .
1'(z) SrS— <~ u+iv 5 expli(f + 7/2)] (3.58)

correspondant & un écoulement purement orthoradial, d’intensité décroissant avec la distance au

centre du tourbillon.

17. La formule de Blasius s’obtient par des manipulations analytiques simples & partir de la formule réelle ou ’'on
integre (pv2/2)ndl sur le contour C' de I’obstacle, T étant la normale sortant de I'obstacle, di étant un élément de
longueur. Le vecteur dl correspondant a bien stir comme affixe dz = dz + idy... De plus, il faut exploiter le fait que le
contour C' est une ligne iso-1), d’olt df = f'(z)dz = d¢ = df* lorsque z varie sur C, I’étoile désignant la conjugaison
complexe...

18. On rappelle que Inz = In|z| +iargz ou arg est une détermination de Pargument, définie sur une coupure de
C seulement, voir Appel (2005) ou Plaut (2006).
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Fig. 3.2 — Lignes de courant et champ de pression (niveaux de gris) de I’écoulement d’un fluide parfait
autour d’un disque, dans le cas sans circulation (3.60). Notez les surpressions aux deux points d’arrét
placés symétriquement en amont et en aval du disque, les dépressions autour des points de survitesse.

3.5.4 Un exemple plus compliqué : écoulement autour d’un disque

Le disque est de rayon a. On travaille dans le référentiel 1ié au disque, dans lequel le fluide
arrive de l'infini avec une vitesse

U = Ue, . (3.59)
On recherche le potentiel complexe f(z) de I’écoulement sous la forme d’une série de Laurent

flz) = a1z +a_127" .
En explicitant la condition limite a I'infini et la condition limite sur le cercle C' = 9D, on montre
qu’une solution possible est

f(z) = U(z+ad*/z) . (3.60)

On peut alors étudier cet écoulement soit directement, soit avec Mathematica, cf. le programme
Ecautourdisque.nb disponible sur la page web de ce cours, qui a produit la figure 3.2. Notez que
la cinématique de cet écoulement a été étudiée dans le probleme 1.1 de Plaut (2015b).

3.6 Ecoulements potentiels bidimensionnels par analyse complexe

- transformation conforme

3.6.1 Généralités

On étudie toujours ici des écoulements potentiels bidimensionnels de fluides parfaits
a l’aide de potentiels complexes. Afin d’étre capable d’étudier des écoulements dans un domaine

fluide W de forme compliquée

, on pense a utiliser une transformation conforme bijective
envoyant W sur un domaine W plus simple. Rappelons?’ qu'une transformation conforme d’un
ouvert Wy sur un ouvert W est une application ® de Wy dans W, de classe C'°, dont le gradient
est toujours non nul, et qui conserve les angles avec leur sens. Une telle application est forcément

holomorphe, et vice-versa. Rappelons aussi que si ® est holomorphe et injective sur Wy, alors

19. Par exemple I'extérieur d’une ellipse, vue comme la section d’une aile d’avion ; cf. le probleme 3.10.
20. Voir par exemple Appel (2005) ou Plaut (2006).
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Plan physique Plan virtuel
z=x+iy (=X+iY
(=27'(2)

[N R
. K

! 2=9(C)

Fig. 3.3 — Schéma de principe pour l'utilisation d'une transformation conforme afin de développer
un modele d’écoulement potentiel de fluide parfait.

e & est holomorphe et bijective de Wy sur W = ®(Wy) ;
o V(e Wy, @'(C)#0;

e ®~! est holomorphe et bijective de W sur Wy, avec

Vz e W, (@ N(2) = M .

Rappelons enfin qu'il existe des théoremes généraux?! qui permettent d’assurer que W de forme

(3.61)

compliqué peut toujours étre ramené par transformation conforme bijective & Wy de forme trés
simple, par exemple le disque unité. Si on dispose donc d’un potentiel holomorphe f dans Wy, par

composition

f = fod! (3.62)

pourra étre vue comme le potentiel d’un écoulement dans W. Quelques notations et une représenta-
tion schématique de la situation générale évoquée ci-dessus sont donnés sur la figure 3.3.
3.6.2 Transport des lignes de courant

Comme
VeeW,  f(z) = f(@ () = fQ) si (=07'(2), (3.63)

lorsque ( se promene sur une ligne de courant
Im [f(()} = constante
alors z = ®(() se promeéne sur la ligne de courant

Im[f(2)] = constante .

3.6.3 Transport du vecteur vitesse

Rappelons que les petits vecteurs dans le plan virtuel sont transportés dans le plan physique
suivant la regle

dz = V(A > |dz| = [®(QIldC| et arg(dz) = arg(®'(Q)) +arg(dC) ,  (3.64)

21. Du type théoréeme de Riemann.
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qui signifie la similitude de rapport |®’| et d’angle arg(®’). Par dérivation de (3.63) et en faisant
usage de (3.61) on obtient d’autre part

/ _ ! -1 _ : _ &1
VzeW, f(z) = f{(® (2)) FE1G) C B0 si (=9 (2). (3.65)
Notons
u(z) —iv(z) = f'(2) laffixe de la vitesse physique,
U(¢) —iv(¢) = f(¢) Paffixe de la vitesse virtuelle.
1l vient 22
N ¢ 0 M T [
u+tiv = (f) = @y @)
. [u + iv|
= lu +iv| = ¥
et arg(u +iv) = arg(®') + arg(u + iv) (3.66)

qui signifie la similitude de rapport 1/|®’| et d’angle arg(®’).

3.6.4 Transport de la circulation et du débit réduit

Soit Cy un chemin orienté tracé dans Wy, C' = ®(Cp) son image par ®. Par changement de

variable z = ®((), on prouve la conservation de la circulation et du débit réduit correspondants

To+iQo = F(©)d¢

Co

- [ F@Ee e
@(Co)

@1 (2))
@1(2))"

@/
= /f'(z)dz
C
To+iQo = D+iQ . (3.67)

z

3.6.5 Transport d’une force appliquée a un obstacle

Si Cy est fermé et correspond & une ligne de courant, alors C' = ®(Cj) est fermé et correspond
a une ligne de courant. La formule de Blasius pour la force exercée sur I'obstacle dont C est la

frontiere donne . .
F, —iF, pl

= ,Z2Z.
e O

En faisant le changement de variable ¢ = ®71(z) i.e. z = ®((), grace & (3.65) on obtient

F(©)
'(Q)

F,—iF, _ pi
L3 2 Co

2 .
] Q) = 5 /C POl o a @)

qui differe a priori de la force virtuelle exercée par I’écoulement virtuel sur Cj.

22. On omet pour simplifier de rappeler les points de calcul z et son correspondant (.
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3.7 Probleme faisant le lien fluides parfaits - fluides visqueux
Probleme 3.1 Ecoulements plans produits par un gradient de pression oscillant

On considére un long canal plan, i.e. un domaine fluide situé entre deux plans solides d’équation
y = +b. Les limites de ces plans sont situées en x = 0 et L, z =0 et H avec L et H > b. On
suppose que l'axe y est vertical, I’accélération de la pesanteur étant donnée par g = —ge, avec
g > 0. On suppose que grace a une pompe on peut imposer en x = 0, y = 0 une pression oscillante

P = Datm + Pcos(wt),

et qu'en x = L, y = 0 le fluide sort en un jet a lair libre, donc

P = DPatm -

Dans ce probleme, on néglige tout effet de compressibilité.

1 On suppose que sous 'effet de cette pression oscillante en entrée, et pas trop pres des bords du

canal, dans une région que l'on peut noter D, on a une situation d’écoulement unidirectionnel
v = v(yt)e, .

Calculez le gradient de vitesse puis le terme non linéaire (en vitesse) dans I’équation locale de la
quantité de mouvement. On vous demande des expressions intrinseques de ces quantités. Concluez

sur la nature du probleme étudié.

2 Explicitez les composantes de ’équation locale de la quantité de mouvement dans le domaine
D, en supposant que le fluide est newtonien incompressible. Montrez dans un premier temps

que 'on peut supposer que
dp
ox

et estimez 'amplitude G de ce gradient de pression oscillant. Donnez ensuite la forme du champ

= —G cos(wt)

de pression p dans D.

3.1 Calculez le champ de vitesse solution v(y,t) lorsque le fluide est supposé parfait. Ce champ
est-il unique ? Pourquoi? Commentez et interprétez physiquement la forme du champ, oscillant,
finalement obtenu.

3.2 Calculez le champ de déplacement 1 des particules fluides, défini comme la différence entre
la position actuelle X et la position initiale X & ¢ = 0. Commentez et interprétez physiquement le
résultat obtenu.

4.1 Calculez le champ de vitesse solution v(y,t) lorsque le fluide est visqueuz. Pour cela vous
expliquerez pourquoi on peut passer en notations complexes, en posant

o) = Refuly) ], ~ 2 = Re[c ],

et calculerez v.(y).

4.2 Que se passe t’il si la viscosité cinématique du fluide tend vers 'infini ?
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4.3 Afin de permettre une étude analytique élémentaire, on vous demande de calculer la valeur
moyenne de 'amplitude complexe des oscillations de vitesse

Etudiez son comportement lorsque la viscosité cinématique du fluide tend vers 0. Que peut-on
conclure en lien avec I’étude de la question 3.17

Indication : vous serez amené a utiliser les formules d’analyse complexe

tanh(X) + tanh(Y)
1 + tanh(X) tanh(Y)

tanh(X +Y) = et tanh(iZ) = i tan(Z) .

4.4 Estimez V. dans le cas ou le fluide est de ’eau a température ambiante, I’épaisseur du canal
étant 2b = 2 cm, sa longueur étant L = 1 m, amplitude et la fréquence des oscillations de pression
étant P = 10 Pa et w/(27) = 50 Hz.

4.5 Créez avec Mathematica une manipulation présentant les graphes de v(y,t = 7/(2w)) pour v
variant de 1072 & 1075 m? /s, les autres parametres étant ceux donnés en 4.4. Montrez gréce & cette
manipulation que des « couches limites » se mettent en place en fluide faiblement visqueux pour
réconcilier la solution de type « fluide parfait », valable a haute fréquence ou faible viscosité et
pas trop pres des parois, avec les conditions d’adhérence au bord.

Indications : définissez une fonction glnu] tracant le graphe demandé pour nu donnée; vous

utiliserez ensuite la commande

Manipulate [g[nu] ,{nu,10™-2,107-6,Appearance->"Labeled"}].

3.8 Exercice et problemes sur interfaces - tension superficielle -
instabilités
Exercice 3.1 Modes de ballottement d’une cuve rectangulaire

1 Soit une cuve dont le fond est horizontal, situé dans le plan z = 0, dont la surface libre est au
repos située en z = h, dont les parois latérales sont situées en x = 0 et a, y = 0 et b. On y observe

expérimentalement que des ondes stationnaires de la forme
z = h+( avec (¢ = ((zyt) = A cos(wt) F(z,y)

n’existent que pour des valeurs discretes de la fréquence angulaire w, appelées « fréquences
de ballottement ». Expliquez cette observation et prédisez ces valeurs en construisant ces ondes
stationnaires par superposition d’ondes progressives du type de celles calculées en cours, en prenant
garde a satisfaire les conditions d’imperméabilité des parois latérales.

2 Quelle est la « fréquence fondamentale » de ballottement d’une cuve de forme cubique

a=b=h=1m?
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Probleme 3.2 Etude détaillée d’ondes de surface en eau profonde [test de novembre 2015

1 Dans un repere Oxyz cartésien, avec z vertical, on considere une couche d’eau tres profonde au
repos, située dans le domaine z < 0. L’interface supérieure définie par z = 0 peut étre considérée
comme « libre » car de 'air se trouve dans le domaine z > 0, air dont on néglige la masse volumique
et la viscosité. On considere une perturbation de type « onde pure » de cette configuration, dans
laquelle l'interface eau - air est définie par

z = ((x,t) = Acos(kx —wt) , (3.69)
avec A une amplitude petite, &k > 0 le nombre d’onde, w > 0 la fréquence angulaire. On considere

que ’eau est un fluide pesant parfait incompressible en écoulement potentiel 2D zz.

1l.a Dans le cadre d’'une analyse linéaire de stabilité, montrez que le potentiel des vitesses dans
I’eau est de la forme

¢ = P(z) sin(kx — wt) , (3.70)
ou ®(z), d’ordre A, est connue. Déduisez-en les composantes v, et v, de la vitesse.

1.b Afin de préparer le tracé des lignes de courant instantanées (cf. la question 5.a), établissez par

un calcul 'expression d’une fonction courant ¢ décrivant ce champ de vitesse dans le plan xOz.

1.c Etablissez par un calcul la relation de dispersion liant w et k, en présence de tension superficielle
a l'interface eau - air. Validez ce calcul par comparaison a un résultat du cours.

2 On considére dans toute la suite de ce probléme une « houle » & la surface d’une « mer » 23

d’eau froide a 10°C, avec A = 50 cm et une longueur d’onde A = 50 m.
2.a Calculez la vitesse de phase ¢ de cette onde, et qualifiez sa nature physique.

2.b Calculez la fréquence angulaire w et la période temporelle T' de cette onde.

3 On désire valider ’hypothese que ’eau se comporte comme un fluide parfait.

3.a Montrez par un calcul précis que le terme visqueux dans 1’équation de Navier-Stokes est
négligeable.

3.b Montrez par un calcul d’ordre de grandeur que le terme visqueux, proportionnel a la viscosité
de l'eau, dans I'expression de la condition dynamique a I'interface est négligeable.

4 Explicitez le systeme qu’il faut résoudre pour calculer les trajectoires d’une particule fluide
dans ce champ de vitesse. Quelle est sa nature mathématique précise, et pourquoi est-il difficile a
résoudre analytiquement ?

5 Dans cette question on utilisera Mathematica pour une étude numérique.

5.a A l'aide de Mathematica, représentez, a t = 0, les lignes de courant du champ de vitesse,
avec la commande ContourPlot, et ce champ de vitesse, avec la commande VectorPlot, dans le
domaine

D = {(z,z) € [0,50 m] x [-10 m, 0]} .

Reproduisez avec quelques lignes de courant et vecteurs vitesses bien choisis ce schéma.

23. On néglige tout effet de salinité.
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5.b Procédez a un calcul numérique de la trajectoire de deux particules fluides qui se trouvent
at=0en (r,2) = (0,—1) met (0, —5) m, ce pendant 10 périodes temporelles de I'onde. Vous

utiliserez la commande NDSolve, avec une syntaxe du type suivant, pour la premiere particule :

soll= NDSolve[{ EDOx, EDOz, CIx1l, CIz1}, {x[t],z[t]}, {t,0,10 T}]
x1[t_]1= Replacel x[t], sol1[[1]]]
z1[t_]= Replacel z[t], sol1[[1]]]

Représentez ces deux trajectoires, en utilisant la commande ParametricPlot, dans le domaine
D' = {(z2) € [-1m, 2m] x[-6m, 0]} .

Reproduisez ce schéma a la main sur votre copie.
Décrivez qualitativement et semi-quantitativement ces trajectoires. Donnez une premiere interpré-

tation physique de celles-ci.

6 Dans cette question, on revient au cas général de la question 1 et a une étude analytique
asymptotique, le petit parametre naturel étant 'amplitude A. On admet qu'un calcul d’onde non
linéaire dans ce systéme n’introduit pas de corrections & I'ordre A2, c’est-a-dire que le champ de

vitesse d’une onde non linéaire est
Vv = (Vcalculéen 1) + O(A%). (3.71)

On veut étudier la trajectoire d’'une particule fluide jusqu’a 'ordre A2, & partir d’un développement
asymptotique (début d’un développement en série entiere en fonction de A, qui a sans doute un
rayon de convergence strictement positif) de la forme

z2(t) = 2 + Azn(t) + A222(t) 4 O(A?’) (3.72)

{ 2(t) = my + Az(t) + Axo(t) + O(A3)
6.a En injectant les développements (3.72) dans les équations écrites en question 4, et en effectuant
le début d’un développement en série des vitesses, identifiez &1 = dxy /dt, &9 = dxo/dt, 21 = dz1/dt
et 29 = dZQ/dt.

Indication : vous aurez intérét a écrire les deux composantes de la vitesse sous la forme
v, = Aw Vi(x,z,t)

puis a expliciter un développement de Taylor des fonctions V;.

6.b Calculez z1(t) et z1(t); vous pourrez supposer que les valeurs moyennes de ces fonctions
sont nulles, i.e. : a Pordre A, (x9,z9) sont les coordonnées de la position moyenne de la particule.
Identifiez la nature géométrique de la trajectoire a 'ordre A, définie par A (z1(t),z1(t)). Comparez
précisément aux résultats numériques de la question 5, et expliquez la physique.

6.c Calculez @2(t) et 22(t). Montrez en particulier ’existence d'une « vitesse de dérive » a’ordre
A? dans la direction z, que vous quantifierez. Comparez précisément aux résultats numériques de

la question 5 et expliquez la physique.
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Fig. 3.4 — Schéma de principe d’une situation pouvant conduire a des instabilités de Kelvin-Helmholtz
et Rayleigh-Taylor, étudiée dans le probleme 3.3.

Probleme 3.3 Instabilités de Kelvin-Helmholtz et Rayleigh- Taylor

En se restreignant au cas de couches « profondes », le but de cet exercice est d’étendre les
calculs faits en cours sur des ondes de surface

e d’une part en prenant en compte I'existence d’une masse volumique non nulle dans la phase

supérieure (on va donc développer un modele a deux fluides pesants) ;
e d’autre part en autorisant un cisaillement quelconque a I'interface.

On étudie donc la stabilité d’une couche d’un fluide de densité p et de vitesse U, située dans
le demi-plan z € R™, surmontée d’une couche d’un fluide de densité p’ et de vitesse U’ située
dans le demi-plan z € RT, comme cela est représenté sur la figure 3.4. A cause de I'invariance
par translation dans la direction x, on peut considérer des perturbations en « modes normaux »

correspondant & une forme d’interface
¢ = ((z,t) = A Relexp(ikz + ot)] ou o est un nombre complexe a calculer.

1 En présence d’une tension superficielle v & I'interface entre les deux fluides, menez a bien ’analyse
linéaire de stabilité, afin d’obtenir une équation caractéristique de la forme

ac® + 2 +c = 0.

2 Calculez o ; vous identifierez les parties réelle et imaginaire de o en donnant leur interprétation
physique et en discutant dans le méme temps du devenir des perturbations. Vous mettrez en
évidence l'existence possible d’instabilités de Kelvin-Helmholtz si U # U, de Rayleigh-
Taylor si p > p. D’aprés ce modele, a partir de quelle vitesse de vent au-dessus d’une étendue

d’eau au repos se créent des vagues ?

Complément 3.1 On the Rayleigh-Taylor Instability

The Rayleigh-Taylor Instability can also occur in a continuously stratified fluid without an
interface, as shows the problem 3.5.
On http ://fluidlab.arizona.edu/RT_Incomp.html , people of the Experimental Fluid Mechanics

and Instability Laboratory of the Department of Aerospace and Mechanical Engineering at the
University of Arizona show and explain experimental results on the Rayleigh-Taylor Instability:


http://fluidlab.arizona.edu/RT_Incomp.html
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=

Fig. 3.5 — Top : Setup devoted to the study of the Rayleigh-Taylor instability. Bottom : Snapshots
showing the development of the Rayleigh-Taylor instability, as time goes by. For details, see text.

‘Rayleigh-Taylor instability is generated in our experiments by accelerating a tank containing
the two fluids downward at a rate greater than the earth’s gravitational acceleration. The experi-
mental apparatus consists of a tank that is mounted to a linear rail system and attached by a cable
to a weight and pulley system.

The bottom half of the tank is filled with a heavy liquid and the top half with a lighter liquid. The
filled container is then hoisted to the top of the rail system and then oscillated in the horizontal
direction giving the interface a sinusoidal initial perturbation. The tank is then released allowing
the weight to pull it downward at a rate approximately twice that of the earth’s gravitational field
which produces a net gravitational pull approrimately equal to that of the earth’s but oriented up-
ward. Thus, the initially stably-stratified system becomes unstable.

The fluids are visualized in these experiments using Planar Laser Induced Fluorescence. A fluo-
rescent dye is mized in one of the liquids and then illuminated with a sheet of laser light passing
through the top of the container. The resulting fluorescent images are captured by a CCD camera
which travels with the moving container. Picture above shows a sequence of images captured during
one of these experiments. In these views the effective gravity pulls the lower heavier fluid upward

as if the tank had been inverted but without the disrupted effects of actually turning over the tank.’
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(a) (b)

Fig. 3.6 — (a) : Profil d’écoulement dans une couche de cisaillement. (b) : Développement de
I'instabilité de Kelvin-Helmholtz d'une telle couche légerement perturbée : lignes de courant en trait
continus, suivi de particules fluides avec les disques pleins, pour différents instants ¢ adimensionnés. (c) :
Photographie de nuages par Brooks Martner, du NOAA Environmental Technology Laboratory.

Complément 3.2 Sur les instabilités de Kelvin-Helmholtz

Elles peuvent exister en ’absence de tension superficielle, i.e. lorsqu’il n’y a pas d’interface
en tant que telle, et en présence d’un cisaillement « plus doux » qu’une discontinuité de vitesse.
C’est le cas d’un profil de vitesse en « couche de cisaillement » comme celui de la Fig. 3.6a.
L’instabilité correspondante peut se calculer en fluide parfait a l'aide d’une analyse de stabilité
linéaire numérique, par méthode numérique spectrale, comme évoqué dans Plaut et al. (2008).
Elle conduit a 'amplification de vortexr dont les lignes de courant sont montrées sur la Fig. 3.6b.
En suivant une idée de Corcos & Sherman (1984), il est intéressant de suivre les trajectoires de
I’« interface » située en y = 0, initialement plane, pendant le développement de I'instabilité. On
calcule ainsi les trajectoires de points matériels régulierement espacés a 'instant ¢ = 0 sur la droite
y = 0. On obtient les résultats de la figure 3.6b, montrant que I’« interface » s’enroule sous I'effet
de I’écoulement associé aux vortex, de plus en plus intense ; voyez aussi I’ animation vidéo sur
la page web du module. Une « pseudo-interface » qui s’enroule peut parfois se visualiser grace
a des nuages, comme le montre la figure 3.6¢c. Le résultat net de cette instabilité est que les couches


http://emmanuelplaut.perso.univ-lorraine.fr/mf/KH.htm
http://emmanuelplaut.perso.univ-lorraine.fr/mf/KH.htm
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de fluides « inférieure » et « supérieure » a la couche de cisaillement vont se mélanger. Pour cette
raison on dit que toute couche de cisaillement devient en général une « couche de mélange ».
Ce phénomene se produit dans beaucoup d’autres cas, par exemple dans la couche de cisaillement

entre les gaz éjectés par un réacteur (turboréacteur, moteur fusée, etc...) et 'air ambiant.

Probléeme 3.4 Roéle de la tension superficielle dans diverses instabilités
[test de novembre 2010]

I Introduction et analyse de résultats expérimentaux

On désire étudier le réle de la tension superficielle dans différentes instabilités d’inter-
faces : les instabilités de Kelvin-Helmholtz et Rayleigh-Taylor, que 'on a déja abordées
dans le probleme 2.4, ainsi que 'tnstabilité de Rayleigh-Plateau d’une colonne fluide cy-
lindrique. Cette derniere instabilité se manifeste par le fait qu’un jet fin de liquide, de forme
cylindrique a priori, ne le reste pas, mais se déstabilise en faisant apparaitre des ondulations de sa
surface, qui croissent en général pour mener a une rupture du jet en gouttes. Ce phénomene est

visible sur I'image ci-dessous, tirée de 'article historique de Donnelly & Glaberson (1966) :

s

s |4 l5l il

Dans un tel jet d’eau dans de lair, il y a un écoulement de la gauche vers la droite?*, d’ott
une amplification spatiale des perturbations. On admet que cet écoulement ne joue pas un role
important, c’est-a-dire que 1’instabilité de Rayleigh-Plateau existe aussi pour une colonne
cylindrique de fluide au repos, avec une amplification temporelle des perturbations.

1.1 Sachant que la regle graduée est en cm, en mesurant le rayon Ry du jet a gauche de I'image,
la ou le jet est le moins perturbé, vérifiez que Ry = 0,43 mm. Estimez ensuite le rapport entre la
longueur d’onde A de l'instabilité ondulationnelle et le rayon Ry.

IT Approche semi-quantitative basée sur un critére énergétique de surface minimale

On sait qu’une interface d’aire S cotite une énergie de surface

Esurface = ’YS

avec v le coeflicient de tension superficielle. Cette énergie est minimale si et seulement si ’aire S
est minimale. On adopte donc comme point de vue phénoménologique le principe physique
que les effets de la tension superficielle tendent a minimiser les aires d’interface, tout
en respectant les contraintes imposées au systéme (volume de liquide, forme initiale de l'interface,
géométrie imposée, etc...).

24. Ou de haut en bas...
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I1.1 Effets de tension superficielle sur une interface plane

On considere la géométrie des instabilités de Kelvin-Helmholtz et Rayleigh-Taylor, a savoir une

interface plane entre deux fluides, définie en coordonnées cartésiennes par z = 0.

I1.1.1 Dans cette configuration de base, calculez 'aire .S de la zone de 'interface définie par
(z,y) € [0,A] x[0,L] (%)

A >0 et l, >0 étant des longueurs données.

I1.1.2 On considére une petite perturbation de cette interface d’amplitude A, conduisant & une
nouvelle configuration ou l'interface est ondulée, définie par

z = ((x) = A coskzx

avec k le nombre d’onde de I'ondulation, qui définit la longueur d’onde spatiale A = 27 /k. Calculez
Iaire S, de la zone de I'interface toujours définie par (x), & 'ordre A2. Vous introduirez une abscisse
curviligne s(x) le long de la courbe définissant le profil de I'interface, comme présenté ci-dessous.

z
\/ dx \/ \ z

I1.1.3 Que peut-on dire du rapport S, /S quand amplitude A est petite non nulle 7 Que peut-on
en déduire sur 'effet de la tension superficielle sur les instabilités de Kelvin-Helmholtz et Rayleigh-
Taylor 7 Expliquez en quoi ce résultat est conforme a ceux de 'analyse linéaire de stabilité du
probleme 2.4.

I1.2 Effets de tension superficielle sur une interface cylindrique
On considere la géométrie de 'instabilité de Rayleigh-Plateau, a savoir une interface cylindrique

définie en coordonnées cylindriques par r = Ry.

I1.2.1 Dans cette configuration de base, calculez 'aire S de la zone de U'interface définie par
z € [0,A], (%)
A > 0 étant une longueur donnée. Calculez aussi le volume V' de liquide délimité par cette interface.

I1.2.2 On considére une petite perturbation de cette interface d’amplitude A, conduisant a une
nouvelle configuration ou l'interface est ondulée, définie par

r = R(z) = Ry (1 + A coskz),

le nombre d’onde k définissant la longueur d’onde A = 27 /k. Calculez le volume V,, de liquide
délimité par la zone de l'interface toujours définie par (). Montrez que l'incompressibilité du
liquide, i.e. I’égalité V;, = V, n’est assurée que si le rapport Ry /Ry dépend de A2, & des effets d’ordre
A% pres, suivant une relation que vous calculerez. Calculez enfin aire S,, de cette zone d’interface,
a Pordre A2. Vous introduirez une abscisse curviligne s(z) le long de la courbe définissant le profil

de linterface, comme présenté ci-dessous.
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I1.2.3 Montrez a partir de I’expression de S,,/S que la tension superficielle est déstabilisante pour
des valeurs de k inférieures a une valeur critique k., i.e. pour des valeurs de A supérieures a une
valeur critique A.. Concluez sur ce que l'on s’attend a voir si la tension superficielle joue un role

dominant.

IIT Analyse linéaire quantitative de I’instabilité de Rayleigh-Plateau

Pour développer un modéle linéaire quantitatif de l'instabilité de Rayleigh-Plateau, on
considere une colonne cylindrique d’un liquide incompressible, définie par r < Ry en coordon-
nées cylindriques, au repos dans un gaz parfait non pesant. On étudie sa stabilité vis-a-vis de

perturbations infinitésimales menant & une nouvelle position d’interface
r = R(z4t) = Ro + a cos(kz) exp(ot)

avec aexp(ot) < Ry, k un nombre d’onde réel, o un nombre réel strictement positif caractérisant
I'amplification de certaines perturbations, que 'on anticipe. Les champs de pression et de vitesse
auront des dépendances similaires en z et ¢, par exemple

p = po + P(r) cos(kz) exp(ot) et v, = V.(r) cos(kz) exp(ot) .

ITI.1 Montrez que le fait que 'on puisse négliger les effets de viscosité et de pesanteur peut
s’expliquer par deux relations d’ordonnancement, que 1’on vérifiera a posteriori en II1.8. Pour ce
qui est de la viscosité vous raisonnerez sur I’équation de Navier-Stokes, en comparant a un terme
inertiel. Pour ce qui est de la pesanteur vous raisonnerez sur la pression, en comparant a un saut

de pression par tension superficielle.

II1.2 Calculez la pression py dans la configuration de base a = 0, en fonction notamment de la
pression dans le gaz pg.

ITI1.3 Montrez a partir de I’équation d’Euler linéarisée que, dans la configuration perturbée, la
fonction P(r) vérifie I’équation de Bessel modifiée d’ordre 0,

P'(r) + v 'P'(r) — K*P(r) = 0.

On admet que, mathématiquement, les seules solutions régulieres sur R™ de cette équation sont
de la forme
P(r) = b Iy(kr)

ol b est une constante réelle, Iy : RT — R est la fonction de Bessel de premiere espece modifiée,
d’ordre 0, définie par la série enticre

100 a2n
n=0

ITI.4 Déduisez de ce qui précede et de I'équation d’Euler linéarisée ’expression de V(7).

II1.5 Explicitez la condition cinématique a l'interface, linéarisée, et déduisez en la relation entre
les amplitudes a et b. Vérifiez I’homogénéité de la formule obtenue.

I11.6 Calculez la normale unitaire nn sortant de l'interface perturbée, au premier ordre en a, sur un

voisinage de I'interface. Calculez la divergence de ce champ au méme ordre, et explicitez la condition
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dynamique a l'interface, linéarisée. Montrez que cette condition meéne a une expression du taux de
croissance ¢ que l'on aurait pu deviner en combinant les résultats d’une analyse dimensionnelle,
ceux de la partie II, et une analyse physique reposant sur 1’observation que ce systeme est non
dissipatif, a savoir

o2 = ot (1-a?%) J(a)

o0 = \/7/(pRY) ,
la variable réduite o = k/k., J est une fonction de R™ dans R™ dépendant de Ij et de sa premiere

dérivée.

II1.7 Dans Mathematica, la fonction Iy(«) est définie par BesselI[0,alphal. En recopiant sur
votre feuille des résultats de Mathematica, esquissez 1’allure des graphes des fonctions Io(«), J (o)
et o(a)/op. Montrez que cela confirme Uexistence de U'instabilité de Rayleigh-Plateau, et que les
plus forts taux de croissance sont de 'ordre de g, atteints pour o >~ ag que vous estimerez.

ITI.8 On revient sur 'expérience de Donnelly & Glaberson (1966) décrite en partie 1.

IT1.8.1 Vérifiez que la valeur optimale ag prédite par la théorie est du méme ordre de grandeur

que la valeur que vous pouvez déduire de vos mesures de la partie L.

II1.8.2 Estimez o puis 1/0¢ ; expliquez pourquoi il a fallu utiliser un flash tres bref pour observer
Iinstabilité.

IT1.8.3 Discutez de la validité des deux relations d’ordonnancement posées en III.1.

Probléme 3.5 Etude de la stabilité d’un fluide pesant continiment stratifié
[test de novembre 2011]

On désire étudier la stabilité d’un fluide pesant placé dans le champ de pesanteur uniforme
g = —ge, avec Ozxyz un repere cartésien, g > 0. Ce fluide est (typiquement) de I'eau salée. Une
stratification de masse volumique a été préparée dans un réservoir (qui est éventuellement
lobjet d’un retournement brutal). A Dinstant initial £ = 0 on suppose que la masse volumique

p = po(z) ()

fonction non constante « donnée ». Plus précisément on suppose que pj(z) est non nulle sauf en
un nombre fini de valeurs de z.

On néglige les effets de diffusion de concentration et de vitesse, que I’on suppose lents par rapport a
la dynamique des phénomenes étudiés. D’autre part on néglige tout effet de compressibilité. Ainsi
p est asservie a la concentration en sel qui est elle-méme « gelée » dans le mouvement, donc p est

« gelée » dans le mouvement,

dp  Op =\ -

v étant le champ de vitesse du fluide, qui décrit a la fois le mouvement de I’eau et du sel.

l.a A l'aide d’une loi de conservation fondamentale, montrez que

div(¥) = 0. (2)
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1.b Qu’entend t’on par « effets de diffusion de vitesse » 7 Puisqu’on les néglige, quel type de
modele de fluide va t’on utiliser 7 Dans ce cadre, donnez ’équation (3) qui régit la dynamique du

champ de vitesse et nommez-la.

2 On s’intéresse a une configuration idéale d’équilibre du fluide dans laquelle p est donnée par (x).
Montrez qu’un gradient de pression peut bien équilibrer le poids du fluide, et calculez la pression
correspondante p = po(z). Commentez.

3 Effectuez ’'analyse linéaire de stabilité de cette configuration idéale d’équilibre en posant
p=p +p1, p=Dp + D1,

p1, p1 et v étant des perturbations infinitésimales.

3.a Linéarisez les équations (1), (2) et (3), pour obtenir des équations aux dérivées partielles a
coeflicients réels sur p1, p1 et V.

3.b Expliquez pourquoi on peut se restreindre & ’étude de modes de perturbation 2D zz de la

forme
p1 = R(z) exp(ikz + ot) ,
p1 = P(z) exp(ikz + ot) ,
vi = U(z) exp(ikz +ot) &, + W(z) exp(ikz + ot) €,

en notations complexes. Comment nomme t’on k7?7 Quelle est sa signification physique ?
On admet dorénavant que 'on a toujours o # 0.

3.c En utilisant les équations scalaires établies en 3.a, en notations complexes, éliminez les fonc-
tions R(z) et U(z).

3.d Explicitez d’autre part les deux composantes non triviales de I’équation vectorielle établie en
3.a, en notations complexes. Eliminez ainsi P(z), puis établissez une équation caractéristique de
degré 2 pour o, qui est aussi une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 linéaire en W(z), a
coefficients non constants.

Bien entendu, vous testerez ’homogénéité dimensionnelle de cette équation.

3.e On suppose dorénavant que le fluide est confiné entre deux plans situés en z = 0 et h. Quelles
sont les conditions limites a imposer sur ces parois, qui concernent le champ de vitesse i.e. W ?

4.a De facon qualitative générale, on admet que le probleme différentiel posé en 3 admet bien
des solutions, et que la fonction W peut toujours étre choisie réelle. Montrez que la fonction U
est alors imaginaire pure, et donnez la forme générale du champ de vitesse réel correspondant a
I'instant initial de référence t = 0,

v = Re(vi),

en terme de W et de sa premiere dérivée.
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4.b Calculez I’expression de ’énergie cinétique totale initiale du mode de perturbation considéré,
contenue dans un volume de longueur A = 27 /k dans la direction x, L, dans la direction y,

A h 1
E. = L, / / §p0V2 dr dz .
0 0

Vous calculerez aussi I’énergie cinétique volumique initiale moyenne

E.
AL, h

€ =

4.c En multipliant ’équation obtenue en 3.d par W et en 'intégrant sur 'intervalle [0,h], montrez
que

h
o e = /0 W2(2) ulz) dz

ou p(z) est une fonction ne dépendant que de g, h et la premiere dérivée de po(z), que vous
calculerez.

Bien entendu, vous testerez 'homogénéité dimensionnelle de I'expression de pu.

Indication : pour faire apparaitre I’énergie cinétique e., vous intégrerez par parties I'un des termes
de I’équation obtenue en 3.d, multipliée par W.

4.d Montrez a partir de la formule intégrale précédente que, si la masse volumique dans la configu-
ration initiale d’équilibre décroit avec l'altitude, alors cette configuration est marginalement stable.
Montrez au contraire que, si la masse volumique dans la configuration initiale d’équilibre croit avec
Ialtitude, alors cette configuration est instable. De quel type d’instabilité s’agit-il?

5 On veut résoudre quantitativement ce probleme dans le cas, permettant des calculs analy-

tiques, ou la stratification de masse volumique initiale est donnée par

po(z) = poo exp(az) ,
avec poo et o des constantes données.

5.a Montrez qu’alors les coefficients non constants dans I’équation différentielle sur W établie
en 3.d peuvent se factoriser, de sorte que cette équation se ramene & une équation a coefficients
constants

W" + 26W + cW = 0.
Vous calculerez les valeurs de b et c.
5.b Cherchez une solution de la forme
W(z) = Aiexp(giz) + A_exp(qg-2)

oll ¢4 et g_ sont les racines du polynéme ¢ + 2bq + ¢, A, et A_ sont réglés de facon a satisfaire
les conditions limites établies en 3.e. Montrez que cela implique aussi une condition sur ¢4 et q—
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donc sur 0. A partir de cette condition, montrez ’existence d’un entier naturel strictement positif

n tel que
o2 = @g
1 + 8 + yn2n2’

B et v étant des réels positifs que vous calculerez.

5.c Retrouvez a partir de I’équation précédente les propriétés de stabilité de la configuration
d’équilibre déja établies en 4.d.

Dorénavant on se place dans un cas instable.
5.d Quelle est la valeur de n qui maximise le taux de croissance o, = Re(o) ?

5.e Quel est l'effet négligé dans le modele qui fait qu’il prédit, de fagon non physique, que le taux

de croissance est maximum lorsque k — 400 7?

5.f On considére un systeme dans lequel h = 25 cm et « = 1/h. On admet que la valeur de k
qui doit étre considérée pertinente est £k = «. Quelle est alors la valeur numérique du taux de
croissance de l'instabilité ? Justifiez a posteriori le fait que ’on puisse négliger, pour ce cas précis,
les effets de diffusion de vitesse et de concentration.

On rappelle (cf. le chapitre 1 de Plaut 2015b) que ces derniers effets sont régis par 1’équation
d’advection-diffusion de la concentration cs en sel,

deg
— = D Acs ,
dt ’
avec D un coefficient de diffusion typique d’un liquide. Il s’agit de montrer qu’en premiere approxi-
mation
des
dt
d’ot, puisque p = p(cs),
d
L -0,
dt

Probléme 3.6 Modélisation de phénoménes en lien avec la cavitation
[test de novembre 2012]

La cavitation dans ’eau est le phénomene de vaporisation de liquide, produisant de la vapeur,
a température pratiquement constante, sous I’effet d’une baisse de la pression. Elle se distingue donc
nettement de 1’ébullition (‘boiling’), qui elle a lieu & pression pratiquement constante, sous effet
d’une augmentation de la température. Ces deux phénomenes sont schématisés sur le diagramme
thermodynamique de la figure 3.7a; la fonction représentée est la pression de vapeur saturante
de 'eau p,(T'), pression d’équilibre entre 1’eau vapeur et 1’eau liquide. La cavitation se manifeste
par la formation de bulles dans les zones de basse pression d’un écoulement, par exemple sur la face
supérieure d’un profil d’aile, comme le montre la photo figure 3.7b prise dans un canal hydraulique.
L’expérience montre que la cavitation prend naissance sur des « germes », microbulles de gaz
et de vapeur d’eau éventuellement ancrées sur une microscopique poussiere. Pour modéliser la
cavitation, il faut donc s’intéresser au devenir d’une telle microbulle, lorsque celle-ci est transportée

dans I’écoulement. Dans ce probleme, aux échelles considérées, on néglige tout effet de pesanteur.
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Fig. 3.7 — Principe physique (a), exemple pratique (b) et pression d’équilibre (c) en cavitation ; toutes
ces figures sont tirées de Franc (2006).

I Etude quasi statique du devenir d’une bulle - Critére de cavitation

On considere une microbulle isolée sphérique de rayon R, contenant du gaz, par exemple du
dinitrogene et dioxygene de l'air, considéré parfait, et de la vapeur d’eau. Le rayon R est susceptible
d’évoluer en fonction essentiellement de la pression ambiante dans ’eau, notée po,. De fait on
travaille dans le référentiel 1ié a ’eau, et on considere 1’écoulement macroscopique d’eau localement
uniforme, i.e. dans ce référentiel on a autour de la bulle une situation « d’équilibre », avec une
pression dans le liquide poo.

I.1 On suppose que la bulle évolue de facon quasi statique et isotherme, et que la quantité de gaz
contenue a l'intérieur reste constante. Montrez 1’existence d’une constante K telle que la pression
partielle de gaz dans la bulle soit

py = K/R. (3.73)

1.2 On suppose d’autre part que la pression partielle de vapeur d’eau dans la bulle reste toujours
égale a sa valeur thermodynamique p,. En prenant en compte I’existence d’une tension superficielle
a 'interface entre ’eau et la bulle, établissez la relation « a ’équilibre » entre la pression ambiante
dans 'eau po et R.

1.3 Montrez que la courbe représentative de cette fonction pod(R) a lallure présentée sur la fi-
gure 3.7c, avec un minimum p. pour une valeur critique de R, soit R.. Vous calculerez analytique-
ment p. et R..

1.4 On suppose que la bulle est soumise de facon quasi statique a une chute de pression ambiante,
d’une valeur initiale ps, ou elle était a I’équilibre vers une valeur nouvelle p/_. On suppose que
le rayon R de la bulle va commencer par augmenter sous 'effet de cette dépression. Décrivez le
devenir de la bulle, en discutant plus particulierement la possibilité de trouver un nouveau rayon
d’équilibre R’ > R, dans les 3 cas représentés sur la figure 3.7c :

1. lorsque la bulle a un rayon initial R < R, et que la pression finale p._ > p.;
2. lorsque la bulle a un rayon initial R < R, et que la pression finale p/_ < p.;

3. lorsque la bulle a un rayon initial R > R..

Vous concluerez en terme de « stabilité » ou « instabilité » des branches de la courbe pad(R), et
de cavitation ou non, a partir du germe considéré.
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1.5 On considere de I'eau a 20°C, suffisamment pure pour que les plus gros germes de cavitation
qu’elle contient soient de rayon Rpyax ~ 100 pm. Sur la base du critére quasi statique développé
question [.4, en supposant que Ry ax donne aussi la valeur R, du rayon critique des plus gros germes,
en deca de quelle valeur analytique et numérique de la pression s’attend-on a avoir cavitation ?
Interprétez physiquement l'influence de la tension superficielle.

II Etude dynamique du devenir d’une bulle : équation générale

Dans cette partie on veut étudier la dynamique de la croissance ou décroissance d’une microbulle
isolée, en prenant en compte I’écoulement microscopique d’eau associé a cette dynamique. On
néglige les effets de la viscosité de 'eau. On se place toujours dans le référentiel 1ié a ’eau et on
suppose loin de la bulle une situation « d’équilibre », avec une pression dans le liquide pno.

I1.1 Justifiez succinctement qu’il est raisonnable de considérer que 1’écoulement microscopique
d’eau associé a la dynamique de la bulle est purement radial, avec un champ de vitesse de la forme

v = v (nrt) e,

en coordonnées sphériques (r,0,p).

I1.2 En faisant I’hypothese raisonnable que I’eau est incompressible, montrez ’existence d’une
fonction k(t) et d’un exposant « entier tel que

vp(rt) = k(t) r¢.

I1.3 Montrez qu’'un tel écoulement est potentiel, et calculez son potentiel des vitesses ¢(r,t).

I1.4 On suppose que la condition cinématique standard est valable a I'interface de la microbulle,
située au rayon R(t) susceptible d’évoluer avec le temps. Explicitez cette condition, et déduisez-en
le lien entre k(t), R(t) et sa premitre dérivée par rapport au temps R(t).

I1.5 Calculez le champ de pression dans I’eau, autour de la bulle et jusqu’a la frontiere de la bulle.

I1.6 En supposant que dans la bulle il y a du gaz en dynamique isotherme, dont la pression
partielle est toujours donnée par I’équation (3.73), et de la vapeur d’eau a la pression partielle
Dy, établissez a l'aide de la condition dynamique a l'interface, en présence de tension superficielle,
I’équation d’évolution de R(t).

Indication : cette équation est différentielle ordinaire d’ordre deux, non linéaire ; les termes sources
de la dynamique font intervenir la fonction pad(R) de la partie I.

I1.7 Justifiez a posteriori les termes de « stabilité » et « instabilité » introduits phénoménologi-
quement a la question 1.4.

IIT Implosion d’une bulle

On considere une bulle, composée exclusivement de vapeur d’eau, qui a atteint un rayon Ry
relativement grand sous 'effet de la cavitation. Cette bulle se trouve a la fin de son histoire dans
une zone de I’écoulement de pression relativement élevée po, > p,. Sous leffet de cette pression,
elle implose. On veut calculer cette évolution en supposant qu’a t = 0, R = Ry, R = 0, tandis que
Poo a atteint sa valeur stationnaire po > ps.
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IT1.1 Calculez d(RSRQ) /dt et faites apparaitre cette quantité dans I’équation de la dynamique du
rayon de la bulle, dans le cas ou il n’y a pas de gaz.

ITI.2 Intégrez une premiere fois ’équation précédente, pour obtenir la loi de vitesse de décroissance
du rayon R en fonction du temps.

IT1.3.a On commence par étudier le cas sans tension superficielle. Montrez en effectuant une
intégration de ’équation précédente que le temps t; d’implosion complete, durant lequel R passe

de Ry a 0, est fini et proportionnel a U'intégrale

I—/l‘l:”—o747
o Jo Ve 3—-1 7

Expliquez physiquement, & partir de la formule analytique obtenue pour ¢;, comment ce temps
dépend des différents parametres du probleme.

IT1.3.b Calculez numériquement la valeur du temps d’implosion ¢; dans la cas d’une bulle de rayon
initial Rg = 5 mm, sous une surpression p,, — p, = 1 bar, toujours dans de I’eau a 20°C.

II1.3.c Que prédit ce modele pour la vitesse |R|, lorsque le rayon R devient infiniment petit ?
Commentez physiquement.

IT1.3.d Calculez la correction de pression dans I’eau autour de la bulle, & un rayon r de son centre,
associée a ’écoulement de compression de la bulle,
Mry) = PO =P
Poo — Dv

en fonction de R = R(t), Ry et r seulement. Montrez que II est un polynéme en X = R/r, dont
les coefficients ne dépendent que de R/Ry. A partir de I’étude de cette fonction de X, montrez
que, des que R < Ry/ 4173 un maximum de pression est atteint en un certain rayon ryax que vous
calculerez analytiquement. Vous établirez aussi I’expression analytique de la correction de pression
correspondante .. Donnez le comportement asymptotique de rpax et Ilnax quand R tend vers
0. Représentez enfin le graphe de II(r,t) en fonction de r a un instant ¢ on R = Ry/4. Discutez
physiquement et pratiquement ces résultats.

ITI.4 En présence de tension superficielle, s’attend t’on & une dynamique d’implosion plus ou

moins rapide ? Est-ce raisonnable physiquement 7

IV Influence de la viscosité sur I’implosion d’une bulle

Montrez que I’écoulement calculé questions I1.1 & 4 et le champ de pression calculé question I1.5
satisfont I’équation de Navier-Stokes. Explicitez la condition dynamique a 'interface d’une bulle
implosante. Déduisez-en 'influence de la viscosité de I’eau sur I'implosion de cette bulle, en terme

d’accélération ou ralentissement de la dynamique.
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Probléme 3.7 Etude de quelques phénoménes dans une centrale hydraulique
[test d’octobre 2014]

Pour comprendre entierement et analyser physiquement la derniere partie de ce probléme
(questions 9 et 10), il faut avoir une bonne connaissance des ondes sonores et phénomenes associés.
Ce probléeme, cependant, n’a pas été placé plus loin dans ce chapitre, car on se restreint, dans les

calculs eux-mémes, a une hypothése de fluide incompressible.

On étudie une centrale hydroélectrique de taille moyenne, dont le circuit hydraulique principal
est représenté sur la figure 3.8a. Un grand réservoir d’eau est retenu par un barrage. L’altitude de
sa surface libre est zg. Au point 1 situé au fond du réservoir, a l’altitude z1, une conduite circulaire
de diametre intérieur d connecte ce réservoir a une cheminée d’équilibre, puis a une vanne V, et,
immédiatement en aval, & une turbine (non représentée). La vanne et la turbine se situent & une
altitude zo. La longueur totale de la conduite entre sa prise d’eau au point 1 et la bifurcation avec
la cheminée au point 2 est L. La cheminée est un cylindre de diametre D, elle contient une colonne
d’eau dont la surface libre se trouve a l’altitude z. Le débit nominal qui circule dans la conduite
est go. On donne d = 1,5 m, D = 3 m, L = 1400 m, 29 — z2 = 100 m, go = 5 m3/s. Au vu des
dimensions du systéme, notamment, on suppose que ’eau est un fluide parfait incompressible.

Etude en régime nominal de production d’énergie

1 Dans ce régime, le débit gy circule dans la conduite, et I'eau dans la cheminée d’équilibre est
statique. Etudiez I'évolution de la charge dans I’écoulement du réservoir jusqu’au refoulement de la
turbine, qui se fait a la pression atmosphérique p,;. Que peut-on dire des termes d’énergie cinétique
dans la charge 7 Estimez analytiquement et numériquement la puissance mécanique P que ’on peut

espérer capter sur la turbine. Commentez.

2 Dans ce régime, montrez qu’en premiere approximation le niveau d’eau z dans la cheminée

d’équilibre égale le niveau zy dans le réservoir amont.

Etude d’oscillations suite & la fermeture de la vanne

Partant du régime précédent, a l'instant ¢ = 0, on ferme rapidement la vanne V. Comme le débit
qui circulait dans la conduite peut s’évacuer vers la cheminée, une oscillation lente du débit
dans la conduite et du niveau z se met rapidement en place, avec une période temporelle T longue.

3.a On introduit une abscisse curviligne s le long de la conduite, valant 0 au point 1 et L au point 2.
En dehors d’une zone localisée pres du coude ou la conduite devient horizontale, la conduite est
rectiligne : s est la 1% coordonnée d'un repere cartésien de base {€;,8y,€z} (resp. {€s,8,,e.})
dans la 1% (resp. 2°™°) portion rectiligne. Montrez que, dans ces portions rectilignes, on peut en
premiére approximation considérer que le champ de vitesse de 'eau v. = V(s,t) €5 , puis que V

doit étre uniforme, V(s,t) = V(t) .

3.b Toujours en travaillant dans la conduite, pas trop pres du coude, a ’aide de I’équation locale
de la quantité de mouvement établissez un lien entre la dérivée temporelle de la vitesse et une

dérivée de la pression motrice.

3.c En intégrant ’équation précédente entre les points 1 et 2, et en négligeant I'effet du coude,
établissez un lien entre la dérivée temporelle de la vitesse et la différence de pression motrice entre
les points 1 et 2.
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(a)

(b)

Fig. 3.8 — Centrales hydroélectriques étudiées dans le probleme 3.7, avec (a) et sans (b) cheminée
d’équilibre. Ces schémas de principe, tirés de Frelin (2002), ne sont pas & 1’échelle.

4 En modélisant de fagon simple I’écoulement en amont du point 1, dans le réservoir, et 1’écoule-
ment au dessus du point 2, dans la cheminée, reliez la différence précédente a la différence d’altitude
x = z— 2. Déduisez-en une équation liant exclusivement L, dV/dt, g 'accélération de la pesanteur
et . Interprétez physiquement cette équation.

5 En utilisant une loi de conservation, reliez la vitesse débitante V' dans la conduite a la dérivée
dx /dt.

6 Déduisez de ce qui précede une équation différentielle ordinaire portant sur z(t). Confirmez
Iexistence d’oscillations du niveau x et de la vitesse V', en donnant une formule analytique pour
la période T' correspondante. Faites I’application numérique et commentez.

7 En utilisant les conditions initiales
e V(t=0) est la vitesse débitante associée au débit nominal ¢ ;
e 2(t=0) = 0;
calculez analytiquement V' (¢) et x(t) pour ¢ > 0. En particulier, calculez analytiquement et numé-

riquement ’amplitude A des oscillations du niveau x, et commentez.

8 Donnez enfin une expression analytique fermée pour la pression pa(t) en amont de la vanne, pour
t > 0. Quelle est 'amplitude des oscillations de cette pression, analytiquement et numériquement ?

Commentez.

Etude de l’effet de la fermeture de la vanne en ’absence de cheminée d’équilibre

On considere une autre centrale de dimensions et dessins identiques, mais sans cheminée d’équi-

libre, comme représenté sur la figure 3.8b.
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9 Dans ce cas, lorsque 'on ferme la vanne rapidement, suivant une loi temporelle pour la vitesse
débitante
V=V.1-t/1),

ou V; est la vitesse débitante initiale, 7 le temps caractéristique de fermeture, justifiez que, dans
le cadre du modele adopté ici, dans toute la conduite la vitesse axiale V satisfait la méme loi.

10.a En utilisant le modele développé question 3, évaluez la différence de pression py—p,t supportée
par la vanne, entre son amont et son aval, pour t € [0,7].

10.b Evaluez ps — pa; numériquement lorsque V; est la vitesse débitante correspondant au débit
qo, et le temps de fermeture 7 = 0,4 s. Discutez physiquement autour du résultat trouvé.

3.9 Exercice faisant le lien ondes d’interface - ondes sonores
Exercice 3.2 Analogie entre ondes d’interface et ondes acoustiques [test d’octobre 2014]

On veut développer une analogie entre les ondes
acoustiques, non dispersives, et les ondes se propa-
geant a l'interface entre une étendue d’eau de pro-
fondeur A et de lair situé au-dessus. Ceci permet-
tra d’aboutir a la notion de canal analogique pour
I’étude de problemes de sillage en écoulement « so-
nique » ou « hypersonique ». Une photographie ob-
tenue sur le canal analogique de "ENSEM 2° figure ci-
contre, on y distingue, autour d’un obstacle en forme
de delta, un « ressaut hydraulique » (bourrelet ou
Iécoulement ralentit brusquement) analogue a une

« onde de choc ».

1 Rappelez d’apres le cours I’équation donnant le carré ¢ de la vitesse de phase des ondes linéaires a
I'interface entre une étendue d’eau de profondeur A et de I’air situé au-dessus. Vous ferez apparaitre
la longueur capillaire ., de sorte que ¢? soit fonction du nombre d’onde k, de I'accélération de la
pesanteur g, et des seules longueurs h et [..

2 A partir d'un développement de la fonction tanh(z) quand son argument z tend vers 0, déve-
loppez ¢? en fonction de k, pour des grandes ondes telles que kh < 1 et kl, < 1, jusqu’a l'ordre
(kh)4 ou k*. Montrez que, par un choix judicieux de la hauteur d’eau h, on peut annuler le terme
d’ordre k2. Pour les calculs, vous supposerez que h et [, sont des grandeurs finies du méme ordre,
alors que k est infiniment petit.

3 Concluez sur la possibilité de réaliser une analogie exacte ou seulement approximative entre
ondes acoustiques et ondes d’interface. Calculez numériquement la hauteur d’eau h « optimale »,
ainsi que la vitesse ¢y de propagation des ondes d’interface satisfaisant ’analogie.
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3.10 Exercices et probleme sur les ondes sonores
Exercice 3.3 Etude détaillée des ondes sonores planes en milieu infini

On désire ici revenir de fagon plus précise sur les calculs faits en cours, dans le cas d’une onde
sonore plane dans un milieu fluide infini, caractérisée par une perturbation de pression de la forme

p = P cos(kx — wt) . (3.74)

1 Calculez la perturbation de masse volumique p’, et montrez que 'amplitude R des fluctuations
qu’elle décrit peut s’exprimer en fonction de P et ¢ seulement.

2 Menez une réflexion sur les approximations qui consistent & ne pas tenir compte des termes
d’advection non linéaire, de pesanteur et visqueux dans I’équation de Navier-Stokes, considérée a
la fois pour I’état hydrostatique de base et pour les perturbations liées a I’onde. Vous écrirez cing

relations d’ordonnancement de la forme

a K B

qu’il conviendra de vérifier numériquement par la suite (cf. la question 6). Vous introduirez d’ores
et déja amplitude V' des fluctuations de vitesse et 'amplitude U des fluctuations de position

associées a 'onde.

3 Calculez le champ de vitesse associé a I’onde sonore. Montrez que ’amplitude V' des fluctuations
de vitesse ne dépend que de P, pg et c.

4 Calculez le champ de déplacement lagrangien

des particules fluides associé a ’onde, en vous plagant dans ’hypothese de petits déplacements et
en régime oscillant établi. I ne faut donc pas voir X comme une position de référence & un instant
de référence, mais plutot comme la position moyenne de la particule fluide, qui repere de fagon
non ambigué celle-ci. Afin de pouvoir résoudre I’équation différentielle ordinaire rencontrée, non

linéaire, vous ferez une hypothese de petits déplacements,
U <« L longueur caractéristique bien choisie,

qu’il faudra aussi valider a posteriori. Montrez que 'amplitude U des fluctuations de position ne
dépend que de V et w. Représentez le champ U a un instant ¢ particulier, et montrez que 'on a
affaire a une onde longitudinale de compression-dilatation.

5 On suppose que cette onde plane est produite par une membrane (on peut penser a une « en-
ceinte » de chaine HIFI) située en moyenne en = = 0 et mise en vibration longitudinale avec le
champ de déplacement calculé en 4, évalué en X = 0. Représentez cette situation sur un schéma.
Calculez la puissance Pyression développée par cette membrane sur le fluide. On définit I'intensité
acoustique physique de 'onde comme la puissance surfacique moyennée dans le temps

1

I = g <Ppression>t (375)
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avec S la surface de la membrane en contact avec le fluide. Montrez que

1 P? 1
- = —pocV?. (3.76)

1
I = PV = ——
2 2 poc 2

6 Dans le cas ou le fluide est I'air en conditions ambiantes, on définit I’ntensité acoustique en
décibels en utilisant une échelle logarithmique,

I

6.1 Une donnée physiologique importante (pour un humain) est la définition du seuil de souffrance
physique associé a un son « tres intense ». Il est donné par

Iig = 120 dB. (3.78)

Pour une onde sonore « tres intense » correspondant exactement a ce seuil, calculez numériquement
toutes les amplitudes de fluctuations P, R, V et U, commentez les résultats obtenus et montrez
que toutes les relations d’ordonnancement écrites en 2 et 4 sont vérifiées. Vous supposerez que la
fréquence de I'onde est celle du « la » des musiciens, i.e.

w

f =5 = A0Hz. (3.79)

6.2 Une autre donnée physiologique importante (toujours pour un humain) est le seuil d’audition
a 440 Hz, soit

I;g = 0dB. (3.80)
Calculez l'intensité acoustique physique correspondante puis les amplitudes de fluctuations P, R, V'

et U. Dans quel rapport sont-elles avec celles du son « trés intense » étudié en 5.1 7 Concluez sur
la qualité de ’oreille humaine.

Exercice 3.4 Etude sommaire de | ’effet coup de bélier dans une conduite d’eau

On considere des écoulements d’eau dans une conduite. On suppose en premiere approximation
qu’a ces écoulements, méme inhomogenes, peuvent se superposer des ondes sonores dont la célérité
(vitesse de phase = vitesse de groupe) est la méme qu’en milieu infini, ¢’est-a-dire ¢ donnée par
(3.37). Cette conduite comprend une section rectiligne longue située entre © = 0 et x = L. Partant

d’une situation ou de 'eau circule en écoulement uniforme a la vitesse
vV = ey ,

on ferme a 'instant t = 0, de fagon quasi instantanée, une vanne située en x = L. On observe alors
que leau s’arréte brutalement de couler dans une région initialement localisée pres de la vanne,
et qui s’étend en « remontant » la conduite a la vitesse du son. Dans toute cette région on a une
surpression p’ et une variation de masse volumique p’ par rapport a la région en écoulement en
amont. En écrivant un bilan global de quantité de mouvement pour ’eau contenue dans la conduite
entre x = 0 et L — L, §L étant une petite longueur positive, qui permet de rester dans le domaine

liquide en amont de la vanne, évaluez la surpression p’. Commentez la formule obtenue,

/

p = dp = : (3.81)

en faisant une application numérique, dans le contexte d’une grande installation industrielle.
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Probleme 3.8 Effets de la viscosité sur des ondes de type sonore [test de novembre 2009
1 Généralités

On désire étudier les phénomenes de propagation et d’amortissement d’ondes de type
sonore dans un fluide compressible visqueux au repos, avec dans la configuration de référence
(sans onde) une pression quasi uniforme (a I’échelle des ondes) égale & py, une masse volumique
quasi uniforme égale a pg. Les ondes (généralisées puisqu’elles peuvent éventuellement étre amor-
ties) sont des petites perturbations de cette configuration de référence caractérisées par un champ
de vitesse fluctuant de petite amplitude

—/ —
vV =V

ainsi que par des fluctuations de masse volumique et de pression de faible amplitude,

/

p=p—p0 < pPo, P/:P—po < po -

On rappelle que ces perturbations peuvent étre considérées comme isentropiques, donc que les
champs fluctuants p’ et p’ sont liés par la relation

~

Pl = poks p =

=

avec kg le coefficient de compressibilité isentropique, cg la vitesse du son dans le fluide s’il était

non visqueux.

Montrez que les hypotheses précédentes ainsi que les équations de base de la mécanique des fluides
(conservation de la masse et évolution de la quantité de mouvement) sous forme locale permettent
d’aboutir & un systeme d’équations aux dérivées partielles couplées pour V et p’, de premier ordre
en temps, linéaires par rapport a ces deux champs. On négligera dans ce systeme tout effet de
pesanteur, ce que I’on pourra éventuellement justifier a posteriori. Vérifiez que ce systeme est alors
a coefficients constants ne dépendant que de pg, cg et 1 viscosité dynamique du fluide.

2 Etude d’une onde de « compression - dilatation »

On étudie dans cette partie le cas d’'une onde dont le champ de vitesse est de la forme
v = U expli(kz — wt)] €

en notations complexes. La fréquence angulaire w est réelle; on peut imaginer qu’elle est imposée
par un haut - parleur. Le nombre d’onde k, par contre, est éventuellement complexe : sa partie
réelle K > 0 est le nombre d’onde classique, mais sa partie imaginaire «, si elle s’avere non nulle,

signifie un amortissement.

2.1 A partir de I’'une des deux équations établies en 1, calculez les fluctuations de masse volumique
associées a cette onde. Justifiez le terme « onde de compression - dilatation ».

2.2 En utilisant 'autre équation d’évolution établie en 1, montrez que la « relation de dispersion »
des ondes est de la forme

w? = k(1 +iwr)
ou vous déterminerez le signe devant l'imaginaire pur (+ ou —), et donnerez I'expression du temps

caractéristique 7.

Indication : T ne dépend que de la viscosité cinématique du fluide et de la vitesse ¢y = 1/,/poks.
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2.3 Calculez K2 et o2.

Indication : exprimez d’abord k? d’aprés la « relation de dispersion » ci-dessus, puis calculez |k?|
et Rek?.

2.4 Donnez la valeur physique de 7 pour de 'air et de I'eau & température et pression ambiantes.
Que peut-on en déduire concernant l’ordre de grandeur du produit w7 pour une onde de type

« sonore » !

2.5 Compte tenu de l'observation quantitative faite sur le produit wr, simplifiez ’expression de
K. Montrez a partir de cette expression que l'effet de la viscosité sur la vitesse de propagation
du son est une tres légere augmentation de celle-ci, que vous quantifierez. Pourrait-on mesurer cet
effet 7

2.6 Quel doit étre le signe de « pour 'onde se propageant vers les x croissants que 'on est en
train de considérer 7 Comment pourrait-on nommer «? Calculez o compte tenu de ’observation
faite en 2.4. Calculez le facteur d’amortissement d’une onde sonore typique sur une distance de

10 m, dans l'air et dans ’eau.

2.7 Concluez.

3 Etude d’une onde de « cisaillement »

On étudie dans cette partie le cas d’'une onde dont le champ de vitesse est de la forme
v =V expli(kz —wt)] g

en notations complexes. La fréquence angulaire w est réelle; on peut imaginer qu’elle est imposée

par une plaque vibrante. Le nombre d’onde k¥ = K + ia comme dans la partie 2.

3.1 Que peut-on dire des fluctuations de masse volumique associées a cette onde? Y a t’il des

effets de compression - dilatation ?
3.2 Etablissez la « relation de dispersion » de ces ondes. Calculez K et a.

3.3 Discutez de la physique de ces ondes dans des fluides comme l’air ou l’eau. Représentez le
champ de vitesse d’une onde typique, expliquez la terminologie onde de « cisaillement » et concluez.

4 Question subsidiaire : application a la tomographie du globe terrestre

Dans le manteau terrestre, solide aux échelles de temps des ondes « sonores », se propagent des
ondes de compression - dilatation et des ondes de cisaillement. Que se passe t’il quand ces ondes
arrivent dans le noyau de fer liquide de la Terre? Expliquez comment ceci a permis de découvrir
le noyau liquide.
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3.11 Exercice et problemes sur ’aérodynamique potentielle

Exercice 3.5 Etude locale du champ de vitesse d’un tourbillon potentiel
[test d’octobre 2013]

1 Rappelez 'expression du potentiel complexe d’un tourbillon ponctuel centré sur 'origine O du
plan, de circulation I' = 27C > 0 autour de O. Déduisez en par un calcul les composantes (v,,vy)
de Vv dans la base cartésienne canonique, en fonction des coordonnées (z,y).

2 Représentez 'allure du champ v autour du point A de coordonnées (a,0) avec a > 0.

3 Calculez Vv généralement, puis en ce méme point A. Vous donnerez dans le cas général et en

A une expression matricielle. En A, vous donnerez aussi une expression intrinséque.

4 Calculez, par la méthode de votre choix, le champ dv = V(A + dX) — V(A) pour dX infiniment

petit, et représentez le.

5 Explicitez la décomposition locale en déformation instantanée et rotation instantanée du champ
dv, en caractérisant au mieux ces deux composantes de ce champ, et en faisant un lien avec la

figure précédente ; faites pour cela une nouvelle figure. Concluez.

Probléme 3.9 Ecoulements d’un fluide parfait autour d’un disque avec circulation

On reprend le probleme de ’écoulement d’un fluide parfait autour d’un disque D de rayon a,
abordé en cours section 3.5.4. On travaille encore dans le référentiel lié au disque, dans lequel le
fluide arrive de I'infini avec une vitesse U = Ue,. La nouveauté par rapport au cours consiste a
considérer des cas ou une circulation s’est établie autour du disque,

F:/v-dl;«éo.
oD

1 Montrez que 'on peut décrire un écoulement de ce type en superposant au potentiel (3.60)
trouvé en cours le potentiel d’un tourbillon centré en un point bien choisi.

2 Calculez les composantes u(z,y) et v(z,y) du champ de vitesse grace a ce modele. Comparez les
a celles données dans 1’énoncé du probleme 1.1 Etude de l’écoulement potentiel autour d’un mobile
cylindrigue de cours de Plaut (2015b).

3 On va considérer le cas générique ou U > 0 et I' > 0. Montrez que par des opérations de symétrie
d’espace et de champ simples, on peut déduire de ce cas deux autres cas

3.aU<0etI <.

3b U>0etT <0.

4.1 Simplifiez au maximum ’expression de l'affixe complexe conjuguée de la vitesse u — iv pour

un point z = aexp(if) sur le cercle frontiere du disque C'(0,a).

4.2 Simplifiez au maximum l'expression de la norme carrée de la vitesse pour un point situé a

un angle polaire 6 sur C(0,a). Analysez, en essayant de localiser d’éventuels points d’arréts tels



80 Chapitre 3 Modele du fluide parfait - Applications

que v = 0 sur C(0,a), et en représentant le champ de vitesse sur C(0,a), ce qui se passe quand
I' = 0 puis lorsque I' augmente progressivement. Montrez I’existence d’une valeur critique I', de I’
au-dessus de laquelle il n’y a plus de points d’arréts sur le cercle.

4.3 Calculez la valeur maximale de la norme carrée de la vitesse sur C'(0,a). Commentez ce résultat.

5.1 Donnez l'expression du champ de pression p(6) sur C(0,a), et analysez ’évolution de ce champ
quand I augmente progressivement, en faisant le lien avec les représentations de la question 4.2.

5.2 Que peut-on conjecturer concernant la force exercée par le fluide sur le disque ?

6.1 Calculez la valeur exacte de la force f exercée par le fluide sur le cylindre dont le disque est
une section, par unité de longueur dans la direction €3 de ’axe du cylindre, grace a la formule de
Blasius. Vérifiez la conjecture précédente. En faisant une interprétation « aéronautique » de ce
modele, donnée la « portance » et la « trainée » de '« aile-disque ».

6.2 Vérifiez la formule vectorielle donnant cette force, dite « force de Magnus »,

fF— JUAT, (3.82)
avec I' = T €3 le vecteur circulation du tourbillon 26.

7.1 Faites le calcul général de tous les points d’arrét de I’écoulement autour d’un disque avec
circulation, dans les cas U > 0 et I' > 0. On entend par 1a que vous chercherez & résoudre f'(2) =0
non seulement pour z € 9D mais plus généralement pour z € C — D.

7.2 En vous inspirant du programme Mathematica disponible sur la page web de ce cours, représen-

tez sur 4 graphes les champs de pression et les lignes de courant de ’écoulement autour d’un disque

avec circulation, dans les cas U > 0 et I' =0, I'./4, T'¢, 5I'¢/4. On vous demande d’imprimer ces

graphes de sorte qu’ils soient bien lisibles, c¢’est-a-dire soit en couleur avec ’option
ColorFunction -> ColorDatal["TemperatureMap"]

pour représenter les niveaux de pression, soit en noir et blanc avec I'option

ColorFunction -> ColorDatal["GrayTones"].

by

Probleme 3.10 Modéles d’écoulements autour d’une aile d’avion a section elliptique

1 On veut construire dans cette question une transformation conforme bijective ® qui envoie
lextérieur du disque de centre O et de rayon a, domaine que 'on note Wy, sur 'extérieur de
I'ellipse de centre O, de demi grand axe a dans la direction z, de demi petit axe b dans la
direction y, domaine que ’on note W, comme cela est représenté sur la figure 3.9.

b
1.1 Pourquoi une simple affinité ®(X +iY) = X 4+i—Y ne convient pas?
a

On demande une réponse pas seulement mathématique, mais qui remonte a la physique du pro-

bleme : pourquoi, si fest un potentiel convenable défini dans Wy, si on pose

f=fod® ', $=Re(f), v=Vo,

26. Le vecteur I' définit le sens de rotation du tourbillon avec la régle de la main droite : si le pouce droit est dans

la direction de T, 'index droit pointe dans la direction de 1’écoulement.
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Plan physique Plan virtuel
z=x+1y (=X+1Y

w
ib

Fig. 3.9 — Géométrie du probleme 3.10 étude d’écoulements autour d’une aile de section elliptique.

Vv ne correspond pas au champ de vitesse d’un fluide parfait ?

1.2 Cherchez ® sous la forme d’une série de Laurent tronquée,
B(() = arC+aC (3.83)

en réglant a, supposés réels, de sorte que 'image par ® du cercle OW, soit 'ellipse OW. Pour

cela, plus précisément, vous exigerez que
Ve R, ®(aexp(if)) = acosl+ ibsinf . (3.84)

1.3 Montrez que 'image par ® d’un cercle de centre O et de rayon r est une ellipse de centre O,
de demi grand axe A(r) dans la direction x, de demi petit axe B(r) dans la direction y. Etudiez
les fonctions A(r) et B(r) et concluez.

1.4 Calculez ®~1(2). Remarquez qu’une équation du second degré doit étre résolue, dont la solution
nécessite 'usage de la fonction racine carrée. Montrez par une étude locale au voisinage d’un point
de I'axe des imaginaires purs que, pour que ®~! soit bien C™, le signe devant cette racine carrée
doit étre pris égal a celui de Re(z).

Attention : cette question plus difficile peut étre considérée comme un complément.

2 On veut construire ici le potentiel de I’écoulement dans le plan virtuel, de la forme

Q) = ayC+a ¢, (3.85)

qui, une fois transporté suivant la formule du cours

fz) = f(@7'(2) = f(¢), (3.86)

assure que

(i) I’écoulement physique, lorsque z tend vers infini, s’approche d’un écoulement homogene
correspondant a une inctdence oblique de l'aile-ellipse, avec un angle d’incidence «,
typiquement situé dans l'intervalle [0,307,

V — Vo = U(cosoe, +sinaey) ; (3.87)
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(ii) Dellipse OW est une ligne de courant de 1’écoulement physique.

2.1 En explicitant la condition limite a I'infini spécifiée en (i), calculez a..

2.2 Réglez alors a_ de sorte que (ii) soit réalisé. Remarquez que, d’apres la propriété de transport
des lignes de courant énoncée dans le cours, (ii) équivaut a ce que le cercle 9Wj soit une ligne de
courant de 1’écoulement virtuel. Assurez alors, pour ( = aexp(ifl) quelconque sur Wy, la nullité

de Im {f({)} .

3 On admet que, en aérodynamique réelle, une circulation I' s’établit naturellement autour de

laile-ellipse, de sorte que le critére de Kutta’"-Joukovsky?® généralisé ?” soit vérifié :

le bord de fuite de laile, situé en z = a, est un point d’arrét. (3.88)

3.1 Montrez que, si on rajoute a la fonction f(() calculée a la question 2 un terme
i
——1
5 106

les conditions (i) et (ii) sont toujours vérifiées, et de plus on a bien une circulation I' autour de
I’aile-ellipse dans le plan physique.

3.2 Simplifiez au maximum 'expression de I'affixe complexe conjuguée de la vitesse, f'(z), lorsque
z, 'image par ® de ¢ = aexp(if), décrit lellipse OW. On vous conseille de travailler d’abord sur
le terme proportionnel a U, puis sur le terme proportionnel a I'.

3.3 Explicitez le critere de Kutta-Joukovsky généralisé et déduisez-en la valeur pertinente d’un

point de vue aérodynamique de la circulation I'.

3.4 Montrez qu’il existe sur ’aile-ellipse un deuxieme point d’arrét, et localisez-le précisément.

4.1 Calculez grace a la formule de Blasius transportée (3.68) la « portance » résultante, en
supposant que ’avion dont on considere I'aile est en vol horizontal, i.e. I'accélération de la gravité
g est dans la direction de Voo A€3 (Voo étant la vitesse de air a 'infini dans le référentiel de Daile,

donnée par I’équation 3.87). Vous vérifierez que ’on trouve une portance donnée par la formule de

la force de Magnus?’

f = = PV AT . (3.89)

£l

Indication :
~\ 2
Pour calculer I'intégrale sur le cercle 9Wy de g = ( I > /@, il faut mieux éviter 'usage du

théoreme des résidus 3!, mais écrire plutét un développement en série de Laurent de ¢ dans la

couronne || > a,
+o0

9(¢) = Z anC"

n=—oo

27. Mathématicien allemand actif au début du XX®™* siecle.

28. Mécanicien russe actif au début du XX siécle.

29. 11 était posé plutot pour une aile présentant un bord de fuite constitué d’un secteur angulaire saillant, ce qui
n’est pas le cas de notre aile-ellipse.

30. Dans ce contexte de la théorie bidimensionnelle des ailes, cette formule est aussi attribuée a Kutta et Joukovsky.

31. Parce qu'il y a 3 singularités dans le disque, d’ou des calculs tres lourds.
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et remarquer que

/ g9(¢) d¢ = 2mia_q .
oWy

Bien entendu il ne faut surtout pas calculer tous les coefficients a,, mais seulement ceux dont on
a besoin ; dans 'idéal seulement a_;.

4.2 En pratique une aile d’avion peut étre vue en toute premiere approximation comme une ellipse

trés aplatie, avec b < a. Que vaut alors la portance totale
F = |F| = |fiL3?
Commentez physiquement la formule obtenue.

5 Application numérique : estimez la vitesse de croisiere d’'un Airbus A320 a 'aide de ce
modele; pour une aile Ly ~ 12 m, a~3 m, «=~3";la masse totale de 'avion est de 'ordre de
m =~ 60 T.






Chapitre 4

Ecoulements de Stokes

On donne dans ce chapitre des éléments sur les écoulements de Stokes, avant d’étudier
dans deux problemes des applications a la sédimentation ou ascension de petites billes, bulles ou
gouttes. Un troisieme probleme ouvre sur 1’étude d’écoulements de type « Stokes » de fluides
non newtoniens et sur la « rhéologie ». Enfin, un probleme ou ’on part d’une situation de type
« Stokes » pour ensuite étudier 'influence d’une faible inertie, par un développement systématique
en puissance du nombre de Reynolds, termine le chapitre.

4.1 Définition

Un fluide newtonien incompressible est dit en écoulement de Stokes ou rampant' si I’on
peut négliger les termes inertiels dans l’équation de Navier-Stokes (1.43) devant le
terme visqueux diffusif Le terme non linéaire dit aussi « convectif »? est négligeable si le

nombre de Reynolds -

Re = — — <1 (4.1)
nAYV
avec V et L vitesses et longueurs caractéristiques ; cette condition s’écrit aussi
e L? , L
Tiisqueux = temps de diffusion visqueuse = — < Teonvectit = temps de convection = — .
v
(4.2)

Le terme d’évolution temporelle dans I’équation de Navier-Stokes est négligeable (régime « quasi
statique ») si
ov
L2

77AV V1 ¢yvolution

avec Tevolution temps d’évolution caractéristique ; cette condition s’écrit aussi

2
Tvisqueux = temps de diffusion visqueuse = — < Tiyolution - (4.4)
v

Les conditions (4.1) et (4.3) requiérent typiquement un systéme de petite taille (L petite), ce qui

arrive par exemple en microfluidique naturelle, autour de poussieres, de micro-organismes dans

un fluide biologique ou non, ou artificielle, autour de microsystémes électromécaniques?...

1. ‘Creeping flow’ en anglais.
2. On dit aussi, parfois, « advectif ».

3. ‘Micro Electro Mechanical Systems’ en anglais.
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L’équation de Navier-Stokes se réduit alors (approximativement, puisqu’il s’agit d’un modéle!) a
I’équation de Stokes

1AV = Vp (4.5)

avec D = p + pgz la pression motrice?. Cette équation doit étre résolue dans le domaine fluide D;
avec la condition limite d’adhérence

V(x,t) = v4(x,t) donnée sur D, (4.6)
et une condition de pression donnée quelque part sur le bord

p(Xp,t) = p(t) donnée. (4.7)

4.2 Propriétés

4.2.1 Linéarité

Le probleme (4.5), (4.6) est linéaire vis-a-vis des « termes sources » Vp et v¢. On peut donc
résoudre ce type de probléme par superposition ; d’autre part si on multiplie Vp et ¥¢ par A, alors
la solution Vv est multipliée par A.

4.2.2 Réversibilité cinématique

D’un point de vue mathématique celle-ci découle immédiatement de la linéarité, en prenant un
coefficient multiplicateur A = —1. En conséquence si Vp et ¥ induisent le champ de vitesse ¥,
alors —Vp et —v¢ induisent le champ de vitesse —v. D’un point de vue physique cette réversibilité
cinématique peut se visualiser sur une expérience de Couette cylindrique montrée en cours, sous
la forme d’un film.

On peut aussi déduire de cette propriété de réversibilité cinématique la symétrie d’un écoulement
rampant autour d’un corps immobile de taille finie présentant un plan de symétrie. Ceci est illustré
en cours avec le cas d’un écoulement autour d’un cylindre.

Attention, tout écoulement visqueux est associé a une irréversibilité thermodynamique, a cause de
la dissipation visqueuse.

4.2.3 Unicité de la solution

Le probleme dit « de Stokes » (4.5), (4.6), (4.7) admet une solution unique. La démonstration
de ce résultat sera faite en cours. Par soustraction de deux solutions éventuelles, qui peuvent méme

correspondre a priori a des champs de pression motrices différents, il s’agit déja de montrer que
(nAV = Vp dans Dy et v =0 sur 0D;)) = (v =0 dans D;) . (4.8)

Un raisonnement global est nécessaire, en prenant le produit scalaire de ’équation de Stokes avec

la vitesse et en intégrant sur le volume, comme lorsque I'on a écrit le bilan d’énergie cinétique dans

n///Dt(Av)-vd% = ///Dt(Vﬁ)«vd%.

4. Ici axe des z est choisi vertical.

la section 1.7. Il vient
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A Daide de formules d’analyse tensorielle et de la condition d’adhérence on en déduit

n///Dt(Vv)T:(Vv) Pz = 0

d’ou1, comme la fonction intégrée est positive,

I
oll

<€V>T: (?v) =0 < Vv

On conclut sur la nullité de v avec la condition d’adhérence. Finalement p est a gradient nul donc
constante. On en déduit 1'unicité du champ de pression avec la condition sur la pression (4.7).

4.2.4 Minimum de dissipation

Reprenant le bilan global d’énergie cinétique (1.56),

dE
dtc = <Lvolumiques + Psurfaciques - Pdissipée (49)

avec

Pdissipée = 27 /// ﬁ : ﬁ dSl' > 0, (410)
D

on montre, a ’aide de I'analyse tensorielle, que 1’écoulement de Stokes solution de
div(v)=0 et nAV = Vp dans D, V(%) = v¥(X) donnée sur 9D, (4.11)

réalise le minimum de Pyisipse Parmi les champs de vitesse solénoidaux vérifiant les mémes

conditions limites. Explicitement on montre que si V' vérifie
div(vW')=0 dans D, V(%) = v4(X) donnée sur 9D, (4.12)

si

D — % (?v’ + ?v’T) (4.13)

est le tenseur des taux de déformation associés, alors

P(/iissipée = 27 //DD/ : D' d*x > Puissipée | - (414)

Cette démonstration se fait en partant de

D:D = (ﬁ’—ﬁ):(ﬁ’—ﬁ) =+ D:D + 9D : (ﬁ’—ﬁ),

et en transformant le dernier terme en une divergence a 'aide de formules d’analyse tensorielle.
L’intégrale volumique de ce terme devient alors une intégrale sur le bord, nulle & cause des condi-
tions limites.
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4.3 Remarques de conclusion

D’un point de vue mathématique, il est naturel de se poser la question de la preuve de
I’existence d’une solution d’un probléeme de Stokes. Cette preuve nécessite le déploiement de
techniques mathématiques avancées : formulation faible, théorie des distributions, espaces de So-
bolev, etc... Une présentation synthétique de cette preuve se trouve dans Dreyfuss (2012). En
physiciens, nous retenons qu’en général, une solution existe, et que, comme elle est unique, « tous
les coups sont permis » pour la « trouver »...

Remarquons enfin que les conditions limites peuvent dépendre « lentement » du temps, en
vérifiant (4.4) : cela n’altérera pas le fait que I’écoulement de Stokes « s’ajuste » a chaque ins-
tant pour réaliser le minimum de dissipation au sens précédent. Ceci differe grandement du cas
des écoulements a grands nombres de Reynolds, turbulents, qui dissipent beaucoup plus qu'un
écoulement de Stokes, comme on le verra dans le chapitre 6.

4.4 Exercice et problemes

Exercice 4.1 Etude d’écoulements de Couette diphasiques

[d’apres le test de janvier 2014]

On considere des écoulements de Couette, entre un plan fixe y = 0 et un plan mobile a la
vitesse V = Ue,, défini par y = h, de deux fluides newtoniens. Le probleme est 2D zy. On néglige
les phénomenes d’entrée - sortie, ces écoulements sont supposés laminaires de champ de vitesse

v = u(y) € .

Il n’y a pas de gradient de pression motrice, la source du mouvement est donc exclusivement la
mobilité du plan supérieur. Le fluide 1, de masse volumique p; et de viscosité dynamique 77, est
situé dans le domaine y € [0,/]. Le fluide 2, de masse volumique pa et de viscosité dynamique 73,
est situé dans le domaine y € [¢,h]. Les viscosités n; et 12 sont supposées « élevées ».

1 Traduisez cette derniere hypothese par un critere physique précis. Que permet de justifier cette
hypothese ?

2 A laide de I’équation locale d’évolution de la quantité de mouvement, écrite dans chaque fluide,
de deux conditions limites et d’une condition cinématique a l’interface entre les deux fluides,

montrez que le champ de vitesse est de la forme

Vy € [0>€] ) u(y) = ay, Vy € [f,h] ) u(y) = By+7,

avec « un réel pour 'instant inconnu, 3 et v des réels que vous exprimerez en fonction de «, U, ¢
et h.

3 En explicitant la condition dynamique a 'interface entre les deux fluides, calculez « en fonction
de U, ¢, h et M = ny/n9.

4 Revenant en arriere i.e. au niveau des résultats de la question 2, o étant toujours inconnu, en
utilisant au contraire une approche énergétique reposant sur le calcul de la dissipation comme

fonction de «, déduisez o du principe de minimum de dissipation généralisé a ce cas diphasique.
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5 Calculez la contrainte de frottement exercée par le fluide supérieur sur la paroi mobile.
Dans le cas considéré désormais ou ¢ = h/2, montrez que cette contrainte reste la méme si on
échange les deux fluides.

6.a Dans le cas ou M = 1/100, i.e. le fluide le plus visqueux est « en haut », en vous aidant de
Mathematica, représentez le champ de vitesse de I’écoulement dans les deux domaines fluides.

6.b Meéme question lorsque M = 100, i.e. le fluide le plus visqueux est « en bas ».

6.c Comparez ces deux cas et expliquez physiquement pourquoi on a dans I'un d’entre eux un effet
de « lubrification », qui permet d’augmenter le débit du fluide le plus visqueux, & contrainte de
frottement égale.

Probleme 4.1 Ecoulement de Stokes autour d’une sphére ; application : sédimentation

On considere une sphere solide indéformable, de petit rayon a, en mouvement de translation
vertical lent dans un fluide newtonien incompressible au repos a l'infini (figure 4.1a). On se place
(hormis question 5) dans le référentiel lié au fluide a 'infini. L’écoulement rampant produit par
le mouvement de la sphere est supposé axisymétrique autour de 'axe Oz avec O le centre de la
sphere a I'instant donné considéré et z la direction verticale du vecteur vitesse de la sphere

v, = Ue, .

Le champ de vitesse dans le domaine fluide D = R3? — €, avec Qg le domaine de la sphére, est
purement méridien, i.e., en coordonnées sphériques (r, 6, ¢), de la forme

v = v (r,0)e, + vg(r,0)ey . (4.15)

1 Montrez a partir de 'une des hypotheses de nature du fluide qu’il existe une fonction 1 (r,0)
définie dans D telle que

v:ﬁ( v é) - ! (V) N, = L oy _ 1 a—wég. (4.16)

. . : - € :
rsinf ¢ rsin 6 r2sinf 90 rsinf Or

Montrez que cette fonction ¢ est une fonction courant c’est-a-dire une fonction dont les iso-lignes
tracées dans des plans méridiens ¢ = constante sont les lignes de courant.

2 Quelles sont les conditions limites que doit satisfaire la fonction ¢ sur 9D 7?7 Montrez que sur

0 on peut se contenter d’imposer

1 0
Y = an2sin20 et a—lf = Uasin®0 . (4.17)
3 On va chercher une solution a variables séparées
v = f(r)g(0) . (4.18)

3.1 Montrer que d’apres (4.17) il est raisonnable de supposer que
g(0) = sin?6 . (4.19)

Quelles sont alors les conditions limites que doit satisfaire f(r) en r =a et r — 400 ?
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3.2 Montrez que le champ de vorticité d’un écoulement rampant doit étre harmonique. Compte
tenu de la forme proposée pour v, montrez qu’ici la vorticité est de la forme

Q = F(r)sinf e, , (4.20)

et établissez dans un premier temps que F'(r) vérifie une équation différentielle ordinaire d’ordre 2,
linéaire a coefficients non constants. En superposant deux solutions puissances de r, déduisez-en
la forme générale de F(r). A I'aide d’une condition limite & I'infini raisonnable, montrez que F(r)
suit une loi de puissance. Calculez finalement la forme générale de f(r).

3.3 En utilisant les conditions limites établies en 3.1, déterminez completement f(r). Vous veillerez
a tester 'homogénéité dimensionnelle du résultat obtenu.

4 Grace a une écriture en coordonnées cartésiennes (x, z) de la fonction courant dans le plan mé-

ridien ¢ = 0, et a ’aide du logiciel Mathematica, représentez les lignes de courant de 1’écoulement.

5 Quel est le champ de vitesse du fluide dans le référentiel lié a la sphere, au méme instant
considéré ? Calculez une fonction courant pour ce nouvel écoulement, puis, grace a une écriture en
coordonnées cartésiennes comme question 4, représentez avec Mathematica les lignes de courant

correspondantes.

§
On revient dans tout ce qui suit dans le référentiel lié au fluide & I'infini.

§

6.1 Calculez le champ de pression motrice p(r,0) dans le fluide et représentez son allure au voisinage
de la surface de la sphere. Interprétez physiquement le résultat obtenu.
6.2 Montrez que le champ de pression est de la forme

cosf
p =p + « 2 + Bz (4.21)

et calculez les coefficients « et .

6.3 Calculez le vecteur contrainte T, exercé par le fluide sur un élément de surface d>S de la sphere
a cause du terme proportionnel & o dans (4.21). Représentez le champ de vecteurs correspondant
sur un schéma. Sans calculer la résultante de ces contraintes, i.e. la force F,, correspondante, que

peut-on postuler sur sa direction ?

6.4 Calculez le vecteur contrainte Tﬁ exercé par le fluide sur un élément de surface d?S de la sphere
a cause du terme proportionnel & 5 dans (4.21). Représentez le champ de vecteurs correspondant
sur un schéma. Grace a la formule intégrale de la divergence, appliquée a un tenseur d’ordre 2
bien choisi, calculez la force Fg résultant sur la sphere. Nommez la et expliquez sa signification
physique.

7 Montrez que la contrainte d’origine visqueuse qui s’exerce sur un élément de surface d2S de
la sphere est de la forme Tv = ~sinf €y et calculez v. Représentez le champ de vecteurs
correspondant sur un schéma. Quelle est I'interprétation physique de cette force ? Sans calculer la
résultante de ces contraintes, i.e. la force F7 correspondante, que peut-on postuler sur sa direction ?
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() (b)

— @ €,
)
e
= g
T
g
Fig. 4.1 — a : Géométrie de I’écoulement de Stokes autour d’une sphere. b : Photographie tirée d’un film

du DVD ‘Multimedia Fluid Mechanics’ (Homsy et al. 2004, Cambridge University Press; film réalisé par
I’ Educational Development Center), présentant une expérience de lacher de billes (bille de rayon a a droite,
a’ = 2a & gauche) dans un fluide trés visqueux.

8 En remarquant au préalable que la somme T, +T7 peut se simplifier, établissez la formule de
Stokes qui stipule que la somme de la trainée de pression Fo et de la trainée de frottement F7

FStokes = Fa + F'y = _67T77GV3 . (422)

Commentaire : plus généralement pour un objet de taille caractéristique a on introduit le tenseur
de mobilité A tel que

Ftrainée visqueuse — —1 G A Vs . (423)

Dans le cas d’une spheére la formule (4.22) montre que

X = 671'T.

9 Déduisez de ce modele I'expression de la vitesse de sédimentation® de petites poussieres ou
objets sphériques dans un fluide visqueux. Déduisez de cette expression le principe de fonctionne-
ment d'un viscosimétre a chute de bille.

10 On souhaite mesurer avec un tel viscosimetre, en utilisant des billes de verre de masse volumique
Pverre = 2,5 103 kg/m? et de rayon a = 1 mm,

10.1 la viscosité de I'eau

10.2 la viscosité de la glycérine, dont I'ordre de grandeur est ngiycarine =~ 1000 7ean -

Donnez l'ordre de grandeur des vitesses de sédimentation qu’il faudrait mesurer et discutez de la
possibilité de réaliser ces souhaits.

11 Soient deux petites billes sphériques constituées du méme matériau, plus dense que le fluide,
I'une ayant un rayon a’ deux fois plus grand que l'autre qui posseéde un rayon a. A Dinstant initial
t = 0, on lache la bille la plus grosse d’une hauteur z = 4h, alors que la plus petite lachée plus tot
est déja en z = h (figure 4.1b). Que peut t’on dire des instants ¢ et ¢’ de passage des deux billes &
laltitude z =07

5. Du latin « sedimentum » : dépét, de « sedere » : étre assis, séjourner.
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12.1 Sur la base d’un raisonnement phénoménologique, proposez une relation entre la puissance
dissipée dans cet écoulement

Pdissipée = 277 // D:D de s
D

la force de trainée visqueuse Fgiokes €t la vitesse Vs,
Pdissipée = P(FStoke&Vs) . (424)

Vérifiez la validité de cette relation a I’aide d’un calcul direct de la puissance dissipée, utilisant par
exemple Mathematica pour faire les calculs formels correspondants ©.

12.2 Expliquez, toujours en examinant un probleme de sédimentation, pourquoi on ne peut pas
déduire (4.24) d’un bilan de puissance global. Quels termes posent probleme dans ce bilan ? Faites

un lien entre ces problemes et celui de la validité du modele d’écoulement de Stokes dans une

certaine région de I’espace .

13 On s’intéresse a l'estimation de la trainée visqueuse Fvisqueuse exercée en écoulement de Stokes
sur un petit objet non sphérique, dont le centre d’inertie est O a I'instant considéré, sa vitesse
étant ¥, = Ue,. On note ¥ le champ de vitesse correspondant, défini sur D = R? — Q, avec Q le
domaine occupé par l'objet. On suppose que la relation (4.24) est toujours valable, soit

Pdissipée (V) = _Fvisqueuse Vo, = FU (425)
en notant F = ||Fvisqueuse||'
13.1 On définit la sphere inscrite dans I'objet, €21, par son rayon

r1 Zzgg%IIXH :

Soit v le champ de vitesse de I’écoulement de Stokes autour de cette sphére se déplagant a v, = v,.
En considérant le champ de vitesse obtenu en prolongeant v dans 2 — €2y par

VREQ-Q, V(X)) =1,

et en utilisant le principe du minimum de dissipation, donnez une borne inférieure a la force F'. Il
pourra étre utile de faire un schéma pour représenter cette situation.

13.2 On définit la sphere circonscrite a l'objet, {29, par son rayon

rz = max ||X]| .

6. Vous aurez intérét a utiliser le package ‘Vector Analysis’, cf. le tutorial portant ce nom dans le centre de
documentation de Mathematica.

7. Indication a n’utiliser qu’apres avoir réfléchi seul : des éléments de réponse a cette question se trouvent dans
la section 8.4.4 de Guyon et al. (2001).
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Soit Vo le champ de vitesse de I’écoulement de Stokes autour de cette sphére se déplacant a v, = V.
En considérant le champ de vitesse obtenu en prolongeant Vs dans 2o — {2 par

VXe—Q, 2oX)=%,,

et en utilisant le principe du minimum de dissipation, donnez une borne supérieure a la force F'.
Il pourra étre utile de faire un schéma pour représenter cette situation.

13.3 Concluez.

Probleme 4.2 Ecoulements de Stokes dans et autour d’une inclusion sphérique
[d’apres le test d’avril 2011]

On considere une petite inclusion sphérique d’un fluide 1
newtonien incompressible de masse volumique p; et de visco-
sité dynamique n; dans un fluide 2 newtonien incompressible
de masse volumique po et de viscosité dynamique 72, au re-
pos a l'infini dans le référentiel du laboratoire. On suppose
que, du fait de I'existence d’une tension superficielle élevée,

I'interface fluide 1 - fluide 2 reste parfaitement sphérique de
rayon a durant son mouvement, qui est stationnaire, pure-
ment vertical. Ainsi, dans le référentiel du laboratoire, la
vitesse de l'interface sphérique est T fluide 2

V = Ue,
ou U est positive. On utilise un repere Oxyz fixe tel que, a l'instant ¢ = 0 considéré, O se trouve
au centre de l'interface sphérique. Dans ce repere on utilise des coordonnées sphériques (r,0,¢). Les

champs de vitesse axisymétriques dans les fluides 1 et 2, notés v;, vont étre calculés, a t = 0, dans
I'hypothese de Stokes. Ils sont purement méridiens : v; - €, = 0 pour 7 = 1,2.

1 Explicitez ’équation de la spheére de rayon a, centrée & l'instant ¢ au point A de coordonnées
cartésiennes (xa,ya,za) = (0,0,Ut), sous la forme

F(zy,zt) = 0

ol F est choisie tres réguliere ®. Montrez que la condition limite cinématique & U'interface entre les
deux fluides s’écrit, a 'instant t = 0, dans les fluides i = 1,2,

r=a =— €--V; = €.-V.

2 Explicitez la condition de continuité des vitesses a 'interface entre les deux fluides, a t = 0.
Compte tenu de la condition limite cinématique précédente, montrez qu’une seule composante de

cette équation vectorielle devra étre vérifiée.

3 Explicitez la condition limite dynamique a I'interface entre les deux fluides, a ¢t = 0. Vous noterez
~ le coefficient de tension de surface entre les fluides, p; et po les champs de pression, Dy et Dy les
tenseurs des taux de déformation correspondants.

8. F est une fonction C'*° de tous ses arguments.
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4 Comme dans le cas du probléme 4.1 d’une inclusion rigide, on utilise pour chaque champ une
fonction courant v; telle que
1 oYy 1 O

Vi = r%in&%er ~ rsinf or 0 - (4.26)

Sachant que la solution de ce probléme est unique, on se permet de la chercher sous une forme
similaire a celle du probleme 4.1,

¥; = fi(r) sin?@ pour i=1,2. (4.27)

Montrez que cette forme de solution permet effectivement de satisfaire toutes les conditions limites

des questions 1 a 3, que vous transformerez en conditions sur fi, fo et leurs dérivées évaluées en

r = a; bien entendu les pressions p;(a,0) et p2(a,d) interviendront aussi?.
On donne
Vi = 2772 fi(r) cos@ e, — r~ fi(r) sinf &, (4.28)
= (r) —2f; 2fi(r) —rf! _
D, = ZM cosbfe.-®e. + M cosf ey R ey (4.29)
r r
2f(r) —rf! —2f;
L TRAEE) O =260 o (@ ©8)+8 @) . (4.30)

273

5.1 Comme le champ de vorticité d’un écoulement rampant doit étre harmonique, sachant que

_ _2fi(r) — 2 f)

Q; = rotv; = G,(r) sinfe, avec G;(r) 3

: (4.31)

AQ =0 = 2Gir) + r*Gl(r) - 2Gi(r) =0,

en posant des conditions limites raisonnables sur G en 0 et G2 a 'infini, donnez la forme générale
des fonctions G et Gs.

5.2 Déduisez en la forme générale des fonctions fi(r) et fo(r), dépendant de quatre coefficients &

déterminer.

6 En faisant usage des conditions établies question 4, déterminez complétement les fonctions f et
f2. Vous ferez apparaitre le rapport des viscosités des deux fluides

m = nm2/m .

On vous recommande d’utiliser Mathematica pour résoudre formellement le systéme linéaire obtenu
sur les coefficients qui définissent les fonctions fi et fo. Dans ce cas, vous recopierez les commandes
utilisées pour ce calcul sur votre copie.

Vous testerez ’homogénéité dimensionnelle des formules obtenues pour f; et fo.

7 On devrait retrouver la solution du probleme 4.1, correspondant a ’écoulement autour d’une
sphere rigide mouvante, lorsque m tend vers une certaine limite. Vérifiez que cela est, afin de
valider partiellement vos calculs.

8 Dorénavant on suppose pour simplifier que m = 1. Passez du référentiel Ry du laboratoire au

référentiel R lié a I'inclusion, tel que vz, = V, par la transformation de Galilée. Construisez des

9. Vous n’essaierez pas de calculer ces pressions.
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fonctions courants JZ telles que, dans ce nouveau référentiel, les vitesses des fluides 1 et 2 soient
données a t = 0 par N N
— 1 OYy 1 Oy
i — 3 ., Cr — N €y .
r?sinf 00 rsin@ Or

Montrez que ces fonctions courants sont toujours de la forme

Vv, = fl(r) sin” 0

et calculez les fonctions ]?1 et .]?2

Indication : calculez dans un premier temps une fonction courant . pour le champ uniforme de

vitesse d’entrainement, V.

9.a Dorénavant on travaille, toujours dans le référentiel R, en adimensionnel, avec a comme unité
de longueur et U comme unité de vitesse. Ceci revient a faire a =1 et U = 1 partout.

Déduisez de ce qui précede les expressions des composantes 7 et 6 de V| et V5.

Qu’observez-vous concernant v lorsque r — +o0o ? Est-ce raisonnable 7

9.b Faites un schéma montrant les champs V| et v}, dans un plan méridien y = 0, pour diverses
valeurs de z sur 'axe z = 0, et diverses valeurs de z sur 'axe z = 0.

9.c Donnez les équations des lignes de courant de 1’écoulement dans le fluide 1, dans le plan

méridien y = 0, sous la forme de relations
g1(z,z) = c¢1 parametre réel.

Donnez de méme les équations des lignes de courant de ’écoulement dans le fluide 2, dans le plan

méridien y = 0, sous la forme de relations
g2(z,2) = co parametre réel.

Grace a Mathematica, représentez ces lignes de courant.

9.d Qualifiez la géométrie de ’écoulement dans I'inclusion sphérique. Quelle est son origine phy-
sique ?
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Probléme 4.3 Etude d’un fluide généralement non newtonien par rhéométre plan-céne
[test de décembre 2014]

On s’intéresse a ’étude d’un liquide non newtonien purement visqueuz, dans lequel le
tenseur des contraintes
g = —pl + 271D (4.32)

avec p la pression, D le tenseur des taux de déformation, 7 la viscosité. Celle-ci n’est pas constante,

mais dépend d’une mesure intrinseque des taux de déformation,

ol

n = n(Dy) avec Dy = 2D:D. (4.33)

Le liquide considéré est aussi supposé incompressible, i.e. sa masse volumique p est constante. Afin
de déterminer expérimentalement la fonction 7(Dsz), on utilise un « rhéométre plan - céne »
comme présenté sur la figure 4.2. Un plan fixe horizontal est surmonté d’un cone de révolution
solidaire d’un axe de rotation Oz vertical et d’'un moteur électrique, qui met en rotation le cone
a la vitesse angulaire de rotation w. Le couple moteur I' est alors mesuré. L’origine O du repere,
sommet du cone, est aussi sur le plan fixe. On utilise des coordonnées sphériques (r,0,p) d’axe Oz.
L’angle d’inclinaison du céne par rapport & I'axe des z est 3 = m/2 — € ou € est trés petit 9. En
premiere approximation, le domaine fluide D a une frontiere libre sphérique, soit, en utilisant les
notations du cours de calcul tensoriel,

Dy = {X(r0,p) =18,(r,0,p) avec (r0,p) € [0,a] x |8,7/2[ x [027] } .

On travaille en régime stationnaire et & faible vitesse de rotation w, de sorte que ’on puisse négliger
tout effet inertiel i.e. travailler en « écoulement de Stokes non newtonien ».

Premiere partie : Ftude cinématique

1 Explicitez les conditions limites que doit satisfaire le champ de vitesse ¥ du liquide sur le plan

fixe et sur le cone en rotation.

2 Expliquez pourquoi il est raisonnable de supposer que le champ de vitesse est de la forme
v = wr f(f) e, .
Explicitez les conditions limites que doit satisfaire la fonction f.

3 Calculez la matrice représentative du tenseur gradient de vitesse dans le liquide, dans la base
locale des coordonnées sphériques. Que peut-on dire, sans plus de calcul, concernant la condition
d’incompressibilité 7

4 Montrez que le tenseur des taux de déformation dans le liquide est de la forme

D=

no |2+

(ep @&, +e,2e), (4.34)

ou ¥ = (), le « taux de cisaillement », dépend seulement de w, f(#), f'(0) et d’une fonction
trigonométrique de 6.

10. En pratique, afin de ne pas abimer le plan fixe, le cone est tronqué a une toute petite distance de son sommet
« virtuel », mais on ne tiendra pas compte de cette troncature.
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Fig. 4.2 — Rhéométre plan-cone étudié dans le probleme 4.3. a, b : rhéometre AR 2000 du Lemta ; sur
la photo zoomée b on peut observer la faible inclinaison du cone ; par prudence on ne ’a pas mis en contact
avec le plan. ¢ : schéma de principe.

Remarque : cette forme tres simple de tenseur des taux de déformation est caractéristique d’un
« €écoulement viscométrique ».

5 Etablissez I'expression du second invariant du tenseur ﬁ, Dy = 2 D: ﬁ, en terme de la fonction
4(0). Que peut-on remarquer si on calcule /Dy ?

6 Montrez que le tenseur des contraintes visqueuses

T =20D =7 (6®e,+6,Re) (4.35)
avec 7 = 7(6) une fonction dont vous donnerez ’expression générale en terme de la fonction
viscosité et de ¥(0).
Deuxiéme partie : Etude dynamique

Dans toute cette partie, 7(0) sera la principale fonction inconnue, que vous n’essaierez pas de
relier a n et §(6).

7 Justifiez succinctement que le tenseur des contraintes de Cauchy dans le liquide est de la forme

T = —p(rd)1 + 7(0) (ep e, +6,R8) . (4.36)

8 Etablissez & I'aide du calcul tensoriel I’expression des composantes de la divergence du tenseur
des contraintes.

9 Déduisez-en les composantes de 1’équation locale d’évolution de la quantité de mouvement du

liquide, dans 'approximation d’un « écoulement de Stokes non newtonien ».

10 Montrez que 7(f) vérifie une équation différentielle ordinaire d’ordre 1, non linéaire. Résolvez
cette équation pour établir la forme générale de la fonction 7(#), proportionnelle & une constante
A et a une puissance d’une fonction trigonométrique de 6.

11 Calculez le couple moteur T, qui est aussi le couple exercé par le cone sur le liquide, au niveau
de leur surface de contact. Notez qu’a ce stade le calcul complet du champ de pression est inutile.
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Vérifiez que le couple T’ = I'e,, et exprimez I en fonction de la constante A et du rayon du domaine
fluide a.

Indication : I'élément de surface d>S sur I'interface entre le cone et le liquide se calcule & partir de
d?S = ||dX, A dX,|| ott dX, (resp. dX,) est la variation du vecteur position X sous l'effet d'une
variation de dr de r (resp. dy de ¢).

Troisieme partie : Solution approximative générale et application numérique

12 De fagon approximative, comme 6 € |7/2 — e,7/2[, on admet que 'on peut remplacer toutes
les fonctions trigonométriques qui apparaissent par leur valeur prise en § = 7/2. Déduisez-en une
solution approchée du probléeme, ot % et 7 sont constantes, f(6) est une fonction affine de §. Vous
supposerez que la fonction 7(%) est bijective, et noterez 7! la fonction réciproque.

Vous déduirez en particulier de ce calcul la valeur du taux de cisaillement ¥ en fonction de la
vitesse angulaire w et de 'angle e.

13 Expliquez comment on peut déterminer expérimentalement la courbe n(Ds) avec ce systeme.

14 En utilisant un rhéometre plan - cone dont la zone de mesure est de rayon a = 4 c¢m, 'angle
d’inclinaison du cone € = 3°, & une vitesse de rotation w = 0,04 rad/s on mesure, dans une solution
aqueuse de polymeres, un couple I' = 107% N m. Calculez numériquement la valeur absolue 17| du
taux de cisaillement, et la valeur de la viscosité du liquide, pour ce taux de cisaillement. Commentez
physiquement.

Quatriéme partie : Solution rigoureuse en fluide newtonien

15 En revenant aux calculs exacts des premiere et deuxieéme parties, montrez que ’équation dif-
férentielle a résoudre pour f(€) en liquide newtonien prend la forme

f'(0) — f(@)cotand = B/(sinf)" (4.37)

ou B est une fonction de I, a, w et n, n est un exposant entier. Récapitulez les conditions limites

associées.

16 A Daide de Mathematica, résolvez ce probleme analytiquement. Etablissez en particulier I'ex-
pression générale de B en fonction de e = m/2 — 3, une fois les conditions limites prises en compte.
A Tlaide d’un développement en série de €, retrouvez la formule pour la viscosité établie avec la
démarche approximative de la troisieme partie, en donnant aussi ’ordre de grandeur du reste.

Vous recopierez votre programme Mathematica sur votre copie, ainsi que ses principaux résultats.

Vous commenterez physiquement ces résultats.

4.5 Probléme : écoulement faiblement inertiel

Probléme 4.4 Etude de l’écoulement dans une cavité rotor-stator étendue
[d’apres le test d’avril 2012]

Des cavités rotor-stator remplies de fluide sont couramment rencontrées dans des machines
tournantes. Par exemple de nombreuses liaisons pivot comprennent une telle cavité, souvent remplie
d’huile lubrifiante. On s’intéresse a une cavité rotor-stator étendue au sens ou elle comprend ’axe

de rotation du rotor, et ou sa limite radiale extréme joue un role négligeable (figure 4.3). En
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\Jw
rotor |
fluide
(o] | «
‘ stator
\
Fig. 4.3 — Schéma de principe d’une cavité rotor-stator, telle celle étudiée dans le probleme 4.4.

t 11 un disque de

utilisant un repere Oxyz avec Oz 'axe de rotation du rotor, le stator solide es
rayon a situé dans le plan z = 0, le rotor solide'! un disque de rayon a dans le plan z = d. Ces
disques sont coaxiaux. On travaille dans le référentiel du stator, dans lequel la vitesse angulaire de

rotation du rotor est w > 0. Le fluide situé dans la cavité, i.e. dans le domaine
Q = {(r, 0, 2) € [0,a] x[0,27] x [0,d]},

en faisant usage de coordonnées cylindriques, est incompressible et visqueux. On note v sa viscosité

cinématique.

I Mise en place d’un modeéle auto-similaire

I.1 Quelle hypothese doit on faire sur a et d afin de pouvoir ne pas se préoccuper des conditions

limitesenr =a?

1.2 Quelles sont les conditions limites que le champ de vitesse doit satisfaire sur les frontieres z = 0
et d du domaine fluide ?

1.3 On fait 'hypothese que la pression motrice, les vitesses radiale et azimutale ne dépendent que
de r et z, la vitesse axiale ne dépend que de z,

p = p(rz), v, = v(rz), vg = vg(r,z) et v, = h(z)

Montrez a partir d'une équation de conservation que la vitesse radiale est de la forme

et établissez une équation différentielle ordinaire liant f et h(z).

I.4 En explicitant la composante axiale de ’équation de la quantité de mouvement, montrez que

la pression motrice est de la forme

= p[m(r) + m(z)],

)

avec p la masse volumique du fluide, 7 et mo des fonctions d’une seule variable seulement.

1.5 En explicitant la composante radiale de I’équation de la quantité de mouvement, montrez que

la fonction . )
m(r)  vp(r2)
r r2

m3(r,z) =

ne dépend en fait que de z; vous exprimerez 73 en fonction de f(z), h(z) et v.

11. Pour ce qui nous intéresse ici, a savoir ce qui est en contact avec le fluide.
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1.6 En utilisant I'une des conditions limites établies en 1.2, montrez que 71 (r) peut étre prise de
la forme 1
= —kr?
m1(r) ST

avec k une constante réelle.

1.7 Montrez I'existence d’une fonction g telle que

vo = 1 g(2)

1.8 Montrez que la composante radiale de ’équation de la quantité de mouvement se ramene a
une équation différentielle ordinaire reliant les fonctions f, g et h(z), ainsi que la constante k.

1.9 Explicitez enfin la composante azimutale de ’équation de la quantité de mouvement, et montrez
qu’elle se rameéne & une équation différentielle ordinaire reliant les fonctions f, g et h(z).

NB : v intervient dans les équations a établir questions 1.8 et 9.

II Adimensionnement du modéle auto-similaire
On adimensionne ce modele en utilisant d comme unité de longueur et 1/w comme unité de
temps. On introduit donc la coordonnée axiale réduite
z
8 )
et les fonctions profils réduits F, G et H(() telles que

¢ =

v = wrF), vp = wrGl) e v, = wdH()

I1.1 Explicitez les liens entre ces nouvelles fonctions et les fonctions f, g et h(z) introduites en
partie I.

I1.2 Quelles sont les conditions limites que doivent satisfaire les fonctions F, G et H(() ?

I1.3 Quelle est la dimension de la constante k introduite en 1.6 7 Introduisez une constante K
adimensionnée en divisant k par la combinaison de d et w adéquate.

I1.4 Montrez que les équations différentielles établies en 1.3, 1.8 et 1.9 s’adimensionnent sous la

forme
aoF + H = 0, (4.38)
F? -G+ FFH = -K + R'F", (4.39)
BFG+ G H = R'aG", (4.40)

avec a et B des entiers que vous calculerez, R I'unique parametre de controle adimensionnel de ce

probleme, que vous identifierez et nommerez.

IIT Etude du cas R infinitésimal

II1.1 Quelle est la physique du cas ol R est infiniment petit 7 Comment nomme t’on ce type de
régime 7
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II1.2 En annulant les termes facteurs de R~! dans les équations du systéme, calculez le champ
de vitesse solution, dans cette limite, en adimensionnel puis dimensionnel. Comment pourrait-on

nommer cet écoulement ?

IV Etude asymptotique du cas R fini et analyse physique

Lorsque R est petit, on admet que I'on peut rechercher, en cohérence avec les résultats de la

question précédente, une solution sous la forme d’un développement en séries de puissances de R,

K = Ky + R?Ky + O(RY,
F = RF + OR®),
G = Gy + R*Gy + O(RY),
H = RH, + OR?.

IV.1 Quelle est, d’apres I11.2, ’expression de la fonction Gy 7
IV.2 Quelles sont les conditions limites que doivent satisfaire les fonctions F;, Gy et H1(() ?

IV.3 En injectant ces développements dans 1’équation (4.39), établissez, a l'ordre le plus bas, une
équation différentielle ordinaire reliant F; et Ky. Résolvez-la, compte tenu des conditions limites
que doit vérifier F;.

IV.4 En utilisant ’équation (4.38), écrite & 'ordre R!, donnez la forme générale de H;. Grace aux
conditions limites correspondantes, calculez K. Que veut dire votre résultat, en terme de pression
motrice 7 Proposez une explication physique du phénomeéne constaté, en faisant un lien avec une

force d’inertie jouant un role dans un certain référentiel tournant.

IV.5 Donnez l'expression de la fonction F}, et représentez l'allure de son graphe, avec Fj en
abscisse et ¢ en ordonnée. Que veut dire votre résultat, en terme d’écoulement ?

IV.6 Afin d’'interpréter les mécanismes physiques de création de cet écoulement radial, récrivez
F; comme la somme de fonctions Fj, due au terme Ky dans I’équation (4.39) et F; due au terme
G2 dans I'équation (4.39). Représentez sur le graphe précédent les fonctions F), et F;. Expliquez la
physique correspondante, en montrant I’existence d’une compétition entre deux effets antagonistes.






Chapitre 5

Couches limites

5.1 Introduction - Equations de Prandtl

On considere un écoulement rapide autour d’'un obstacle de faible courbure, en régime
permanent, d'un fluide newtonien incompressible. Localement on a donc une configuration
quasi plane ou la paroi de I'obstacle est définie comme le plan y = 0. On considere des écoulements
bidimensionnels

v = u(zy)e, + v(zy)e, (5.1)

dans le domaine x € [-L/2,L/2], y € RT, avec L une échelle longitudinale caractéristique, échelle
des gradients de ¥ dans la direction z, voire des écarts & la planéité de la paroi'. Si V est I'ordre

de grandeur de u loin de la paroi, on suppose que

VL
Reextérieur = 7 > 1. (52)

En conséquence, en négligeant les effets de la turbulence, on peut utiliser le modele du fluide
parfait loin de la paroi, pour calculer I’écoulement dit « extérieur ».

L’effet de la viscosité et de I’adhérence & la paroi se manifestent dans une couche limite? dans
laquelle I’échelle transverse, échelle des gradients de Vv dans la direction y,

d < L. (5.3)
A partir de la condition d’incompressibilité
% + gz =0 (5.4)
on doit donc avoir dans la couche limite
0
vz < u. (5.5)
1. x = —L/2 représente la « région d’entrée » de I’écoulement, z = +L/2 sa « région de sortie »; ce ne sont en

aucun cas des parois fixes ou la vitesse devrait s’annuler.

2. ‘Boundary layer’ en anglais.
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D’autre part on y a
0%u < 0%u . 0%v < 0*v
— — et — — .
Ox? 0y? 0x? Oy?

La composante x de I’équation de Navier-Stokes peut donc se simplifier pour donner la premiére

(5.6)

équation de Prandtl®

ou  Ou 10p  0%*u
U~ + V7~ = ——5—

Ox oy pOx V(?Tﬂ (5.7)

De méme la composante y de ’équation de Navier-Stokes peut a priori se simplifier sous la forme

v ov 1 op 0%

Si on suppose que p varie comme u et v rapidement dans la couche limite, i.e. sur une échelle §,
en estimant l'ordre de grandeur de p & partir des équations (5.7) et (5.8) en équilibrant les termes
de pression avec les termes visqueux on aboutit & une contradiction. On doit donc admettre que p
ne varie pas dans la couche limite, ce qu’exprime la deuxiéme équation de Prandtl

op

o = | (5.9)

Les équations de Prandtl constituent une version dégénérée des équations de Navier-Stokes, puis-
qu’elles sont d’ordre 2 par rapport a u mais seulement 1 par rapport a v. En conséquence il faut
ajouter aux conditions d’adhérence a la parot,

u=v=0 en y=0]|, (5.10)

des conditions de raccord avec l’écoulement extérieur portant seulement sur u et p,

u(x7y)/uextérieur($7y) — 1 quand y/5 — 400, (511)

ﬁ(xay)/ﬁextérieur(xﬂ) — 1 quand y/<5 — +00. (5'12)
Comme u varie sur ’échelle § dans la couche limite mais par contre Uextérieur varie sur 1’échelle
L > 6, y > § correspond encore a y petit pour I’écoulement extérieur. On exprime en conséquence
la premiere condition de raccord sous la forme plus simple

u(m,+oo) = uextérieur(xao) . (5.13)

Avec les mémes notations simplifiées, les conditions (5.9) et (5.12) conduisent a

]/)\ = ]/)\(SU) = ﬁextérieur(xyo) . (514)

5.2 Couche limite de Blasius au dessus d’une plaque plane
On considere une plaque plane placée dans un écoulement uniforme a 1’infini

Vextérienr = Ue€y et Dextérieur = constante (515)

3. Physicien allemand actif pendant la premiére moitié du XX siécle.
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i.e. a gradient de pression motrice nul. Cette plaque possede un bord d’attaque situé en
x = 0; ’échelle longitudinale pertinente est alors la distance x au bord d’attaque. La premiere

équation de Prandtl (5.7) s’écrit

ou ou 0u

U F+V— = Vs . 5.16
Ox oy Oy? (5.16)
Pour que I’équation ne dégénere pas completement, ce qui serait dramatique, il faut que 1’échelle

transverse

§ = 6(z) = /= |. (5.17)

En utilisant une fonction courant ¢ pour tenir compte de (5.4), i.e. en écrivant *

oy o
- 7 t = ——- 0.18
il est naturel de rechercher une solution a variables séparées
¥ = P(z) f(C) (5.19)
avec
¢ = % la coordonnée transverse réduite. (5.20)
La condition de raccord de la vitesse (5.13) conduit &
P(z) = Us = VvUzr et f(+o0) = 1. (5.21)

En conséquence

, 1 /vU._ .,
w=UFEC) et v = 2\/7[@0 ©) - £ |- (5.22)

L’équation de Prandtl (5.16) conduit apres quelques calculs & 1'équation de Blasius®

2f"(¢) + f(Of'(C) = 0]. (5.23)

Cette équation doit étre résolue munie des conditions d’adhérence

f0) = F(0) = 0 (5.24)

et de la condition de raccord avec I’écoulement extérieur (5.21)

fl(+o00) = 1. (5.25)

L’équation de Blasius, non linéaire, ne peut étre résolue que numériquement. Le probleme 5.1
sera consacré a cette résolution, et a I’étude de la solution obtenue. Il convient, en complément de
ce probleme, de faire trois remarques importantes.

4. Cf. la sous-section 3.2.3.

5. Ingénieur allemand du XX°®™ sidcle, il fut le premier étudiant de thése de Prandtl, et sans doute 'un des plus
brillants. En hommage, la fonction f introduite ici est appelée « fonction de Blasius ».
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Tout d’abord la premiere condition de validité de cette théorie est la grandeur du nombre de
Reynolds extérieur (5.2), condition qui prend ici la forme

Ux
Reextérieur = 7 > 1]. (526)

Cette condition assure la petitesse de ’échelle transverse  donnée par (5.17) devant 1’échelle
longitudinale = distance au bord d’attaque (cf. ’équation 5.3),

U

Ainsi ce modele n’est pas valable pres du bord d’attaque, lorsque x est petit.

1% vxr
Reextérieur > 1 <~ xr > — < o = “U <L x. (527)

Deuxiemement des solutions de la forme (5.22) sont dites « auto similaires ». En effet elles
expriment des lois d’échelles simples qui permettent par des affinités du type

(z,y) — (@, y) = (g, ayy) et (u,v) — (', V) = (auu, ayv) (5.28)

de déduire le champ de vitesse dans une région de la couche limite du champ de vitesse dans une
autre région. Plus précisément si oy, est fixé alors les valeurs des coefficients d’affinité a,, ay, et a,
qui permettent d’assurer (5.28) se calculent facilement . Plus largement on peut méme relier les
solutions de Blasius dans deux fluides différents et avec des vitesses extérieures différentes par des
affinités du type (5.28), en rajoutant des regles d’affinités des parametres de controle

(v, U) — (V' U) = (o, ayU) . (5.29)

Il existe une théorie mathématique qui permet d’étudier systématiquement le « groupe de symé-
trie » des équations de la couche limite (dans tel ou tel cas considéré) et, en faisant I’hypothese
que la solution est invariante par ce groupe de symétrie, d’établir la forme a priori de cette solution
auto similaire (ici celle donnée par I’équation 5.22). On économise alors, entre autres, I’hypothese
que la fonction courant est a variables séparées. Une présentation succinte de cette approche est
par exemple donnée dans la section 6 de Huerre (1998).

Troisiemement cette couche limite elle méme est susceptible de subir une transition vers
la turbulence. Une étude locale de la stabilité de la couche limite, décrite par exemple dans
Schlichting & Gersten (2000), montre que le nombre de Reynolds pertinent est le nombre de
Reynolds local

o
Reoeat = 0 = /Recxaron - (530)

L’analyse de stabilité montre que la couche limite est instable vis-a-vis de perturbations prenant
la forme d’ondes de Tollmienn-Schlichting lorsque le nombre de Reynolds local excede une

valeur critique

Rej, .1 = 300 (5.31)
ce qui correspond a une valeur critique du nombre de Reynolds extérieur
Regxtérieur =9 104 . (532)

En pratique la transition vers la turbulence est progressive” et il faut atteindre des Reextérienr d€

I'ordre de 5 10° pour observer un niveau de fluctuations turbulentes significatif.

6. Le faire en exercice!
7. Une description des scénarios de transition vers la turbulence observés dans une couche limite, qui dépendent
du niveau de perturbations dans 1’écoulement amont, est donnée dans la section 8.9 de Drazin (2002).
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5.3 Problemes

Probléeme 5.1 Etude de la couche limite de Blasius

1 Calcul par Mathematica de la fonction de Blasius

Les versions récentes de Mathematica (v.8 et suivantes) possedent une commande NDSolve
puissante, qui permet de résoudre une équation différentielle ordinaire, disons sur une fonction f(z),
avec des conditions limites aux deux bornes de 'intervalle [a,b] de variation de la variable z. On
appelle en anglais un tel probleme différentiel ‘boundary value problem’. La méthode relativement
simple utilisée est la « méthode de tir », ‘shooting method’ en anglais. On vous demande sur ce
sujet de lire I’énoncé du probleme 5.2, qui consiste a programmer soi-méme cette méthode.

Plus simplement, on se propose ici de profiter du travail des développeurs de Mathematica pour
calculer la fonction de Blasius. Vous travaillerez sur un intervalle fini de grande taille ¢ € [0,(max]
avec par exemple

Cmax = 20, (5.33)

en utilisant un programme dont la structure est la suivante :

zmax= 20;
sol= NDSolve[{ EDO, CI1, CI2, CLinf}, f[z], { z, 0, zmax}]
fnum[z_]= Replacel[f[z],sol[[1]]]

EDO étant I’équation de Blasius (5.23), CI1 et CI2 les conditions initiales (5.24), CLinf la condition
limite (5.25) posée en (pax Ou zmax et non a l'infini.
Déduisez-en une valeur précise avec 6 décimales de la condition initiale « manquante » sur f, a

savoir la valeur de sa dérivée seconde en 0,

f(0) = : (5.34)

La robustesse de cette valeur sera testée en augmentant la longueur de l'intervalle de travail, i.e.
en augmentant (. de 20 a 30.

Vous vérifierez la qualité de la solution obtenue en tragant le « résidu » de I’équation (5.23),
res(C) = 2f"(¢) + f(C)f"(C), et en le comparant & 1'un des deux termes de cette équation.

2 Exploitation : représentations et études du champ de vitesse

2.1 Représentez les fonctions f'(¢) et ¢f'(¢) — f(¢) sur le méme graphe avec des styles de traits
différents (continu et tireté), et ¢ en ordonnée; vous imprimerez la courbe obtenue et la placerez

dans la figure 5.1. Commentez ce résultat.

Indications : vous aurez intérét a créer des tables de valeurs puis a utiliser un ListLinePlot,

suivant la syntaxe :

listfpz= Table[{ fnum’[z], z},{ z, 0, 10, 0.025}];
gfp= ListLinePlot[listfpz, options]

L’option PlotStyle->Dashed permettra d’obtenir un trait tireté.

2.2 En utilisant la fonction FindRoot de Mathematica, calculez la valeur (; de ¢ pour laquelle

w(@) = 0,99 U . (5.35)
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Fig. 5.1 — A faire soi-méme. Fonctions f/(¢) (trait continu) et ¢f/(¢) — f(¢) (trait tireté) avec f la
fonction de Blasius.

On demande un résultat avec un seul chiffre significatif
a= . (5.36)

Déduisez-en une estimation de I’épaisseur de la couche limite

o = y(QG) = 6G = : (5.37)

2.3 On s’intéresse au cas d’'un canal hydraulique dans lequel un écoulement réputé uniforme arrive

sur une plaque plane avec une vitesse
U =02m/s.

2.3.1 A partir de quelle distance xzy du bord d’attaque pourra t’on utiliser le modele de couche
limite de Blasius ?

2.3.2 Représentez I’épaisseur de couche limite ¢; en centimetres dans 'intervalle z € [0, 50 cm];
imprimez la courbe obtenue et placez la dans la figure 5.2. Commentez ce graphe.

2.3.3 Représentez les profils de vitesse u (en trait continu) et v (en trait tireté) dans l'intervalle
y € [0, 1 cm] pour z = 25 et 50 cm, avec y en ordonnée ; imprimez les courbes obtenues et placez
les dans la figure 5.3. Commentez ces graphes.

2.3.4 Représentez le nombre de Reynolds extérieur Reextérienr dans lintervalle x € [0, 50 cm];
imprimez la courbe obtenue et placez la dans la figure 5.4. Que peut-on déduire de ce graphe ?
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Fig. 5.2 — A faire soi-méme. Epaisseur de la couche limite 0;(z) au dessus d’une plaque placée dans un
canal hydraulique débitant & U = 0,2 m/s, en fonction de la distance = au bord d’attaque.

Fig. 5.3 — A faire soi-méme. Profils de vitesse u (en trait continu) et v (en trait tireté) dans la couche
limite de la figure 5.2, & deux distances z du bord d’attaque : z = 25 cm a gauche, 50 cm a droite.

3 Exploitation : calculs semi-analytiques des coefficients de frottement

3.1 Par un calcul intrinseque, établissez ’expression de la contrainte tangentielle T}, exercée a une
distance z du bord d’attaque de la plaque par le fluide en écoulement dans la couche limite, sur la
paroi de la plaque. Commentez la formule obtenue.

3.2 Calculez le coefficient de frottement pariétal local
Ty

5.38
%pUQ ( )

Cy(z) =

et montrez qu’il s’exprime de facon trés simple en fonction du nombre de Reynolds local introduit

équation (5.30),

Ci(z) = , (5.39)

3.3 Calculez la trainée F), s’exercant sur une plaque de longueur totale L dans la direction x et L3
dans la direction hors du plan zy 8. Calculez aussi le coefficient de frottement pariétal global

correspondant

F,
Cr = 155 = . (5.40)

8. Cette trainée sera calculée en prenant en compte un seul c6té de la plaque, en pratique si la plaque est mince
cette trainée devra éventuellement étre multipliée par 2.
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Vous montrerez qu’il s’exprime de fagon tres simple en fonction du nombre de Reynolds local
introduit équation (5.30), évalué en x = L.

3.4 Dans le cas du canal hydraulique étudié en 2.3, et de la plaque supposée de dimensions L =
Lz = 50 cm, que valent les coefficients Cy et Cr, et la trainée totale F) ?

3.5 Situez les conditions de ce calcul sur la figure 5.5, et répondez a la question posée dans la
légende de cette figure.

Probleme 5.2 Calcul de la fonction de Blasius a U'aide d’une méthode de tir

Calculer la fonction de Blasius a ’aide d’une méthode de tir consiste a introduire le paramétre
de tir o donnant la dérivée seconde de la fonction de Blasius a l'origine, inconnu a priori, et a
résoudre les problemes de Cauchy (avec seulement des conditions initiales)

2/5/(Q) + falOFG(C) = 0, (5.41)
fa(0) = fo(0) = 0, f3(0) = a, (5.42)

en réglant « jusqu’a satisfaire la condition limite a ’infini.

1 Programmez numériquement la résolution du probléme (5.41), (5.42) en utilisant par exemple
la valeur « standard » a = 1, et en travaillant toujours sur un intervalle fini [0,(max|. Afin de
pouvoir récupérer la solution numérique f,, vous utiliserez un programme dont la structure est la

suivante :

zmax= 20;
sol= NDSolve[{ EDO, CI1, CI2, CI3 }, f[z]l, { z, O, zmax}]
fal[z_]= Replace[f[z],sol[[1]]]

Vous tracerez la fonction f/,(C).

2 Le résultat de cette résolution numérique est une fonction numérique f, qui n’est une bonne
approximation de la fonction de Blasius f que si f/, tend vers une limite pour ¢ grand, et si cette
limite vaut 1. On peut considérer que le résultat de ce calcul est

R(a) = f(lx(Cmax) (543)

et essayer d’ajuster la valeur de «, c’est-a-dire de la dérivée seconde de la fonction a l'origine, pour
que R(«) soit le plus proche possible de 1.

2.1 Définissez un bloc Mathematica permettant de calculer la fonction R(«r) tout en représentant
au passage le graphe de f/(¢). La structure de ce bloc sera la suivante? :

R[al_7?NumericQ] := Block[{},
sol= NDSolve[{ EDO, CI1, CI2, CI3 }, f[z], { z, O, zmax}];
fall[z_]= Replacel[f[z],sol[[1]]1];
Print[ g= Plot[fal’[z], { z, 0, zmax}, options]];
fal’ [zmax]];

9. Dans ce qui suit la spécification de I’argument de la fonction R comme une variable exclusivement numérique
(suffixe ?NumericQ) n’est pas indispensable & ce stade; elle sera utile pour ’étape suivante, afin d’éviter que le
FindRoot de la question 1.2.2 ne tente un calcul formel impossible de la dérivée de R par rapport a c.
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Fig. 5.4 — A faire soi-méme. Profil du nombre de Reynolds extérieur dans la couche limite de la
figure 5.2, en fonction de la distance x au bord d’attaque.

451 o INDIRECT measurements Hife

- of wall shear stress
a3+ from velocity profile
027 o x=2£§m}D!RECTmeasuremems i T
o x=560cm| of wall shear stress '
ot L]
pho 2 3 456788, 2 5 456789,
U X
ﬁ’é’;"T

Fig. 5.5 — Figure tirée de Schlichting & Gersten (2000), présentant des mesures de coefficients de frot-
tements pariétaux locaux Cy(z) sur une plaque plane par Liepmann, ainsi que des lois théoriques. A votre
avis, a quoi correspond l'apparition d’une deuxieéme série de mesures et d’'une deuxieme loi a haut Reynolds ?
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Observez grace a ce bloc le comportement de la solution f/,(¢) lorsque o diminue. Peut-on com-

prendre ce comportement ?

2.2 Ayant estimé grace a ’étude précédente la valeur de

OBlasius — f//(o) (544)

pour f la fonction de Blasius, soit aigt, utilisez une méthode itérative de type méthode de la sécante
pour calculer précisément «, a I'aide d’un programme de la forme

fr= FindRoot[ R[all==1, { al, alest}]
al= Replace[al,fr]

Déduisez-en une valeur précise avec 6 décimales de la bonne valeur du parametre de tir

OBlasius — f”(o) = . (545)

La robustesse de cette valeur sera testée en augmentant la longueur de 'intervalle de travail, i.e. en
augmentant (pax de 20 & 30. Vous comparerez aussi avec le calcul direct par Mathematica, effectué
dans le probleme 5.1.

Probleme 5.3 Couches limites : généralités, couches limites aspirée et standard
[test de janvier 2014]

Généralités - Epaisseur de déplacement et coefficient de frottement

On considere des couches limites du type précédent, avec les mémes notations. Dans un re-
pere Oxyz, dont l'origine est sur le bord d’attaque de l'obstacle, celui-ci est plan, défini par
x € [0,L/2], y =0, et le champ de vitesse

vV = U(.%’,y)éx + ’U(x7y)éy

Le domaine fluide contient au moins le domaine Q = {(z,y,2) € [-L/2,L/2] x [0,H] x [0,L3]}
avec H et Ls des longueurs tres grandes devant ’épaisseur de la couche limite. On suppose que
I’écoulement de fluide parfait au-dessus de l'obstacle serait uniforme,

Dextérieur = Po €t Vexériewr = U €4 .

L’obstacle peut étre imperméable, ou, au contraire, a partir d’une certaine abscisse x,, constitué
d’un matériau poreux communiquant avec un systeme d’aspiration. Les pores de ce matériau sont en
bonne approximation des cylindres microscopiques d’axe de révolution parallele a Oy : 'aspiration
se fait dans la direction normale a la paroi. Dans les deux cas on a la condition d’adhérence pour
la vitesse tangentielle

Ve >0, wu(z0) = 0. (5.46)

Sans aspiration, on a la condition d’imperméabilité

Ve >0, v(z,0) = 0. (5.47)
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Avec aspiration, par contre, on a approximativement
Vo > x,, v(z,0) = =V (5.48)
avec V > 0 la vitesse d’aspiration, supposée tres inférieure a U .

1.a Exprimez le débit volumique ¢ passant & travers la surface S = {(z,y,2) € {xo}x[0,H]|x[0,Ls]},
sous la forme d’une intégrale.

1.b Si le fluide était parfait, le débit a travers la méme surface serait g,, que vous calculerez. Que
pouvez-vous dire du signe de ¢ — ¢, 7 Commentez.

1.c On introduit I’épaisseur de déplacement d; comme la distance de laquelle il faudrait trans-
later la plaque dans la direction y pour, en écoulement de fluide parfait, avoir un débit ¢’ au dessus
de cette plaque, a travers S’ = {(z,y,2) € {0} x [d4,H] x [0,L3]}, égal a ¢q. C’est donc 1’épaisseur
de fluide « perdue » & cause de la couche limite. En écrivant I’expression de ¢’ puis en 1’égalant &
celle de g obtenue en 1.a, donnez ’expression analytique intégrale générale de dg4.

Compte tenu du fait que, en bonne approximation, on peut étendre contintiment la fonction u(zg,y)
dans l'intervalle y € [H, + oo|, en y posant u(zg,y) = U, donnez finalement d4 sous la forme d’une
intégrale généralisée dans l'intervalle y € [0, + oo,

g = . (5.49)

2 Etablissez I’expression analytique générale du coefficient de frottement pariétal local

T
U

Cy(z) =

avec T, la contrainte tangentielle exercée par le fluide sur la paroi, a une distance x du bord
d’attaque, p la masse volumique du fluide.

Couche limite aspirée asymptotique

On considere le cas d’une couche limite aspirée. On suppose que, pour x suffisamment grand
devant I'abscisse de début d’aspiration x,, on atteint un régime asymptotique dans lequel v devient
indépendante de x. On travaille exclusivement dans cette région.

3.a Montrez que v y est uniforme, v = —V.

3.b Déduisez-en par un calcul I'expression analytique de la vitesse tangentielle u(y). Esquissez
I’allure de ce profil, avec en abscisse u et en ordonnée y.

4.a Calculez analytiquement 1’épaisseur de déplacement §; = Jg4 de cette couche limite. Com-
mentez.

4.b Calculez numériquement cette épaisseur dans le cas d’'une couche limite d’air a température

ambiante, avec un écoulement extérieur de vitesse U = 10 m/s et une vitesse d’aspiration V =

U/1000.

5.a Calculez analytiquement le coefficient de frottement pariétal local de cette couche limite.
Commentez.
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5.b Calculez numériquement le coefficient de frottement pariétal local dans le cas de la couche
limite envisagée question 4.b.

Couche limite non aspirée standard

6 A quel cas connu correspond celui envisagé ici d’une couche limite non aspirée ?

7.a Etablissez I’expression analytique de I’épaisseur de déplacement do = &4 de cette couche limite,
en fonction des parametres du probleme et d’'une fonction de couche limite f connue. Commentez.

7.b A Daide de Mathematica, calculez numériquement 'intégrale qui apparait dans I’expression
de 62, avec 3 chiffres significatifs. Vous ferez un test de « robustesse » de cette valeur, que vous
expliquerez. Vous donnerez finalement une expression semi-analytique de cette épaisseur de dépla-
cement,

Sy(z) = . (5.50)

7.c Dans le cas d’une couche limite d’air a température ambiante, avec un écoulement extérieur
de vitesse U = 10 m/s, que vaut d & une distance x = 1 m du bord d’attaque ? Commentez.

8.a Calculez le coefficient de frottement pariétal local de cette couche limite. Vous en donnerez
une expression analytique faisant intervenir une dérivée de la fonction f, puis calculerez numé-
riquement, avec 3 chiffres significatifs, cette dérivée, afin de donner une expression fermée pour
Cy(x). Commentez.

8.b Dans le cas de la couche limite d’air considérée en 7.c, calculez la valeur numérique de Cy(z =

1 m). Commentez.

Comparaison et prise de recul

9 A l'aide de Mathematica, représentez les profils de la couche limite aspirée asymptotique u1(y)
et de la couche limite standard us(x = 1 m, y) considérées plus haut, sur le méme graphe, avec u;
en abscisse, y en ordonnée. Vous choisirez un intervalle de valeurs de y pertinent. Reproduisez ce
graphe sur votre copie. Commentez.

10 En prenant un peu de recul, discutez d’'un phénomene qui pourrait empécher la réalisation

expérimentale de ces écoulements, en étant précis sur I'un des deux cas étudiés.

Probléme 5.4 Etude des couches limites de Falkner-Skan

Préliminaire : modeéle potentiel de I’écoulement extérieur

Soit m € | —1/2, + oo[. On veut étudier ’écoulement bidimensionnel zy rapide d’un fluide peu

visqueux dans un diedre défini par deux parois formant entre elles un angle
B(m) = w/(m+1), (5.51)

fonction dont le graphe est représenté sur la figure 5.6a. Plus précisément, on va calculer la couche
limite au-dessus de la demi droite D = {(x,0) pour z € R™*}, ou plus physiquement, au-dessus
du demi-plan

P = {(z,0,z3) pour x€R™  x3€[-L3/2, L3/2]}, (5.52)
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(a) (b)
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Fig. 5.6 — (a) : Graphe de la fonction (5.51) qui lie le parametre de Falkner-Skan m & I’angle d’ouver-
ture 8 du diedre correspondant dans le plan physique. (b,c,d) : Dans le plan physique, lignes de courant
d’écoulements dont le potentiel est donné par (5.53) pour les valeurs de m et § indiquées.

x3 étant la coordonnée d’invariance du systeme. L’écoulement extérieur a la couche limite est
décrit par le modele du fluide parfait, grace au potentiel complexe

F(z) = Az2™"/(m41) fonction holomorphe de z = x + iy , (5.53)

A étant un réel strictement positif 9. Ce potentiel conduit en effet, en polaires z = r €, & la
fonction courant ¢ = Im[F(z)] = Ar™*lsin[(m + 1)8]/(m + 1), qui est bien constante pour
6 = 0 et B(m). Les lignes de courant de trois tels écoulements potentiels, obtenues en tragant
justement des iso-¢ & l'aide de la fonction ContourPlot de Mathematica, sont représentées sur les
figures 5.6bcd pour trois valeurs représentatives de m et 8. Le champ de vitesse associé

Vextérieur — Uextérieur(l‘)y)éx + Uextérieur(l‘>y)éy (554)

a donc des composantes données par F'(2) = Az™ = Uextérieur — WWextérieur - E11 particulier, au
voisinage du plan P, y ~ 0, la vitesse longitudinale

uextérieur(xao) ~ Az™ . (555)

1 Représentez quelques vecteurs vitesses correspondants sur les figures 5.6bcd. Calculez le champ
de pression motrice correspondant Pextérienr(,0), et représentez en rouge le vecteur gradient de
pression motrice, toujours au voisinage du plan P, i.e., sur les figures, de la droite D. Commentez
physiquement.

10. On utilise les notations de la sous-section 3.5.1, sauf que le potentiel f est noté F' afin de garder f pour la
fonction de couche limite.
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2 Explicitez la premiere équation de Prandtl et les conditions limites portant sur les composantes
u(z,y) et v(z,y) du champ de vitesse dans la couche limite située au-dessus du demi-plan (5.52).
Vous noterez que, sauf cas tres particulier, il existe un gradient de pression motrice dans la
couche limite. Selon le signe de m, montrez qu’il est a priori accélérateur - favorable pour la
couche limite ou, au contraire, décélérateur - défavorable pour la couche limite.

On suppose dorénavant que m # 0.

3 En équilibrant le terme de gradient de pression motrice avec le terme visqueux dans I’équation de
Prandtl, et en estimant ’ordre de grandeur de u grace a la condition de raccord avec I’écoulement

extérieur, estimez 1’échelle transverse caractéristique de la couche limite

5 = . (5.56)

Vous supposerez que l'ordre de grandeur de m, en tant que coefficient (mais pas en tant qu’ex-
posant), est 1, mais par contre ne ferez aucune hypothese d’ordre de grandeur sur v et A. Vous
testerez ’homogénéité dimensionnelle de cette formule. Vous donnerez enfin une interprétation
physique du comportement de § en tant que fonction de x et m.

4 De fagon analogue a ce qui a été fait pour le calcul de la couche limite de Blasius, on cherche
une solution a variables séparées pour la fonction courant dans la couche limite,

la coordonnée transverse réduite. (5.57)

¢ = P(x) f(¢) avec |( =

SRS

Montrez que la condition de raccord avec I’écoulement extérieur peut se traduire par la condition
a linfini

fl(+o00) = 1 (5.58)
si P(x) est convenablement choisie,

P(z) = . (5.59)

Vous testerez I’homogénéité dimensionnelle de cette formule.

5 Déduisez-en les composantes de la vitesse dans la couche limite en fonction de f,

u = et v = . (5.60)

Remarque : ces formules montrent que les solutions que 'on est en train de considérer sont auto

stmilaires, au sens expliqué au niveau des équations (5.28) et (5.29).

6.1 En utilisant par exemple les possibilités de calcul formel de Mathematica, montrez que la pre-
miere équation de Prandtl déja étudiée en question 3 permet d’aboutir & I’équation différentielle
ordinaire dite de Falkner-Skan

"+ aff" + bf? + ¢ =0 avec a = , b= , ¢ = . (5.61)
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6.2 Quelles sont les conditions limites qu’il convient de rajouter a cette équation ?

6.3 Quelle équation et quelle solution retrouve t’on dans le cas m = 0, en admettant que les calculs

précédents sont encore valables ?

7.1 En utilisant Mathematica de fagon non controlée, avec un programme de la forme

zmax= 10;
calcsol[ m_]:= Block[{},
sol= NDSolve[{EDO, CI1, CI2, CLinf}, f[z], {z,0,zmax}];
fm[z_]= Replacel[f[z],sol[[1]]1];
al= fm’’[0];
Print["m= ",m," => al= ",al,", fm’(zmax)= ",fm’ [zmax]];
1fpz= Table[{fm’[z],z},{z,0,zmax, .025}];
g= ListLinePlot[1fpz, options];
Print[g];
{al,g}]

constatez que, si on essaye d’augmenter la valeur de m par exemple a m = 1, Mathematica signale
des problemes numériques et ne trouve plus de solution physique.

Ainsi un controle de la méthode de tir et en particulier du paramétre de tir est indispensable.
Sans aller jusqu’a reprogrammer compléetement la méthode de tir, comme dans le probleme 5.2,
nous allons utiliser les options de NDSolve pour faire ce controle.

7.2 Le parametre de tir est toujours la dérivée seconde inconnue de f a l'origine, et on le note
encore «. On utilise une méthode de controle de la valeur initiale de « par continuation : on part
a m = 0 de la valeur connue que Mathematica sait calculer, et on fait évoluer m par petits pas a
partir de m = 0, en utilisant au pas n + 1 la valeur de « calculée au pas n comme valeur initiale
du parametre de tir.

Programmez cette méthode, en utilisant un programme de structure suivante :

zmax= 10;

calcsol[ m_, alest_]:= Block[{},
sol= NDSolve[{EDO, CI1, CI2, CLinf}, f[z], {z,0,zmax},
Method->{"Shooting",

"StartingInitialConditions"->{f[0]==0, £’[0]==0, f’’[0]==alest}}];
fm[z_]= Replace[f[z],sol[[1]11];
al= fm’’[0];
Print["m= ",m," => al= ",al,", fm’(zmax)= ",fm’[zmax]];

1fpz= Table[{fm’[z],z},{z,0,zmax,.025}];
g= ListLinePlot[1fpz, options];
Print[g];

{al,g}]

(* On part du cas Blasius connu... *) {al,gO}= calcsol[0,0.3]

(* On augmente m progressivement jusqu’a 2 *)

Do[{ al, g}= calcsol[m,al]l;
If [m==0.5, g05= gl; If[m==1., gil= gl; If[m==2., g2= g]
,{m, .02,2,.02}]
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Fig. 5.7 — A faire soi-méme. Profils de vitesse longitudinale réduite dans les couches limites de Falkner-
Skan pour différentes valeurs de m comme indiqué.

Vérifiez que, grace a la continuation, on peut sans difficulté obtenir des solutions jusque m = 2.
Représentez en particulier les dérivées des fonctions de Falkner-Skan pour m = 1 et 2 sur un méme
graphe, avec aussi la dérivée de la fonction de Blasius (m = 0), ¢ étant en ordonnée. Interprétez
physiquement la tendance observée quand m augmente.

7.3 Tentez de méme de descendre vers les valeurs de m négatives :

zmax= 15;

{ al, g0}= calcsol[0,0.3];

Do[{ al, g}= calcsol[m,all;
If [m==-.05, gm05= g]

,{ m, -mmin, -mmax, -dm}]

Constatez qu’en dessous d’une valeur critique m. de m, on n’arrive plus a calculer de solution. En

faisant notamment varier le pas dm, donnez une estimation de m. avec deux chiffres significatifs,

me = . (5.62)

Représentez les fonctions f/({) avec ¢ en ordonnée pour des valeurs représentatives de m, imprimez
le graphe obtenu et disposez le dans la figure 5.7. Interprétez physiquement la tendance observée

quand m diminue.

8 On admet qu’effectivement il n’y a plus de couche limite lorsque m < m., phénomene aussi
appelé « décollement de la couche limite ». En admettant que les propriétés de I’écoulement
au dessus d’une plaque plane en incidence oblique a un angle v sont qualitativement similaires a
celles de I’écoulement au-dessus du plan droit d’un diedre d’ouverture 8 = 7w + v, comme cela est
représenté sur la figure 5.8, estimez 'angle critique de décollement de la couche limite au-dessus
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Fig. 5.8 — Analogie entre un écoulement en incidence oblique sur une plaque plane et un écoulement au
dessus du plan droit d’un diedre.
d’une plaque plane en incidence oblique :
Yo . (5.63)

9 Question subsidiaire : afin d’« établir » par un raisonnement physique le résultat admis en
question 9, a savoir qu’il n’y a plus de couche limite possible lorsque m < m,, on vous demande dans
un premier temps de reprendre tous vos calculs de couche limite pour m. < m < 2, en sauvegardant
maintenant dans une liste les valeurs de la dérivée seconde des fonctions f a l’origine. Pour ce qui

est de l'intervalle [0,2] par exemple, vous pourrez utiliser un programme de la forme :

{ al, g0}= calcso0l[0,0.3];

Imfs= {{ 0, £’’[0]}};

Do[{ al, g}= calcsol[m,al];
AppendTo[lmfs, { m, £’’[0]}]
,{ m, mmin, mmax, dm}]

Tracez en conséquence la courbe de f”(0) en fonction de m € Jm.,2], imprimez la courbe obtenue
et placez la dans la figure 5.9. Que peut-on conjecturer a partir de cette courbe, concernant d’éven-
tuelles solutions de couche limite avec m < m, (tracez alors 'allure de la courbe f’(¢)) ? Expliquez
en quoi de telles « solutions », méme si elles existaient, seraient « physiquement inacceptables ».

Compléments sur le probleme 5.4

Le comportement du probleme de Falkner-Skan est en fait encore un petit peu plus compliqué
que ce que pourrait laisser penser 1’étude de la question 10, néanmoins pertinente. Le lecteur
intéressé par ce sujet pourra lire avec profit la section 7.3.3 de Cousteix (1988).

On signale d’autre part que ce phénomene de disparition brutale d’une solution (ou de solutions)
lorsqu’un parametre évolue et atteint une valeur critique est caractéristique d’'une « bifurcation »
ou « catastrophe ». De tels phénomenes peuvent étre vus dans de nombreux systémes non
linéaires autres que celui de Falkner-Skan (5.61). Les éleves intéressés par la théorie des bifurcations
(ou « théorie des catastrophes ») pourront par exemple consulter le traité de Strogatz (1994), ou
encore Plaut (2007); Plaut & Peinke (2015).
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Fig. 5.9 — A faire soi-méme. Courbe de la dérivée seconde des fonctions de Falkner-Skan f a lorigine
(¢ = 0) en fonction de m. En vertu de (5.60), ces valeurs représentent & un facteur pres la pente & Porigine
de la vitesse longitudinale au démarrage de la couche limite.



Chapitre 6

Ecoulements turbulents

‘Observe the motion of the surface of the water,

which resembles that of hair, which has two motions,

of which one is caused by the weight of the hair, the other by the direction of the curls;
thus the water has eddying motions,

one part of which is due to the principal current, the other to random and reverse motion’
L. de Vinci®

‘“Turbulence is the last great unsolved problem of classical physics.’
R. Feynman

‘We are faced with the necessity of developing computational programs that mimic the behavior
of turbulence in restricted situations. The possible behavior of turbulence is much too complex
and varied for any single parametrization to work in a broad range of situations.

In our present state of understanding, these simple models will be based,

in part on good physics, in part, on bad physics, and in part, on shameless phenomenology.
This is basically engineering.’

J. Lumley!

‘Essentially, all models are wrong, but some are useful.’
G. Box

1. Citations tirées de Lumley (1992). Le dessin est bien siir de L. de Vinci.
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Un écoulement « turbulent »?2, au contraire d’un écoulement laminaire, est tel quun « mé-

lange » rapide?® de lignes d’émission issues de différents points s’opere, & cause de l'existence de
mouvements « erratiques » sur une large gamme d’échelles spatiales, jusqu’a des échelles tres pe-
tites devant la taille du systeme. Ces mouvements sont typiquement « tourbillonnaires », comme
le remarquait Léonard de Vinci au début du XVI®™ siecle?; ils correspondent & des fluctuations
rapides et apparemment « chaotiques » de vitesse et de pression. On contemplera par exemple
la figure 6.3 qui présente des écoulements turbulents en tuyau, simulés numériquement, ou la fi-
gure 6.4 qui présente une « turbulence de grille », observée expérimentalement.
Comme nous 'avons vu en premiere année dans le cours Plaut (2015b), tous les écoulements de-
viennent turbulents & nombre de Reynolds suffisamment élevé. Ainsi dans la section 8.1 de Plaut
(2015b) a été évoquée la transition vers la turbulence derriere un cylindre, pour un nombre de
Reynolds de 'ordre de 200, tandis que dans la section 8.2 a été évoquée la transition vers la turbu-
lence dans un tuyau, pour un nombre de Reynolds de I'ordre de 2000. Cette transition, d’ailleurs,
est elle-méme difficile & modéliser, et est encore I'objet d’intenses recherches®. On a vu que cette
transition a un impact significatif sur les propriétés moyennes de ’écoulement, comme ses pertes
de charge ; voyez par exemple les figures 1.1 et 5.5 de ce document. Beaucoup des écoulements qui
intéressent l'ingénieur sont a nombre de Reynolds élevé donc turbulents; comme leurs propriétés
moyennes sont affectées par la turbulence, il convient d’essayer de développer des « modéles de
turbulence ». Cette tache est extrémement ardue puisqu’il est clair qu’en écoulements turbulents
la non-linéarité de I’équation de Navier-Stokes, qui rend sa résolution difficile, joue un role im-
portant ®. Ce probleme de la turbulence est de fait 1'un des sujets de recherche les plus étudiés &
I'heure actuelle, et malgré les efforts de générations de scientifiques depuis plus d’un siecle 7, il est
loin d’étre bien résolu. Comme l'ingénieur, néanmoins, se doit d’étre capable d’affronter des écoule-
ments turbulents, nous allons donner ici quelques éléments sur la « modélisation de la turbulence »,
en avertissant bien que les modeles que nous allons introduire sont souvent phénoménologiques et
parfois peu fiables...

Le fluide considéré sera toujours newtonien incompressible.

6.1 Décomposition en champs moyens et fluctuations

En turbulence, il est de couttime, & la fois d’un point de vue expérimental ® et théorique d’adop-
ter une approche « statistique ». Dans cette approche on définit, pour un champ spatio-temporel
f = f(Xt), sa « moyenne d’ensemble » sur N réalisations de I’écoulement dans des conditions

2. Du latin « turbare » : troubler.

3. Par rapport aux effets de la diffusion seuls. On parle pour qualifier ce « mélange turbulent » de « diffusion
turbulente » ou « dispersion turbulente ».

4. Cf. les premieres figures et citation de ce chapitre; notez que ‘eddy’ signifie « tourbillon » en anglais.

5. Dans le cas de la transition vers la turbulence dans un tuyau par exemple, des publications dans des revues
prestigieuses se succédent, cf. par exemple Hof et al. (2003); Schneider et al. (2007); Willis & Kerswell (2007); Avila
et al. (2011)...

6. Rappelons que 'un des 7 « problemes mathématiques du millénaire » & 1 million de dollars posés par le
Clay Mathematics Institute est la preuve de 'existence et régularité des solutions de ’équation de Navier-Stokes
incompressible, une condition initiale C*° étant donnée, cf. www.claymath.org/millennium .

7. L’une des premieres études scientifiques de ce probleme, sommairement décrite dans la section 7.3 de Plaut
(2015b), est sans doute celle de Reynolds (1883).

8. Pour l'analyse de mesures expérimentales.


http://www.claymath.org/millennium
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« identiques » ?
N
(FED) = 1 D fal%d) (61)
n=1
On écrit ainsi en tout point la décomposition
V=V +vV, p=P+p (6.2)
avec V = (V) lamoyenne de v, P = (p) la moyenne de p , (6.3)

les ’ indiquant les « fluctuations ». Par définition, les fluctuations sont & valeur moyenne nulle,
(v) =0 et (p) =0. (6.4)

Par contre I'écart-type des fluctuations est non nul. Dans le cas d’une turbulence « stationnaire »
ou « permanente », la moyenne d’ensemble coincide souvent avec la moyenne temporelle ; il s’agit
la d’une propriété d’« ergodicité ».
Dans le cas ot un écoulement moyen dans la direction x; existe, de valeur typique Vi, on définit
I'intensité de turbulence dans la direction xq,
v (X,1)]2
L(Xt) = M ) (6.5)
Vi

De fagon plus isotrope, en ne privilégiant aucune composante de vitesse, on définit 1’énergie
cinétique turbulente massique moyenne

K(®t) = %<V’(i,t)~v’(i,t)> . (6.6)

Si V est l'ordre de grandeur de ||[V]], on définit I'intensité en énergie de la turbulence

2K (X,t
Ip(x1) = VHEEY (6.7)
\%
Ces rapports ' permettent de distinguer les champs turbulents faibles, I ~ 1%, moyens, I ~ 10%,

et forts, I ~ 20% et au-dela.

6.2 Echelles caractéristiques de la turbulence

et cascade de Kolmogorov

La turbulence est un phénomene physique ou les fluctuations de vitesse, pression, concentration,
etc... se font sur une large gamme d’échelles. Considérons un écoulement dont le champ de vitesse
moyen a pour valeur typique V', et pour longueur typique L. Par exemple :

e un écoulement de vitesse débitante V' dans un canal de diametre L,

e ’écoulement derriere un objet de taille L se déplagant a la vitesse V' dans un fluide au repos,

e ’écoulement d’un jet de vitesse V par une embouchure de taille L,

9. Bien entendu le nombre de réalisations N > 1. Dans le cas d’une turbulence « instationnaire » ou « non
permanente » ’expérience est toujours redémarrée de la méme maniére a l'instant de départ t = 0. La moyenne
utilisée ici est souvent appelée « moyenne de Reynolds ».

10. On les désigne parfois comme « niveaux de turbulence ».
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e l’écoulement autour d’une turbine de rayon L tournant a la vitesse angulaire w = V/L, ...

Nous notons D le domaine fluide et m la masse de fluide qu’il contient. Le temps caractéristique
de ’écoulement moyen est L/V. Les fluctuations sont caractérisées non pas par une échelle, mais
par toute une gamme d’échelles. Cette idée a été proposée par un scientifique et météorologue
anglais, dans le traité Richardson (1922), puis affinée par le mathématicien russe Kolmogorov (cf.
Kolmogorov 1941).

Notons v et £ la vitesse et la longueur typique des fluctuations turbulentes de plus grande taille;
{ est la « macro-échelle » ou « échelle intégrale » de ’écoulement. En supposant que les
temps caractéristiques de I’écoulement moyen et des plus grandes fluctuations sont similaires, nous

pouvons écrire que

L 12
La puissance massique injectée a grande échelle est
1 dE. de, (6.9)
m dt dt '
avec
e. = densité massique d’énergie cinétique & grande échelle ~ v? .

Une estimation purement « inertielle » du taux d’évolution de I’énergie consiste a poser qu’il est

donné par un temps d’advection,
d 1

@~ T

En conséquence on obtient I’estimation « inertielle » aux macro-échelles

3
(Y
— A

; (6.10)

€ v

La validité de cette relation constitue une hypothese importante que nous notons H1, et sur laquelle
nous reviendrons en section 6.3.1.

Comme I’écoulement au niveau de la macro-échelle est turbulent, le « nombre de Reynolds
turbulent »

¢
Re, = % > 1. (6.11)

Suivant Richardson et Kolmogorov on suppose I'existence d’une cascade inertielle d’énergie
vers les petites échelles, ces fluctuations macroscopiques transférant de I’énergie vers des plus
petites échelles, disons mésoscopiques, de taille £, et vitesse v,,, qui elles mémes transférent de
I’énergie vers des plus petites échelles, etc... Cette idée peut par exemple étre justifiée par une
analyse en modes de Fourier spatiaux !'. Cette cascade se termine 4 '« échelle de Kolmogorov »
{x qui correspond aux fluctuations les plus fines permises par la viscosité, ou le nombre de Reynolds
est donc d’ordre 1. En notant vg la vitesse typique correspondante, on a

~ 1. (6.12)

11. Si on considere une « fluctuation » dont le champ de vitesse ¥ est en cos(kz) avec k = 27 /A, il est clair que le
terme non linéaire (Vv) -V de I’équation de Navier-Stokes va créer une nouvelle « fluctuation » en cos(2kz), donc
d’échelle A = A/2.
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La taille ¢,, des fluctuations du « domaine inertiel », dans lequel a lieu la cascade, est grande
devant 1’échelle de Kolmogorov /i et petite devant la macro-échelle £,

C> by > Uk |. (6.13)

Cette cascade inertielle d’énergie des grandes vers les petites échelles se traduit par I’égalité entre
la puissance massique injectée a grande échelle (6.10) et la puissance massique regue a toutes les
échelles jusqu’aux échelles « visqueuses » de Kolmogorov, ot elle est dissipée du fait des frottements

visqueux,

v3

o’

3

3
€ ~ ~o Z—m ~ o~ Z— = taux de dissipation moyen | (6.14)
K

Or, d’apres le bilan de la section 1.7, ce taux de dissipation moyen, énergie dissipée par unité de
temps et de masse dans le fluide, vaut

e = Pd‘ssmee = / / D:D d*x (6.15)

avec m = pL? la masse du fluide dans le domaine D, de taille L, considéré. Ainsi

QV// ::3
€ = — D:Dd’z . 6.16
L3 D ( )

Comme les seules fluctuations de vitesse donnant une contribution non négligeable & cette intégrale

sont les échelles de Kolmogorov, nous avons

2 pr— pr—
G:Z// D :D &z
3 ) ) /o,

ou Dg C D est le support des échelles de Kolmogorov, et on a noté D’ au lieu de D pour bien faire
apparaitre le fait que ce sont les fluctuations de vitesse qui dominent la dissipation. En estimant
que

D ~ K

lk

aux échelles de Kolmogorov, nous obtenons

o)l G

avec ® la fraction volumique des zones dissipatives. Dans le cadre de la théorie de Kolmogorov
(1941), on suppose que ces structures remplissent tout le domaine fluide 2 de sorte que ® ~ 1.
On en déduit 'estimation « visqueuse », valable aux échelles de Kolmogorov,

€ ~ y<”K>2 . (6.17)

5%

12. Cette hypothese est tres forte et il semble qu’en réalité les échelles fines n’occupent qu'une fraction du volume
des plus grandes échelles. Le développement de cette idée a mené aux « théories fractales » de la turbulence.
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En égalant les expressions inertielles de 1'énergie injectée (6.14) a l'expression visqueuse de la
dissipation (6.17), on obtient I'’ordre de grandeur des échelles de Kolmogorov,

3 1/4
U ~ <> ~ (R, < 1], (6.18)

€

compte tenu aussi de la définition (6.11) du nombre de Reynolds Rey . L’échelle de Kolmogorov
li peut étre vue comme « la dimension des plus petits tourbillons » présents dans I’écoulement.
L’existence d’aussi petites échelles implique que le calcul numérique d’un écoulement turbulent
sera particulierement difficile, puisqu’il nécessitera une tres grande résolution spatio-temporelle...
Trop grande par rapport aux capacités de calcul des ordinateurs actuels '2, d’ot1 la nécessité de
développer des « modeles de turbulence »...

Avant d’aller plus loin, il convient d’introduire la « micro-échelle de Taylor » comme
I’échelle A de fluctuations dont la vitesse typique serait v la vitesse des macro-échelles et qui

dissiperaient par frottement au taux e, c’est-a-dire

v

€ ~ ,,(X>2 . (6.19)

On montre facilement que

A~ (R > g | (6.20)

On construit le nombre de Reynolds correspondant

A
Rey = = Re,’" |. (6.21)

6.3 Théorie de Kolmogorov : corrélations et spectres

La théorie de Kolmogorov (1941), théorie statistique des écoulements turbulents, permet non
seulement d’aboutir & des estimations telles que (6.14) et (6.18), mais aussi de faire des prédictions
concernant les moments statistiques des fluctuations de vitesse et les caractéristisques « spectrales »
de ces fluctuations. Nous explosons ici quelques ingrédients et résultats de cette théorie, de facon
succincte, en renvoyant le lecteur intéressé a Chassaing (20000); Davidson (2004). Au passage nous

expliquons I’hypothese de Taylor, d'une grande importance pratique.

6.3.1 Principales hypotheses de la théorie de Kolmogorov

Cette théorie est basée sur deux hypotheses fondamentales.

e Hypothese H1 : le taux de dissipation moyen € est, dans le cas d’écoulements fortement
turbulents Re; — +o00, Rey — 400, de la forme (6.14),

3
e = C. % (6.22)

avec C, une constante ne dépendant que du type de I’écoulement.

13. Voir a ce sujet I’exercice 6.1.
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Fig. 6.1 — Figure tirée de Pearson et al. (2002), présentant en abscisse le nombre de Reynolds Rey et
en ordonnée la puissance massique réduite c. = e//v® pour divers écoulements cisaillés : sillages de plaque
plane perpendiculaire a I’écoulement, sillages de disque, sillages de grille, et... écoulements en tuyau. Dans ce
dernier cas, les données représentées par les triangles inversés sont restreintes au domaine 70 < Rey < 180,

et une convergence vers une valeur constante n’est pas claire.

e Hypothese H2 : les fluctuations de petite échelle sont homogénes et isotropes, leur

statistique est indépendante des mouvements de grande échelle et stationnaire ; cette sta-
tistique est déterminée uniquement par € et v, seulement par € dans le domaine inertiel défini
par (6.13).

L’hypothese H1 a été vérifiée expérimentalement par Sreenivasan (1984) dans des expériences
de turbulence de grille 14. Sreenivasan (1984) a observé qu’en augmentant les nombres de Reynolds,
la puissance massique réduite c. = e//v3 décroit, puis se stabilise vers une valeur indépendante
des nombres de Reynolds. Récemment une étude similaire a été faite sur des écoulements cisaillés
par Pearson et al. (2002), et le méme type de comportement a été observé dans la plupart des cas,
comme le montre la figure 6.1. La lecture de l'article de Pearson et al. (2002) est recommandée aux
lecteurs les plus intéressés, car il donne des informations intéressantes sur les méthodes de mesure
utilisées. On peut notamment mentionner qu’il utilise I’hypothese de Taylor, que nous décrirons
en section 6.3.4.

Le fait que la turbulence dissipe & un taux indépendant de la viscosité lorsque Rey et Rey — +00, ou
v — 0, a des conséquences importantes en « turbulence développée » : convergence asymptotique
de coefficients de trainée, de perte de charge, de puissance, etc...

L’hypothese H2 permet de faire des prédictions pour diverses quantités statistiques, ainsi que

pour certaines propriétés spectrales du champ de vitesse turbulent.

14. Rappelons que la figure 6.4 présente de telles expériences.
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6.3.2 Corrélation et densité spectrale d’énergie 3D

En turbulence homogene et isotrope, la fonction de corrélation 3D a deux points de la
vitesse fluctuante, qui caractérise la corrélation ou décorrélation des fluctuations de vitesse entre
deux points distants de r, est définie par '

Corrsp(r) = % (V(xt) - V(X +T,t)) (6.23)

quels que soients X, t et T de norme r. La densité spectrale d’énergie 3D est la fonction définie

par une transformée intégrale a partir de ces corrélations, 6
2 [To°
Esp(k) = / Corrsp(r) kr sin(kr) dr (6.24)
™ Jo

avec k le nombre d’onde. Par transformée inverse, on peut montrer que

+o0 sin(kr
Corrsp(r) = Esp(k) k( )
0 T

dk . (6.25)

En particulier, pour » = 0, on obtient de fagon remarquable, pour I’énergie cinétique turbulente
massique,

K = K(0,0) = K(x,t) = %(V'(i,t)-vl(i,t» = ;Oo Esp(k) dk | . (6.26)

Ainsi E3p(k)dk peut étre vue comme la part d’énergie cinétique turbulente due aux « fluctuations »
ou « tourbillons » de nombre d’onde compris entre k et k + dk.

6.3.3 Corrélations et densités spectrales d’énergie 1D

La détermination expérimentale de la fonction Corrsp(r) est difficile, puisqu’elle nécessite la
mesure des 3 composantes de la vitesse fluctuante en deux points distants. Une autre fonction de
corrélation moins difficile & mesurer est la fonction de corrélation 1D a deux points longitu-
dinale de la vitesse fluctuante, 17

Corrip(r) = %@i(i, t) WX + e, 1)) . (6.27)

La densité spectrale d’énergie 1D longitudinale est la fonction définie par une transformée

intégrale & partir de ces corrélations, '8

+oo
EipL(k) = 1/ Corripr(r) cos(kr) dr . (6.28)
0

™

Par transformée inverse, on peut montrer que

+oo
Corripr(r) = 2 Eipr(k) cos(kr) dk . (6.29)
0

15. La fonction Corrsp(r) est notée R(r) par Davidson (2004).
16. La fonction E3p(k) est notée E(k) par Davidson (2004).

17. La fonction CorripL(r) est notée u> f(r) par Davidson (2004).
18. La fonction Eipr (k) est notée Fi1(k) par Davidson (2004).
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En particulier pour » = 0 on obtient

(V1 (Xt) vi(Xt)) = éK =2 O+OOE1DL(1<;) dk . (6.30)

| =

Ainsi %ElDL(k)dk peut étre vue comme la part d’énergie cinétique turbulente due aux « fluctua-
tions » ou « tourbillons » de nombre d’onde compris entre k et k + dk. On peut montrer que les

densités spectrales d’énergie 1D longitudinale et 3D sont liées par la relation

d
Esp(k) = k3 o

- 1DL<k>] . (6:31)

De fagon analogue on peut définir la fonction de corrélation 1D a deux points transverse de
la vitesse fluctuante, °

Corripr(r) = (vy(X, t) vy(X + 1€, t)) (6.32)

1
<v£(i, t) vi(X + reg, t)> =5

NSRS

par isotropie. La densité spectrale d’énergie 1D transverse est définie par 2

1 [t
Eipr(k) = / Corripr(r) cos(kr) dr, (6.33)
0

s

et vérifie
—+oo

Corripr(r) = 2 Eipr(k) cos(kr) dk . (6.34)
0

6.3.4 Hypothese de Taylor

La mesure en deux points distincts de vecteurs vitesses, ou méme d’une seule composante de
vitesse, en faisant varier la distance r entre ces points, reste difficile et lourde. Notamment, il faut
veiller a ce que les deux systémes de mesure ne se perturbent pas 'un 'autre. Heureusement le
physicien britannique G. I. Taylor a montré que, dans des écoulements turbulents dans lesquels une
vitesse moyenne V existe, stationnaire a la fois en norme et en direction, on peut souvent faire
I’hypothése d’une équivalence entre mesures temporelles a position fixée et mesures a différentes
positions spatiales, mais au méme instant. Comme faire des mesures en fonction du temps a position
fixée est relativement aisé, par exemple avec un « fil chaud » 2!, cette hypothese est fort pratique.
Plus précisément, comme expliqué dans larticle Taylor (1938), si €; est la direction de la vitesse
moyenne en O, Oxixoxs est un repere cartésien, alors, par advection des fluctuations de
vitesse par l’écoulement moyen,

vi(rey, t) ~ v1(0,t—71) avec V = T e 1= L. (6.35)
T V
La fonction de corrélation 1D & deux points longitudinale (6.27) peut donc étre vue comme la

fonction d’autocorrélation temporelle

Corrip(r) ~ 1 (v1(0, t) V1(0, t —7/V)) ~

5 (v1(0, t) v1(0, t —7/V)), (6.36)

N

19. La fonction Corripr(r) est notée u?g(r) par Davidson (2004).

20. La fonction E1pr(k) est notée Fra(k) par Davidson (2004).

21. Recherchez anémomeétre a fil chaud ou ‘Hot- Wire Anemometer’ sur Internet... ou voyez I’exercice correspondant
de Jannot (2015)!
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avec une hypothese d’ergodicité. Cette fonction peut se déduire par traitement du signal de la
mesure de « séries temporelles » de v} (0, t), c’est-a-dire de séquences de valeurs de v} (0, t) pour
t de la forme n o0t, avec n € {1,2,--- ,N}, N le nombre de points de la série temporelle, ot le
temps d’échantillonage. On peut aussi utiliser un théoreme d’analyse de Fourier, dit théoréme de
Uautocorrélation ou théoréme de Wiener-Khintchine, stipulant que la transformée de Fourier de
cette fonction d’autocorrélation, soit Fipr (k) d’apres 1'équation (6.29), est le module carré de la
transformée de Fourier du signal de vitesse lui-méme.

De méme la fonction de corrélation 1D & deux points transverse (6.32) peut étre vue comme une

autre fonction d’autocorrélation temporelle, ce qui permet sa mesure expérimentale.

6.3.5 Spectre de Kolmogorov

Les hypotheses H1 et H2 meénent a ’existence, dans le domaine inertiel des nombres d’ondes,
MW < k< 1)tk , (6.37)

d’une loi de la forme
E(k) = f(ek),

a la fois pour les densités spectrales Eipr,, Fipr et Esp(k). D’apres 'analyse dimensionnelle 2
E(k) = m e kP,
les exposants « et 5 se calculent immédiatement par condition d’homogénéité, sachant que
Ek) = #3t72. (6.38)

On obtient ainsi la loi dite du —5/3 de Kolmogorov (1941),

E(k) = m 3 k23 |, (6.39)

Dans cette équation, my est une constante « universelle », dite « contante de Kolmogorov », qui
dépend de la densité spectrale considérée, E1pr,, F1pT ou E3p. Un exemple de spectres expérimen-
taux démontrant la loi d’échelle (6.39) est celui de la figure 6.2.

Cette théorie de Kolmogorov donne des informations sur les fluctuations turbulentes, mais elle
renseigne tres peu sur influence de ces fluctuations sur 1’écoulement moyen. Or la turbulence
modifie les grandeurs moyennes, comme le profil de vitesse ou la perte de pression motrice. L’ap-
proche classique pour modéliser cet effet consiste a utiliser la décomposition en champs moyens et
fluctuations de la section 6.1, pour essayer d’aboutir a une équation d’évolution pour les champs
moyens seuls. Nous verrons que, malheureusement, on aboutit de cette maniere a des équations
« ouvertes », et qu’il faut donc développer des « modeles de fermeture » pour certains termes
apparaissant dans ces équations.

22. Cf. le chapitre 7 de Plaut (2015b).
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Fig. 6.2 — Densités spectrales d’énergie déterminées expérimentalement dans un jet d’air turbulent,
grace & des mesures par fil chaud (Champagne 1978; Frisch 1995). Disques vides : densité spectrale Ejpy,
des fluctuations de vitesse longitudinale, dans la direction de 1’écoulement moyen. Disques pleins : densité
spectrale Fypr des fluctuations d’une composante de vitesse transverse, perpendiculairement a ’écoulement
moyen. Notez I'accord avec la loi du —5/3 de Kolmogorov (1941) dans la gamme inertielle des nombres
d’ondes. Remarquez aussi que pour les grands nombres d’ondes les densités spectrales décroissent plus
rapidement, a cause d’un effet que vous nommerez...

6.4 Equations de Reynolds

Rappelons que la décomposition en champs moyens et fluctuations s’écrit

V=V +V|, |p=P+9p (6.40)

avec

V = (¥v) lamoyennede v, P = (p) la moyenne de p, (6.41)

v’ et p’ les fluctuations telles que

(V) =0 et (p) =0. (6.42)

Par linéarité de la définition (6.1), il est clair que 'on peut faire commuter les opérateurs de prise
de moyenne et de dérivation spatio-temporelle,

<§:i> B aaic? o <%f> = %{X (6.43)

D’autre part on peut supposer raisonnablement que, pour toutes grandeurs f et g,

(M =& N =, {Hig =9 - (6.44)

Par contre
(fa) # () {9)

comme on peut s’en convaincre en considérant le cas particulier o f = g = v/. Commengons par

moyenner 1’équation de conservation de la masse en fluide incompressible, soit (1.21),

dive = 0. (6.45)
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Il vient immédiatement

divV = 0 |, (6.46)

i.e. 'écoulement moyen est incompressible. En soustrayant 1’équation (6.46) a I’équation
(6.45), on obtient au passage que ’écoulement fluctuant est aussi incompressible,

dive’ = 0. (6.47)

D’autre part on considere I’équation de Navier-Stokes (1.41), le terme non linéaire étant écrit sous
la forme de la divergence du tenseur v ® Vv, selon ce que 'on a vu dans 'exercice 2.6 de Plaut
(2015a),

= pg — Vp + nAv. (6.48)

p[aa‘tf + div(ve V)

Lorsque 'on effectue une prise de moyenne de cette équation, le terme non linéaire s’écrit
vev) = (VaV) + (Vav) + (vVoV) + ev) = VoV + (Fev) (649

compte tenu des propriétés (6.42) et (6.44). On peut donc écrire pour le champ moyen une équa-
tion de Navier-Stokes mais avec un terme supplémentaire di au dernier terme de (6.49). C’est

I'« équation de Reynolds »23
ov ov =\ = — B
dirr + div(Ve V)| = p ¥ + (VV)-V] = pg — VP + nAV + div(T)
(6.50)
avec
T = —p(Vav) (6.51)

le « tenseur des contraintes turbulentes de Reynolds » ou plus simplement « tenseur de
Reynolds », qui décrit l'effet des fluctuations de vitesse sur ’écoulement moyen, par « advection ».
De facon cruciale, dans 1’équation d’évolution (6.50) des « moments d’ordre 1 » V apparaissent
des « moments d’ordre 2 » (Vv ® V').

Ce tenseur est symétrique, mais, contrairement au tenseur des contraintes visqueuses 24
T = 2D(V), (6.52)
il n’est pas de trace nulle. Exactement
T = —p(V-V) = —2pK (6.53)

ou K est I'énergie cinétique turbulente massique définie par I’équation (6.6).
Avant d’étudier diverses modélisations possibles de 7, donnons ’équation de Reynolds (6.50) en

composantes cartésiennes :

aV; oV;
o (&;)V

23. On parle souvent d’« équations de Reynolds » au pluriel, la premiere équation étant 1’équation scalaire (6.46),

I i (R
= PY 8.751 n(?a:jaxj 8xj

p (6.54)

la seconde étant 1’équation vectorielle (6.50). En anglais on désigne ces équations comme les ‘Reynolds-Averaged
Navier-Stokes equations’, et on utilise souvent ’abréviation correspondante RANS.

24. Dans l’équation (6.52), on rappelle quel est le champ de vitesse utilisé pour définir les taux de déformation,
afin d’éviter toute ambiguité.
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avec

;= —p (v vj) . (6.55)

Mentionnons aussi que 1’on regroupe souvent le terme de pression et de pesanteur, en utilisant la

pression motrice au lieu de la pression.

6.5 Modele de Boussinesq - Viscosité turbulente

Clairement, le systeme des équations (6.46) et (6.50), soient 4 équations en composantes pour
les champs inconnus P, V et 7¢, soient 10 champs en composantes, n’est pas « fermé ». Il y a donc
nécessité de définir des « équations de fermeture » pour « fermer » le probleme. Le modéle de
Boussinesq consiste a supposer que le tenseur des contraintes turbulentes est la superposition
d’un terme d’énergie cinétique, isotrope, qui permet de respecter la condition (6.53), soit

T o= ol avec —2pK = 30: ie. a = —%pK,
;fso = —zpK1, (6.56)

winNy

et d’un terme de « diffusion turbulente », de trace nulle, proportionnel au tenseur des taux de

déformation de I’écoulement moyen, vu comme la « source » de cette turbulence, 2°

Thetmoy = 21 D(V) . (6.57)

Cette formule introduit la « viscosité dynamique turbulente » n', en général grande devant la
viscosité dynamique intrinseque 1 du fluide. On appelle aussi parfois i’ « viscosité tourbillonnaire »,
en faisant allusion au fait qu’elle modélise les phénomeénes de « dispersion » par les tourbillons de
la turbulence 2. Bien entendu la « viscosité cinématique turbulente »

o= L. (6.58)

Au bilan

_ _ _ 2 = _
T =T, + ?gléfmoy = _ngl + 277t D(V) ) (659)

iso

soit, en composantes en coordonnées cartésiennes,

2 aV; IV
L= oKy ol (S T |

Lorsque l'on injecte, dans I’équation de Reynolds (6.50) pour la vitesse moyenne, ce modele de
Boussinesq (6.59), on obtient, de fagon intrinseque,

ov =\ - - l= 2 S =
S5+ (VV) V=g - VP - SVE 4 2 div|(v+v)D(V)] |, (6.61)

25. Notez I’analogie entre la loi de comportement (6.52) et le modele (6.57).

26. En anglais on parle ainsi de ‘eddy wiscosity’, sachant qu'un ‘eddy’ est un tourbillon. Pour insister sur la
différence entre diffusion physique visqueuse et « diffusion turbulente », certains auteurs parlent plutot a ce sujet de
« dispersion turbulente ».
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ou, en composantes cartésiennes,

ovi v 1ap 20K o[ (v oy
ot Vj@ﬂsj - p 0x; 3 dz; * oz (V+V)<8ﬂzj +8Ii> ‘ (6.62)

On voit bien que la viscosité turbulente « augmente » la viscosité physique ou « microscopique ».

6.6 Modele de longueur de mélange de Prandtl

Ce modele, valable dans des cas ou I’écoulement moyen est fortement cisaillé, avec par exemple
une composante dominante dans le tenseur gradient de vitesse moyenne
oVi_

——e€1®ey,

8:62

pose une formule simple pour la viscosité turbulente, basée sur son analyse dimensionnelle,

n = plo. (6.63)

27€

Prandtl a proposé d’introduire une « longueur de mélange » ' /,,, échelle caractéristique de

la zone cisaillée, et d’écrire que

oV,
t— p2 |24 . 6.64
n Pl |5, (6.64)

On pourrait s’inquiéter du fait que I’énergie cinétique turbulente massique K reste inconnue dans
ce modele. Cependant elle n’introduit dans 1’équation de Reynolds (6.50) qu’une correction a la
pression ou pression motrice moyenne, qui est souvent peu pertinente. Nous verrons une application
de ce modele dans le probleme 6.1.

6.7 Equations d’évolutions supplémentaires

6.7.1 Motivation : mise en place du modele K — ¢ . Dissipations

Nous allons mettre en place un modele plus sophistiqué, performant et général que le modele
de longueur de mélange de Prandtl, a savoir, le modele K — ¢ introduit par Launder & Spal-
ding (1974). L’idée de ce modele est de faire dépendre la viscosité turbulente de deux fonctions
qui caractérisent naturellement la turbulence locale, et vont étre calculées localement a partir
d’équations aux dérivées partielles les plus physiques possibles. La premiere de ces fonctions est
I'énergie cinétique turbulente massique K(X,t) déja introduite équation (6.6). La deuxiéme
de ces fonctions ressemble fortement au taux de dissipation moyen ¢ introduit dans la section 6.2,
mais considéré localement. Nous notons dorénavant la dissipation turbulente massique locale

eXt) = 2w <ﬁ’(i,t} :ﬁ’(i,t)> — 2v (Dl (R,t) D} (%,t)) (6.65)

avec

D = D), (6.66)

27. ‘Mizing length’ en anglais; on dit ainsi, lorsque 1'on écrit I’équation (6.64), que 'on pose une « hypothese de
longueur de mélange », ‘Mizing Length Hypothesis’.
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et la pseudo-dissipation turbulente massique locale

, (6.67)

sxt) = v <€V'(§,t) :€V’(i,t)T> _ V<8U§(X,t) 0v§(x,t)>

8{[:]' aibj

la derniere formule étant valable en coordonnées cartésiennes, comme tous les calculs en composante
qui suivent. La terminologie « dissipation » pour €, « pseudo-dissipation » pour €, est empruntée a
Chassaing (20000), mais plusieurs auteurs appellent aussi « dissipation » &, voire, confondent ces
deux quantités, qui sont de fait souvent proches, et apparaissent toutes deux comme un taux de
disparition de I’énergie turbulente K, cf. les équations (6.78) et (6.79) ci-dessous. En toute rigueur,
cependant, c’est € et non € qui est utilisé dans le modele de Launder et coopérateurs.

De maniére générale, on peut montrer par du calcul tensoriel 2 les relations suivantes, o1 'on omet
de rappeler la dépendance en (X,t) pour alléger les notations,

ovl v, B o', —
€ — € = V<8$; 31:]1> = V@Tj <v; 8$i> = v div<V'-VV/ T> , (6.68)
et
5, O*K
w—AD' W — ¢ = - 6.69
V@a:j { ”UZ> ¢ V@xjaxj ° (6.69)
soit, intrinsequement,
2 div <v’-ﬁ’> e = vAK — ¢. (6.70)
On en déduit que, si la turbulence est spatialement homogéne,
€ = €. (6.71)

Comme on s’approche de cette situation en turbulence développée a grand nombre de Reynolds, on
retiendra que dans ce cas

€ ~ ¢g. (6.72)

Notons aussi que, si on écrit des bilans globaux en intégrant sur le volume, la différence ¢ — ¢ une
fois intégrée revient a un terme de bord souvent nul ou négligeable.

Suivant une démarche physique, il nous faut donc, pour mettre en place le modele K — ¢ , tout
d’abord, établir les équations d’évolution de la vitesse fluctuante, puis de ’énergie cinétique fluc-
tuante ou « turbulente » moyenne, et au moins mentionner I'existence d’une équation d’évolution

de la pseudo-dissipation.

6.7.2 Equation d’évolution de la vitesse fluctuante

En soustrayant I’équation (6.50) a I’équation (6.48), il vient ’équation d’évolution de la vitesse
fluctuante
ov'

Ploe ™ div(Vev +vV e V+vev)| = - V) + 1AV — div(T). (6.73)

28. C’est 'objet de I’exercice 6.2 ; on utilise la propriété d’incompressibilité.



136 Chapitre 6 Ecoulements turbulents

6.7.3 Equation d’évolution de I’énergie cinétique turbulente
Prenons le produit scalaire de I’équation précédente avec V. Il vient

= -V .Vp + v AV — ¥ . div(7) .

ov' E— —
p[v/-a‘; + V. div(VevV +vV e V+v eV

Prenons maintenant la moyenne d’ensemble de cette équation. Il vient

plaaff + (Vediv(Vev+veVaved)) | = —(V-Vp) + (v AV) . (6.74)

On observe que dans cette équation d’évolution du « moment d’ordre 2 » K apparaissent des
« moments d’ordre 3 » (V' - div(v/ ® V')). On rappelle ? que, pour des champs & divergence nulle,

div(Vev) = (%) v, divv eV) = (?v’) V, divv ev) = (%V') v

En coordonnées cartésiennes on a donc

V/'le(V®V/+V,®V+V,®V,) = Ugax;vj + Ugax;V] + ;axz ;

i ,, 1. 0ww) 1 ,0(vvj)
= o, + 5V i

avi , , 1. 0l 18(1}2’@1’.1);)

- Ox;j vivy 27 Ox; + 2 ox;
soit, apres prise de moyenne,
o (T ool L o T L = o oV, T oK 91
(V- div(VeVv +vVeV+vev)) = _81';' % + ‘/3875] + 9, 2 (vjviv}) . (6.75)
Toujours d’apres le calcul tensoriel??,
v VY = div(pV) . (6.76)

D’autre part
pr— —_ = = pr— 1 _ = g
div(V’-D’) = v’-div<D’) + D :VV = iv’-Av’ + D' :D

l.e.

v AV = 2 div(V’-ﬁ’) — 2D :D'.
Si on effectue la multiplication par v = n/p et la prise de moyenne, on obtient
v{(Vv'-AV') = 2vdiv <V' ﬁ’> - 2v <ﬁ/ : ﬁ/> : (6.77)

Cette derniere quantité n’est autre que 'opposé de la dissipation turbulente massique (6.65). En
divisant I’équation (6.74) par p et en utilisant (6.75), (6.76) et (6.77), on obtient

ot " Vo, T ox

OK oK 0 1 ;7 1 i ij
1% (p <pvj> + 2<vivivj>) + oxj p V@wj

29. Cf. le formulaire de calcul tensoriel de Plaut (2015b).
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L’égalité (6.69) permet de récrire 1’équation précédente sous la forme

oV T
Oxj p

a$j

oK + Va—K _ 9 <V§7K) 0 (1 (P'vi) + %(vgv;vﬁ) +
j

Cette équation montre que € est bien une « dissipation », au moins aussi pertinente que ¢, et, en
tout cas, plus « pratique », puisque 1’équation (6.79) comporte un terme de moins & modéliser que
Péquation (6.78).
Les termes de gauche de I’équation (6.79) se regroupent, classiquement, en

dK 0K oK oK = —

- = — 4+ V== = — 1 (VK)-V 6.80

dt ot O ot (VE) (6.80)
comprenant un terme de dérivée temporelle a position fixée et un terme d’advection par 1’écoule-
ment moyen. Le premier terme de droite de ’équation (6.79) est un terme de diffusion visqueuse

de K,
div(VK) = vAK .

Le deuxieme terme de droite L 8
J

peut étre vu comme la moyenne de la puissance des forces de pression fluctuantes dans le mouve-

ment turbulent. Le troisieme terme

- sa (vjviv}) (6.82)

décrit la « diffusion turbulente », et correspond a un effet fortement non linéaire, puisqu’il s’agit
de « moments d’ordre 3 ». Suit - avant le dernier terme de dissipation - un terme qui n’est pas

une divergence,

ot =
Vit _gv. T (6.83)
dzj p p

et exprime l'influence de I’écoulement moyen sur 1’énergie des fluctuations.

6.7.4 Equation d’évolution de la pseudo-dissipation turbulente

L’établissement d’une équation d’évolution pour la pseudo-dissipation turbulente requiert un
calcul tensoriel lourd. Pour ce que nous en ferons, il n’est pas indispensable de I'expliciter ici; le
lecteur passionné pourra consulter le chapitre 3 de Chassaing (20000)... On mentionne juste que,
contrairement & I’équation de I’énergie cinétique turbulente (6.79), qui comprend 5 termes connus
et « seulement » 2 termes a modéliser, cette équation ne contient que 3 termes connus et une
petite dizaine de termes a modéliser, prenant ainsi la forme

% = gi + (Ve)-V = div(yVe) + TM , (6.84)

avec T'M l’ensemble des termes inconnus. On en explicite trois ci-dessous :

o\ 0%V ol Ovl v, 0
™ = -2 = L2 R Rt B S S 0
v <Uk 8.%'j > 8%8176 v <8x] ka a$]> <€Uk> +




138 Chapitre 6 Ecoulements turbulents

6.8 Modele K — ¢

6.8.1 Equation d’évolution de I’énergie cinétique turbulente modélisée

Dans le modele K — ¢ on adopte tout d’abord la modélisation de Boussinesq (6.59) du tenseur
de Reynolds. En conséquence le terme de couplage (6.83) s’écrit

Ty 2O gy OGOV 00,

dr; p 3 Ow ox; Oz Ox; Oxj Ox;

(6.85)

D’apres Iexercice 6.2, en supposant que v! est & peu pres uniforme dans le volume, le deuxieme
terme peut s’écrire comme la divergence d’un champ de vecteurs. Si on fait un bilan global par
intégration volumique, en utilisant la formule intégrale de la divergence, ce deuxiéme terme se
ramenera en conséquence a un terme de bord, d’influence moins importante que celle du terme

« intrinsequement volumique »
 OVi OV,
v .
ox 5 ox yi

Ce terme est une puissance massique toujours positive : le modéle de Boussinesq pose que

l’écoulement moyen crée la turbulence. On appelle aussi pour cette raison le terme de couplage
(6.85) « terme de production ».
Afin d’obtenir pour K une équation « simple », on modélise les termes inconnus dans (6.79)
par analogie avec le premier terme, de diffusion moléculaire, en les écrivant comme un terme de
diffusion turbulente : ) . -

_ ;<p/v§-> — §<v£v§v’.> = EE)T:J"

ol ok est une constante du modele, prise en général égale a 1,
ox ~ 1. (6.86)

L’équation modele pour I’évolution de K s’écrit donc

0K oK 0 vt 0K oV —
puinlel T = — ] == Wt D.. _ )
ot + V]a:lij Bz [(V + UK) oz, + 2v Bz; ij (V) €1l (6.87)
soit, intrinsequement,
aK — -_— . I/t J— t; =
i (VK)-V = div||{v+— | VK| + 22! VV:D(V) — ¢ |. (6.88)
OK

6.8.2 Equation d’évolution de la pseudo-dissipation turbulente modélisée

La complexité de I’équation d’évolution de la pseudo-dissipation turbulente « exacte » (6.84)
rend sa modélisation tres difficile’. De facon tres phénoménologique, on fait apparaitre dans

I’équation modélisée un terme de diffusion turbulente

t
div (VVa“) ,
Oc

30. Ce qui fait dire d’ailleurs & Davidson (2004), quand il en arrive a ce stade de I’histoire du modele K — ¢ :

‘The € equation, on the other hand, is almost pure invention’!...
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et des termes de « production » et « dissipation » directement déduits de ceux de ’équation pour
K (6.88), en les multipliant par /K pour assurer ’homogénéité dimensionnelle, et en introduisant
des constantes C¢ et (e pour se donner un peu de latitude. On écrit donc, de fagon intrinseque,

§+(Ve) V = div u+”—t Vel + 2012 ! YV :D(V) - C & (6.89)
ot a o: K ' R | :
soit, en composantes,

Oe Oe 0 v\ Oe e 0V — g2

— + Vie— = — — | =— 201, — V' —Di;(V) — Co.— 6.90

ot + ]8xj 8.Tj [(V + 0'5> al’] + laK v axj J( ) 26K ) ( )

Les constantes du modele, ajustées par comparaison a certaines expériences, cf. par exemple la fin
du probleme 6.1, ainsi que ’exercice 6.4, sont prises en général comme suit :

e ~ 13, Cpn ~ 144, Cop ~ 1,92. (6.91)

6.8.3 Modele K — ¢ de la viscosité turbulente

Le systéme formé de 1’équation de la quantité de mouvement (6.61) pour V et des équations
scalaires (6.88) pour K, (6.89) pour &, n’est pas fermé, puisque le champ ! est encore inconnu.
Comme déja écrit, le principe du modele K — ¢ est que les scalaires K et & controlent la viscosité

turbulente. Par analyse dimensionnelle on aboutit alors immédiatement a

K2
V= C,— |, (6.92)
g

qui a en plus une bonne signification physique : plus I’énergie cinétique turbulente est élevée, plus
la viscosité turbulente I’est; au contraire une grande dissipation turbulente diminue la viscosité
turbulente. Par comparaison & certaines expériences, on a pu déterminer que la valeur qu’il convient
d’utiliser pour la constante C', est

C, ~ 0,09. (6.93)

6.9 Diffusion turbulente d’un champ scalaire
Considérons un champ scalaire ps qui peut étre la concentration d’un polluant, d’un produit,
la température, etc... Il satisfait en général une équation d’évolution de la forme

dps dps —= .3
- . s = — 94
7 ot + v-Vp div j, (6.94)

ott le flux diffusif j, suit une loi de Fick ou Fourier,
js = —D Vpy (6.95)

avec D le coefficient de diffusion ou diffusivité du scalaire. Celui-ci évolue donc suivant
I’équation d’advection-diffusion

ps _ _
;t + v-Vp, = div (D Vp,) = D Ap, (6.96)
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dans les cas usuels ou le coefficient D est uniforme. Cette équation montre aussi que
D = 2¢t. (6.97)

Comme le champ de vitesse est a divergence nulle, on peut aussi écrire ’équation (6.96) sous la

forme générale

Ips
ot

+ div(psv) = div (D Vps) |. (6.98)

En présence de turbulence, on observe que la diffusion est accélérée; on parle d’effets de « dif-
fusion turbulente » ou encore « dispersion turbulente ». Afin de modéliser ces effets, on
peut utiliser une décomposition en valeur moyenne et fluctuations identique a celle introduite en

section 6.1, a savoir

V=V +V, ps =R+ 71 (6.99)

avec

V=&, R= (). (6.100)

Si on introduit cette décomposition dans I’équation (6.98) on obtient, apreés prise de moyenne,

%f + div(RV) + div(#'¥v') = div (D VR) |. (6.101)

Le moment d’ordre 2 (r'V’) est souvent modélisé en introduisant une « diffusivité turbulente »
D? en posant

(r'v'y = —-D' VR |. (6.102)

Cette diffusivité a la méme dimension que D. On obtient au final

8; + div(RV) = div[(D+ D") VR] |. (6.103)

Ainsi, dans ce modele, 'effet de la turbulence est d’augmenter le coefficient de diffusion intrinseque
D de la diffusivité turbulente D?.
Pour modéliser D!, dans un écoulement fortement cisaillé on pourra utiliser un modele de type

« longueur de mélange », analogue au modele (6.64),

p = |

= — 104
o e (6.104)

Dans un écoulement peu cisaillé, ou a cisaillement variable, de fagon analogue a ce qui est utilisé
dans le modele K — ¢, cf. (6.92), on écrira plutot

K2
Dt — Cps? . (6105)
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(@)

Fig. 6.3 — Champs de vitesse axiale instantanée obtenus par simulation numérique directe par El Khoury
et al. (2013), en écoulement en tuyau pour différentes valeurs du nombre de Reynolds Re, (a) Re = 5300,
(b) Re = 11700, (c) Re = 19000, (d) Re = 37700. Une section droite du tuyau est montrée, les niveaux de
gris indiquant la vitesse (noir : vitesse nulle - blanc : vitesse maximale). Observez la création d’échelles de
plus en plus petites lorsque le nombre de Reynolds augmente.

6.10 Eléments de conclusion

Le prix & payer pour ’absence d’une théorie globale des écoulements turbulents est un certain
« foisonnement » des « modeles de turbulence » : le modele K — e sur lequel nous avons insisté
n’est qu'un modele parmi d’autres, et il en existe d’ailleurs quelques variantes « non standard ». En
sus existent des modeles « concurrents » comme le modele K — w, ou w correspond grosso modo
a /K, et obéit a une équation d’évolution postulée de fagon assez phénoménologique, les modeles
avec équations de transport pour les contraintes de Reynolds, etc... comme discuté par exemple
dans Chassaing (20006); Wilcox (2006). Mentionnons enfin I’approche de la simulation numérique
des grandes échelles 3!, assez différente dans son principe, mais revenant apres tout a des équations
similaires & celles d’autres modeles de turbulence... Aucun modele, malheureusement, n’est tres
satisfaisant : de ce fait - et d’autres aussi -, les chercheurs en mécanique des fluides, qu’ils soient
expérimentateurs, théoriciens ou numériciens, voire, un peu des trois, ont encore du pain sur la
planche... Notamment, des « simulations numériques directes » 32 d’écoulements turbulents ont de
Iintérét, et la course est actuellement aux « hauts Reynolds » et « géométries réalistes », comme
lillustre la figure 6.3...

31. ‘Large eddy simulation’ en anglais.
32. ‘Direct numerical simulations’.
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6.11 Exercices et problemes

Exercice 6.1 FEstimation d’ordres de grandeur en écoulement turbulent

On considere I’écoulement dans le sillage d’un objet, de dimension typique L = 1 m, se déplagant
a la vitesse V' =10 m/s dans de l'eau.

1 Est-il nécessaire de tenir compte de la turbulence pour modéliser cet écoulement ?

2 On estime que la macro-échelle de la turbulence, dans une zone située dans le sillage de 'objet,
est de l'ordre de 10% de la taille de 1’objet. Evaluez Déchelle la plus fine autorisée par la viscosité
du fluide (I’échelle de Kolmogorov) dans cette zone.

3 Estimez la dissipation massique dans cette zone. Commentez.

4 On veut simuler cet écoulement en résolvant correctement les échelles dissipatives. Combien de
points de grille seraient nécessaires sur un cube de volume L? seulement ? Quelle mémoire vive
devrait étre utilisée pour stocker les champs aux points de grille 7 Ce calcul vous parait-il faisable ?

Si non, quelle(s) autres(s) solution(s) proposez-vous ?

Exercice 6.2 Calcul tensoriel

1 Soit ¥ un champ de vitesse a divergence nulle,

dll
I

1 :7 :7

= (Vv + VVT)

2

le tenseur des taux de déformations associé. Montrez que, en coordonnées cartésiennes,

d(D;;v;) 1 0%(viv;) Ov; Ov;
2— A = = L 1
81‘j 2 09@-895]- + al‘j 8:@ (6 06)

2 Démontrez les relations (6.68) puis (6.69).

Exercice 6.3 Dissipations en turbulence homogéne et isotrope

On s’intéresse a ’évaluation des dissipations (6.65) et (6.67) en turbulence homogene et iso-
trope 23. Rappelez pourquoi, dans ce cas,

ol !
= = Lt . 1
€ € v <6xj oz, > (6.107)

Admettant d’autre part la relation due & Karman et Howarth,

<(g::i)2> B 2<<§2)2> ’ (6.108)
© T ””<<§;i>2> (6.109)

avec n un nombre entier que vous calculerez.

montrez que

33. Dans une optique expérimentale par exemple, afin de vérifier la formule utilisée par Pearson et al. (2002).
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Probléme 6.1 Modéle simplifié de turbulence en proche paroi - Lois de paroi

On consideére un écoulement a grand nombre de Reynolds parallelement a une paroi plane
définie par x9 = 0 dans un repere cartésien. On s’intéresse a la couche limite au voisinage de cette
paroi, et a I'influence de la turbulence sur celle-ci. Dans la zone de I’étude on suppose que la vitesse
moyenne est de la forme

V — %(xZ) e 5

et que toutes les quantités moyennes ne dépendent, en premiere approximation, que de la coordon-
née transverse xa. On néglige les effets de la pesanteur, et raisonne en terme de pression motrice

seulement.

1 Explicitez I’équation de Reynolds de facon intrinseque, puis en composantes.

Montrez que, dans la direction de ’écoulement, on a un équilibre entre les effets visqueux et les
effets de turbulence.

Montrez aussi que, lorsque I'on s’éloigne de la paroi, la pression motrice a tendance a diminuer a
cause des fluctuations turbulentes.

2 Intégrez une premiere fois par rapport a xs I’équation de Reynolds dans la direction de I’écoule-
ment. Montrez que la constante d’intégration qui apparait peut s’exprimer simplement en fonction

de la contrainte pariétale de frottement moyenne
™ =€ (T) &,
ol T est le tenseur des contraintes visqueuses dans le fluide, évalué au niveau de la paroi, en 9 = 0.

3.a Construisez par analyse dimensionnelle une longueur ¢, et une vitesse v, dite « vitesse de

frottement » 34, & partir de p, Tp et v viscosité cinématique du fluide,
L = , Up = . (6.110)

Vous vérifierez que £, est liée & v, par une relation simple.

3.b Adimensionnez I’équation différentielle définissant Vj(x2) en faisant le changement de variables

yt = 2 = g+ = Nl Ut(y") . (6.111)

Vous donnerez une interprétation physique simple de 3™, et noterez

-
ta __ 12
T2 =

D

la contrainte de Reynolds turbulente adimensionnée.

3

4 Justifiez physiquement 'existence d'une « sous couche visqueuse »3° en trés proche paroi dans

laquelle la contrainte de Reynolds est négligeable, donc le profil de vitesse est linéaire,
Ut = y*. (6.112)

Expliquez bien ’équilibre qui a lieu dans cette couche.

34. ‘Wall friction velocity’ en anglais.

35. ‘Viscous sublayer’ en anglais.
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5.a Au contraire, quel est I’équilibre que ’on peut attendre en « couche externe » 35, 1a ou I'in-
fluence de la paroi existe encore, mais la turbulence joue un role dominant ?

5.b Justifiez qu’il est raisonnable d’utiliser le modele de Boussinesq et surtout, pour estimer la
viscosité turbulente, le modele de longueur de mélange de Prandtl. On suppose que la longueur de
mélange /¢, ne dépend que de la distance a la paroi xs. Montrez, par analyse dimensionnelle, que
I’on a forcément

b = X T2

avec x une constante adimensionnelle.

5.c A partir de I’équation de Reynolds d’intérét, montrez que, dans la couche externe, le profil de
vitesse est logarithmique,

1
Ut = glner + C|. (6.113)

6 L’expérience montre que la « constante de von Karman » x ~ 0,41 (i.e. 1/x =~ 2,4) tandis que la
constante d’intégration C' ~ 5,0. Représentez sur un méme graphe en échelle log-linéaire les « lois
de parois » (6.112) et (6.113). Calculez les intersections des courbes associées. Celle qui est physique
traduit le fait que, quand on s’avance vers la couche externe turbulente, la diffusion augmente, donc
U augmente moins rapidement en fonction de y™ que dans la sous couche visqueuse. Estimez en
conséquence la valeur de y* dans la zone de transition entre sous couche visqueuse et couche

externe, ou « zone tampon » 37,

y:a;mpon (6114)

7.a Dans la couche externe, on suppose que le modele K — ¢ est aussi pertinent que le modele
de Prandtl. On suppose dans le cadre du modele K — & que 74, est, comme 7i,, indépendante de
9. Quelle conséquence cette hypothese a t’elle sur ’énergie cinétique turbulente K 7

7.b En explicitant ’équation d’évolution de K montrez I’existence d’un équilibre entre production
et dissipation de la turbulence, puis calculez K et e, complétant ainsi la « loi de paroi » (6.113) :

K = , e = . (6.115)

Montrez alors que la mesure expérimentale de

(v1vg)
K

permet d’estimer I'une des constantes du modele K — &.

8 En explicitant, toujours avec le modele K — & I’équation d’évolution de la dissipation, établissez
une relation entre la constante de von Karman x et les constantes o., Ci., Co. et C, du modele
K — . Vérifiez que cette relation est approximativement satisfaite par les constantes du modele

données dans le cours 8.

36. On dit aussi « sous couche inertielle », ou encore « région de recouvrement », puisque I’écoulement extérieur
se fait sentir a la limite de cette région. En anglais on dit ‘overlap layer’.

37. ‘Buffer layer’ en anglais.

38. Ces constantes correspondent aux valeurs « standard » du modele K — ¢ elles ont été déterminées en prenant
en compte de multiples « contraintes », toutes celles-ci ne pouvant étre exactement satisfaites.
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Fig. 6.4 — Visualisations de lignes d’émission par fumée dans des expériences de turbulence derriere
une grille placée dans une soufflerie, & Reynolds modéré (a) et tres élevé (b). Ces visualisations ont été
obtenues par H. M. Nagib de I'Tllinois Institute of Technology, et sont disponibles sur sa page web (indexée
sur Google).

Exercice 6.4 Modéle K — ¢ de turbulence de grille et mesure de la constante Cy

On considere une turbulence de grille, comme représenté sur la figure 6.4. Dans le plan z1 = 0
est disposée une grille étendue dans les directions xs et z3. L’écoulement moyen est dans la zone
d’intérét, derriere la grille, uniforme,

V:‘/iél.

L’expérience montre que la turbulence est stationnaire, et que son intensité, au sens de la définition
(6.7), est de lordre de 5% au maximum. On s’intéresse a la décroissance de I’énergie cinétique
turbulente derriere la grille. On utilise pour cela le modele K — e. On suppose que les termes de
diffusion visqueuse et turbulente sont négligeables.

1 Explicitez les équations d’évolution de I’énergie cinétique turbulente et de la dissipation.

2 Les expériences indiquent que, a partir d’une certaine distance § de la grille, I’énergie cinétique
turbulente décroit de fagon algébrique,

K = Ko (z1/0)™ avec n = 1,09.

Montrez que ceci est cohérent avec le modele K — ¢, et permet une « mesure » de la constante
Coe.

3 Justifiez a posteriori que les termes de diffusion et dispersion sont négligeables dans les équations
de I’énergie cinétique turbulente et de la dissipation.
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Probléme 6.2 Ecoulements en tuyau : cas laminaire et turbulent en modéle K — ¢
[Q’apres le test de mars 2013]

On étudie les écoulements d’un fluide newtonien dans un tuyau d’axe Oz, de rayon a et de
grande longueur L, de sorte que l'on considere seulement des écoulements établis. On utilise les
coordonnées cylindriques (r,0,z), et les notations du cours. On rappelle que I’écoulement lami-
naire

v =u(re, = U (1-r*/d*) e,

et que 'opposé du gradient axial de pression motrice Giay, = 4nUp/ a® avec Uy la vitesse maximale
de ’écoulement.

1l.a Calculez la vitesse débitante Vg en fonction de Uy, et exprimez le coefficient de perte de charge

Alaun - 4aGlam/(p‘/02>

en fonction du nombre de Reynolds Re = 2Vja/v construit sur Vj et le diametre 2a. Quelle est la
relation entre ce nombre de Reynolds et celui construit sur la vitesse maximale Uy et le rayon a,
R ="Uya/v?

1.b Calculez la contrainte pariétale de frottement 7, = —7,., T étant le tenseur des contraintes
visqueuses évalué sur la paroi du tuyau. Montrez sa proportionnalité a G,,. Commentez.

1.c Calculez la vitesse de frottement correspondante v, = /7,/p. Exprimez la en fonction de Uy

et R seulement. Commentez.

On veut calculer les champs moyens d’écoulements turbulents établis a ’aide du modele
K — e. L’écoulement moyen
V =U(r)e,,

et toutes les propriétés moyennes de I’écoulement d’intérét, sauf la pression motrice moyenne, sont

supposées ne dépendre que du rayon cylindrique 7.

2 Calculez, de facon intrinseque, les tenseurs YV et ﬁ(V), partie symétrique du précédent 3.

3.a Ecrivez de facon intrinseque I’équation de Reynolds, en faisant apparaitre la pression motrice
moyenne P et la viscosité dynamique turbulente nt = pvt. Montrez que le terme de diffusion
moléculaire et turbulente, en div T pour T bien choisi, peut s’écrire sous la forme d’un seul terme

proportionnel a €.

3.b A Dlaide des composantes radiale et azimuthale de cette équation, montrez que P est la somme
d’une fonction de 7, ne dépendant que de K (r), et d’une fonction II(z).

3.c A l'aide de la composante axiale de I’équation de Reynolds, montrez que II(z) est de la forme
po — Gz avec G constant. Quelle est la signification physique de G, supposé strictement positif?

3.d En intégrant une fois la composante axiale de I’équation de Reynolds, établissez une équation
liant 7, nt, U(r), r et G. Comparez la & I'équation correspondante du cas laminaire et commentez.

39. Vous pourrez noter U’(r) la dérivée dU(r)/dr, de méme pour les autres quantités moyennes, 1'usage du ’ pour
ces champs étant sans ambiguité.
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4 On admet que la composante axiale de I’équation de Reynolds est valable jusqu’a la paroi. Que
vaut & cet endroit n¢ ? Déduisez-en la contrainte pariétale de frottement moyenne 7, = —7..(V),

7(V) étant le tenseur des contraintes visqueuses moyen. Commentez.
5 Calculez VV : D(V).

6 Explicitez ’équation d’évolution de I’énergie cinétique turbulente modélisée, en y faisant ap-
paraitre trois termes seulement, dont vous rappellerez la signification physique. Vous prendrez
d’emblée o = 1.

7 Explicitez I’équation d’évolution de la pseudo-dissipation turbulente modélisée, en y faisant aussi

apparaitre trois termes seulement.

On utilise la vitesse moyenne au centre Uy comme unité de vitesse, a comme unité de longueur,
7 (resp. v) comme unité de viscosité dynamique (resp. cinématique). On note avec des chapeaux

les quantités adimensionnées, i.e.
0(F) = U@@)/Uy, 7' =n'fn = v'jv, etc..

8 En utilisant le gradient de pression motrice laminaire Gy, comme unité de gradient de pression
motrice G, Uy étant supposée la méme, adimensionnez ’équation de la vitesse axiale U établie
en 3.d. On néglige dorénavant, dans le coeur de 1’écoulement, la viscosité moléculaire devant la

viscosité turbulente.

9 On adimensionne 1’énergie cinétique et la pseudo-dissipation turbulente en posant
K(af) = U2 K@) et e(ar) = (Ud/a) EF) .

Montrez que ¢ dépend seulement de C, (constante du modele K — ¢), K , € et du nombre de
Reynolds R = Upa/v. Commentez la dépendance de 7 par rapport & R.

10 Adimensionnez ’équation d’évolution de ’énergie cinétique turbulente modélisée. Ne dévelop-
pez pas ’équation, mais gardez la sous la forme d’une somme de trois termes, sans remplacer ¢ par

son expression. Vérifiez que le nombre de Reynolds R apparait tout de méme dans cette équation.

11 Adimensionnez I’équation d’évolution de la pseudo-dissipation turbulente modélisée, en suivant

les mémes recommandations et indication.

12.a Afin d’écrire des lois de paroi sous forme adimensionnelle, avec les mémes unités, exprimez

dans un premier temps 7,, calculée question 4, en fonction de G=G /Glam- Commentez.

12.b Déduisez-en la vitesse de frottement adimensionnée v, = wv,/Uy avec v, = +/7/p. Vous

montrerez que U, ne dépend que de G et R.

13.a Exprimez la distance a la paroi xo, nulle a la paroi, positive dans le fluide, comme dans

I’exercice 6.4 du polycopié, en fonction de a et r.

13.b Si la coordonnée de paroi réduite y* = zov,/v est donnée, égale & yo, que vaut le rayon
adimensionnel correspondant 7y ? Vous montrerez que 7y ne dépend que de 9, G et R.
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14 On écrit comme condition limite sur U, en y* = yo,
U="Up=1vU"=uvK' hy+0),

avec x la constante de Von Karman, C' = 5. Etablissez la version adimensionnelle de cette condition,
U="U,en7 =7y : calculez Uy,

15 D’autre part, on écrit comme conditions limites sur K, en y™ = o,

v2 dK
K == K = p t _— = .
p vV CV ¢ dl‘g 0

Etablissez la version adimensionnelle de ces conditions, portant sur K ot dK /dr en 7 =Ty.

16 Enfin, concernant € on écrit, en y™ = o,

% = _ Y
£ = 6lp = — et df = T 3
XT2 T2 XT3

Etablissez la version adimensionnelle de ces conditions, portant sur € et de/dr en 7 = 7.

17 Comme les équations différentielles adimensionnelles obtenues sont non linéaires, on va les
résoudre numériquement. On regle G de facon & obtenir (7(?00) =1, en 790 = 1073 par exemple.
Justifiez ces deux dernieres équations.

Récapitulez alors toutes les équations différentielles adimensionnelles et leurs conditions limites,

en omettant momentanément les chapeaux.

18 On donne, pour R = 5600, le résultat du réglage évoqué % : G = 9,062. Avec yo = 30, donnez la
valeur numérique de 7, puis résolvez le modele & I’aide d’un programme Mathematica de structure

suivante 4! :

(*Nombre de Reynolds R et valeur de Gx) R= 5600; G= 9.062;
(*Modéle K-eps*) Cnu= 0.09; Ci= 1.44; C2= 1.92; sigma= 1.3; nut[k_,eps_]= Cnu ...

(*Conditions initiales en r = r0 données par les lois de paroix) yO= 30; rO= ...
chi= 0.41; Ulp= ... (1/chi Log[y0l+5); Klp= ...; epslp= ...; epsplp= ...;

(¥Point d’arrivée de 1’intégration*) r00= 107-3;

(*0Opérateur de dérivée par rapport & r*) Dr[f_]:= D[f,r]

sol= NDSolve[{eqU, egK, eqeps, CIU, CIK1, CIK2, CIepsl, CIeps2}, {U[r],K[r],eps[rl}, {r,r0,r00}]
Ulr_]= Replace[U[r],sol[[1]1]]

Constatez que |U(7o0) — 1| < 1074, et donnez la valeur précise de cette « erreur ».

19 Dans la zone de proche paroi 7 € [rp,1], justifiez qu’il est pertinent d’approximer (7(?) par la
fonction affine

O
U(T’) = Ulp;‘\oi—]_'

40. Obtenu grace a un programme itératif, plus sophistiqué que celui que I'on vous demande d’écrire.

41. Les points de suspension ainsi que la liste d’équations du NDSolve doivent étre explicités par vos soins.
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Représentez avec Mathematica*? le profil de la fonction U ainsi étendue & [T00,1], et reproduisez

ce schéma sur votre copie. Commentez.

20 Donnez 'expression analytique intégrale de la vitesse débitante dimensionnelle Vj) et adimen-
sionnelle Vj. Calculez la valeur numérique de Vjy dans le cas présent, a ’aide de la commande

NIntegrate. Commentez.

21 Calculez analytiquement le rapport entre les nombres de Reynolds Re = 2Vha/v et R = Upa/v,

puis numériquement Re pour le cas présent. Commentez.
22 Calculez analytiquement le coefficient de perte de charge
A = 4aG/(pVD) |

puis sa valeur numérique dans le cas présent. Commentez en effectuant des comparaisons, et

concluez.

42. Pour définir la fonction étendue on suggeére une commande de la forme Uc[r_]:= If[r<rO, U[r], Ulp

G./7¢. )]






Annexe A

Analyse dimensionnelle

On présente ci-apres une extension du tableau introduit dans Plaut (2015b) pour l'analyse
dimensionnelle, prenant en compte des grandeurs de nature thermique. Notez que Jannot (2015)
par exemple distingue ’énergie thermique ou quantité de chaleur @ de I’énergie mécanique E. Nous
ne ferons pas cette distinction, pour simplifier, mais elle est parfois utile.
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Annexe A Analyse dimensionnelle

Grandeur Notation - Définition | Fonction de dimensions Unité SI, symbole
Masse m m! kilogramme, kg
Longueur 14 o metre, m
Temps t tt seconde, s
Masse volumique p=d*m/d*z ml (=3 kg/m?
Vitesse v=dzx/dt ot m/s
Accélération g =dv/dt 2 m/s?
Force F=mg mb gl 2 Newton, N = kg m/s?
Couple I'=F¢ mb £2 ¢72 Nm = kg m?/s?
Pression, Contrainte p,o=F/S mb 1 72 Pascal, Pa = kg/(m s?)
Energie E = $muv? mt 2 ¢72 Joule, J = kg m?/s?
Puissance P =dE/dt ml 2 ¢73 Watt, W = J/s
Coeflicient
de tension superficielle v=F/¢{ ml t=2 N/m = kg/s?
Déformation €= 0x/0X 1
Taux de déformation D = 0v/0x t1 s71
Viscosité dynamique n=o/D O kg/(ms) = Pas
Viscosité cinématique v=mn/p 2R m?/s
Débit volumique qg="uvS AN m3 /s
Débit massique ™m = pq mb ¢! kg/s
Température T ou @ o1 Kelvin, K
Capacité calorifique c=¢;)T 212071 J/(kg K)
Densité de flux de chaleur Depal = Q/S mt3 W /m?
Conductivité thermique A =B/ (VT) met3 9! W/(m K)
Débit calorifique ge =1 c=Q/0T m 23 671 W/K
Tab. A.1 — Fonctions de dimensions et unités dans le systéme international (SI) des principales

grandeurs rencontrées en thermomécanique des fluides. Les noms des grandeurs et unités fondamentales
sont donnés en caracteres gras.



Annexe B

Phénomenes de dispersion d’ondes

Pour appréhender les phénomenes de dispersion d’ondes, on considere un systéme unidimen-
sionnel et des ondes linéaires (de petite amplitude, que 'on peut superposer sans surprise) de
« relation de dispersion »

w = fréquence angulaire = w(k = nombre d’onde) . (B.1)

On considére un « paquet » (une superposition) de telles ondes, de nombres d’ondes proches de k,

donné par
C(at) = / Ak +q) elltaz=wktat] g 4 (B.2)
qeV(0)
Effectuons autour de k un développement limité de la fréquence angulaire, suivant
wk+q) = wk) + J'(k) ¢ + O . (B.3)
—~— ——
wo vg (k)
Il vient
C(ait) ~ Axt) eFr=wot) 4 e (B.4)
olt etkz=wot) gt une « porteuse » oscillant rapidement et par contre

A(zt) = / Ak +q) eler—ve®atl gq — B(x — vy(k)t) (B.5)
q€V(0)

ne contient que des modes de Fourier de petit nombre d’onde ¢; c’est donc une « enveloppe
lentement variable ». L’équation (B.5) montre que les « modulations de la porteuse » caractérisées
par I'enveloppe se propagent a la vitesse de groupe

dw
Des ondes sont dispersives si différents paquets d’ondes k centrés sur différents nombres d’ondes
ont des enveloppes se propageant a différentes vitesses de groupe, ce qui entraine une perte de
cohérence progressive des paquets les uns par rapport aux autres. Cela est donc si et seulement si

vy dépend de k et cela équivaut a avoir une vitesse de phase
w
o) = & (B.7)
qui dépend de k.

On le montre par contraposition : avoir des ondes non dispersives équivaut a avoir

d
vg(k) = d—: = constante = ¢ <= w=ck <= v, = % = c¢ indépendant de k .






Annexe C

Eléments de correction des exercices
et problemes - Compléments

Ces éléments de correction sont essentiellement destinés & vous permettre de terminer et
rédiger a posteriori les TDs chez vous, tout en étant sur des résultats finaux. De plus des complé-
ments sont parfois donnés. Enfin des éléments de solution d’exercices et probléemes non traités en

TD (typiquement, ils correspondent a des sujets de test) sont aussi donnés.

C.1 Corrigés du chapitre 1 - Bases

Exercice 1.1 Estimation de la poussée d’un moteur fusée

1.a Ecoulement stationnaire.
1.b Qliquides < Qgaz = 9600 II13/S.

2 3
& Liquid Rocket Engine e
Combustion 1

Fuel Oxidizer Pumps Chamber
\ \ A / Exhaust

V = Velocity
m = mass flow rate
p = pressure

Thrust= F =m V. + (P.-P;) A,

4 Terme moteur principal : 'V, ~ 100 tf (« tonne-force »).

Terme résistant faisant la différence entre poussée au niveau de la mer (inférieure) et poussée en
altitude (supérieure) : p.Ae ~ 24 tf.

Complément : ce moteur assure la poussée pendant la deuxieme phase de vol des fusées Ariane,

apres largage des deux boosters a poudre latéraux, méme s’il est allumé des le début.

Exercice 1.2 Propulsion de fusées ou vaisseaux spatiaur idéaux

lam— = —V., = |0V = V.In(mg/mq) |, équation dite « de Tsiolkovsky ».
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1.b me/mpe = exp(0V/Ve) —1 = 11,281 §V =10 km/s.

La masse d’ergols est plus de 11 fois la masse des systemes et infrastructures et charge utile. Géné-
ralement, la masse d’ergol augmente tres rapidement avec le rapport §V/V i.e. avec I'incrément de
vitesse normalisé par la vitesse d’éjection. Aussi, plus V. est élevée, moins on a besoin d’ergol pour
atteindre un 0V donné : on a intérét a avoir des V. les plus élevés possibles. Tout ceci explique le
cotlit élevé d’'une mise en orbite, sachant de plus que le modele étudié ici est tres idéalisé.

l.c t1 = (mpe/m) [exp(0V/Ve) —1] = 358 s = 5 min 58 s, soit un temps relativement court,
di au fait que le modele est tres idéal. De plus

me = 895t = mg = 97,5¢
soient des masses tres élevées, en lien avec le commentaire fait a la question précédente.
2.0V = V(i) = =Veln(1 —t/7) — gt avecT™ = mo/mh = t1 + mpe/m > t1, tel que

V(t) — 400 quand t — 77, si la formule est utilisée jusque la. Comme t;/7 < 1 on a bien

1 —t1/7 > 0ie. V(t) est réguliere et finie jusque t = t;.

2b 7 =390s = t1+32s = 6 min 30s.

2.c Ve [0h], V() = (E—g>t + Vefn .
T - nt"

V(t) est positive aux temps courts ssi

V.
f—g>0 — F=mV. > mgg,

qui exprime que la poussée du moteur doit étre supérieure au poids de la fusée au décollage. Avec
les valeurs de 1’énoncé, on a bien F' = 1000 kN > mg g = 956 kN .

2.d Avec Mathematica on obtient exactement :

6 0.8 1.0

0.0 0.2 0

4 0.
t/t

La fusée qui s’allege progressivement accélere progressivement. A cause de la pesanteur, la vitesse
finale V(t1) = 6,49 km/s est tres inférieure a la vitesse de mise en orbite basse 10 km/s. On a
donc besoin de plus de poussée : la fusée équipée d’un seul moteur Vulcain, étudiée ici, n’est pas
suffisante pour mettre des charges en orbite. De fait, on utilise en général dans une premiere phase
du lancement des boosters a poudre plus puissants.

3 1. En réalité les termes de pression d’éjection et pression extérieure dans la poussée existent,
et devraient étre pris en compte. Cependant ils ne sont pas prépondérants, i.e. modifient la
poussée de « seulement » 25%.
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2. L’air frotte sur la fusée, i.e., il existe une force aérodynamique (de trainée, essentiellement)
totalement oubliée ici. Sa prise en compte n’est pas simple car ’écoulement de 'air autour
de la fusée est rapidement supersonique, et la structure de cet écoulement compliquée.

3. Enfin la trajectoire de la fusée est peu rectiligne, car elle doit lancer sa charge, typiquement
un satellite, en lui communiquant au moment ot elle la lache une vitesse horizontale et non

verticale.

Compléments sur ’exercice 1.2

e En lien avec la remarque faite en 1.b, comme quoi on doit rechercher des V, les plus élevés
possibles, on comprend l'intérét de propulseurs a plasmas, dans lequels on peut atteindre

Ve ~ 20 km/s.

e En lien avec la remarque faite en 2.d, comme quoi on doit utiliser des boosters a poudre au
lancement, dans le cas de la fusée Ariane 5 par exemple les deux boosters fournissent chacun
une poussée de 'ordre de 5000 kN, i.e. a eux deux ils sont aussi puissants que 10 moteurs
Vulcain. On recommande sur ce sujet la page Wikipédia « Ariane 5 ».

Exercice 1.3 FEstimation des poussées de turboréacteurs simple et double flux

1 Approximations :
e on néglige 'effet des instationnarités;
e on suppose qu'aux interfaces solides - gaz dans le moteur, les taux d’évolution de quantité
de mouvement sont en moyenne faibles ;
e on néglige les taux d’évolution de quantité de mouvement au niveau des injecteurs de kéro-
séne, comme 1y, < mg (question 4)
= dp/dt se réduit au terme de bord, les seules surfaces en lesquelles les taux d’évolution de
quantité de mouvement importent = la section A; d’entrée de lair ingéré et A. d’échappement par

b // V(v -M)d*S + // pv(v-m)d>S .
dt A; Ae

Si x = direction de la vitesse incidente de I’air, en faisant 'approximation que les vitesses de 'air

la tuyere :

admis en A; et des « gaz brilés » éjectés en A, sont quasi uniformes,

dp

E =~ _mO‘/OéJ: + me‘/eém = (me‘/e_m()‘/())éxa (Cl)

différence entre le taux de gain de quantité de mouvement en sortie et le taux de perte de quantité de
mouvement en entrée. Comme . > 1 et Ve > Vj, les gaz accélerent dans le moteur, dp, /dt > 0.

2 Bilan des forces extérieures :

e on néglige le poids, les fluides essentiellement gazeux étant peu denses;

les forces au niveau des injecteurs de kéroséne sont supposées peu intenses donc négligées ;

e pressions en amont et aval sont ~ les mémes, sections en A; et A, ~ disques de diametres
similaires
= la force due a la pression amont est a peu pres compensé par celle due a la pression

aval ;

la force dominante est donc celle exercée par le moteur sur les fluides
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= Fmoteur — fluides - (02)

S

Principe d’action - réaction
- Fﬂuides — moteur — _Fmoteur — fluides — — (me‘/e - m()‘/())éx . (03)

Comme les fluides sont accélérés vers la droite (direction x, en référence a la figure) i.e. poussés

vers la droite, par réaction le moteur est poussé vers la gauche i.e. en avant.
3 Avec M masse du moteur,

_ dp
0 = moteur
dt

Frontiere du moteur en contact avec ’air ambiant ~ cylindre de révolution d’axe ’axe moteur, car

= Mg + Fbras — moteur T Fﬁuides internes — moteur T Fair ambiant — moteur -

e les sections A, et A; sont de diametres proches ~ diametre de I’enveloppe solide du moteur ;
e '« emprise » du bras peut étre négligée de par sa taille « modeste ».
Air ambiant ~ fluide parfait = n’exerce que des forces normales de pression, de résultante nulle
par symétrie axiale.
Principe d’action - réaction

- Fmoteur — avion — _Fbras — moteur == ME - (me‘/e - movb)éa: .

On décompose naturellement cette force en poids + poussée,

Fmoteurﬁ\ avion =~ Mg — Fe, avec F = mVe—moWp |. (04)

Effet de « réaction » des fluides internes, accélérés dans la direction x, donc « accélérant » 'avion
dans la direction —zx. Par rapport au cas d’un moteur fusée, on n’a pas d’effet de la pression
extérieure, due a la géométrie « ouverte » du moteur d’avion, bien différent de ce point de vue du

moteur fusée.

4

F o~ (Ve = Vo) |- (C.5)

5 Avec des approximations analogues a celles posées question 1, pour les fluides internes au moteur,

dp d d ) . . .
d—It) ~ %éa; avec % ~ —m Vo — mVo + meVe + myVy,

somme des taux de perte en entrée de quantité de mouvement des flux chaud (rm.V}) et froid
(mfVh), & comparer aux taux de gain en sortie de quantité de mouvement des flux chaud (7i.Ve)
et froid (ryVy). Comme 1, > 1. , Ve > Vo , Vi > Vo, dp,/dt > 0, les fluides sont accélérés par
le moteur.

D’autre part, avec exactement les mémes approximations qu’en question 2,

dp —

-0 = Fmoteur — fluides -
dt
Principe d’action - réaction et décomposition poids + poussée

dpy

= Ffuides — motewr =~ —F€; avec F = E

~ —m. Vo — Vo + meVe + mypVy . (C.6)
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F ~ F,. + Ff avec F. = mc(‘/e—Vo) et Ff = Thf(Vf—Vo) s (07)

a comparer a la formule (C.5) de la poussée d’un turboréacteur simple flux. Cette poussée (C.5)
correspond dans le cas double flux (C.7) a la poussée F. , l'intérét est I'ajout de la contribution
Fy due au flux froid, qui permet d’augmenter nettement la poussée (comme on va le voir dans
Papplication numérique) pour un cotit énergétique raisonnable.

7

F ~ —moVp + m.Ve + binVy |. (C.8)

8Bac = \/yYRT/M = Vj =08c = 240m/s.
8.b s = b, = 1334 kg/s , d'ou

F. = 60kN, F; = 147kN — F = F. + F; = 20,7kN. (C.9)

L’essentiel de la poussée, 71% ici, est produite par le flux secondaire, ce qui montre bien son

importance.

Compléments sur ’exercice 1.3 :

e Cette poussée n’est pas la poussée maximale du moteur, de 'ordre de 100 kN, utile au
moment du décollage.

e Cependant le moteur est bien « optimisé » en fonction du régime de croisiére, qui est le
régime de fonctionnement normal et principal du moteur.

e Non seulement, les turboréacteurs double flux ont un meilleur rendement que les turboréac-
teurs simple flux, mais, de plus, le fait d’« isoler » le jet rapide issu de la tuyere dans le jet

cylindrique moins rapide du flux secondaire diminue sensiblement le bruit.

Exercice 1.4 FEcoulement laminaire dans un tuyau

1.a Ecoulement de Hagen-Poiseuille :
v = Wl —-r?/d®)e, avec W = Ga*/(4n) <+—= G = 8yV/d*.

l.c p = po — (G+pgsina)z.
2 V=W/2

3 17, = 2nW/a.

4 7, = Ga/2.

1/7\6 _2/7\3

L 2
5.a 0H = = A= —
pg 2a 2g

64 Vd
avec A = — si Re= Re; = — avec d = 2a.
Re v

P dissipée

5.b Il s’agit de vérifier par calcul direct de la dissipation visqueuse que 6 H =
mg
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Probleéme 1.1 Etude d’écoulements de Couette cylindrique - Applications

1 Composante axiale de I’équation de Navier-Stokes =— p = p(r,0).
Composante azimutale de I’équation de Navier-Stokes = p = F(r) 0 + G(r) .
Or p doit étre invariante sous 0 — 6 + 27...

B Qa? Qa2b?

2 V(T) = a’f’—i-;, o = —m7 5 = m
2 2 ~N

3 p(rz) = p (0177,2 + 2afInr — o gz) + v, 2z = M.
2 2r2 pg

4 Thoteur = 47Tﬁh77'
5 Petit inter-rayon.

6 Si on tourne trop vite, ’écoulement ne sera plus laminaire — instabilités voire turbulence,
cf. le complément 1.1.
7.1 Pdissipée = 47T6h77 Q = Puoteur-
7.2 Photeur = 33,5 mW.
dE;
dt
9 Pdissipée ~ 34 mW tres faible.
d7T _ Pdissipée
dt mc

8

= Pdissipée + Q

~ 107 K/s négligeable.

h 3
10.1 Pyissipse = 27rn%Q2 grande quand d petite ou {2 grande.

10.2 Plissipée aux paliers =~ 3,4 MW non compléetement négligeable, de I'ordre de 0,3 % de la puissance
de la tranche. Il faut installer des circuits de refroidissements performants capable d’évacuer
en permanence 340 kW /palier.

C.2 Corrigé du chapitre 2

Conditions d’interface, tension superficielle

Probleme 2.1 Lubrification d’un écoulement en tuyau de fluide trés visqueux

= Vv = v(re. ®6,.

ol

1

2 (év) ¥ = 0.
o D 1
3Vp =mnAve, = pnedépend quedez et %(z) =i %(T%)(T) .

Comme les variables r et z sont indépendantes, ces fonctions sont constantes dans chaque domaine

dp 1 d/ dvu
31 1l e At L 7( 7) ’
— constante G, telle que Vr € [0,r1] dz (2) Gy m r dr r dr (r)
dﬁ _ o 1 d dvg
et 31 constante G2 telle que Vr € [rq,a], @(2) = =Gy = s %<rﬁ>(r) ’

soient des équations différentielles ordinaires linéaires inhomogenes d’ordre 2. La résolution de
chacune introduira 2 constantes d’intégration = besoin de quatre conditions limites.
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4.1 Loi de comportement ' : dans chaque fluide i = 1,2 :

= = = = dvi . _ o .
o, = —pil + 2n,D; = —p;1 + md—yj(ez(@e,«—i—er@ez),
_ _ —_ _ d’Uii
n=e = Ti= pe + e
r
_ d’l)g dUl _ .
= (n—p2)er + (7725—771%)% = %er en r=rq. (Cldyn)
(Cldyn) -€, <= cond. de saut de pression imposé p; —py = X en r=r;
™
_ . . N . dUQ d’Ul
(Cldyn)-€, <= cond. sur les gradients de vitesse a l’interface = =Mmo-oen r=ry.
r r
4.2 p; = pi + pigZ = pi + pig(xcosa+ zsina) = —Giz + py = pi=..

Condition de saut de pression imposé —

Y,y tels que 2°+y* =7}, Vz € [0,L], (G2—G1)z + (p2—p1)g(x cos a+zsina) + por—poz2 — rl =0.
1

Nullité du coefficient de * = puisquecosa # 0, | p2 = p1 |. Si I'un des fluides était plus

lourd que l'autre, il aurait tendance a s’écouler vers la partie basse du tuyau <— ’hypothése que
les deux fluides ont la méme densité permet d’assurer que les effets de la pesanteur,
qui introduisent en général une anisotropie dans une section droite du tuyau (sauf si cosa = 0),
ne perturbent pas l’axisymétrie de l’écoulement.

Nullité du coefficient de z =— Gy = G = G|

Nullité du coefficient constant — po1 —Po2 = p1—p2 = /r1 | du a la courbure de

cette interface et a sa tension superficielle.

43|69 = pi(z=0)—piz=L) = GL| <= |G = &p/i

e condition d’adhérence a la paroi
va(a) = 0; (C.10)

e condition de continuité des vitesses a l'interface i.e. d’adhérence des deux fluides l’'un a

Pautre, qui est I'une des conditions cinématiques a U'interface,

va(r1) = wvi(r1) ; (C.11)

e condition de continuité des contraintes tangentielles qui est une composante de la condition
dynamique a I'interface,

nevs(r1) = moi(r) ; (C.12)

e condition en r =0

v1 et toutes ses dérivées sont finies en r = 0. (C.13)

1. On souligne I'indice ¢ lorsqu’il apparait deux fois, pour bien montrer que ’on ne fait pas une somme sur cet
indice.
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2 21 1
— vle—G—T avec VlzG—a—F%(———),

dm 4ne 4 \m m
G Ga?
UQ:VQ——T avec sz—a
4no 4o

6 r1 =0 <— écoulement de Hagen-Poiseuille du fluide 2 seul...

Gra?r? Grrd /1 1 Gr(a? — r?)?
7Q1: 1+ 1(7—7> QQZM
4npo 4 \2m 82
G 4
8.1 g0 = 8” Q1 = 2R2M + R1-2M)
m

Onabien R=1ie.rm=a — @Q1=1.

82 M >1 = dQ;/dR s’annule et change de signeen R = R,, = 1/4/2—-1/M

= Q1(R) croissante sur [0,R,,] puis décroissante sur [R,,,1]; maximum atteint en R = R,,
M2

2M —1

maxQi = Qum =

M =1000 = R, ~0,71 et Q1m =~ 500 dou la figure C.la. On constate qu’en diphasique
le débit du fluide 1 (le plus visqueux) est le plus souvent supérieur et méme tres supérieur a ce qu’il
serait en monophasique pour la méme perte de pression motrice «— effet de « lubrification ».

9.1
G*L~w 11 4
) 6P = A1)y }
(Q1 Q2) D 3 |: 1(771 1”2>
= = 2 2,2 [ — 2L 4
Dans le fluide 1, D : D = f(v’l(r))Q = G 2 = 2 /// D:Dd’z = L UiE
) 827712 2 28771 4 4
=0 2 = L —
Dans le fluide 2, D : D = = (vh(r))? = Gi’; — 27,2/// D ddp = GLmla o),
4 87}2 Do 8772
9.2 Sirp=a

(222) < q1 5]/7\ = Pdissipée <~ m g 0H = PdiSSipée
comme dans le cours.

3 (2.22) est un bilan de puissance : la puissance des efforts extérieurs injectée dans

I’écoulement, par exemple par une pompe qui met en pression les fluides

P = (q1 +q2) 0p = Puissipée

par les efforts intérieurs i.e. les contraintes visqueuses.

8 Lg? wa*P
10.1 P = — = = 0,326 1
mat 1 8n1 L /s
en prenant 172 = 7eau 2 200c = 1072 Pa s. C’est un débit tres faible, compte tenu de la puissance

injectée qui n’est pas négligeable si cet écoulement doit étre entretenu de facon « permanente ».
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10.2 Hypothese go < ¢1 raisonnable puisqu’avec r1 = 0,92a le fluide 2 a peu de place pour
s’écouler. En négligeant 7o devant 7,

_ op mri(a® —r})
qQ = AL
donc (2.22) donne
N 4 Lg? nri(a? —r?)P

12

5 — Q1 = 5251/s ~ 16 ¢

4’/72 L

10.3 En négligeant toujours 70 devant 71, la vitesse du fluide 1 au centre de la conduite

i ~ M o~ q—lg = 2,19 m/s. (C.14)
4no T
Comme v; < Vj dés que r > 0, pour que la valeur moyenne de v soit approximativement égale a V;
il faut que les corrections v; — V] soient tres faibles : I’écoulement du fluide 1 est pratiquement
uniforme dans tout D;.
D’autre part

va(r) = Va(1—R?*) avec Vi ~ Vi/(1— R?) (C.15)
en vertu de la condition de continuité de la vitesse en r = r; i.e. R = R; = r1/a. Numériquement
Vo ~ 14,3 m/s . (C.16)

On a de forts gradients de vitesse dans le fluide 2 (figure C.1b). La comparaison des
expressions de P obtenues ci-dessus montre que dans I’écoulement diphasique les déformations,
a lorigine de la dissipation visqueuse de puissance, se concentrent dans le fluide 2
le moins visqueux situé a l’extérieur, donc, par rapport a I’écoulement monophasique de
référence, on a un écoulement beaucoup plus rapide avec la méme puissance de pompe.

Compléments sur le probleme 2.1

A Le nombre de Reynolds de 1’écoulement monophasique de référence calculé question 10.1
Re = 2qp/(man1) = 6,9 en utilisant p = peay  200C-

On peut donc bien supposer que cet écoulement monophasique est laminaire, ce que 'on a fait
implicitement. Une estimation du nombre de Reynolds correspondant a I’écoulement diphasique
calculé question 10.2 est

Rediphasique ~ 16 Remonophasique ~ 110

ce qui reste suffisamment petit ; on peut donc penser que cet écoulement laminaire aussi sera réalisé.

B On peut calculer rigoureusement 1’écoulement monophasique décrit dans la question 10.2. Pour
cela il faut juste accepter une étape de calcul supplémentaire, celle du gradient de pression G a
partir de I’équation (P). En effet on en déduit

2 4
GLW[ +a}:P

m 712 72

~1/2

8P 1

= o= EE -0+ L] = sorram.
L moon2 72

(1 +q2) op =
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(a) (b)

r/a
1.0
0,
500 0.8
400
[ 0.6
300 [
[ 0.4
200
100; 0.2
07 L L L L R ) ) ) ) v [m/S]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Fig. C.1 — Pour M = 1000. (a) : Débit réduit en fonction du rayon réduit. (b) : Champ de vitesse (trait
noir et fleches) de ’écoulement diphasique calculé question 10.3. En lien avec le complément B on a aussi
représenté en rouge le champ de vitesse calculé sans aucune approximation.

On a alors
Gra®r? Grri /1 1
- v (———):5,0318
« 4mz 4 \2m /
qui est proche de ’estimation, et
Grla? — 12)2
o = DT s 1/s = 0,090q;

82

qui est bien négligeable, en premiere approximation, devant ¢;. D’autre part

2 2 2
B :

Vi = T 1 =211lm/s et Vo = — = 13,7m/s (C.17)
en cohérence avec (C.14) et (C.16). Enfin le tracé des fonctions vy et vy donne le graphe rouge sur
la figure C.1b, qui est bien proche du graphe noir basé sur les approximations de la question 10.2.

C Dans le cas ou le fluide le plus visqueux est a l'extérieur, i.e. M = n;/n2 < 1, on a au contraire
une réduction du débit en diphasique. Ceci peut s’établir en revenant a I’étude a perte de pression
motrice fixée de la question 8. D’apres

Q1 = 2R*M + R'(1-2M),

lorsque M < 1 la fonction Q1(R) est croissante sur [0,1], et a une allure tres différente de celle
représentée sur la figure C.1a...

D L’effet de lubrification mis en évidence ici existe dans les canaux naturels de certains gisements
pétroliers, ou le pétrole est chassé par de l'eau additionnée de tensio-actifs, de sorte que cette
eau mouille bien les parois rocheuses et ne se mélange pas au pétrole . Il peut aussi exister dans
certains procédés de co-extrusion.

2. Je remercie Mikhail Panfilov du Lemta pour une discussion sur ce sujet.
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C.3 Corrigés du chapitre 3 - Modele du fluide parfait

Probléme 3.1 Ecoulements plans produits par un gradient de pression oscillant
1 (?V) -¥v =0, on a donc affaire & un probléme linéaire.
2 p=—-Grcos(wt) + pazm + Pcos(wt) — pgy avec G = P/L.

3.1 v = Vsin(wt) avec V = G/(pw) : oscillations en bloc du fluide. Le déphasage entre 1'oscil-
lation de pression et 'oscillation de vitesse correspond a un retard de celle-ci, di a ’tnertie du
fluide. Inertie aussi visible dans le dénominateur en pw dans I’amplitude des oscillations de vitesse :
plus le fluide est lourd moins il oscille; plus les oscillations de pression sont rapides
moins le fluide oscille, car il ne peut suivre en masse des oscillations trop rapides.

v
3.2 u = —[1 — cos(wt)]e, : oscillations en opposition de phase de la position par rapport a la
pression, caractéristiques d’une réponse mécanique G une force, cf. I'’équation que 1’on écrirait

pour un point matériel

P
dt?

E
m = F = Fycos(wt) <= x = — 0 cos(wt) + constante .
m

w2

Toutes les « particules matérielles » du fluide parfait réagissent ainsi comme des particules « iner-

tielles » indépendantes.

4.1 De maniere générale, v vérifie une équation aux dérivées partielles a coefficients réels de la

forme

Lv = G cos(wt) (C.18)
ou L est un opérateur différentiel. Si on admet que 'on peut trouver une solution en complexes,
telle que

Lov, = G et

3

alors par conjugaison de cette équation
* —iwt
Lv, = Ge ,

donc, par demi somme de ces deux dernieres équations, v = Rev. est bien solution de ’équation
réelle (C.18). Au final, ici,

ve(y) = iV [M—l} avec k = % = (1+i)\/g.
4.2 Siv — 400 alors k — 0 donc v.(y) — L;ijV(l — 2/ = b;?(l — 32 /b),
profil d’écoulement de Poiseuille avec une amplitude d’autant plus petite que n est grande.
4.3 V., =V [‘mrzl;ék:b) — 1]. Siv—=0alorsk = K(1+1i)avec K = \/W devient grand
en module, i.e. K — 400, dou V., ~ —iV <1 - k:lb) — —iV .

3. L’étoile désignant la conjugaison complexe.
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En moyenne sur y, le comportement d’un fluide faiblement visqueur est semblable a
celui d’un fluide parfait. Ceci est vrai si kb > 1 i.e. w > v/b?, soit naturellement la relation
d’ordonnancement qut permet de négliger le terme visqueux dans l’équation de Navier-
Stokes devant le terme inertiel de dérivée de la vitesse par rapport au temps.

4.4 (bVYw)/v = 31100 = V. ~ —iV = —32i um/s.

4.5 Courbes de v(y,t = 7/(2w)) en faisant varier la viscosité v de 1072 m? /s (trait le plus épais) &
1079 m?2/s (trait le plus fin), en passant par les valeurs (1073, 10=%, 1075) m?/s; on passe donc de

traits épais a fins d’une situation dominée par la viscosité a une situation dominée par l'inertie :

vlpm/s]

Des couches limites se mettent en place pour réconcilier la solution de type « fluide parfait »,
valable & haute fréquence ou faible viscosité et pas trop prés des parois, avec les conditions d’adhé-
rence au bord.

Exercice 3.1 Modes de ballottement d’une cuve rectangulaire

1 A cause de Iisotropie du probleme dans le plan xy, on peut superposer des solutions de la forme

n=Acosk-X-—wt), ¢ = A sin(k - X — wt) cosh(kz)

v
e sinh (kh)

avec k = ge, + pey le vecteur d’onde, k = ||k|| le nombre d’onde, w = w(k) donnée par la relation
de dispersion (3.27). Une onde stationnaire s’obtient en superposant une onde droite et une onde
gauche (w— —w),

n = Acos(k-X—wt) + A cos(k-X+wt) = 24 cos(k-X) cos(wt) , ¢ = ...,

mais on ne peut alors satisfaire toutes les conditions limites latérales. L’idée est de superposer 2
ondes stationnaires de ce type, 'une avec k = ge, + pey, 'autre avec kK = ge; — pey. On obtient
alors

n = 4A cos(qx) cos(py) cos(wt), ¢ = ...,

et les quatre conditions limites latérales peuvent étre satisfaites si

neN, meN telsqueq:nz, p:m%.
a

On a donc quantification du vecteur d’onde

— m_ m_
k = n—e, + mgey avec  m,n € N, non tous deux nuls,
a
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et quantification des fréquences angulaires
Wnm = "‘J(T‘-\/(n/a)2 + (m/b)2) :

2 W%,o = g(m/a)tanhm analogue & une fréquence de type « pendule » w? = g/l ; le mécanisme
d’oscillation est d’ailleurs analogue!... fiop = 0,88 Hz +— T19 = 1,1s.

Probléme 3.2 Etude détaillée d’ondes de surface en eau profonde

1.a Potentiel comme proposé dans I’énoncé car mode normal onde pure.

Conservation de la masse <= Ap=0 = &(2) = a; e +a_e .
Vitesse bornée quand z — —00 = ®(2) = a et .
Condition cinématique a I'interface
Aw kz _:
= a = Aw/k = $ = - € sin(kz — wt) (C.19)
= |t = 5 = Aw €' cos(kx — wt) et v: = 5o = Aw €"* sin(kx — wt)
(C.20)

1.b On peut par exemple poser

Vy = Zf et v, = —ng = vV =7, AVY, (C.21)

qui conduit bien a I’équivalence

dy =0 et dXAVv =0 < dy=0 et (d)e,—0=0 <= dy=0 et dp =0.

On pourrait changer 1 en son opposé, ce serait aussi une fonction courant...
Par intégration des équations du systéme (C.21) on obtient par exemple

Y = % e cos(kx —wt) |. (C.22)

1.c On explicite la condition dynamique a l'interface, soit la condition de Laplace
p—p = ~diva. (C.23)

L’interface étant définie par z = ((z,t), on a
_ V(-9 _ = _ = 2 P 2 _ 2
= — = €,—(0zQ)€; + O(A*) = divih = Ak“cos(kx—wt) + O(A%). (C.24)
IV (z =)l
Le second théoreme de Bernoulli appliqué dans I’eau donne
= oft) — 9 _ z — v
p = pat Prg p 9
et dans lair p’ = S(¢) .
Donc, a lordre au plus A, (C.23) <
2

A
alt) — B(t) + pTw ¥ cos(kx —wt) — pgAcos(kx —wt) = Avk?cos(kx — wt) .



168 Annexe C Eléments de correction des exercices et probléemes - Compléments

Moyenne sur z € [0,\] <= «(t) — 5(t) = 0.D’ou

w? w2 g vk
P pg + vk = |c (k) k) (C.25)

Cette relation de dispersion correspond bien & celle du cours,

k
= (Z + ’yp) tanh(kh) ,

ol on avait toutefois une couche de liquide de profondeur finie h. Quand h — +oo, tanh(kh) — 1,
d’out la relation de dispersion (C.25).

2.ak = 0,126m ! .
Dans la formule (C.25),

% > ’);)k )
le rapport de ces deux termes est de 'ordre de 8 10%. On a donc affaire & une « onde de gravité ».
Ainsi
c = % = 884 m/s .

2bw =ck = L,1lrad/s = T = 27/w = 5,66s.
3.a Dans I’équation de Navier-Stokes, le terme visqueux associé a ’onde étudiée est proportionnel

AV = Avy, €, + Av, e, = A@éx + A@éz = 6A¢>éx + Miéz =0
ox 0z ox 0z

puisque ¢ est C"° et harmonique. Ce terme nul est donc bien négligeable.

a

3.b Si on prend en compte la viscosité de I’eau, on rajoute a la condition dynamique a I'interface
(C.23), récrite vectoriellement

(p—p)a = 5 div() @,
des termes de contrainte visqueuse de la forme nﬁ -n. Comme on a affaire a des ondes de gravité,
on va montrer que ces termes sont négligeables par rapport au terme de gravité dans p — p’, dont
Pordre de grandeur est pgA. En ordre de grandeur

nﬁ'ﬁ ~ 77%? ~ nkv ~ nk Aw

d’apres (C.20). On a bien

k k
Ankw < Apg car R = e _ PR 91078 .
P9 g
4 Les trajectoires s’obtiennent en résolvant
da k2(t)
il v (z(t),2(t),t) = Aw e cos[kz(t) — wt] , (C.26)
d
d{j = w(z(t),2()1) = Aw O sin[ka(t) — wi] , (C.27)

muni des conditions initiales
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Fig. C.2 — Dans le plan 2Oz, les coordonnées x et z étant indiquées en metres, lignes de courant et
vecteurs vitesses a t = 0 de l'onde de surface étudiée.

Soit un systéme de deux équations différentielles ordinaires non linéaires d’ordre 1 couplées, le
caractere non linéaire de ces équations est ce qui rend leur résolution analytique impossible.

5.a A laide de Mathematica, en utilisant aussi les options Contours, ContourShading, Plot-
Points et FrameLabel de ContourPlot, VectorPoints et VectorStyle de VectorPlot pour amé-

liorer la qualité du schéma, on obtient la figure C.2.

5.b A l'aide de Mathematica, en utilisant aussi quelques options de ParametricPlot, on obtient
la figure C.3a.

Chaque particule décrit 10 cercles dans le sens horaire, dont les centres se translatent progressive-
ment vers la droite, i.e. dans la direction de propagation de ’onde.

La particule la plus haute, partie de z = —1 m, a une trajectoire centrée sur la ligne z ~ —1,4 m,
avec des cercles de rayon Ry ~ 0,4 m, et une translation d’ensemble dx1 ~ 1,3 m.

La particule la plus basse, partie de z = —5 m, a une trajectoire centrée sur la ligne z ~ —5,25 m,
avec des cercles de rayon Ry ~ 0,25 m, et une translation d’ensemble dxs ~ 0,5 m.

Le fait que les trajectoires soient de type circulaire n’est pas étonnant, au vu du champ de vitesse
de la figure C.2. En effet, quand on raisonne a position fixée, et que le temps augmente, on doit
translater mentalement la figure C.2 vers la droite, d’oti un champ de vitesse « tournant » dans le

sens horaire.

6.a Par injection des développements de I’énoncé dans 1’équation (C.26) pour xz(t), on obtient
Aiy + A%y + O(A3) = Aw Vi[zo + Az + O(A?), 20 + Az + O(A?), 1]  (C.28)

avec
Vi(z,2,t) = € cos(kx — wt)
donc par développement de Taylor
Velto + Azp + O(A%), 20 + Az + O(A?), 1]
%(xo, 20, t) Az + %(xo, 20, 1) Azy + O(A?)

Ox 0z
= "0 cos(kxg —wt) — ke sin(kzg —wt) Az + k b0 cos(kxg —wt) Az + O(A?).

= V:C(x()a 20, t) +

En identifiant les coefficients de A et A? dans I’équation (C.28), on obtient

i1 = wer cos(kxg — wt) (C.29)

iy = kw ef®[cos(kxzo — wt) 21 — sin(kzo — wt) z1] . (C.30)
De méme, par injection des développements de I’énoncé dans 1’équation (C.27) pour z(t), on obtient

Az + AQZ"Q + O(A3) = Aw VZ[SC() + Az + O(AZ), 20 + Az + O(AQ), t] (C.?)l)
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Fig. C.3 — Dans le méme plan que figure C.2, a : trajectoires des deux particules fluides définies dans
I’énoncé, calculées numériquement avec Mathematica; b : trajectoires générales calculées analytiquement
par un développement asymptotique & I'ordre A!, équations (C.35) et (C.36).

avec
Vi(z,z,t) = € sin(kz — wt)

donc par développement de Taylor

Vz[xo + Ax1 + O(A2), z0 + Az + O(AQ), t]
e sin(kxzg — wt) + k ¥ cos(kxg — wt) Az + k €0 sin(kag —wt) Az + 0(@%2)

En identifiant les coefficients de A et A? dans I’équation (C.31), on obtient
2 = w e sin(kzy —wt) | (C.33)

2y = kw e"[cos(kxg —wt) z1 + sin(kzg — wt) z1] . (C.34)

6.b Les solutions de valeur moyenne nulle des équations différentielles ordinaires (C.29) et (C.33)
sont

z1(t) = eMsin(wt — kxzg) = €M cos(m/2 — wt + ko) | (C.35)
21(t) = eM0cos(wt —kxg) = €*0sin(n/2 — wt + k) . (C.36)

On a, en cohérence avec ce qui a été trouvé numériquement, des trajectoires circulaires, par-

courues dans le sens indirect, i.e., horaire, de rayon

R = A& = Ae¥mo/r |, (C.37)

Ce rayon diminue avec la profondeur, en partant de la valeur maximale R = A a l'interface, cohé-
rente avec le fait que le déplacement maximum de 'interface est A. De plus, I’échelle caractéristique
de décroissance dans la direction —z est A, échelle des gradients de vitesse, ceci est aussi cohérent.
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Ces trajectoires sont montrées sur la figure C.3b.

Dans le cas de la particule fluide haute étudiée en question 5, de trajectoire centrée en zg ~ —1,4 m,
on prédit un rayon de cercle R = 0,42 m proche du rayon mesuré numériquement R; ~ 0,4 m.
Dans le cas de la particule fluide basse étudiée en question 5, de trajectoire centrée en zg ~ —5,25 m,
on prédit un rayon de cercle R = 0,26 m proche du rayon mesuré numériquement Ro ~ 0,25 m.
Ces comparaisons et la cohérence physique déja discutée valident ce calcul a I'ordre A.

6.c On obtient
iy = eFuk etz = 0. (C.38)

La deuxieme équation traduit le fait qu’il n’y a pas de mouvement & l'ordre A% dans la direction
verticale. La premiére traduit bien 'existence d’une vitesse de dérive dans la direction x. Si on
rétablit le facteur A% devant xo, cette vitesse de dérive est

AN2
C = A%y = A% 04k = R%wk = ¢ R*? = 4n’c (X) ez | (C.39)

La valeur maximale de cette vitesse, au niveau de 'interface zg = 0, est
C = A2 wk = 3,5 cm/s . (C.40)

La vitesse (C.39) décroit avec la profondeur, sur ’échelle A, ce qui semble cohérent.

Dans le cas de la particule fluide haute étudiée en question 5, de trajectoire centrée en zg >~ —1,4 m,
on prédit une dérive vers la droite, pendant 10T, 6z = A? e2¥%0 20k = 1,4 m proche de la
valeur mesurée numériquement dx; ~ 1,3 m.

Dans le cas de la particule fluide basse étudiée en question 5, de trajectoire centrée en zg ~ —5,25 m,
on prédit une dérive vers la droite, pendant 107, dz = A2 €% 20wk = 0,53 m proche de la
valeur mesurée numériquement dxo ~ 0,5 m.

Ces comparaisons valident ce calcul.

Physiquement, ce qui crée la dérive est le fait que lorsque la particule fluide en mouvement est
« haute » sur sa trajectoire quasi circulaire horaire, comme elle est plus prét de l'interface sa
vitesse, vers la droite, est plus grande en valeur absolue qu’aux moments ou elle est « basse » sur
sa trajectoire quasi circulaire, de vitesse vers la gauche, & cause du facteur e** dans I’expression
de v, (C.20).

Compléments sur le probleme 3.2 :

e Le phénomene mis en évidence ici est la « dérive de Stokes ». Je vous recommande de
consulter la page Wikipedia
https ://en.wikipedia.org/wiki/Stokes_drift
et en particulier ’animation qu’elle contient,
https ://en.wikipedia.org/wiki/File:Deep_water_wave.gif .

Ce phénomene illustre bien la différence, assez subtile, qui existe entre champs de vitesse
eulérien et lagrangien!..

e La méthode asymptotique mise en place dans la question 6 peut étre qualifiée de « mé-
thode faiblement non linéaire ». Elle permet en effet de transformer le probléme non
linéaire (C.26), (C.27) en une suite de problémes linéaires inhomogenes (C.29), (C.30), (C.33),
(C.34)...


https://en.wikipedia.org/wiki/Stokes_drift
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Deep_water_wave.gif
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Probleme 3.3 Instabilités de Kelvin-Helmholtz et Rayleigh-Taylor
La=p+p, b=ik(pU + p'U’), ¢ = (p — p/)gk — pk*U? — p'k*U" + k>,

2 Discriminant réduit

/12 _ /1.2 N2 / / / 3
A" =0b"—ac = ppk?(U-U) + (p+0)p —plgk — (p+p )k
—_—— —_————
terme de KH déstabilisant terme de RT déstabilisant terme de tension de surface stabilisant
donc

b+ VA _Z,kpU—i—p’U’ 4 VA
a ptr pte

peut présenter une partie réelle positive, dénotant une instabilité, si A’ > 0. Alors

or =

oy = —ikC + o,

avec C' la vitesse de phase de I'onde amplifiée considérée, moyenne pondérée par les masses volu-
miques des vitesses des 2 fluides.
Dans le cas du vent au-dessus de I’eau, le nombre d’onde correspondant au A’/k maximum est

pp'V?

o= P
200+ p')y

d’ou un seuil d’instabilité

V= 2.2

497(p—p’)(p+p’)2]1/4 N <4gw>1/4 -6
p2p ’

Probléeme 3.4 Roéle de la tension superficielle dans diverses instabilités
I.1 On mesure, sur les 4 ondulations bien visibles mais pas encore trop amples, A\/Ry ~ 11.
II.1.1 Zone considérée rectangle == S = Al,.

I1.1.2
S, A A 1 1
= - / ds(z) = / [1+§A2k251n2(kx) dz + O(4%) = A + JA%*) + O(4%).
Y 0 0

I1.1.3 At = S, > S, perturbation = augmentation de I'aire de I'interface = la tension
superficielle s’y oppose. Ce réle stabilisant a bien été mis en évidence dans le probleme 2.4.
I1.2.1 S =27Ry\, V = nR2\.
11.2.2

2

A R(z) p2m 2
Vo = / / / rdrdf dz = WR%A<1+A—) =V < R =R [1—£+O(A4)
z2=0 Jr=0 0=0 2 4

A 27 A
S, = / / R(z) df ds(z) = 27r/ Ry (14 Acoskz) \/1 + R?A2k2 sin?(kz) dz
2=0J6=0 z=0

1 2 121.2 3 A2 21.2
S, = 27TR1)\[1+1R1A k2 + O(A )} ~ 9 [H—T(Rok —1)]
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I1.2.3 Effets de tension superficielle favorables si et seulement si

S, <S8 <= RU’<1 < |k <ke=1/Ry| <= | X > X\ = 21Ry

On s’attend a une instabilité de grande longueur d’onde.
La longueur d’onde mesurée partie I, A >~ 8 Ry, est bien supérieure a A..

ITI.1 Terme visqueux négligeable devant terme inertiel

_ ov v
— ”AV<<‘)§ = —

<L o.
R

Effet de pesanteur négligeable devant effet de tension superficielle

Y [ R
— 5ppesanteur = PQRO < 5ptension superficielle — Rio = RO < lc = @ longueur capﬂlalre.

ITI.2 Pression pg bien uniforme dans la configuration de base au repos, puisque I’équation d’Euler
donne Vpy = 0. Condition de saut de Laplace,

po — pg = v/Ro <= po = py + 7/Ro.

ov

II1.3 Por = ~V(p—p) = Alp-p) =0 <= P'(r) + e E*P(r) = 0
1 bk
1.4 V,(r) = ——P'(r) = ——1I{(kr) .
po po
I11.5
d OR po?
iy — =0 y = — = V. (Ry) = <~ b= -—F—a.
dt[r R(z,t)] — T (Ro) ao kIl (b Ro) a
a=0b=peto = tt Ijet ses dérivées, lorsqu’elles sont appliquées a la variable kR

adimensionnelle, sont adimensionnelles. Ainsi

9 =m(?2t? =
a

p
=7
II1.6 L’interface étant définie par F(r,z,t) = r — R(z,t) = 0,

VF
= -——— =& + ak sin(kz) exp(ot) €. + O(a?)
IVE]

1
— divai = - + ak? cos(kz) exp(at) + O(d?) .
T

Pression dans le gaz ambiant reste constante, parce qu’il est parfait sans inertie et sans poids

= p — pg = 7 divn
< po + blo(kRy)cos(kz)exp(ot) — pg = Rl 1—%008(1{2) exp(ot)| + ~yak?cos(kz)exp(ot)
0 0
1 2
_ _ = 41
—  bIy(kRy) = ~a ( m ) (C.41)
<= relation bien indépendante de la petite amplitude a de I'ondulation,
2 v adp(e) 2 aly(a)
of = — 11—« avec a=Rok, J(a) = . C.42
B3 To(a) ) 0 (@) = T (C.42)
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I11.7
10+
8 L
< 6
4,
2 L
ok ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4
Q@ o'
04F 3
0.3 q
(]
S
~
o 02f ]
0.1 1
0.0 ) ) ) ) 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
«
Maximum de la fonction o(a)/o¢ vaut 0,34, qui est bien d’ordre 1; atteint pour « = «ay = 0,7.
I11.8.1 i )
a=— =07 < )= -2 ~9R
k. ’ 0,7 0

de l'ordre de grandeur, et méme tres proche, de la longueur d’onde mesurée partie I, soit 8,2Ry.

IT1.8.2 Hypothese : expérience sous 1 atmosphere et & 20°C = ~ = 0,074 N/m et p =
998 kg/m?

= o0 = V/(pRg) = 966 s <— 1/op = 1,0 ms temps tres bref.

I11.8.3 Modele du fluide parfait valable car v = 1075 m?/s

=56107%<1.
R(Q]O' 0 ’
Effets de pesanteur approximativement négligeables seulement, puisque Ry = 0,43 mm est inférieur

a la longueur capillaire [, = 2,7 mm, sans étre toutefois tres inférieur.

Compléments sur le probleme 3.4

e Le fait que le systéeme soit non dissipatif suggere que, dans le régime stable k > k., la
perturbation ne sera pas amortie mais seulement neutre, donc oscillante. Si on passe en
notations complexes, le multiplicateur du temps o doit donc étre une fonction de k/k. a
valeurs réelles positives si k < k., imaginaires pures si k > k.. D’ou la dépendance en
oo F(k/ke) /1= (k/k.)? avec F de classe C*°.

e On peut donner un mécanisme physique fin de cette instabilité en remarquant que ’expression
de la pression a l'interface déduite de (C.41),

P = pg + %( —1 4+ R3k?) cos(kz) exp(ot) ,
0
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Fig. C.4 — Figure tirée de Donnelly & Glaberson (1966), présentant la courbe des taux de croissance
en fonction du nombre d’onde spatial, pour 1'instabilité de Rayleigh-Plateau d’un jet d’eau dans de

l’air. Les points sont les mesures expérimentales, la courbe continue est la loi théorique (C.42).

traduit la formule plus géométrique

1 O*R
P="rg 7 ( R(zt) 022 (z,t)) ’

qui fait apparaitre les deux courbures principales 1/R dans la section du jet et —R” dans

un plan axial. Pour une longueur d’onde grande, le premier terme domine. Il impose une
sur-pression dans les zones ou R est faible, une sous-pression dans les zones ou R est élevé.
Ce gradient de pression induit un écoulement des zones minces vers les zones épaisses, qui
amplifie la perturbation de l'interface.

Donnelly & Glaberson (1966) ont utilisé un haut-parleur pour imposer des perturbations de
fréquence temporelle contrélée au jet d’eau. A cause de 'écoulement d’ensemble du jet, cette
période temporelle imposée se traduit par une période spatiale imposée. Cette période et le
taux de croissance spatial sur une longueur d’onde étaient alors mesurés géométriquement en
prenant des photos avec un flash tres bref (7 us). En faisant I’hypothese que cette longueur
d’onde correspond a une période temporelle, le taux de croissance spatial a été transformé
en taux de croissance temporel. Ainsi Donnelly & Glaberson (1966) on pu vérifier I'existence
de l'instabilité de Rayleigh-Plateau dans la bonne gamme de nombre d’onde, avec un accord
quantitatif avec la théorie de Rayleigh, cf. la figure C.4.

Probleme 3.5 Etude de la stabilité d’un fluide pesant continiment stratifié

1.a Conservation de la masse d’un élément de volume d’eau salée.

1.b Fluide parfait ; équation d’Euler...

2 Loi « hydrostatique généralisée » dp = —pgdz ie. po(z) = poo — /OZ po(¢)g d¢ .
52 o | = - _ Op1
Ty + (Vpo) v = e + pov: = 0,
div(v) = 0,
® _ _Vp o+ ;e

o ot
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3.b Probleme isotrope dans le plan horizontal Ozy, toutes les directions horizontales jouant le
méme role. Mode de Fourier de perturbation de vecteur d’onde k dans le plan horizontal donné : on
peut choisir 'axe des = dans la direction de k. Alors k = |k| = parametre géométrique = nombre
d’onde «+— période spatiale de la perturbation A = 27 /k.

3c R = ——py W et U:EW,
o o g
3.d P = —5p0 W, pooW = = -5 (W) + = py W.
3.e W(0) = W(h) = 0
1
d4.a v, = — W' sin(kx) et v, = W cos(kz) .
1 " "2 21772
4.beC:/ po [(W)2 + K2W2] d= .
k2,

dc p(z) = 2-0h(2) -

4.d Masse volumique dans la configuration initiale décroit avec Ualtitude,
ph(2) <0 = 0¢2<0 <= o=4iw <= configuration marginalement stable.
Masse volumique dans la configuration initiale croit avec l’altitude,
ph(2) >0 = ¢>>0 <= configuration instable.

Instabilité produite par la pesanteur, puisque o est proportionnel a ,/g, lorsque du fluide lourd
surmonte du fluide léger : type Rayleigh- Taylor.

54b =a/2 et c¢ = k*ag/c®—1).

5.b Condition limite en z =0 donne A, + A_ = 0 = W(z) = A [exp(¢+z) —exp(q_2)] .
Condition limite en z = h donne

exp(q+h) = exp(q-h) <= expl(¢g+ —q-)h] =1 <= 3TIn € Z tel que (¢+ — q-)h = 2inmw

2.2
= HnEZtelquebQ—c:_%
a? 1
= Fmm T g

Changer nen —n <= échanger les roles de ¢ et q_, o étant inchangé. Le mode de perturbation
est alors inchangé (au signe pres, éventuellement). On peut donc supposer n > 0. D’autre part
n=0 = gqr=q- = W =0, ce qui est absurde puisqu’alors le mode de perturbation
est nul. On a donc n > 0.

5.c Signe de 02 = signe de a...
5d n=1.

5.e Modele du fluide parfait n’est pas dissipatif : lorsque k& — 400 les effets de diffusion visqueuse
ne sont stiirement plus négligeables.
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5.f

2 Q/h -2 -1
— = 3,53 “— = 1,88 .
o 1T 1/1 2 03 s o ,88 s

Dans I’équation de Navier-Stokes, terme visqueux négligeable devant le terme de dérivée temporelle,

nAv N nk?

= ~ ™ ~ 910 1.
poOV /Ot pPoo <

Dans I’équation d’évolution de la concentration ¢, en sel,

dc
dits =D ACS s
avec D ~ 1079 m?/s,
DA Dk?
o ~ 91077 < 1.

des /Ot

On a donc bien ¢4 gelée dans le mouvement donc p = p(cs) gelée dans le mouvement. Ainsi, pour
un tel nombre d’onde modéré, le modele est tres bon.

Compléments sur le probleme 3.5

Je me suis inspiré du chapitre X de Chandrasekhar (1961) et de larticle Rayleigh (1883).
Dans un cas instable de la partie 5, avec n = 1 maximisant le taux de croissance, k = a = 1/h, les

calculs de la question 5.b montrent que ¢+ = —a/2 + ima donc
W(z) = Alexp(—az/2+iraz) — exp(—az/2 —inaz)] = A exp(—az/2) 2isin(raz)
qui en redéfinissant I’amplitude A peut bien étre choisie réelle,
W(z) = A exp(—az/2) sin(raz) avec AeR.
On peut introduire une fonction courant ¢ telle que
vy = OY/0z et v, = —0Y/0x

i.e. en complexes

W = —ik¥V = V¥ = %W = % exp(—az/2) sin(raz) .
En réels a t = 0 on obtient alors

v, = Re[W(z) exp(ikz)] = A cos(ax) exp(—az/2) sin(raz) ,

v = Re[¥(2) exp(ikz)] = —g sin(ax) exp(—az/2) sin(raz) .

D’autre part la formule de la question 3.c donne

1 A
R = —— p6W _ _04 £00
g

exp(az/2) sin(raz) ,

douenréelsat=0

A
p1 = Re[R exp(ikz)|] = _ AP0

. cos(ax) exp(az/2) sin(raz) .
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A partir de ces formules on peut représenter les iso-contours de 1 (les lignes de courant!) et v,
(ces niveaux 1a étant caractérisés par des tons de gris), en prenant h =1 :

coooo—
[SISFNSES

Ceci montre une structure en « rouleaux » contrarotatifs, avec un courant ascendant (resp. des-
cendant) en = 0 (resp. 7). La correction de masse volumique associée, gouvernée par I’équation

de conservation de la masse linéarisée,

o _
8t pO zZ
est négative (resp. positive) au niveau du courant ascendant (resp. descendant), ot on advecte du

fluide 1éger (resp. lourd), cf. les iso-contours de p; :

Coooo
Sivroxo

La rétroaction sur la vitesse verticale, donnée en ne gardant que les termes de couplage v, < p1
dans la composante verticale de ’équation d’Euler linéarisée,

ov,

o E = —Pg,

accélere (resp. décélere) le fluide léger (resp. lourd) au niveau du courant ascendant (resp. descen-
dant). Ceci est la boucle de rétroactions positives,

Vy — P11 — Uy,

qui crée l'instabilité.
Le terme de pression dans ’équation (3L), ne joue pas un role « moteur » dans 'instabilité,

puisqu’il n’est pas proportionnel a g.

Probléme 3.6 Modélisation de phénoménes en lien avec la cavitation
I.1 Loi des gaz parfaits.
1.2 Loi de Laplace :
Pintérieur — Pextérieur = Pg +Pv = Poo = 7 divid
avec n = €, en coordonnées sphériques donne

K 2y

Poo = Pea(R) = —3 o (C.43)
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1.4

1. La bulle évolue vers la nouvelle position d’équilibre en position 1’ sur la figure ¢ du sujet :
cette branche de rayons [0,R.] est « stable », il n’y a pas cavitation.

2. Il n’y a plus aucune possibilité de rayon d’équilibre, la bulle grossit et devient macroscopique :
il y a cavitation.

3. Vpl, il n’y a plus aucune possibilité de rayon d’équilibre supérieur & R, la bulle grossit et
devient macroscopique : cette branche de rayons [R.,+0o[ est « instable », il y a cavitation.

Ainsi on a cavitation soit si la dépression est suffisante (cas 2), soit si le germe est gros (cas 3).

L5 p. T = R: T : ceci justifie de considérer les plus gros germes : il sera d’autant plus facile
de passer en deca de p. si p. est élevée. Pour I'application numérique, on prend le coefficient de
tension superficielle v de l'interface eau-air, d’ou une pression critique

4y _ 9300 Pa — 40,074 N/m
3Rmax 300 pHm

Pc = DPv — = 1310 Pa = 0,0131 bar .

v 1 = pcd :la tension superficielle inhibe la cavitation, car la tension superficielle s’oppose a la
croissance de l'aire d’interface d’une bulle i.e. a la croissance de la bulle elle-méme.

I1.1 Mouvement purement radial de 'interface, symétrie sphérique.
IL.2 divv = 0 = w.(rt) = k(t)/r%

I1.3 rotv = 0, o(rt) = —k(t)/r.

I1.4 k(t) = R2%(t) R(t).

I1.5 Second théoreme de Bernoulli + condition a I'infini donnent

k k2 2RR? + R?R RYR?
t) = + p— — p— = + — . C.44
p(?“, ) Poo PT 02r4 Poo p . p o4 ( )

A la frontiere de la bulle, du coté de I'ean,
p(RTt) = poo + p(%R2 + RR) .

11.6

p(;RZ + RR) = % + Py — P — %7 = pS(R) — poo . (C.45)
I1.7 La réponse d’'une bulle & une petite diminution de pression p,, est donc la réponse d’un
systeme dynamique, les termes « stable » et « instable » de la question 1.4 se référent au fait que
la perturbation de rayon, réponse a cette perturbation de parametre de controle, reste petite ou
non : on est bien dans le cadre d’un probleme de « stabilité ».

d(R3 R2 ) . )
II1.1 (RdtR) = 2R2R<RR+ gR2> donc ’équation (C.45) s’écrit
3 152 _ , .
URR) g Po=Popepy g Dpp
dt p P

IT1.2 Par intégration temporelle

o 2poo—pv<R8 v R§ — R?
3 S0 =

p ——)+2p =

o (C.46)
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111.3.a
. dR 2 Poo — Po / R3 3 p dR
- M _ <7o_>(:>dt:_f C.47
dt \/3 p R 2 Poo — Pv R3 1 ( )
5 -
donne par intégration temporelle
PN g L
R3
Changement de variable z = R/Ry donne
3 p
ti = /= —— Ro I, C.48
2 Poo — Pv ( )

formule bien homogene dimensionnellement...
Physiquement
e p T = t; T : dans un liquide plus lourd l'inertie plus importante rend 1’écoulement de
compression de la bulle plus lent ;
® Doo — Py T = t; | : cette surpression est le moteur de la compression de la bulle;
e Ry 1T = t; T car une bulle plus grosse prend plus de temps pour imploser.

I11.3.b Avec p = 998 kg/m3, il vient ¢; = 0,46 ms, soit un temps trés bref correspondant & une
dynamique rapide.

II1.3.c D’apres (C.47), quand R — 0 la vitesse |R| — +00, ce qui n’est physique. Alors des effets
de compressibilité de l'eau et de sa vapeur sont a prendre en compte; d’autre part I’hypothese
que p reste égale a p, dans la bulle, sous l'effet d'un quasi équilibre thermodynamique, devient
irréaliste. Ceci sans parler des effets de la viscosité, qui seront abordés en partie IV...

I11.3.d
1/R R 1/R} R4 1/R} 1/R}
oo = 4892 - HB-)5 <3 x - JE-)x
) v 3\rS )4t T 3\R® 3\R3 (C49)

avec X = R/r, qui varie dans l'intervalle |0,1[. On a

MLy )

dX 3\R3 3\R3
Si R < Ry /41/ 3 alors Rg/R > 413 donce Rg /R? > 4; en conséquence les coefficients entre paren-

theses sont positifs. On en déduit que dII/dX > 0 (resp. < 0) lorsque X < Xpax (resp. X > Xpax)

avec

1/3
3 3 4
Xmax - RO/R )]

4(R3/R3 — 1

Comme Rg/R?’ -4 < Rg/R?’ —1, 0n a Xmax < 4713 < 1, donc ceci correspond & un maximum
physique de II, atteint pour

R

Tmax =
Xmax

= R

1/3
ary/Rs 1))
R3/R3 — 4
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10

r/R

Fig. C.5 — Correction de pression dans ’eau autour de la bulle en cours d’implosion, & un rayon r de son
centre, lorsque le rayon de la bulle R est au quart de sa valeur initiale Ry. On a choisit de représenter ce
graphe sur lintervalle r € [0,3Ry].

et valant 5 43
X _as3 (R3/R> —4)
Moy = —X (R3/R® —4) = 4743 220 0.
a; 4 ( 0/ ) (Rg/RS—l)l/S
Quand R — 0T,
Fmax ~ 4P R et Tlpax ~ 473 RI RS (C.50)

Dans le cas R = Ry/4, on obtient le graphe de la figure C.5.

Surpression trés intense liée a 1’écoulement de compression de la bulle, qui diverge méme
lorsque t — ¢;, R — 0. D’apreés 'équation (C.50) et la figure C.5 la surpression reste trés
localisée sur le voisinage de la bulle implosant. La divergence de Il,.x n’est pas physique mais la
tendance a de fortes surpressions doit I’étre. Elle peut avoir des conséquences dommageables sur les
matériaux solides qui entourent ’eau, en terme d’usure, par exemple si on pense que ’écoulement
considéré a lieu autour d’une hélice ou d’une turbine. De fait la cavitation est un phénomeéne que
I'on essaie d’éviter, autant que possible.

ITI.4 Si~ > 0, d’apres (C.46) le carré de la vitesse d’évolution du rayon R? augmente : dynamique
d’implosion plus rapide, raisonnable puisque la tension superficielle tend a minimiser les aires
d’interface, donc accélere la disparition de l'interface.

IV Par rapport a I’étude de la partie II, le terme supplémentaire existant dans 1’équation de
Navier-Stokes par rapport a ’équation d’Euler est le terme visqueux qui vaut, au coeflicient de
viscosité pres,

AV = (Av, — 20, /1) &, .
Or

Av, = ;887“(7”28%) = 2k 2o

or ré 72
donc ce terme visqueux est en fait nul.

Dans l'eau, le tenseur

= ov,_ _ _ Vp o, 2k _ k._ _ _
VV = e we 7(e9®e9+e¢®e¢) =~ 3808 + F(€®e +e,Dey)
est symétrique, donc le tenseur des taux de déformations D = V¥. Ainsi la condition dynamique

a l'interface d’une bulle implosante,

2v_

O extérieur * ©r — OTintérieur - €r = ﬁer )
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comine

ﬁextérieur = _pI + 277ﬁ
avec 7 la viscosité dynamique de I'eau, s’écrit

_ dnk _ B 2y_
—Pextérieur€r — ﬁer + Dintérieur®r = fe’"'

On obtient une équation de la forme (C.45) avec un terme supplémentaire & c6té du terme de
tension superficielle 2/ R, & savoir le terme visqueux 4nk/R3, i.e. cette équation prend maintenant

la forme )
3., N\ e 4nR
p(GH2+RR) = pE(R) - po — = .

Lors de I'implosion, R et R sont négatifs, donc le terme visqueux supplémentaire est positif. On
doit dans cette équation différentielle ordinaire d’ordre deux le considérer comme un terme source

d’évolution de R,

. 1 43R
R=.._- 0
R R 0

donc en présence de ce terme R est moins négatif : les effets visqueux ralentissent l’implosion.

Ceci n’est pas déraisonnable physiquement.

Compléments sur le probleme 3.6

e Je me suis tres largement inspiré de larticle de Franc (2006), qui présente 'avantage d’étre
disponible sur le web. Un traité plus détaillé est le livre de Franc et al. (1995).

e Il est intéressant de réfléchir a l'effet d’'une augmentation quasi statique de pression, a la
maniere de la question 1.4, en se basant sur le graphe de la figure 3.7c, et y représentant
des fleches en partant de différentes situations. Considérer une bulle sans gaz, avec K = 0,
se fait aussi aisément sur le méme type de graphe : on voit alors qu’on a seulement une
branche instable en forme d’hyperbole. Au contraire, en présence de gaz, on peut réaliser

qu’une implosion compléte ne peut avoir lieu.

e L’équation (C.45) est connue sous le nom d’équation de Rayleigh-Plesset, en hommage

aux physiciens qui l’ont introduite, durant la premiere moitié du XX siecle.

e Des variantes plus précises ou réalistes existent, qui prennent par exemple en compte le fait
que la dynamique du gaz dans la bulle est plutét adiabatique qu’isotherme, ou encore qui

prennent en compte des effets de compressibilité ; voir par exemple Franc et al. (1995).

e L’équation de Rayleigh-Plesset (ou certaines de ces variantes) est utilisée en ingénierie, par
exemple comme un modele pour décrire la cavitation dans certains codes numériques. De fait
la cavitation est un phénomene important pour I'ingénieur, et on reviendra d’ailleurs dessus

dans le module Turbomachines - Applications aux énergies hydraulique et €olienne.
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Probleme 3.7 Etude de quelques phénoménes dans une centrale hydraulique
Etude en régime nominal de production d’énergie
1 Entre les points 0 et 2 situé peu avant la vanne et la turbine,

Hy—Hy = 0.

Entre le point 2 et un point 3 situé au refoulement de la turbine, on a perte de charge et de
puissance, d’apres le cours de MMC 1A,

Hy — Hy = P/(pqog) -

Ainsi, en notant V3 la vitesse débitante au refoulement de la turbine, et en négligeant le terme
d’énergie cinétique a la surface libre du réservoir, a priori, tres vaste, donc a surface libre de niveau
quasi constant,

P/(pqog) = Ho—Hs = 20—z — Vi/(29) .

L’ordre de grandeur du terme d’énergie cinétique peut s’estimer en considérant que le refoulement
de la turbine se fait sur une conduite de diametre de 'ordre de d, avec le débit qq :

Vs ~ Vg = 4qo/(nd*) = 283 m/s =— Vi/(29) ~ V?/(29) = 41 cm d’eau

qui est comme tous les termes d’énergie cinétique dans ce circuit négligeable par rapport aux
différences d’altitudes en jeu. Ainsi

P = pqog (z0 — z2) ~ 4,90 MW .

Cette puissance est modeste, on pourrait ’augmenter en augmentant le débit par exemple, mais
comme on va le voir par la suite ceci peut poser des problemes...

2 Entre un point situé juste au dessus du point 2 dans la conduite, et un point 4 situé sur la
surface libre de la cheminée d’équilibre :

P2+ pgze = patpgzs = 2z = 2z + (p2—Dpat)/(p9) -

Hy = 20 + pat/(pg) + 0 = Hy = 22 + pa/(pg) + Vi/(29)

donc
z =20 — Vi/(29) ~ 2.

Etude d’oscillations suite & la fermeture de la vanne

3.a Eau parfaite, donc glissement sans frottements possible sur les parois, etc... = v = V(s,t) €.
Incompressibilitée — V(st) = V(t).

3.b pdV/dt = —0p/0s .
3.c pLdV/dt = ]/)\1 —Z/)\Q.

4 Entre les points 0 et 1,

po/(pg) = pat/(pg) +20 = D1/(pg) -
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Entre le point 2 et un point 3 situé sur la surface libre de la cheminée,

p2/(pg) = b3/(pg) = pat/(pg) + 2,
d’ou
(Pr—D2)/(pg) = —x = LdV/dt = —gx .
« Equilibre dynamique » entre l'inertie du fluide, i.e., son accélération, et un effet de pesanteur.
Si x > 0, la cheminée a un niveau haut qui repousse - ralentit ’eau dans la conduite. Si z < 0,

le niveau le plus haut est dans le réservoir amont, qui pousse l’eau vers la cheminée : I'eau est
accélérée dans la conduite.

5V (rd2/4) = dz/dt (xD?/4) = V = (D/d)? dz/dt .

6 d’z/dt? = —w?x avec w = (d/D)\/g/L = =x(t) = Asin(wt) + Bcos(wt),

et solution de forme oscillante similaire pour V. La fréquence angulaire est analogue a celle d’un
« pendule » wy = M, le mouvement est de nature « pendulaire », comme dans le cas des
modes de ballottement. Période

D |L
TZQWE — = 150s = 2 min + 30s,
g

effectivement longue, par exemple, par rapport au temps nécessaire & une onde sonore pour se

propager dans la conduite, si on tenait compte d’effets de compressibilité.

D\2 4 L
7 z(t) = Asin(wt), V() = (E) w A cos(wt) avec A = 7Tdqop\/; = 17m,

ce qui est relativement grand : il faut une cheminée d’équilibre tres haute pour éviter tout débor-
dement et perte d’eau, surtout si I’on s’autorisait & avoir des débits qg plus élevés, pour avoir plus
de puissance.

8 pa(t) = par + pg(z0 — 22 + Asinwt) .

L’amplitude des oscillations de la pression ps est donc
pgA = 1,66 bar ,
ce qui reste modeste : grace a la cheminée d’équilibre, il n’y a aucun risque pour le matériel.

Etude de V’effet de la fermeture de la vanne en I’absence de cheminée d’équilibre

9 Le modele de la question 3 s’applique, mais, maintenant, le débit qui circulait dans la conduite
ne peut plus s’évacuer dans la cheminée, donc dans toute la conduite

V=Vt =V, (1-t/T).
10.a Avec le modele de la question 3,
L= = —pL—t = pi—P» = po—p
p dt P - pP1—p2 Po — P2

en négligeant les pertes de charge dans le réservoir, et les termes d’énergie cinétique en tout point.

Ainsi
V;

P2 —par = pg(20 — 22) + po -
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V
10.b pg(zo — 22) = 9,81 bar, pL— = 99,0 bar, soit une énorme surpression de 109 bar.
T

La force sur une section de conduite associée a la surpression due a la fermeture dp = 100 bar
serait en effet
F = dpn(d®/4) = 1,7710" N

soit I’équivalent du poids d’une masse
Meq = F/g = 1800t .

Cette surpression énorme n’est pas réaliste. Dans ce cas un coup de bélier se produit, qui met
en jeu des effets de compressibilité non pris en compte dans le modele que nous avons utilisé.
D’apres 'exercice 3.4, la surpression que 1’on peut attendre est alors de 'ordre de

op = pVic
ou ¢ de l'ordre de 1400 m/s est la vitesse du son dans I’eau. On aurait donc
ép = 40 bar ,

ce qui est plus raisonnable, bien qu’élevé.
Une conclusion a tirer de cette étude est l'intérét de la présence d’une cheminée d’équilibre, qui
permet d’éviter de tels coups de bélier. Cependant, on congoit bien que la mise en place de telles

cheminées est difficile, du point de vue du génie civil...

Exercice 3.2 Analogie entre ondes d’interface et ondes acoustiques

1 = % (1 +1%k*) tanh(kh) .
h2
2 = gh [1 + (zz - 3) K + O(kﬂ} .
Le coefficient de k? s’annule si 'on prend h = [.v/3 ; h et I, sont bien du méme ordre de grandeur.

3 On ne peut réaliser une analogie exacte entre les ondes acoustiques, non dispersives, et les
ondes d’interface, dispersives. Mais on peut s’assurer en prenant h = l.\/3 que les grandes ondes

d’interface sont les « moins dispersives possibles », au sens ou leur vitesse de phase

¢ = \gh + O@Y),

alors qu’en général, si h est quelconque,

¢ = \/gh + O(k?) .
Numériquement, comme [. = 2,7 mm,

h = 1./3 = 4,7 mm .
La vitesse de phase ¢y des grandes ondes satisfaisant ’analogie est alors

co = gh = 021 m/s.
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Compléments sur ’exercice 3.2

On peut faire s’écouler ’eau dans le canal a une vitesse V', si on dispose un obstacle dans le
canal, si V' < ¢g on aura une analogie avec un écoulement subsonique, alors que, si V' > ¢y, on aura
une analogie avec un écoulement hypersonique. On parle d'une « analogie Froude - Mach »,
puisque l'on a une analogie entre le nombre de Froude Fr = V/cy = V/y/gh dans le canal et le
nombre de Mach M = V/¢, avec ici ¢ la vitesse du son dans un écoulement compressible. Dans le
cas de la photo de I’énoncé, on est en écoulement « hypersonique » puisque ’on a une « onde de
choc »...

Exercice 3.3 Etude détaillée des ondes sonores planes en milieu infini

1 p
10 = poksp' = — P cos(kr —wt) <= R = —.
¢ c
—_— aﬁ
2 H1: (VV) VoK 8—: <= nombre de Mach des fluctuations de vitesse de I'onde
Vv
M=—- <1
c

H2 : termes de pesanteur négligeables :
H2.1 : dans la configuration de base pogU < pg et pogh < po.
H2.2 : au niveau des fluctuations p'g < Vp <+ g\ < %;

cette condition est équivalente a la deuxieme condition H2.1 en gaz.
— — ov c?

H3 : AV + InV(divww) < i O

v

3 L’équation d’Euler simplifiée donne alors

P
v = V cos(kx —wt) e, avec V = —.
Poc
_ . _ v
41 = —U sin(kX —wt) e, avec U = "

Noter que, en régime oscillant établi, la configuration de référence est trés loin (dans '« ancien
temps ») et a été « oubliée ». Le probleme acoustique complet de 'extension d’une onde plane
dans un domaine initialement au repos, prenant en compte le régime transitoire correspondant, est

un probleme compliqué...

5 Partir de la formule donnant la puissance FPpression = — / / pn - vd?S.
0

6.1 P=29Pa, R=2410""kg/m® V=7cm/s, U =25pm.
H1l:M=210"%

H2.1 : pogU/po =3 1077, pog\/po =9 1072,
H2.2 : ok car gaz et H2.1 ok.

H3 : vw/c?=3510"".
6.2 P=29 pyPa, V =70nm/s, U =0,25 A... Beau senseur sensible que loreille!...
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Exercice 3.4 Etude sommaire de l’effet coup de bélier dans une conduite d’eau

p(t) =~ po(L — ct)Svg €, avec S section du tuyau

dp _ = _ 1

— T ~ —pocSvy €, = ZFeXt ~ —p'Se, = p ~ pycvg > §p0v8

Tres forte surpression !...

Probleme 3.8 Effets de la viscosité sur des ondes de type sonore

1 Loi de conservation de la masse linéarisée :
op’
— = —pg divv |. C.51
T Po (C.51)

Loi de la quantité de mouvement linéarisée, en négligeant les effets de la pesanteur :

ov = — 1 =
poa—z = —3Vp + nAv + gnV(diVV) : (C.52)
2.1 (C51) = p/ = R expli(kz —wt)] avec —iwR = —py ikU <= R = pokU/w.
2.2 (C.52)-e, donne alors
, 2 9 1 .9 2 2,2 , 4 v
—poiw = —cjikpok/w — nk* — gnk — w’ = gk (1—iwt) avec |71 = 32 | (C.53)
0

w? V1+wir2 41 9 ﬁ\/1+w272—1

23 K2 = *“—~~— _ "~ =
23 1+w?r?2 7 “ 2¢3 1+ w?r?
41,51 107° m?/s
2.4 Air:7 = -~ = 1,7107%s = 0,17 ns.
T T 3T (344 m/s)2 ’ 5T R
41,00 1076 m?
Eau:7 = - W/ 681071 s — 0,68 ps.

3 (1400 m/s)?

Méme dans Dair ot 7 est le moins petit, pour la fréquence sonore typique du la, wr ~ 51077 .

Donc en général | wr <« 1 |

2.5 K = £(1—§w272) : (C.54)

On peut définir une vitesse de propagation du son comme la vitesse de phase de I'onde

3
c = % = co<1 + §w27'2> : (C.55)
On a bien une trés légeére augmentation de celle-ci,
) 3
9 = 2022 (C.56)

Co 8

sans doute impossible & mesurer vu la petitesse de wr.
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2.6 o > 0, coefficient d’atténuation,

a = 27, (C.57)

Toujours en considérant le la, sur une distance L = 10 m, on a un facteur d’amortissement
dans l'air f = exp(—al) = exp(—=1,9 107 m~! 10 m) = 0,99998

dans 'eau f = exp(—al) = exp(—=1,910?m~ ! 10m) = 1-2107"

Ces atténuations sont tres faibles.

2.7 De méme les effets de décalage de vitesse de propagation établis en 2.5 sont tres faibles : le
modéle du fluide parfait est donc un trés bon modéle pour l’acoustique. Bonne nouvelle

pour les musiciens...

3.1 p/=0 dapres (C.51) : pas de fluctuations de masse volumique, pas d’effets de compression -
dilatation.

3.2 (C.52)-e, donne

—poiw = —nk? = k = 1/;’J—V(lﬂ') — | K = ,/Z (C.58)

ce qui dénote des ondes fortement dispersives, la vitesse de phase étant

c = % =V2w |. (C.59)
D’autre part
w
= K = ,/]— C.60
a 5 (C.60)

ce qui dénote une trés forte atténuation. En comparant les équations (C.53) et (C.58), on
observe que les couplages dynamiques « salutaires » qui existaient entre la masse volumique, la
pression et la vitesse dans une onde de compression - dilatation ont totalement disparu dans une
onde de cisaillement...

3.3 Sur L = 1 mm maintenant, on a un facteur d’amortissement, pour le la a 440 Hz

dans l'air f = exp(—al) = exp(—=9570 m~! 103 m) = 71075

dans 'eau f = exp(—al) = exp(—3,710* m~! 103 m) = 710717

On peut & peine parler d’« onde » puisque sur une pseudo-période A = 27/ K le facteur d’amor-

tissement

f = exp(—a)) = exp(—2m) = 0,0019

i.e. 'onde est déja presque totalement amortie, comme on le voit sur le schéma ci-apres (tracé de
v avec Mathematica) :
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A

Ces ondes amorties correspondent a du « cisaillement », i.e. & de fortes contraintes tangentielles :
29D = n(0v/0z) (e, ® €, + €, ®€,) donc 7 - €, est parallele a €.

On peut d’une certaine maniere affirmer que de telles ondes de « cisaillement » ne peuvent
se propager dans un fluide.

4 A Uinterface entre le manteau et le noyau liquide, qui est un fluide ne propageant pas les
ondes de cisaillement d’apres les résultats de la partie 3, les ondes de cisaillement sont donc
arrétées. Ce phénomene brutal peut étre détecté par une étude fine de la propagation des ondes
« sonores » dans le globe, et c’est bien ce qui a permis la détection du noyau liquide en 1926 par
Harold Jeffreys, mathématicien et physicien britannique.

NB : ce probléeme est inspiré, en partie, de Royer & Dieulesaint (2001).

Exercice 3.5 Etude locale du champ de vitesse d’un tourbillon potentiel
1 f(2) = —iClnz = v, = —Cy/(@®>+y?) et v, = Cx/(z*+y?).
2 Voir la figure C.6a.

3 [G] = Mat %V, {éx,éy}] a pour composantes

_ 2Cwy B 2Cxy B B C(y? — 2?)
Gaa (22 + y2)2 Gyy = @2+ 42)2 Goy = Gy = (22 +y2)2
Au point A,
Gow = Gyy = 0, Guy = Gpo = —Cla®> = Vv = —(C/d?) (6, @6, +6,8,).

4 On peut procéder, soit en partant des expressions en composantes de dv, et en opérant une
linéarisation par rapport a dz et dy, soit en utilisant la définition intrinseque du gradient. Cette
derniere méthode plus efficace donne immédiatement :

dv = V(A +dX) —V(A) = VaV-dx = —(C/a®) (€.dy +&ydu) ,
d’on la figure C.6b.

5 Comme ?AV est symétrique, il se réduit a sa partie symétrique qui est le tenseur ﬁA des taux
de déformation en A. Ce tenseur se diagonalise sur la base formée des deux bissecteurs du plan xy,

e = (e :i:éy)/\/5 )

puisque

VAV-6r = Dy -8x = —C/(a®V2) (6, +8,) = F(C/a*)er .
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(a) (b) (c)

Y Y Y
NV Vv \\\«-—/// N~ S
VAL NN~/ NN T S
LS T T S B AN A /]
Aty s s
[ A R VPR NI !/ v\
VAN BN /77T NN /7 TN\
VA fot ///—-»\\\ e~
Fig. C.6 — Pour l'exercice 3.5, étude locale du champ de vitesse d’un tourbillon autour d’un point A

(disque noir au croisement des axes) situé « a droite de son cceur ». (a) : champ de vitesse v. (b) :
champ linéarisé dv, amplitude augmentée par rapport a a pour plus de lisibilité. (c) : le méme champ, en
représentant aussi les axes propres de V5V, correspondant & une contraction (resp. dilatation) le long de la
1°7¢ bissectrice (resp. 2°™¢ bissectrice).

Le champ de vitesse dv correspond & une dilatation dans la direction — et une contraction dans
la direction +, soit un champ purement déformant non tournant, comme le montre la fi-
gure C.6c. Ceci est cohérent avec le fait que cet écoulement est potentiel et surtout irrotationnel.
En conclusion, cette analyse est valable en tout point : A est un point générique ; via un changement

éventuel de repere on peut toujours se ramener (en dehors de l'origine) a la situation précédente.

Probléme 3.9 Ecoulements d’un fluide parfait autour d’un disque avec circulation

2 .
a i
1 :U< 7)——4.
f(z) z+ ~ 5z
. . _ip : r
41 u—iv = ie (2U51n9 — —)
2ma
9 . ' \2 . o , . r
4.2 v° = <2U sinf — —) , donc les points d’arrét sont donnés par sinf = .
2ma dmaU

Cette équation a deux solutions si I' < I', = 4mwal.
r

4.3 max|[v]| = 2U(1+4—).
Le

5 Avec le second théoreme de Bernoulli, on obtient

U? . [\2
P = Poo + Py~ p2U2(51n0 — F—C) .
On a une dépression « au dessous » du disque (6 proche de —m/2), une surpression « au dessus »
du disque (0 proche de +m/2); on peut donc conjecturer que le fluide va exercer une force « vers
le bas » f= fyey avec f, < 0.

6 f, =0, fy = —pUTI en accord avec la formule de Magnus.

7.1 En posant v = T'/T., les points d’arrét sont donnés par z+ = +a\/1—~2 + iay.

Si v < 1 on retrouve les deux points d’arrét sur le cercle 0D.

Si v =1 on trouve un seul point d’arrét en ia.

Si v > 1 on montre par deux études de fonctions que zy = ida(y + /1 —+?) est un point
d’arrét situé dans le domaine fluide, sur I'axe des y, « au dessus » du disque, alors que la solution
z_ = ia(y — /1 —92) est non physique i.e. ne correspond pas & un point d’arrét situé dans le
domaine fluide.
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7.2 Cf. les figures ci-dessous. Quand I" = 5I'./4, on a choisi parmi les iso-valeurs de 1 celle
correspondant a la ligne de courant qui passe par le point d’arrét, afin de mettre celui-ci en
évidence.

r=0

r=r. '=5I./4

Probleme 3.10 Modéle d’écoulements autour d’une aile d’avion a section elliptique

1.1 Une simple affinité ne serait pas holomorphe, ainsi v définie dans 1’énoncé ne serait, par
exemple, pas a divergence nulle.

1.2 ay = (a+b)/(2a), a— = a(a — b)/2. On vérifie bien qu’un réseau de courbes 2 a 2 perpendi-
culaires est transformé en un réseau de courbes 2 a 2 perpendiculaires (ceci pourrait servir pour
définir un maillage dans une étude numérique) :

=N\

oy N
0
20

i
ol

Z==

Miiadrecs sy

=S
==

%
Uil

1.3 2A(r) =(1+0b/a)r+a(a—0b)/r = A bijection croissante de [a, + oo[ sur [a, + oo|
2B(r) = (1+b/a)r +a(b—a)/r = B bijection croissante de [a, + oo sur [b, + oo
=—> @ bijection de Wy sur W.

a

1.4 A priori ®71(2) = 3 [z + V22402 — a2]. On sait ce que signifie la racine carrée
a

1
Vw = exp (Elnw)
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avec In la détermination principale du logarithme, le probléme est de choisir entre le + et le —!
Une étude locale au voisinage de z = iy avec y € R* montre qu'’il faut prendre + = sgn(Re(z))

< o l(z) = 2 [z + sgn(Re(2)) \/32+b2—a2] .

a+b
N . = , . la+b .

2.1 A linfini, f'(2) = f'({)/¢'(() — Uexp(—ia) <<= a4y = 3 U exp(—ia).
2.2 a_ = %a(a + b)U exp(ia).

() i . r

2 fl(z) = = —a) — —|.

3.2 f(2) ¢'(€) bcosf + iasin 6 (a+b)Usin(6 — ) 2m
3.3 '=—-2n(a+0b)Usina.
340=2a—71 <= z = acos(2a—m)+ibsin(2a — 7) comme cela se voit sur ce graphe des

lignes de courant pour o = 10°, cf. a gauche ci-dessous. Si on augmente « jusque o = 20° on
constate que le second point d’arrét s’éloigne bien du bord d’attaque, cf. & droite ci-dessous.

a = 10° a = 20°

Autre représentation du modele obtenu, en faisant une ro-
tation pour disposer I’écoulement & 'infini « horizontale-
ment » et surtout en utilisant une fonction couleur « mai-
son » pour le champ p (ColorData["TemperatureMap"]
s’avere ici peu performante; de plus on représente Inp et
non p, pour mieux voir les variations de pression tres loca-

lisées) :

4.1 f, —ify, = pUT expli(m/2 — a)] en accord avec la formule de Magnus.

4.2 F = |[F| = pL3U|T| avec |I| = 27(a+b)Usina ~ 2raUsina

== F ~ 2raLz pU%sina
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On reconnait la superficie de la voilure S = als, et on introduit en général le coefficient de
portance C, tel que

F = 1SpUC.| = idC, = 4rsina. (C.61)

On a intérét a « cabrer » I’aile i.e. augmenter a a basse vitesse pour conserver une bonne portance.
5 Airbus A320 : en régime de croisiére la portance équilibre le poids

mg
2F = = U =, ,/——
mg 4Spsin«

m~ 60T, S ~3ml2m = 36m? a ~ 3, p ~ 1kg/m?

= U = 570 km/h du bon ordre de grandeur 750 km/h .

Complément C.1 Eléments d’aérodynamique du vol

(C.61) montre que la portance augmente quand o augmente i.e. ’avion se cabre ou on augmente
le « @ moyen » d’une aile a I’aide de volets. Cependant il faut faire attention : en fluides réels on a
de la portance (‘Lift’) et de la trainée (‘Drag’); lorsque I'on augmente « les deux augmentent. Le
danger est le « décrochement » a angle d’attaque trop fort, cf. les figures suivantes (celle de gauche
provient de http ://insideracingtechnology.com, celle de droite de Wikipedia ‘Lift coefficient’) :

A 2

""/-_-‘5‘_—‘) 175
&

19Degrees
Stall

o

IS
a
N

12Degrees

e
o
o

Goefficient of Lift (Gr)

- -

05

-8Degrees
Zero Lift

’ -10° 57 0 5 10° 15° 20° 25° 30°
Angle of Attack (AoA)

DRAG

C.4 Corrigés du chapitre 4 - Ecoulements de Stokes

Exercice 4.1 Etude d’écoulements de Couette diphasiques

1 En notant v; = n1/p1 (resp. va = n2/p2) la viscosité cinématique du fluide 1 (resp. 2), supposer
Rey, = Uh/uy; < 1 et Res = Uh/r, < 1 = écoulement laminaire.

28 = (U—al)/(h—0), v = llah—U)/(h—10).

3 Une éventuelle tension superficielle entre les deux fluides n’aurait pas d’effet car interface plane.

La condition de continuité du vecteur contrainte donne, pour sa composante tangentielle,

en y=4L, n2Day = N1Diay
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() (b)

N

Fig. C.7 — Dans le plan xy, champs de vitesse des écoulements de Couette diphasique de 'exercice 4.1
avec a : M = 1/100, fluide le plus visqueux « en haut », b : M = 100, fluide le plus visqueux « en bas ».

avec ﬁl le tenseur des taux de déformation dans le fluide 1,

D, = (¢/2)(e,®8,+6,86,), Dy = (3/2)(e,®6,+86,086,) = a = U/[(1—M)l+MHh].

4 Admettons que le principe du minimum de dissipation est valable ici. La dissipation totale est,

par unité de longueur dans les directions x et z,

Pissipge = 2771/ oDl :Dy dy + 2772/ €D2 Dy dy = ma®l + (U —al)?/(h—1) .
Y= Y=

Ainsi
dPyissipee/da = 0 <= o = U/[(1— M)l + Mh],

qui est bien la valeur obtenue en question 3.

2mnz U
m+neh

h
5 Au final, dans le cas ¢ = R |T.| =

6 Cf. la figure C.7. Les gradients de vitesse se concentrent dans le fluide le moins visqueux, la ol
leur coefficient dans I'expression de la dissipation est le plus faible, ce, de fagon a minimiser la
dissipation totale. Le fluide le plus visqueux par contre « expulse » les gradients de vitesse, il coule
pratiquement « en bloc ». On a un effet de « lubrification » si ce fluide le plus visqueux est pres

de la plaque mobile...

Probleme 4.1 Ecoulement de Stokes autour d’une sphére ; application : sédimentation

1 Point de départ : équation traduisant I'incompressibilité.

. 1 1
2 A linfini, —3—7’[) — 0 et 78—1# — 0. En r = a, conditions données dans I’énoncé.
r2 06 r Or

/
N 1
3.1 A linfini, fg) — 0 et ffj“) — 0.Enr=a, f(a) = §Ua2 et f'(a) = Ua.

3.2 F(r)= %(i—{ — f”) vérifie I'’équation différentielle ordinaire 2rF' 4+ r?F" — 2F = (.

On en déduit en recherchant des solutions en loi de puissance, et en utilisant une condition limite &
infini, F(r) = For~2. En conséquence f vérifie I'équation différentielle ordinaire 2f —r2f” = Fyr,
d’ott f(r) = air +a_17" + agr’.
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(a) (b)

L L L x
05 10 15 20 25 30 35 4.0

! X
15 20 25 30 35 4.0

Référentiel ou a I'oo Référentiel ou a 'oo
v=0 v=-Ue,
Fig. C.8 — Lignes de courant de I'écoulement autour d’une sphére, dans le référentiel lié au fluide a

linfini a gauche, 1ié a la sphere a droite.

Ua a?

3.3 f(r) =~ (37”—7).

2 2
4 1) = constante donne (3\/ x? + 22 — J;W) ac;:— 5 = constante.

Avec Mathematica en utilisant la commande ContourPlot on obtient la figure C.8a.

5 Par composition des vitesses V = Vit dqu fluide — U€». La nouvelle fonction courant est la précé-
dente moins celle ¥, de 1’écoulement uniforme Ue,. La fonction 1. est donnée par ses dérivées et
on peut prendre

Ur? U 2
e = ——sin26, don ¢ = —[g(?)r—a—) - 7’2] sin2f .
212 r
W tante d 2 (3v/22+ 22 o (@2 + 2°) o tant
= constante donne |— P+ —] — (x°+ 2 ——— = constante.
2 ViZ ¥ 22 22 + 22
Avec Mathematica on obtient la figure C.8b.
6.1 p = 577—; cosf + Do qui indique une surpression a ’avant, dépression & ’arriere.
r
3

6.2 a = 517Ua, B = —pg.

_ 3 _
6.3 T, = 5 cosf €, , on s’attend a une force F, opposée a v.
a
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6.4 fg est la poussée d’Archimede.

- 3 U . . .
7T, = 577— sin 0 ey correspond aux frottements visqueux qui s’opposent au mouvement, donc
a —
on s’attend a une force F, opposée a V.
9 v, = gpobjet — Pfluide a2 g
9 U

10.1 On estime vs ~ 3,3 m/s plutoét grande, d’ou Re ~ 3300 donc hypothese de Stokes pas bonne.
Eau pas assez visqueuse...

10.2 On estime vy ~ 3,3 mm/s plutot petite, d’ott Re ~ 3,3 1073 ok.

11 t=1¢.

12.1 Aboutir a Pgissipée = 6mnal?.

12.2 Autant l'intégrale généralisée définissant Pgjssipée converge, autant celles définissant E. et
Pyolumique divergent, du fait que v ne tend pas tres vite vers 0 quand r — +o00. Pb physique :
I’écoulement est instationnaire, le champ vy calculé ici a t = 0 devant étre utilisé a ¢ quelconque
suivant la formule

v(x,t) = Vo(X—Ute,) .

L’instationnarité devient forte quand r — +oo, cf.

ov
p—
N = % ~ Re, LN ~+00
nAv a
. . Ua . . : .
malgré la petitesse de Re, = —. Le modele donné ici est donc faux loin de la sphere...

v

13.1 F > 6mn rU.
13.2 F < 6mn roU.

13.3 F' ~ 671 "moyen U.-

Probleme 4.2 Ecoulements de Stokes dans et autour d’une inclusion sphérique

1 F = 224 3?+ (2 —Ut)? — a®. Condition limite cinématique : une particule fluide qui se trouve
a l'interface y reste toujours,
dF
F=0 = — =0.
dt

2 r=a = ¥V =Vy. Comme la continuité de la vitesse radiale est déja assurée par la condition

limite cinématique, seule la continuité de la vitesse suivant €y devra étre vérifiée.

3 r=a = (p1 —p2>ér + 2(?72ﬁ2—77151)-é7~ = Qgér-

4 Condition limite cinématique <= fi(a) = fa(a) = Ua?/2.
Continuité de la vitesse tangentielle <= f{(a) = f5(a).

Condition limite dynamique :

comp. radiale <= p1(a.0) ~ p2(a) + on {nalafa)-2fo(a))-mlaf{(@)-2fi(a)]} = 27
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comp. tangentielle <= m{a[2f3(a) —afi(a)] —2f2(a)} = m{al2fi(a) —af{(a)] —2fi(a)}.
5.1 EDO sur G; <= Gi=air+ a’lr_2 = a1 compte tenu de la régularité en r = 0.
EDO sur Go <= G9=aor 2+ ahr = asr~2 compte tenu de la condition & I’infini.
5.2 EDO sur f; <= fi=Air’+ A'ﬂ'il + Bir* = Ayr? + Byr* compte tenu de la régularité
enr=0.

EDO sur fo <= fo = Aor~ 1+ ALr? + Bor = Agr~—! + Bor compte tenu de la condition & I'infini.

6 fi(r) = U (2—1—3m)7“2—mr—4 fa(r) = U (3+2m)ar—a—3
T 41+ m) a2 N T 41+ m) r|
7 Quand m — 0, on a bien fa(r) — f(r).
2

8 Comme en TD, ¢ = —UTT sin? 6.
= Y1 +9Y. = fl—f1—2—8<?"—a2)-
~ - U 2 U 3
Y2 = Y2 +9Y. = f2=f—r:<5ar—a—4r2).

2 8 T
9.a 1 1

vy, = 1(1—T2)C089, Vg = 1(2r2—1)sin9, (C.62)

1/5 1 1 5) 1 )
’1)57,24(7“—7‘3—4>C089, U59:8(8—T—r3>81n9.

9.b Cf. les fleches de la figure C.9.

9.c 1 = constante <> 22(1 — 2% - 2%) = ¢,
" 1 2
Bz eonstante > 40”4 2) + i - WA g =

Grace a Mathematica, on obtient la figure C.9.

9.d On observe dans I'inclusion sphérique un écoulement en « vortex toroidal sphérique ». Ce
vortex est engendré par I’adhérence et le frottement du fluide extérieur 2 avec le fluide intérieur 1

au niveau de leur interface commune.

Compléments sur le probleme 4.2

e Ce probléme est inspiré des études présentées dans la section 4.9 de Batchelor (1967). Le
vortex toroidal sphérique défini par le champ de vitesse (C.62) a en fait été introduit pour la
premiere fois par Hill en 1894, dans le contexte de fluides parfaits, comme I’explique Batchelor
(1967) & la fin de sa section 7.2. On I'appelle donc aussi « vortex de Hill ».

e On a fait, ici, I'impasse sur le calcul des champs de pression. Celui-ci pourrait étre mené a

bien. On pourrait ainsi aboutir a la force exercée par le fluide extérieur sur l'inclusion, cf.
Batchelor (1967).
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AT

2 3

Fig. C.9 — Ecoulements de Stokes dans et autour d’une inclusion sphérique d’un fluide visqueux
dans un autre, résultant du modele développé dans le probleme 4.2.

Probléme 4.3 Etude d’un fluide généralement non newtonien par rhéométre plan-céne
Premieére partie : Etude cinématique
1 vx(rf,p) € 0Dy, 0=7/2 = V(X(rb,p)) = 0.

VX(r.f,p) € 0Dy, 0=08 = V(X(rbp)) = we,AX = wrsinf e, .

2 Ecoulement créé par la condition limite précédente + M. Curie + hypothese de séparation des

variables = vV = wr f(0) €, , la fonction f devant vérifier
f(B) = sinB et f(n/2) = 0. (C.63)
3
0 0 —wf(0)
G] = 0 0 —w f(f)cotand = divw = tr[G] = 0,
wf(0) wf'(6) 0

cet écoulement « tournant » respecte bien la condition d’incompressibilité.

4

i = w[f'(0) — f()cotand] (C.64)

qui ne dépend que de la coordonnée 6.

5

Dy = 2 (Dy,Dy, + DygDyg) = 2 (/4 +42/4) = 4* | = /D2 = 4], (C.65)

formule d’une simplicité remarquable, qui explique le choix du facteur 2 dans ’expression de Ds.

6

T = n(¥(0)%) 5(0) | ... (C.66)
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Deuxiéme partie : Etude dynamique

7 M. Curie...
8 0 10 1 2
(E?)r - _ai?f, (mﬁ)e - _;8%, (ﬁ?)w = ~7'(6) + ~7(6)cotan .
) 0
p
0= — 0 — — C.67
pg Ccos ek ( )
10p
0 = inf — —— C.68
1, 2
0 = o7 0) + ;T(G)CO‘uane . (C.69)
10
A
) = —— C.70
7(0) sin? 6 ( )
11 Sur la surface de contact entre le cone et le liquide, définie par
S = {X(r,B,p) =re.(r,B,p) avec (rp)€ [0,a] x [0,27]},
le vecteur contrainte exercé sur le liquide
T = p(rB)e — 7(8) e, .
Le couple exercé par le cone sur le liquide est
r = / / XAT d*S
S
ott I’élément de surface d?S = r sin3 dr dy . Ainsi
o a 2
T = sinﬁ/ / p(r.B) €, + 7(B) eq] r? dr dp
r=0 Jp=0
2m 5
= I, =T, =0, FZ:F:—?aA. (C.71)
Troisieme partie : Solution approrimative générale
12
T = A = —3I‘/(2ﬂ'a3) = 4 = 7'71(14) (C.72)

De plus 'équation différentielle (C.64) devient
wf'(0) =5 <= f(0) = B + ¥/w.

Cette expression est compatible avec les conditions limites (C.63) qui, avec 'approximation de

I’énoncé, s’écrivent

fB) = f(r/2—¢€) = sin(w/2) =1 et f(n/2) = 0.
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Il vient B = —47/(2w) et
. 1/m
€
13 En fixant la vitesse de rotation w, avec la relation (C.73) on a§ = —w/e connu, puisque 'angle
€ est une caractéristique géométrique connue. D’apres la relation (C.65), ona Dy = 52 = (w/e)?

connu. En mesurant le couple I', on a acces d’apres (C.72) a la contrainte visqueuse
T = —30/(2ma?) .
qui, d’autre part, est de la forme (C.66),

T =% d &= -30/2rd’) = n(w/e)?) (~w/e)

= n((w/e)Q) ~ (3T¢)/(2ma’w) |. (C.74)

Cette derniere équation, ou I'on a utilisé le signe ~ pour rappeler qu’il s’agit d’une approximation,
nous donne bien acces a la viscosité dynamique 7.

14 |4 = 0,764s71 et n = 0,98 Pas. Cette viscosité est 980 fois celle de I'eau & température
ambiante, il n’est pas étonnant qu'une solution de polymeres soit beaucoup plus visqueuse que de
I’eau. On peut estimer, en supposant que la masse volumique est de l'ordre de celle de 'eau, le

nombre de Reynolds correspondant :
Re = pwa’®/n ~ 0,07

qui est effectivement petit, justifiant I’hypothese d’« écoulement de Stokes non newtonien ».

Quatriéme partie : Solution rigoureuse en fluide newtonien
15 En liquide newtonien il faut résoudre
7(0) = n4(0) = nw[f'(0) — f(f)cotand] = A/sin?6 = [-3T/(27wa®)]/sin’ 0
<~ f(#) — f(f)cotand = B/sin’f avec B = —3T/(2ma’wn) , (C.75)

avec les conditions limites (C.63),
f(B) = smp et f(rj2) = 0.
16 Avec le programme Mathematica suivant :

(*EDO*)
sol= DSolve[f’[tetal - f[tetal/Tan[tetal] == B/Sin[teta] "2, f[tetal, tetal//Simplify
flteta_]= fltetal/.sol[[1]]

(*Elimination de la cte d’intégration en utilisant la cond. lim. en Pi/2%)
sol= Solve[f[Pi/2]==0, C[1]]
flteta_]l= fltetal/.sol[[1]]

(¥Calcul de B avec la cond. lim. en betax)
sol= Solve[f[betal]==Sin[beta], B]
B= B/.sol[[1]]

beta= Pi/2-epsilon
B= FullSimplify([B, O<epsilon<Pi/2]



C.4 Corrigés du chapitre 4 - Ecoulements de Stokes 201

on obtient
2

" Intan[(m + 2€)/4] + (sine)/(cos?e€)

Ce qui importe est la limite € — 0. Avec la commande Series[B,epsilon,0,0] on obtient

B =

(C.76)

1 1
B = — +0(e) = —2[14—0(62)] . (C.77)
En égalant avec I’expression de B fonction de I', a, w et 1, on obtient
3l 9
= ——]1 .
i 27ra3w[ + O(e?)] (C.78)

ce qui valide par un calcul rigoureuz la formule (C.74), et montre que l'erreur commise en
utilisant la formule (C.74) est d’ordre €2 donc trés faible.

Compléments sur le probleme 4.3

e On peut montrer que, pour un liquide non newtonien aussi, l’estimation (C.74) est une

excellente approximation, i.e. on a

3le

5 [1+0(H)] |. (C.79)

n((w/e)?) =

Les grandes lignes de cette démonstration (avec des notations légeérement différentes, et dans
un cas différent ou le plan est tournant tandis que le cone est fixe) peuvent se trouver, par
exemple, dans la section 2.8 de Bernardin (2003). Je me suis d’ailleurs inspiré de ce document
pour mettre au point ce probleme.

e On peut a juste titre se poser des questions sur des effets de pression dans ce systeme. Dans
le cadre du modele simple utilisé ici, I’équation locale de la quantité de mouvement donnerait

que la pression motrice p est uniforme, i.e.

p = po — pgz .

Cette expression n’est pas compatible avec la condition a l'interface, pour l'instant supposée
sphérique, entre le liquide et ’air, que 'on peut supposer parfait,

P = Patm + 27v/a,

avec 7 le coefficient de tension superficielle correspondant. En réalité, I'interface présente un
bourrelet dans sa région inférieure proche du plan... Et des effets de « mouillabilité » du
plan et du cone peuvent aussi jouer...

e En rhéologie on écrit le plus souvent, au lieu de la relation (2) de ’énoncé,

dll

n = n(D3) avec Dy = 2D:D, (C.80)

une relation de la forme

n = n(y) (C.81)
avec 7 le « taux de cisaillement » défini en général par 4 = /Dy . (C.82)
L’inconvénient est que & n’est pas en général une fonction réguliere de Vv quand v — 0.

Cependant, 'avantage est qu’en écoulement viscométrique 4 a une interprétation tres simple,
donc, cette convention est quasiment toujours adoptée.
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Probléme 4.4 Etude de l’écoulement dans une cavité rotor-stator étendue

I Mise en place d’un modeéle auto-similaire

1.1 Frontiere pas importante car éloignée : a > d .

I.2 Adhérence aux parois : V(2 =0) = Vgator = 0 et V(z=d) = Viptor = Wreéy .

1.3 Conservation de la masse... Apres intégration par rapport a r :

1, 1,
vp(r,z) = —irh(z) = r f(z) avec | f(z) = _ih (2) |- (C.83)
1.4 1gﬁ = vh'(z) — h(z) '(z) = D = plm(r) + m(2)].
p Oz
02
I.5 r f2(z) + r f'(2) h(z) — 79 = —m(r) + vr f'(z)
_om) vglna) 2 : _
mo(rz) = O WOE ey )~ e he) = (o)

1.6 Sur le stator, il vient
m(r) = rm3(0) .

Intégration par rapport a r, comme 71 est définie a une constante pres =—>

1
mi(r) = 5]{:7‘2 avec  k constante réelle.
S T v5(r,2)
1.7 Equation de définition de 13 <= m3(2) = k — 5 — y(rz) = rg(z).
r
1.8 k= g%(z) = v ["(2) = f2(2) = ['(2) h(2) |- (C.84)
L9 2 f(z) 9(z) + g'(z) h(z) = v "(2) | (C.85)

IT Adimensionnement du modele auto-similaire

II.1 f(2) = wF({), g(z) = wG([) et h(z) = wdH().

IL2 | F(0) = G(0) = HO) = 0, F(1) = H(1) =0 et G(1) = 1

I1.3 & = v?/¢* = t~2 donc il faut introduire K = k/w? .
I1.4 Chaque dérivée par rapport & z introduit un facteur 1/d, puisque

d dd 1d

dz  dz dC ~ ddC’

EDO (C.83) <= | F() = —%H’(C) . (C.86)
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EDO (C81) «= | K — G2(¢) + F2(¢) + F/(¢Q) H(C) = & /;go (C.87)
d*w
avec | R = — | uwn nombre de Reynolds. (C.88)
’ _ G"Q)
EDO (C.85) <= |2F(¢) G(¢) + G'(¢) H(¢) = 7 . (C.89)

Ainsia =8 =2.
III Etude du cas R infinitésimal

III.1 R infinitésimal <= diffusion visqueuse domine +— régime des écoulements de Stokes.

I11.2 F'=0 e G'=0 = F{ =0 e G = ¢
compte tenu des conditions limites. Ainsi
H(¢) = 0.
En dimensionnel
vV = wv(r,z) & = wrgég,

soit un écoulement purement azimutal, de profil linéaire en z : écoulement de type Couette.
IV Etude asymptotique du cas R fini et analyse physique
IV.1 Gy(¢) =¢.

IV.2 Insertion des développements en série dans les conditions limites, prise en compte de la
valeur de Gy, et identification des termes dominants, i.e. des facteurs des plus petites puissances
de R —

Fi(0) = Fi(1) = G2(0) = G2(1) = Hi(0) = Hi(1) = 0.

IV.3 2eme EDO de I'énoncé —
R?’F? — (¢ + R?Gy)? + R*F| H, + O(RY) = —Ky + F/ + O(R?

soit, & I’ordre dominant RY,
- = F - K. (C.90)

Conditions limites sur F; —

1

1 1
F = —(1-6K “KoC? — =t 91
10) = 75(1=6K0)¢ + 5Ko¢? — ¢ (Co)
IV.4 lére EDO de I'énoncé donne & 'ordre dominant
1 1 1
H = —2F, <— H = —(6Ky—1)¢? — ZKo¢2 + =¢°
1 1 1(¢) 12( 0o—1)¢ S50+ 30C

compte tenu aussi de la condition limite H;(0) = 0. Autre condition limite H;(1) =0 =

3
Ky = —|. .92
)= o (C92)




204 Annexe C Eléments de correction des exercices et problémes - Compléments
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Fig. C.10 — Fonctions F;(¢) en noir, F,({) en bleu et F;(¢) en rouge.

Ainsi la pression motrice

-~

1
p = §pKw2r2

+ pma(2)

(C.93)

avec pour R petit K ~ Ky > 0 : augmentation rapide de la pression motrice quand la distance r

a l'axe de rotation augmente. Cette augmentation de la pression motrice vers l’extérieur

est sans doute liée a la force centrifuge associée a la rotation du rotor, et agissant sous celui-ci.

IV.5 Au final

ig‘l

__r 32
R0 = =15+ 3¢ 12

(C.94)

qui correspond au graphe noir de la Fig. C.10 : écoulement radial centrifuge sous le rotor

et centripéete au dessus du stator.

IV.6 Comme la 2eme EDO de I’énoncé, une fois prise a 'ordre le plus bas, est 'EDO linéaire

inhomogene (C.90),
F{/:KO—G%ZKO_C2:

on peut bien écrire sa solution comme une superposition des solutions de
/! 1
F, = Ko <= F(Q) = §K0C(C—1) .

et
B = -G = ¢ < B = 21-¢Y,

d’ou les graphes bleu et rouge de la Fig. C.10. On a donc compétition entre

o 'effet de l’augmentation de pression vers l’extérieur, qui tend a repousser le fluide

vers l'intérieur (effet centripete « bleu »)

e ct I'effet de la force centrifuge associée au mouvement du rotor, qui tend a pousser le

fluide vers l'extérieur (effet centrifuge « rouge »); de fait le terme en —G% ci-dessus provient

du terme en —pvg /7 dans I’équation de la quantité de mouvement radiale, qui passé a droite

de cette équation, et supposant vg = wr, est le terme de force d’inertie centrifuge pw?re,

avec les notations de 'annexe A de Plaut (20150).
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Compléments sur le probleme 4.4

o L’effet centrifuge (« rouge ») 'emporte sous le rotor, mais on peut noter qu’en moyenne
aucun effet ne 'emporte, puisque

1
/ F(Q) d¢ = 0
0

soit, en dimensionnel et a I'ordre le plus bas,

d
/ vp(rz) dz = 0. (C.95)
0

Cette contrainte de « débit radial nul » peut étre interprétée comme résultant de 1'incom-
pressibilité, le fluide ne pouvant par exemple globalement diverger du centre sans se dilater.
Plus mathématiquement une prise de moyenne de I’équation de conservation de la masse par
rapport a z (ce qu'indiquent les guillemets simples avec z en indice) donne

d ov,(r,z z=
%E@“U,«(r,z))z = _<8(z)>z = _[UZ<r’z)]z:(C)l =0

d’apres la condition d’imperméabilité des parois. En conséquence le produit r (v,(r,2)), est
indépendant de r. Comme il est nul en » = 0 il est nul partout, ce qui permet d’établir la
propriété (C.95) en général.

e Ce probleme s’inspire grandement d’une étude historique présentée dans Batchelor (1951) et
reprise dans Lance & Rogers (1962). En hommage a Batchelor, on appelle d’ailleurs I’écou-
lement étudié ici « écoulement de Batchelor ». Pour que cet écoulement soit réalisé, il
faut que le fluide contenu dans la cavité soit enfermé dans un « carter » extérieur, afin de
supporter ’augmentation de pression dans la direction radiale, liée a la rotation, mise en
évidence au niveau de I’équation (C.93).

e La méthode de calcul perturbative pour étudier l'influence des termes non linéaires iner-
tiels sur I’écoulement peut étre qualifiée de « méthode faiblement non linéaire ». Elle
permet de transformer le probléme non linéaire (4.38), (4.39), (4.40) en une suite de pro-
blemes linéaires inhomogenes dont fait partie, par exemple, I’équation (C.90). On retrouve
des méthodes similaires en théorie des instabilités par exemple.



206 Annexe C Eléments de correction des exercices et probléemes - Compléments

C.5 Corrigés du chapitre 5 - Couches limites

Probléme 5.1 Etude de la couche limite de Blasius

1 f7(0) = 0,332057.

0.2 i

0.0

21

-0.1+ ,

-021 hl

0 5 10 15 20
zeta

2.1

zeta

La courbe tiretée montre que I'on a des vitesses transverses v positives; on parle de « vitesses de

déplacement ». Elles sont faibles en pratique a cause du facteur y/vU/x dans I'expression de v,

/ 0 _
ﬁ =U-=U Reexlt/éfieur < U.
X X

22 =5 = 0 =yl@g) =63 =5 T

2.3.1 29~ 100r/U ~ 0,5 mm treés petite = ne pas s’en préoccuper.
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2.3.2

deltal [cm]

0 10 20 30 40
X [cm]

La couche limite porte bien son nom car elle est tres fine, au plus 8 mm a la fin de la plaque.

N N
2.3.3 Azrz=25cm : Azxz=50cm :

10f3 10f3
I I
I I
o8l 081
I
1 1
| |
_ 061 _ 06n
5 5
> o4l > o4l
I I
1 1
02 02
1 1
I 1 I

00k ‘ ‘ ‘ o 0ok ‘ ‘ ‘ d

0.00 005 010 015 0.20 0.00 005 010 015 0.20

umys] umys]

v est bien négligeable devant u; on observe aussi I’épaississement de la couche limite lorsque z 7.

2.3.4 Lof
08}

06

Reyext/10"5

04f

02f

ook

0 10 20 30 40
X [em]

On reste sous Reextsrienr < 10° donc la couche limite reste laminaire.

ou nU3p
= «

nﬁiy T

317, =

3.2 C/(x) 2a 2a 0,664
. X = = = .
/ vV Reextérieur Reyocal Rejoeal

3.3 [, = $pU?L3 4o \/VL/U = Cp = 1,33/Reiocal(L) .

3.4 C; = 00021, Cr = 00042, F, = 0,0210 N.

50

3.5 Les mesures a haut Reynolds correspondent a des couches limites turbulentes.
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Probléme 5.3 Couches limites : généralités, couches limites aspirée et standard

Généralités - Epaisseur de déplacement et coefficient de frottement

H
la g = L3/ u(zo,y) dy
y=0

H
1.bqp:L3/ U dy .
y=0

Dans la couche limite, v < U, donc g < g, car les frottements visqueux dans la couche limite
ralentissent le fluide.

H H H
l.c ¢ = L3/ ) Udy = L3/ Udy — L3ogU = q¢q <= 64 = / [1— u(xo,y)/U] dy .
y=0d4 y=0 y=0

Par prolongement continu, I’épaisseur de déplacement

+o0
S = |- ulwn)/U] dy |. (C.96)
y=0
2
ou Ov ou 2v Ou
Ty = 2nDgy(x,0) = n(a—y—l—a—x)(w,O) = na—y(x,O) = | Cf(z) = ﬁa—y(x,O) . (C.97)

Couche limite aspirée asymptotique

3.a On suppose le fluide incompressible :

Ve >z, Vy>0, divv = 0 <= d—:v =0,
Y
d’ot, avec la condition d’aspiration (CLAS),
Ve >z, Vy>0, v = -V.
2N , . 1 V /
3.b Premiere équation de Prandtl <— Vy >0, v’ = ——u <= u = ug+ujexp(—Vy/v).

v
(CLAD) = w; = —ug; condition de raccord u(+o00) =U = wup=U

= |u(y) = U [l —exp(—Vy/v)] |. (C.98)

Pour le tracé de ce profil, voir la figure C.11a.

+oo
4.a 6 = 0q = / exp(—Vy/v)dy = v/V .
0

v]l = J1] caron serapproche du cas du fluide parfait ou il n’y a pas de couche limite.
V1 = 1] carla couche limite plus aspirée devient plus fine et plus « collée ».

4.b 61 = 1,51 mm .
5.a C; = (2v/U?) du/dy(0) = 2V/U .

Coefficient « global », non « local », du fait de 'uniformité de la couche limite dans la direction z.
V1 = 6] = gradients de vitesse augmentent dans la couche limite qui devient tres
fine, Cy 1. Comme C est adimensionnel, il ne peut finalement qu’étre proportionnel a V/U.
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5b C; = 21073.

Couche limite non aspirée standard

6 Blastus.

+oo

7.a 0o = 4(x) = / [1— f'(y/d)]dy avec § = 6(x) = \/vx/U léchelle de la couche
0

limite.

“+oo
Changement de variable ( =y/§ = 0§y = 5/ [1—f(O] dc .
0

7.b Programme Mathematica :

(* Paramétre de troncature : valeur max de zeta *) zmax= 20

(* Calcul de f *)
sol= NDSolve[{2 f’’’[z] + f[z] f’’[z]==0, £[0]==0, f’[0]==0, f’[zmax]== 1}, f[z], {z,0,zmax}]
f[z_1= Replacel[f[z],sol[[1]]]

(* Test : on retrouve bien la valeur 0.332057 trouvée en TD *) alpha= f’’[0]

(* Calcul de 1’intégrale *) int= NIntegrate[1-f’[z],{z,0,zmax}]

Test de robustesse vis-a-vis de modifications de la valeur du parametre de troncature zmax : passer
de zmax= 20 a zmax= 30 ne change aucun des 6 premiers chiffres significatifs de l'intégrale, on
peut garder avec confiance les 3 premiers :

/+m[1—f’(g)] A = 172 = Gylz) = 1,726(x) = 1,72 Jva)U . (C.99)
0

7.c 62(x =1m) =2,11 mm > §;. La couche limite aspirée est plus mince, & cause de 1’aspiration
de cette couche, qui la « colle » et « amincit ».

8.a Cf(z) = 2f”(0),/é - 0,664,/%.

v] == (|, on serapproche bien du cas du fluide parfait Cy = 0.
Ut = (] acause du facteur U~2 dans la définition de Cy.
x1 == (| car la couche limite s’épaissit donc les gradients de vitesse diminuent.

8b Cf(r =1m) = 8,16 10~% | coefficient plus faible que dans la couche limite aspirée, ce qui
est cohérent avec le fait que la couche de Blasius considérée ici soit plus épaisse.

Comparaison et prise de recul

9 On choisit, afin de voir toutes les couches limites, Yymax =~ 4max(d1,02) =~ 8 mm. Avec
Mathematica, on obtient la figure C.11a. On observe bien que la couche aspirée est plus fine que
la couche de Blasius.

10 Ces calculs reposent sur I’hypothese de couches limites laminaires. Une transition vers la
turbulence risque néanmoins de se produire ! Dans le cas de la couche limite de Blasius, on dispose

d’un critere de transition, basé sur le calcul du nombre de Reynolds local

Ud
Regeal = ~ ~ 810
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(b)

x =300 mm (Blasius)

X =400 mm

x =450 mm

x =500 mm

x =550 mm

X =650 mm

x =750 mm

x =900 mm

Theory (evolution equation)

4®x P> om a0

y [mm]

[}
T

Fig. C.11 — a : Dans le cas considéré dans 1’énoncé de couches limites d’air, profils calculés de la
couche aspirée (courbe continue) et de celle standard de Blasius & z = 1 m (courbe tiretée). b : Résultats
expérimentaux de Fransson & Alfredsson (2003), montrant la transition progressive de la couche de Blasius
a la couche aspirée, lorsque z augmente. L’axe des ordonnées correspond a la variable réduite ¢ = y/d0(x)
avec d(z) = y/vx/U. L’aspiration démarre & une distance z, = 360 mm du bord d’attaque.

ici. Il est largement supérieur a 300, on s’attend a ce que la couche de Blasius soit perturbée
et modifiée par des effets de turbulence. Méme en ne considérant que ’écoulement moyen,
on aura sans doute des effets de turbulence qui feront que son profil différera de celui montré
sur la figure C.11a. Si on voulait faire une comparaison expérimentale entre les couches limites
laminaires aspirée et standard, il faudrait de toute maniere avoir un écoulement amont tres propre,
introduisant le minimum de perturbations, pour retarder au maximum la transition, puis, soit
travailler avec un écoulement moins rapide (U |), soit plus pres du bord d’attaque (x |), mais
alors pour la couche aspirée le régime asymptotique d’invariance par rapport a x ne sera peut-étre

pas atteint, il faudrait donc mieux privilégier la premiere option.

Compléments sur le probleme 5.3

e Dans une soufflerie, en travaillant avec U = 5 m/s, des couches limites de Blasius et aspi-
rée ont bien été obtenues expérimentalement par Fransson & Alfredsson (2003), comme le
montre la Fig. C.11b. La transition progressive de la couche de Blasius & la couche aspirée
asymptotique a d’ailleurs été modélisée par une équation d’évolution du profil, donnant de
tres bons résultats...

e Fransson & Alfredsson (2003) et d’autres auteurs ont montré que l'aspiration a un effet
stabilisant sur la couche limite, vis-a-vis de la transition vers la turbulence. Cependant,
I’aspiration a un cout en terme d’installations, de puissance de pompage et de coefficient de
frottement...



C.5 Corrigés du chapitre 5 - Couches limites 211

Probléme 5.4 Etude des couches limites de Falkner-Skan
1 ﬁextérieur(xﬁ) = ﬁ[) - gA2:E2m.

ou ou 0%u
vu TE g AZp2ml g
ox + U@y mA~“x + V8y2

Sim > 0, "écoulement extérieur est accéléré quand = 1, d0p/dx < 0, le gradient de pression est

2 Premiere équation de Prandtl : u

favorable.
Sim < 0, écoulement extérieur est ralenti quand z 1, dp/dz > 0, le gradient de pression est

défavorable.

35 = \JorT A

4 P = VyAzm+l |

5u = Af(Q), v = VAR - m)Cf ()~ (1 m) ()

1
6.1 az%, b=-m, c=m.

6.2 f(0)=f(0)=0, f/(+o00)=1.
6.3 Equation et solution de Blasius.

7 En procédant pas a pas on peut monter sans difficulté jusque m = 2, mais, malgré toute tentative
de rafinement du pas, on ne peut descendre sous

me = —0,0905

On obtient les profils de couche limite de la figure suivante :

m= -0.09,-0.08,-0.05,-0.03, 0, 0.5, 1 et 2 de gauche a dr
00—

zete

£

La couche limite est d’autant plus épaisse que le gradient de pression est défavorable.

8 B. = 345rad = ~. = 0,313rad = 18°.
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2(0)

Si f”(0) < 0 on aurait u < 0 au début de la couche limite, qui redeviendrait ensuite > 0 pour
adhérer & I’écoulement extérieur. Au niveau du point de changement de signe ou u = 0, 'hypothése
de couche limite (5.5) serait violée, ces solutions ne sont pas physiquement acceptables.

C.6 Corrigés du chapitre 6 - Ecoulements turbulents

Exercice 6.1 FEstimation d’ordres de grandeur en écoulement turbulent

1 Re = 10" > 1.
2 KK = 18 pm.
3 ¢ = 10 W/kg, c’est cher!

4 N, = (10a)? Re?/4 avec o =~ 6 nombre de points de grille sur un segment de taille /.

N, = 410 points — Nyges = 1,5 1017 — Nocrets = 1,210 octets — Ngo = 1,2 10° Go.
Or les plus grands clusters du monde (une petite dizaine existe...) sont constitués d’environ 10000
unités de 32 Go chacune ce qui correspond & une mémoire vive de seulement 3 10° Go...

Probléeme 6.1 Modéle simplifié de turbulence en proche paroti - Lois de paroi

’ d2V d t
1 Equation de Reynolds dans la direction 1: 0 = L4 o1z

=1 dx3 dry
Equation de Reynolds dans la direction 2 = P = Py — p(vhv}) .
avi
2 nd—m + iy = Tp-
3.a v, =\/Tp/p, lp=1r/vp.
+_ T2V + ta
3.b y™ = —— est un nombre de Reynolds local, —- + 75 = 1.
v dy™

4 En proche paroi, 712 est négligeable =— UT = yT.
1

5 En couche externe, dUT /dy™ est négligeable =— UT = —Iny" + C.
X

6 yj;mpon = 10,8.

7.a Cf. le modele de Boussinesq : 74, indépendante de 73 <= K indépendante de 5.
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7.b En égalisant les estimations de la viscosité turbulente données par les modeles de Prandtl et

K — &, on obtient
K2
vho= X Up Ty = C’V?.

L’équation de I’énergie cinétique donne alors

v R vg
e = dou K =

X T2 VO,

avec le modele de Boussinesq.

8 Equation de la dissipation avec hypothese que la dispersion turbulente domine la diffusion vis-
queuse

VO, 1
— (025 - Cle) 5 =
X O¢

vérifiée & 11% preés seulement avec les valeurs standard du modele K — «.

Complément C.2 Lois de paroi

Les « lois de paroi » précédentes sont bien vérifiées, comme le montre la figure suivante

tirée de Schlichting & Gersten (2000), sur laquelle les triangles et cercles représentent des données

expérimentales :
16
O,
r— -~
12 v
+ L
U /I
8 - ,I
%
4+
0 R N R R
1 5 10 50 100
Yyt

La position de la limite extérieure de la couche externe dépend des écoulements ; typiquement elle
se trouve vers y+ ~ 400.

Ces lois de parois donnant U™, K et ¢ sont utilisées dans le modele K — & comme « conditions
limites générales » au voisinage d’une paroi; typiquement on les écrit en y™ = 30. Un probleéme
est que v, et 7, ne sont pas connues a priori mais déterminées, physiquement, par des conditions
d’entrée - sortie « globales »... Ou, éventuellement, de fagon itérative, en partant d’une estimation
simple de la forme

vp = 0,05 Vinax ,

estimation qui, parfois, n’est méme pas raffinée... Un exemple d’utilisation de conditions limites de
ce type est donné dans le probleme 6.2.
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Exercice 6.4 Modéle K — ¢ de turbulence de grille et mesure de la constante Cs,.
0K Oe g2
1 Vi— = — t Vim— = —Cop— .
16351 ¢ ¢ 18.%‘1 QEK
1
2 0y = 251 192
n

3 Dans I'équation d’évolution de K par exemple,

L0?K
v
Ox?

< e car K <V

car intensité de turbulence de 'ordre de 5% au maximum.

Probléme 6.2 Ecoulements en tuyau : cas laminaire et turbulent en modéle K — «¢
l.a Vo = Up/2, MNam = 64/Re et Re = R.

1.b 7 = 217% = %Glama .

L’expression en fonction de Uy est physique; par exemple n 1 = 7, T est évidente... L’expression
en fonction de Gy, est aussi physique : les frottements sur les parois compensent exactement le
différentiel de force de pression entre ’amont et ’aval. D’ailleurs cette relation peut se déduire
d’un bilan de force global (cf. le probleme de test de janvier 2014 de Plaut 2015b).

T, 2vUy 2
1. = 1/—p =3\ — = Un\/5 -
C Vp 0

Sauf écoulement tres lent, R > 2 donc v, < Up. Plus I'écoulement est rapide, plus v, /Uy est petite :
I’écart entre la vitesse de frottement, pertinente pres de la paroi, et la vitesse au centre, s’accentue

naturellement.

V = U()e.0e — D) = LU(r) (e.06 +8&, 98,) .

_ —~ 2 — 1d = =
3.a0 = -VP — ngK + fd—(rTm) e. avec T = 2(n+7n")D(V).
rdr
3.b Par intégration des composantes r et 6, P(rz) = II(z) — 2pK(r) .
, 1d
3.c Composante z <<= II'(z) = fd—[rTrz(r)] = constante = —G .
rdr

G, opposé du gradient de pression motrice axial moyen, controle en particulier les pertes de charge
moyennes

~

§P = P(rz=0) — P(rz=L) = GL,
donc la puissance moyenne nécessaire pour entretenir 1’écoulement.

3.d T,.(r) = (n+n) U'(r) = —%Gr.
Dans le cas laminaire

nu'(r) = nUo(—2'r/a2) = —%Glamr,

qui est méme, sauf que 7' = 0 : leffet de la turbulence est d’augmenter n de n’.
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4 Ala paroi, n' = 0 donc

nU'(a) = —3Ga = |1, = 3Ga |. (C.100)

Soit, en fonction de G, la méme expression qu’en laminaire (cf. la réponse a la question 1.b); ce

sont les valeurs de G' et 7, qui vont augmenter par rapport au cas laminaire, a débit fixé.

5 VV:D(V) = LU'(r)?.
6 0 = %dir[r(u+l/t) K'(r] + Y U)]? - e.

Le 1° terme est un terme de diffusion moléculaire (v) et turbulente (vf). Le 29 est le terme de
production de la turbulence par écoulement moyen. Le 3°™ est le terme de dissipation qui tend
au contraire a faire disparaitre la turbulence.

1d vt ’ + € / 2 e
7 0 = ar r(l/—k%) 8(7“) + Chev K [U (7")] - CZEE'
8
dU ~
ot 77 —_2G7r |. .101
IA(Q
9 /I/\t = Cl/ R = -
€

La proportionnalité entre ! et R montre que la viscosité turbulente augmente quand le Reynolds
augmente. C’est normal, cela rejoint I'estimation d’ordre de grandeur de v!/v faite en amphi.

10
1dAAt’\/A ~t 177/ (2\12 -~
?%[r vK'(P)] + v [U(TM)] — Re =0]. (C.102)
11
11dAAt/4A Atg 737 ()12 £
(G ) S A (C.103)
12.a T, = 27;% G.
12.b @; = 2;.
13.a To = a—1T.
2GR
14

. G /1
Op = \[27 <§ Inyo + C) (C.104)
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(b)

60000 [

50000 ]
40000
s 30000

20000 -

10000 k
=1

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10
r r

Fig. C.12 — D’apres le modele d’écoulement turbulent en tuyau développé dans le probleme 6.2, pour
R = 5600, profils adimensionnés de a : vitesse moyenne, b : énergie cinétique fluctuante. A titre de référence,
on a tracé sur la figure a le profil de I’écoulement laminaire (courbe pointillée).

15
. 2 G dK
Ip =r| ° = 0 (C.105)
16
. (2G/RP? 1 dz  (2G/R)*? 1
Gy = ol NI a7 | (C.106)

17 En théorie c’est au centre que
U©) = U(0)/Uy = 1.

Mais 7 = 0 est un point singulier du systéme des coordonnées cylindriques, donc on ne va pas
intégrer numériquement le systéme jusqu’en 7 = 0, mais jusqu’a une valeur de 7 petite, ¥ = 7yg.
Idéalement il faudra vérifier que, si on modifie le petit parametre g, nos résultats seront inchangés.

18 7y = 0,9058 . Mathematica donne
erreur = \U(?Oo)—ly = 1,73107° < 1074

comme annoncé dans 1’énoncé, niveau suffisamment bas pour considérer que le modele est bien

résolu.

19 La formule proposée dans I’énoncé correspond a la fonction la plus simple qui relie la valeur de
U en T, soit ﬁlp, a la valeur nulle a la paroi 7 = 1, du fait de la condition d’adhérence. La fonction
U ainsi prolongée sur [Foo,1] est représentée sur la figure C.12a. On observe un profil tres plat au
centre du tuyau, a cause de la diffusion turbulente.

2 [ ~ L
20 W = o U(r)rdr <= Vy = 2/ U) rdr.
r=0 =0

Mathematica donne
Vo = 0,8166 .

Comme le profil est plat, proche de U = 1 dans toute la région centrale, on a un débit réduit plus
élevé qu’en laminaire, ou V; = 0,5.
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21 Re = 2‘70 R = 9146 avec Mathematica.
Comme ‘/}0 > 0,5 on a Re > R, contrairement au cas laminaire.

6 &
—GAE = 0,0388 avec Mathematica.
R V¢

On peut comparer cette valeur a celle obtenue en régime laminaire au méme débit i.e. au méme

Re,

22 A=

64
Alam = e = 0,00700 = A = 5,55 Aam ,
e
qui signale une forte augmentation des pertes de charge due a la turbulence.
On peut aussi comparer notre prédiction pour A a celle de la formule de Blasius, validée expéri-
mentalement,

Mg = 0,316 Re Y% = 0,03231 = X = 1,20 \p,

soit une erreur de 20%, assez conséquente. Ainsi, le modele K — & utilisé ici n’est pas correct
quantitativement mais seulement semsi-quantitativement.

Compléments sur le probleme 6.2

e Le fait que la fonction K représentée sur la figure C.12b prenne de tres grandes valeurs au
voisinage de 'origine, ou elle semble singuliere (non dérivable) est non physique. Les fonctions
£ et D! présentent d’ailleurs un comportement similaire, avec de trop grandes valeurs de 7'
pres de 'axe... Le modele développé ici est « frustre » et « insuffisant » au sens ou vouloir
imposer deux conditions initiales pour K et Zen 7 = 7 est non physique. Normalement il
faudrait juste imposer les valeurs de K et Zen7 = 7y mais pas celles de leur dérivée, et utiliser
par exemple une méthode de tir pour caler les dérivées premieres de ces fonctions a zéro au
centre du tuyau, ce qui correspond a une condition de régularité de ces fonctions scalaires
axisymétriques (indépendantes de r et 6). Ceci serait cependant beaucoup plus complexe que
la solution « simple » adoptée ici, qui correspond & une premiere approche...

e Indépendamment de ce probleme, Launder & Spalding (1974) avancent que le modele K — ¢
standard donne des résultats relativement médiocres en écoulements en tuyau, lorsque des
lois de parois sont utilisées, surtout & nombre de Reynolds intermédiaire Re < 2 10%. Ils
préconisent en conséquence d’utiliser des modéles K — & modifiés, dans lesquels des termes
supplémentaires sont introduits dans les équations de K et ¢, et, de plus, les constantes C,,

et U9 deviennent des fonctions compliquées de K et ¢ elles aussi...

e La question de la pertinence des lois de parois standard en écoulements en tuyau est toujours
actuelle, comme le montrent par exemple les études expérimentales récentes de Toonder &
Nieuwstadt (1997); Zagarola & Smits (1998)...
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