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TRANSFORMEE EN Z

APPLICATION A L'ETUDE DES 

SYSTEMES DISCRETS LINEAIRES  

I°) Fonction de transfert en Z d'un système discret linéaire (S(D(L() :

1-1 définition  :

Nous avons vu qu'un système discret est caractérisé par son équation de récurrence de forme générale :

s(n) = 

 - 


la transformée en Z du signal de sortie peut s'écrire sous la forme :

s(z) = 

 - 


en supposant que :


* le signal d'entrée est causal,


* le signal de sortie nul pour n < 0.

On obtient après transformation une relation du type ; S(z) = H(z)(E(z).

On appelle fonction de transfert en z du système discret le facteur H(z) défini par :

H(Z) = 


quand les conditions initiales sont nulles.

1-2 remarque :

Pour obtenir la fonction de transfert en z à partir de l'équation de récurrence, il suffit de remplacer un terme f(n - i) par z-i(F(z), d'où :

H(Z) = 


Dans le cas particulier de la cellule à retard ao = 1 et bk = 0 (k ( H(z) = z-1
II°) Analyse des systèmes discrets :

2-1 généralités :

Notons en abrégé F(T( pour fonction de transfert. Nous utiliserons la même démarche que celle utilisée pour l'analyse de Fourier ou l'analyse de Laplace :


* e(t) ( E(z)


* S(z) = H(z)(E(z)


* S(z) ( s(t)

2-2 F(T( et réponse impulsionnelle :

2-2-1 fonction de transfert :

Quand on applique le signal impulsion {d} à l'entrée d'un système discret, on obtient en sortie le signal { h } appelé réponse impulsionnelle discrète du système en sortie. La transformée en z de la réponse impulsionnelle discrète { h } est la fonction de transfert H(z) du système discret ( H(z) = Z( { h } )

2-2-2 exemples de réponse impulsionnelle :

s(n) = ao(e(n) + a1(e(n-1) ( H(z) = ao + z-1(a1 qui est la transformée du signal discret {h} tel que h(n) = ao({ d(n) } + a1({ d(n - 1) }

s(n) = ao(e(n) - b1(s(n - 1) ( H(z) = ao - z-1(b1(H(z) ( H(z)([1 +  z-1(b1] = ao et

 H(z) = 

 

qui est la transformée du signal discret { h } tel que h(n) = ao(


2-3 F(T( et réponse indicielle :

2-3-1 fonction de transfert :

La transformée en z du signal discret échelon { u } est U(z) = 

. La réponse indicielle d'un ( discret est la transformée inverse de la fonction U(z)(H(z) = 

.

2-3-2 exemples de réponse indicielle :

s(n) = ao(e(n) + a1(e(n - 1) ( H(z) = ao + z-1(a1 ( D(z) = H(z)(U(z) = 


D(z) = ao(U(z) + a1(z-1(U(z) qui est la transformée du signal discret { d } tel que { d(n) } = ao({ u(n) } + a1({ u(n - 1) }

s(n) = ao(e(n) - b1(s(n - 1  (  H(z) = 


D(z) = H(z)(U(z) = 

=

+


avec 

A1 =

 et A2 =

 

d'où d(n) = A1((-b1)n + A2  = 

(


D(z) = ao(U(z) + a1(z-1.U(z) est la transformée du signal discret { h } tel que h(n) = ao(b1n
2-4 F(T( et réponse harmonique :

2-4-1 fonction de transfert :

La connaissance de la F(T( en z permet d'obtenir immédiatement le comportement fréquentiel du système. Il suffit d'effectuer le changement de variable :

z = exp(j(((Te)

H(z) —————————————( H*(j(()

2-4-2 exemples de réponses fréquentielles :

s(n) = ao(e(n) + a1(e(n - 1) ( H(z) = ao + z-1 ( H*(j(() = ao + a1(exp(-j(((Te) 

s(n) = ao(e(n) - b1(s(n - 1)  ( H(z) = 

( H*(j(() = 


III°) Synthèse d'une forme quadratique :

3-1 hypothèses :

On désire synthétiser la transmittance : 

H(P) = 

 = 

 = 

 avec 

	Fo
	m
	Te
	Fe

	50Hz
	0,1
	2 ms
	500 Hz


Y(P)(

= (o2(X(P) 

Connaissant le polynôme en P il faut déduire une équation de récurrence liant Yn à Xn.

3-2 équivalence de la dérivation :

3-2-1 transformation :

Nous avons vu qu'à la dérivation 

 correspond une différence 

. Or l'opération qui consiste à passer de Xn à Xn-1 est un retard de Te. Pour passer de la transformée en z de x(t) à la transformée en z de 

, il suffit d'effectuer une multiplication par 

. D'où la transformation :

	x(t)
	(
	


	
	

	X(P)
	(
	P(X(P)
	
	

	


	(
	


	(
	




Pour passer de la transformée de Laplace à la transformée en z de x(t) il suffit de remplacer P par 

: P (


3-2-2 remarque :

La relation exacte liant z et p est z-1 = exp(-P(Te) = exp(-j(((Te) = cos(((Te) - j(sin((((Te). Si ((Te << 1 alors un développement limité au premier ordre donne :

cos(((Te) - j(sin((((Te)  ( 1 - j(((Te ( z-1  ( 1 - P(Te d’où p = 


3-2-3 exemple :

(o2(Y(P) ( (o2(Y(z) 

2(m((o(P(Y(P)   ( 2(m((o(

(Y(z)

 P2(Y(P) ( 

(Y(z)

(o2(X(P) ( (o2(X(z) 

On effectue la somme d'où :

Y(z)(

= (o2(X(z)

Y(z)(

 = ((o (Te)2(X(z)

Y(z)(

 = ((o (Te)2(X(z)

Y(z) = 

(X(z)  + 

(z-1(Y(z)

-  

(z-2(Y(z)

La suite récurrente est immédiate avec :

	Yn  =  ao(Xn  -  b1(Yn-1  -  b2(Yn-2

	ao 
	b1 
	b2 

	


	


	



	0,25965
	-1,39805
	0,65770


3-3 équivalence de l'intégration :

3-3-1 transformation :

Nous avons vu qu'à l'intégration correspond : yn - yn-1 = 

(Te
soit Y(z) - z-1(Y(z) = 

([X(z) + z-1(X(z)] et Y(z) = 

(

(X(z)

Pour passer de la transformée en z de x(t) à la transformée en z du signal intégral, il suffit d'effectuer une multiplication par : 

(

(

 Or l'intégration se traduit par une division par P d'où la transformation suivante ; pour passer de la transformée de Laplace à la transformée en z de x(t) il suffit de remplacer P par :



(

( P

3-3-2 remarque :

La relation exacte liant z et p est z= exp(P(Te) = exp(j(((Te) = cos(((Te)+j(sin(((Te). Si ((Te << 1 alors un développement limité au 3ème ordre donne :

cos(((Te) ( 1 - 


sin(((Te) ( (((Te) -


cos(((Te) + j(sin(((Te) ( 1 - 

 + j((((Te) - j(


cos(((Te) + j(sin(((Te) ( 1 + j((((Te) + 

 + 


exp(p(Te) (1 + P(Te +

+

de plus 



(

(

soit à l’ordre 3



 (1 + P(Te +

+

 On remarque des développements limités au second ordre identiques. 

Si Z = exp(P(Te) ( 

 au second ordre on déduit que P (

(


3-3-3 exemple :

((o)2(Y(P) ( ((o)2(Y(z) 

2(m((o(P(Y(P)  ( 


(P)2(Y(P) ( 

 (Y(z)

((o)2(X(P) ( ((o)2(X(z) 

On effectue la somme d'où :

Y(z)(

= X(z)((o2
Y(z)(

= X(z)(


Y(z)(


= X(z)( 

(


La suite récurrente est immédiate ; en posant :

	Yn  =  ao(Xn  +  a1(Xn-1  +  a2(Xn-2  -  b1(Yn-1  -  b2(Yn-2

	ao 
	a1 
	a2 

	


	


	



	0,084971
	0,169942
	0,084971

	
	b1 
	b2

	
	


	



	
	0,084971
	0,169942


3-4 utilisation de la réponse impulsionnelle :

3-4-1 transformation :

Les systèmes étant linéaires, la suite yn est obtenue en échantillonnant le signal de sortie résultant de toutes les réponses impulsionnelles antérieures. On peut écrire :

y(n(Te) = 


où hi(m(Te) est la valeur, à l'instant m(Te, de la réponse impulsionnelle.

Pour réaliser la synthèse de la transmittance définie au §3-1 page 3, il suffit d'établir l'équation de récurrence, qui, à une impulsion d'entrée, fait correspondre une suite de valeur yn, obtenues par échantillonnage de la réponse impulsionnelle du système de transmittance H(P).

3-4-2 transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle :

Tout signal de durée 0 < To < Te d'amplitude A sera considéré par le calculateur comme un créneau d'amplitude A du durée Te. En conséquence une impulsion d'entrée x(t) d'amplitude A de durée To sera vue comme un créneau d'amplitude A de durée Te. Les deux signaux ont la même transformée en z ; X(z) = X'(z) = A.

La transformée de Laplace du créneau se déduit de la transformée de Laplace d'un échelon d'amplitude :


* A ( 



* -A retardé de Te ( 


La transformée de Laplace du signal de sortie Y(P) est Y(P) = H(P)(X(P) et 

Y(P) = A(H(P)(


3-4-3 transformée en z de la réponse impulsionnelle :

Nous constatons au coefficient A près que Y(P) est la somme de deux termes. Notons Pi les pôles de 

; la décomposition en éléments simples donne :



 = 


et la réponse temporelle correspondante s'écrit :

r(t) = 


La transformée en z de r(t) s'écrit :

R(Z) = 


soit quand on remplace :

R(Z) = 


On peut permuter les signes sigma et noter :

R(Z) = 


on reconnaît au niveau de la deuxième somme, une progression géométrique de raison exp(Pi(Te)(z-1, soit :

R(Z) = 


R(z) est la transformée en z du signal dont la transformée de Laplace est

. On en déduit la  transformée en z du signal 

(exp(-P(Te) :


* 

( R(z)


* 

(exp(-P(Te) ( z-1(R(z)


Enfin la transformée en z du signal de sortie s'écrit :

Y(z) = (1 - z-1)(R(z)

Conclusion :

la transmittance en z d'une chaîne de traitement numérique, réalisant une transformée de Laplace H(P) est H(z) = 

= 

(

 où :


* Pi sont les pôles de 

,


* Ai sont les coefficients obtenus par décomposition de

en éléments simples. Comme la multiplication par z-1 se traduit par le passage d'un échantillon au précédent, la connaissance de H(z) permet à partir de Y(z) = H(z)(X(z) de déterminer l'équation de récurrence.

3-4-4 avec l’exemple défini au §3-1 page 3 :

H(P) = 

 = 

= 


	Fo
	m
	Te
	Fe

	50Hz
	0,1
	2 ms
	500 Hz


Comme H(p) possède deux pôles complexes conjugués notés P1 et P2 alors :



= 

 avec 
( P1 = (o(

= -31,42 + j(312,6

( P2 = (o(

= -31,42 - j(312,6

la décomposition en éléments simples donne :



 = 

  + 

 + 

  = 

 + 

 + 


la transmittance en z s'écrit donc pour :


* 

 = 

( (1-z-1)(

= 1 


* 

= 

(   (1-z-1)(



* 

= 

(  (1-z-1)( 



* exp(P1(Te) = 0,7615 + j(05496


* exp(P2(Te) = 0,7615 - j(05496

On remplace ; l'application numérique donne :

H(z) = 


alors :

	Yn  =  ao(Xn  +  a1(Xn-1  +  a2(Xn-2  -  b1(Yn-1  -  b2(Yn-2

	ao 
	a1 
	a2 

	0
	0,18328
	0,175664

	
	b1
	b2

	
	-1,522967
	0,8819114


Les deux réponses sont confondues.
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