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Introduction

0.1 Equations de degré 2

fl@)=a®+pr+q=(z—z1)(x — 22)

:>x1—|—x2:—p,xlxgzq,xl—@::ﬁ:\/g
oit A = (11 — 29)% = p? — 4q.

Donc :
—p=+ \/K
1, ry = ——— .
2
FEzercice : Calculer cos(2m/5) et (sin(27/5).
0.2 Degré 3

fl@)=a*+pr+q= (v —a1)(z — x2)(x — x3)

3

= A= ((v1 — 22)(22 — 23) (21 — 23))*

c’est le discriminant de x® + px + ¢. Soient a
T1 4 j220 + jz3.

—4p3 —274% .

z1 + jro + j2ws, b

Alors :
atb j*a+ jb ja+ 5%
Ty = e I
3 3 3
Donc :

N[

o= {4 @)+ () 4 @)
A @ 6

A6 2 )

ou & chaque ligne, la deuxiéme racine cubique est choisie de sorte que le
produit des 2 racines cubiques est —3p.

Ezxzemples :



i) T'unique racine réelle de 3 — z — 1 est :

dlg/%#l_l/%
2 2V 27 2 2V27r -

ii) 23— 3z +1 a 3 racines réelles mais aucune n’est résoluble par radicauz
réels : c’est le casus irreducibilis. Une des racines est :

2T - 3/ .
2COS(9):\3/;—|—\/]>2.

74213/ =3 7—21i/—3
e (YRS S

Ezercice : Montrer que 2 cos(27/7) =

(indication : 1+ 2cos(2mw/7) + 2 cos(4mw/7) + 2 cos(6m/7) = 0 et (2cos 3t) =
(2cost)® — 3(2cost)).
0.3 Degré > 5

252 = (x—x1)(x—22)(x—23)(x—24) (z—5) ot 21, = v/2(cos(2km/5)+
isin(2km/5)) donc 2° — 2 est résoluble par radicaux.

En revanche nous verrons plus tard que 2® — 2z — 1 n’est pas résoluble par
radicaux.

1 Extensions, algébricité

1.1 Polynémes irréductibles
Proposition 1.1 Soit K un corps. soit P € K[X]. Alors P est irréductible
< K[X]/(P) est un corps.

Remarque : K[X]/(P) est un K —espace vectoriel de dimension d =
deg P.

1.2 Extensions, degré

Soient K < L deux corps. On dit que L est une extension de K.
Dans ce cas L est aussi un K —espace vectoriel. On note [L : K| :=
dimg L : c’est le degré de L sur K.

Proposition 1.2 Soient Ky < ... < K,, des corps. Alors [K,, : Ki]| = [K, :
Kn_l]...[Kg . Kl]

Ezemple : [Q(V/2,7) : Q] = 6.



1.3 Eléments algébriques

Soit K < FE une extension de corps. Soit x € E. On dit que x est
algébrique sur K §'il existe un polynéme P € K[X] non nul tel que P(x) = 0.

Dans ce cas, K[x] = K(x), K[z] est un K —espace vectoriel de dimension
finie.

De plus, l'idéal {P € K[X] : P(z) = 0} est un idéal premier non nul
engendré par un unique polynéme unitaire P, : le polynéme minimal de x
sur K.

Remarque, P, est irréductible sur K et si P est un polynéme irréductible
sur K qui annule z, P = ¢P, pour un ¢ € K*.

On a: [K[x]: K| = deg P, : c’est le degré de x sur K.

Proposition 1.3 L’ensemble {x € E : x est algébrique sur K} est un sous-
corps de E.

Proposition 1.4 Si K < E est une extension finie (i.e. [E : K] est fini),
alors E est algébrique sur K i.e. tous les éléments de E sont algébriques sur
K.

Remarque : @ est une extension algébrique infinie de Q.

1.4 Corps de rupture, corps de décomposition

Soit P € K[X] un polynéme irréductible. Dans le corps K [X]/(P), I'élé-
ment X := X mod P est une racine de P car P(X) = P(X) = 0 mod P.

Théoréme 1.5 Soit L une extension de K et o € L une racine de P telle
que Kla] = L. Alors K[ X]/(P) — k[o], Q(X)mod P — Q(«) est un iso-
morphisme de corps.

Une extension L de K comme dans le théoréme est un corps de rupture de
P sur K.

Réalisation du corps de rupture

Si P(X) = X"+ a1 X" !+ ... +a, € K[X] est irréductible, alors
K[X]/(P) ~ K[A] ou A est la matrice :

0 0 —an
1

0\ € M, (K)
AN

0—0 1 —a



a —b
b a

a 2b

Par exemple : C :{
b a

:a,bER}etIF%z{

a,bE]F5}
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Théoréme 1.6 Soit K un corps. Soit P € K|[X| wrréductible. Soit L > K
un corps qui contient une racine o de P. Alors K[a] = K (o) ~ K[X]/(P).

On dit que K («) est un corps de rupture de P sur K.

En particulier 1, c, ..., 098 P~ est une K—base de o. Ca existe toujours !
Ezemple : Q(v/2), Q(v2), Q(j2v/2) sont des corps de rupture de X3 — 2
sur QQ.

Soit P € K[X]. On suppose que E > K est un corps ou P est scindé : P =
(X —x1)...(X — ). On dit que K(z1,...,x,) est le corps de décomposition
de P dans FE.

Théoréme 1.7 (prolongement d’isomorphisme) Soit 0 : K — K’ un
isomorphisme de corps. Soit P € K[X]| un polynéme irréductible. Alors
P? € K'[X] est irréductible. Si o, o/ sont des racines de P et P? dans
une extension de K, K', alors o se prolonge en K(a) ~ K'(d/).

Théoréme 1.8 (unicité du corps de décomposition) Soit o : K — K’
un isomorphisme de corps. Soit P € K[X]|. Soit E > K un corps ot P est
scindé :P = ¢(X —x1)...( X —xy,). Soit E' > K' un corps ot P? est scindé :
P =d(X —a2))... X —al,). Soient B := K(x1,...,xy), B := K'(2], ..., },).
Alors o se prolonge en un isomorphisme B ~ B’.

Corollaire 1.8.1 Soient L,L' deux corps de décomposition de P sur K.
Alors il existe un K—isomorphisme L ~ L'.

Ezemples : Fgn est un corps de décomposition de X " — X sur F,.

2 Caractéres et morphismes de corps

Si G est un groupe et K un corps, un carctére de G dans K est un
morphisme de groupes G — K*. L’ensemble des caractéres est une partie
du K —espace vectoriel des fonctions G — K.

Ezemple : G = Z/nZ, K = C, les caractéres de G dans C sont les k +— ¢k
ou ¢ = exp(2im/n).

2.1 Indépendance

Théoréme 2.1 (d’indépendance des caractéres d’Artin) Soient o1, ..., 0y,
n caracteres distincts de G dans K. Alors les o; sont K—linéairement indé-
pendants.

Corollaire 2.1.1 Soient E, E' deux corps. Si o1, ...,0, sont n morphismes
distincts de corps E — E'. Alors les o; sont E'—linéairement indépendants.



Ezercice : si G abélien, on pose GV le groupe des caractéres de G dans
C. Montrer que GV ~ G (non canonique).

FEzercice : si G fini, [Hom(G, K*)| < |G|.
2.2 Corps des invariants
Théoréme 2.2 Soient o1, ...,0, n morphismes distincts E — E'. Alors si

F .= Elovoomd (B F] > n.

Corollaire 2.2.1 Si G est un sous-groupe fini de Aut(E), alors [E : E¢] >
Gl

Ezxemple : E = C, G = {1,0} ou o est la conjugaison complexe, [C : R] = 2.

3 Correspondance de Galois

3.1 Extensions galoisiennes

Soit E un corps. Soit G' < Aut(E) fini. On dit que E/E® est une exten-
sion galoisienne de groupe de Galois G.

Notation : si F = E¢, G =: Gal(E/F).

Ezemples : C/R, Fyn /Ty, Q(C)/Q, Q(v2)/Q, contre-exzemple : Q(v/2)/Q.

Evemple : Q(2,5)/Q.

10
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Théoréme 3.1 Soit E un corps. Soit G < Aut(E) un groupe fini. Alors
[E: E% =G|

Démonstration : On utilise la forme F—linéaire Tr : £ — F, z +—
o1(z) + ... + op(z) ot F = EY G ={01,...,00}. Q.e.d.

Corollaire 3.1.1 (Maximalité du groupe de Galois) Soit E/F galoisienne
de groupe G. Alors si o : E — E' est un F—morphisme de corps, o € G. En
particlier, G = Autp(E).

Corollaire 3.1.2 (Injectivité) Si E/F est galoisienne de groupe G si Hy, Hy <
G, alors Ef" = EM2 o H| = H,.

Egemple : k(z1, ..., 20)%" = k(s1, ..., ), Q(V2, 7) > Q(V2), Q(jV2), Q*V2), Q) ;
soit G le sous-groupe des automorphismes de C(t) engendré par les chan-
gements de variables ¢ +— t~! et t ++ 1 —t. Montrer que G laisse stable
I’ensemble des 3 fonctions :

fi ::t—l—t_l, 2:21—t+(1—t)_1a 33:1—t_1+(1_t_1)_1-

En déduire que G est isomorphe au groupe Ss.
Soit K le sous-corps des fractions rationnelles f € (D(t) invariantes par
les changements de variables

trs1—tettrst L.

Montrer que K = C (%)

En déduire que 'extension :

2 3
@C;djy>c6@

est galoisienne de groupe de Galois Ss.

3.2 Surjectivité

Théoréme 3.2 Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois G.
Si F < B < E, alors il existe H < G tel que EH = B.

Ezercice : donner la liste des sous-corps de Q(V/2, 7).

11



3.3 Théoréme fondamental

Théoréme 3.3 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G.

i) On a2 bijections réciproques :
(H<G}y<+L {F<B<E)}
Hw— BY
Gal(E/B) « B .

it) L’extension E/B est galoisienne et [E : B] = |Gal(E/B)|;

iii) [B:F])=|G/Gal(E/B)|;

iv) lextension B/F' est galoisienne si et seulement si Gal(E/B)<G. Dans

ce cas, Gal(B/F) ~ G/Gal(E/B).

3.4 Caractérisation des extensions galoisiennes

Théoréme 3.4 Soit E/K une extension finie. On a toujours : |[Aut(E/K)| <
[E : K|. L'extension E/K est galoisienne < |Aut(E/K)| = [E : K]. Dans
ce cas, Gal(E/K) = Aut(E/K).

Ezemple : si E = Q(v/2), alors |[Aut(E/Q)| =2 < 4=[E: Q).

12
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3.5 Séparabilité

Soit P € K[X]. Alors : P est premier avec P’ si et seulement s’il n’existe
pas d’extension ou P a une racine multiple (i.e. d’ordre > 1).

Si E/K est une extension. On dit que o € E est algébrique séparable si
P(a) = 0 pour un polynéme séparable P € K[X] < le polynéme minimal
de o est séparable.

Une extension est séparable si tous ses éléments le sont.

Proposition 3.5 Si P € K[X] est irréductible, alors P est séparable si P' #
0. En particulier, tout polynéme irréductible est séparable en caractéristique
0 et sur un corps fini.

Contre-exemple : XP — t est irréductible non séparable sur F,(t).

Théoréme 3.6 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G. Soit x €
E. Soient x1,...,xy, v < n les images distinctes de x par les o € G. Le
polynome (X — x1)....(X — ) est le polynéme minimal de x sur F. En
particulier, E/F est séparable.

Théoréme 3.7 Une extension finie E/K est galoisienne < E est le corps
de décomposition sur K d’un polynome P € K[X]| séparable. Dans ce cas,
on dit que Gal(E/K) est le groupe de Galois de P sur K. De plus Galk (P)

s’identifie a un sous-groupe de &, ou r = deg P.

FEzercice : vérifier que Galg (P) agit transitivement sur les racines si et
seulement si P est irréductible sur K.

3.6 Normalité

On dit qu'une extension E/F est normale si pour tous F'—morphismes
o,7:E—Q o(F)=1(E).

FEzercice : Cela revient a dire que o(E) = E si ci-dessus 2 > E.
Proposition 3.8 Si E/F est un corps de décomposition, E/F est normale.

Ezemple : Q(3/2,7)/Q, contre-ezemple : Q(/2)/Q.

Théoréme 3.9 Soit E/F une extension finie. Alors l’extension E/F est
galoisienne si et seulement si elle est normale et séparable.

13



3.7 Composée de corps

Soit L/K une extension. Soient K < E,E’ < L. On note EE’ le sous-
corps de L engendré par E et E’.

Proposition 3.10 Soient L/ K une extension galoisienne de groupe G, K <
E,E'<L, H:=Gal(L/E), H :=Gal(L/E"). On a :
i) Gal(L/EE")=HNH' Gal(L/ENE') = (H, H").

ii) SiE'/K est galoisienne, alors EE'/E aussi et Gal(EE'/E) ~ Gal(E/EN
E", s—s|g.

iii) Si E/K et E'/K sont galoisiennes, alors EE'|K aussi et Gal(EE'/K)
est isomorphe & un sous-groupe de Gal(E/K) x Gal(E'/K) via s —
(s|e,s|lgr). Si de plus, ENE = K, Gal(EE'/K) ~ Gal(E/K) x
Gal(F'/K).

14
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Exercice : Soient L := k(X1, X2, X3, X4), K := L% = k(s1, 82, 53,54), E :=
k(xg) = L3, B' .= L% ou Ky = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Ona H = Gg,H/ = K4, [E : K] = |64/63‘ = 4, [E/ : K] = ‘64/K4‘ = 6,
FE =L =LHH pAfp = [HH — K Comme H nest pas distingué
dans &4, F/K n’est pas galoisienne. En revanche E'/K est galoisienne de
groupe de Galois ~ &4/ Ky ~ &3. Vérifier que E' = K(B) ot 8 = Y ¢, o
ou o = xlm%mgxﬁ.

4 Corps finis

4.1 Sous-groupes finis de K*

Soit G un groupe fini. On note w(G) 'ezposant de G : c’est le ppcm des
ordres des éléments de G.
Ezemple : w(S3) =6

Lemme 4.1 Soient a,b € G tels que ab = ba. Si a,b sont d’ordres finis m,n
premiers antre eux, alors ab est d’ordre mn.

Corollaire 4.1.1 Dans un groupe abélien fini, l’ensemble des ordres des élé-
ments est stable par ppcm.

Proposition 4.2 Soit G un sous-groupe fini de K*, alors G est cyclique.

Ezemple : les P sont cycliques; les sous-groupes finis de C* sont cy-
cliques : ce sont les piy.

Contre-ezemple : Qg := {1, +i,+j, £k} < H* n’est pas cyclique.

Exercice : déterminer les sous-groupes d’indice fini de C*, de R*.

4.2 Structure

Un anneau A est de caractéristique n si nZ = ker(Z — A, n+— nly). Si
A est intégre, la caractéristique est un nombre premier.

Proposition 4.3 Si A est un anneau de caractéristique p, un nombre pre-
mier, alors Fry : A — A, © — 29 est un morphisme d’anneauz si q est une
puissance de p.

Soit K un corps fini. Sa caractéristique est un nombre premier p et son
cardinal ¢ une puissance de p. De plus si ¢ = p", alors (K,+) ~ (Z/p)" et
(K*,x)~7/(qg—1)Z.

Théoréme 4.4 Soit p un nombre premier. Si n > 1, il existe, & isomor-
phisme prés, un unique corps de cardinal ¢ = p™ c’est le corps de décompo-
sition de X9 — X sur IF),.

15



Théoréme 4.5 Soit ¢ = p™ une puissance d’un nombre premier p. Si K <

Iy, alors K est de cardinal p" ot n|m. Réciproquement, si nlm, il existe un
unique sous-corps K de IFy de cardinal p™ : c’est l’ensemble des racines de
XP" — X dans IF,.

Théoréme 4.6 Soit K un corps fini. Pour tout n, il existe une extension
L/K de degré n. Cette extension est galoisienne, cyclique et unique & iso-
morphisme pres.

Démonstration : K ~[F; et L ~ . Q.e.d.

Remarque :si k est un corps, alors il existe une extension algébrique k de k
telle que k est algébriquement clos. Ce corps k est unique & k—isomorphisme
prés. On dit que c’est une cloture algébrique de k. Pour IFp, on a : Fpn =
{reF, : 2" =z} et Fp = U,Fpn.

Dans la suite, on fixe pour tout p une cloture algébrique de I}, : notée
Fpet Fpn:={z€F, : 2" =z}

4.3 Polynoémes sur les corps finis
4.3.1 Nombre de polynémes irréductibles de degré donné

Théoréme 4.7 Soient p un nombre premier et g une puissance de p. Pour
tout n > 1, il existe 0 € Fyn tel que Fyn = 4[] et il existe un polynome
irréductible de degré n sur IFy.

Lemme 4.8 Soit P € F,[X] irréductible de degré m. Alors P divise X7 —X
sur By si et seulement si m|n.

Corollaire 4.8.1 On a :

1)
X" -x =[[[IPx)

din P

ot P décrit les polynomes irréductibles unitaires sur Iy de degré d.

i) q" = Ygndva(q) ; ot vy(q) est le nombre de polynomes irréductibles
sur IF, unitaires de degré n.

_ D H(n/d)g?

iti) vn(q) ot est la fonction de Mébius.

Rappel : si ((s) := Y5 n % pour s > 1, alors {(s)™! = 3,5 p(n)n~*
(on peut prendre cette formule comme définition de p). Plus concrétement,
on a :

o a 0 si 'un des a; > 2,
ppy"pi) =
(—1)"  sinon.

16



Ezemple : dans IF3, on a :
X X =X(X+1D)(X+2)(X?+ X +2)(X? +2X +2)(X2 4 1)

et 1(3) = &2_3 =3.
Ezercice : Donner un sens au produit infini []p(1 — 4 ”)~! ou P décrit
I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires sur I, et montrer que :

H(l . tdegP)fl — (1 . qT)fl )
P

17
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4.4 Ordre d’un polynéme, polynéme primitif

Théoréme 4.9 Soit P € F,[X] irréductible de degré m. Alors P est scindé a
racines simples sur Fym. St a est l'une d’elles, les autres sont a, ..., """ En

particulier, si P # X, toutes les racines de P ont le méme ordre multiplicatif
dans T .

Corollaire 4.9.1 Le corps de décomposition de tout polynéme irréductible
de degré m sur Iy est IFgm.

Soit P € F4[X] un polynome premier & X. L’ordre de P est le plus petit
entier e > 0 tel que P|X® —1. Si P = X"Q avec h > 1 et Q premier & X,
on pose ordP := ord@.

Remarque : dans le premier cas, e est I'ordre de X dans (F,[X]/(P))*.

Proposition 4.10 Si P est irréductible sur Iy de degré m, l'ordre e de P
divise ¢ — 1. De plus, sie > 1, m est l'ordre de q dans (7 /eZ)™ .

Théoréme 4.11 Soient e,m > 1. Le nombre de polynémes irréductibles sur
IF, et unitaires de degré m, d’ordre e est :

Nym.e = (e)/m si m est l'ordre de q dans (Z/eZ)*,0 sinon.

Démonstration : Soit ®, := [[ cer,m X — 2 € Fy[X]. Si P irré-
z d’ordree

ductible divise ®., alors P est d’ordre e donc deg P = m l'ordre de ¢ dans
(Z/eZ)*. Donc mNgm. = ¢(e) = le nombre d’éléments d’ordre e dans le
groupe cyclique Fyin. Q.e.d.

Exemple : 211 —1 =23.89. On a :
XB 1 = (X+D)(A+X 24 X X0 X0 X O X IO (1 X+ X5 X0 X7 X0 XM
dans Fo[X]. Il existe a € IF;H d’ordre 23 tel que :

1+ X2+ X4 X5+ X0 4 x104 x1 — 11 (X —d');
1€{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}

I+ X+ X5+ X0 X7+ X9+ XM = 11 (X —a) .
i€{5,7,10,11,14,15,17,19,20,21,22}
Pour e = 23, ¢ = 2, 2 est d’ordre 11 mod 23; les polynémes d’ordre 23
sur [Py sont de degrés 11, il y en a ¢(23)/11 = 2.
Ezemple : si g =2,m =4, alors No4. =1sie=25,2sie=15.
Ona: ®s5=1+X+X2+ X3+ X* irréductible et @15 = (1+X +X4)(1+
X3 4+ X4,
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On dit qu'un polynéme P € F,[X]| de degré m est primitif s’il est le
polynéme minimal d’un générateur de T 5.

Théoréme 4.12 Un polynome de degré m est primitif si et seulement s’il
est unitaire, premier ¢ X et d’ordre ¢ — 1.

4.5 Algorithme de Berlekamp

Théoréme 4.13 Soit P € F,[X] un polynome de degré d sur Fy. On sup-
pose que P est séparable. Alors P est irréductible sur I, si et seulemnt si
Uendomorphisme Fry — Id du F,—espace vectoriel Fy[X]/(P) est de rang
d—1.

Remarque : le rang est toujours < d — 1.

Démonstration : Sile rang est < d — 1, il existe un polynéme @ =
a1 X + ...+ ag_1 X% non nul dans le noyau. Alors, le pged de P et Q — a
est non constant pour un certain a € IF,. Q.e.d.

Ezemple : ¢ =2, P = X°+X*+1, Dans la base 1, X, X2, X3, X% mod P,
la matrice de Fro — Id est :

00011
01 011
01101
00011
00110

Le rang est 3 < 5. Donc P est réductible. Dans le noyau, on trouve : @ :=
X2+ X34+ X* Donc P = pged(P,Q)pgcd(P,Q +1) = (1 4+ X + X?)(1 +
X + X3).

5 Cloture algébrique

Soit K un corps. Une cloture algébrique de K est une extension akgé-
brique de corps K /K telle que K est algébriquement clos.

Théoréme 5.1 Soit K un corps. Il existe une cloture algébrique de K.
De plus si K1, Ko sont deux clotures algébriques de K, alors il existe un
K—isomorphisme K; ~ K>.

Démonstration : Existence : Soit I I'ensemble des polynomes unitaires
de K[X] de degré > 1. Pour tout f € I, on introduit des variables T,
1<i<degf.
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On pose A := K[Ty; : f € I,1 < i < degf] c’est un anneau de
polynomes en une infinité de variables.
Soit J 'idéal de A engendré par les coefficients des polynémes :

deg f
Fx) = I (X = Tys)
i=1
lorsque f décrit I.
On a J C A. En effet, sinon, il existe fi,..., fy € I et certains coefficients
Cl, ..y CN re;épectivement des polynoémes :
deg f;
£ =TI (X =Ty,
i=1
1 <j < N et des éléments aq,...,any € A tels que aic; + ... + ayey = 1.
Soit L une extension de K ou fi,..., fiy sont scindés :
deg f;
FX) =TI X =rp)
i=1
pour certains 7y, ; € L.
Soit ¢ : A — L le morphisme de K —algébres tel que :

o(Tyi) = i HI=h

0 sinon.

On étend ¢ en un morphisme ¢ : A[X] — L[X].

On a: ¥ j, 6(f5(X) ~TL(X = Tp,.) = f5(X) ~ TR (X —rp) =0€
L[X]. En particulier V j, ¢(c;) = 0.

Donc ¢(1) = 32, ¢(a;)d(c;) = 0 absurde !

Soit I <m < A un idéal maximal. On pose K := A/m. C’st un corps.
De plus K Nm = 0 donc on peut identifier K avec son image dans A/m.

L’extension K /K est algébrique. En effet, K est engendré par les ¢ fi =
Ty; mod m. Or par définition :

deg f
FX) = J[ (X = Ty;) € 11X] < m[X]
i=1
ie. f(X) = Hi:glf(X —tr;) € K[X]. En particulier, f(ts;) = 0 et les ty;
sont algébriques sur K.

Le corps K est algébriquement clos. En effet, soit P € K[X] un polynome
irréductible unitaire. Soit o une racine de P dans une extension  de K. On
a K <K < K(a). L’élément « est algébrique sur K. Soit @ son polynome
minimal dur K. Comme P est irréductible unitaire, P est le polynéme mi-
nimal de o sur K. Donc P|Q dans K[X]. Or Q est scindé sur K. Donc les
facteurs irréductibles de P sont de degré 1 et deg P = 1. Q.e.d.
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6 Base normale

6.1 Eléments primitifs

Soit E/K une extension.
On dit que € E est un élément primitif de E/K si E = K(x).

Théoréme 6.1 Sixy,...,x, € E sont algébriques séparables, alors K(x1, ...,x,)/K
admet un élément primitif.

Théoréme 6.2 (d’Alembert-Gauss) Le corps C est algébriquement clos.

Ezemple : soit k un corps. Soient L := k(x1,...,xy), K := k(s1,..., Sn).
Alors a 1= z123...27 est un élément primitif de L sur K et x,, est un élément

primitif pour LS-1 /K.

6.2 Théoréme de la base normale

Soit F'/K une extension galoisienne de groupe G. Une base e, ..., e, de
E sur K est normale si pour tout 4, il existe o € G tel que e¢; = o(ey).

Ezxemple : le polynome P := X*+ X +1 est primitif sur [Py et toute racine
a de P dans 16 est un élément primitif de [F15/IF5. La base 1, a,a?, a® n’est
pas normale (car a® = Fr3(a) = a® + 1).

Cependant :

Théoréme 6.3 (de la base normale pour un corps fini) Soient p un nombre
premier, d > 1, q = p%. Il existe 0 € Iy, tel que H,Frp9,...,Frgflﬂ est une
base de ¥y sur IF'),.

Remarque : si 0, ...,92d_1 est une base de Fya sur Fy, alors (agf + ... +

ad,192d_1)2 = ad719 + (1092 + ...+ ad,202d_1.

Théoréme 6.4 (de la base normale pour les corps infinis) Soit E/K
une extension galoisienne. Il existe une base normale de E /K.

Ezxemples :
a) {l+14,1—1i} est une base normale pour C/R.

b) Soient E = k(x1,....,7,), K = k(s1,...,8,), * = x123....27. Alors,
{o(z) : 0 € &,} est une base normale de E/K.
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Remarque : soit E/K une extension galoisienne de groupe de Galois G.
D’aprés le théoréme de la base normale, F ~ K[G] comme G—module sur
K.

FExercice : Montrer que 1 + €1V2 + €93 + 63\/6, €; = £1, €1eae3 = 1 est
une base normale pour Q(v/2,v/3)/Q.

7 Extensions cyclotomiques

7.1 Racines primitives n—iémes

Soit K un corps. Pour tout n > 1, on note p,(K) le sous-groupe de K*
formé des racines de T — 1.

Remarque : si L contient un corps de décomposition de T" — 1 sur K et
si car(K) ne divise pas n, u,(L) est cyclique d’ordre n. Les générateurs de
tn(L) sont les racines primitives n—iémes de 1.

Une extension cyclotomique est une extension de la forme K((,)/K ou
K est un corps de caractéristique premiére & n et (, une racine primitive
n—iéme de 1 (dans un corps de décomposition de 7" — 1 sur K).

Théoréme 7.1 Soit une extension cyclotomique K ((,)/K ou K est un corps
de caractéristique premiére an et , une racine primitive n—iéme de 1. Alors

K ((n)/K est galoisienne de groupe de galois isomorphe & un sous-groupe de
(Z/nZ)*.

Démonstration : Sio € Gal(K(¢,)/K), 0(¢n) = (' pour un m, €
(Z/nZ)*. Le morphisme o — m, est injectif. Q.e.d.

Corollaire 7.1.1 Une extension cyclotomique est toujours abélienne.

7.2 Polyndémes cyclotomiques sur Q

Théoréme 7.2 Soit (;, € C* un élément d’ordre n. L’extension Q((¢,)/Q
est galoisienne de groupe de Galois ~ (7 /n7Z)*.

On note @, (X) = [lrez/mzm)x (X — e2kT/m) - Cest le n—iéme polynome
cyclotomique .

Proposition 7.3 (i) ®, € Z[X] est unitaire irréductible sur Q, c’est le
polynéme minimal de , sur Q pour tout (, d’ordre n.

(i) deg @, = p(n).
(iii) T" —1=Ilg, Pa(X).
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(iv) ®,(X) = [Ty (X7 — 1)/,

Démonstration : Si on suppose que ®4(X) est unitaire a coefficients
entiers, pour d < n, alors le quotient de la division euclidienne de X™ — 1 par
I1 din ®,4(X) est un polyndome a coefficients entiers (unitaire). Or ce quotient

Ebt precmement ®,,(X). Pour montrer l'irréductibilité de ®,,, on considére
P le polynéme minimal d’une racine primitive n—iéme de 1 ¢, sur Q. On
montre que si p est un nombre premier tel que p fn, P(¢?) = 0.

En effet, soit A le discriminant de X™ — 1. On a :

A= JI @-@r== 1] G~

1<i<j<n 1<i,j<n
i#]

=+ J[ & [T -6

1<i<n  1<j<n
i

==( [[ a-¢y

1<k<n—1
— (X"~ 1/(1)" = £n”

Notons z1, ..., 2, les racines de P. Comme P|X"™ — 1 dans Q, P € Z[X].
Donc P(X?) = P(X) mod pZ[X]. Si P(¢P) #0, (? & {z1,....,2r} et P(C?) =
"1 (¢P — 2;) divise A dans Z. Or P(¢?) = P(¢,)? = 0 mod pZ. Donc p|n™
dans 7 donc dans 7 car Q N7 = Z. C’est absurde car p Jn. Q.e.d.

Ezemple : si p premier, ®, =1+ ... + Xr1L.

FEzercice : déterminer ®,,(X) si 1 <n <8.

Ezemple : ®105(X) = X®+ X474 X406 _ X143 _ x42_ox41 x40 _ X394
X36+X35+X34+X33+X32+X31 _X28 _X26 _X24_X22 —X20+X17—|-
X16+X15—|—X14—|—X13—|—X12—X9—X8—2X7—X6—X5—|—X2—|—X—|-1.

7.3 Théoréme de Kronecker-Weber

Théoréme 7.4 Soit K/Q une extension abélienne. Alors, K < Q((,) pour
une certaine racine primitive n—iéme (.

Ezemple : Qi) = Q(C1), Q(V2) < Q(Gs)-

Démonstration : Dans le cas ou K/Q est quadratique : on introduit
les sommes de Gauss :

si x : (Z/NZ)* — C* est un caractére, on pose pour tout a € 7Z),
x(a) := x(amod N si (a,N) =1, 0 sinon

Pour tout a € Z, soit G4(x) := Zx 1 Yx(z )CRF ou (= e2im/N |

Proposition 7.5 Si x est primitif (i.e. si M > 1 est un diviseur strict de
N, x nlest pas trivial sur ker((Z/NZ)* — (Z/MZ)*)), alors on a :

23



(Z') Vac€Z, Ga(X) = Y(a)Gl (X) ;

(i) Gi(x) = x(=1)G(X);
(iii) |Gi(x)]* = N.

Démonstration : Si(a,N)=1),ona:

Galx)= Y., x@¢F= >  xlya

z€(Z/NZ)* yE(Z/NZ)*
=x(a™h Z X(¥)Cx
ye(Z/NZ)*
= x(a)G1(x) -

Si (a,N)=d > 1, alors : a = da’ avec @’ € (Z/NZ)* et :

Gax)= Y. (@)™

2€(Z/NT)*
_ 1—1 dy
=x@) > xy
ye(Z/NT)*
=x(a™ Y S xlwih)"
i=1heHy

ou Hy := ker ( Z/NZ)* — (Z/(N/d)Z)* ) et Y1, ..., yr est un systéme de

représentants de (7Z/N7)* /Hy.

Done Gq(x) = x(a' ") Xy x(@:)C Y x(h) = 0 si on suppose x|m,

heHy
—_———

=0
non trivial. Or, x(a) =0si (a,N) =d > 1.

Corollaire 7.5.1 Sip est un nombre premier impair, alors G1(xp) = (

ot Xp i G (%) est le symbole de Legendre.

Q.e.d.

Q.e.d.

Ezercice : vérifier que 2sin(2r/7) + 2sin(37/7) — 2sin(7/7) = V7.
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8 Norme et trace

Soit F/K une extension finie. Si o € E, on note :
Ng/k(a) = d[?t Ma, Trg r(a) = Trg(ma) .

Ezemple : Ngr(z) = 2%, Trgyr(z) = 2Rz
Remarque : la norme est a valeurs dans K* et la trace dans K.

Proposition 8.1 Soient E/K une extension finie et o € E de polynome
minimal sur K :
T +aT" . +a, .
(i) Si B = K(a), alors Ng/g(a) = (—1)"ay, et Trg/g(a) = —a1.
(i) Si[E:K(a)]=r, alors Ng/g(a) = (=1)"ay,
(Z?/L) Transitivité : st k S L S E, NE/K = NL/K ONE/L et TI'E/K =
TrL/K OTI'E/L.

et Trg/k(a) = —ray.

(iv) Si E/K est galoisienne de groupe de Galois G = {01, ...,0m}, alors :

Ng/k(a) = o1(Q)...om(a), Trg/k(a) = o1(a) + ... + om(a)

9 Extensions cycliques

Une extension cyclique est une extension galoisienne de groupe de Galois
cyclique.

Ezemples : les extensions des corps finis, Q((p)/ R, Q(Cn, /P)/Q(Ch)-
Contre-ezemple : Q(ns)/Q.

9.1 Théoréme 90 de Hilbert

Théoréme 9.1 Soit E/K une extension cyclique. Soit o un générateur de
Gal(E/K). Sib € E, alors sont équivalentes :

i) Np/k()=1;

ii) b= aoc(a)! pour un certain a € EX.

Théoréme 9.2 (Kummer) Soit E/K une extension galoisienne. On sup-
pose que la caractéristique de K est premiére a n et que K contient une
racine primitive n — iéme de ['unité.

(i) SiE/K est cyclique de degré n, alors il existe o € E tel que E = K(«)
eta™ € K.
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(i1) S’il existe o € E tel que E = K(a) et a" € K, alors il existe d tel que
din, E/K est de degré d, a® € K et T? — a? est le polynome minimal
de o sur K.

Ezercice : vérifier que I'extension Q((n, {/P)/Q(Cn) est galoisienne cyclique
de groupe de Galois ~ Z/nZ.

Ezercice : si E/K est galoisienne cyclique de degré p = car(K), alors il
existe « € £, a € K tels que £ = K(a) et o’ —a —a =0.

10 Reésolubilité par radicaux

Une extension L/K est résoluble s'il existe £ > L > K telle que E/K
est galoisienne de groupe de Galois résoluble.
On rappelle qu’un groupe fini G est résoluble s’il existe une suite desous-
groupes :
G=Gy>..>2G,=1

tels que G411 < G; et G;/Gi41 est cyclique d’ordre un nombre premier p qui
divise |G].

Ezercice : si H <G, G est résoluble <& H et G/H résolubles.

Remarque : soient K < L < M. Si M/L et L/K sont résolubles, alors
M/K aussi.

Soit K un corps de caractéristique nulle. On dit qu’une extension L/K
est résoluble par radicauz s’il existe une tour d’extensions K = Ky < .... <
K,, = E > L telle que :

Vi>1,3a; € Kjp1,nj >0, Kjp = Kj(og) et o

Lemme 10.1 Soient K < F,L < E. On suppose car(K) = 0 et E/K
galoisienne. Si L/ K est résoluble (resp.par radicaux), alors FL/F aussi.
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Lemme 10.2 Soient K < L < M. L’extension M /K est résoluble (resp.par
radicaux) si et seulement si M /L et L/K le sont.

Attention! si K < L < M et si L/K et M/L sont galoisiennes, M /K
n’est pas forcément galoisienne : par ex. : Q(v/2) > Q(v2) > Q.

Démonstration

Supposons L/K et M/L résolubles. Soit E > M > L > K avec E/K
galoisienne. Soit L’ le sous-corps de F engendré par les o(L) ou o décrit
Gal(E/K). Alors E > L' > L > K et L'/K est galoisienne de groupe de
Galois Gal(L'/K) résoluble. De méme il existe E > M’ > M > L tel que
M'/L est galoisienne de groupe de Galois Gal(M'/L) résoluble. Soit M”
le sous-corps de FE engendré par les o(M’) ou o décrit Gal(E/K). Alors
M” > M,L' > K et M”/K est galoisienne. Or, Gal(M”/L’) est résoluble
car isomorphe a un sous-groupe de :

[[ GaeM)/ry< J[ Galle(M)/o(L)) .

oeGal(E/K) o€Gal(B/K)  _qaimr/L)

Comme Gal(M” /K)/Gal(M” /L") ~ Gal(L'/ K) est aussi résoluble, Gal(M” / K)
est résoluble.

Parex. :si M = Q(v2),L = Q(v2), K = Q, M” = Q(v/2,i). Q.e.d.

Théoréme 10.3 Soit K de caractéristique nulle. Une extension L/K est
résoluble si et seulement si elle est résoluble par radicauz.

Si P € K[X] est un polynome séparable, on dit que P est résoluble par
radicaux si le corps de décomposition de P sur K est résoluble par radicaux
(sur K).

Théoréme 10.4 Soit P € Q[X] un polynome irréductible de degré p pre-
mier. Alors sont équivalentes :
(i) P est résoluble par radicauz ;

(i1) il existe x1,xo racines de P telles que Q(x1,x2) est le corps de décom-
position sur @} de P ;

(iii) pour toutes racines x1 # xo de P, Q(x1,x2) est le corps de décompo-
sition sur Q de P.
Théoréme 10.5 Soit C' un p—cycle dans &,. Alors le normalisateur de
a b

N = N (&) est un groupe résoluble d’ordre p(p — 1) (z{ ta€
01

(Z/pB)*, b € T)pT, }).
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11 Calcul du groupe de Galois

11.1 Discriminant

Soit P € k[X] un polynéme unitaire. On suppose que P = (X —z1)...(X —
xy,) dans Q[X] pour une certaine extension € de K. Alors :

1<i<j<n
est le discriminant de P. On a Ap € k.

Théoréme 11.1 Si P est séparable, si G est le groupe de Galois de P sur
k, vu comme sous-groupe de &, alors

G<UA, e Ac (B2,

Exemple : déterminer le discriminant de X° + 20X + 16.
COURS DU MERCREDI 10 AVRIL

11.2 Reéduction

Soit P € KT}, un polynéme séparable unitaire de degré n. On pose :
S(u,y,T) == [ (T — (usqyyn + oo + tsmyyn)) € Zlu,y,T] .
seEG,
Soit L un corps de décomposition sur K du polynéme P. Soient a1, ..., a,
les racines de P dans L. On pose :

0 :=wuiay + ... + upay € Lluy, .., uy)

VseG,, 0° = Ug(1)a1 + ...+ Ug(n)an -

On note F(T,u) := S(u,a1,...,an, T) = [lsee, (T —0°) € Klu1, ..., un, T
(le vérifier : exo) et

F(T,u) = Fy(T,u)..F.(T,u)

la décomposition de F' en produits d’irréductibles dans K[uy, ..., up, T).
On pose :
g:={s€6, : s(F1) =F1}

Théoréme 11.2 Le sous-groupe g est isomorphe a G := Galp := Gal(L/K).

Corollaire 11.2.1 Soient A un anneau factoriel, p < A un idéal premier,
K :=Frac(A), K := Frac(A/p). Soit P € A[T] unitaire, séparable sur K de
degré n tel que P est aussi séparable sur K. Alors le groupe G := Galf/?

est isomorphe a un sous-groupe de Galp/k .
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Démonstration : Soient ap, ..., a, les racines de P dans un corps de
décomposition L de K. Soient by, ..., b, les racines de P dans un corps de
décomposition L de K.

Soient F(u,T) := S(u, a1, ...,an, T) € Alu, T], F(u,T) := S(u,by,...,b,,T) €
Alu, T]. Ce sont des polynomes séparables : en effet, les racines b; sont 2 &

2 distinctes donc les racines de F aussi; de méme pour F. De plus, F est la
réduction de F' mod p. En effet, S(u,y,T) € Z[u, 01, ...,0p,T] ol les o; sont
les fonctions symétriques élémentaires en les y;. Si P =T" — \\T" 1+ ... +
(—=1)"\,, F est le polynome obtenu a partir de S(u,y,T') € Z[u,01, ..., 00, T]
en remplacant o; par ;. De méme pour F avec \; mod p a la place de ;.

Q.e.d.

Application : Soit P € Z[T]| un polynéme séparable. Soit p un nombre
premier. On suppose que P mod p est séparable sur IF,. Soit P = ¢1..0,
la décomposition en facteurs irréductibles dans IF)[T]. Alors le groupe de
Galois de P sur QQ contient un o = c¢j...c; ol les ¢; sont des cycles & supports
disjoints de longeurs respectives les deg ¢;. En effet soit G le groupe de Galois
de P sur ). C’est un groupe cyclique; soit ¢ un générateur. Pour tout ¢,
I’action de ¢ sur I’ensemble des racines de ¢; est transitive. Donc ¢ est un
produit de s cycles & supports disjoints de longeurs respectives les deg ¢;.

Ezemple : T° —T —1 = (T?+T+1)(T?+T? +1) mod 2, est irréductible
mod 3 donc son groupe de Galois G, vu comme sous-groupe de &5 contient
un 5—cycle et un produit d’'un 3—cycle et d’une transposition : c’est Gs.

Exercice : Montrer que le groupe de Galois sur @ de X° 420X + 16 est
~ ng,.

12 Cohomologie galoisienne

12.1 G—modules

Soit G un groupe fini. Un G—module est un groupe abélien A sur lequel
G opére et tel que :

(i) la=a;
(ii) s(a+0b) = sa+ sb;
(iii) (st)a = s(ta);

pour tous a,b € A, s,t € G.

Si A, B sont des G—modules, on dit qu’une application f : A — B est
un G—morphisme si Vg € G, Va € A, f(ga) = gf(a).

Remarque :si 0 - A — B — C' — 0 est une suite exacte, alors la suite
0 — A — B% — CC est exacte.
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12.2 Groupes de cohomologie

12.2.1 En degré 1

sf(t)}-

On note Z1 (G, A) :=={f:G — A : Vs, t € G, f(st) = f(s) +
={fa :aGA}

Sia€ A onnote: f,: G — A, g ga—aet BYG, A)

On pose ensuite : H'(G, A) := ZY(G,A)/B}(G, A).

Exercice : soient G un groupe cyclique et A un G—module. Soit s un
générateur de G. On pose :

|G|-1
Ng:A— A, ja— Z sta .
=0

Montrer que H'(G, A) ~ ker Ng/(s — 1)(A) (indication : si Ngx = 1,
considérer le 1—cocycle : zy : 8' = (1 + ... + 87 1)(2).)

Théoréme 12.1 (90 de Hilbert) Soit L/K une extension galoisienne. On
a:

HYG(L/K),L*) =1
ot G(L/K) = Gal(L/K).

Démonstration : Soit f € Z}(G(L/K), L*). D’aprés le théoréme d’in-
dépendance des caracteres, il existe un @ € L tel que y := 3 c f(g)9x # 0.
Alors f = f,-1. Q.e.d.

Corollaire 12.1.1 On retrouve le théoréme 90 de Hilbert si L/K est cy-
clique.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoréme et ’exercice ci-dessus.

Q.e.d.

Soit f : A — B un morphisme de G—modules. Si ¢ € Z!(G, A), alors
foce ZYG,B). De méme, si b € BY(G, A), alors bo ¢ € BY(G, B). On
en déduit un morphisme : H(f)) — H(G,B) : cmod BY(G,A) — fo
cmod BY(G, B).

Proposition 12.2 $i 0 — A 5 B 2, ¢ = 0 est une suite exacte alors il
existe un morphisme §:C% = Hl(G A) telle que la suite 0 — A 5 BG 2

c¢ iHl(G,A) ()Hl(G B) = ()Hl(G A) est exacte.

*. 1.e. 1 est injective, im ¢ = ker j et j est surjective.
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Démonstration : On définit § : soit ¢ € CY. 1l existe b € B tel que
c=j(b). Alors, Vs € G, j(sb—b) = sc — ¢ = 0. Donc il existe a € A tel que
sb—b=1i(a). On pose f : G — A, s+ sb—b et §(c) := fmod BY(G, A).

Q.e.d.

COURS DU 17 AVRIL

12.2.2 En tout degré
Sin >0, on pose :
C"(G,A) ={f:G"— A}

c’est un groupe abélien (addition point par point) qu’on appelle le groupe
des n—-cocycles. Sin < 0, on pose C™"(G, A) := 0.

Définition 1 Soit n > 0. Soit f € C™(G,A). Pour tous gi,....,gn+1 € G,
on pose :

d"(f)(g1s--s Gnt1) ==

glf(927 ~--;gn+1) + Z(_l)lf(gh vy §iGit 1y o5 Gnp1l T (_1)n+1f(gla 7gn> :
i=1

On obtient un morphisme d* : C"(G, A) — C"1(G, A) pour tout n (si
n<0,d" =0).

Proposition 12.3 Pour tout n, d*d" ' = 0.

91f(92, -+ Gn+1)
Démonstration : Posons 0°f(g1, .., gnt1) == 4 f(g1, ) GiGit1, -Gnt1)
flg1, -, 9n)
On a alors :
n+1 o
d*d" (g, Gngr) = Y (=10 (91, s Gnta)
i=0
nt+l n
=3 D (I P f(g1, e gnsa) -
=0 57=0
Or,sij<i,ona:dd =070 Donc :
A (g ge) = Y (CDTPO 4+ 3T ()Y
0<i<n+1 0<i<n+1
0<j<n 0<j<n
i< i<

31

sit=0;
sil<i<n; .
sit=n+1;

)



Yo ()Y 4 Y (—)T o'

0<i<n41 0<i<n
0<j<n 0<j<n
J<i i<j
1t .
2 : (_1)1 +7 181 & + } : (_I)H—]@za]
0<i’<n 0<i<n
0<j’'<n 0<j<n
i<l i<j
=0.

Q.e.d.

Définition 2 (cocycles, cobords et cohomologie) Le groupe Z™(G, A) :=
ker d" est le groupe des n—cocycles et B"(G,A) := im (d"!) celui des
n—cobords. Le groupe H" (G, A) := Z"(G, A)/B"(G, A) est le n—iéme groupe
de cohomologie.

Ezercice : HY(G,A) = A% et on retrouve la définition de H'(G, A)
précédente.

Soit f : A — B un morphisme de G—modules. Le morphisme f induit
des morphismes f": C"(G,A) — C"(G, B) qui « commutent aux d" » . en
particulier on obtient des morphismes H"(f) : H"(G,A) - H"(G, B).

Proposition 12.4 (suite exacte longue de cohomologie) Soit0 — A RN

B L C — 0 une suite exacte de G—modules. On a une suite exacte :
0 I3 O, 1 i
0BG, A) "™ g By "V oG o) S BV G, A " BY G, B) -
—HYG,A) T g B Y g, o) O BN G, A) s

COURS DU 17 AVRIL

13 Théorie de Kummer

L’objectif est de généraliser la bijection suivante :

{ extensior[?ggg K<Q } 1:1 QX/(QX)Q

Q(\/&) X\2
deZ, sans facteur carré ——=dmod (Q ) :

Soit K un corps contenant le groupe p,, des racines n—iémes de ['unité.
On suppose que la caractéristique de K est nulle ou premiére & n. Soit
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(K*)" < C < K* un sous-groupe tel que C/(K*)" soit fini. Pour tout
c € K*, I'extension K (c!/")/K est cyclique d’ordre un diviseur de n (cf. le
théoréme de Kummer . On pose L := K(Cl/”) le corps engendré par les
K(c'/™) (dans une certaine extension algébriquement close Q de K fixée).
On a un morphisme injectif de groupes :
Ge:=Gal(L/K)—» [] Gal(X(c"/")/K) .
ceC/(K*)n
En particulier, 'extension L/K est abélienne.

Proposition 13.1 L’application :
() : G x CHEX) = i (s, ¢) — (s,¢) = s(c' /™) /™
est bimultiplicative et non dégénérée i.e. induit des isomorphismes :
G — Hom((C/(K*)", jin)
(C/(K*)" — Hom(Ge, pin,) -

Démonstration
Soit G := Gal(L/K). Soit C = (L*)" N K*. La suite exacte courte
1— pp = L — (L*)" — 1 induit une suite exacte :

1= pn — (L)CNK* — (L)% = ¢ — HY(G, jtp) = Hom(G, 1)

Lemme 13.2 Soit L/K une extension abélienne d’exposant un diviseur de
n. Il existe c1,...,c; € K> tel que L soit le corps de décomposition du poly-
nome :

(X" = ¢1)on(X" — ) .

Démonstration : On raisonne par récurrence sur le degré [L : K|. Soit

G := Gal(L/K). Si G est cyclique on applique le théoréme de Kummer
Sinon, il existe Hq, Hy < G tels que G = H1Hy ~ Hy X Hy. Alors L = L1Lo
avec L; := L™, On applique I'hypothése de récurrence & L/K et Ly/K.
Q.e.d.

Corollaire 13.2.1 Soit K un corps contenant le groupe [, des racines n—iémes

de lunité. On suppose que la caractéristique de K est nulle ou premiére a n.
On a deux bijections réciproques l'une de 'autre :

" Sous-groupes (K*)" < C < K*
L*n K { tels que C/(K*)™ est fini ¢

v o|s ®

I { extensions abéliennes finies } K(CY)

d’exposant un diviseur de n
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14 Extensions d’Artin-Schreier

14.1 Forme additive du théoréme 90 de Hilbert

Soit L /K une extension galoisienne de groupe de Galois G.

L¢ =K sin=0;
Théoréme 14.1 H"(G,L) =
0sin>0.

Démonstration : Montrons que H'(G,L) = 0. Soit a € L tel que
Trp k(a) = 1. Soit f € Z'(G,L). On pose b := >gec f(g)?a € L. Pour tout
ce€G,b=b-— f(o). Q.e.d.

Corollaire 14.1.1 Si L/K est cyclique et si o est un générateur de Gal(L/K),
alors six € L, on a :

TrL/K(:C):O<:>3y€L,x:0yfy.

Démonstration : L’application Gal(L/K) — L, 0% + (1+...4+0"1)(2)
est un 1—cocycle. Q.e.d.

14.2 Théorie des extensions d’exposant p en caractéristique
p

Soit K un corps de caractéristique p.

Lemme 14.2 Sic € K, alors le polynome XP—X —c € K[X] est séparable et
scindé sur K ou séparable et irréductible sur K de groupe de Galois ~ 7./ pZ.

Démonstration : Si a est une racine de X? — X — ¢, alors les autres
racines sont les a + ¢, i € Iy,
Q.e.d.
Soit K une cloture algébrique de K. Soient c, ...,c, € K. Pour tout 4, soit
L; le corps de décomposition sur K (dans K) des polynémes X? — X — ¢;.
Soit L = Ly...L,. On a un morphisme injectif de groupes :

n
Gal(L/K) — [ ] Gal(Li/K)
i=1
donc Gal(L/K) est abélien fini d’exposant p.
Posons ¢ : K — K, v + 2P — 2. Soit C' un sous-groupe de K tel
que ¢(K) < C < K et C/¢p(K) est fini. Notons L := K(¢p~1(C)) Vex-
tension galoisienne engendré par les racines de XP — X — ¢, ¢ € C et

Ge = Gal(K (¢7(C))/K).
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On considére :
Ge x C =Ty, 0,c (0,¢) :==a(d (e)) — ¢ e) .

Proposition 14.3 L’application (-,-) est biadditive et induit des isomor-
phismes de groupes :

Go — Hom(C/o(K), Fp)
C/¢(K) — Hom(Gc,IFp) .
Corollaire 14.3.1 On a deux bijections réciproques l'une de 'autre :

Sous-groupes p(K) < C < K
¢(L)NK { tels que C'/¢p(K) est fini } ¢

v o]|o ®

extensions abéliennes finies 1
L { d’exposant un diviseur de p} Ko7 (0))

Démonstration : La suite exacte 0 — F, = L — ¢(L) — 0 induit
une suite exacte :

K4 Kne(L) — HY(Gal(L/K),F,) — 0

Or, H(Gal(L/K),F,) = Hom(Gal(L/K),TF,) car Gal(L/K) agit trivia-
lement sur I,. Q.e.d.

Remarque : en particulier, si L/ est galoisienne de degré p, alors il existe
xeL \ K, ce K tels que 2P —x = c.

14.3 Théoréme d’Artin-Schreier

Il n’existe pas de sous-corps F' de C tel que [C : F] = 3. En effet, on a
le :

Théoréme 14.4 Soit Q un corps algébriquement clos. Soit F' < Q un sous-
corps tel que 1 < [Q2: F| < co. Alors F est de caractéristique nulle, Q = F (i)
pour un i tel que i> = —1. En particulier [Q : F] = 2. De plus, si a € F*,
il y a un unique carré parmi a, —a et toute somme finie non vide de carrés
non nuls est encore un carré non nul dans F*.

Lemme 14.5 Soit F' un corps de caractéristique p. Si a € F \ FP, alors
pour tout m > 1, XP" — a est irréductible dans F[X] pour tout m > 1.
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Lemme 14.6 Soit F' un corps ot —1 n’est pas un carré (en particulier, F' est
de caractéristique # 2) et tel que chaque élément de F(y/—1) est un carré.
Alors une somme finie de carrés dans F est un carré dans F' et ' est de
caractéristique 0.

Démonstration : Si (a ++/—1b) = (c + v/—1d)?, alors a? + b? =
(¢ + d?)2. Q.e.d.

Démonstration du théoréme : Si K est de caractéristique p et si
[ : F] = p, alors F' = FP d’aprés le lemme donc Q/F est séparable.
Dans tous les cas, Q/F est galoisienne. Si [ : F] # 2, on peut supposer
que [Q : F] = p un nombre premier impair ou 4. Dans le premier cas, si
car(F') # p, d’aprés le théoréme de Kummer, Q@ = F'(a) pour un certain «
tel que o = a € F. On a alors N/ p(a) = (=1)P*tla. Soit B € Q tel que
BP = a. on a N(B)P = a absurde! Si car(F) = p, alors Q = F(«) pour un
a € Q) tel que o — a =: a € F. Mais alors en considérant un 8 € € tel que
BP — B = aaP~!, on obtient )\g_l —Ap—1=aoufB=N+.. —i—)\p_lap_l pour
certains \; € F' : absurde! car XP — X — a est irréductible sur F

Si [Q2: F] = 4, on peut trouver Q > K > F tel que [Q : K] = 2. On a
car(F') # 2 comme ci-dessus et en raisonnant avec la norme comme préce-
demment, on voit que ¢ ¢ K. En raisonnant avec F'(i) a la place de K, on
trouve i € F(i) absurde ! Q.e.d.
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