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Objectifs du Cours de Régulationl

Maitrise du vocabulaire

La Régulation posséde un vocabulaire spécifique a acquérir.

Outils mathématiques

Ce cours nécessite la maitrise de certains outils mathématiques tels que :
— la transformée de Laplace;

— les nombres complexes;

— la dérivation et l'intégration ;

— lalgébre de base et celui de blocs fonctionnels.

Notions liées a la Régulation

Voici une liste (non exhaustive) des principales notions qu'’il s’agit de comprendre et de connaitre :
— modéle / systéme;

— boucle ouverte / fermée;

— ordre d’un systéme;

— stabilité;

— classe d’un systéme;

— performances d’un systéme ;

— correction P, PI, PID;

— identification ;

— point de fonctionnement.

Réguler un systéme c’est réaliser :

I’étude physique du systéme;

la modélisation, voire I'identification ;

I’analyse du modeéle;

la définition (ou traduction/compréhension s’il vous est imposé) du cahier des charges;
le choix du type de correcteur (P,PI,PID);

I’obtention et le réglage des parameétres du correcteur;

la simulation/validation du systéme régulé;

la réalisation physique ou l'instrumentation (pas fait ici).
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Sommaire
1.1 Imntroduction . . ... . ... ... @ittt 2
1.2 Notionde Systéme . . . . . . i v i it v v v v v o ottt oo e s s aw 3
1.3 Notion de Boucle Ouverte/Fermée .. ... ... ... ........ 5
1.4 Notionde Modéle . . . . . . . . . . i i ittt ittt 7
1.5 Notion de Fonction de Transfert . . . . ... .. ... ... ...... 12
1.6 Schémas Blocs et Algébre de Diagrammes . . . . . .. ... ..... 15

1.1 Introduction

Le contrdle est un concept de sens commun. On en trouve des exemples dans le monde naturel,
dans le monde vivant (par exemple la régulation de la température du corps humain). Les premiéres
réalisations datent de l'antiquité (régulation de niveau d’eau). Il a toutefois fallu attendre le19¢me
siécle pour que les propriétés des boucles de régulation soient étudiés de maniére formelle. Depuis
les progreés sont constants.

La Régulation est une partie de la science technique appelée Automatique. On considére
généralement que 'automatique (et donc la régulation) a débuté dans les années 1930, avec les
premiers asservissements de position et surtout une premiére définition de la stabilité ; naturellement,
des systémes a fonctionnement “autonome” existaient auparavant (les automates), mais ils n’étaient
pas théorisés. Aprés ces premiers pas, tout s’accéléra, avec le développement des premiéres méthodes
de synthése de correcteurs au cours de la décennie 1940-1950, puis dés 1960, avec l'explosion de
I'informatique.

Aujourd’hui automatique est partout :

— dans la vie quotidienne : chauffage, appareils photographiques, lecteurs CD, lecteurs DVD,

machines & laver, domotique, . ..

— dans 'industrie : chimie, industrie manufacturiére, métallurgie, industrie plastique, production

d’énergie, environnement, automobile, . ..

— dans 'agriculture : alimentation du bétail, régulation de température d’élevages industriels,

régulation d’hygrométrie pour des cultures sous serres, . . .
— dans 'aéronautique : aviation civile et militaire, missiles, satellites, navette spatiale,. ..
— dans la médecine : examens lourds, thérapie embarquée, chirurgie assistée,. ..



1.2. Notion de Systéme

1.2 Notion de Systéme

Un systéme est un dispositif isolé, soumis aux lois de la physique, de la chimie, de la biologie,
de I’économie, etc....
Définition 1.1 (Systéme). Un systéme est un ensemble d’éléments interconnectés pour accom-
plir une tache prédéfinie. Il est affecté par une (ou plusieurs) variable(s) : lesentrées du systéme.
Le résultat de l'action des entrées est la réponse du systéme caractérisée par l’évolution d’une ou
plusieurs variables : les sorties. Voir figure 1.1 ci dessous. u

Remarque 1.1. Un systéme industriel est souvent appelé «processus». [

, P — ,
entréees —»| SYSTEME > sorties

figure 1.1: Notion de systéme

Les systémes que 1’on abordera dans ce cours possédent les caractéristiques suivantes :

Représentation : un systéme est généralement représenté par un schéma fonctionnel sous forme
de rectangle. Les signaux d’entrée appliqués & ce rectangle sont caractérisés par des fleches
entrantes et annotées. L’action de ces entrées produit de cette maniére (causale) des effets,
mesurés par des signaux de sortie, représentés par des fléches sortantes et annotées. Ce mode
de représentation est détaillée a la section 1.6.

SISO/MIMO : les entrées que I'on décide d’appliquer au systéme (et les sorties de ce systéme)
peuvent étre multiples : on parlera de systéeme MIMO (Multi-Input Multi-Output, multi-
entrées multi-sorties), ou uniques : on parlera de systéme SISO (Single-Input Single Output,
mono-entrée mono-sortie). L’objectif de ce cours se limitera aux systémes SISO.

Nature des Entrées : les entrées affectant un systéme peuvent étres de différentes natures (voir
figure 1.2) :
— la commande e(?) : elle a pour but d’exercer une action entrainant le fonctionnement souhaité
du systéme;
— la perturbation d(t) : il s’agit d’une entrée particuliére (car elle est indépendante de notre
deécision) qui trouble le fonctionnement désiré du systéme.

d(t)

“0 | Systeme | .

figure 1.2: Types d’entrées d’un systéme

Modéle : un systéme est caractérisé par des relations entrées/sorties exprimées sous la forme de
lois mathématiques.

Systéme Linéaire : les lois mathématiques entre 'entrée et la sortie sont des équations différen-
tielles linéaires. Un systéme linéaire posséde les propriétés de superpositionet de proportionnalité.
Le principe de superposition permet (entre autres) de décomposer I’étude de systémes com-
plexes en sous-systémes plus simples & étudier.

Causalité : D'action (I’entrée) précede la réponse (la sortie).
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Invariant dans le temps : le fonctionnement du systéme est le méme quelque soit le moment
I'instant ou on l'utilise — les coefficients des équations différentielles sont constants et réels.

1.2.1 Systéme physique

D’apreés la définition, un systéme est excité («attaquér ) par une entrée et délivre («répond pary )
une sortie. Dans un premier temps, on va faire figurer le processus physique & l'intérieur d’un bloc
auquel on va appliquer les entrées et sorties.

{ Exemple : Moteur}

Considérons un moteur (voir figure 1.3) & courant continu comme un systéme physique dont
Pentrée de commande sera la tension U et la sortie, la vitesse (angulaire) de rotation de I’arbre
moteur 2.

u(n) Moteur a courant Q)

continu

figure 1.3: Un systeéme : un moteur a courant continu

La relation mathématique entre (¢) et U(t) caractérisera le moteur en tant que systéme.

{ Exemple : chauffage}

Considérons maintenant le chauffage d’'une piéce, comme schématisé par la figure.

ACTIONNEUR PROCESSUS CAPTEUR
tension énergie température température
électrique RADIATEUR calorifique PIECE A vraie mesurée
—®|ELECTRIQUE | cHAUEFER [ P [THERMOMETRE—#
entrée sortie mesure

(commande)

figure 1.4: Systéme de chauffage d’une piéce

Ce systéme est constitué du processus physique, ici la piéce & chauffer.

Il est aussi constitué d'un capteur qui préléve sur le systéme la grandeur de sortie (ici la
température) pour en donner la mesure (affichage). De plus, il transforme (convertit) souvent
cette mesure en un signal de méme nature que ’entrée (encore appelée, consigne ou référence)
Le systéme contient aussi un actionneur qui agit sur 'entrée. C’est 'organe d’action qui
apporte I’énergie au systéme pour produire l’effet souhaité.Le modéle du systéme comprend
I’agglomération de ’actionneur, du processus et du capteur.

1.2.2 Objectifs de la régulation

Le role de automaticien (chargé d’obtenir un systéme régulé) sera multiple :

— Instrumenter le systéme : choisir les capteurs et actionneurs en fonction des besoins physiques,
de cott et de performances demandées au systéme.

— Déterminer les relations entrées-sorties du systéme, des capteurs et des actionneurs. On parlera
dés lors de :
— modéliser quand on s’attachera & déterminer la structure mathématique de ces relations.
— identifier quand on s’intéressera a calculer les coefficients du modéle.
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— Synthétiser une loi de commande (un correcteur) afin d’obtenir un systéme performant :
précis, rapide et stable, tout en s’affranchissant des influences néfastes des perturbations.

Le systéme ainsi corrigé (asservi, régulé) devra assurer deux objectifs :

— la poursuite : suivre une entrée de consigne (référence). On désire asservir la sortie a l'en-
trée (la sortie doit «ressemblers le plus possible a l’entrée) et ainsi assurer des performances
(stabilité, rapidité, précision).

— La régulation : annuler (ou diminuer) les effets de la (ou des) perturbation(s).

1.3 Notion de Boucle Ouverte/Fermée

1.3.1 Systéme en boucle ouverte

Un systéme en boucle ouverte est un systéme qui ne comporte pas de contre-réaction («feed-
back» ) entre la sortie et I'entrée. Classiquement, il est composé du processus physique, d’un capteur
pour en mesurer la sortie et d'un actionneur pour agir sur la grandeur d’entrée du processus.

Définition 1.2 (capteur). Un capteur est un organe qui transforme une grandeur physique quel-
conque en une aulre grandeur physique (généralement électrique) pouvant élre transportée et traitée
plus facilement. Par exemple, on peut trouver des capteurs de position, de vitesse, de débit, de tem-
pérature, de pression, de niwveau, de pH, de densité, de masse, de conductivité, d’orygéne ou de gaz
carbonique, de concentration, etc... [

Définition 1.3 (actionneur). Un actionneur est un organe qui est capable d’apporter de [’'éner-
gie ou de la matiére dans une boucle de régulation, en fonction de linformation fournie par le
régulateur (ou bien le correcteur). Par exemple, un moteur électrique associé a son amplificateur de
puissance représente un actionneur. Les vannes et les pompes sont d’autres actionneurs... u
On se placera dans le cas ideal en faisant les approximations suivantes :
— Les actionneurs n’introduisent ni retard, ni distorsion, mais on ne doit pas oublier qu’ils ont
une action limitée par des saturations («butées ).
— Le capteur est lui aussi supposé excellent. Sa précision et sa rapidité sont deux critéres impor-
tants. On tiendra compte en régulation, des bruits (perturbations de sortie) qu’il est susceptible
d’introduire dans la chaine de régulation

Cette solution est envisageable dans le cas ou le systéme est parfaitement connu (ce qui est
théoriquement impossible) et dans le cas o I'obtention d’une mesure de la sortie n’est pas écono-
miquement possible. L’exemple typique est celui de la machine & laver (le linge ou bien la vaisselle)
fonctionnant sur la base de cycles pré-programmés ne possédant pas d’informations quant a la me-
sure du degré de saleté (du linge ou bien de la vaisselle). Si une quelconque perturbation ’affecte ou
si le systéme n’est pas parfaitement connu (poids ou type du linge, quantité de vaisselle ou qualité
de leau variable), le résultat escompté peut varier sensiblement...

On peut représenter un systéme en boucle ouverte par le schéma de principe suivant :

eft) u(t) 1)

—{Correcteur —pActionneur | —p{ Processus ——p

consi gne commande sortie

figure 1.5: Systéeme en BO
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Dans le cas de 'exemple 1.2.1 du chauffage, un de nos objectifs sera d’assurer une température
constante dans la piéce, quels que soient les éventuels changements qui peuvent intervenir : conditions
météorologiques, courant d’air ...

Avec un tel systéme, ce challenge n’est pas tenable puisque, si ’on mesure la température de la
piéce, on ne se sert pas de cette mesure pour réagir sur l'entrée du systéme.

En résume, la BO (boucle ouverte) posseéde les inconvénients suivants :

— On ne peut commander/asservir/réguler des systémes instables (nous reviendrons plus en

détail sur la notion de stabilité lors d’un prochain cours),

— Les perturbations ont des effets indésirables non compensés,

— Il est difficile d’obtenir une sortie possédant la valeur souhaitée avec précision et rapidité.

Ces problémes vont étre résolus (ou sensiblement améliorés) par l'introduction d’'un «feedback»
= notion de boucle fermée (BF).

1.3.2 Systéme en boucle fermée

On peut représenter un systéme en boucle fermée par le schéma de principe suivant

Signal de référence

e(t)+,.&(t)[Loi c(t s(t
L)—J@/—Q (I::)c;;fneande ( )ActionneurHSystéme “

Signal ’erreur Signal de commande

Sortie mesurée Sortie réelle
Capteur |-

figure 1.6: Systéme en BF
Si on compare la mesure de la sortie du systéme a une grandeur de consigne (ou référence),
on sera capable d’agir sur la grandeur d’entrée du systéme (la commande), pour en corriger le
fonctionnement.
Dans le cas du systéme de chauffage de ’exemple 1.4, on obtient le schéma de principe décrit
par la figure 1.7 suivante :

Chaine Directe

ent rée

| sortie

(consigne)
RADIATEUR PIECE A
CORRECTEUR B ELECTRIQUE CHAUFFER | -
commande

mesure

ITHERMOMETRE|—--#

Chaine de Retour

figure 1.7: Systéme en boucle fermée : chauffage d’une piéce

On notera sur ce schéma la présence d’un organe chargé d’effectuer la comparaison des signaux
d’entrée (consigne encore appelée référence) avec la mesure. En réalité (dans la pratique), on ne

6
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compare pas directement la consigne a la mesure mais plutét des tensions représentant ces deux
grandeurs.

Avec la boucle fermée on introduit la notion d’asservissement.

Définition 1.4 (systéme dynamique). Un systéme dynamique est un systéme dont ['étude
ne peut étre réalisée qu’en prenant en compte les valeurs passées du phénomeéne. Les grandeurs de
sorties dépendent des valeurs présentes et passées des grandeurs d’entrées. ]

{ Exemple : chauffage}

Reprenons l'exemple du chauffage. Supposons que 'on veuille faire passer la température de
la piéce de 20 ° C & 30 ° C. L’inertie thermique en fait un systéme lent. Il apparait évident que
la température de la piéce & un instant donné dépend de la température & I'instant précédent
Le systéme du chauffage de la piéce est un systéme dynamique.

1.4 Notion de Modéle

1.4.1 Modéle Mathématique

Pour pouvoir utiliser les schémas précédents, il faut pouvoir décrire «efficacement» chaque pro-
cessus physique situé a 'intérieur des blocs rectangulaires. Pour pouvoir analyser le comportement
de ces processus, il est intéressant de pouvoir disposer d’'un modéle mathématique de ces processus.

La phase de modélisation est essentielle dans le processus de mise au point de régulateurs.
Toutefois, le but de ce cours n’est pas d’étudier en détails la modélisation des systémes dynamiques.
On se contentera donc de savoir modéliser rapidement et simplement (modéles élémentaires).

Définition 1.5 (Modéle mathématique). On définit le modéle mathématique d’un systéme dy-
namique comme un ensemble d’équations qui représentent le comportement dynamique du systéme
avec la précision souhaitée. Il est obtenu en écrivant les lows de la physique qui régissent le com-
portement du systéme (lois fondamentales de la dynamique, bilan des forces, de matiére, etc...).
|

Obtention du modéle de comportement :

Définir le systéme étudié et ses composants élémentaires

Formuler le modéle mathématique idéal (modeéle de connaissance) et dresser la liste des hy-
pothése & retenir

— Ecrire les lois de la physique (équations différentielles)

— Définir le modele dédié a la régulation (fonction de transfert) — modéle de comportement

Remarque 1.2. Il ne sert pas & grand chose de vouloir obtenir par les équations un modéle ma-
thématique trés compliqué. En effet, mieux vaux émettre plusieurs hypothéses simplificatrices afin
de simplifier 'étude du systéme et la démarche future de mise au point de régulateur. Toutefois,
le modéle mathématique devra étre suffisamment précis pour refléter le comportement réel du sys-
téme. On voit donc apparaitre un compromis précision /complexité dans I’étape de modélisation. De
plus, étant donné le caractére non-linéaire des processus réels, on est naturellement amenés a faire
des simplifications telles que la linéarisation autour d’'un point de fonctionnement (développement
en série de Taylor) [
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1.4.2 Transformée de Laplace - Rappels
1.4.2.1 Introduction et motivation

L’étude des systémes dynamiques revient a étudier les relations mathématiques qui les gou-
vernent (en l'occurence des équations différentielles). La manipulation d’équations différentielles
étant complexe, on utilisera la transformée de Laplace (£). L’intérét principal de cette transformée

réside dans le fait qu’elle permet de remplacer une équation différentielle (resp. un produit de convo-
lution) dans le domaine temporel par une équation polynomiale (resp. une multiplication) dans le
domaine symbolique. La recherche de la solution de cette équation différentielle se limite alors, a
partir des racines du polynome, & la recherche dans une table des transformées.

La partie suivante est un rappel sur la transformée de Laplace et quelques unes de ses propriétés
les plus utilisées.

Pour 'automaticien, la transformée de Laplace ne sera qu’un outil, qu’il conviendra toutefois de
maitriser ; par conséquent, il ne s’agit pas de vouloir trouver ici une rigueur mathématique absolue.

Définition 1.6 (Transformée de Laplace). Par définition, la transformée de Laplace unilatérale
d’une fonction f(t), nulle Vt <0, est donnée par la relation (1.1).

L[ft)] = F(p)= [y f(t)e Pdt
(1.1)

ot la variable p est une variable complexe (on pourra aussi trouver la notation anglo-sazonne ou la
variable p est remplacée par la variable s). [ ]

l Exemple : Calcul de la T.L. d’un échelon unitairel

1, sit>0
f)y =9
0, autrement.
En utilisant l'intégrale de définition (1.1), on peut écrire :

clst) = [ ema= -] -1

1.4.2.2 Principales propriétés

Linéarité :

Llaf(t) +bg(t)] = aF(p) + bG(p)

(1.2)
Démonstration : utiliser la définition (1.1)
Transformée de Laplace de la dérivée d’une fonction :
d
£ |42] = pF @) - 1(0)
(1.3)

Démonstration : intégrer par partie
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Transformée de Laplace de la dérivée d’ordren d’une fonction :

LS| =9 F ) = p" 1 F(0) = 9" 2F(0) = -+ = FUD(0)
(1.4)
Cette proprieté se déduit par itération de la propriété (1.3).
Théoréme de la valeur initiale :
lim f(t) =lim pF(p)
t—0 pP—00
(1.5)
Démonstration : utiliser la propriété (1.3)
Théoréme de la valeur finale :
lim f(t) =lim pF(p)
t—o0 p—0
(1.6)

La démonstration de cette propriété est du méme ordre que celle du théoréme de la valeur
initiale.

Attention : ceci est valable uniquement pour les signaux stables  sinus). En effet, il faut
que le signal de sortie posséde un régime permanent constant ou borné

Facteur d’échelle :

Démonstration : utiliser la définition (1.1)

Lltf(6) = -5 I
(1.8)

Démonstration : utiliser la définition (1.1)

)
¢
Démonstration : utiliser la définition (1.1)

Multiplication part :

Division par ¢t :

Théoréme du retard :

L[f(t—T)] =ePTF(p) pour tout T >0

(1.10)
Démonstration : utiliser la définition (1.1)
Multiplication par une fonction exponentielle :
L[ (1) = F(p +a)
(1.11)

La simple écriture de 'intégrale de définition permet de se convaincre de cette propriété.
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Fonctions périodiques : Soit g(t) une fonction périodique de périodeT', et f(t) la fonction telle

que : f(t) = {g(t), sit € [0,T]

) alors, on a :
0, sinon.

F(p) = (1—e?T)G(p) L12)

On peut remarquer que : f(t) = g(t) — g(t = T).
Par conséquent : F(p) = G(p) — e PTG(p) = (1 — e ?T) G(p)

1.4.2.3 Application a la résolution d’équations différentielles

La résolution d’équations différentielles a coefficients constants est trés largement simplifiée par
I'usage de la transformée de Laplace, comme le montre ’exemple qui suit.

{ Exemple : Résolution d’une équa. diﬂ'.}

Résoudre I’équation différentielle suivante :
Y +2y +2=e""avecy(0) =1et y(0) =2

Il suffit pour résoudre cette équation d’en calculer la transformée de Laplace :

2 1
[P°Y (p) — p — 2] +2[PY(P)—1]+§:m

2 1
Y(p) [p2+2p} :p—|—4—§+

p+1
_(p+4plp+1)—2(p+1)+p
V) = e T + )

A B _C D
p2  p p+1l p+2
S B T

= bt —
p2 p p+1 p+2

Ce qui permet d’écrire, par transformée inverse de Laplace (utiliser les tables) :

y(t) = —t+3—et —e %

10



1.4. Notion de Modéle

1.4.2.4 Tables de Transformées de Laplace

f(t) t>0 LIf®)] = F(p)
0(t) impulsion unité (Dirac) 1
1
1(t) échelon unité »
e 7
1(t —7) éch. unité retardé de 7
p
. . I—e™?
1(t) — 1(t — 7) impulsion rect.= M
p
1
! z?
n!
t pn+1
—at 1
€ p+a
—at 1
e (p+a)?
t2€—at 2
(p+a)?
. n!
t"e T att
f(t) t>0 L[f#)] = F(p)
1 —at bt 1
b—a(e ") (p+a)(p+b)
1 —bt —at p
= (e ) (b +a)(p+b)
1 1 1
— |1 —at __ —bt e
ab( Tl e )> p(p+a)(p+0b)
1 1
Z(1— —at
;g (1=e™) p(p + a)
1
—at
— (1= (at +1)e™) o0 + )2
1
- o —at
2l =1t e) P2(p+a)
1 —at bt 1
“ —bit—1
e L (e (b a)(p + 0
efat efbt N efct 1
(a—b)a—c) (c—bla—b) (a—c)b—c)|@+a)p+b)(p+c)

11
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w1 —¢2

et gin (wnt 1-— C2>

f(t) t>0 L[f#)] = F(p)
sin(wt) }ﬁ
cos(wt) Iﬁ
e " sin(wt) Mﬁ
e~ cos(wt) (p+pa)+2a+w2
v pinle] ()
aijtw? sin(wt +6) 6 = arctan (g) m
o2
1 — cos(wt) P Y
1 1

p? + 2Cwnp + w2

1.5 Notion de Fonction de Transfert

Pour un systéme, la fonction de transfert est 'expression mathématique plus ou moins complexe
qui indique le rapport entre une fonction du signal de sortie et une fonction du signal d’entrée.

1.5.1 Définition

Définition 1.7 (Fonction de Transfert). La fonction de transfert d’un systéme continu est le
rapport de la transformée de Laplace de sa sortie sur la transformée de Laplace de son entrée en
_ Sortie(p)

considérant les conditions initiales nulles : F(p) = Bnirée(p)

Remarques :

— Le concept de fonction de transfert permet de représenter le comportement dynamique du
systéme de maniére algébrique(le rapport sortie / entrée est variable dans le temps).
— La fonction de transfert est une caractéristique indépendante de 'amplitude et de la nature

de 'entrée du systéme.

— C’est un modeéle entrée-sortie qui ne contient aucune information sur la structure interne

physique du systéme

12




1.5. Notion de Fonction de Transfert

{ Exemple : Systéme électrique}

Considérons le systéme (simple) électrique suivant, ot 'on définira I'entréeu et la sortie i.

R

figure 1.8: Circuit RC

On peut écrire la relation entre la tension d’alimentationu(t) de ce circuit et le courant qui y
circule () :

u(t) = Ri(t) + % / i(t)dt
ou bien encore :

u'(t) = Ri'(t) + éi(t)

et si ’on calcule la transformée de Laplace de cette équation :

pU(p) = Rpl(p) + %I (p)

= (Rp+ é) I(p)

On a considéré les conditions initiales (u(0) et ¢(0)) nulles. En effet, la tension initiale au borne
de la résistance et I'intensité initiale du condensateur son nulles.
On obtient ainsi la fonction de transfert :

Nous allons voir comment obtenir le modéle d’un systéme mécanique représentatif d’un grand
nombre de probléme.

13
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{ Exemple : amortisseur

J

Considérons le systéme décrit par la figure 1.9 :

W u(t)
M Wi 2 4
_ﬂj_

DT

figure 1.9: Systéme Masse - Ressort

SN

Par application du Principe Fondamental de la Dynamique, I'équation différentielle régissant
le comportement de la masse M soumise a une force u(t) est donnée par :

My"(t) + fy'(t) + Ky(t) = ut

En appliquant la transformeée de Laplace a cette équation et en choisissant la positiony(t) de
la masse comme sortie, on obtient la fonction de transfert du systéme comme le rapport de
Y (p) sur U(p), soit :

_Y(p) _ 1
Gp) = U(g) T Mp*+fpt+K

D’autres exemples seront traités plus en détails lors des séances de TD...

1.5.2 Notions associées

Un certain nombre de notions découlent directement de la définition de la fonction de transfert.

Définition 1.8 (Ordre). L'ordre du systéeme est le degré le plus élevé du polynome du dénomi-
nateur appelé polynéme caractéristique. [ ]

Exemple :

L - |

T(p) = % représente la fonction de transfert d’un systéeme du deuxiéme ordre.

Définition 1.9 (Pole(s)). Le(s) pole(s) sont les racines du dénominateur (le polynéme carac-
téristique) de la fonction de transfert. Le nombre de poles correspond & I'ordre du systéme. Il peuvent
étre réels ou complexes puisque les coefficients du dénominateur sont réels. ]

Un systéme est suffisamment caractérisé par la nature et le positionnement dans le plan complexe
de ses poles (lieu des poles).

14
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Exemple :

L - |

Le systéme décrit par la fonction de transfert T'(p) = % est un systéme du deuxiéme

ordre. Il posséde alors 2 péles complexes conjuguésp; = —2.5 4 71.94 et pp = —2.5 — j1.94.

Définition 1.10 (Régime). Il existe deuz régimes de fonctionnement successifs :
— régime transitoire : évolution de la sortie dans le temps suite & une variation de [’entrée. Il
est délimité par les réponses initiale et finale. C’est la «raison d’étrey de la régulation
— La sortie et la commande sont maintenues constantes. On atteint une amplitude constante de
la sortie quelque soit le temps. On Uappelle aussi régime stationnaire, d’équilibre ou établs.
|
Remarque : On associe souvent les notions de dynamique a transitoire et statique a permanent.

1.6 Schémas Blocs et Algébre de Diagrammes

1.6.1 Introduction

Les schémas qui illustrent la régulation des procédés se présentent sous deux formes majeures :

— schémas blocs (ou schémas fonctionnels) : les roles des blocs sont fonction des différents
éléments de la boucle de régulation. Ils sont reliés entre eux par des fléches annotées et re-
présentant les signaux qui y circulent. Ces blocs sont indépendant de la nature du signal a
réguler.

— schémas opérationnels (schémas de principe, schémas réels) : on représente la circulation
des fluides ou des signaux électriques a travers 'ensemble des équipements ainsi que dans le
systéme de régulation. Les symboles sont standards.

Etant donné la diversité des signaux et des systémes & étudier, nous choisirons d’utiliser les
schémas dans la suite de ce cours.

1.6.2 Construction

Etudions en premier lieu I'organe responsable de la comparaison entre ’entrée de consigne et la
mesure. Cet organe est appelé comparateur :

Consigne Signal d'erreur

Mesure

figure 1.10: Un comparateur : Signal d’erreur = Consigne - Mesure

Ce comparateur peut comporter plus de deux entrées, comme indiqué sur la figure 1.11.

figure 1.11: comparateur a plusieurs entrées : e=a-+b-c

15
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Dans le cas général les schémas blocs peuvent étre trés ramifiés et comporter plusieurs boucles
imbriquées. Toutefois, on pourra, en régle quasi-générale, utiliser le schéma-blocs «standard» sous
la forme de la figure 1.12.

p®

+
+ £t s(t)
e(t)*g)f 10 o L 6,0 -

figure 1.12: Schéma-blocs d’un systéme en boucle fermée

Avec
— et
(t
(t
(t

: signal d’entrée, consigne, référence ;
: commande ;
: signal de sortie;
: perturbation de commande (car p(t) agit (s’ajoute) sur la commande du systéemeGa(p)) ;
— &(t) : signal d’erreur (sortie du comparateur);
~ G1(p) : fonction de transfert du correcteur (on dit aussi régulateur, voire controleur) ;
Ga(p) : fonction de transfert du systéme a commander (& réguler et asservir).Ga(p) contient
les fonctions de transfert de I'actionneur et du capteur.

<O~

e

v

s

A~ — e —

Pour obtenir le schéma bloc d’un systéme, la démarche de construction est la suivante :

— écrire les équations de la physique associées a chaque élément constituant le systéme

— appliquer la transformée de laplace

— calculer la fonction de transfert associée a chaque élément en supposant les conditions initiales
nulles

— identifier les relations inter-signaux et signaux-blocs

— tracer le schéma fonctionnel

— simplifier le schéma et le mettre (le plus souvent possible) sous la forme de la figure 1.12

1.6.3 Simplification - Réduction

Quand on établit le schéma-blocs d’une installation, on obtient souvent une structure complexe.
On peut, grace aux quelques régles qui suivent, simplifier ces diagrammes.

régle 1 — série : Soit le schéma 1.13 suivant :

X Y Y X Y(p)
ﬂ‘ Gi(p 1P G,(p) ﬂ — ﬂGﬂp)Gz(p‘—

figure 1.13: Schéma-blocs en série

Y(p) = Y1(p)G2(p) donc : | === = G1(p)G2(p)

On peut écrire : {Y1 (p) = X(p)G1(p) 2

régle 2 — paralléle : Soit le schéma 1.14 suivant :

16
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X(p) Gi(p) | Y1(p) .\

Y
Y® X® | G1(p)+G2(p) ﬁ

Y2(p)

Ga(p)

figure 1.14: Schéma-blocs en paralléle

On peut écrire : Y3 p)G1(p) donc : | ——= = G1(p) + Ga(p)
)G2(p)

( (
( (

o

3

régle 3 — boucle fermée : Soit le schéma 1.15 suivant :

X(@) ,

£(p) GO Y(p) . — X G(p) Y(p)
- 1+H(p)G(p)
M(p)

H(p)

figure 1.15: Boucle fermée

On peut écrire : ¢ e(p) = X(p) — M(p)

On montre de la méme maniére les équivalences entre les schéma-blocs suivants :

régle 4 — lien arriére : Soit le schéma 1.16 suivant :

X(p) Y
HNED) [opl 1P 60 Y
M(p) —
[ Hep)
O P | G p G G,(p) ®
" [ e
G,(p)

figure 1.16: Déplacement d’un lien arriére
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régle 5 — lien avant : Soit le schéma 1.17 suivant :

X
P4\ [opl P 6o Ye

MP) [, ©

X(0)
N [0 1P Mom 1S

M(p)

| H(P) G2(p

figure 1.17: Déplacement d’un lien avant

En pratique, on simplifiera toujours en premier lieu les boucles les plus internes (les plus imbri-
quées).

Pour simplifier un schéma-blocs, il sera possible d’utiliser les techniques graphiques exposées
ci-avant, ou des techniques calculatoires. C’est ’objet de 'exemple qui suit.

1.6.4 Exemple : simplification de schéma-bloc

Par souci de clarté pour les schémas blocs on omettra volontairement la variable de laplace(p)
dans les fonction de transfert. Simplifier alors le schéma bloc du systéme suivant :

Hy

X(®) - Gy * b G, -2 Gs » Y(D)

L ¢

figure 1.18: Schéma-blocs a simplifier

)\7 -
+ +
+

Ha

Gs

figure 1.19: Premiére étape de simplification
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+ G,G
X(p) | G, 273 > Y(p)
1+H,G,G;

figure 1.20: Deuxiéme étape de simplification

Ce qui permet d’écrire :

Y(p) _ G1(p)G2(p)G3(p)
X(p) = 1+H1(p)G2(p)G3(p)+H2(p)G1(p)G2(p)+G1(p)G2(p)Gs(p)

On peut retrouver ce résultat par le calcul :

Y = aGjs

a = bGy

b=c— HY donc: Y =[(X —Y — Hea) — H1Y]|G2G3
c=dG,

d=X-Y — Haa

Ce qui conduit au résultat souhaité.

Remarque 1.3. Maintenant que nous possédons et maitrisons la représentation graphique (schéma
bloc) des systémes, nous allons pouvoir commencer ’étude de différents types de systémes en leur
appliquant des entrées canoniques (impulsion, échelon, rampe) et en étudiant les réponses (tempo-
relles) a ces entrées qui permettront de caractériser ces systémes. C’est le but du prochain chapitre
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Chapitre 2'
Systémes du Premier Ordrel
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2.1 Objectifs

[’idée de ce chapitre est de poursuivre I’étude des systémes dynamiques. Conformément & ce qui
a été énoncé auparavant, nous allons soumettre un systéme élémentaire a des signaux élémentaires
appelés entrées canoniques. Les systémes les plus élémentaires (les plus simples) sont des systémes
du premier ordre dont ’étude temporelle va étre détaillée ci aprés.

Définition 2.1. L’analyse temporelle consiste o étudier la réponse d’un systéme représenté par sa
fonction de transfert a un signal d’entrée variant dans le temps |

Le signal d’entrée peut en principe étre quelconque. Toutefois, pour obtenir une expression
analytique, nous utiliserons des signaux élémentaires (impulsion, échelon, rampe). Ceci se justifie
par le fait que 'on peut décomposer tout signal en une somme de signaux élémentaires.

2.2 Systémes du premier ordre

Par définition, ces systémes obéissent & une équation différentielle du premier ordre & coefficients
constants :

x(t) = ad?ii(tt) + by(t) (2.1)

ou x(t) et y(t) représentent respectivement ’entrée et la sortie du systéme.

Outre l'intérét purement pédagogique de cette partie (elle permet de travailler sur la représen-
tation la plus simple possible, sous quelques hypotheéses simplificatrices), il faut noter qu'un grand
nombre de systémes physiques peuvent étre représentés par des modéles du premier ordre.
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2.8. Réponses temporelles

La transformée de Laplace de ’équation 2.1, ou les conditions initiales sont considérées nulles,
permet d’obtenir facilement la forme générale de la fonction de transfert des systémes du premier
ordre :

Y(p 1 1/b
)= 2 = L= 22)
X(p) ap+b 1+3p
En utilisant les changements de variables K = 1/b et 7 = a/b on obtient la forme (appelée forme
standard) d’une fonction de transfert d'un systéme du premier ordre :

F(p) = i

(2.3)

F(s) posséde 2 paramétres essentiels : K et .

— Le gain statique du systéme K s’exprime dans la méme unité que le rapport ﬁggg Pour un

systéme stable (la sortie est constante en régime permanent), le gain statique représente la
valeur prise par sa réponse a une entrée en échelon unitaire quandt — oo.

— La constante de temps 7 du systéme s’exprime en secondes et caractérise la vitesse (dyna-
mique) de réaction d’un systéme.

Ces deux grandeurs suffisent a caractériser tout systéme du premier ordre : ce sont sesgrandeurs
(paramétres) caractéristiques

2.3 Reéponses temporelles

Il est intéressant de connaitre et de reconnaitre les réponses des systémes du premier ordre
aux signaux temporels classiques : impulsion, échelon, rampe. Cela permettra en particulier une
comparaison avec les signaux réponses du systéme physique sur lequel on travaille.

2.3.1 Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d’un systéme est la sortie de ce systéme suite & une sollicitation en
impulsion de Dirac :

_Joo pourt=0 B
x(t)—{o pourt#O:>X(p)_1 (2.4)

Les équations 2.2 et 2.4 permettent d’écrire ’expression de la réponse impulsionnelle :

K K 1 K _:
(p) T (p) Tp+%=>y() —e (2.5)
La tangente & lorigine de cette réponse a pour coefficient directeur :¢y'(0) = —g (la pente de la

tangente est égale a la dérivée en ce poind).

On peut montrer facilement que 'intersection de cette tangente & I'origine avec I'axe des temps
se fait & t = 7 comme indiqué sur la figure 2.1.
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Chapitre 2. Systémes du Premier Ordre

Impulse Response

réponse impulsionnelle de G(s) = 2/ (1+0.5p)
2 T T T

Amplitude
amplitude
-
T
I

o
©
T
L

0.6 - q

04l : : B

0 L Il L 1
6
Time t(%reng§

figure 2.1: Réponse impulsionnelle d’'un systéme du premier ordre

La figure suivante (figure 2.2) permet de se rendre compte de l'influence der sur la réponse
impulsionnelle :

Réponse impulsionnelle en fonction de T

From: U(1)
1 T

0.7 B

X
- o)
=) : 05} B
= e 1=1235
04t -
03f E
02 E
01f E
0 1 1 1 L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps t

figure 2.2: Réponse impulsionnelle d'un systéme du premier ordre en fonction der

On remarque donc que 7 influence la rapidité du systéme (le temps que le systéme met pour
revenir a ’état initial aprés une impulsion) mais ne modifie pas I'allure générale de la courbe. La
variation de K ne fait que déplacer le point de départ de cette courbe de réponse. Par souci de
clarté, cette courbe est normalisée par rapport a K.
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2.3.2 Réponse indicielle

La réponse indicielle d'un systéme est sa réponse a une entrée en échelon (entrée constante de
valeur A). L’entrée du systéme est donc définie par ’équation 2.6.

A pourt>0 A
x(t) = = X(p) = — (2.6)
0 pourt<O p

Les équations 2.3 et 2.6 permettent d’écrire l’expression de la réponse indicielle :

p p+1i

Y(p) = & xA:AK<1— ! )‘:iy(t):AK@—e—i) (2.7)

Remarque 2.1. D’apres le théoréme de la valeur finale, on a :tlim y(t) :lirré pY(s) = AK. La
—00 p—

réponse atteint donc un régime final stable. Le coefficient directeur de la tangente a 'origine est

donné par : 3/ (0) = ATK. [

Définition 2.2 (temps de réponse). On appelle temps de réponse d’un systéme, le temps que
met la réponse indicielle du systéme pour ne plus sortir d’un intervalle de£5% autour de sa réponse
finale (les anglo-sazons utilisent couramment une référence a£2%). On considére alors que le régime
permanent est obtenu au bout d’un temps égal au temps de réponse du systéeme (la sortie est alors
«quasi-équivalentes au gain statique K x amplitude de l'entrée). L’évolution de la sortie jusqu’au
temps de réponse correspond alors au régime transitoire. Cette définition est valable quelque soit
PVordre du systéme considéré. u

Pour déterminer le temps de réponse d'un systéme du premier ordre, il suffit de trouvert, (pour
temps de réponse) tel que : y(t,) = 0.95AK. C’est a dire :

y(ty) = AK (1 - e‘tf) — 0.954K —> ¢~ F = 0.05

et donc :|t, = —71n0.05 ~ 37 ‘

Définition 2.3 (erreur statique). Si le systéme est stable, on appelle erreur statique (aussi
erreur de position), la différence que l'on reléve sur une réponse indicielle, entre l’entrée et la sortie
d’un systéme lorsque t — oo. u

Pour un systéme du premier ordre, on peut calculer I'erreur statique comme suit :
lim e(t) =lim [2(t) —y(0)] =lim p [X(p) — Y (p)]
=lim p [X(p) — Y (p)] =lim A[1 — G(p)]
p—0 p—0
=A(l-K)

L’erreur statique n’est donc nulle que pour les systémes du premier ordre dont le gain statique
K est unitaire. On l'exprime en pourcentage (en divisant par A. Elle est alors indépendante de
I’amplitude A de U'entrée!!!

Remarque 2.2. — La tangente & l'origine coupe ’axe horizontaly = AK pour t = 7.
— La réponse indicielle est la dérivée de la réponse impulsionnelle.
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— L’amplitude de la réponse indicielle pourt = 7 est :
y(t) = AK (1 —e™!) ~ 0.6324K.
|

Pour un systéme du premier ordre, la constante de temps est donc le temps au bout duquel la
réponse indicielle atteint 63,2% de son régime final.

réponse indicielle de G(s) = 1/ (1+2p)
T T T T T

0.95 ™ 95 % du régime permanent 1
|
I
i ]
|
|

|
P 63 % du régime permanent

Amplitude

Time (sec.)

figure 2.3: Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre

De la méme facon que pour la réponse impulsionnelle, on peut se rendre compte de I'influence
de 7 et de K sur la réponse indicielle en consultant les figures 2.4 et 2.5 :

Réponse indicielle en fonction de T

From: U(1)
1 T

09 —

08 —

05 1=1235 il

y(t)
To: Y(1)

03 b

0.1 —

0 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

temps t

figure 2.4: Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre en fonction der

On remarque donc que 7 influence la rapidité du systéme (le temps que met le systéme pour
parvenir & rejoindre l’entrée) mais ne modifie pas 'allure générale de la courbe.
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2.8. Réponses temporelles

Réponse indicielle en fonction de K
From: U(1)

251 i

K=1,2,3

0.5 i

o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

temps t

figure 2.5: Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre en fonction deK

La variation de K ne fait que translater verticalement la courbe mais ne modifie pas la rapidité
du systéme (temps de réponses identiques).

2.3.3 Réponse a une rampe

Un signal d’entrée en rampe est défini par :

z(t) = — X(s) = 1’; (2.8)

At pourt >0
0 pourt<O0

Les équations 2.3 et 2.8 permettent d’écrire ’expression de la réponse d’un systéme du premier
ordre & une rampe :

L+7p P P pts
L1 _t
£ ly(t) = AK (t—7+m ) (2.9)

Définition 2.4 (erreur de trainage). On appelle erreur de trainage (aussi erreur de vitesse),

la différence que l'on reléve entre ['entrée et la sortie d’un systéme, lorsquet — 0o, pour une entrée

en rampe. Cette définition est valable quelque soit 'ordre du systéme considéré. [ ]
Dans le cas d'un systéme du premier ordre, on a :

lim e(t) =Jim [x(t) — (1)

oo

—lim [At(l CK) 47— Teﬂ

t—o0

=lim [At(1 — K) + 7]

t—o00

) si K =1 Jlerreur de trainage est égale a 7
par conséquent : ¢ . )
si K #1 Ulerreur de trainage est infinie
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Chapitre 2. Systémes du Premier Ordre

Réponse a une rampe
10 T T T

entrée u(t) =t - yd
s // 1
~_ sortig
6 i /,/ : ]

g ‘ T
2 st - B
ar-erreur- de trainage 1 el 1
3r i
2 //” 4

i
|

1

|

i

|

|

i

|

1

i

i \ i i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

figure 2.6: Réponse d’un systéme du premier ordre & une rampe quand K=1

2.4 Cas particulier des systémes du premier ordre généralisé

dx(t)  dy(t)
a a0

Son équation différentielle vaut :| koz(t) + k1

Sa fonction de transfert est donnée par :

Y ko+k
F(p) = xt5) = 3"

On note la présence d'un zéro (solution du numeérateur). Il y a alors modification de la réponse
indicielle. En effet, si on cherche la réponse (avec C.I. nulles), on s’apercoit que la réponse indicielle
débute a k1 /7.

2.5 Cas particulier des systémes intégrateurs

Ce type de systéme est trés fréquent en pratiques : asservissement de position d’un moteur,
modeéle d’une cuve, etc...

dy(t)
dt

Son équation différentielle vaut :| Kz(t) = 7

Sa fonction de transfert est donnée par :

_Yp K 1
Flp)=xm =7 %5
On note la présence d’un pole a l'origine.
2.5.1 Réponse impulsionnelle
K K -1 K
Y(p) = EX(p) = o x 15 y(t) = —= constante, pas de retour a zéro (2.10)
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2.6. Cas particulier des systémes avec retard

2.5.2 Réponse indicielle

Y(p) = S X(p) = o x L £ y(t) = 4 (2.11)

Dans ce cas la réponse indicielle diverge (elle croit indéfiniment). La notion de gain statique
n’a pas de sens ici car nous n’avons pas de régime permanent.

2.6 Cas particulier des systémes avec retard

Les retards peuvent étre de différentes natures :

— retard physique : il est dii aux éléments physiques qui composent le processus : il provient
par exemple du chemin a parcourir pour le transport de I'information, du parcours des fluides
entre le point d’introduction et le capteur.

— le retard de mesure provient du temps que met le capteur pour délivrer la mesure. Dans le
cas des débits, pressions, etc...la mesure se déplace & la vitesse proche du son et le retard
est quasiment négligeable. Dans le cas des températures, pH, COD, la mesure se déplace a la
vitesse des fluides conducteurs et le retard est plus important...

La forme de la fonction de transfert est un premier ordre faisant apparaitre un terme exponentiel

au dénominateur :

Ke Tp
F = 2.12
(p) T i (2.12)

En effet, en se basant sur le théoréme du retard (voir relation 1.10), on en déduit la fonction
temporelle f(t — T') qui est bien la fonction retardée d’une valeur 7.

Exemple 2.1. A titre d’exemple, on peut constater Ueffet d’un retard de2.5 s sur la réponse in-
. . —2.5p . ., .
dicielle d’un systeme de fonction de transfert F(p) = 61+2p (ce qui pourrait illustrer le fait qu’on

allume le radiateur, la picce ne chauffe pas immédiatement ...) :

réponse indicielle du premier ordre avec retard : F(p) = & >%Y(p+2)
05 T T T

L
0 1 2 3 4 5 6
t

figure 2.7: Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre retardé



Chapitre 3'
Systémes du Deuxiéme Ordrel
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3.1 Généralités

Ce chapitre permet d’étudier le comportement des systémes linéaires invariants du deuxiéme
ordre. Par définition, ces systémes obéissent a une équation différentielle du deuxiéme ordre a
coefficients constants :

dy(tt) Fey(t) (3.1)

d’y(t)
z(t)=a 72 +5b y

ou x(t) et y(t) représentent respectivement ’entrée et la sortie du systéme.

La transformée de Laplace de ’équation 3.1, ol les conditions initiales sont considérées nulles,
permet d’obtenir facilement la forme générale de la fonction de transfert des systémes du premier
ordre :

Y(p) 1 B ng
X(p) ap*+bp+c | p?+2Cwop +wi

(3.2)

— K est appelé gain statique du systéme.
— wy est la pulsation propre non amortiedu systéme (elle s’exprime en radians par seconde).
— ( est le facteur d’amortissement du systeme.
Ces trois grandeurs suffisent a caractériser tout systéme du deuxiéme ordre : ce sontses grandeurs
caractéristiques.
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3.2. Etude des poles d’un systéme du deuziéme ordre

3.2 Etude des poles d’un systéme du deuxiéme ordre

Les poles d'une fonction de transfert G(p) sont les valeurs de «p» qui annulent le dénominateur
de G(p). Ce sont donc les racines de I’équation caractéristique qui suit :

p% 4 2Cwop + wi =0 (3.3)

Le discriminant réduit associé a cette équation est : A = (¢? — 1)w3. Selon que ¢ sera supérieur
ou inférieur a 1, 'équation 3.3 admettra des solutions réelles ou complexes conjuguées.

valeur de ¢ ¢>1 (=1 ¢ <1

poles p1—o || —Cwo £ woy/¢2 — 1= — —wo = = —Cwp % Jwor/1 — 2
. _ K _ K _ Kuw?

transfert : F(p) = W F(p) = 7(1+p7_0)2 F(p) = p72+2<w00p+w(2]

On voit donc que les poles sont de natures différentes selon la valeur de(. Les réponses tempo-
relles vont donc s’étudier en fonction de la valeur de(.

3.3 Reéponses temporelles

Il est intéressant de connaitre et de reconnaitre les réponses des systémes du deuxiéme ordre
aux signaux temporels classiques : impulsion, échelon, rampe. Cela permettra en particulier une
comparaison avec les signaux réponses du systéme physique sur lequel on travaille.

3.3.1 Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d’un systéme est la sortie de ce systéme suite & une sollicitation en
impulsion de Dirac :

_Joo pourt=0 _
x(t)—{o pourt;é():>X(p)_1 (3.4)

3.3.1.1 (>1

Dans ce cas on peut écrire la transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle comme suit :

(1 +p71)(1 +P72)
K

)
T — T2 1+7‘1p 1+ mp

ou bien encore, dans le domaine temporel :

(3.5)

Etudions cette courbe de réponse impulsionnelle :
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Chapitre 3. Systémes du Deuziéeme Ordre

— 71 > 79 donc y(t) > 0 V.

- y(0)=0

— lim y(¢t) =0
t—o0

() = K [,
y()_Tl—Tz 7 € +Tze

donc la courbe posséde un maximum :
1

T2
tmar = 2210 (2 et yltmar) = 25 {(E) T (z) ”72]

On peut voir ’allure de cette réponse impulsionnelle sur la figure 3.1.

3.31.2 (=1

Dans ce cas la transformée de Laplace de la sortie d’'un systéme du deuxiéme ordre soumis a
une entrée en impulsion est donnée par ’équation suivante :

K Kuj
(1+pm)?  (p+wo)?

Y(p) =

donc :

y(t) = Kwite ot

Cette courbe a la méme allure que dans le cas o > 1, comme le montre la figure 3.1. Le maximum

est alors atteint pour : tyue = w—lo et son amplitude est : Y(timaz) = @

3.3.1.3 (<1

Dans ce cas la transformée de Laplace de la sortie d’'un systéme du deuxiéme ordre soumis a
une entrée en impulsion est donnée par ’équation suivante :

B Kw%
-~ p? + 2(wop + Wi
ng
(p+ Cwo)? + w3 (1 —¢?)
Kuwy " woy/1— (2
V1= (p+Cwo)? +wi(1—¢?)

Y (p)

donc :

y(t) = —Kwo o—Cuot sin(wpy/1 — ¢%t)

— (3.6)

On peut remarquer que le signal 3.6 est oscillant (& cause desin(wpy/1 — ¢?t)) et amorti (& cause
de e=¢“0%), On note wp = wpy/1 — (2 la pulsation propre amortie du systéme. La période de ces
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3.83. Réponses temporelles

pseudo oscillations est Tp = 3—7;.

Une étude de la fonction 3.6 montre qu’elle posséde des extremas aux points d’abscisses :t =

\/1-¢2 1
[arctan( c + k7 e T

0.6

0.5

0.4

0.3

0.1

I I I I I I I I I
(0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

temps en secondes

figure 3.1: Réponse impulsionnelle en fonction de( pour wq fixé

La variation de ¢ provoque des maxima sur les réponses impulsionnelles de plus en plus élevés.

3.3.2 Réponse indicielle

11 s’agit d’étudier la réponse du systéme a une entrée en échelon d’amplitudeA. On peut donc
écrire la transformée de Laplace de la sortie :

AKw?
Y(p) = 2 0 2
p(p? + 2Cwop + wp)
Remarque 3.1. - y(0") =lim pY(p) =0
p—00
— y(oo) =lim pY(p) = AK
p*}

— Pente de la tangente en 0 de y(t) nulle puisque : %1_% % =1lim p[pY (p) —y(07)] =0

p—00
|
3.3.21 (>1
Dans ce cas, on obtient par transformation de Laplace inverse deY (p) :
_t _t
y(t) = AK [1 — nim (7’16 I — Toe T2>]
(3.7)

Une étude plus poussée de la fonction montre ’existence d’un point d’inflexion lorsque le temps

T1T2 T1
t; = In{ —
T — T2 T2

a pour valeur :
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Chapitre 3. Systémes du Deuziéeme Ordre

On peut remarquer que la réponse impulsionnelle du systéme correspond & la dérivée de sa
réponse indicielle.

3.3.22 (=1

AKW?
Y(p)= —— "
p(p + wo)
Le signal temporel de sortie est donnée par :

y(t) = AK {1 —(1+4) e*ﬂ

C’est le cas de 'amortissement critique et l'allure de la réponse est sensiblement analogue au
cas précédent. Le point d’inflexion se situe au point d’abscisset; =T

3.3.23 (<1

AKw?
Y(p) = 2 0 2
p(p? + 2¢wop + wg)

On trouve :

y(t) = AK {1 - \/1176_4“’“ sin(wpt + 9)}

avec wp = woy/1 — (2 et 6 = arcsin (\/1 - §2>

De nouveau, nous obtenons des oscillations amorties de pulsationw,. Il est alors possible de

déterminer 'amplitude des dépassements successifs. Le maximum de la fonction est obtenu lorsque
la dérivée de y(t) par rapport au temps est nulle. Soit :

d 1
dit/ — AK [CwoeCwot sin(wpt + 0) — 767000%}1) cos(wpt + 0)

V- e

Cette dérivée s’annule pour :

¢sin(wpt + 0) = /1 — (2 cos(wpt + 0)
Jime
¢

/1 _ 2
wpt + 0 = arctan <C> + km

tan(wpt + 0) =

¢

tmar = (arctan ('1C_<2> + km — 0) wo\/i—iCQ
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3.83. Réponses temporelles

tmas = (arctan ('15@) + km — arcsin(y/1 — CQ)) wo\/i—j

B km

t - "
T 10

L’amplitude du premier dépassement est donc :

1 -4
maz = Y(tmaz) = AK |1 — ————e 1-¢2 gin(7 + 0
- . .
= AK |1 - \/177@6 1= sin(f) | avec @ = arcsin(y/1 — (2)

r _ _k¢mw
= AK |1+ (—1)Fle vVi-e

| IS

Par conséquent le premier dépassement est donné par :

D1 = Ymaz — y(OO) =€ 1-¢?

soit en pourcentage : Par conséquent le premier dépassement est donné par :

__¢m
D1% =100 x e V1-¢2

Remarque 3.2. — Par extension on détermine les k dépassements successifs de la maniére
suivante :
Dy, = (Dy)*
— La durée entre 2 dépassements successifs est constante. Elle est appelée pseudo-période et est
notée Tp.
|

Différentes réponses indicielles, en fonction du facteur d’amortissement sont données par la
figure 3.2.

1.6

zeta=0.2

zeta=

zeta=3

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

temps en secondes

figure 3.2: Réponse indicielle en fonction de ¢
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Chapitre 3. Systémes du Deuziéeme Ordre

3.3.2.4 Allures des réponses indicielles

¢ caractéristiques allure
A
¢(>1 apériodique, D=0%, lent si ¢ grand, ¢, = f)g >
A
¢=1 critique, D=0%, t, = 0.75T} >
! /%@\/\.
¢ <1 || pseudo-périodique, ¢ = 0.7 = D = 4%, t, = 0.45T; (minimal) .

3.3.2.5 Spécifications sur le régime transitoire

Trés souvent, les caractéristiques de performances sont spécifiées en terme de réponse transitoire
a une entrée en échelon facile & générer. En général, la réponse (indicielle pour notre étude) transi-

toire laisse apparaitre des oscillations amorties avant d’atteindre un régime permanent (voir figure
3.3).

y(o Régime transitoire Régime permanent

-1

/./

s
+ 5% vfo )
A

S R /\vf'ﬂu;g- —
By

A CONSIGNE

-

figure 3.3: Caractéristiques Transitoires

11 est alors possible (et intéressant)de spécifier sur la réponse indicielle les caractéristiques sui-
vantes :
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3.83. Réponses temporelles

~ la pseudo-période : T, = 2X = — 2
P woy/1-C2

m—arccos (

woy/1—¢2

™

— le temps de pic en sec. (« peak time ») : t, = —F—
woy/1-¢2

le temps de montée en sec. (« rise time ») : t,, =

le temps de réponse (« settling time ») : t, ~ C%o

— le dépassement maximal en % (« overshoot ») : D% = 100 %

3.3.2.6 Influence de wy

Considérons ¢ fixé, on peut remarquer 'influence de la variation dewy sur la réponse indicielle
(voir figure 3.4).
réponse indicielle pour w, de 0.5 & 5 pour amortissement critique

From: U(1)
14 T T

amplitude de la sortie pour une entrée échelon unitaire
To: Y(1)

temps

figure 3.4: Réponse indicielle en fonction dewy pour ( =1

On remarquera que 'augmentation dewg provoque une rapidité de la réponse indicielle de plus
en plus élevée.
On observe le méme phénoméne pour les systémes apériodiques sur la figure 3.5 :

réponse indicielle pour @, de 0.5 a 5 pour pseudo—amortissement

From: U(1)
T

amplitude de la sortie pour une entrée échelon unitaire

temps

figure 3.5: Réponse indicielle en fonction dewy pour ¢ < 1
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Chapitre 3. Systémes du Deuziéeme Ordre

3.3.2.7 Temps de réponse

Le temps de réponse a +5% n’est pas facile a exprimer dans le cas des systémes du deuxiéme
ordre. On utilise en général |’ approximation (régression linéaire) suivante déduite de la courbe 3.6 :

3 6¢
t, >~ — pour ¢ < 0.7 tr >~ — pour ( > 1
wo wo
1000
3 : ——
3 - e
~lsoe i |
3 (138 6 18 .
3 [NEd
2 200 1
£ N %
< 100
-]
=
E 50 2 I
—_ ] T
T | =Y
20
10
s -’lt‘ T 7 ]
-
1 | |
0.01 0,03 005 0.10 03 0.5 2 345 710 20 40 &0 100

figure 3.6: Temps de réponse réduit (t,wp) en fonction de ¢

3.3.3 Réponse a une rampe

a
La transformée de Laplace du signal d’entrée est X (p) = —, d’oit :
p

K2
Y(p) = F(p)X(p) = P2(p? +C;C50(;3 + wo?)

On peut remarquer que la réponse y(t) & une rampe unité (a=1) est I'intégrale de la réponse
indicielle unitaire.
+
Par le Théoréme de la valeur finale, on obtient :y(07) = 0 et % =0.

Comme pour les systémes du premier ordre, on peut calculer I'erreur de trainage du systéme
étudié lorsque K = 1. En utilisant le Théoréme de la valeur finale, 'erreur de trainage est :

2
JX

z(+00) — y(+o0) =lim p[X(p) — ¥ (p)] = "

L’erreur de trainage est proportionnelle & la quantité2¢/wg qui joue le role que jouait la constante
de temps dans le cas d’un systéme du premier ordre. On appelle quelquefoisconstante de trainage
C; linverse de cette quantité, de sorte que :

x(400) — y(4+00) = a/Cy avec Oy = wp/2¢

Dans le cas ou K # 1, 'erreur de trainage est infinie et les signaux d’entrée et de sortie divergent.

Plusieurs réponses du systéme (pour différents () sont tragées sur la figure 3.7.
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3.4. Systémes d’ordre supérieur

20

18 A

16 . . A

14

12+ : =

zeta=0.1 zeta=5

o — i i i i i i i i
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

figure 3.7: Réponse du systéme & une rampe pour( € {0.1, 0.5, 1, 1.5, 2, 3, 5}

3.4 Systémes d’ordre supérieur

Nous venons de voir que la forme de la réponse d’un systéme linéaire est déterminée par ’ordre
du systéme, et plus particuliérement par la valeur et donc la position (o et ¢ déterminent la
situation dans le plan complexe) de ses poles.

Un systéme d’ordre élevé comporte un grand nombre de paramétres et étudier ses réponses tem-
porelles (surtout si on 'effectue de la méme maniére que précédemment) peut se reveler fastidieux.
L’objectif est de pouvoir déterminer le comportement d’un systéme en fonction de ses réponses tem-
porelles tout en considérant un nombre restreint de parameétres (un systéme relativement simple).

Un systéme d’ordre élevé comporte un grand nombre de péles (réels ou complexes conjugués)
et tous ne possédent pas la méme influence sur les réponses temporelles. Sur ’exemple ci dessous
on remarque qu’il n’y a plus de différence en régime permanent. Le résultat mis en évidence par cet
exemple posséde plusieurs conséquences :

— un systéme d’ordre élevé posséde, la plupart du temps, 1 ou 2 poles dominants et se «comporte»

donc comme un systéme du premier ou du deuxiéme ordre.

— on peut simplifier la fonction de transfert d’un systéme d’ordre élevé en ne conservant que
le (ou les) pole(s) dominant(s) (approximation par un systéme du premier ou du deuxiéme
ordre).

— en pratique, un pdle peut étre négligé dés qu’il est 3 a 4 fois supérieur au précédent



Chapitre 3. Systémes du Deuziéeme Ordre

{ Exemple : Systéme d’ordre 3}

Considérons le systéme suivant :  H(p) = (1+p)(1+13)(1+£). Il possede 3 poles réels en —1, —6
6 22

et —22 et sa réponse indicielle unitaire vaut :
y(t) =1 —1.257Texp(—t) + 0.275exp(—6t) — 0.017exp(—22t)

. Au fur et & mesure que 'on avance dans le temps, ces termes «s’éteignent» les uns aprés leg
autres. En effet, le terme en exp(—22t) décroit trés rapidement et devient trés vite négligeable.
Au contraire les termes correspondant aux poles situés les plus proches de lorigine du plan
complexe conservent plus longtemps leur influence sur ’allure de la réponse temporelle. Dang
notre cas, -1 est le pole lent et -6 et -22 sont les pdles rapides. On parle alors depdle dominant
pour le poéle -1.

La forme de la réponse dépend essentiellement des poles dominants. Les poles les plus éloignég
ne jouent que sur la forme du début du régime transitoire comme le montre la figure 3.8 (ot

I’on a tracé les réponses indicielles des systémes d’ordre 1 :ﬁ, d’ordre 2 : m et H(p) :
6

réponse indicielles (plein : ordre1, pointillés : ordre2, tirets : ordre3)
T

N

amplitude
©o o o o o o o o
M @ x o o N @ ©
T T T T
v
i i i i i i i i

o

[
T
i

o

L L L L L
o 1 2 3 4 5 6
temps

figure 3.8: Réponse indicielles et poles dominants

Ce qui est plus visible si on trace 'erreur entre les 3 systémes :

erreurs sur réponse indicielle
T T

amplitude

S —— L L I L
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
temps

10

figure 3.9: FErreurs sur les réponses indicielles et poles dominants
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Deuxiéme partie

Notions de Performancesl
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Qualités demandées a un systémel

Stabilité

C’est la premiére qualité demandée & un systéme. Pour pouvoir en effectuer la correction, il
faut absolument respecter cette condition. Cela implique que tous les péles de la fonction de
transfert soient & partie réelle négative. Dans le cas oil le modéle du systéme considéré est instable,
le correcteur aura la charge de «ramener» les poles instables du coté stable (demi-plan complexe
gauche) et donc de stabiliser le systéme

Poursuite

Le probléme de poursuite consiste & ce que la sortie du systéme «suive au mieux» son entrée
(en général, la consigne). Le systéme doit étre :

— précis : en régime permanent, la sortie doit atteindre «u plus prés» le niveau demandé par
la consigne;

— rapide : la sortie doit atteindre la valeur de consigne le plus rapidement possible. Le temps
de réponse doit étre le plus petit possible. La situation des péles dans le plan complexe en est
responsable.

Régulation

Le systéme est soumis a une (ou des) perturbation(s). Malgré celle-ci, il doit étre :

— précis : la sortie doit atteindre «au plus prés» le niveau de ’entrée méme si une perturbation
vient tenter de I’en écarter ;

— rapide : il doit «effacer» 'influence de la perturbation. La sortie doit «revenir» le plus vite
possible au niveau souhaité. .

Commande

La commande appliquée au systéme doit étre limitée (notamment en amplitude) afin d’éviter
un mauvais fonctionnement : au mieux ’actionneur sature et la commande appliquée au systéme
est maximale (dans ce cas, il y a plus de régulation), au pire on risque de détruire 'actionneur ou
le systéme...

Ces qualités s’évaluent en général en appliquant au systéme une entrée en forme d’échelon. On
verra dans la pratique que ces exigences de performances ne peuvent étre satisfaite de maniére
idéale. On adoptera alors un compromis en fonction des priorités du cahier des charges.
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4.1 Le concept

Un systéme est dit stable si sa réponse a une entrée bornée (consigne, signal de référence ou
perturbation dont amplitude n’augmente pas indéfiniment) est bornée. Cette notion de stabilité
est assez délicate a appréhender, toutefois on peut en avoir une vue assez juste en considérant la
figure 4.1, ot une balle roule sur une surface.

E

figure 4.1: Stabilité : exemple de la balle qui roule

Sur la figure 4.1, les points A, B, C, D, E et F sont des points d’équilibre :

— A et F sont des points d’équilibre instable puisqu’une trés petite excitation (une «piche-
nette» ) suffit pour que la balle quitte ces points et s’en éloigne irrémédiablement.

— FE et G sont des points d’équilibre stable puisque la balle y retournera aprés une petite
excitation.

— Les autres points sont dits points d’équilibre neutre car une petite excitation éloigne la
balle mais celle-ci ne diverge pas.

On ne parle dans cet exemple que de stabilité locale puisque si les perturbations sont suffi-

samment grandes, la balle quittera les points ¥ et GG sans y revenir. De maniére plus simpliste, on
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pourra considérer la stabilité comme une condition nécessaire pour un déplacement & un nouveau
point d’équilibre ou bien un retour au point d’équilibre initial suite & une excitation (entrée) bornée.

{ Exemple : Réservoir}

Considérons le remplissage d’un réservoir a soutirage de débit constant (voir figure 4.2).

—

>

figure 4.2: Un systéme instable : un reservoir a débit de sortie constant

Le procédé est en boucle ouverte. Supposons que le systéme est a I’équilibre & I’état initial
(c’est a dire que Qg est réglée de maniére & compenser exactement le débit de sortie@p. Un
changement de commande (variation de@Qg) déstabilise le systéme (sans pour autant provoquer
sa destruction!). En effet, une augmentation de Qg provoque un débordement tandis quune
diminution provoque la vidange du reservoir. On remarque qu’on atteint pas d’autre point
d’équilibre et qu’on ne revient pas non plus au point d’équilibre initial. Le systéme en bouclg
ouverte est donc instable.

Deux notions importantes sont donc liées a celle de stabilité :

— celle de point de fonctionnement stable ou instable

— celle de domaine de stabilité

Pour les systémes linéaires invariants dans le temps, la stabilité peut-étre définie simplement et
de maniére algébrique comme suit : un systéme linéaire invariant dans le temps serastable si et
seulement si les poles de sa fonction de transfert ont une partie réelle négative.

A Im

Zone

de

stabilité

_

figure 4.3: Position des poles et stabilité

Il suffit donc, pour étudier la stabilité d’un systéme, de déterminer les poles de sa fonction de
transfert :

F(p) = Num(p) (4.1)
anp" 4 an—1p" 14 ...+ a1p +ag
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4.2. Critére de Routh-Hurwitz

Pour cela on peut résoudre I’équation caractéristique du systéme :
anp" 4 an1p" 4. Fapt+ap=0 (4.2)

Cette résolution n’est pas toujours aisée. On utilisera en général d’autres techniques pour étudier
la stabilité des systémes : critére de Routh, critére de Nyquist. ..

4.2 Critére de Routh-Hurwitz

A la fin du 19°™€ siecle, E.J. Routh et A. Hurwitz ont proposé une méthode qui porte désormais
leurs noms, pour étudier la stabilité. Trouver les racines d’un polynoéme n’est pas toujours aisé,
notamment dans le cas des systémes d’ordres supérieurs a 2. Cette méthode algébrique permet de
savoir si les racines d’un polynéme sont a partie réelle négative.

Cette méthode consiste, & partir de ’équation 4.2, a construire le tableau suivant :

avec

_ Op—-10p—2 — AnQn—3

b, =
an—1
Un—10n—4 — Anldn—5
bn—l =
an-—1
_»bnan—ﬁ _'an—lbn—l
Cp = b
n
__bnan—5 — ap—1bp—2
Cpn—1 = b
n

Le critére de Routh-Hurwitz dit quele nombre de poles instables (c’est a dire & partie réelle
positive) est égal au nombre de changements de signe dans la premiére colonnedu tableau
construit ci-dessus. Par conséquent, si tous les éléments de la premiére colonne du tableau sont
de méme signe, le systéme est stable.

En pratique, différents cas peuvent se produire suivant que la premiére colonne comporte ou non
un terme nul.
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{ Exemple : systéme stable}

: B 1
Soit G(p) — P Tp3+1Tp2+17p+6
2l 7 17 0 B 7 17 0
p? | HET T80 0 2194 57/ 6 0
102 17 76
pl T 0 p1 14,12 0
7
O g Pl 6 |6

Tous les termes de la premiére colonne sont positifs, le systéme de fonction de transfertG(p) =
+1%p2 ~T7p76 est donc stable.

{ Exemple : systéme instable}

Soit G(p) = p4+2p3+i1’)p2+4p+5
p? 1 3 )
3 2 4 0
| 25t |20 s
pl |2 =6
p0|=65-10 _ 5 0

Tous les termes de la premiére colonne ne sont pas de méme signe donc le systéme est instable
De plus, il y a deux changements de signe (de 1 a -6 et de -6 a 5), par conséquent on peut
affirmer que le systéme posséde deux pdles instables.

{ Exemple : terme nul dans la premiére colonne}

- _ 1
Soit G(p) = po+2pt+2pP+4p2+p+1

C1
1 dl

p
p
p3lel0.5
p
p
p° (1] 0

o
o O O O = =

Si un terme de la premiére colonne est nul et que tous les termes de la méme ligne ne sont pag
nuls, on remplace le terme nul par un e trés petit de méme signe que les termes de la premiére
colonne (ici : positif). Dés lors on obtient :¢; = &1 ~ =2 <0 et dy = %ﬁ‘e ~ 0.5 > 0.

Tous les termes de la premiére colonne ne sont pas de méme signe donc le systéme est instable
De plus, il y a deux changements de signe, par conséquent on peut affirmer que le systémg
posséde deux poles instables.

44



4.8. Lieu des poles

l Exemple : ligne nulle

Soit G(p) = pryapTapTs
p?|1]4
p? 2|8
p'10]0
p° (8]0

Quand tous les termes d’une méme ligne sont nuls, cela peut traduire deux phénoménes diffé-

rents :

— soit on est en présence de deux péles réels opposés : +a et —a, dans ce cas le systéme est
instable.

— soit on est en présence de deux poles imaginaires purs opposés :+ja et —ja, dans ce cas le
systéme est marginalement stable.

Pour analyser la stabilité , on construit alors I’équation auxiliaire, c’est & dire 'équation

formée & partir des coefficients de la ligne précédent la ligne uniformément nulle :

Z(p) =2p* +8=2(p+29)(p— 2))

Les racines de cette équation auxiliaire sont racines de I’équation caractéristique du systéme
Ici on obtient p1 2 = %2, par conséquent le systéme est marginalement stable.

4‘ Exemple : Fonction de transfert dépendante d’un paramétre}i

On peut naturellement analyser la stabilité d’un systéme en fonction d’un paramétre.

: _ K(p+10)
Soit G(p) = PPap2+ (A1 K)p+10K

3 1 4+ K
p? 4 10K
pll4—1,5K| 0
| 10K 0

Le systéme sera stable si0 < K < %. Dans le cas limite ot K = 145, on congtruit ’équation

auxiliaire : 4p? + f—% =4(p+y 1—05)(19— J %) et on constate que le systéme est marginalement

17
stable.

4.3 Lieu des poles

4.3.1 Systéme du premier ordre

Un tel systéme est stable si son pole est stable. Il suffit qu’il soit situé dans le demi-plan complexe
gauche (& partie réelle négative). Les poles se déplacent uniquement sur 1’axe réel.
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4.3.2 Systéme du second ordre

Dans le cas des poles complexes conjugués, ceux-ci ne se déplacent plus uniquement horizon-
talement (I’axe des réels) mais aussi verticalement (axe des imaginaires) comme l'indique la figure
ci-dessous :

AIm

—4 Wy 1-72

¢
| \= Re

4.3.3 Cas particuliers des poéles sur ’axe imaginaire

Un systéme intégrateur posséde un unique pole situé en0. On est alors en limite de stabilité.

Un systéme du deuxiéme ordre peut étre non-amorti. Cela signifie qu’il posséde 2 poles imagi-
naires purs (sur l’axe imaginaire) donc en limite de stabilité. C’est un systéme oscillant (les oscilla-
tions ne sont pas amorties mais entretenues).

4.4 Résumé

s(t) s(t)

- ¥
~- ¥

systéme stable systéme instable

figure 4.4: Stabilité : contexte général (sur réponse indicielle)
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a5
1 an
08 :
Stable instable
10
o4
0g a a 6 B 10 o a A 6 & 10

figure 4.5: Stabilité : premier ordre (sur réponse impulsionnelle)

instable

figure 4.6: Stabilité : deuxiéme ordre (sur réponse impulsionnelle)

Partie
imaginaire
du pdle
:
i
' r
!
!
° t
o, u e <,
" o t n >
0
! Partie
; réelle
| du pdle
I

figure 4.7: Allure des réponses impulsionnelles et stabilité versus lieu des poéles
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5.1 Introduction

On utilisera dans la suite les notations de la figure 1.1 suivante :

Signal d'erreur

entrée + €0 | Correcteur Systéme » Sortie
(consigne) C(p) G(p) Y
X(p
Mesure : M(p) Capteur
H(p)

figure 5.1: Représentation classique d’un asservissement

La valeur finale du signal d’erreur (encore appelée erreur en régime permanent) pour différentes

entrées se visualise sur les réponses aux entrées canoniques sur la figure 5.2 ci-dessous :
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5.1. Introduction

entrée ye(t)

(e

0,95

sortie y(t) erreur de position

TI"S%

. L

47 E
P v

entrée ye(t) / erreur de vitesse

/) entrée ye(t) y erreur
Y sortie y(t) d'accélération
V2 - sortiey

7
0 t 0 "

sortie y(t)

figure 5.2: Visualisation des erreurs en régime permanent

Déterminons maintenant une expression mathématique de cette erreur. La fonction de transfert
du systéme de la figure 1.1 est donné par :

___ CGW)
H0 =T oo ) .y

Le systéme de la figure 1.1 est précis si le signal d’erreur finit par s’annuler :tlim e(t) =0.
—00

On peut calculer la transformée de Laplace du signal d’erreur :

e(p) = X(p) — M(p) =X(p) - H(p)Y (p)
= X() 1~ Hp)F() X)L~ HO) e P
_ X(p) _|_X(®
1+ C(p)G(p)H(p) 1+ T(p)

ot T'(p) est la fonction de transfert en boucle ouverte (sans perte de généralités, on peut intégrer le
terme H (p) dans G(p) et se ramener au schéma standard avec retour unitaire.

Le calcul précédent montre que le signal d’erreur dépend :
— du signal d’entrée du systéme : X (p) donc de x(t).
— de la fonction de transfert du systéme en boucle ouverte : T'(p).

On distingue en général deux types d’erreurs, dont les conséquences sont de natures différentes :
— Derreur transitoire (erreur dynamique) qui disparait avec le temps et que ’on retrouvera a

chaque variation de la consigne.

— l'erreur en régime permanent (erreur statique) : tlim e(t) zlirré pe(p), qui caractérise la
—00 p—

précision du systéme asservi.
Définition 5.1 (Poursuite). On appelle probleme de poursuite le fait de garantir que la sortie
y(t) suive au mieux (sans écart) l'entrée x(t). Pour cela, on doit assurer une erreur statique nulle

(ou minimale) en régime permanent, soite(oco) = 0. [
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{ Exemple : Exemple de calcul d’erreurs}

Considérons le systéeme de la figure 5.1 soumis dans un premier temps a une entrée en échelon
unité, puis a une entrée en rampe unité. Déterminons ensuite les erreurs en régime permanent

1 . y(®)
pi+5p2+2p+1

a) entrée en échelon unité : on a X(p) = %, et T'(p) vaut :

B K
PP+ 2p+1

T(p)

donc, la transformée de Laplace de 'erreur est :

_ X ’ R
1—|—T(p) 1+% p(p3+5p2+2p+1+K)

e(p)

. o ) .
or, tll)lg E(t) *1191_{% pé(p) , donc tllg}) €(t) =%

Avec K = 0.5, on peut constater que (oc0) = 2/3 = 66% sur la figure 5.1.

Step Response

()

Ampitude

b) entrée en rampe unité : on a X(p) = %, donc lerreur vaut :
L 3 2
c(p) = X(p) _ 2 _ p° +5p° +2p+1
- - K = 2(3 2
1+T(p) L+ ot (3 +5p*+2p+ 1+ K)

or, lim &(t) =lim pe(p) , donc lim &(t) = 0o
t—o00 p—0 t—o0
Avec K = 0.5, on peut constater que £(00) = oo sur la figure 5.1.

e ST RIRAE

Anpliude




5.2. Classe d’un systéme asservi

5.2 Classe d’un systéme asservi

5.2.1 Expression générale de ’erreur permanente

On a vu dans le chapitre 5.1 que lerreur peut s’exprimer en fonction du signal d’entréeX (p) et

X(p)

de la fonction de transfert en boucle ouverteT'(p) par (p) = 7 +7(p- Par conséquent si I'on écrit la

fonction de transfert en boucle ouverte sous la forme générale suivante :

T(p) = ;Z <11121§ 1 2221;22 : " " ) ou « est appelé classe du systéme
on obtient :
c(p) = X()p*(1 +a1p +agp® +...)
p*(1+aiptap?>+...) + K(1+bip+bop?+...)
donc :
a+1
“(oc) =i pe(p) ~tim > P 5.2)

L’erreur permanente dépend donc de Pentrée et de la classe du systéme, c’est & dire du nombre
d’intégrateurs (termes en p®) présents dans la chaine directe. Attention : ne pas confondre ordre
et classe!!!
5.2.2 Erreur statique

L’erreur statique est erreur dans le cas d’une entrée en échelon. On parle aussi d’erreur perma-
nente d’ordre 0, ou d’erreur de position.

Dans ce cas : X(p) = %, donc I'équation 5.2 devient :

Eop*
P+ K

£(o0) :Lii%

donc :

E
£(00) = itg poura=0
0 pour o > 0

L’erreur de position est donc nulle pour tout systéme de classe supérieure ou égale al.

5.2.3 Erreur de trainage

L’erreur de trainage est l'erreur dans le cas d’une entrée en rampe. On parle aussi d’erreur
permanente d’ordre 1 ou erreur de vitesse.
Dans ce cas : X (p) = £, donc I'équation 5.2 devient :
P

e(00) = Eop*~!
p—0 p* + K
donc :
0O pour o =
g(o0) = % pour o =
0 poura>1

L’erreur de trainage est donc nulle pour tout systéme de classe supérieure ou égale a2.
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5.2.4 Erreur en régime d’accélération

L’erreur en régime d’accélération est I'erreur dans le cas d’une entrée ent?. On parle aussi

d’erreur permanente d’ordre 2 ou erreur d’accélération .
Dans ce cas : X(p) = %, donc I’équation 5.2 devient :

e(0)

donc :

g(o0) = ¢ 2

0

Eop

a—2

=lim
p—0 p

a+K

pour a =0 ou 1l
pour a = 2

pour a > 2

L’erreur en régime d’accélération est nulle pour tout systéme de classe supérieure ou égale a3.

Définition 5.2 (Erreur d’ordre quelconque). En régle générale, l'erreur permanente d’ordrem
est nulle pour tout systéme de classe supérieure am + 1, finie (constante) pour tout systéme de
classe m et tnfinie pour tout systéme de classe inférieure am. u

5.2.5 Résumé

Le tableau ci-dessous donne les valeurs des erreurs en fonction de la classe du systéme :

classe 0 1 2 |13
. E, E
échelon 70 +‘}( 0 010
rampe % 00 % 0|0
parabole % oo | 00 % 0
Les allures des erreurs sont les suivantes :
Classe 0

A consigne ye(t)

“\ erreur ¢
N
constante

i
!
l' sortie y(t)
i
1
[}

Wl A,t

A consigne ye(t)
! \l*'..

sortie erreur € nulle

y(1)

~Y

Classe 1

consigne
ye(t)

erreur € infinie

consigne erreur £ constante

ye(t)
sortie

y(¥)

t

figure 5.3: Allure des erreurs en fonction de la classe du systéme
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5.3 Effets d’une perturbation sur ’erreur permanente

Dans cette partie, on se placera dans le cas d’une perturbation de commande qui agit sur le
signal de commande u (sortie du correcteur) ou, de maniére équivalente, sur 'entrée du systéme.
On pourra généraliser au cas des perturbations en sortie sans trop de difficultés (les conclusions
seront bien str différentes).

On se place dans le cas ol un systéme est soumis & une entréex(t) et a une perturbation w(t),
comme sur la figure 5.4.

W)
+
+ E@) y()
X Ga(p) > Ga(p) -

figure 5.4: Schéma-blocs d’un systéme perturbé

L’objectif est d’étudier I'influence des perturbations sur la précision des réponses (probléme de
régulation). Pour cela, on annule le signal de consigne z(t) et on étudie la fonction de transfert
qui relie 'entrée de perturbation au signal d’erreur.

Si le systéme de la figure 5.4 n’est soumis qu’a la perturbationw(t), il est possible de le repreé-
senter comme sur la figure 5.5.

wW(t) Ga(p) = YD)

Gi(p) | E@

figure 5.5: Systéme perturbé : perturbation seule

Si ’on note g, le signal d’erreur du a la seule perturbation, on peut écrire :

G1G4 1
w = —Y = - —
Ew(p) (p) =~ WeNeN le(p)
donc :
e . G1Gy 1
Ew(00) =lim pe(p) = lim L WeNeH GlpW(p)]

Dans le cas général (en utilisant le théoréme de superposition), on peut écrire :

G1G2=K<1+blp+b2p2+'“> et
p* \1+aip+asp?+...
G1:K1<1+d1p+d2p2+...> avec a > 8
p? \1+cip+cop?+...
donc :
. p°
ew(00) =lim [—KlpaJer (p)] (5.3)
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La classe d’un systéme asservi vis & vis d’une perturbation est égale aunombre d’intégrateurs
contenus dans la partie de la boucle comprise entre erreur et le point d’application de la
perturbation.

En conclusion, pour assurer le rejet d’une perturbation de classe n (V(p) = %), il faut que le
systéme G'1(p) soit de classe équivalente a la classe de la perturbation.

5.3.1 Cas de la perturbation en échelon

Dans ce cas : W(p) = %, donc :

gw(00) =lim _BoX P
p—0 Ky p*+ K
—%HLK poura =/3=0
ew(00) = % poura #0et 3=0
0 poura Z0et 8#0

{ Exemple : Perturbation en échelon}

perturbation

1Ly 100 "
2 2 g
pe+p p~+10p+100

consigne Gl G2 sortie

figure 5.6: G1(p) de classe 1 et G2(p) de classe 0 avec perturbation de classe 1 (échelon)

25

pert

1 100 osr
: i
p+l p3+10p2+100p

consigne Gl &2 sortie

figure 5.7: G1(p) de classe 0 et G2(p) de classe 1 avec perturbation de classe 1 (échelon)
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5.3.2 Cas de la perturbation en rampe

Dans ce cas : W(p) = %, donc :

(00) i EgK pf
> = —
W) =00 K1 p(p~ + K)

00 poura =3 =0
Ey K _ _
1 (00) = — B TE poura=0et =1
% poura#0et =1
0 poura Z0et B #1

{ Exemple : Perturbation en rampe}

25

reme 7

1 100 o oer
Zap Q 7 »Y
pé+p ps+10p+100
consigne Gl 2 sortie

-05

figure 5.8: G1(p) de classe 1 et G2(p) de classe 0 avec perturbation de classe 2 (rampe)

1 e 100 o “r
— 14
ptl p3+10p2 +100p 2F

consigne Gl 2 sortie N

figure 5.9: G1(p) de classe 0 et G»(p) de classe 1 avec perturbation de classe 2 (rampe)

5.4 Rapidité et précision dynamique

Pour assurer de bonnes performances il nous reste & considérer 'erreur dynamique caractérisée
principalement par la rapidité et le dépassement pendant le régime transitoire.

La rapidité est caractérisée par le temps de réponse du systéme (voir figure 5.10), autant par le
temps que le systéme met & atteindre son régime permanent que par le temps que le systeme met
pour rejeter les perturbations. C’est 'inertie propre du processus physique qui limite sa rapidité de
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réponse. On ne peut donc espérer rendre un processus plus rapide qu’en modifiant son signal de
commande. Ce dernier fera ’objet du prochain cours.

18 v 1lg v 2y
Systéme lent

1.44 )

1.04

Systéme rapide

-0.2 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
TEMPSY 1

figure 5.10: Systéme lent et rapide

Dans un premier temps, nous allons analyser la rapidité des systémes en fonction de la situation
des poles.

5.4.1 rapidité

Définition 5.3 (mode). On a vu précédemment que la nature (’allure) de la réponse (indicielle
par exemple) dépend des poles (solutions du dénominateur). Ainsi, les poles :

— réels correspondent G des modes apériodiques

— complexes conjugués & des modes oscillants

[

Dans le cas de poles réels, il suffit de les éloigner de ’axe imaginaire pour augmenter la rapidité.
Dans le cas des poles complexes, c’est plus délicat puisque les poles ne se déplacent plus seulement
horizontalement (sur ’axe des réels) mais aussi verticalement (axe des imaginaires). Il reste alors a
considérer les constantes de temps associées & chaque pole.

La durée des transitoires (termes exponentiels) d'un systéme d’ordre quelconque est déterminé
par l’ensemble des constantes de temps associées a chaque mode/pole. Imposer une condition du
type 7 < Tarax revient a placer les poles a gauche d’une verticale—1/7arax dans le plan complexe :

*P;
p2 :
L 1 |0
T2 T Tmax
Stabilité :
B £
< Py

figure 5.11: Rapidité et situation des poles
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5.4. Rapidité et précision dynamique

Définition 5.4 (rapidité). Le temps de disparition de la composante transitoire associée & un

mode définit la rapidité de ce mode 7, = —1/Re(p;). Les modes les plus rapides sont donc ceux
associés aux poles les plus €lotgnés de Uaxe imaginaire. [
1.4 up @
1.2 /E\
/_‘9—*_‘—\-_&_\_\_‘_\_\_1_
- . PR -~ S— |
1.0 I -
y: —_—
9.8+
0.6
Imip]
9.4 _|
Relpl=-0.8, Im[p]=1
| Rein)
0.2 — Fielpl=0.4, Imipl=1
9.0
—0.2 T T T T
o 2 4 =1 8 10

figure 5.12: Temps de réponse et situation des poles

Pour considérer uniquement la rapidité, on se place & amortissement constant (sur une diagonale
sur laquelle se déplacent les poles). Les éloigner de 'origine revient a augmenter la rapidité comme
le montre la figure 5.14 :

.2
.04
i g

1

1

0

0.6

0
4 D

0

L4
L2
.04
0.2

T
0 15 30
Plan des pdles Féponses indicielles
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figure 5.13: Rapidité avec des poles complexes



Chapitre 5. Précision et Rapidité

5.4.2 Amortissement

La précision dynamique est caractérisée par le régime transitoire, donc par I'amplitude du dé-
passement dans le cas des poles complexes. Il existe une relation directe entre la valeur de l’amor-

tissement et ’amplitude du dépassement (voir chapitre 3).

figure 5.14: Précision / amortissement et situation des poles

Assurer une bonne précision dynamique revient a garantir un dépassement de « quelques % »
(en fonction du cahier des charges). Au plus "amortissement est faible, au plus le dépassement est
important. On peut se souvenir (voir chapitre 3) que le temps de réponse (rapidité) est minimal
pour un facteur d’amortissement ¢ = 0.7. On cherchera alors & « placer » les poles dans la zone
non hachurée délimitée par les demi-droites a45 degrés (qui représentent le meilleur compromis
dépassement /rapidité) comme le montre la figure 5.15 ci-dessous :

figure 5.15: Compromis Rapidité / Précision / Stabilité dans le plan complexe
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6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit les performances obtenues par divers types de
systémes. Corriger (ou «régulery) un systéme, c’est améliorer ses performances intrinséques (préci-
sion, rapidité, régulation, limitation de la commande tout en garantissant sa stabilité). En effet, le
processus posséde son fonctionnement propre et (souvent) quelques défaut par rapport aux objectifs
souhaités. Par exemple :

— il oscille trop longtemps sous 'effet d’une perturbation (systéme mal amorti)
— il est, au contraire, trop lent (inertie trop importante)
— il a tendance a «dérivery, & «diverger» (sa sortie ne reste pas constante alors que I'entrée 'est)

Le but de ce chapitre est de présenter quelques méthodes de synthése des correcteurs permettant
de satisfaire un certain nombre de performances et d’obtenir un systéme «bien» réglé :
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6.2. Correction «Tout ou rieny

o T ., e e e e et

[y | =
0| 1
Régitne transitoire trop lomg
A T
X
fi ’ "f
i
|
f I
i . | _
V) U L L J t D‘ T
Systdme instable Systéme asser blen régié.

6.2 Correction «Tout ou rien»

Si on est loin du but & atteindre on envoie le maximum de puissance sur la commande et le
minimum si on s’en rapproche. Cette commande est la plus simple mais aussi la moins performante.
En effet, il est préférable de réduire progressivement la puissance lorsque 'on se rapproche du but.
C’est le but de la commande proportionnelle.

6.3 Correcteur Proportionnel (P)

Définition 6.1 (Correcteur Proportionnel). Le correcteur a action proportionnelle, est le cor-
recteur le plus simple, puisque défini par un simple gain K. La sortie du correcteur est donnée
par :

u(t) = K.e(t)
Sa fonction de transfert est donc : C(p) = 6((5)) = [

Remarque 6.1. L’action proportionnelle k est souvent exprimée par la bande proportionnelle
PBY% ou :

La bande proportionnelle représente le pourcentage de I'entrée du correcteur nécessaire a un chan-
gement de 100% de sa sortie. Par exemple, K = 2 ou bien BP% = 50 signifie qu’'une variation de
50% de e(t) entraine une variation de 100% de u(t). [
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Chapitre 6. Correction PID

6.3.1 Boucle fermée
Le schéma général de la boucle fermée est donné par :

W)
+

+ £t
x(t) ® " + v - y(1)

figure 6.1: Correction proportionnelle

L’expression de la boucle fermée est :

__KG(p)
V) = KGR
Ou encore

K denG(p) numG(p)
numG(p) + K denG(p) (n) + numG(p) + K denG(p)

Y(p) = W(p)

6.3.2 Performances

Pour étudier les performances (stabilité, précision statique et dynamique), il nous faut étudier
la boucle fermée. Le faire dans le cas général représenterai une trop grande difficulté. Nous allons
plutdt détailler ces études sur des systémes du premier ordre de classeO et 1.

6.3.2.1 Correcteur P et systéme de classe zéro

A

14 7p’
en présence d'une perturbation W(p). Le schéma-blocs de ce systéme en boucle fermée est donné

par la figure 6.2.

Considérons tout d’abord un systéme du premier ordre de fonction de transfertG(p) =

W(p)
+

Xer~ &) [ [Ue)+ A Y®)
>

1+Tp

figure 6.2: Systéme de classe zéro et correcteur P
La sortie Y (p) est donnée par ’équation 6.1 :
AK 1
Y(p) = A —X(p) + 5 —W(p) (6.1)
L+ 14k p L+ kP
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6.3. Correcteur Proportionnel (P)

On constate que le systeme en boucle fermée a une constante de temps {57, qui est plus petite
que 7. Le systéme est donc plus rapide en boucle fermée. De plus, si Uentrée z(t) est un échelon
unité, le régime permanent, en ’absence de perturbationw(t) est donné par :

AK
Vo) = TR 6.2)
et I’erreur de position par :
(00) = 1~ y(o0) = - (63)
€1(00) = y(oo) = 7 TAK .

Ce résultat a été obtenu dans le cas général pour un systéme de classe zéro. On peut remarquer

que l'introduction du correcteur proportionnel a permis de placer le pole du systéme initialP; = ——

-
1+ AK . .
en Pg = ———— et par conséquent de modifier la dynamique du systéme (déplacement du pole
T

vers la gauche donc amélioration de la rapidité).

x(t) = 0 et si w(t) est un échelon unité, alors 1’écart entre l’entrée et la sortie du systéme
=0 — y(o0) est donné par :

£2(00 )

1
e2() =~k (6.4)
et I’écart entre la perturbation et la sortieeg(oo) = 1 — y(00) devient :
1 AK
e3(00) =1 — (6.5)

1+ AK 1+ AK

Lorsque K est grand (K — o0), cette erreur tend vers 1, alors que €1(t) et £2(t) tendent vers
zéro. Le systéme devient donc précis et insensible & la perturbation. Bien str, ce cas (X — o) n’est
pas physiquement réaliste, puisque plus K augmente, plus I'influence des dynamiques (ici négligées)
se fait sentir, et plus les phénomeénes de saturation (limitation des actionneurs) interviennent.

On peut donc en conclure que l'insensibilité aux perturbations et la précision du systéme ne
sont pas réalisables & 'aide d’un correcteur proportionnel, sur un systéme de classe zéro.

6.3.2.2 Correcteur P et systéme de classe 1

Considérons maintenant un systéme de classe un, représenté par une fonction de transfert du

type G(p) = (voir figure 6.3).

p(1+7p)

X(p) * &(p)

p(1+tp)

figure 6.3: Systéme de classe un et correcteur P
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Chapitre 6. Correction PID

ol w

La sortie Y(p) est donnée par :

2 A
w -
Y(p) = 0 X (p) + T W 6.6
9 p? + 2Cwop + w2 () p? + 2Cwop + W2 () (6.6)
2 _ AK _ 1
0~ 7 etC—2 AKT

cas 1 — K > ﬁ : on a affaire a un systéme du deuxiéme ordre pseudo-périodique, car( < 1.

Dans ce cas les poles sont complexes conjugués. Les poles se déplacent a la verticale, donc on
n’ameéliore plus la rapidité. Par contre, on détériore la précision dynamique (dépassement de
plus en plus important)

L’erreur e(p) est donnée par :
2 A
P~ + 2Qwop T
(p) = 2 2 A\P)— - QW(p>
p* =+ 2Cuwop + wy p* 4 2Cwop + wy

(6.7)

Lorsque x(t) est un échelon unité, et en 'absence de perturbationp(t), le régime permanent
est donné par :

y(oo) = A

lerreur de position par : e1(c0) =0

et l'erreur de trainage par : e2(00) = 7.

Comme dans le cas précédent, ce résultat était attendu car le modéle du systéme en boucle
ouverte est de classe 1.

On constate que la présence d’un intégrateur dans la chaine directe, a permis d’avoir un
systéme précis par rapport a 1’échelon, et que l'erreur de trainage est constante.

1
cas 2— K > e le systéme est pseudo-périodique, avec un premier dépassement :
T
T
D% =e V4AKT -1 (6.8)
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et un temps d’atteinte du premier dépassement :
-

=
YT VIAKT — 1

Maintenant, lorsque l'entrée z(t) = 0 et que la perturbation p(t) est un échelon unité, on peut
écrire :

(6.9)

A
(00) =lim &(t) =lim (2(t) — y(1)) =1i ME
=(00) =Jim <(t) =Jim (x(t) —y(t) =lim 5zt =~

et en régime permanent on a : y(oo0) = %. On peut donc rendre le systéme moins sensible aux

perturbations, et e3(00) — 0, en augmentant (de maniére infinie) le gain K.

Une augmentation de ce dernier, entraine une diminution du facteur d’amortissement(, ce
qui augmente le caractére oscillatoire de la réponse jusqu’a l'instabilité.



6.4. Correcteurs a actions proportionnelle et intégrale (PI)

6.3.3 Conclusion

Le correcteur a action proportionnelle ne permet pas de réaliser de bonnes performances en
termes de précision statique et dynamique et en rejet de perturbation Un faible
gain K donne généralement un systéme stable, mais une erreur de position importante. Pax
contre, une grande valeur de K, donne une meilleure erreur de position mais des mauvaises
performances en transitoire : plus K augmente, plus on tend vers Iinstabilité.

6.4 Correcteurs a actions proportionnelle et intégrale (PI)

Définition 6.2. Le correcteur 4 actions proportionnelle et intégrale (P1) est défini par I’équation
différentielle suivante :

de(t)
dt

du(t)

K
P dt

+ Kﬁ(t) =

ot £(t) est le signal d’entrée du correcteur (ou signal d’erreur) etu(t) est le signal de sortie du
correcteur (ou signal de commande).
On peut naturellement écrire la fonction de transfert de ce correcteurPI :

Cp) = Z((;) =KP+IZ=K<1+T1 ) ~| 751+ Tp) (6.10)

Kp
K=KpetT,=—.
avec petT; e
=

Ce correcteur (de classe 1) représente ’association de deux actions (P et I) et est représenté par
le schéma fonctionnel de la figure 6.4 :

Y
=

€(p) U(p)

Y

Tip

figure 6.4: Schéma fonctionnel d’un correcteur PI

6.4.1 Boucle fermée

Le schéma général de la boucle fermée est donné par :

w ()

xw 20

1 + y(®)
K (1+Ti ) G(p) -

figure 6.5: Correction proportionnelle-intégrale
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Chapitre 6. Correction PID

L’expression de la boucle fermée est :

K(1+ Tip)G(p)

Y= K Te) P

G(p)T;
Tip+ K(1 + Tip)G(p)

W(p)

numPI(p) denG(p)
numPI(p) numG(p) + denPI(p) denG(p)
numG(p) denPI(p)
+ numG(p) numPI(p) + denPI(p) denG(p) W)

Soit Y(p) =

X(p)

6.4.2 Performances
6.4.2.1 Correcteur PI et systéme de classe zéro

Considérons 'exemple du systéme du premier ordre précédent en présence d’un correcteurPl,
et d'une perturbation P(p) représenté par la figure 6.6.

W(p)

€

X(p) + ®) |gers LY+ 1
»CT)* ( +Ti p) Trip >

figure 6.6: Correcteur PI et systéme d’ordrel & classe 0

La sortie Y (p) est donnée par :

w2 (1 + Tip) P
Y(p) = 0 ! X(p) + T w 6.11
(p) 2+ 2oop + o8 (p) 72 ¥ 2op + 8 () (6.11)

ot = S et ¢ = 14\ [T
L’erreur €(p) est donnée par :
2 1 1

pe+=p D

e(p) X(p) W(p) (6.12)

"~ p? + 2(wop + Wi P+ 2wop + Wi

Lorsque z(t) est un échelon unité et w(t) = 0, erreur de position vaut :

e1(00) =lim (z(t) — y(t)) = lim p(e1(p)) =0 (6.13)

t—o00 p—>0+
de méme, lorsque z(t) = 0 et w(t) est un échelon unité, 'erreur de position devient :

2(00) =Jim (0~ (1)) = lim p(ea(p)) =0 (6.14)

ce qui montre que le systéme est précis et insensible aux perturbations.
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6.4. Correcteurs a actions proportionnelle et intégrale (PI)

Pour étudier le comportement du systéme, posonsa = 7. Le coefficient d’amortissement s’écrit
T

dés lors :
(o LHE L
- 2VK Va

Le comportement du systéme dépend donc de K et de a.

(6.15)

Si o = 1 (ou bien encore 7 = T;), c’est a dire si le zéro du correcteur est égal au pole du systéme,
alors ¢ > 1 puisque 1 + K > 2v/ K. Par conséquent, si « = 1, le systéme est apériodique. Les poles
du systéme en boucle fermée sont les racines de I’équation caractéristique :

P+ 2(wop +wg =0 (6.16)
cest a dire : py = —1 et pp = — &,

La sortie du systéme devient alors :

K D
— X(p) +
K+ YO T &)

Y(p) W (p) (6.17)

On constate que la fonction de transfert en boucle fermée, en ’absence de perturbation, est celle
d'un systéme du premier ordre de gain statique unité et de constante de temps+ ; on est donc en
présence d’un systéme précis et rapide.

On constate aussi que les poles p1 et ps sont confondus si K = 1, ce qui correspond a ( = 1.
On remarque par ailleurs que si a < 1, alors ¢ > 1, pour tout K.

Pour finir, si « > 1, alors :

- (>1s1 K>2/ala—1)—(1—-2a)

- (<1si K<2y/a(la-1)—(1-2a)

La figure 6.7 montre la réponse du systéme de la figure 6.6 pour une entréex(t) en échelon unité
et une perturbation w(t) nulle, dans le cas ou a = 1.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

fl
0.3H| i

02t 4

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

figure 6.7: Réponse du systéme 6.6 pour o = 1 et K variable

La figure 6.8 montre la réponse du systéme de la figure 6.6 pour une entréez(t) en échelon unité
et une perturbation w(t) nulle, dans le cas ot v < 1.



Chapitre 6. Correction PID

1

09 b
alpha=1

0.8 —
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06t 4
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figure 6.8: Réponse du systéme 6.6 poura < 1let K =1

La figure 6.9 montre la réponse du systéme de la figure 6.6 pour une entréez(t) en échelon unité
et une perturbation w(t) nulle, dans le cas ot @ > 1. On constate qu’il existe un dépassement pour
les différentes valeurs de K, méme lorsque K < 2y/a(a — 1) — (1 — 2a), c’est a dire méme lorsque
¢ > 1; cela est du a la présence d'un zéro dans la fonction de transfert entre I'entrée et la sortie du
systéme.

1.2

0.6

0.4n

0.2

(o)

o 1 2 3 4 5 6

figure 6.9: Réponse du systeme 6.6 pour o = 2 et K variable

6.4.2.2 Correcteur PI et systéme de classe un

Considérons & présent un systéme de classe 1 associé & un correcteur PI. Le schéma fonctionnel
du systéme asservi est donné par la figure 6.10.

K(1+—)
Tip p(1+tp)

figure 6.10: Correcteur PI et systéme de classel

La fonction de transfert, en boucle ouverte et en ’absence de perturbation est donnée par :
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6.4. Correcteurs a actions proportionnelle et intégrale (PI)

C(p)G(p) = m (6.18)
et en boucle fermée par :
() Clp)Glp) K(1+Tip) (6.19)

T 1+C(p)Glp) Tp*(0+7p) + K1+ Tp)

Ce systéme du troisiéme ordre peut étre instable. Les conditions de stabilité sont données par
le critére de Routh :

[N}

=

~
o o o o

La condition nécessaire et suffisante de stabilité (si K, T; et 7 sont tous trois positifs) est que
T; > 7. Le zéro du correcteur (T%) doit donc étre plus proche de 'axe imaginaire que le pole du
systéme (%) La stabilité du systéme impose donc une contrainte sur le choix du correcteur PI.

Si on utilisait une action intégrale seule, le systéme en boucle fermée serait instable, comme le
1

ontre ’absence de terme e au dénominateur de la fonction de transfert : F(p) = }
montr n rme enp, au dénominateur nction de transfert : F'(p) Torp? E T2 11

L’action intégrale n’est donc pas utilisée seule.

La sortie du systéme de la figure 6.10 est donnée par :

Y(p) = F(p)X(p) + H(p)W (p) (6.20)

K(1+ Tip) _ Tip
3 et H(p) = 5
Tip*(1+ 7p) + K(1 + Tip) Tip*(1+ 7p) + K(1 + Tip)

et lerreur par :

ou: F(p) =

e(p) = X(p) = Y(p) (6.21)
Tip*(1 4 7p) Tip
TR0+ )+ KO+ 1) O~ T 1) + KA1 1) P

e1(p) e2(p)

On constate donc que lorsque x(t) est un échelon ou une rampe, et en ’absence de perturbation
w(t), et sous condition de stabilité (I; > 7), alors : £1(c0) = 0.

De méme, lorsque la perturbation w(t) est un échelon, et en I’absence de signal d’entrée z(t) :
EQ(OO) =0.

Le systéme ainsi corrigé peut donc étre qualifié de précis et d’insensible aux perturbations.
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6.4.3 Conclusion

L’introduction d’un correcteur PI permet d’améliorer la précision et de rejeter les
perturbations de type échelon. Par contre, ce type de correcteur posséde certaines limita-
tions sur 'amélioration de la rapidité et peut méme introduire uneinstabilité du systéme
en boucle fermée.

6.5 Correcteurs a actions proportionnelle et dérivée (PD)

Définition 6.3. Un correcteur PD peut étre décrit par une équation différentielle de type :

de(t)

u(t) = Kpe(t) + Kq o (6.22)
de(t)
=K t)+ T,
(et + 2 5P)
avec K = K, et KTy = Kjy.
et on e(t) est l'entrée du correcteur et u(t) est sa sortie (la commande).
La fonction de transfert de ce type de correcteur est donnée par :
U(p)
C(p) = =|K(1+Typ)|
) = o =[K(+ T
[

Ce type de correcteur posséde la structure suivante :

Y

+
£(p) U(p)

- KTd P

figure 6.11: Schéma fonctionnel d’un correcteur PD

T, représente le temps d’avance de la sortie du correcteur PD sur celle du correcteur P, dans le
cas d’une entrée en rampe.

Considérons a titre d’exemple, le systéme de classe un précédent, de fonction de transfert :

1
G = —
(p) 1(1+ 7p)
représenté par la figure 6.12.

associé, dans une boucle de régulation, & un correcteur PD. Ce systéme est

W(p)

X[+~ E() U Y(p)
+ 1
K(1+Td p) p(1+t p)

figure 6.12: Correcteur PD et systéme de classe un
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6.5. Correcteurs a actions proportionnelle et dérivée (PD)

La sortie Y(p) est donnée par :

B E(1+ Ty(p))
Y(p) = 02+ (1+IT<Td)p_|_ g

W(p) (6.23)

ce que 'on peut mettre sous la forme suivante :

wi (14 Typ) 1
Y(p) = —2 + T w 6.24
(p) 7+ 2op £ R T 7 (p) (6.24)

N _ K _ 14+KTy
ou.wo—w/TetC—T/ﬁ.

L’erreur €(p) est donnée par :

5( ) :p2+w0(26_Td)p p %
p? + 2(wop + Wi p? + 2Cwop + wd

W(p) (6.25)

Le comportement dynamique du systéme dépend de(, et on peut remarquer que :

(14 KTy)? — 4Kt
4Kt

2—1= (6.26)

ce qui conduit & :
1. Si7 < Ty alors ¢ > 1.
C >1 §i K > 27—Ty+2+/7(7—T4)

T3

. 27 —Ty+2+/7(7—T,

(<1, siK<Z d+T27(T 2
d

2. SiT > Ty alors

3. Si T =Ty, le systéme posséde deux poles : p; = —K et py = —%

L’équation 6.25 montre que l'erreur statique, pour une entrée x(t) en échelon, est nulle. Par
contre, cette erreur statique, pour une perturbationw(t) en échelon, vaut : —# = —%.
0
Ce dernier résultat peut étre comparé a celui de 'action proportionnelle.

Le correcteur PD permet donc d’agir sur le transitoire du systéme de classe un. Le rejet de
perturbation impose d’augmenter K, ce qui rend le systéme apériodique.
Lorsque 7 = Ty, le systéme devient (en I’absence de perturbation), un systéme du premier ordre de
fonction de transfert F(p) = KLJFP, de constante de temps %, et précis vis & vis d’une sollicitation

z(t) en échelon.

Quelques commentaires sur ’action dérivée :
L’action dérivée est décrite par :

ult) = K dz(tt) (6.27)
ou bien encore :
Ulp) _
o) Kap (6.28)

Cette action n’a d’effet que lorsqu’il y a variation de 'erreur ; elle n’a aucun effet sur le fonctionne-
ment en régime permanent. Les correcteurs PD permettent donc de modifier le régime transitoire
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et sont utilisés pour réduire les oscillations et ainsi garantir la stabilité des systémes.

I’action dérivée décrite par les équations 6.27 et 6.28 est idéale, et ne peut pas étre réalisée dans
la pratique. Elle est généralement approchée par une fonction de transfert de la forme (PD filtré) :

Ulp) _ K1+ Tap)

= (6.29)
e(p) 1+ Lap
avec N > 3
ou bien encore par une correction & avance de phase de la forme :
U K 1
(p)  Kap+ (6.30)

£(p) CaKgp+1

1 1
avec5<oz<%.

De plus, si un changement brutal de point de fonctionnement se produit (variation en échelon),
elle génére une réponse impulsive, qui entraine une saturation du correcteur. Ces inconvénients
peuvent étre évités en utilisant la dérivée de la sortiey(t) au lieu de celle de €(t). Ce qui conduit a
modifier le schéma-blocs de synthése en imbriquant plusieurs boucles (correction tachymétrique).

6.6 Correcteurs a actions proportionnelle, intégrale et dérivée (PID)

Définition 6.4. Ce type de correcteur est défini par [’équation différentielle suivante :

¢ de(t
u(t) = Kpe(t) + KI/ e(r)dr + Ky il(t) (6.31)
0
ou bien encore par la fonction de transfert :
U K
C(p) = Yo) _ Kp+ =+ Kp=|K <1 +—+ po> : (6.32)
£(p) p Tip
]
6.6.1 Boucle fermée
Le schéma général de la boucle fermée est donné par :
w (1)
. &
Xy K@+ L +T )l G(p) -0
TP 4P) Y -

figure 6.13: Correction proportionnelle-intégrale-dérivée

L’expression de la boucle fermée est :

numPID(p) numG(p)
numPID(p) numG(p) + denPID(p) denG(p)

Y(p) = X(p)
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numG(p) denPID(p)
+ numG(p) numPID(p) + denPID(p) denG(p) W)

Ce type de correcteur permet de réaliser des performances telles que la stabilité, la rapidité et
la précision grace a la combinaison des trois actions P, I et D (la structure peut étre série, paralléle
ou mixte et étudier leurs différences déborde du cadre de ce cours). Ceci peut se faire en ajustant
les parameétres associés a ces actions.

6.6.2 conclusion

L’introduction d’un correcteur PID permet de réunir les différents avantages de chaque
action, toutefois, son réglage, donc le «poids» a donner a chaque action, est plutot délicat

6.7 A propos de la commande...

Jusqu’a présent, nous ne nous sommes préoccupé que des objectifs de performances sans tenir
compte de ’aspect de la commande. Il s’agit du signal d’entrée du systéme et sa nature ne peut pas
étre négligée! En effet, le correcteur modifie (génére) le signal de commande qui va étre appliqué
au processus. Le fait de dériver ou bien d’intégrer ce signal n’est pas sans conséquences...

Un systéme évolue & intérieur de limites qu’il faut connaitre et respecter pour étre assurer de la
validité des hypothéses de linéarité. L’étude du signal de commandeu(t) est bien utile pour éviter des
surcharges excessives sur les actionneurs, ou des consommation d’énergie disproportionnées avec le
bénéfice a en attendre. On ne peut donc pas appliquer (surtout sur un systéme réel) une commande
excessive : il s’agit donc de faire un compromis commande / performances.

6.8 Méthodes temporelles de synthése des correcteurs

La synthése des correcteurs consiste a en déterminer les paramétres afin de satisfaire un certain
nombre de performances en boucle fermée. Ces derniére peuvent étre résumées par :
— Stabilité du systéme en boucle fermée.
— Insensibilité aux perturbations (rejet de perturbations).
Précision de la réponse du systéme en boucle fermée.
Rapidité.
— Le signal de commande doit étre limité en énergie.

Généralement il n’est pas possible de réaliser tous ces objectifs puisqu’ils sont conflictuels. Par
exemple, un correcteur PI D qui minimise I’effet d’une perturbation, tend & donner un dépassement
important. Tout est affaire de compromis ...

1l existe une grande quantité de méthodes de synthese des correcteurs; nous présenterons uni-
quement quelques méthodes expérimentales (qui seront utilisées en lors des séances de TP).

6.8.1 Meéthode par réglages successifs

La démarche manuelle de réglage est la suivante :

— régler le gain P jusqu’a la limite des d’oscillations.

— ajouter l'action Intégrale (action faible au départ : Ti grand).
— diminuer T; jusqu’a la limite de l'instabilité.

— ajouter l'action Dérivée pour limiter les dépassements.

— augmenter progressivement 7.
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Cette méthode (longue et fastidieuse) est illustrée par le schéma 6.14 :

‘ A trop grand
A correct
0 : ) h"‘m,
) /_ J; trop petite
77 correcte
J trop grande
T T T T T L
] 2 4 s *
{rmn)
)
Jd frop petite
Jq trop grande
7(_—1 correcte
] 2 4 4 1t
' (mnj}

figure 6.14: Réglages successifs des PID

— Si K (A sur la figure) est grand, la correction est énergique donc rapide mais le risque de
dépassements et d’oscillations s’accroit. Si K est petit, la correction est «molle» mais il y a
moins de risques d’instabilité.

— L’action intégrale assure une erreur minimale ou nulle. T; doit étre accordée & la constante
de temps dominante (qui mesure l'inertie du processus). Si7; est trop petit, la commande
«monte» trop vite sans laisser au systéme le temps de démarrer progressivement. Si7; est
trop grand, la commande est «molle» et le démarrage est trop lent.

— Ty réagit a la vitesse de variation de l'erreur. L’action dérivée permet d’améliorer la stabilité
et la rapidité du systéme corrigé (régulé).

Plutot que de procéder par essais successifs, Ziegler et Nichols ont proposé (dés 1941) des méthodes
expérimentales (basée sur des essais indiciels) permettant de déterminer les paramétres d’'un cor-
recteur PID.

Ces méthodes ont été mises au point a ’aide de simulations du comportement de divers modéles,
représentant des systémes physiques.
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6.8.2 Méthode de Ziegler et Nichols en boucle ouverte

FElle consiste, a partir de la réponse indicielle d’un systéme apériodique en boucle ouverte, &
identifier le systéme et a ajuster les paramétres du régulateur.

On suppose que le systéme & réguler, de fonction de transfert G(p), a donné la réponse indicielle
(normalisée en amplitude) de la figure 6.15.

12

0.6 3

0.4 J

0.2 3

0.2 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

figure 6.15: Réponse Indicielle

On trace tout d’abord la tangente au point d’inflexion de la courbe de réponse indicielle, puis
on releve les valeurs de Ty, et T,,.

Cette réponse peut étre approchée par : G(p) = f}‘j;;;“
Les régles de Ziegler et Nichols ont conduit au tableau 6.1 :
Régulateur || K T; Ty
P 7 oo |0
PI097 |35 |0
PID || 1.2 % 2T, | 05T,

tableau 6.1: Méthode de Ziegler et Nichols (boucle ouverte)

Remarque 6.2. Certains processus (& gain statique élevé) nécessite une adaptation de la partie K

(gain proportionnel) du correcteur PID. Une nouvelle version de ce tableau propose de diviser les

valeurs de la colonne K par le gain statique A du systéme. ]
La fonction de transfert du correcteur PID obtenu est donc la suivante :

C(p):K<1+

0.6,
p

T,
+po> =1.2-2 <1 +

T, + 0.5Tup>

Tip

2p 1)\? 9
T+(T> or

2T, p
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soit :

C(p) = O'iT“ (p + 1>2 (6.33)

Ce correcteur posséde un zéro double en —% et un poéle simple & 'origine.
u

Lorsqu’il n’est pas possible d’ouvrir la boucle de régulation, Ziegler et Nichols proposent un essai
en boucle fermée.

6.8.3 Meéthode de Ziegler-Nichols en boucle fermée

La méthode de Ziegler et Nichols en boucle fermée consiste & déterminer lalimite de pompage
du systéme en boucle fermée. Le pompage est défini par I'apparition dbscillations entretenues
et en général indésirables.

Pour cela, on associe le systéme physique & un correcteur P, dans une boucle fermée .
On augmente ensuite la valeur du gain proportionnel K, jusqu’a ’apparition d’oscillations en-

tretenues sur la sortie du systéme : on est en limite de stabilité, le phénoméne de pompage est
atteint (voir figure 6.16) .

1

08

06

0.4

02

ok

-02

-04f

~06

~08

-1

figure 6.16: Ziegler-Nichols en boucle fermée : pompage

On reléve dés lors la valeur de K, notée K., qui a produit le pompage, ainsi que la valeur de la
période T, des oscillations.

Les valeurs des parameétres du régulateur sont donnés par le tableau 6.2.

Régulateur || K T; Ty
Pl 05K,
PI || 0.45 K. | 0.83 T,
PD || 0.71 K. 0.15 T,
PID || 06 K. | 057T. |0.125T.

tableau 6.2: Méthode de Ziegler et Nichols (boucle fermée)
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Dans ce cas, le correcteur PID obtenu a la fonction de transfert suivante :

C(p)zK(l—l—

12K,
T.p

= 0.6K. (1 + + 0.12Tcp>

Tip + po>
[0.0672p* + 0.5T.p + 1]

0.5T.p

Remarque 6.3. Cette méthode est aussi appelée méthode4 : 1. Elle est censé donner un réglage
pour lequel la sortie présente des dépassements successivement divisés par 4 (exemple :Dy = %).
— Il s’agit d’une méthode simple et rapide;
— Un pompage entretenu peut causer des dommages aux actionneurs (exemple : pompe en TP
niveau d’eau...);
— Cette méthode peut se révéler inefficace en présence d’un retard ;
— On ne prend en compte qu’un seul critére de réglage @ : 1);
— Cette méthode permet d’effectuer des essais sans ouvrir la boucle de régulation (ce qui n’est
pas négligeable en terme de cotit économique au niveau industriel !).
|

6.8.4 Méthode de Chien, Hornes et Reswick

Chien, Hornes et Reswick ont également proposé une méthode de synthése des correcteurs basée
sur la méme réponse apériodique en boucle ouverte que Ziegler et Nichols (donc en boucle ouverte).
Leurs résultats sont résumés par le tableau 6.3. Ces résultats permettent d’obtenir un systéme en
boucle fermée a réponse soit apériodique (régulation), soit avec un premier dépassement de l'ordre
de 20% (poursuite).

Comportement apériodique | D1% = 20%

(+ régulation) (en poursuite)
P| K 0.372 0.772
PI | K 0.672 0.772
T; 4T, 2.3T,
PID | K 0.957% 1.272

T 24T, 2T,

Ty 0.427T, 0.42T,

tableau 6.3: Méthode de Chien, Hornes et Reswick

Bien que ces méthodes aient pour vocation d’étre appliquées a partir de relevés expérimentaux
des réponses indicielles, on peut aussi les utiliser de maniére analytique, comme le montre ’exemple
qui suit.
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{ Exemple : Ziegler-Nichols en BF par calcul}

Soit un systéme de fonction de transfert en boucle ouverte :

1

A P

On cherche & déterminer un correcteur PID pour ce systéme, a ’aide de la deuxiéme méthode
de Ziegler et Nichols. Pour cela, on considére dans un premier temps que l'on associe l¢g
systéme de fonction de transfert G(p) a un correcteur P, dans une boucle fermée a retour
unitaire. On détermine ensuite la valeur du gain K. du correcteur qui produit une limite de
stabilité, de la maniére suivante :

K

La fonction de transfert en boucle fermée est : F/(p) = PN ey

Le critére de Routh appliqué a ce systéme donne :

pPl 1 |6 0
P’ 5 |K 0
P! 303K 0 0
P’ K |0 0

donc K. = 30.

Afin de déterminer la période des oscillationsT,, on va en calculer la pulsation w., en annulant

simplement ’équation caractéristique associée a la fonction de transfert du systéme en bouclg

fermée : (Jwe)® + 5 (Jwe) + 67we + 30 = 0 ou bien encore : (30 — 5w2) + Jw. (6 — w?) = 0 qui
C2 _2r _ 2

donne : w? =6 et doncTc—w—Z—j%

Le correcteur PID proposé par Ziegler et Nichols a pour paramétres :

K =0.6K,=1.8
T, = 0.5, =1.280
T, = 0.127.=0.308

6.9 Stratégies de Régulations

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré qu’une seule stratégie de régulation : un schéma avec
une seule boucle de régulation. Souvent, certains processus réels exigent une autre stratégie (une
autre structure de schéma bloc). Parmi ceux-ci, on peut citer :

— La régulation par anticipation : elle sert & compenser 'effet d’une variation d’une pertur-
bation avant son arrivée (surtout utilisée en présence de plusieurs signaux de commande). Par
exemple, dans un réacteur mélangé, il s’agit de maintenir constant une certaine concentration
par modulation du débit d’un réactif délivré par une pompe doseuse proportionnellement au
débit de I’eau de remplissage. La boucle fermée standard assure la régulation du débit de
sortie;

— La régulation de rapport : c’est une version simplifiée d’une régulation par anticipation.
On maintient & une valeur constante préétablie le rapport entre 2 grandeurs (généralement

78



6.10. Limitation et Faiblesse du correcteur PID

2 débits). Par exemple, on trouve fréquemment les rapports entre le débit d’eau et celui du
réactif ajouté, le rapport entre le débit de I’eau usée (épuration) et celui des boues recyclées,
le rapport entre le débit d’un combustible et celui de 'air de combustion ;

La régulation en cascade : il s’agit d’'un systéme combiné constitué en général de plusieurs
régulateurs. le signal de sortie de chaque régulateur se comporte comme le signal de consigne
du suivant. Elle permet de corriger rapidement les fluctuations des signaux d’entrée dés son
apparition et avant d’intervenir dans la boucle «classique» de régulation, notamment pour les
systémes lents. Par exemple, on a intérét a limiter les variations de la température du fluide
dont on veut réguler le débit dans une digestion anaérobie;

La régulation a boucles multiples (retour tachymétrique) : on asservit plusieurs signaux
de maniére indépendantes. Par exemple, il est intéressant de réguler séparément le courant de
la tension d’un moteur ;

La régulation a modéle interne et prédicteur de Smith : il s’agit d’un régulateur de type
PI complété par un régulateur chargé de compenser le retard. Son nom vient du fait que ce
régulateur comporte le modeéle du procédé. Le retard est «délocalisé» (extrait de la boucle
principale de régulation et peut ainsi étre compensé;

La régulation adaptative : le régulateur modifie («adapte») ses paramétres en fonction des
évolutions passées de la sortie. Souvent utilisée dans les systémes a composition chimique
(régulation de pH);

La commande robuste : permet de garantir un niveau de performances élevé malgré les
variations de parameétres et les perturbations sur un systéme ; malgré

etc...

6.10 Limitation et Faiblesse du correcteur PID

Les limitations de la régulation PID a boucle unique sont principalement dues aux retards
excessifs, aux variations importantes des parameétres des systémes, aux non-linéarités, etc...

Les solutions qui permettent de réduire 'effet de ces inconvénients peuvent étre arbitrairement
classées comme suit :

choix d’un autre critére de mise au point (exemple : critére IAE, intégrale de I’écart minimal
plutot que décroissance 4 : 1) ;

adaptation des paramétres de régulation ;

autre stratégie de régulation (voir §6.9);

modification de ’équipement (capteurs plus performants)

compensation des retards (prédicteur de Smith)

compensation des non-linéarités

etc...

Remarque 6.4. Toutes ces considérations sont relatives au degré de précision et & la marge de
tolérance désirée. Par exemple, une variation importante du niveau d’eau dans un bassin de rétention
sera moins importante qu’une variation de la température d’un réacteur. |
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7.1 Introduction

Dans les cours précédents, nous avons supposé que la fonction de transfert du systéme a réguler
(ou & asservir) était connue. Le but de ce chapitre est de présenter quelques méthodes temporelles
permettant de trouver cette fonction de transfert afin de pouvoir ensuite lui appliquer les techniques
de synthése des correcteurs PID.

Identifier un systéme, c’est déterminer, & partir des connaissances et des mesures disponibles,
la relation de cause & effet qui existe entre ses grandeurs d’entrée et de sortie.

Les objectifs de cette identification sont multiples :

— permettre la prédiction du comportement du systéme, pour toute situation dans laquelle il
pourra se trouver (ceci peut étre réalisé a ’aide de simulations).

— déterminer des lois de commande (en calculant un correcteur).

— surveiller le comportement du systéme (diagnostic).

La détermination du modéle ou de la relation qui lie les entrées aux sorties peut se faire de deux

maniéres :

— théoriquement : & partir d’une connaissance a priori du systéme (connaissance phénoménolo-
gique du processus). Le modéle obtenu est dit modéle de connaissance.

— expérimentalement : on considére alors le systéme a identifier comme une boite noire et, en
observant ses signaux d’entrée et de sortie, on cherche & établir le modéle mathématique
qui décrit au mieux le comportement du systéme. Le modéle obtenu est dit modéle de
représentation.

On est amené trés souvent & combiner les deux méthodes précédentes.

L’identification des systémes a pour objectif la détermination des paramétres du modéle, a partir
de la connaissance expérimentale des entrées et des sorties.
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7.2 Présentation du probléme

On cherche donc & donner une représentation mathématique a un processus réel (appelé objet).
Ce processus est accessible au travers de ses manifestations extérieures (entrées-sorties). Identifier
un systéme réel c’est déterminer un autre systéme : le modéle. Dans tous cas, le modéle sera une
image approximative du systéme réel.

7.2.1 Procédure générale d’identification

On peut distinguer plusieurs étapes dans I’élaboration d’un modéle. La procédure générale d’'une
identification est présentée par le schéma de la figure 7.1 : en fonction des objectifs de l'identification
et & partir des connaissances a priori et de mesures, on obtient un modéle du systéme, qu’il convient
de valider (en comparant par exemple, les réponses du systéme et du modéle).

objectifs connaissances

l a priori

expérimentation

'

application d'ung < . <
- PP méthode modéle

d'identification

'

obtention d'un
modele
paramétrique

'

L | validationdu
modéle non

y ou

modele

figure 7.1: Procédure générale d’identification

7.2.2 Différents types de représentation

1l existe deux représentations des systémes linéaires invariants :
— Représentation non paramétrique : il s’agit de la représentation du comportement d’un
systéme & 'aide d’un diagramme fréquentiel (Bode, Nyquist,Black) ou d’une réponse tempo-

relle (indicielle, ... ).
— Représentation paramétrique : il s’agit d’une représentation mathématique,définie par un
nombre fini de coefficients (fonction de transfert, équation différentielle, ... ).
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7.3 Quelques méthodes

Ces méthodes sont basées sur l'interprétation de réponses temporelles du systéme & identifier.

7.3.1 Systémes du premier ordre

K

7.3.1.1 Systémes de fonction de transfert G(p) = "

La réponse indicielle (échelon unitaire) d’un tel systéme est donnée par ’équation 7.1, et repré-
sentée par la figure 7.2.

y(t) = K (1 - e—%) (7.1)

— Le gain statique K est déterminé par le régime permanent, c’est & dire par 'asymptote a la
courbe de réponse indicielle en I'infini.

— La constante de temps 7 est 'abscisse du point d’intersection de la tangente & l'origine, avec
I’asymptote horizontale. C’est aussi I’abscisse du point d’ordonnée 0.632K.

Ces résultats sont démontrés dans le chapitre consacré aux systémes du premier ordre.

0 I I I I I

0 T 27 37 4r 5T 67

figure 7.2: Réponse indicielle d’un systéme de fonction de transfert : G(s) = 1=

1+7p

Kp
1+71p

7.3.1.2 Systémes de fonction de transfert G(p) =

La réponse indicielle (échelon unitaire) d’un tel systéme est donnée par ’équation 7.2, et repré-
sentée par la figure 7.3.

y(t) = Ke 7 (7.2)
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0 T 2T 3T 4T 5T 6T

Kp
1+7p

figure 7.3: Réponse indicielle d’un systéme de fonction de transfert : G(p) =

— Le gain statique K est déterminé par ’abscisse a l'origine.
— La constante de temps 7 est ’abscisse du point d’intersection de la tangente & l'origine, avec
I'axe des temps. C’est aussi ’abscisse du point d’ordonnée 0.368K.

7.3.1.3 Systémes du premier ordre retardé

_1
11 s’agit des systémes dont la fonction de transfert est : G(p) = Iij; .

La réponse indicielle d’un tel systéme est donnée par ’équation 7.3 et représentée par la figure
7.4.

yt) =K {1 — 6_%] (7.3)

0.632K

05F

0

0

T TH+7T
figure 7.4: Réponse indicielle d’un systéme retardé
7.3.2 Systémes du deuxiéme ordre

7.3.2.1 Systémes pseudo-périodiques

Dans le cas des systémes du deuxiéme ordre pseudo-périodiques, les paramétres 4 identifier sont :
— le facteur d’amortissement ¢
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— la pulsation propre non amortie wy
— le gain statique K
La réponse a un échelon unité est représenté par la figure 7.5, ou :

t = —1 7.4
Y (74

B
Di% =100e Vi@ (7.5)

Le gain K est déterminé par le régime permanent. La connaissance de t; et D% permet de calculer
C et wg.

D1%

o
o #

figure 7.5: Réponse indicielle d’un systéme du deuxiéme ordre

Les équations 7.4 et 7.5 permettent d’écrire :
In(D;)  —¢

noovi-e

soit :
= ¢
1—¢2
ou bien encore :
4-2 — 72
1+ ~2
soit :
il
(=21 (7.6)
V1+92
et :
™ T
wO = 5 = 5
tiv/1-¢ tiy/1— 1=
y
soit :

T/ 1+ 72 (7.7)
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7.3.2.2 Systémes apériodiques

Méthode du point d’inflexion Cette méthode est valable quelles que soient les valeurs des
constantes de temps 7 et 5. Son utilisation est donc plus générale que la précédente, mais elle est
souvent moins précise.

Pour la simplicité de la présentation, prenons le cas d’un systéme de gain K = 1, dont la réponse
indicielle est donnée par la figure 7.6.

Yi | 1

0 I

° t
figure 7.6: Méthode du point d’inflexion

La réponse indicielle est donnée par :

!

y(t) = K (1 - e T 4 2 e> (7.8)

T — T2 T — T2

On cherche & déterminer 7 et 7 & partir des coordonnées du point d’inflexion.
t t t t

Ldy e 71 e T2 L d%y

Ona: 3 = T rin et donc : ¥ =

e 71 e 72
Ti(ri—m2) | T2(Ti—T2)”

. . . 2 N .
L’inflexion se produit quand ZTQ s’annule, c’est & dire pour :

=12 <ﬁ> (7.9)

TI — T2 T2
En posant x = :—f, et en remplacant ¢; dans y(t), on obtient :
yi=1—2T7(1+x) (7.10)

y; est relevé sur la courbe de réponse indicielle. Pour déterminer x, on utilise le tracé de f(z) =
1—27—=(14+2) = y; (voir figure 7.7). Une fois = connu, on peut déterminer 7;, en mesurant la pente
de la tangente au point d’inflexion sur la réponse indicielle , puisque cette pente est donnée par :

dy 1 =
i, = —7prl-—xzx 711
<dt>t1 ) ( )

La détermination de 7 se fait en écrivant : m» = x7y.
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figure 7.7: Evolution de y; (axe vertical) en fonction de x

7.3.3 Systémes d’ordre supérieur a deux
7.3.3.1 Méthode de Strejc

Cette méthode, mise au point par Strejc dans les années 1960, a pour but de mettre & la
disposition de 'automaticien, une méthode pratique d’identification. Cette méthode, facile & mettre
en oeuvre, donne des résultats corrects, de précision valable pour les applications industrielles.

Le domaine d’application de cette méthode est limité aux systémes apériodiques d’ordre supé-
rieur & deux.

Le modéle paramétrique considéré est de la forme :

Ke™™

A+Tor (7.12)

G(p) =

Cette forme de modéle peut étre justifiée par le fait que les systémes apériodiques d’ordre supé-
rieur & deux sont caractérisés, en régime transitoire, par leurs plus grandes constantes de temps.
Par exemple, la fonction de transfert d’un systéme du troisiéme ordre G (p) = i

K670'01p
(1+p)(1+3p) *

K
1+p)(1+3p)(140.01p)
peut étre approximée par Ga(p) = Il suffit pour s’en convaincre de tracer les réponses

indicielles de G1(p) et de Ga(p).

L’identification consiste & déterminer les paramétres K, T, n et 7 (7 n’est pas toujours nul). Ces
paramétres peuvent étre déterminés & partir de la réponse indicielle du systéme.

Strejc propose de relever sur la réponse indicielle du systéme, I’'ordonnée du point d’inflexion y;,
ainsi que les grandeurs 7, Ty, et T,, comme le montre la figure 7.8. Ces deux derniéres grandeurs sont
déterminées grace a la tangente au point d’inflexion de la courbe de réponse indicielle du systéme.
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figure 7.8: Méthode de Strejc
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Le tableau 7.1 permet de déterminer les constantes caractéristiques du modéle de Strejc.

A

1 0 0 1 0

2 1 0.104 | 0.264 || 2.72 | 0.28
3 | 0.218 | 0.323 || 3.70 | 0.80
4 |10.319 | 0.353 || 4.46 | 1.42
5 | 0.410 | 0.371 || 5.12 | 2.10
6 | 0.493 | 0.383 || 5.70 | 2.81
7 | 0.570 | 0.392 || 6.23 | 3.55
8 | 0.642 | 0.400 || 6.71 | 4.31
9 | 0.709 | 0.407 || 7.16 | 5.08
10 | 0.773 | 0.413 || 7.59 | 5.87

tableau 7.1: Méthode de Strejc

Le rapport % ou Pordonnée du point d’inflexion y; permettent de déterminer I’ordre n du modéle
de Strejc. On prendra la valeur de n correspondant a la valeur immédiatement inférieure au rapport

%. Sur la méme ligne du tableau on déterminera 7' grace la colonne
a

; en effet, la valeur de T,

et donc de % est moing précise du fait de la difficulté a déterminer précisément 7 sur la réponse

indicielle.

Lorsque le rapport % calculé & partir des mesures prises sur la réponse indicielle, ne correspond

a
pas exactement & une valeur du tableau, nous sommes amenés & corriger la valeur du retard pur 7
mesurée. Voyons celd sur un exemple chiffré.
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Exemple : Supposons les mesures suivantes réalisées sur une réponse indicielle :

K = 15
T = 1s
T, = 25s
T, = 10s

On calcule % = 0.25. Cette valeur ne figure pas dans le tableau 7.1. La valeur immédiatement

inférieure est » = 0.218, ce qui correspond & n = 3 et % = 3.70, par conséquent 7' = 2.7 s.

La mesure de T, n’est pas affectée par une erreur sur la détermination de 7. Par contre celle de
T, Vest. Si 7 est mal estimé, alors le paramétre T,, mesuré comporte une part de retard pur : on n’a
pas mesuré T, mais T,, + 7.

Notons e ’écart entre le rapport L=

calculé et la valeur de r lue dans le tableau. On trouve :

Ta
Ty
=% =0.032
(& Ta T
Cet écart est dud 7. : e = }—Z = 0.032. Par conséquent 7. = 0.32 s.
Ce systéme sera donc modélisé par la fonction de transfert : G(p) = %

Méthode de Strejc a ordre fractionnaire Pour s’affranchir de 'introduction du retard pur,
G.Davoust a proposé un nomogramme, fondé sur la méthode de Strejc, mais qui aboutit & des
puissances n non entiéres. Le modéle obtenu est de la forme :

K

G(p) = A+Tp)r (7.13)

Sur la réponse indicielle apériodique, on trace la tangente au point d’inflexion, et on reléve les
valeurs de T}, et de T,, comme indiqué sur la figure 7.9.

El T(l

0

figure 7.9: Méthode de Strejc a ordre fractionnaire

On utilise alors 'abaque de la figure 7.11 (abaque de Davoust), pour déterminer la constante de
temps et ’ordre du systéme.
L’utilisation de 'abaque de Davoust est précisée par la figure 7.10.
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figure 7.10: Utilisation du nomogramme de Davoust

La fonction de transfert obtenue est alors : G(p) = w
Tu
Ta n Identification Strejc T Ta
o | 1 — 1000 1000
0,005 500
1 500—
0,0L
| | 200
O’CE_ 1,2
200
100
0‘05_ — S0 100—|
—— 15
_ L 20 50_|
01|
12
] L 10
- 20|
— 25 | s
0,2;
L3
] 10
] 2
0,3_|
—4 4
_] . 5|
0,45_ 5
- 0,5
051 -6
—] > |
— 7
0,6—]
=8 L 02
07— o
| 10 1—

figure 7.11: Abaque pour la méthode de Strejc
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7.3.3.2 Méthode de Strejc-Naslin

La structure du modéle reste celle proposée par Strejc : G(p) =

Ke™ 7P
(1+Tp)~*

Pour g’affranchir de la détermination du point d’inflexion, P. Naslin a proposé une méthode
qui consiste a relever les grandeurs suivantes sur la réponse indicielle d’un systéme apériodique &
identifier, comme le montre la figure 7.12.

t1 est Pabscisse du point dont I'ordonnée est égale & 5 % du régime permanent.
to est I'abscisse du point dont ’ordonnée est égale & 95 % du régime permanent.
h1 est 'ordonnée du point d’abscisse t1 + 0.2At, avec At = to — 1.

ho est I'ordonnée du point d’abscisse t1 + 0.4At.

100
95 T |
h2 F 0.2A¢ )
02A¢
h1 [ h
5 ‘ ‘
% t1 to

figure 7.12: Méthode de Naslin

Connaissant h; et hs, on utilise le nomogramme de Naglin présenté a la figure 7.13, puis les
formules suivantes :

ty—t
T =Ty < 210 1) (7.14)

T =1t —to (tz_“) (7.15)

10

Le nomogramme de Naslin s’utilise de la fagon suivante :

projeter la valeur de hy sur la courbe fonction de hj, puis projeter le point obtenu sur l'axe
horizontal pour déterminer une premiére valeur de n notée n;.

projeter la valeur de hy sur la courbe fonction de ho, puis projeter le point obtenu sur l'axe
horizontal pour déterminer une deuxiéme valeur de n notée no.
retenir pour valeur de n, la moyenne arithmétique de ny et no : n =
projeter la valeur de n sur la courbe fonction de T}y, puis projeter le point obtenu sur l'axe
vertical, pour obtenir la valeur de T.

projeter la valeur de n sur la courbe fonction de ¢y, puis projeter le point obtenu sur l'axe
vertical, pour obtenir la valeur de ty.

utiliser les équations 7.14 et 7.15 pour déterminer le retard 7 et la constante de temps 17" du
modéle.

ni1+n2
5 -

Remarque : L’ordre des modéles obtenus par la méthode de Strejc-Naslin (c’est & dire la valeur de
n) est généralement non entier; il convient par conséquent d’utiliser un développement limité du
dénominateur de la fonction de transfert, si on souhaite rendre ’ordre entier.
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|dentification Strejc - Naslin
T T T T T T T T

ALl h2 Tn

figure 7.13: Méthode de Naslin : abaque

Exemple : Supposons que l'on ait déterminé, & partir de la réponse indicielle d’un systéme :
K =1t =1.8s,ty =5.08, hy = 0.29 et hy = 0.56. L’utilisation du nomogramme de Naslin permet
dans ce cas, d’obtenir les résultats suivants : n ~ 3.4, Ty ~ 1.7 et tg ~ 2.2, et donc :

ty —t 50—1.8
T—T —1.7(22—=2) =202
N< 10) < 10 > 0

to — 11 5.0—-1.8
=11 — =18-22 —— | =1.096
r=t-n (250) —1s -2z (P05

En remarquant que (1 + x)® ~ 1 + ax, le systéme peut étre modélisé par la fonction de transfert :

671.096;0 671.096p

G(p) = (1 I 2_02p)3.4 - (1 + 2_02p)3(1 + 2.02}?)0'4

—1.096p

(&
(14 2.02p)3(1 + 0.4(2.02p))
o—1.096p

(1 +2.02p)3(1 + 0.808s)

~

~
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