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INTRODUCTION AU COURS D'ANALYSE 

L'ANALYSE MATHÉMATIQUE donne un ensemble de règles gouvernant la manipulation des 
limites et des infiniment petits : règles de changement de variables, règles d'interversion de 
limites, règles de dérivation sous le signe intégrale, etc. On ne peut toutefois réduire l'Analyse 
à cette gymnastique formelle sans perdre de vue ses objets principaux et le sens même de sa 
démarche. 

Dès le xvme siècle les séries ont été utilisées pour définir des fonctions nouvelles. Dans un 
langage moderne, l'Analyse démontre des théorèmes d'existence en formulant les problèmes 
dans des espaces complets convenables. Lorsqu'un résultat d'existence est précisé par un théo
rème d'unicité, alors, et seulement alors, la notion de solution approchée a un sens ; les algo
rithmes numériques de calcul des solutions approchées proviendront souvent de la démarche 
antérieure de l'Analyste. 

L'évolution des systèmes mécaniques est gouvernée par le principe du minimum d'action. 
Plus généralement l'Analyse permet de définir des fonctions remarquables : celles qui réali
sent le minimum de fonctionnelles naturelles. Les propriétés de ces fonctions extrémales pour
ront être déduites alors des équations aux variations de la fonctionnelle associée. 

Les lois élémentaires de conservation de la Physique ne permettent pas de décrire un phé
nomène complexe. Toutefois la formulation infinitésimale de ces lois peut conduire à des 
équations aux dérivées partielles. L'Analyse, en établissant l'existence globale des solutions de 
ces équations, ainsi que leurs propriétés, apportera un outil pour passer de l'infinitésimal 
au global. 

Le calcul des probabilités sur un nombre fini n d'événements, est souvent équivalent à des 
problèmes de combinatoire. Lorsque n tend vers l'infini, des lois limites simples apparaissent. 
Là où l'on ne trouvait que le contingent et l'enchevêtrement d'énumérations fastidieuses, le 
passage à la limite fera apparaître des fonctions régulières justiciables des méthodes de calcul 
de l'Analyse. 

Ces points de vue seront mis en évidence dans ce cours, destiné à des étudiants de licence 
ou de maîtrise, et qui comportera quatre volumes de 100 à 200 pages chacun : 

— Topologie et Analyse fonctionnelle ; 
— Intégration, Probabilités, Analyse de Fourier et Analyse Spectrale ; 
— Calcul différentiel ; 
— Analyse complexe. 
Chaque volume sera écrit de telle sorte qu'il puisse être lu de façon indépendante. 

P . MALLIAVIN 



INTRODUCTION AU COURS D'ALGÈBRE 

L'Algèbre n'est pas vraiment 
une discipline indépendante, 
mais un fondement et un 
outil pour l'ensemble des 
mathématiques, et son déve
loppement rapide dans les 
dernières années a été en fait 
suscité et dirigé par les be
soins d'autres disciplines ma
thématiques. 

L. KRONECKER (1861), 
Math, Werke, vol. V, p. 387. 

L'OPINION DE KRONECKER (l'un des plus illustres algébristes de tous les temps) peut paraître 
en opposition avec le phénomène bien connu de la prépondérance de plus en plus grande de 
l'Algèbre dans les mathématiques actuelles, ce qu'on a pu appeler 1'« algébrisation » de 
l'Analyse, de la Géométrie et de la Topologie. En réalité, cette prépondérance est due au fait 
que les algébristes ont su infléchir leurs recherches sous l'influence des parties des mathé
matiques où elles pouvaient apporter un appui décisif. Un exemple historique typique est 
l'évolution de l'Algèbre linéaire et multilinéaire, qui, pour devenir un outil fondamental en 
Analyse fonctionnelle, a dû commencer par se débarrasser du fatras des calculs de détermi
nants et de matrices qui l'encombraient inutilement au xix e siècle. De même, on sait que 
l'Algèbre commutative est née, d'une part avec les démonstrations, par Dedekind et Weber, 
des théorèmes fondamentaux de la Théorie des nombres et de la Théorie des courbes algé
briques, et de l'autre avec les découvertes de Hubert sortant la Théorie des invariants des 
interminables calculs où elle s'enlisait. Et son essor à partir de 1920 est concomitant avec 
l'essor simultané, à partir de la même époque, de la Géométrie algébrique et de la Géométrie 
analytique, dont elle forme la base. 

C'est donc dans l'esprit de Kronecker qu'est rédigé ce Cours d'Algèbre ; il ne comprend 
pas une seule définition ni un seul résultat d'Algèbre pure qui n'ait une application dans une 
autre partie des mathématiques, et on a veillé à ce que les étudiants s'en rendent compte dans 
toute la mesure du possible. Pour le premier volume, consacré à l'Algèbre linéaire et multi
linéaire, cela ne posait pas de problème, car il s'agit là de ce que l'on peut appeler le « pain 
quotidien » de tout mathématicien, qu'il s'occupe d'Arithmétique, d'Analyse fonctionnelle, 
de Géométrie différentielle, de Topologie algébrique ou de Mécanique quantique. 

Les deux autres volumes sont divisés en trois chapitres, dont deux, consacrés respective
ment à la Théorie des groupes et à la Théorie des nombres algébriques, sont déjà essentielle
ment des chapitres d'applications de l'Algèbre. Le troisième, qui traite des parties élémentai
res de l'Algèbre commutative, a pour domaines principaux d'applications la Théorie des 
nombres et la Géométrie algébrique. Le niveau plus élevé de cette dernière n'a pas permis 
d'en inclure une partie appréciable dans le texte ni dans les exercices ; mais on a essayé de 
signaler à quoi correspondent « géométriquement » de nombreuses notions purement algé
briques de cette théorie, lorsque cela n'exigeait pas l'introduction d'un trop grand nombre de 
notions nouvelles. 

J. DIEUDONNÉ 
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AVANT-PROPOS 

L'Analyse complexe étudie les fonctions holomorphes d'une ou plusieurs varia
bles complexes localement ou globalement, ainsi que d'autres notions connexes. 
Localement, c'est-à-dire au voisinage d'un point de Cn (ViÇN*), ces fonctions sont 
des sommes de séries entières convergentes ; globalement, même s'il s'agit de fonc
tions sur un ouvert de C, des procédés de topologie algébrique ou différentielle 
doivent être utilisés. On se propose d'introduire, pour une variable complexe des 
méthodes et des résultats généralisables, moyennant une plus grande élaboration, 
pour plusieurs variables ; deux courts chapitres sur les fonctions de plusieurs varia
bles comprennent l 'un, après des généralisations faciles, l 'apparition de phénomènes 
spécifiques, l 'autre, une étude locale préliminaire indispensable au développement 
ultérieur de la théorie. 

Les fonctions holomorphes d'une variable complexe z sont définies comme les 
fonctions différentiables au sens complexe ou encore comme les fonctions diffé
rentiables de deux variables réelles (les parties réelle et imaginaire de z), satis
faisant à la condition de Cauchy—Riemann df/dz = 0. L'exposé est basé sur l'analyse 
des fonctions différentiables de deux variables réelles et emploie les notions de 
fonction indéfiniment différentiable à support compact et de partition de l'unité ; 
les formes différentielles de degré 0, 1, 2 seront définies et la formule de Stokes 
pour les chaînes différentiables établie. La formule de Cauchy non homogène (for
mule C) sera obtenue à partir de la formule de Stokes : c'est la formule intégrale, 
pour les fonctions continûment différentiables, relative au noyau de Cauchy. Il en 
résulte deux types de propriétés selon qu'elle est appliquée à une fonction holomorphe 
ou à une fonction différentiable à support compact : 

1. Développement d'une fonction holomorphe en série de Taylor dans un disque, 
en série de Laurent dans un disque privé de son centre, d'où le principe du prolonge
ment analytique ; formule de la moyenne qui permet, par ailleurs, de caractériser 
les fonctions harmoniques, intimement liées aux fonctions holomorphes ; prin-
cipe^du maximum et lemme de Schwarz. Le développement de Laurent permet 
l'étude des points singuliers isolés ; le théorème des résidus, déduit de la formule 
de Stokes, généralise la formule de Cauchy et a de nombreuses applications. 
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2. La formule C fournit la base de l'étude topologique de l'espace 0(D) des 
fonctions holomorphes sur un ouvert D de C ; le théorème de la représentation 
conforme d'un domaine simplement connexe est démontré à partir d'une propriété 
de (9(D) et du lemme de Schwarz par l'intermédiaire des automorphismes du disque. 

La formule C permet de résoudre, en w, l'équation (du/dz)=g, où g est une fonc
tion continûment différentiable, d 'abord pour g à support compact, puis par un 
procédé d'approximation des fonctions holomorphes, dans le disque ouvert et plus 
généralement, moyennant le théorème d'approximation de Runge, dans un ouvert 
de C, d'où les théorèmes de Mittag—Lefïïer et de Weierstrass dans D qui montrent 
l'existence de fonctions méromorphes à singularités données. 

La notion de surface de Riemann, i.e. de variété analytique complexe de dimension 
un, est utilisée dès le chapitre 2 dans le cas particulier de la droite projective com
plexe ou sphère de Riemann ; elle est systématiquement étudiée dans les chapitres 5 
et 6. Le chapitre 5 concerne principalement le prolongement analytique d'un 
germe de fonction holomorphe sur une surface de Riemann ; cela nécessite l'em
ploi des arcs continus, de Fhomotopie, des faisceaux et des revêtements. Le chapitre 
6 groupe, outre quelques résultats sur les surfaces de Riemann quelconques, plu
sieurs théorèmes fondamentaux sur les surfaces de Riemann compactes déduits 
d'un théorème de finitude de cohomologie, en suivant, pour l'essentiel, un plan dû 
à J.-P. Serre. 

Le chapitre 7 étend facilement des propriétés des fonctions holomorphes à un 
ouvert de Cn et à une variété analytique complexe, puis met en évidence le phé
nomène de Hartogs pour n ^ 2 sur l'extension des fonctions holomorphes à cer
tains ensembles d'intérieur non vide. Le chapitre 8 contient les résultats locaux 
sur les fonctions holomorphes et les ensembles analytiques complexes indispensables 
à l'analyse complexe globale à plusieurs variables. 

Les variétés différentielles, l'algèbre extérieure, les formes différentielles de degré 
quelconque et leur intégration sur des chaînes différentiables sont décrites sommaire
ment dans l'Appendice. 

Les chapitres 1 à 3, éventuellement 4, constituent un enseignement de licence ; 
les chapitres suivants peuvent fournir la matière d'options d'Analyse complexe en 
maîtrise. 

Sont utilisées sans référence des notions élémentaires de topologie générale dans 
R" ou dans un espace métrique ; le théorème d'Ascoli intervient dans la démonstra
tion de 2.2 du chapitre 3 ; les propriétés utilisées des fonctions C°° à support 
compact sont établies dans le livre de P. Malliavin de la même collection en 3.2.0 
et 3.4.2. 
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Parmi les nombreux ouvrages publiés sur l'Analyse complexe, plusieurs ont été 
largement utilisés dans cette rédaction, c'est le cas, notamment, de ceux de L . Hôr-
mander[8] , H . Cartan[3] et O. Forster[4] ; des références plus précises sont in
diquées dans la bibliographie. 

Des notes polycopiées de licence de J. COMBES, R . - M . HERVÉ et H. SKODA ont 
aussi été utilisées ; la mise au point du texte final et la correction des épreuves 
ont été faites avec l'aide de S . DOLBEAULT-LEMOINE. 

Diagramme d'implication des différents paragraphes 





1 FONCTIONS HOLOMORPHES ; 
THÉORÈMES DE CAUCHY 

Les fonctions holomorphes sur un ouvert D de C sont les fonctions différentiables 
au sens complexe en tout point de û ; elles sont caractérisées à l'aide d'opérateurs 
différentiels particuliers d/dz, d", d'où leurs propriétés élémentaires ; une première 
étude de la fonction logarithme complexe est alors possible. L'intégration des formes 
différentielles est essentielle pour la suite : les formes différentielles de degré 1 et 2 
sur un ouvert de C sont définies, ainsi que les ensembles sur lesquels on les intègre 
(chaînes différentiables) et la formule fondamentale de Stokes est établie ; la notion 
de 1-forme différentielle fermée est ensuite généralisée. Le théorème de Cauchy 
s'énonce alors : f holomorphe dans D entraîne : f dz est fermée dans D. La notion topo
logique d'indice d'un cycle par rapport à un point est introduite dans le cas différen-
tiable ; compte tenu de la formule de Stokes, on obtient une formule intégrale de 
Cauchy homologique non homogène assez générale ; la solution de l'équation d " g = œ 
s'en déduit pour une donnée à support compact. L'intégrale d'une 1-forme différen
tielle continue fermée sur des arcs continus est définie, d'où la formule intégrale 
de Cauchy homotopique, conséquence du théorème de Cauchy. Les notions de 
variété différentielle de dimensions 1 et 2 et celle de surface de Riemann sont intro
duites en vue d'études ultérieures : le cas particulier de la sphère de Riemann sera 
employé dès le chapitre 2 ; les surfaces de Riemann étalées seront utilisées implicite
ment au chapitre 2, localement au chapitre 3, puis, en général au chapitre 5, enfin 
les surfaces de Riemann ouvertes ou compactes seront étudiées au chapitre 6. 

1. Fonctions holomorphes 

On désigne par z un élément du corps des complexes C ; on pose z = x + i y , 
x £ R , y £ R et on identifie C à R2 par l'isomorphisme de R-espaces vectoriels : 
C - R 2 . 

z*-+(x9 y) L'ensemble C sera muni de la topologie définie par la norme z*-+\z\ = 
= (x2+y2)1/2 compatible avec la structure de corps et de R-espace vectoriel de C. 

On considérera des fonctions définies sur un ouvert D de C à valeurs dans C ou 
plus généralement dans un espace de Banach complexe. 
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1.1. Fonctions C-différentiafoles en un point 

1.1.1. Une fonction / : D-+C est dite C-différentiable en z0£D s'il existe une 
forme C-linéaire f'izr) sur C telle que 

( î . i ) 

où o(z—z0) est négligeable par rapport à |z—z0| c'est-à-dire telle que 

quand z —z0-^0. La forme C-linéaire f'(z0) est appelée la dérivée de f au sens com
plexe en z0. 

1.1.2. f'(z0) définit une application R-linéaire /'(zo) Pour la structure réelle de C à 
valeurs dans R2 telle que 

qui satisfait à : 

f l . 2 ) 

autrement dit / est différentiable en z0 pour la structure réelle de C ; en outre les 

dérivées partielles de / par rapport à x et y satisfont à 

elles sont donc liées par la relation 

(1.3) 

Réciproquement, si / est différentiable en z0 et si ses dérivées partielles par rap
port à x et à y satisfont à (1.3), alors, d'après la définition de la différentiabilité en 
z„. la forme C-linéaire 

avec satisfait à (1.1), i.e. / est C-différentiable en z0. 

La condition (1.3) est appelée la condition de Cauchy ou de Cauchy—Riemann. 

1.1.3. La fonction f : D ^ C s'écrit f = P + i Q où P et Q sont des fonctions à 

valeurs réelles, alors la condition de Cauchy s'écrit, 

en égalant les parties réelles et imaginaires respectivement 

(1.4) 
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1.2. Les opérateurs d', d" 

On va retrouver et interpréter la condition de Cauchy d'une autre façon. 

1.2.1. Pour toute fonction f : D-+C différentiable au point z0, on a : 

(1 .5) 

Les fonctions z = x + i y et z—x—iy sont différentiables en tout point de C et 
1 _ i 

d z = d x + / d y ; dz = dx — zdy, d'où : d x = — ( d z + d z ) ; d y = — (dz — dz) ; alors 

( d z - d z ) . 

On définit les deux opérateurs différentiels et par 

alors (1 .5) s'écrit 

(i.6) 

Si/est C-différentiable en z0, d'après (1.1), on a : d/"=/'(z0) dz, d'où 

(1.7) 

et 

(1 .8) 

La relation (1 .7) exprime que, si / est C-différentiable en z0 est la dérivation 

complexe ; la relation (1 .8) est la condition de Cauchy (1.3). 

Dans le cas où /est seulement différentiable (au sens réel), n'est 

pas la dérivation partielle par rapport à la variable complexe z (resp. z). 

1.2.2. On pose et les conditions (1 .7) et (1 .8) peuvent 

s'énoncer comme suit : 

1.2.3. Proposition. — Soit f : D ^ C une fonction R-différentiable en un point zQ 
de D ; alors les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) / est C-différentiable en z0 ; 
(ii) en z09 on a : d ' f=df ; 

(iii) en z09 on a : d"f=0. 
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1.3. Fonction holomorphe sur un ouvert de C 

1.3.1. Soit D un ouvert de C , on dit que la fonction / : D ^ C est holomorphe dans 
D si elle est C-différentiable en tout point de D. 

1.3.2. Proposition. — Soit f : D-+C ; alors les trois conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) f est holomorphe dans D ; 
(ii) d / = d y sur D ; 

(iii) û " f = 0 s u r D . 

DÉMONSTRATION. — Résulte immédiatement de 1.2.3 appliquée en tout point de D. • 

1.3.3. Exemple de fonction holomorphe sur un ouvert de C 

Toute série entière convergente au voisinage de 0 dans C est holomorphe dans 
son disque de convergence : sa dérivée au sens complexe est obtenue par dérivation 
terme à terme. 

Exemple de série convergente : la série est convergente dans C , on la 

note exp z—ez ; on l'appelle l'exponentielle complexe ; elle est égale à sa dérivée ; 
cette propriété et la condition que sa valeur en 0 est 1 la caractérisent. 

1.3.4. On appelle primitive d'une fonction f holomorphe sur un ouvert Z) de C toute 
fonction holomorphe F sur D dont la dérivée au sens complexe est égale à / . Exemple : 
ez + c où c £ C est une primitive de ez. 

1.4. Propriétés élémentaires de Pensemble des fonctions holomorphes dans D 

1.4.1. Proposition. — L'ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert D de 
C est une C-algèbre unitaire qu'on notera (9{D). 

1.4.2. Proposition. — Si f est une fonction holomorphe, sans zéro sur Z>, alors 
1 

- j est holomorphe sur D. 

1.4.3. Proposition. — Si f est holomorphe sur D et si g est holomorphe sur un 
ouvert D ' de C contenant f ( D ) , alors g o f est holomorphe sur D. 

Les trois propositions résultent immédiatement des propriétés correspondantes et 
connues des fonctions dérivables au sens complexe. • 

1.4.4. Proposition. — Si D est un ouvert connexe de C et f une fonction holo
morphe : Z>->C, les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) / est constante sur D ; 
(ii) / ' = 0 sur D. 
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DÉMONSTRATION. — 

(ï)=>(ii) : évident ; 
(ii)=>(i) : / étant C-différentiable, on a, pour tout point z0£D9 

d'après la condition de Cauchy. En particulier les dérivées partielles de / par rap
port à x et à y sont continues et nulles sur D, donc / est R-différentiable sur D et 
sa R-dérivée est nulle, alors, (conséquence du théorème des accroissements finis) / 
est constante. • 

1.4.5. Proposition. — Soit f : D-+C une fonction holomorphe sur un ouvert con
nexe de C. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) / est constante sur D ; 
(ii) P = 0 2 e f est constante sur D ; 

(iii) Q = J r m f est constante sur D ; 
(iv) \f\ est constante sur D ; 
(v) / est holomorphe sur D. 

DÉMONSTRATION. — / étant holomorphe, on a, 

d'après la condition de Cauchy 

ce qui équivaut à (ci-dessus, preuve de 1.4.4) : les dérivées au sens 

réel de P et Q sont nulles donc P et Q sont constantes ; cela équivaut à (iv) car 
\f\2 = P2 + Q2. Enfin si / et / sont holomorphes, d'après la condition de Cauchy 
pour / et pour / , les 4 dérivées partielles de P et g sont nulles donc (i)<^(v). • 

1.4.6. Remarque. — Si f£@(D)9 f est dite antiholomorphe sur D. 

1.5. La fonction log z 

1.5.1. Propriétés de la fonction exponentielle exp w 

(a) additivi té : pour tout couple (wl9 w2)dC2, on a : 

exp (w±+w2) = exp w1 • exp w2. 

DÉMONSTRATION. — f(w)=ew+w* e~w a pour dérivée 
donc est égale à la constante f(Q) = éw* ; donc 

(b) périodicité : exp w est périodique, de période 2ni. 

DÉMONSTRATION. d'après (a), ew=ex-eiy ; en outre, ëiy— 

car la série expw est absolument 
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convergente ; mais le dernier membre est égal à 

7.5.2. Détermination continue de l'argument 

Soient Q un ouvert de C* et 6 : une fonction continue. On dit que 9 
est une détermination continue de l'argument sur Q si, pour tout w£Q, 6(w) est un 

cos y + i sin y, 

donc eiy est périodique de période 2n et ew est périodique, de période l in . 

(c) Pour y réel \eiy\ = \ ; |exp w\ ; l'exponentielle ne s'annule 

pas dans C. 

DÉMONSTRATION. — 

argument de w, i.e. expi6(w) 

Deux déterminations continues de l 'argument définies sur un ouvert connexe dif
fèrent d'un multiple entier de 2n. 

1.5.5. Proposition et définition. — Soit Q = C \ R _ ; l'application Q-+] — n , n [ dé
finie par w*-+d(w) est continue ; on Vappelle détermination principale de Vargu
ment et on la note Arg w. 

DÉMONSTRATION. 

pour x = W > 0, on a : 6 (w) — Arc sin 

pour y = J>m w > 0, 6(w) = Arc cos 

pour y = J m w < 0, 6(w) = — Arc cos 

1.5.4. Pour z€C*, on appelle logarithme de z tout nombre complexe l o g z = w 

tel que exp w- exp (log |z|) • exp iô(z) = exp (log \z\+i6(z)), donc, 

compte tenu de la périodicité de l'exponentielle, w = log \z\+iQ(z) (mod2nr) . 
On appelle détermination continue de la fonction logarithme sur un ouvert Q a C*, 

toute application continue / : telle que, pour tout z^Q, on ait exp (/(z))=z. 
D'après ce qui précède, toute détermination continue du logarithme sur Q est la 
fonction 

où 6 est une détermination continue de l'argument sur Q. 
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Deux déterminations continues du logarithme sur un ouvert connexe diffèrent 
d'un multiple entier de 2ni. 

On appelle détermination principale du logarithme sur l'ouvert C \ R _ la fonction 
Log z=log |z| + i Arg z. 

Remarquons qu'un ouvert de C* sur lequel est définie une détermination con
tinue de l'argument ou du logarithme n'est pas quelconque ; par exemple C* n'est 
pas un tel ouvert. De tels ouverts sont définis au n° 5 . 

1.5.5. Proposition. — Soit Q un ouvert connexe de C* et soit l une fonction con
tinue : Q ^ C , alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) l(z) est une détermination continue du logarithme dans Q, à l'addition près 
d'une constante ; 

(ii) l(z) est une primitive de — dans Q. 
z 

DÉMONSTRATION. — (i)=>(ii) • on a e x p ( l o g z ) = z et, pour z, z0££?, si / est une 
détermination continue du logarithme, on a : 

Quand z-^z0, / étant continue, /(z)-W(z0) et le second membre tend vers l'inverse de 
la dérivée de l'exponentielle au point /(z0), i.e. 

(ii)=>(i) : Soit F une primitive de dans Q. Dans iQ, on a, 

donc, comme conséquence de 1.4.4, soit y un logarithme 

de c, alors exp (F—y) = z dans Q. Donc F—y est une détermination continue du 
logarithme. D 

1.5.6. Toute détermination continue de log z est holomorphe. 

7.5.7. Proposition. — Pour la détermination principale du logarithme de 
(1 + z) possède le développement en série entière 

DÉMONSTRATION. — Par intégration terme à terme du développement en série en

tière de la dérivée deLog(l+z), compte tenu de Log 1 = 0 . 
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1.6. Fonctions déduites de exp z et de log z 

1.6.1. Sur un ouvert Q de C* et pour a£ C, on appelle détermination continue de z* 
toute application continue g : telle que, pour tout z£Q, il existe un loga
rithme C de z satisfaisant à : g(z) = ea .̂ 

Si a £ Z , za est la puissance a-ième de z ; si / est une détermination continue de 
la fonction log, alors ga : z»->exp (a/(z)) en est une de za sur Q ; c'est ce type de 
détermination qui sera généralement utilisé. 

1.6.2. Les propriétés suivantes s'établissent aisément : 
Dans Q9 ga est holomorphe et a pour dérivée az-1ga. 
Si a , £ £ C , alors ga-gp=ga+p. 
Pour zl9 z2£Q, ga(zxz^ n'est pas nécessairement égal à g J z . ) ' gJz2) . 

1.6.3. Sur l'ouvert D = C \ R _ , on appelle détermination principale de za la fonction 
z»-*exp[a Logz ] . 

De même, la détermination principale, sur | z | < l , de la fonction ( l + z ) a sera 

exp 

Plus généralement, si f : est une fonction holomorphe sur l'ouvert Q 
de C, on appellera détermination principale de la fonction log/ (z) , resp. [f(z)Y 
la fonction Log / (z ) , resp. exp [a Log/ (z) ] définie sur l'ouvert 

2. Formes différentielles de degré 1 et 2, chaînes différentiables de 
dimension 0, 1 et 2 ; formule de Stokes 

2.1. Différentielle en un point 

Soit D un ouvert de R2 et x un point de D . On va reprendre et préciser la notion 
de différentielle en x. 

Soit 3FX l'ensemble des fonctions à valeurs complexes définies au voisinage de x 
dans D et dérivables en x, i.e. pour toute f £ ^ x , il existe un voisinage F de x sur 
lequel /est définie et / est derivable en x. 

Soient f , g € ^ x , alors f et g sont définies toutes deux sur un voisinage V de x. 
On considère, sur la relation 01 définie comme suit : / , g € ^ x 9 f & g signifie : / 
et g ont même dérivée en x ; M est une relation d'équivalence. L'ensemble !FX est 
un C-espace vectoriel pour l'addition des fonctions et la multiplication par les 
complexes et la relation M est compatible avec les deux lois de composition, donc 
&XI91 est un C-espace vectoriel. On désigne par f ( x ) la dérivée de f^.3Fx au point 
x ; f'(x)Ç.Sf(R2 ; C). Considérons l'application 

classe de 
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0* est une application C-linéaire injective. Soient ( x ^ x ^ les coordonnées dans 
R2, f \ x ) est l'application linéaire 

où 

i.e. la multiplication par la constante complexe En particulier, 

alors 

x[(x)9 x2(x) engendrent câf(R2 ; C) car elles sont linéairement indépendantes, et 
0* est surjective. 0* est un C-isomorphisme d'espaces vectoriels. T x = ^ x / ^ est 
appelé l'espace cotangent complexe à D en x ; les éléments de T* sont appelés les 
différentielles en x ; on désigne par dxfla classe de / dans Tx et on l'appelle la dif
férentielle de /en x ; en outre 

de plus, tout élément de T* s'écrit œ=X1 dXi + /l2 dx2 avec Àl9 X2£C et en posant 
d x ^ d ^ x , , 7 = 1 , 2 . 

2.2. Formes différentielles de degré 1 

On considère l'ensemble suivant T*(/>)= U T*9 réunion disjointe des 7̂ *, x £ D 

et l'application projection 

Pour tout ouvert U de Z>, soit ^ : U-+T*(D) une application telle que nocp = idU9 
alors ç>(x)=«!(x) dx1+a2(x) dx2, où est une application U->C9 est appelée 
une forme différentielle de degré 1 (ou l-forme différentielle) sur U. 

On dira que (p est (de classe) C si les fonctions aj sont de classe C . 
En particulier, si/est une fonction de classe Cr+1 sur U9 x*-+dxf=(df/dx1)(x) dx±+ 

+ (df/dx2)(x)dx2 est une l-forme C notée d f 

2.3. D'après le n° 1, si / est une fonction C1 sur un ouvert U de C, alors 
d f = (df/dz) dz+(df/dz) dz et toute 1 -forme différentielle cp s'écrit cp=è (z) d z + c (z) dz. 

Si b est une fonction holomorphe et si c = 0 , alors <p=fc(z)dz est appelée une 
l-forme différentielle holomorphe. 
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2.4. Formes différentielles de degré 2 

2.4.1. Algèbre extérieure d'un espace vectoriel de dimension 2 

Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps K avec K = R ou C ; on 
définit (voir Appendice) un ^-espace vectoriel A2E dont les éléments sont les sommes 
finies d'éléments xAy, où x , y £ E , le symbole A possédant les propriétés sui
vantes, pour x9 y9 xl9 x2€E9 X^K 

(i) x A y = — yAx (anticommutativité) 

(ii) ( x t + x ^ A y = jqA y + x 2 A y (distributivité par rapport à l'addition) 

(iii) (Xx)A y = X(xAy). 

En particulier, si (e1,e2) est une base de E, alors e1Ae2 est une base de A2E. 
A2E est un ^-espace vectoriel de dimension 1 appelé puissance extérieure seconde 
de E ; A est appelé produit extérieur. 

Plus généralement, pour E de dimension quelconque finie, on définit la puissance 
extérieurep-ième APE de E, espace vectoriel engendré par x1A...Axp pour Xj£E9 
y = l , A satisfaisant aux conditions (i), (ii), (iii). A cause de (i), on voit que 
si E est de dimension 2, A p E = 0 pour p ^ 3 ; en particulier, pour xl9 x2, xs£E, 
on a x1Ax2Ax3 = 0. Posons A ° E = K , AXE=E, la somme directe A * E = 0 APE 

est une X-algèbre dont la multiplication est définie par A. Dans le cas où dimx E=29 
on a A * E = K ® E ® A 2 E ; A2E est l'algèbre extérieure de E. 

2.4.2. Comme en 2.1, soient D un ouvert de R2 et x £ D ; alors T* est un C-espace 
vectoriel de dimension 2 ayant la base (dxl9 dx2) ; si D est un ouvert de C de 
coordonnée z = x 1 + ix%9 (dz, dz) est une base de 7^* ; alors dx±Adx2 est une base 
de A2T* et, dans le deuxième cas, dzAdz en est aussi une base ; en outre d z A d z = 
= — 2/dxr1Adjc2. 

On pose A2T*(D)= |J A2T*où IJ est la réunion disjointe et n la pro-

jection X dxx1Adxx2^x. Soit U un ouvert de i ) ; toute application œ : U-+A2T*(D) 
telle que Tioco^id^ est appelée une 2-forme différentielle (ou forme différentielle de 
degré 2) sur U ; alors co(x)=f(x) dx1Adx2 où f : est une fonction. 

On dira que œ est (de classe) C si/est de classe C On désigne par ê ( U ) l'anneau 
des fonctions C1 sur U9 par êp(U) le <f (£/)-module des ^-formes différentielles 
C1 sur U (où C°° sur U suivant le contexte). 

La définition et les propriétés données dé l'algèbre extérieure s'étendent aux 
^-modules lorsque K est un anneau commutatif unitaire. En particulier ê ' { U ) ~ 
= g { U ) ® S 1 ( U ) ® S \ U ) est une <f (£/)-algèbre. 

On appelle support d'une forme différentielle œ sur un ouvert U de R2 le com
plémentaire du plus grand ouvert sur lequel œ est nulle : c'est un fermé noté spt o . 
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2.5. Image réciproque par une application différentiable ; differentiation extérieure ; 
intégrale d'une 2 -forme 

2.5.7. Soient A un ouvert de R2 ou de R, et ja : A ^ D une application C1. Si 
<P, f r â ' ( D ) ; cp^a, dx i+a9dx9 : œ = f d x i A d x 9 , on pose 

Pour cp£$*(D)9 on a : spt ji*cp=fi~1 (spt cp). Dans le cas où fi est propre (i.e. 
telle que l'image réciproque de tout compact soit un compact), si cp£ë'(D) est à 
support compact, il en est de même de n*cp. 

La forme \i*cp est appelée Y image réciproque de cp par \i. 

2.5.2. Differentiation extérieure 

Soient / une fonction C1 sur un ouvert D de R2, la différentielle de / est 

Pour cp=a1dx1+a2dx2£S'1(D) et œ = f dx1Adx2^S>2(D), la différentielle exté
rieure de cp est, par définition : 

celle de œ est 

On vérifie immédiatement les propriétés suivantes : pour oc,/?6^*(Z)), on a : 

( 2 . 1 ) 

( 2 . 2 ) si a est de degré p ; 

(2.3) si a est C 

(2.4) spt da c: spt a. 

En outre, pour toute application u : A de classe C1, on a 

(2.5) 

il suffit de vérifier (2.5) sur faê(D) et pour A ouvert de R muni de la coordonnée t 

D'après les propriétés (2.1), (2.2), d est un endomorphisme C-linéaire du C-espace 
vectoriel des formes différentielles C°° sur D. 

On dit qu'une forme (différentielle) cp, C1, est d-fermée (ou simplement fermée) 
si d<p = 0, en particulier, si a> = da, on a da) = 0, d'après (2.3). 

Si D est un ouvert de C (de coordonnée z), on définit, de même, dans les notations 
de 1.2, d' = (d/dz)dz9 d " = ( d l d z ) d z ; pour une fonct ion/ , d ' / et d"/ont déjà été 
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considérés (1.2) ; pour cp de degré 1, on a : 

Les propriétés (2.1) à (2.4) sont valides pour d" ou d" au lieu de d. Si A est un 
ouvert de C et ^ une fonction holomorphe : A -*Z>, on a : 

(2.6) 

On dit que (p est d"-fermée si d ^ ^ O . 

2.5.5. Intégrale d'une forme de degré 2 sur D 

Soit co une 2-forme C° à support compact dans Z), alors co=f dx1Adx2 ; par 
définition, l'intégrale de œ sur D est 

(2.7) 

où dxj dx2 est la mesure de Lebesgue de R2. 
La définition des formes différentielles de 2.2 et de 2.4.2 est valide lorsque les 

coefficients al9 a2 dans le premier cas,/dans le second sont des fonctions integrables 
sur U ; on dira alors que les formes différentielles sont integrables. La définition 
(2.7) ci-dessus est valide pour une 2-forme co integrable. 

2.5.4. Théorème. — 57 cp est une l-forme différentielle C1 sur D9 à support com
pact, alors j D dcp=0. 

DÉMONSTRATION. — 

mais 

car 

a2 étant à support compact dans Z>, donc aussi dans R2. 
Même raisonnement pour 

2.6. Chaînes differentiates 

Soit D un ouvert de R 2 . 
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2.6.1. Chaînes de dimension 0 

On appelle 0-chatne (ou chaîne de dimension 0) de Z), toute combinaison linéaire 
finie, à coefficients dans i = Z , R ou C de points de D : njûj où / est un 

ensemble fini, nfiA9 aj est un point de Z). 
Cette définition s'étend aux combinaisons linéaires localement finies de points 

d'un ensemble discret de D. 
Les 0-chaînes constituent un groupe commutatif et même un module sur Z , R 

ou C, l'addition étant définie par l'addition des coefficients. 

2.6.2. Chaînes de dimension 1 

On appelle arc élémentaire différentiable tout couple y = ( 7 , F ) où I est l'inter
valle fermé [ 0 , 1 ] de R, ou, plus généralement, un intervalle fermé [a, /?] de R, 
a 7e P, avec la coordonnée t, orienté dans le sens des t croissants et F une application 
C1 propre d'un intervalle ouvert de R contenant I dans D. 

On appelle bord de I la 0-chaîne { 1 } —{0} de R ; a = F(0) l'origine de y ; b = F ( l ) 
l'extrémité de y et b y = b — a le bord de y. 

On dit que deux arcs élémentaires y = (7, F ) et ô = (7, G) sont liés par la relation 
M s'il existe un difféomorphisme <\> d'un voisinage de I dans lui-même, sur lequel 
F et G sont définis, tel que </>(0)=0, cj)(\)=\ et F = G o 0 ; on remarque que <f>\I 
est une application strictement croissante de I sur I. La relation M est une relation 
d'équivalence dans l'ensemble des arcs élémentaires et toute classe d'équivalence 
pour 0t sera appelée une l-chaîne élémentaire. On appellera bord de la 1-chaîne 
élémentaire y le bord b—a de tout représentant de y. 

On appelle l-chatne différentiable entière (resp. réelle, complexe) toute combinaison 
linéaire y = £ njyj de 1-chaînes differentiates élémentaires y- à coefficients w-

dans Z , R ou C. L'ensemble des 1-chaînes est un module sur Z , R ou C. Par défini
tion, le support de y est s p t y = U Fj(I)9 avec y / = ( 7 , F ) ; l'ensemble / étant 

fini, spt y est compact. 
Noter que, pour tout y de représentant (7, F ) , F définit, quand / croît de 0 à 1, 

un sens de parcours de spt y qu 'on appelle une orientation de y. 
On étend la définition des 1-chaînes aux combinaisons linéaires où J 

est un ensemble quelconque, mais telles que la famille (yj)jej soit localement finie 
i.e. satisfasse à la condition suivante : pour tout x £ D , il existe un voisinage Vx 
de x dans D tel que Vx Pi spt ^ = 0 sauf pour un nombre fini d'indices j ; la l-chaîne 
est alors dite localement finie. 

Les 1-chaînes constituent un groupe commutatif. 
Par définition le bord de y est by Une l-chaîne y de bord 0 est ap-

pelée un cycle ; on dit aussi que y est fermée. 
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2.6.3. Intégrales sur une 1-chaîne 

Soit cp une 1-forme différentielle C° ou même, seulement, localement integrable ; 
pour tout arc élémentaire y=(/> F ) , on pose fy(p = f I F * ( p ; si 8= (7 , G) est 
un arc élémentaire équivalent à y, avec F=Go(j), on a : J IF :¥ (p= fj(¡)*oG*(p = 
= f<i>(i)G*(P = fiG*<P \ fy 9 ne dépend que de la 1-chaîne élémentaire y dont y 
est un représentant et se note fy cp. Pour toute f £ $ { D ) et toute 1-chaîne élémentaire 
y de bord bv=b—a« on a : 

(2 .8) 

Si est une 1-chaîne, par définition 

Alors, pour f^é ' (D) , on a où 

On appellera arc dijférentiable pa r morceaux toute 1-chaîne où les yj sont 

des 1-chaînes élémentaires de bord by—bi — at telles que b ~ a i + l 9 j = 0 9 ...,/? —1. 
alors 

On pose bp=b , a0=a , spt y est connexe, on dira que a est l'origine de y et b son 
extrémité, ou encore que l'arc y joint a à b. 

Dans le cas b = a, y est un cycle à support connexe. 
Dans les notations ci-dessus, si y est un arc différentiable par morceaux de bord 

b—a, on a 

2.6.4. Chaînes de dimension 2 

On appelle compact à bord Z dans R2 toute partie compacte connexe possédant 
les propriétés suivantes : tout point x de Z a un voisinage ouvert Vx dans Z homéo-
morphe à un ouvert W de R2 (type 1 de la figure ci-dessous), ou du demi-espace 
A = i ( x i , x>)<ER2 ; x ^ 0 \ (type 2) ou du quadrant Q = {(x1, x2)<ER2 ; x ^ O ; x 2 ^ 0 ) 
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(type 3 ) ; soit h : Vx-+W rhoméomorphisme ; on suppose, en outre, dans les 
deux derniers cas, qu'il existe un ouvert Vx de D ; un ouvert W de R2 tels que 
VX=VXHZ ; W = W ' C ) A (resp. W ' O Q ) et un difféomorphisme h' : V x + W tel 
que h'\Vx=h. Z sera dit de classe C1 si tous les difféomorphismes h, h -1 sont de 
classe C1. On appelle 2-chaîne différentiable élémentaire de D tout couple (Z, F ) 
formé d'un compact à bord Z de R2 et d'une application C1 propre F dans Z>, 
d'un voisinage ouvert de Z dans R2 . 

On dira que deux 2-chaînes élémentaires (Z, F ) , (Z ' , G) sont liées par la rela
tion M s'il existe un difféomorphisme 0 d'un voisinage de Z sur un voisinage de Z ' 
sur lesquels F et G sont définis respectivement, tel que c f ) (Z)=Z\ que le jacobien 
de (j) soit strictement positif en tout point et que F=Go(j>. 

La relation & est une relation d'équivalence dans l'ensemble des 2-chaînes élé
mentaires ; on appellera désormais 2-chaîne différentiable élémentaire de D toute 
classe d'équivalence modulo M. 

Soit b Z = Z \ Z orienté de la façon suivante : au voisinage d'un point du type 2, 
l 'orientation est celle définie par l'axe des x2, au voisinage d'un point du type 3 , 
elle est définie par l'orientation de l'axe des x2, puis par l'orientation opposée à 
celle de l'axe des x±. 

Soit F une 2-chaîne élémentaire ayant un représentant (Z, F ) , la classe de 
(Z?Z, F ) est une 1-chaîne différentiable fermée (ou \-cycle) appelée bord de F et 
notée br. 

On appelle 2-chaîne différentiable de l'ouvert F), toute combinaison linéaire F , 
à coefficients dans Z , R ou C de chaînes élémentaires / } , de représentants (Zj9 FJ) ; 
F;= X «/F.-, J fini ; par définition, le bord de F est b F = Y w.-èF- ; on appelle 

support de F 1 ensemble compact (J F ( Z ) . 

Comme pour la dimension 1, on considère aussi les 2-chaînes localement finies 

2.6.5. Intégration d'une 2-forme différentielle sur une 2-chaîne 

Soit (Z, F ) un représentant d'une 2-chaîne élémentaire F ; pour toute 2-forme 
différentielle co sur D, on appelle intégrale de co sur (Z, F ) l'expression J z F*co ; 
soit ( Z \ G ) un autre représentant, dans les notations de 2.6.4, on a F=Go(j) 
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d'après la formule de changement de variables dans une intégrale double et parce 
que le jacobien de 0 est > 0 ; J z F * œ ne dépend donc que de la 2-chaîne élé
mentaire r ; alors par définition, Vintégrale de œ sur r est J rco = f z F*œ. Pour 
une 2-chaîne différentiable F , on définit fr œ par linéarité. 

2.7. Formule de Stokes 

2.7. / . Soient D un ouvert de R2 et (Vp)p^B un recouvrement ouvert de D. Alors, 
il existe une famille (il/a)aeA de fonctions Cp 0 ^ 1 ) positives, à supports 
compacts telle que : 
1) pour tout a£v4, il existe fl£B avec spt i / ^ c ^ ; 
2) (iïaùadA est localement finie, i.e. telle que tout point x £ D ait un voisinage ne 

rencontrant qu'un nombre fini d'ensembles spt ij/a ; 
3) la somme £ i^a, finie en tout point x£Z>, est égale à 1 sur D. 

a£ A 
On dit que (il/a)a^A est une partition différentiable de Vunité subordonnée à (Vp)p̂ B 

2.7.2. On utilisera aussi la variante suivante du n° 2.7.1 : (VA)A^A étant un recouvre
ment ouvert de l'ouvert D de R2, il existe une famille ( I P X Ï A de fonctions Cp 
( p ^ l ) positives, avec s p t ^ a e P ^ pour tout a^A, localement finie, possédant la 
propriété suivante : la somme ]T ij/^ est égale à 1 sur D. La famille (^^)^A sera 

appelée une partition différentiable de Vunité subordonnée à ( V ^ ^ A -
On remarque les différences suivantes avec 2.7.1 : le support de n'est pas 

nécessairement compact, mais la famille (i/ra) et le recouvrement (VX) sont indexés 
par le même ensemble A et spt i//acz Va. Le contexte montrera, sans ambiguïté, celle 
des deux notions qui sera utilisée. 

2.7.3. Soient F = ( Z , F ) un représentant d'une 2-chaîne différentiable élémentaire 
r pour laquelle Z et F sont de classe C1 et cp une 1-forme différentielle de classe 
C1 sur Z). Soit V un voisinage de Z dans R2 sur lequel F est définie. Soit (VP)PEB 
un recouvrement ouvert de V tel que, pour tout VfiC\Z9 il existe un difféomorphisme 
hp de VpHZ sur un ouvert de R2, d'un demi-espace, ou d'un quadrant. Soit (il/a)aeA 
une partition différentiable de l'unité subordonnée à (VP) ; alors ^ ^ a ^ 1 - Pour 

tout oc£A, on a : sp t ( \ I / „F*(P)ŒV, , 

Supposons que le compact à bord Z possède la propriété suivante : tout point 
du bord de Z a un voisinage ouvert difféomorphe à un ouvert d'un demi-espace ; 
on a : 

(2.9) 

ou bien Vfif)bZ=09 alors le second membre de (2.9) est nul d'après le théorème 
2.5.4, ou bien K D è Z ^ 0 ; alors pour des coordonnées (JC15 x%) convenables 
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(voir 2.6.4) dans hp(Vp), on a : h» 1*(\l/aF*(p) = a1 dx1+a2 dx2 et 

mais 

donc 

d'où, en sommant sur (x^A, 

Le cas où Z a des points ayant un voisinage difféomorphe à un quadrant se traite 
de la même façon. 

Pour une 1-chaîne quelconque T, on a, de même, par linéarité 

(2.10) 

c'est la formule de Stokes qui a exactement la même forme que (2.8) pour q>=f 
de degré 0 ; (2.8) sera aussi appelée formule de Stokes. 

2.8. Formes différentielles fermées 

Soit D un ouvert de R2. 

2.8.1. Si, pour tout couple (a, b) de points de Z>, il existe un arc différentiable 
par morceaux joignant a et b, on dit que D est connexe par arcs différentiables par 
morceaux. 

2.8.2. Proposition. — Tout ouvert D de R2 connexe est connexe par arcs diffé-
rentiables par morceaux. 

DÉMONSTRATION. — Tout point x ^ D est centre d'un disque ouvert U contenu 
dans D. Tout point de U est joint à x par un segment de droite contenu dans U. 
Soient a un point de D et E = { y £ D ; il existe un arc différentiable par morceaux 
joignant a h y} ; E est ouvert non vide d'après ce qui précède. Soit z £ E ; tout 
disque ouvert U contenu dans D, centré en z, rencontre E, il existe un segment de 
droite joignant tout xÇUPiE à z dans U9 donc un arc différentiable par morceaux 
joignant a à z, i.e. E est fermé ; D étant connexe, E = D . • 

2.8.3. Soit œ une 1-forme différentielle C° sur D ; une fonction F de classe C1 sur 
D est dite primitive de œ si d F = œ . 

2.8.4. Lemme de Poincaré. — Soit co une 1-forme différentielle C1 dans un disque 
ouvert D de R2, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) da>=0; 
(ii) co a une primitive F, C2 dans D. 
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DÉMONSTRATION. — (ii)=Ki) : co = à F est de classe C1 et dco = d d F = 0 . 
(i)=>(ii) : Soient (x, y) les coordonnées dans R2 ; supposons D centré en (x0, y0) ; 

pour tout point (x, y )£D, soit y un cycle de R2 dont l'image r est le bord du rec
tangle, à côtés parallèles aux axes, de sommets opposés (x0,y0) et (x, y). Soit 
A l'intérieur du rectangle ; ÂczD et Z est un compact à bord de R2 ; A est orienté 
par l'orientation canonique de R2 et y est orienté comme bord de A ; l'injection 
canonique appliquée à A définit la 2-chaîne différentiable S de bord bô = y. D ' ap rès 
la formule de Stokes f a>= fs dco, (i) entraîne 

(2.11) 

On a y = y±—y2 où yt et y2 sont deux arcs joignant (x0, y0) à (x, y) ; (2.11) en
traîne 

Posons co = P d x + Q d y ; soit h£R assez petit pour que ( X + / J , y ) £ D ; on a : 

de même P et Q étant C1, F est C2 et dF=co. 

2.8.5. Corollaire. — Toute 1-forme différentielle C1, à-fermée dans un ouvert D 
de C admet une primitive localement, i.e. au voisinage de tout point de D. 

DÉMONSTRATION. — Tout point (x0, j0) de D est centre d'un disque ouvert dans 
lequel 2.8.4 est valide. • 

2.8.6. Proposition. — Soit co une 1-forme différentielle de classe C° sur un ouvert 
connexe D de R2, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) co admet une primitive dans D ; 
(ii) pour tout 1-cvcle y de Z), on a : f„co=0. 

DÉMONSTRATION. — (i)=>-(ii) : co = d F où F est une fonction de classe C1 sur Z), 
soit y un arc différentiable de D joignant a à P, alors fy d F = F(p) — F(a) (formule 
de Stokes) ; si y est un 1-cycle, pour tout aÇspty, on a : jy d F = F ( a ) — F(a) = 0. 

(ii)=>(i) : Soit z0=(x0, y0)£D ; pour tout z = ( x , y)£D, d'après 2.8.2, il existe 
un arc différentiable par morceaux ô joignant z0 à z ; soit co = P dx + Q dy ; alors 
F ( z ) = f*co est indépendant du choix de ô d'après (ii) ; de plus, pour h£R assez 

petit, F( donc existe et est 

égal à P(x , y) ; de même donc dF=co . 
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2.8.7. Généralisation 

Une 1-forme co de classe C° sur un ouvert D de C est dite fermée si, au voisinage 
de tout point z£Z>, il existe une fonction FZ de classe C1 telle que dFz=œ. 

2.8.8. Lemme. — Soit œ une 1-forme différentielle C° sur un ouvert D de R2, 
alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) co est fermée ; 
(ii) tout point ZQÇ D est centre d'un disque UZq tel que, pour tout 1-cycle y de 

D ayant pour image le bord r d'un rectangle A à côtés parallèles aux axes Ox> 
O y avec 2ŒUZq, on ait f y œ = 0 . 

DÉMONSTRATION. — (i)=>(ii): il existe une fonction FZQ telle que œ = dFZo sur un 
disque UZQ centré en z0, contenu dans D ; alors f y œ = 0, d'après 2.8.6. 

(ii)=>(i) : soit z = (x ,y) un point de UZQ ; z et z0 sont les sommets opposés d'un 
rectangle A à côtés parallèles aux axes et contenu dans UZQ ; le bord r de A porte 
deux arcs differentiates par morceaux yx et y2 d'extrémités z0 et z ; alors f7ico = 
= f,, co — F(z) : comme dans la preuve de 2.8.6, pour a> — P d x + O dv on trouve 

3 . T h é o r è m e d e C a u c h y 

3.1. Théorème. — Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert D de C, alors 
la forme différentielle f ( z ) dz est fermée dans D. 

Par définition ( 1 . 3 . 1 ) , / est C-différentiable en tout point de D. On va d'abord 
démontrer la proposition suivante qui entraîne 3.1 lorsque/est C1. 

3.1.1. Proposition. — Si f est une fonction C1 sur un ouvert D de C, alors les deux 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) / est holomorphe sur D ; 
(b) f ( z ) dz est une 1-forme différentielle d-fermée sur D. 

DÉMONSTRATION. — 6o=/(z) dz est de classe C1 ; 

La condition de Cauchy (1.8) d f / d z = 0 sur Z) équivaut donc à dœ = 0 sur D. • 

DÉMONSTRATION de 3.1. — D ' ap rès 2.8.8, il suffit de prouver que pour tout 
1-cycle y, bord d'un rectangle A à côtés parallèles aux axes Ox, Oy, tel que ZezD, 
on a / y / d z = 0 . 

Soit A un tel rectangle, on subdivise chaque côté en 2fc parties égales A;£N*, ce 
qui détermine 4k rectangles homothétiques à A, qu'un note A\ ; 4*] et 

tels que soit yk. le bord de A), on a 
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Posons a lo r s 

Soient Fun des rectangles A) pour lequel \ock.\^-— |a| ; y(fc)=ft,d(k) et Cfc le 

centre de ; on suppose, ce qui est possible, les A{k) emboîtés A(k+1)czA(k) ; la 
suite (Ck) est une suite de Cauchy ; elle converge vers z0£ÂczD. 

Par définition de la dérivée au sens complexe en z0, on a : 

Dans le second membre, les deux premières intégrales sont nulles et le module de 
la troisième est o(l/4k) ; mais \ jywf(z ) dz|^(l/4fc)|a|, pour tout fc£N*, donc 
a = 0. • 

3.1.2. Théorème. — Soient D un ouvert de C , A une droite de C . Si f est une fonc
tion continue dans D et holomorphe dans D \ A , alors f ( z ) dz est fermée dans D. 
Même conclusion si A est remplacée par un ensemble (at)iei de points isolés ou 
par une famille {A^^j de droites parallèles telle que, pour tout i, a ^ A ^ ^ a ^ j 
étant un ensemble de points isolés. 

DÉMONSTRATION. — Soit 6 un angle de A et de l'axe réel Ox, alors z ^ z e ~ w est 
un changement de coordonnée après lequel la droite A est parallèle à l'axe des x ; 
dans la suite on suppose fait ce changement de coordonnée. 

Il s'agit de prouver que, pour tout rectangle A à cotés parallèles aux axes Ox, Oy 
J b A f d z = 0 (lemme 2.8.8). 

(a) Si 2 R \ A = $9 on est dans l'hypothèse de 3.1. 
(b) Si A porte un côté ô de A, pour s > 0 , soit AE le rectangle déduit de A par 

remplacement du côté ô par ô ± i s , le signe étant choisi pour que AeC)A = 0. Alors, 
à cause de la continuité de / , 

0 d'après (a). 

(c) Si A P l / d ^ 0 , on a A = A 1 U A 2 où A1 et A2 sont des rectangles dans la situa
tion (b) par rapport à A . 

0, d'après (b). 

(d) La dernière assertion résulte de la première et du fait que la famille (A^^ j 
est localement finie. • 

3.2. Lemme. — Toute fonction holomorphe f sur un ouvert D de C est de classe C1. 

DÉMONSTRATION. — Soit Ç£Z>, considérons la fonction 

(3.1) 
pour z£D, z ^ C 

pour z = C 
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g^(z) est continue sur D et elle est Jtiolomorphe pour z ^ C \ d'après 3.1.2, co=gc(z) dz 
est fermée, donc pour tout point zx de JD, il existe un voisinage U de zx dans D et 
une fonction F(z), C1, telle que co — d F sur U. 

Soit A un rectangle borné à côtés parallèles aux axes Ox, Oy tel que A a D ; 2 
étant compact, il existe un quadrillage fini de A dont les côtés sont parallèles aux 
axes Ox, Oy tel que tout rectangle du quadrillage soit contenu dans un ouvert Uj 
connexe ( 7 = 1 , ri) sur lequel co a une primitive Fj et que tout U j O U ^ O soit 
connexe, alors Fj—Fk=Cjk constante sur Ujf)Uk9 on vérifie, de proche en proche, 
pour 7 '=1 , n que, pour tout7, il existe une constante Cj satisfaisant à Cj—Ck — 
= —Cjk sur Uj(MJk9 alors la fonction F telle que F \ U j = F j + Cj est une primitive 

n _ 
de co sur le voisinage ouvert U = U Uj de A. 

Le bord y du rectangle A est une 1-chaîne différentiable contenue dans l'ouvert 
connexe U, alors d'après 2.8.6, on a : 

(3.2) 

Mais, pour tout Ç£D et z^C> on a Pour tout ££zl, les 

trois fonctions ci-dessus sont continues sur 7, alors 

Soit y/ un cercle de centre C bord d'un disque ô fermé de rayon r contenu dans .A9 

alors est C°° d-fermée dans U \ ô et, d'après la formule de Stokes 

(3.3) 

Donc, compte tenu de (3.2) et de (3.3), on a : 

(3.4) 

La fonction est continue sur le compact y, donc l'intégrale du premier 

membre de (3.4) est derivable sous le signe , on a 2: • dz, fonc

tion continue en C l tout point de D étant intérieur à un rectangle borné fermé A 
de C contenu dans D, la fonction / est C1 dans D. • 
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3 . 3 . Conséquences du théorème 3.1 

3.3.1. Proposition. — Toute fonction f holomorphe sur un ouvert D de C admet 
localement une primitive holomorphe. 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès 3 . 1 , f dz est fermée dans D, i.e. tout point z0£D 
a un voisinage U sur lequel il existe une fonction F, de classe C1 telle que d F = 

dz, donc sur U9 et F est holomorphe sur U. 

3.3.2. Proposition. — Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert D de C, 
alors pour tout 1-cycle y bord d'une 2-chaîne r différentiable de Z), on a : f fdz—0. 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès 3 . 1 , f dz est fermée sur D ; d'après 3 . 2 , f dz est de 
classe C1. Alors la formule de Stokes entraîne fâz) = 0. 

3.3.3. Lemme. — Si une fonction F est holomorphe sur un ouvert U de C, alors 

est holomorphe sur U. 

DÉMONSTRATION. — Tout point z0 de U est centre d'un rectangle fermé r contenu 
dans U de bord le cycle y ; d'après la fin de la démonstration de 3 . 2 , pour z £ F , 

on a : F'i l'intégrale est derivable par rapport au para

mètre z et sa dérivée est continue, alors = 0, donc F ' est 

holomorphe sur f donc sur U. 

3.3.4. Théorème de Morera. — Soit f une fonction continue dans un ouvert D de 
C telle que f dz soit fermée, alors f est holomorphe dans D. 

DÉMONSTRATION. — f dz étant fermée, tout point z0 de D a un voisinage U sur 
lequel il existe une fonction F , C1 telle que dF=(dF /dz ) dz+(dF/dz) d z = f dz, donc 

d F / d z = 0 sur U9 i.e. Fest holomorphe sur U ; de plus d'après le lemme 

3 . 3 . 3 , / est holomorphe sur U9 donc sur D. 

3.3.5. Corollaire. — Soient D un ouvert de C, A une droite de C et f une fonction 
continue sur D, holomorphe sur D \ A , alors f est holomorphe sur D. 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès 3 . 1 . 2 , f dz est fermée sur D ; d'après le théorème de 
Morera, / est holomorphe sur D. • 
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4. Indice d'un cycle de dimension 1 
4.1. Définition. — Soient y un 1-cycle à support compact dans C et Q=C\sp ty ; 
pour tout C€ ¿2, on appelle indice de y par rapport à £, le nombre 

4.2. Théorème. — Dans les notations de 4.1, l'indice Ind(y, £) de y par rapport 
à C est une fonction à valeurs entières positives ou négatives, constante sur chaque 
composante connexe de Q et nulle sur la composante connexe non bornée de Q. 

DÉMONSTRATION. — Il suffit de démontrer le théorème dans le cas où y est un 
n 

arc différentiable par morceaux. D ' ap rès 2.6.3. y = £ ?/ où yf : I-+C est une 

application C1 avec yJ.(l)=yJ.+1(0), pour / = 1 , w —1 et 7„(l)=7i(0) . 
L'application y : [0, n ] ^ C telle que (y\[k9 k + l])(t) = yk+1(t—k) est continue ; 

elle est C1 sur chaque intervalle ]k, fc + l [ , k = 09 1 ; elle a des dérivées à 
gauche et à droite aux points 1, . . . . k — 1 et une dérivée à droite (resp. à gauche) 
en 0, (resp. n). 

Pour t£[09 «], considérons <p(/) = exp alors 

sur tout intervalle [fc, A:+l], les dérivées aux extrémités étant des dérivées à droite 

(resp. à gauche). Sur chaque intervalle ]/c, A:+1[, la fonction ayant 

une dérivée nulle, est constante, donc elle est constante sur [0, n]. Alors 

i.e. ayant pour exponentielle 1, 

l'expression est un entier rationnel. 

De plus, la fonction est continue sur [k, k + l ] X Q , donc 

est continue sur Q et il en est de même de Ind(y , O étant une fonc

tion continue de C à valeurs entières est constante sur chaque composante connexe 
de Q. 

En outre, Ind(y, Ç) tend vers 0 quand |C|-*°°? donc est nul sur la composante 
connexe infinie de Q. • 

4.3. Dépendance de ' 

4.3.1. Théorème. — Si r est une 2-chaîne de C à support compact et si spt T, 
alors Ind(W \C )=0 . 

DÉMONSTRATION. — La fonction : est holomorphe, donc C1 sur un voisinage 
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ouvert U de s p t r , alors, d'après la formule de Stokes 

car est d-fermée. 

4.3.2. Dans un ouvert de C, on dit que deux 1-cycles y, yx sont homologues, s'il 
existe une 2-chaîne différentiable r telle que y1—y=br ; alors le théorème 4.3.1 
s'énonce ainsi : 

4.3.3. Corollaire. — Soit C^C, alors, si deux \-cycles y, yx de C \ { £ } sont 
homologues dans C \ { £ } , on a : 

5. F o r m u l e i n t é g r a l e d e C a u c h y 

On appelle difféomorphisme ju : A-^D un homéomorphisme d'ouverts de R2, 
de classe C1 ainsi que son inverse. Une application différentiable fi est un difféo
morphisme local si tout point x^A a un voisinage ouvert Ux dans A tel que fi\Ux 
soit un difféomorphisme : Ux-+[i(Ux). 

5.1. Théorème. — Soient D un ouvert de C et f une fonction de classe C1 dans D. 
Soit r une 2-chaîne différentiable à support compact de D, de représentant 
£ nj(ZJ9 Fj)9 de bord le 1-cycle y et soit Ç £ D \ s p t y . Alors, si pour tout j^J9 

Fj est un difféomorphisme local, on a : 

(5.1) 

si, en outre, f est holomorphe dans D, 

( 5 . 2 ) 

DÉMONSTRATION. — r = £ où / est un ensemble fini, 1} a pour représentant 

(Zj9 Fj) où Zj est un compact à bord et Fj une application différentiable propre, 
dans D, d'un voisinage ouvert V} de Zj dans R2. On désigne par Br=B(Ç, r) le 
disque fermé de centre C, de rayon /->() dans C. Pour 8 > 0 assez petit F~1(BE)nZJ 
est un compact à bord Z \ . 

Soient r i la chaîne élémentaire de représentant (Z\9 FX et yF le 

bord de r / . La 2-chaîne Ae=r—re' a pour représentant son 

support est disjoint de (CI et son bord est b r ~ b r i = y — y D 

D'après 4.3.3, Ind (y, Q = Ind (yE, 0 ; la 1-forme dz est C1 dans 

Z>\{(}, alors, pour 6 > 0 assez petit, la formule de Stokes appliquée à co et à la 
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2-chaîne AF donne 

(5.3) 

Quand 8 -^0 , f(z) étant continue en tend vers 

Ind (y, O d'après 4.3.3. étant localement integrable au 

voisinage de C, il en est de même de F j g au voisinage de étant C1 

en dehors de F . 1(C), est intégrable sur Zj9 donc, quand 

tend vers alors (5.3) entraîne (5.1). 

Si / est holomorphe dans D, sur D, donc d'où 
(5.2). 

5.2. Quand la fonction / est holomorphe, la relation 

(5.2) 

est appelée la formule intégrale de Cauchy ; la fonction holomorphe en z 

et C en dehors de la diagonale de C X C , est le noyau de Cauchy. (5.1) est appelée 
formule de Cauchy non homogène. 

5.3. Problème du d" à donnée à support compact 

5.3.1. Soient D un ouvert de Cet Z un compact à bord de Z>, alors b Z est un 1-cycle. 
On considère la 2-chaîne (Z, idD) qu 'on note encore Z , on pose A = Z . Une forme 
différentielle de degré p en dz et de degré q en dz est dite de type (p, q). 

5.3.2. Théorème. — Dans les notations ci-dessus, pour toute 1-forme différentielle 
co, C1, de type (0 ,1) , à support compact dans A9 i l existe une fonction g C1 sur A 
telle que d"g = œ. 

DÉMONSTRATION. — Soit où / est C1 à support compact dans A ; pour 

z £ J , on pose g(z)- et w (z+w) étant C1 en z et 

à support compact en w, par dérivation sous le signe on a 

D'après (5.1), 
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5 . 5 . 5 . Corollaire. — Soit D un ouvert de C, pour toute 1-forme différentielle Ck9 
de type ( 0 , l )9co=f ûz9 à support compact dans D9 i l existe une fonction g Ck sur D 
telle que d"g=œ. 

DÉMONSTRATION. — Pour un point z0 quelconque de D, considérons, une fonction 
\l/ C* à support compact dans D égale à 1 sur un voisinage V de z0 dans D ; soit 

on a avec 

Alors, d'après la démonstration de 5.3.2, gj est de classe Ck dans C. Soit A un 
disque ouvert centré en z0 et contenant s p t ^ , pour Ç£z1, d'après 5.3.2, on a : 
d " g i ( 0 = œ - En outre, dr/^2(0 = 0 dans V. Donc d " g = œ dans V ; z0 étant ar
bitraire dans Z), on a : 

dans D avec 

5 . 4 . Ouverts simplement connexes de R: 

5.4.1. Espace connexe par arcs 

Soient X un espace topologique et / = [ 0 , 1]<ZR muni de la topologie induite 
par celle de R . On appelle arc (continu) de X toute application continue y : I-+X ; 
a~7 (0 ) est l'origine et b = y ( l ) l'extrémité de y. On dit aussi que y est un arc 
joignant a h b. L'intervalle / étant connexe, l'image y ( 7 ) , appelée support de y et 
notée spt y est connexe, donc contenue dans une composante connexe de X. 

L'espace X est dit connexe par arcs si deux points quelconques de X peuvent 
être joints par un arc de X. Dans un ouvert D de C, tout arc différentiable par mor
ceaux est un arc continu, donc, d'après 2.8.2, si D est connexe, il est connexe par 
arcs. 

Un arc y est dit fermé si y (0 )=y( l ) ; il est dit constant si y est l'application con
stante de I sur un point a de X. 

5.4.2. Soient D un ouvert connexe de C, co une 1-forme continue fermée dans D 
et y : I -+D un arc continu dans D. Une fonction f : I ^ C est appelée une primi
tive de co le long de y si, pour tout T £ 7 , il existe une primitive F de co dans un voisinage 
U de y(r) dans D telle que, pour tout t £ l assez voisin de T, f ( t ) = F(y(t)) . 

5.4.3. Proposition. — Dans les notations de 5 . 4 . 2 , pour toute 1-forme continue 
fermée co dans D, pour tout arc continu y dans D, co admet une primitive le long 
de y, définie à Vaddition près d'une constante. 

DÉMONSTRATION. — (a) unicité : soient fl9 f2 deux primitives de co le long de y, 
alors fx—fz, localement constante sur l'ensemble connexe 7, est constante. 

(b) existence : pour tout xÇT, il existe un disque ouvert UT dans D, centré en 
y(r) sur lequel co possède une primitive F'x ; y étant continu, il existe un intervalle 
I, contenant T et ouvert dans I tel que y (L)c :Ut . L'intervalle I étant compact il 
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existe un nombre fini de points Ti<.. .<Tw de /tels que (Jx)j=\ » soit un recouvre
ment ouvert de 7, alors (U, )/aBl „ est un recouvrement ouvert de y(7). 

Soient des points de 7 tels que 
tn = l. Alors 

soit F ; = F ; Sur qui est connexe, on a 

Posons pour 7 = 2 , 

Alors sur donc il existe 

une fonction F sur telle que dF=co sur U, et est une primi

tive de co le long de y. 

5.4.4. Soient y : I ^ D un arc différentiable par morceaux d'origine a9 d'extrémité 
b et co une 1-forme différentielle continue fermée sur Z), de primitive / le long de y ; 
dans les notations de 5.4.3, il existe ¿ 0 = 0 , h* ' « = 1 tels Que 7j = yl[0» 0+ 
7 = 0 , . . . , « — 1 , soit différentiable et que y([tj, tJ+1]) soit contenu dans le disque 
Ut sur lequel co admet la primitive F ; . Alors 

(5.4) 

d'après (2.8). 
Si y est un arc seulement continu, d'après 5.4.3, le dernier membre de (5.4) a un 

sens et on définit l'intégrale fyco de co sur y par la formule ; 

(5.5) 

5.4.5. Dans un espace topologique X9 on considère un arc (continu) fermé y : I ^ X 
tel que y(0) = y(l) ; on dit que y est homotope à un point a, s'il existe une applica
tion continue 

telle que : 
1) y - r ( o , . ) ; 
2) r ( j , 0 ) = r ( j , 1) pour tout s £ l 
3) y1 = r ( l , . ) est l'arc constant de support le point a£X. 

On dit qu 'un espace connexe par arcs X est simplement connexe si tout arc fermé 
de X est homotope à un point. 

5.4.6. Soient D un ouvert connexe de C, co une 1-forme différentielle continue 
fermée dans D et F : 7x7-^7) une application continue, s'il existe une fonction 
continue / : 7X7—C possédant la propriété suivante : pour tout (c, T ) £ / X / , il 
existe une primitive Faz de co dans un voisinage de F(cr, T) dans D telle que /(.y, t) = 
=Faz(r(s91)) sur un voisinage de (cr, T) dans 7 x 7 , la fonction /est appelée une 

primitive de co par rapport à T. 



32 FONCTIONS HOLOMORPHES ; THÉORÈMES DE CAUCHY 

5.4.7. Lemme. — Pour toute 1forme continue fermée co dans un ouvert D de C, 
pour toute application continue T : I x l  ^ D , i l existe une primitive de co par 
rapport à r définie à l'addition près d'une constante. 

DÉMONSTRATION. — Adapter le second paragraphe de la démonstration du lemme 
3.2. • 

5.4.8. Lemme. — Si y est un arc fermé homotope à un point dans un ouvert D de 
C, pour toute 1forme continue fermée co, on a : 

DÉMONSTRATION. — Il existe une application continue Г : I X I ^ D satisfaisant 
aux conditions 1), 2), 3) de 5.4.5. D'après 5.4.7, il existe une primitive / de co par 
rapport à Г. 

d'après 3) 
Soient 

ce sont des arcs continus joignant b à a, alors 

mais d'après 2) <50 = ôj , donc 

On définit les 1chaînes (continues) à partir des arcs (continus) comme les 1chaînes 
différentiables à partir des arcs élémentaires différentiables (2.6.2), d'où les notions 
de bord et de cycle (cf. 2.6.2). 

Remarquons que tout 1cycle est combinaison linéaire d'arcs fermés. 

5.4.9. Corollaire. — Pour toute 1forme différentielle continue fermée co d'un 
ouvert simplement connexe D de C, tout 1cycle (continu) y de D, on a : 

5.4.10. Théorème. — Toute 1forme différentielle fermée dans un ouvert simple

ment connexe D de C possède une primitive dans D. En particulier, toute 1forme 
holomorphe, dans un tel ouvert D, possède une primitive holomorphe dans D. 

DÉMONSTRATION. — D'après 5.4.9, pour tout 1cycle y, différentiable par mor

ceaux, on a jyco = 0 ; d'après 2.8.6, co possède une primitive dans D. • 

5.4.11. Corollaire. — La fonction log z admet une détermination continue dans 
tout ouvert simplement connexe D de C*. 

DÉMONSTRATION. est holomorphe, donc fermée dans D, d'après 5.4.10, 

elle admet une primitive dans D, qui est une détermination continue de log z dans 
D9 d'après 1.5.5. • 
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5.5, Formule de Cauchy homotopique 

Soit X un espace topologique. 

5.5.2. Arcs homotopes 

On dit que deux arcs continus y, y1 : I-+X sont homotopes dans X, s'il existe 
une application continue 

r : I X I - X 
telle que 

1) y = T ( 0 , . ) 
3) yi = r ( l 9 . ) . 

ys=T(s9 . ) , s £ l est alors un arc continu d'origine r ( s , 0), d'extrémité r(s9 1). 
Deux arcs continus fermés seront dit homotopes si, en outre 

2) r ( s , 0) = r ( s , 1) pour tout s£L 

La situation 5.4.5 est alors un cas particulier de celle-ci. 
La famille (ys)s€[o,i] est dite une déformation continue de y0 en y±. 

5.5.2. Indice d'un arc continu fermé 

Soient y un arc continu fermé dans C et ££C, £(£Im (y) ? on appelle indice de y 
par rapport à £ le nombre 

Si y est différentiable par morceaux, cette définition coïncide avec 4.1 pour un 
arc fermé. 

5.5.5. Théorème. — Dans les notations de 5.5.2, Ind (y, C) est une fonction à 
valeurs entières telle que : 

1) si yx est un arc fermé homotope à y dans C \ { £ } , on a : 

2) Ind (y, £) est constant sur chaque composante connexe de C \ I m (y) ; 
3) si Im(y) est contenue dans un ouvert simplement connexe de C \ { £ } , 

DÉMONSTRATION. — Si / est une primitive de le long de y, on a 

=/(1)—f(0) différence de deux déterminations continues de log(z—£) au point 
y(0) : c'est un multiple entier de 2ni 

1) résulte de 5.4.7 ; 
2) se démontre comme dans 4.2 ; 
3) résulte de 5.4.9. • 



34 FONCTIONS HOLOMORPHES ; THÉORÈMES DE CAUCHY 

5.5.4. Théorème, — Soient f€@(D)9 C£D, y un arc fermé de D tel que Ç$Im(y) 
et homotope à un point dans D. Alors 

DÉMONSTRATION. — On considère la fonction gc(z) définie par (3.1). Alors gcdz 

est fermée dans D, donc d'après 5.4.8 et 

d'après la définition 5.5.2. 

6. S u r f a c e s d e R i e m a n n 

6.1. Variétés différentielles de dimension 1 et 2 

6.1.1. Cartes 

Soit n l'entier 1 ou 2 supposé constant dans chaque définition. 
Sur un espace topologique X, on appelle carte de dimension n de X un homéo-

morphisme h d'un ouvert U de X sur un ouvert de Rn. L'ouvert U est appelé le 
domaine de la carte ; on dit que c'est un ouvert de carte. On désigne parfois une 
carte h par le couple (h, U). 

Si V est un ouvert de X contenu dans U alors h\V est une carte de domaine V. 

6.1.2. Cartes compatibles 

a) Deux cartes h et h ' de X, de même domaine U sont dites compatibles si les deux 
homéomorphismes réciproques 

sont de classe Cq pour #£NU{<~} au sens des applications d'un ouvert de Rn dans 
un autre. 

b) Deux cartes (h, U) et (h \ U') sont dites compatibles si 
ou bien u n u ' = 0 ; 
ou bien h \UPïU ' et h ' \ U n U ' sont compatibles au sens de a). 

6.1.3. Atlas 

Un atlas de X, de classe Cq9 est un ensemble de cartes, de dimension n, deux à 
deux compatibles, dont les domaines constituent un recouvrement de X. L'existence 
d'un atlas impose à l'espace X d'être homéomorphe, au voisinage de chaque point, 
à un ouvert de R". 
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Deux atlas de classe Cq sont dits compatibles si leur réunion est un atlas de classe 
Cq ; on vérifie que la compatibilité est une relation d'équivalence dans l'ensemble 
des atlas de classe Cq de X. 

6.1.4. Variété différentielle de dimension 1 ou 2 

On appelle variété différentielle de dimension n, ( n = l ou 2 ) , de classe Cq9 un 
espace topologique séparé X, réunion dénombrable de compacts, muni d'une classe 
d'équivalence d'atlas 51, de classe Cq. C'est donc un couple (X9 51) qu'on désignera 
par X seul lorsque 51 sera défini sans ambiguïté. Lorsque la mention de la dimension 
sera sans importance, nous l'omettrons ; en outre, on désignera aussi par 51 un 
atlas de la classe d'équivalence donnée. 

6.2. Surfaces de Riemann 

6.2.1. On va définir des variétés différentielles de dimension 2 particulières. Identi
fions C à R2 par le R-isomorphisme d'espaces vectoriels j : z—x+iy>-+(x9y). 

Soit X un espace topologique séparé, réunion dénombrable de compacts muni 
d'un atlas 51 dont les cartes (h9 U) satisfont aux conditions suivantes : 

1) h (U) est un ouvert de C identifié à R2 par j ; 
2 ) si (h9U)9 (h' ,U')£W9 u n U ' ^ i ï 9 l 'homéomorphisme h ' o h - ^ h i u n u ' ) est 

une fonction holomorphe de l'ouvert h ( U f ) U ' ) de C à valeur dans l'ouvert 
h'(Uf) U ' ) de C. 

6.2.2. 51 est appelé un atlas analytique complexe, h une carte holomorphe ; deux 
tels atlas sont dits équivalents si leur réunion est un atlas analytique complexe. 
X muni d'une classe d'équivalence d'atlas analytiques complexes est appelé une 
variété analytique complexe de dimension complexe 1 ou une surface de Riemann. 

Pour tout #(îNU X e s t aussi une variété différentielle de classe Cq lorsqu'on 
la munit de la classe d'équivalence d'atlas de classe Cq contenant 51 ; cette variété 
est dite la structure différentielle sous-jacente à la structure analytique complexe 
de X. 

6.3. Exemples de surfaces de Riemann 

6.3.1. Le plan complexe C muni de la carte identité idc. 

6.3.2. Tout ouvert U de C muni de la carte identité id^. 

6.3.3. Tout ouvert U d'une surface de Riemann X muni des cartes de A" à domaines 
contenus dans X est une surface de Riemann dite sous-variété analytique complexe 
ouverte de X ; plus spécialement, on appellera domaines de X les ouverts connexes 
de X munis des cartes ci-dessus. 
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6.3.4. La droite projective complexe ou sphère de Riemann 

C'est l'espace topologique P1(C) (qu'on notera aussi P1), quotient de C2\{0} 
par la relation d'équivalence M suivante : Çl9 £2£C2\{0} sont liés par & s'il existe 
A£C* tel que £2 = Acjx ; autrement dit, c'est l'ensemble des droites complexes de 
C2 issues de 0, muni de la topologie quotient de C2\{0} par M. Soient (z1?z2) 
les coordonnées dans C2 ; les éléments de C2\{0} sont les couples (zl9 z2)^(0, 0). 
Soit 

classe de 

Considérons les couples (zl9 z2)£C2 ; z ^ O , on a : n(zl9 z2) = n(z1z~1, 1) ; soient 
Ç=z1z~1, {/=z2z1_1 ; z ^ O ; les cartes £, ( ' ont pour domaines deux ouverts U9 
U ' de P1 homéomorphes à C et constituent un atlas de P1. Remarquons que U 
recouvre P1 complètement à l'exception du point n(zl9 0) que l'on notera °° et 
contient 7i(0, z2) noté 0 ; de même t / ' ^ P ^ j O } ; en outre, sur U C \ U \ on a 
£ '=£_1 . On remarque aussi que les ouverts de P1 sont ceux de U et les complé
mentaires, dans P1, des compacts de U9 de sorte que P1 en tant qu'espace topolo
gique est le compactifié d'Alexandrov de C obtenu par adjonction du point à l'in
fini oo, 

D'autre part P1 est homéomorphe à la sphère S2 de R3 centrée à l'origine ¿2, 
de rayon 1, munie de la topologie induite par celle de R3, car les deux cartes (£, £/), 
(£', U') peuvent être décrites comme suit : ( € C est la projection (stéréographique) 
à partir d'un point ~ de .S2 sur le plan équatorial associé E (i.e. le plan identifié à 
R2, de R3, d'origine ¿2, orthogonal à Q°°9 orienté par le vecteur Q^>) considéré 
comme le plan complexe C, C-1 est obtenu par projection dans E à partir du point 
O de S2 diamétralement opposé à oo et passage à l'imaginaire conjugué dans C, i.e. 
symétrie par rapport à l'axe réel de C. 

En outre UP\U ' est homéomorphe à C* et U9 U ' étant connexes, il en est de 
même de U U U ' = F \ 

6.4. Applications différentiables ; formes différentielles 

6.4.1. Soient X et Y deux variétés différentielles de classe Cq9 de dimensions éven
tuellement différentes. Une application / : X-+Y est dite p-fois continûment dif
férentiable ou (de classe) Cp9 (/?£NU{°°}, p ^ q ) si elle est continue et vérifie la 
condition suivante : pour tout couple de cartes (h, U), (k, V) de X et de Y respecti
vement tel que f(U)czV9 l'application 

est de classe Cp en tant qu'application d'un ouvert de Rn dans un ouvert de R" 
(w,/ i '<2) . 
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En particulier R" (ou C) muni de sa structure R-vectorielle et de la carte identité 
est une variété différentielle de toute classe et toute application Cp : X ^ R (resp. 
X ^ C ) est appelée une fonction (de classe Cp) à valeurs réelles (resp. complexes) 
sur X. 

6.4.2. Partition Cp de l'unité sur une variété différentielle 

La définition et le théorème d'existence sont les mêmes que sur un ouvert de R2. 

6.4.3. Coordonnées locales 

Soit (h, U) une carte d'une variété différentielle X de classe Cq9 alors h est une 
application Cq : 

ou selon que n = 1 ou 2 ; 

est une fonction Cq sur U ; les fonctions xx (ou xl9 x2) sont appelées 

les fonctions coordonnées, ou les coordonnées locales de X, sur U définies par la carte 
(/z, U ) . Dans la suite du n° 6.4, on suppose n = 2. 

6.4.4. Soit / une fonction Cp sur un ouvert U de la carte h de X, alors, pour x£ (7 

sera notée f(xl9 x2) \ cette fonction définie sur l'ouvert h (U) de Rn dépend de la 
carte h. 

6.4.5. Soit X une variété différentielle ; une carte (h, U) de X telle que x£ t / est 
dite une carte de X en x. 

Comme dans 2.1, pour x£X, soit l'espace vectoriel des fonctions C1 au voisinage 
de x ; si fgÇ.^x9 il existe un voisinage ouvert V de x contenu dans le domaine 
U d'une carte h en x sur lequel f et g sont C1. On considère la relation M 
dans : y^g- signifie 

(6.1) 

(h, U) étant choisie il est clair que M est une relation d'équivalence. M ne dépend 
pas de la carte (h, U) ; en effet (k9 U') étant une autre carte de X en x, quitte à 
rétrécir t / et U \ on peut supposer U ' = U . Alors 

/zofc 1 étant un difféomorphisme : k(U)-+h(U)9 (hok '1 ) est un isomorphisme : 
R2-^R2 ; alors la relation (6.1) équivaut à 

(6.2) 
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6.4.6. La situation de 2.1 est celle dans laquelle la carte h est l'identité. On montre, 
comme en 2.1, que tFJ@t est un C-espace vectoriel de dimension 2, qu'on notera 
T*(X) et appellera Y espace cotangent complexe à X en x ; pour / 6«^ . on note 
d f = d x f la classe de / dans T*(X) et on appelle différentielles en x les éléments de 
T*(X). L'application 

est un C-isomorphisme. 
Si (xl9 x2) sont des coordonnées locales en x (i.e. sur un voisinage de x), les dif

férentielles en x s'écrivent de façon unique 

6.4.7. On considère, comme en 2.2, l'ensemble T * ( X ) = M T*(X)9 réunion dis

jointe et l'application projection 

Pour tout ouvert W de X, soit cp : W-+T*(X) une application telle que nocp = 
^ i d j ^ , alors si (xl9 x2) sont des coordonnées locales sur un voisinage U d'un 
point de W9 pour x£WC\U, <p(x) = a1(x) dx1-\-a2(x) dx2 où a} est une application : 
P ^ n c 7 - C , y = l , 2 . 

L'application cp est appelée une 1-forme différentielle sur W. 
On dira que cp est C si les a.j sont C . Avec la convention de 6.4.4, on a 

(6.3) 

Si (h9 U)9 (k, U) sont deux cartes de A'définissant les coordonnées locales (xl9 x2), 
(Én £2) respectivement, koh~1 : h(U)^k(U) est un difféomorphisme et l'expres
sion de cp à l'aide des coordonnées locales (£l5 £2) est, d'après (6.3) 

(6.4) 
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Par application de la formule intégrale de Cauchy sur le bord d'un disque, puis 
sur le bord d'une couronne, on obtient le développement (de Taylor) en série entière 
en z—z0 d'une fonction holomorphe au voisinage d'un point z0 et le développement 
en série de Laurent d'une fonction holomorphe dans un disque privé de son centre. 
Un grand nombre de théorèmes fondamentaux en découlent très simplement : 
théorème d'identité (ou principe du prolongement analytique), inégalités de Cauchy, 
théorème de Liouville, principe du maximum, lemme de Schwarz. Le développement 
de Taylor d'une fonction holomorphe dans un disque permet l'approximation d'une 
fonction holomorphe par des polynômes holomorphes, d'où une solution du problème 
du d" dans le disque ouvert. Le développement de Laurent permet l'étude des points 
singuliers, en particulier des pôles, des fonctions holomorphes dans le complémen
taire d'un ensemble discret, et l'introduction des résidus d'une 1-forme différentielle, 
d'où le théorème des résidus qui généralise la formule intégrale de Cauchy. Ce 
dernier théorème permet une étude des zéros et des pôles d'une fonction méro-
morphe et le calcul d'intégrales de fonctions de variable réelle par la méthode des 
résidus. Un paragraphe préliminaire rappelle des résultats sur les séries de fonctions 
et les séries entières convergentes. 

0. Sér ies en t i ères c o n v e r g e n t e s 

0.1. Séries de fonctions 

Soit E une partie de C ; on considère les fonctions / sur E à valeur dans C. Pour 
l'espace vectoriel & des fonctions bornées dans E on appelle norme de la convergence 
uniforme la fonction : 

On rappelle les définitions suivantes : on dit que la série de fonctions con

verge 
(a) simplement sur E si, pour tout z£E, la série numérique est con

vergente ; 
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(b) uniformément sur E si elle converge simplement vers une fonction / et si, 
pour tout £ > 0 , il existe un entier N(s) tel que, pour tout p ^ N ( s ) , pour tout 
z£E, on ait 

C étant un espace complet cette condition équivaut à la suivante : pour tout 
£ > 0 , il existe un entier N(s) tel que, pour tout p ^ N ( s ) , pour tout z^E, on ait 

(c) normalement sur E si la série à termes positifs converge. 

La convergence normale entraîne la convergence absolue en tout point de E et la 
convergence uniforme sur E. 

0.2. Séries entières 

0.2.1. Soit (an)n€N une suite de nombres complexes, la série de fonctions (a„zn) 
est appelée la série entière en z de coefficients (an) et est notée 

0.2.2. Théorème. — Il existe un nombre réel Q£[0, OO] unique tel que 

(a) pour tout 0 < r < la série est normalement convergente sur le 

disque fermé B(0, r) 
(b) pour tout \ z \ > Q 9 la série diverge, la suite (an zn) étant non bornée. 

Le théorème résulte du 

0.2.3. Lemme d'Abel. — Le nombre Q qui figure dans 0.2.2 est la borne supérieure 
des r^O tels que la suite (\an\rn) soit bornée. 

DÉMONSTRATION de 0.2.3. — Soit £ = sup { r^O, (\an\rn)neN bornée}. Soit r < o ; 
par définition de la borne supérieure, il existe un nombre r0£]r, Q[ tel que (|^M|r2) 
soit bornée, i.e. il existe M > 0 tel que, pour tout H £ N , \ a „ \ r ^ M . Alors, pour 
\z\*zr 

d'où la convergence normale de la série pour 

0.2.4. Le nombre Q est appelé le rayon de convergence de la série entière _ 
le disque ouvert {z£C ; | z | < ^ } est appelé le disque de convergence de la série. 

On a : 
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c'est la plus grande valeur d'adhérence de la suite (\an\lln) ; cela se démontre par la 
règle de Cauchy de convergence des séries. 

0.2.5. Une série entière de rayon de convergence strictement positif est dite une 
série (entière) convergente. 

0.3. Dérivation des séries convergentes 

0.3.1. Théorème. — Soit £ an zn une série entière de rayon de convergence Q > 0 , 
alors la somme de cette série f {z ) = £ anzn est indéfiniment C-dérivable donc 
C°° dans B(09 Q). Pour tout k > 0 , la k-ième C-dérivée de f est, pour z£B(Q, Q), 

(0.1) 

la série du second membre de (0.1) ayant pour rayon de convergence Q. 
Pour tout kdN, on a : 

et 

(0.2) 

DÉMONSTRATION. — Pour tout Ç€i?(0, Q), il s'agit de montrer que / est Cdif

férentiable en Ç et de calculer sa dérivée : pour t £B(0 , p) ; on a : 

(0.3) 

On peut supposer z et C dans B(0, r ) avec J < Q ; dans B ( 0 , r ) la série est normale

ment convergente donc 

pour tout w, quand z—zn_1+zM_2ÇH Kn_1 tend vers ft£n1 et la série £ nanzn~x 
est normalement convergente dans 5 ( 0 , r ) , donc, quand z*Ç, (0.3) a une limite 
égale à £ nar№~x \ on vérifie, à l'aide du lemme d'Abel que la série 
a même rayon de convergence que la série donnée ; elle s'obtient en dérivant cette 
dernière terme à terme. Par récurrence sur k, on vérifie (0.1) et on montre que f(z) 
est indéfiniment Cdérivable donc est C°°. En outre, pour tout k, fik)(0) = klak , 
d'où (0.2). • 

0.3.2. Corollaire. — La somme de toute série entière convergente est holomorphe 
dam son disque de convergence. • 

0.3.3. On dit qu'une fonction/définie sur un ouvert D de C est développable en 
série entière au voisinage d'un point z0£D s'il existe une série en (z—z0) convergente 
dont /est la somme. 
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1. Développement en série de Taylor d'une fonction holomorphe 

1 .1 . S o i t / u n e fonction holomorphe sur un ouvert D de C, on va é tud ie r / au voisinage 
d'un point z0£D ; pour cela on fait le changement de coordonnée z^z—z0 ; 
de sorte que, dans la nouvelle coordonnée notée encore z, / est holomorphe sur un 
disque ouvert B(0, g) = {z(iC ; | z | < g } . 

1 .2 . Théorème. — Toute fonction holomorphe dans le disque 2?(0, Q) est égale à 
la somme d'une série entière convergente dans ce disque. 

DÉMONSTRATION. — Pour tout r < Q , on va former une série entière qui converge 
normalement vers f (z ) pour | z | ^ r . 

Soit r0 tel que r < r 0 < £ et soit y0 le bord du disque B(0,r0) ; d'après la formule 
intégrale de Cauchy, pour z£B(0, r ) , on a : 

Comme |z |< | f | , on a 

L.r série sous le signe f convergeant normalement sur y0, on a : 

(1.1) 

donc la série 2e membre de (1.1) converge normalement sur J3(0, r) et le rayon de 
convergence de cette série est > r . 

Pour soit d'après le théorème de Cauchy 

étant holomorphe pour on a =0 donc 

est indépendant de rn. Finalement, pour tout z£B(0, Q), on a 

(1.2) avec 

la série du second membre ayant un rayon de convergence au moins égal à Q. 
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1.3. Théorème. — Toute fonction holomorphe f sur un ouvert D de C est déve-
loppable en série entière convergente au voisinage de tout point z0^D (i.e. est 
égale à une série convergente en (z — z0) au voisinage de z0) ; cette série est la 
série de Taylor de f en ZQ et son rayon de convergence est au moins égal à d(z0, CD). 
En outre, pour tout disque B(z09 r) d'adhérence contenue dans D et pour 
y = bB(z0, r), on a : 

(1.3) 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès la remarque 1 .1 , le théorème 1.2 et sa démonstration, 
on a : 

( 1 . 4 ) avec 

au voisinage de zQ. 
D'après 0 . 3 . 1 , on a la relation ( 1 . 3 ) , alors 

i.e. / est égale à la somme de sa série de Taylor. Enfin, / étant holomorphe dans 
B(z0, d(z0, CD)), d'après L2, la série du second membre de ( 1 . 4 ) a un rayon de 
convergence au moins égal à d(z0, CD). • 

1.4. Corollaire. — Toute série entière de rayon de convergence Q est développable 
en série entière en (z—z0) au voisinage de tout z0£B(0, Q), le rayon de con
vergence de cette dernière étant au moins égal à Q — ]Z0|. • 

1.5. Corollaire. — Si f est une fonction définie sur un ouvert D de C, les deux 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) / est holomorphe sur D ; 
(ii) / est développable en série entière convergente au voisinage de tout point 

de D . • 

1.6. Remarque. — On appelle parfois fonction analytique complexe sur D toute 
fonction possédant la propriété (ii) ci-dessus. Alors, 1.5 signifie : les fonctions 
holomorphes sur D sont les fonctions analytiques complexes sur D. 

2. Application : théorème d'identité ; inégalités de Cauchy ; 
théorème de Liouville ; problème du d" dans un disque ouvert 

2.1. Théorème d'identité 

2.1.1. Théorème. — Soient f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe D 
de C et z0^D. Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) / = 0 sur D ; 
(ii) / est nulle au voisinage de z0 ; 

(iiï) pour tout £<EN,/(fc)(z0)=0. 
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DÉMONSTRATION. — (i)=>(ii)=>(iii) ; 

(iii)=*(ii) ; d'après 1.3, il existe un disque ouvert U. centré en z0 sur lequel f (z) = 

alors (iii) entraîne 

(ii)=>»(i) : Soit E = { z £ D ; il existe Uz comme ci-dessus tel que f \ U z = 0 } ; E 
contient z0 ; E est ouvert. Soit alors il existe une suite (zn) de points de E 
qui converge vers £ ; pour tout n, pour tout k, on a , : fik)(zn) = 0 ; f{k) étant con
tinue, /(fc)(() = 0, donc / = 0 au voisinage de Ç, i.e. Ç£i?, d'où E = E ; F étant 
non vide, ouvert et fermé dans D connexe, on a : E = D . • 

2.7.2. Corollaire (théorème d'identité). — Soient u et v deux fonctions holomorphes 
sur un ouvert connexe D de C. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) u = v ; 
(ii) u = v au voisinage d'un point de Z). • 

2.7.3. Remarque. — Le Corollaire est aussi appelé principe du prolongement ana
lytique. 

2.2. Zéros d'une fonction holomorphe 

2.2.7. Soit / une fonction holomorphe dans un ouvert Z) de C. Tout point z0£7) 
tel que f(z0) = 0 est appelé un zéro de/. Au voisinage de z 0 , / est développable en 
sene entière convergente, i.e. avec a0 = 0. Soit k le plus petit 

entier strictement positif tel que a k ^ 0 , alors 

(2.1) 

Là série a même disque de convergence que f (z) et 

(2.2) 

l'entier k est appelé Tordre (de multiplicité) ou la multiplicité du zéro z0 de la fonc
tion / , il est caractérisé par (2.1) et (2.2) et aussi par (2.3) /(w)(z0) = 0 pour n£[0, k—l] 
et /(fc)(z0)^0. Si k = l , z0 est dit un zéro simple, si k ^ 2 , z0 est dit multiple. 

Soit Z ( f ) l'ensemble des zéros de f dans D. 

2.2*2. Théorème. — Soit f une fonction holomorphe non nulle dans un ouvert 
connexe D de C, alors les zéros de f sont des points isolés, i.e. Z ( f ) est un ensemble 
discret. 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès le théorème d'identité, / n'est nulle sur aucun ouvert non 
vide de D. Si z0 est un zéro de /les conditions (2.1) et (2.2) et la continuité de g en
traînent l'existence d'un voisinage U de z0 dans D tel que f\Uz^\{z0} n'ait pas 
de zéro. • 

2.2.3. Corollaire. — L'anneau des fonctions holomorphes sur un ouvert connexe D 
de C est intègre. 
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DÉMONSTRATION. — Soient fgÇ .®(D) ; f ^ O ; g^O ; pour tout z0€Z>, on a : 
f (z ) = (z—z0)mu(z) ; g(z) = (z—z0)nv(z) avec m, n^O, sur un voisinage U de z0 avec 
u9veO(U) et w(z0)^0, v(z0)^09 alors fg(z) = (z-z0)m+nu(z)v(z) ; w(z0).r(z0)^0, 
donc le produite est non nul. • 

2.3. Inégalités de Cauchy 

D'après 1.3, pour toute fonction holomorphe / sur un ouvert D de C, 
pour tout z0£D9 il existe r > 0 tel que : f(z)-

2.4. Théorème de Liouville 

2.4.1. Toute fonction / holomorphe sur C tout entier est appelée une fonction en
tière. 

2.4.2. Théorème. — Toute fonction entière bornée est constante. 

DÉMONSTRATION. — D'après 1.2, / est la somme d'une série entière en z convergente 
sur C. Dans les notations de 2.3, soit M un majorant de M ( r ) ; alors, d'après les 

sur B(z0, r ) avec 

où Sur 

donc ' étant continue sur le compact spt y on a 

alors 

(2.4) 

Les inégalités (2.4) sont appelées les inégalités de Cauchy. 

inégalités de Cauchv, pour tout n£N* on a ce qui entraîne 

pour donc 

2.4.3. Application : Théorème de d'Alembert. — Tout polynôme en z, à coefficients 
complexes et non constant, a au moins un zéro complexe. 

DÉMONSTRATION. — Soit P(z) un tel polynôme ; si, pour tout z£C, P ( z ) ^ 0 , la 

fonction est holomorphe sur C ; mais 

avec donc P(z) tend vers l'infini quand i.e. il existe un disque 

compact B tel que, dans soit borné ; B étant compact, est 

aussi borné sur B. Alors la fonction entière étant bornée sur C est constante 

d'après 2.4.2, donc P(z) est constant, ce qui contredit l'hypothèse. 
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2.5. Problème du d" dans le disque ouvert 

Théorème. — Soit B=B (09R) un disque ouvert de C avec R£ ]0, + ° ° ] . co= g d z 
étant une forme différentielle donnée de classe C1 dans B9 i l existe une fonction f9 
de classe C1, sur B9 telle que H"f = ( D ; f est déterminée à Vaddition près d9une 

fonction holomorphe sur B. 

DÉMONSTRATION. — Soit C#n)nÇN une suite de disques Bn = {z£C ; \z\<Rn} em
boîtés tels que Rn+1>Rn et \ \ Bn=B. Soit (\j/n) une suite de fonctions C°° sur B 

telles que spt \j/nc:Bn+1 et xj/n\Bn=l9 ns^ l , \\/ng est C1 sur B et à support compact 
contenu dans Bn+1 ; alors (ch. 1,5.3.2), il existe fn9 C1 sur B telle que d" fn = \j/ngdz. 
On va démontrer, par récurrence sur n, l'existence d'une suite de fonctions (fn) sur 
B telle que 

(2.5) 
sur 

ou II Hfin_2 désigne la norme de la convergence uniforme sur le compact BN_2 . 
On pose / i = / i , alors (2.5)x est satisfaite pour n — 1. Supposons fl9 .. . , /n cons

truites satisfaisant à (2.5) pour n ^ l , n ^ 2 resp. ; alors d"(fn+1—fn) = 0 sur 
BN, i.e. fn+1—fn est holomorphe sur BN, donc développable en série entière con
vergente sur BN ; alors, il existe un polynôme Pn en z défini par un développement 
limité de Taylor de fn+1-fn sur BN tel que \\fn+1-fn-Pn\\Bn_1<2"B. On pose : 
?„+1=fn+i-Pn> alors, sur on a : df/fn+1 = dyn+1-d//Pn = dyn+1 = \l/n+1œ = œ ; 
donc (2.5) est vérifiée pour n + 1 . En outre, le raisonnement ci-dessus, pour n=29 
montre que (2.5)2 est satisfaite pour n=29 ce qui permet de faire démarrer la ré
currence. 

Soit z £ B , il existe n0 tel que Z£BHQ ; alors, (fn(z))n^n0+2 est une suite de Cauchy, 
donc converge vers un nombre f ( z ) = lim /„(z), d'après (2.5)2 ; de plus, sur BN, on 

a, pour avec 

Pour est holomorphe sur Bn à cause de (2.5)x ; 

K+i est holomorphe sur Bn et la suite (h*+1)p^n+1 converge uniformément sur Bn, 
à cause de (2.5)2, donc (d'après un résultat qui sera établi au Chapitre 3,1.3), cette 
suite converge vers une fonction holomorphe hn+1 sur Bn, f=fn+1+hn + 1 sur Bn, 
f est C1 sur Bn et d"f=d"fn+1=g dz sur Bn ; / est indépendante de n, alors d"f= 
= g d z sur B. Si (p est une autre solution d"((p— /)=0, i.e. (p—fd@(B). • 
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3. Principe du maximum ; lemme de Schwarz 

3.1. Propriété de la moyenne 

Soit / une fonction holomorphe sur un ouvert D de C ; d'après la formule inté
grale de Cauchy et 2 . 3 , pour tout z0£D et B(zQ, r )czD, on a : 

(3.1 

Soit g une fonction continue sur D, si pour tout z0£D, J5(z0, r ) a D et y=bB(z0, r ) , 
on a : 

( 3 . 2 ) 

on dit que g possède la propriété de la moyenne ; le second membre de ( 3 . 2 ) a un 
sens pour toute fonction continue g et est appelé la valeur moyenne de g sur spt y. 

D'après ( 3 . 1 ) , toute fonction holomorphe sur D possède la propriété de la moyenne 
et il en est de même de ses parties réelle et imaginaire. 

On dit qu'une fonction continue g sur D vérifie le principe du maximum dans 
D si, en tout point z0 où \g\ a un maximum relatif, g est constante au voisinage 
de z0. 

3.2. Théorème. — Soit g une fonction continue à valeurs complexes dans un 
ouvert D de C. S i g possède la propriété de la moyenne et si \g\ possède un maxi
mum relatif en un point z0£D, alors g est constante sur un voisinage de z09 donc 
vérifie le vrincive du maximum dans D. 

DÉMONSTRATION. — Si g(z0) = 0 , le résultat est évident. 

Si g ( z 0 ) ^ 0 , après multiplication de g par une constante complexe de module 1, 
on se ramène au cas g ( z 0 ) > 0 , ce qu'on suppose désormais. \g\ possédant un maxi
mum relatif en z0, pour r s*0 assez petit et 0£R, on a : 

( 3 . 3 ) 

donc 

T3.4Ì 

g possédant la propriété de la moyenne, il en est de même de Me g ; alors ( 3 . 4 ) 
ne peut être satisfaite qu'avec l'égalité, i.e. 

( 3 . 5 ) 

En portant dans ( 3 . 3 ) on trouve 0 < M e g(z0+reid) = \g(z0+reie)\=g(z0), d'où 
g(z0+rew)=g(z0) pour r assez petit, donc g est constante au voisinage de z0. 

3.3. Corollaire. — Soient D un ouvert borné connexe de C et g une fonction (à 
valeurs complexes) continue sur D et possédant, dans D, la propriété de la moyenne. 
Alors le maximum de \g\ est atteint sur la frontière de D . 
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DÉMONSTRATION. — D est compact ; la borne supérieure M ' de \g\ sur D est at
teinte en z0£D ; si z0€A l'ensemble des points z où g(z)=g(z0) est un ouvert 
non vide d'après 3.2, il est fermé puisque g est continue, donc, à cause de la con-
nexité de D, il est égal à D et g est constante sur D ; comme g est continue, elle est 
constante sur D. • 

3.4. Corollaire. — Soit f une fonction holomorphe bornée sur un ouvert D de C. 
Si \f\ atteint son maximum en un point z ^ D , f est constante sur la com
posante connexe de z0. S i D est borné, connexe et si f a une extension continue 
à D , alors l'extension de f atteint son maximum sur la frontière de D . 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès (3.1), / possède la propriété de la moyenne, la 2e 
conclusion résulte de 3.3 et de sa démonstration. La première assertion de 3.4 est 
valide pour / continue possédant la propriété de la moyenne. • 

3.5. Lemme de Schwarz. — Toute fonction f holomorphe dans le disque 5 ( 0 , 1 ) 
telle que : / (0 ) = 0 et \ f ( z ) \ < l pour tout z £ 5 ( 0 , 1 ) possède les propriétés 
suivantes : 

1) \ f (z) \^\z\ pour tout z £ B ( 0 , 1 ) ; 
2) si, pour z0eB (091) \{0} , on a \f(z0)\ = \z0U alors f ( z ) = ù z avec A£C ; 

|A| = 1. 

DÉMONSTRATION. — / est développable en série entière dans 5 ( 0 , 1) ; 

/{0) = 0 équivaut à a0 = 0, donc est holomorphe sur 5 ( 0 , 1 ) ; | / ( z ) | < l 

entraîne : pour tout r < l , 

(3.4) pour 

D'après le principe du maximum, (3.4) est valide pour | z |<f , donc, sur 5 ( 0 , 1 ) , 

Si pour on a atteint son maxi

mum en z0 ; d'après le principe du maximum, est constante, égale à À comp

lexe de module 1. 

Remarque. — Dans les hypothèses du Lemme de Schwarz, on a en 

effet d'après 1). 
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4 . D é v e l o p p e m e n t e n série d e L a u r e n t 

4.1. Série de Laurent dans une couronne 

4.1.1. Soient une série entière convergente dans Z?(0, Q J , O ^ Q ^ 

une série convergente dans 5 (0 , 

Alors, pour on a autrement dit la 

série avec est convergente pour normalement 

convergente pour avec la fonction étant holomorphe pour 

\ Z \ > Q 2 , la fonction f2(z) est holomorphe pour |z|>g2» 
Supposons désormais 0 ^ ^ 2 < ^ 1 ^ + o o , alors la fonction f(z)=f2(z)+f1(z), 

somme de deux fonctions holomorphes, est holomorphe dans la couronne C(QX, Q2) = 
= { z £ C ; ^2<lzl<^i}? en outre 

(4.1) 

la série du second membre de (4.1) est appelée une série de Laurent dans C ( Q 1 9 Q2), 
sa convergence est normale dans C(rl9 r2) avec Q 2 ^ r 2 ^ r 1 - ^ Q 1 . 

Une fonction f(z) définie dans une couronne C ( Q 1 9 Q2) est dite développable en 
série de Laurent dans C ( Q 1 , s'il existe une série de Laurent convergente dans 
C ( Q I > QÙ dont la somme est f (z) pour tout Z ^ C ( Q X , Q2) ; la convergence est nor
male dans C ( n , r 9 ) comme ci-dessus. 

4.1.2. Unicité du développement 

Soit on a Considérons 

(4.2) 

La série du second membre de (4.2) converge normalement sur [0, 2n] pour r 
fixé ; on peut donc l'intégrer terme à terme : 

(4.3) 

les coefficients du développement de Laurent sont déterminés par / . 
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4.2. Développement de Laurent d'une fonction holomorphe dans une couronne 

4.2.1. Théorème. — Toute fonction f ( z ) holomorphe dans une couronne C(Q19 £2) 
est développable en série de Laurent dans cette couronne. 

DÉMONSTRATION. — On va construire une série de Laurent dans C ( Q 1 , Q2) qui 
converge v e r s / n o r m a l e m e n t dans C(rl9 r2) pour Q2^r2^r1-^Q1. Soient r [ , r'2 ; 
Q*<r2<r2<r1<r'1<Q1 et y ^ b B i O , ^ ) ; y2=bB(09r'2) ; alors yi_-yz=bC(r '19r'J. 
D ' ap rès la formule intégrale de Cauchy appliquée à / pour z^C(r l9 r2), on a : 

Calculons : (a) la première intégrale : | * | = / i ; I z l ^ r ^ r ^ ; —î— = t~1(l— z t ' 1 ) 1 = 
t — z 

cette série converge normalement pour /£sptyl9 donc 

avec la série converge normalement dans B ( 0 , t\) ; 

d'ailleurs 

(b) la seconde intégrale 

converge normalement pour 76spty2 ; alors 

avec la série converge normalement dans 

Donc 

(4.4) 

la série du second membre converge normalement sur C(rl9 r2). D'après l'unicité 
du développement en série de Laurent dans C ( Q 1 , Q2), les an ne dépendent pas de 

; f est développable en série de Laurent dans C(on, o2). • 

4.2.2. Théorème. — Pour toute f £ 0 ( C ( Q 1 9 Q2))9 il existe f ^ O (B(09 Q J ) et 
/26 (9(C#(0, Q2)) telles que f = f x + f 2 dans C(Q19Q2) . Cette décomposition est 
unique si on ajoute la condition /2(z)-^0 quand 

DÉMONSTRATION. — Le développement de / en série de Laurent fournit 

les deux fonctions tendant vers 0 avec — . Reste 

à montrer l'unicité de la décomposition compte tenu de la dernière condition ; si 
( / / , / / ) est un autre couple alors A — f f 2 dans C ( Q 1 9 Q2) ; il existe une fonc
tion holomorphe g dans C telle que g\B(0, Q1)=f1—fi et g\CB(09 Q2)=f2—f% et 

g(z)->0 avec d'après le théorème de Liouville, # = 0 . 



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DE LAURENT 51 

4.3. Inégalités de Cauchy ; points singuliers isolés 

4 . 3 . 1 . Soit / une fonction holomorphe dans la couronne C ( Q U Q2) ; elle est égale 
à son développement de Laurent pour on a établi la for

mule 

(4.3) 

Soit alors 

(4.4) 

Les inégalités (4.4) généralisent (2.4) et sont appelées aussi Inégalités de Cauchy. 

4 . 3 . 2 . On appelle C ( Q , 0 ) = 5 ( 0 , £ ) \ { 0 } le disque épointé de rayon Q et on le no
tera B * ( 0 9 Q ) . S i / € 0 ( 5 * ( O , Q)) et s'il existe gÇO(B(09 Q)) telle que g \B*(09g)=f9 
on "dira que g est un prolongement ou, de façon équivalente, une extension de f k 
B(09 Q). 

4 . 3 . 3 . Théorème de prolongement de Riemann. — Dans la notation ci-dessus, pour 
f£@ (5*(0, Q)), les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) / se prolonge en une fonction holomorphe sur 2?(0, Q) ; 
(ii) / est bornée au voisinage de 0. 

DÉMONSTRATION. — (i)=>(ii) : évident ; 
(ii)=Ki) • il existe M > 0 et r 0 > 0 tels que, pour 0<r -<r0 , M ( r ) < M ; alors 

désignant le développement de Laurent dans B * ( 0 , Q), les inégalités (4.4) 

sont valides ; pour « < 0 , r~n tend vers 0 avec r, donc an = 0 : le développement 
de Laurent de / est un développement de Taylor dont la somme est holomorphe 
dans 5 ( 0 , Q) et prolonge / . • 

Dans les hypothèses de 4.3.3, on dit que 0 est une singularité apparente de/. 

4 . 3 . 4 . Fonctions méromorphes dans un ouvert de C 

Soient A un ouvert connexe de C et u, v^O(A) ; les zéros de v constituent un 
ensemble discret Z(v) de A ; z^u(z)v~1(z) est holomorphe sur A \ Z ( v ) . Soit 
z0£Z(t;), alors : u = (z—z0)mu1(z) ; v = (z—z0)nv1(z), m^09 n>09 ux, vx holomorphes 
au voisinage de z0, u ^ z ^ ^ O , v1(zQ)^09 donc u(z)v~1(z) = (z—z0)m~nu1(z) • v~x(z) ; 
s i ra^f t , wu-1a une extension holomorphe au voisinage de z0 ; si m<n9u(z ) • v~1(z) = 
= (z—z0)m~nh1(z) où /*! est holomorphe au voisinage de z0 et /Z1(Z0)T^0. Le point 
z0 est appelé un pôle de u - v ' 1 et quand z-*z0, \u(z)'V~1(z)\-++oo. 0(A) est un 
anneau d'intégrité (2.2.3) ; l'ensemble des u • v ' 1 est le corps des fractions ^ ( A ) 
de 0(A). 

On appelle fonction méromorphe sur un ouvert D de C, toute fonction holomorphe 
/sur un ouvert D ' d e D tel que D \ D ' soit discret et possédant la propriété suivante : 
tout point z0£D a un voisinage ouvert connexe zL dans D tel que / | z l_ £ ^ ( A Z ) . 
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L'ensemble des fonctions méromorphes sur un ouvert connexe D constitue un 
corps J t ( p ) et une C-algèbre. 

4.3.5. Soit f€@(B*(0, Q)) , si/n'a pas d'extension holomorphe à 5 ( 0 , g), on dit 
que 0 est un point singulier isolé de / ; d'après 4.3.3, cette condition équivaut à la 
suivante : le développement de Laurent de / dans 5*(0 , Q) a des termes non nuls 
d'indices <=0. Deux cas sont possibles : 

1) il existe un nombre fini de a p ^ 0 avec / ? < 0 , alors, il existe n tel que : / ( z ) = 
=g(z) -z~n, où g est holomorphe, g ( 0 ) ^ 0 ; donc/est méromorphe dans 5 ( 0 , @) 
de pôle 0 ; l'entier n est appelé la multiplicité du pôle 0 de / ; 

2) il existe une infinité d'entiers / ? < 0 tels que a p ^ 0 ; on dit que 0 est un point 
singulier essentiel isolé de f. 

Etant donnée une fonction holomorphe sur 5*(z0, Q) = {Z£C ; |z—z0|<^, z^z0} , 
le changement de coordonnée z*-+z—z0 ramène au cas ci-dessus où z0 = 0. 

4.3.6. Théorème. — S i 0 est un point singulier essentiel isolé de fd& (5*(0? @)), 
alors pour tout 8 > 0 , I m £ / = / ( 5 * ( 0 , s)) est dense dans C. 

DÉMONSTRATION. — Supposons que I m c / ne soit pas dense dans C, alors il existe 
un point b^C et un disque ouyert B ( b , r ) disjoint de Im£/, donc, pour z£5* (0 , e), 
\f(z) — b \ ^ r ; la fonction g(z) = (f(z) — b)~1 est holomorphe et bornée dans 
5*(0 , s) ; d'après 4.3.3 elle admet un prolongement holomorphe g à 5 ( 0 , s) ; 
alors g(z)_1 est méromorphe dans 5 ( 0 , e), f (z ) = b + g(z)~1 est méromorphe sur 
5 ( 0 , s) et 0 est un pôle de / , ce qui contredit l 'hypothèse. • 

4.4. Compléments sur les surfaces de Riemann 

Il s'agit de compléter le n ° 6 du chapitre 1. 

4.4.1. Applications holomorphes 

Une application f : X-+Y de surfaces de Riemann est dite holomorphe si elle 
est continue et si elle possède la propriété suivante : pour tout couple (h, U), (k, V) 
de cartes holomorphes de X et Y respectivement tel que f ( U ) a V , 

est une fonction holomorphe de l'ouvert h (U) de C à valeurs dans l'ouvert k (V) 
de C. En particulier, si F = ( C , idc), /est dite une fonction holomorphe sur X. 
Soit z la coordonnée dans / i (C / ) cC , pour tout x£U, soit z (x )=z(h(x) ) la valeur 
de la coordonnée z en h(x) ; z est une fonction holomorphe sur U dite fonction 
coordonnée locale (holomorphe) ; on désignera souvent la carte h par z. On note 
0 (W) l 'anneau des fonctions holomorphes sur l'ouvert W de X. On définit, de 
même, l 'anneau des fonctions méromorphes M { W ) sur W ; si West connexe, J i ( W ) 
est un corps. 
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D'après la définition, si / est une fonction holomorphe sur l'ouvert de carte U, 
sur lequel z est une coordonnée, alors F=foh~x est une fonction holomorphe 
de z sur h (U) ; on la confondra avec/et on posera f(z) = F(z) ; cette convention 
suppose la fonction coordonnée z choisie. De même, la surface de Riemann X 
étant munie d'une structure de variété différentielle sous-jacente, on définit les fonc
tions différentiables et les formes différentielles sur l'ouvert de carte U muni de la 
coordonnée holomorphe z = x + i y ; (x ,y) étant des fonctions coordonnées réelles. 
Dans ces coordonnées les fonctions et les formes différentielles de degré 1 ou 2 
ont la même expression que dans un ouvert de C et s'écrivent à l'aide de x, y, dx, 
dy9 dz, dz. 

4.4.2. Changement de carte 

Soient h et h' deux cartes holomorphes, de coordonnée z, z ' resp., de la surface 
de Riemann X, de même domaine U , alors cp=h'oh~1 : h(U)-+h'(U) est une 
application holomorphe et z' = ç ( z ) ; en tout point z de h (£/), cp'(z)^0. Si co est 
une 1-forme différentielle sur U, d'expression co = a(z') dz '+b (z ' ) dz ' dans la co
ordonnée z', elle s'écrit co=a((p(z)) • (p'(z)âz+b((p(z)) • cp'(z)dz dans la coordonnée z. 

Soit co = a(z) dz+b(z ) ' dz une 1-forme différentielle sur l'ouvert U de X, pour 
la coordonnée z. Si b = 0 et a^O(U) , co est dite une 1-forme holomorphe ; si 
a ( i J ? (U) , œ est dite une 1-forme méromorphe ; on considère également des formes 
différentielles de degré 1, sur un ouvert de carte £/, holomorphes dans où 
S est un ensemble discret et telles que les points de S soient des points singuliers 
isolés de a dont un au moins est essentiel. Les notions de 1-forme différentielle 
holomorphe, méromorphe, holomorphe sauf en des points singuliers essentiels isolés 
sont invariantes par changement de cartes ; elles ont donc un sens sur une surface 
de Riemann. 

4.4.3. Exemples de fonctions me 

Toute fonction rationnelle où P , Q sont des polynômes en z dans C, 

est une fonction méromorphe sur C ; elle s'étend en une fonction méromorphe 
sur P1(C), le point à l'infini est un pôle si d g P ^ d g g , un zéro si d g P ^ d g g . 

Toute fonction f méromorphe sur un ouvert connexe D de Q définit une application 
holomorphe de D dans P1(C) : soit P l'ensemble discret des pôles de/, alors 
f \ D \ P : D \ P ^ C est holomorphe ; / : D - P ^ C ) est continue. Soient (V9k) 
une carte de P1(C) contenant «>, U un ouvert de C tel que f ( U ) a V ; alors 
k o f : U ^ h ( V ) est une fonction holomorphe sur U \ { P Ç \ U ) bornée au voisinage 
de chaque point de P O U ; d'après le théorème de prolongement de Riemann, elle 
a une extension holomorphe à U, donc / : Z)^P1(C) est une application holo
morphe. 
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Si f : est une application holomorphe et si D est connexe, alors : ou bien 
f est l'application constante : D-+°° ; ou bien est discret et f est une 
fonction méromorphe sur D. En prenant une carte (k, V) de P1(C) et un ouvert 
connexe U de C comme ci-dessus, si un a point d'accumulation situé 
dans U, alors f—f** est holomorphe sur U et ses zéros ne sont pas isolés, donc 
f - U U = 0 . 

5. Résidus ; théorème des résidus 

5.1. Résidu en un point 

5.1.1. Lemme. — Soient f£® (C (Q19 Q2)) et y un 1-cycle de C (Q19 Q2). Soit 
le développement de f en série de Laurent dans C{QX , Q2)9 alors 

(5.1) 

DÉMONSTRATION. — Pour on a avec 

est une série de Laurent dans C ( Q 1 9 Q2) et 

Si y est un arc fermé, différentiable par morceaux, d'origine et d'extrémité a, 
y : / = [ 0 , n]-^C(QL9 Q2) est une application continue C1 sur chaque intervalle 
[ p , p + l ] , p = 0, n - l . 

Alors Donc 

(5.1)' 

Si y est un 1-cycle quelconque, c'est une combinaison linéaire finie, à coefficients 
dans Z , d'arcs fermés ; (5.1) se déduit de (5.1)' par linéarité. • 

5.1.2. Soient z la coordonnée dans C, z0£C et / ^ ^ ( P * ( z 0 , Q)) ; on désignera par 
a - i ( f ) Ie coefficient d'indice —1 du développement de Laurent de / en z—z0. 
Pour r, 0 < r < : £ et y=bB(z0, r ) , on a : 

(5.2) 

Soit V un voisinage ouvert de £0 dans C muni de la coordonnée C et (p une applica
tion biholomorphe (i.e. bijective holomorphe ainsi que son inverse) de V sur un 
voisinage ouvert U de zQ = (p(Ç0) dans C muni de la coordonnée z ; pour r < o 

assez petit 

(5.3) 
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Soit 
alors 

développement limité en 

o(r ) est une fonction de r et 6 telle que tende vers 0 avec r ; S = cp 1oy est 

donc un cycle obtenu par petite déformation du cercle \l/'(z0)rel° quand r est assez 
petit, alors Ind((5, Ç0) = 1. (5.3) et (5.1) entraînent 

(5.4) 

5.1.5. Le coefficient a_x qui intervient dans la formule (5.2) est le coefficient d'indice 
— 1 du développement de Laurent du coefficient / de la 1-forme différentielle 
œ = f ( z ) d z quelle que soit la fonction coordonnée z. On l'appelle le résidu de la 
1-forme différentielle co en z0 et on le note ResZo co ; on rappelle que co est une forme 
holomorphe dans le complémentaire de z0 dans un voisinage de z0, le point z0 étant 
un point singulier de co éventuellement essentiel. 

D'autre part , la fonction cp de 5.1.2 peut être considérée comme définissant le 
changement de carte z-^£ ; la notion de résidu a donc un sens pour une forme dif
férentielle sur une surface de Riemann. 

5.1.4. Application : Résidu au point à l'infini de la sphère de Riemann 

Soit co= / (z )dz une forme différentielle définie dans le complémentaire, dans C, 
d'un disque J3(0, R) ; le développement de Laurent de f (z) dans C \ £ ( 0 , R) est, 
dans la notation de 5.1.1, 

Soit Ç = z~1 dans C* ; C est une coordonnée locale de PX(C) au voisinage du 
point à l'infini, C = 0 : le résidu de co en <T = 0 est 

Remarque. est différent du résidu de co en Cependant, 

lorsqu'une coordonnée z est fixée, on appelle aussi a_! ( / (z ) ) le résidu de la fonction 
f en z0, dans les notations de 5.1.3. 
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5.2. Théorème des résidus 

5.2.7. Les notions d'arcs, de 1-chaînes différentiables, de 1-cycles se généralisent 
d'un ouvert de C à une surface de Riemann ; il en est de même de la notion de 
compact à bord, de celle de 2-chaîne différentiable, de l'intégration d'une forme 
différentielle sur une chaîne différentiable et de la formule de Stokes. 

5.2.2. Théorème. — Soient D un ouvert de la sphère de Riemann P1(C), S un 
ensemble discret de points de D, co une 1-forme différentielle holomorphe sur 
( D \ S ) , A un compact à bord de D, de bord y tel que spt y f) S = 0. A lors Vensemble 
AHS^ est un nombre fini de points zk, k = l9 n9 et 

DÉMONSTRATION. — A H S est compact et discret donc fini. 
1) o o ^ 5 alors A est un compact de C de coordonnée z ; chaque zk est centre 

d'un disque ouvert Bk tel que B k a Â et que BkC\Bt = ^ pour k ^ l ; soit yk=bBk ; 
est un compact à bord de C, de bord D'après la 

conséquence (ch. 1, 3.3.2) du théorème de Cauchy et 5.1.1, on a : 

i.e. 

2) °o£^4 ; 00 est l'origine de C muni de la coordonnée Ç ( = z 1 en dehors de 
00 et 0). Soit £ ( 0 0 , r ) = {Ç<EC ; |C |<r}. On choisit r pour que £(<~, r ) H s p t y = Q 
et 5 ( o o , r ) n ( 6 f \ { - } ) = 0. Soient A' = A\B(<*>9r) et y ^ b B i ^ , r ) , A'czC (de 
coordonnée z) et bA'=bA—bB(<*>, r ) ; ffcJ/ co= f co— f co ; d'autre part , d'après 

i ) Res„ co, donc 

5.2.5. Théorème. — Soient D un ouvert de la sphère de Riemann P1(C), S un ensemble 
discret de points de D, co une 1-forme différentielle holomorphe sur ( D \ S ) 9 P 
une 2-chaine différentiable à support compact dans D de représentant £ ftj(Zjj Fj)> 

où Fj est un difféomorphisme local d'un voisinage de Zj (dans R2) dans P ^ C ) , 
de bord le 1-cycle y tel sptque sp t Y N £=0 . Alors, l'ensemble sptClS est un nombre 

fini de points k = l9 n et 

DÉMONSTRATION. — La démonstration s'obtient immédiatement à partir de celles de 
5.2.2 et de ch. 1, 5.1. • 
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5.2.4. Théorème de la somme des résidus 

Dans les hypothèses de 5.2.2, si A = D = F1(C), on a : y = 0, le nombre de points 
singuliers zk est fini, d'où : 

Théorème. — Si co est une 1-forme différentielle holomorphe sur P1(C) sauf en 

des points isolés zk9 k — l , . . . , n , on a : Resz co=0. 

5.2.5. Remarques. — Le théorème des résidus est valide sur toute surface de Rie
mann. Le théorème de la somme des résidus est valide sur toute surface de Riemann 
compacte. 

5.3. Calcul pratique des résidus 

Soient z0 un point de C, U un voisinage ouvert de z 0 , / une fonction holomorphe 
dans U \zQ. 

5.3.1. Cas d'un pôle simple 

Si/une fonction méromorphe ayant z0 pour pôle simple, alors f (z) = (z—z0) xg(z) 
où g est holomorphe au voisinage de z0 et g ( z0 )^0 ; le développement de Taylor 
de g au voisinage de z0 est g(z) = avec a0=g(zQ) ; alors 

D'après 4.3.4, toute fonction méromorphe / , au voisinage de z0, s'écrit 

si / a un pôle simple en z0, on peut choisir u et v tels que w(zo)^0, i;(z0) = 0, z0 
étant un zéro simple de v ; alors par développement de Taylor v(z) = (z—z0)i/(z0) + 

; d'après le premier alinéa, Res2 

5.3.2. Cas d'un pôle multiple 

Si/est méromorphe ayant z0 pour pôle de multiplicité k, alors f(z)=(z—zQ)~kg(z) 
où g est holomorphe au voisinage de z0 et g ( z0 )^0 ; alors par développement de 

Taylor de g en z0, on a : Res, 
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5.3.3. Exemple de résidu en un point essentiel isolé 

Pour 

5.4. Différentielle logarithmique 

Soit / une fonction méromorphe au voisinage d'un point z0. Alors il existe une 
fonction holomorphe g au voisinage de z0 telle que f(z) = (z—z0)mg(z) avec g ( z0 )^0 
et ra£Z. 

Si m ^ O , la fonction log/ (z) n'est pas définie au voisinage de z0, cependant sa 

différentielle l'est est 1-forme holomorphe au voisi

nage de z0 et z0 est un pôle simple du premier terme du second membre avec résidu 
m+ multiplicité du zéro z0 si ra>0, opposé de la multiplicité du pôle si m < 0 . 

6. Applications : zéros et pôles d'une fonction méromorphe ; 
calculs d'intégrales par la méthode des résidus 

6.1. Théorème. — Soient D un ouvert de C, / une fonction méromorphe non cons
tante sur D9 A un compact à bord contenu dans D ; y = bA. Si f n'a pas de pôle 

sur spt 7 et n y prend pas la valeur a, alors 

— nP(/) ou nz(f—a) est la somme des multiplicités des zéros de (f—a) dans A 
et nP(f) la somme des multiplicités des pôles de f dans A. 

DÉMONSTRATION. est la dérivée logarithmique de f(z)—a ; les 

zéros et les pôles de f{z)—a sont les pôles de g(z) ; d'après le théorème des résidus 

d'après 5.4, le 2e membre est 

6.2. Théorème. — Soit z0 un zéro d'ordre k de la fonction f ( z ) — a dans laquelle 
f est une fonction holomorphe non constante au voisinage de z0. Pour tout voisinage 
V assez petit de z0 et pour tout b assez voisin de a, l'équation f (z ) = b possède 
exactement k solutions dans V. 

DÉMONSTRATION. — Soit B(z0, r) un disque fermé centré en z0, de rayon assez 
petit pour que z0 soit l 'unique solution de f (z) = a contenue dans B ; soit 
y=bB(z0, r). Supposons r assez petit pour que f ' (z) ne s'annule pas dans B*(z0, r) 

et Ind (foy9 b) ; pour b assez voisin de 
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a, Ind ( foy, b) = lnd ( foy, a) = k9 d'après ch. 1, 4 . 2 et 6 . 1 . Comme f n 'a pas de 
zéro dans i?*(z0,r) , toutes les racines de f(z)—b sont simples, donc au nombre 
de k. • 

6.2.1. Remarque. — 6 . 2 est un théorème très élémentaire de continuité des racines 
d'une équation à premier membre une fonction holomorphe quand cette fonction 
dépend de paramètres ; ici seul varie le terme constant du développement en série 
en z—z0. 

6 . 3 . Théorème de Rouché. — Soient D un ouvert de C, f ,g£(9(D) , y = bA où A est 
un compact à bord contenu dans D. Alors si \ f (z) \>\g(z) \ sur spty, le nombre de 
zéros de f + g dans A est égal au nombre de zéros de f dans A. 

6.3.1. On notera par le même symbole un arc fermé et la fonction qui le définit. 
Soient yl9 y2 deux arcs (différentiables par morceaux) fermés : 7 - ^ C , dont les 
supports ne contiennent pas 0 ; / est l'intervalle [0, n] de R et, sur [k, k + l ] 
k = 0 n — 1, Vi et Vo sont C1. On considère l'arc différentiable fermé 

6.3.2. Lemme. — Dans les notations ci-dessus, on a : 

DÉMONSTRATION DU LEMME. 

6.3.3. DÉMONSTRATION DE 6 . 3 . — D'après 6 .1 et 6 . 3 . 2 , 

Mais donc 0 est dans la composante connexe infinie de C \ s p t 

et Ind 
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6.4. Calcul d'intégrales par la méthode des résidus 

6.4.0. Il s'agit de calculer une intégrale définie d'une fonction / de variable réelle, 
sans expliciter de primitive, en procédant comme suit : l'intervalle d'intégration 
détermine un arc différentiable y dans C ; la fonction / est définie sur spt y. On 
fait alors les hypothèses suivantes : 

1) / a une extension F à un ouvert U de P1(C) contenant spt y qui est une fonc
tion holomorphe sur U \ S où S est un ensemble fini de U disjoint de spt y ; 

2) il existe un arc différentiable par morceaux y' tel que spt y ' a U ; spt y' P\S = 0 
et que y + y' soit le bord d'un compact à bord F contenu dans U ; 

3) on sait évaluer l'intégrale de F dz sur y' : alors (5.2.2), 

Le calcul des intégrales fait intervenir des passages à la limite sur des paramètres 
dont dépendent Y , y' et F ; en outre il faut déterminer S O T et, pour achever le 
calcul de l'intégrale, il faut calculer les résidus de F aux points de S. Certains cas 
où S F I spt sont aussi accessibles. Il n 'y a pas de théorie générale mais un 
certain nombre de cas classiques que nous allons décrire. 

On pose z—x 

6.4.1. Intégrales de fractions rationnelles de fonctions trigo no métriques 

Soit où P , Q£C[Ç, r¡], telle que Q ne s'annule en aucun point 

du cercle unité On considère l'intégrale 

(sin t, cos t) dt. 

Pour i£R, soit alors i dt sin eos /: 

On pose F(z) est une fraction ration

nelle en z ; co = F(z) dz ; z £ C ; y = bB(0,1) dans C ; soit S l'ensemble des pôles 
de F. Alors 

6.4.2. Intégrales de fractions rationnelles d'une variable réelle 

Dans les notations de 6.4.0, soit U=J?l(C) ; on suppose S disjoint de l'axe réel 
et lim xf(x) = 0 ; alors / est integrable sur R et 
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Exemple et deg Q ^ d e g P + 2 . 

Pour r£R* , soit 

Lemme A. — Soient 619 02£R tels que O ^ O ^ O z ^ l n , r0ÇR* ; z=rei0 ; tr(019 92) = 
= {rew9 06 [̂ i? 02] / rz*r0} ; V un voisinage ouvert de o(019 02) dans C ; F £(9(V\S)9 
S fini, telle que 

(6.1) 

Soit alors 

DÉMONSTRATION. — Pour r ^ r 0 , soit M ( r ) = sup \F(z)\9 alors 

qui tend vers 0 quand r-*-+°o d'après 
(6.i) . 

Lemme A . — Soient V un voisinage de 
dans C ; F £ ( 9 ( V \ S ) telle que 

(6.1)' 
alors 

Dans les hypothèses du début de 6.4.2, pour 0x = O, 92 = n, on a : 

Quand j ô F (z )àz -+0 d'après le lemme A et f t r r f ( x ) à x tend vers I 
parce que / est integrable sur R, donc 

6.4.3. Intégrales de fonctions ayant eix en facteur 

Proposition. — Soient f une fonction de la variable réelle x admettant une exten
sion holomorphe F, à U \ S où U est un voisinage ouvert de H = { z £ C ; z^O} 
dans C et S un ensemble fini de U disjoint de Vaxe réel9 alors si 

(6.2) 

on a 

(6.3) 
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Lemme B. — Soient V un voisinage ouvert de CT(619 62) dans C, pour O^0X< 
<02<;7r et pour sptSrDS=09 J ( r ) = [ * F(z)eîzdz ; si lim F(z )=09 alors 

DÉMONSTRATION. — Soit 

alors 

Mais, pour 

Quand +oo, M( r ) -*0 , donc J ( r ) ->0 . • 

DÉMONSTRATION, DE LA PROPOSITION. — bFr = [ —r, + r ] + ô ( r ) , le lemme B et le 

théorème des résidus entraînent la conclusion. • 

6.4.3'. Corollaire. — Dans les hypothèses de la Proposition 6 .4 .3 et si f(x)eix es 
intégrable sur R, on a : 

6.4.4. Voici un cas où S Pi spt y ̂ 0 . 

Lemme C. — Soient U un voisinage ouvert de H = { z £ C ; ^ m z ^ O } dans C9 
F une fonction holomorphe sur U \ S ou S est un ensemble fini de U tel que 
SPl{z£C ; ( / m z = 0 } = {0}, 0 étant un pôle simple de F ; yE : [0, n ] -+H avec 
e > 0 et ys(0)=sei69 alors 

DÉMONSTRATION. — Au voisinage de 0, on a F(z) où a £ C et où h 

est holomorphe au voisinage de 0, alors fy F ( z ) â z = a i d 6 + fy h (z)dz ; h 
étant continue en 0, quand e-*0, son intégrale sur yE tend vers 0 ; en outre 
<2=Res„Fdz. n 

EXEMPLE. a un sens ; on a 
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compte tenu des lemmes B et C et du théorème des résidus, 

6.4.5. Remarque. — Les résultats de 6 . 4 . 3 à 6 . 4 . 4 se généralisent au cas où le facteur 
éx est remplacé par e~ixy, y £ R et lorsque f(x)e~ixy est integrable en x sur R ; 

ils donnent des moyens de calcul de la transformée de Fourier 

de / . 

6.4.6. Intégrales de fonctions ayant en facteur x * ; a£ ]0 ,1 [ 

Soit R(z)£C(z) sans pôle sur y = 0 ; x ^ O avec R ( x ) ^ 0 quand ; alors 
x~aR(x) est integrable sur R+ ; il s'agit de calculer 1 = f*00 x~aR(x) dx. 

Pour toute détermination l(z) de logz , on a la détermination e~al(z) de z~a. 
Soit F = C \ R _ , on a les déterminations principales A r g z et L o g z = l o g | z | + 

+Argz (ch. 1, 1.5 et 1 .6) . Sur V, on a également la détermination continue 
Log z+2in . 

Notons qu'une détermination continue de log z sur un ouvert simplement con
nexe (ch. 1 , 5 . 4 ) de C * est déterminée par sa valeur en un point. Soit a£V, < f m a > 0 ; 
considérons la détermination continue ^(z) de l ogz sur PÍ = C \ R + telle que 
l1(d) = 1Loga ; on a ^(â^log \a\ + i(2n—Arg a). 

Soit /2(z) la détermination continue de l o g z sur F telle que /2(«) = /i(«) ; alors 
pour x 6 R + , on a : /2(x) = log x + 2in. 

Considérons les ouverts simplement connexes de C * 

Soit ^i(z) la détermination continue de l o g z sur W± qui coïncide avec L o g z 

pour argz^n et avec /x(z) pour O^arg De même soit A2(z) la 

détermination continue de l ogz sur W2 qui coïncide avec /x(z) pour arg 2x 

et avec /2 pour 

Alors, l'axe réel privé de l'origine est contenu dans WxOW .̂ Considérons les 
arcs 
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L'ensemble Z des pôles de R(z) est fini, on choisit r tel que spt(5r P)Z=0 et on 
modifie J'v légèrement en J"r de façon que spt Jŝ czWinW2 et spt /Jf |Z=0. 
Soient fi(z)=e*x№ R(z) ; 

Soit r-7 le compact à bord de C* de bord yJ (/=1,2). f et f2 coïncident sur 
spt/;; ; pour z=x>0,f2(x)=e2i™f1(x). 

D'après le théorème des résidus appliqués aux fonctions fx et f2 respectivement, 
on a : 

les résidus de z~aR(z) dépendent de la détermination continue choisie de z~a. 
quand quand £>0, d'où, quand r et 

6.4.7. Intégrales de fonctions ayant log x en facteur 

Soit R (z) € C (z) sans pôle sur y = 0 ; x ̂  0 telle que 1 im xR (x) = 0, alors JR (x) log x 
est integrable sur R+ ; il s'agit de calculer l'intégrale 1= f*°° R(x)\ogxàx. 

On utilise le même cycle d'intégration qu'en 6.4.6 et on intègre la fonction 
i?(z)(logz)2 ; on obtient, pour r et 8"1-^+°°, 

d'où 
(6.4) 

Si l'on sait calculer / = R ( x ) dx (cf. 6.4.2), la formule (6.4) fournit / ; en 
outre si R(x) est à valeurs réelles il en est de même de / et de / et (6.4) donne / et / 
par séparation des parties réelle et imaginaire du second membre. 



3 ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES SUR 
U N OUVERT DE C, TRANSFORMATIONS CONFORMES 

Soit D un ouvert de C ; on munit l'espace %>(0) des fonctions continues sur D 
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact (ou topologie de la 
convergence compacte) et l'espace (9(0) des fonctions holomorphes, de la topologie 
induite. A l'aide de la formule de Cauchy non homogène sur D, pour tout compact 
K de D, on majore le module de la dérivée j-ième d'une fonction u£(9(D) sur K, 
par le produit, par une constante universelle c-, de la norme L1 de u sur un compact 
à bord contenant K dans son intérieur. Il en résulte : (1) toute suite de (9(0) con
vergente dans ^(D) converge dans (9(0) ; (2) toute suite de (9(0) uniformément 
bornée sur tout compact possède une sous-suite convergente dans (9(0). (1) entraîne 
que (9(0) est un espace de Fréchet et (2) que toute partie bornée fermée de (9(0) 
est compacte. (1) permet l'étude des séries de fonctions méromorphes et des pro
duits infinis de fonctions holomorphes avec des exemples classiques dont la fonc
tion Tet les théorèmes de Mittag—Leffleret de Weierstrass dans C qui seront géné
ralisés au chapitre 4. On étudie ensuite, localement, les applications holomorphes, 
d'où : toute application holomorphe non constante sur un ouvert connexe est ouverte ; 
toute application holomorphe au voisinage d'un point régulier est une transformation 
conforme, i.e. conserve les angles. Enfin, le théorème de représentation conforme 
le plus simple est établi : tout ouvert simplement connexe de C, distinct de C, 
est isomorphe au disque unité ; cela résulte de la conséquence de (2) ci-dessus et de 
l'étude exhaustive des automorphismes du disque unité. 

1. Convergence d'une suite de fonctions holomorphes 

1.1. Rappel 

Soient D un ouvert de C et A un compact à bord de D de bord y, alors, pour 
tout point J \ s p t y et pour toute fonction u C1 dans un voisinage de A, 

( î . i ) 

c'est un cas particulier de la formule (5.1) du chapitre 1. 
Pour toute fonction u continue dans un voisinage de A, on pose ||w||^=f A \u\ dx dy ; 

la fonction «•-HMU est une semi-norme sur l'espace vectoriel des fonctions con
tinues au voisinage de A. 
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1.2. Théorème. — Soit D un ouvert de C, pour tout compact K de Z), pour tout 
compact à bord A de D tel que K a A , i l existe des constantes Cj ( / €N) telles 
que, pour tout u£&(D), on ait 

où uU) est la j-ième C-dé rivée de u. 

DÉMONSTRATION. — Soit if/ une fonction C°° à support compact dans À et égale à 
1 sur un voisinage de K ; pour toute u£d)(D), xj/u est C°° à support compact dans 
À ; la formule (1.1) entraîne 

(1.2) 

On a dij//dz=0 au voisinage de K, donc il existe r j>0 tel que (dij//dz)(z)7£0 en
traîne \z—Cl»/ pour ÇdK. Pour le premier membre de (1.2) est égal à 
u ( 0 et 

continue et à support dans Â, est majorée par une constante <z>0, d'où 

avec 

(d^//dz)(z) = 0 pour z dans un voisinage de K dans Â, donc, pour tout y€N, pour 
tout £Ç.K, la fonction u(dil//dz)(z)(z—t)~j~1 est continue et 

le raisonnement ci-dessus est valide pour tout yÇN. • 

1.3. Corollaire. — Soit (un) une suite de fonctions holomorphes sur D qui con
verge uniformément sur tout compact de D vers une fonction u. Alors u est holo
morphe sur D ; de plus la suite (u'n) converge vers u \ uniformément sur tout com
pact de D. 

1.3.1. Lemme. — Soit (Un) une suite de fonctions differentiates sur un ouvert 
D de R2, à valeurs dans C, convergeant en tout point de D vers une fonction U ; 
alors, si la suite (£/„') converge uniformément sur tout compact vers une fonction V, 
la fonction U est différentiable et U' = V. 

DÉMONSTRATION. — Soit x £ D , montrons que U est différentiable en x et que 
U'(x) = V(x). Pour tout 2 > 0 , il existe % tel que 

(1.3) pour 

(*) I I signifie : norme euclidienne dans C ou norme dans j£?(R2 ; R2). 
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Il existe r > 0 tel que K = B ( x , r ) c D , alors pour tout (m, «)ÇN2, pour tout 

d'après le théorème des accroissements finis. 
Comme la suite (£/„') converge uniformément sur K, il existe w2 tel que n, m ^ n z 

entraîne : 

donc 

(1.4) 

Pour m fixé ^ n l 9 n 2 , par définition de U^(x), il existe r tel que entraîne 

( 1 . 5 ) 

Alors 

d'après ( 1 . 3 ) , ( 1 . 4 ) , ( 1 . 5 ) . 

Cela prouve l'existence de U'(x) et U'(x) = V(x), pour tout x£K. • 

DÉMONSTRATION DE 1.3. — Soit K un compact de D ; pour tout compact à bord 
A de D tel que KczÂ, \\u—un\\A-+ 0 quand donc la suite \\un\\A est une suite 
de Cauchy, alors d'après 1 .2 , la suite (dujdz) est de Cauchy pour la norme sup | |, 
i.e. elle converge vers une fonction v uniformément sur K, de plus d u j d z = 0 puisque 
un est holomorphe donc, pour z = x + iy, (x, y )£R et Un(x, y)=un(x-\-iy), d U J d x 
et d U J d y convergent uniformément sur K. D ' ap rès 1 .3 .1 , du/dz et dujdz existent, 
du/dz = \\m du jdz et du/dz = lim dun/dz=0, donc u est holomorphe et, d'après 
1 .3 .1 , un converge vers u' uniformément sur K. • 

1 .4 . Théorème. — Soit D un ouvert connexe de C. Soit (w„)n€N une suite de fonc
tions holomorphes, sans zéro dans D, qui converge uniformément, sur tout com
pact de D, vers la fonction holomorphe u, alors, ou bien u = 0, ou bien u est sans 
zéro dans D. 

DÉMONSTRATION. — Supposons u ^ O et soit z0 un zéro de u ; D étant connexe, z0 
est isolé, de multiplicité k > 0 ; si B ( z 0 , r ) a D est assez petit, B*(z0,2r) ne con
tient pas de zéro de u et 

où d'après ch. 2 , 6 . 1 . 

D'après 1 .3 , l'intégrale ci-dessus est la limite des intégrales dz quand 

donc k = 0 , contradiction. 
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1.5. Corollaire. — Soit D un ouvert de C ; soit (**„)„ €N une suite de fonctions 
holomorphes, injectives : D-+C qui converge uniformément sur tout compact de 
D, alors, ou bien la fonction limite u est constante, ou bien elle est injective. 

DÉMONSTRATION. — Soient zl9z2Ç.D9 z±^z29 tels que u(z1)=u(z2)=a9 u n'étant 
pas constante ; soient Bl9 B2 deux disques ouverts disjoints contenus dans D et 
centrés en zl9 z2 respectivement. Alors u(z)—a a pour zéro zx dans B1 et z2 dans B2. 
D'après 1.4, pour n assez grand, un—a a un zéro dans B1 et un zéro dans B2, ce 
qui contredit l 'hypothèse, n 

1.6. Théorème. — Soit une série de fonctions holomorphes sur l'ouvert 

D de C. Si f converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D, 
alors f est holomorphe et converge uniformément (resp. normalement) sur 
tout compact vers f . 

DÉMONSTRATION. — (a) Soit u (z) la conclusion pour la convergence 

uniforme résulte de 1.3 appliqué à la suite (up). 
(b) Si (up(z)) converge normalement sur tout compact de D, d'après 1.2 et la 

démonstration de 1.3, la suite (u'p) converge normalement sur tout compact ; la 
convergence normale sur une partie impliquant la convergence uniforme sur la 

même partie, d'après (a), on a 

2 . S u i t e e x h a u s t i v e d e c o m p a c t s d ' u n o u v e r t D d e R2, t h é o r è m e d e 
S t i e l j e s — V i t a l i — M o n t e l 

2.1. Théorème. — Pour tout ouvert D de R2, i l existe une suite croissante de 
compacts (Kn)9 (i.e. Knc:Kn+1)9 de D telle que tout compact K de D soit contenu 
dans l'un des Kn ; en outre (J Kn = D. 

Une telle suite (Kn) est dite exhaustive. 

DÉMONSTRATION. — Considérons les disques fermés contenus dans D dont les coor
données du centre et le rayon sont rationnels ; ils forment un ensemble dénombrable 

que l'on range en une suite (B \ pour tout n, Kr réunion finie de 

compacts est compact et KnaKn+1. 
Les intérieurs Bj des disques forment un recouvrement ouvert de £>, donc tout 

compact K de D est contenu dans une réunion finie de B j , donc dans un Kn. 
Pour tout z^D, {z} est compact, donc il existe n tel que zÇ.Kn9 d'où la dernière 

assertion. • 

2.2. Théorème de Stieltjes—Vitali—Montel. — Si (wM) est une suite de fonctions 
holomorphes dans un ouvert D de C et si cette suite est uniformément bornée sur 
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tout compact de D, alors il existe une sous-suite (un) convergeant uniformément 
sur tout compact de D vers une limite u qui est holomorphe dans D. 

DÉMONSTRATION. — (a) Soit K un compact de D et soit A un compact à bord de 
D tel que KczÂ ; (un) étant uniformément bornée sur le compact A, la suite \\un\\A 
est bornée ; d'après 1 .2 , la suite des dérivées premières (u'n) est uniformément bornée 
sur K ; il en résulte, d'après le théorème des accroissements finis, que la suite (un) 
est équicontinue sur K (i.e. pour tout s > 0 , il existe r j>0 tel que, pour tout nÇN, 
pour tout couple (z,Ç)£K2 satisfaisant à \z—Cl^rç, on ait \un(z)—un(Q\^s) ; 
de plus, pour tout z£K9 pour tout n£N, un(z) est dans un disque fermé de rayon 
fini, donc compact, alors d'après le théorème d'Ascoli, l'ensemble {un ; w£N} 
est une partie relativement compacte de l'espace C°(K ; C) des fonctions con
tinues sur K, à valeurs dans C muni de la norme de la convergence uniforme, donc 
il existe une sous-suite de (un) uniformément convergente sur K. 

(b) Considérons une suite exhaustive de compacts (Kp) de D ( 2 . 1 ) . Alors, pour 
q ^ p , toute sous-suite de (un) uniformément convergente dans Kp converge uni
formément dans Kq. 

Soit (uni) une sous-suite uniformément convergente sur Kp, posons vf=uni ; 
alors la suite (vf) est uniformément bornée sur Kp+l9 donc il existe une sous-suite 
(vQ qui converge uniformément sur Kp+1 ; posons v%+1=vfk ; on définit ainsi, 
par récurrence sur /?, une sous-suite (vf) de (un) uniformément convergente sur Kp et 
telle que (vf+1) soit une sous-suite de (vf) ; la suite (wp) avec wp = vpp est une sous-
suite de (un) qui converge uniformément sur tout Kp Q?£N), donc sur tout com
pact de Z), d'après 2 . 1 , vers une fonction u. L'hypothèse de 1.3 est satisfaite par 
(wp) donc la limite u de la suite (wp) est holomorphe sur D. • 

3. Topologie de l'espace des fonctions continues sur un ouvert D 
de C ; espace des fonctions holomorphes sur D 

3.1. L'ensemble C(D) = C°(D ; C) des fonctions continues sur D à valeurs dans 
C est u'n C-espace vectoriel. Pour tout compact K de Z), l'application 

est une semi-norme, i.e., 

pour 

pour 

mais pK( f ) = 0 entraîne seulement f \ K = 0 . 
Pour tout £ > 0 , la semi-norme pK définit la pseudo-boule fermée de C(Z>), centrée 

en 0 , de rayon s 
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5 . 7 . 7 . Proposition. — Le compact K étant fixé, la semi-norme pK munit C(D) 
d'une topologie xK bien déterminée, invariante par translation, pour laquelle 
l'addition et la multiplication par les scalaires sont continues. 

DÉMONSTRATION. — La semi-norme pK définit l'écart 

qK possède les propriétés d'une distance, à cela près que q K ( f g ) = 0 n'entraîne 
pas nécessairement f—g. 

Pour tout f e C ( D ) , pour tout 8 ^ 0 , soit W / = { g e C ( D ) ; qK(g9f)^e} ; l'en
semble {W/ ; e(îR+} satisfait aux axiomes d'un système fondamental de voisi
nages de / dans une topologie bien déterminée de C ( D ) . Pour toute h £ C ( D ) 9 on 
a : qK(f+hig+h)=qK(f9g)9 donc, par la translation h9 Ws°=V(K9e) est trans
formé en WEh : la topologie ci-dessus est invariante par translation. 

La continuité de l'addition et celle de l 'homothétie se vérifient immédiatement. • 

3.2. Proposition. — K décrivant la famille des compacts de D et s décrivant R* , 
C(2>) est muni d'une topologie unique T, invariante par translation, dans laquelle 
les parties V(K9 e) constituent un système fondamental de voisinages de 0 et 
pour laquelle l'addition et l'homothétie sont continues. 

DÉMONSTRATION. — La topologie T est la borne supérieure des topologies xK quand 
K décrit la famille des compacts de D ; alors un système fondamental de voisinages 
de 0 est formé des parties f ] V(Kj9Sj)9 où (Kj)jeJ est n' importe quelle famille 

finie de compacts de D ; mais V(KL9 e1 )nV (K2 , S2)IDV(K1UK29 inf (sl9s2)) ; les 
V(K9 e), avec K compact et e£R* , constituent donc un système fondamental de 
voisinages de 0 . • 

3.3. Proposition. — La topologie x peut ètre définie par une disi ance invariante 
par translation. 

DÉMONSTRATION. — Soit (Kt) une suite exhaustive de compacts de 7 ) , on pose : 
PÌ=PKÌ ; Pour toute f e C ( D ) 9 

pour f 9 g £ C ( D ) 9 d(f9g) = ô(f—g). On montre que d est une distance invariante 
par translation qui définit la topologie T ; ce dernier point se vérifie ainsi : 

1 ) tout V(K9 s)9 avec £ < 1 , contient une boule (centrée en 0 ) pour d. Soit i tel 
que K<zKi9 alors d(f90) = ô ( f ) ^ 2 - i e entraîne : p t ( f ) ^ e 9 donc 7 5 ( 0 , 2 ~ l ' e ) c 
czV(Ki9eyczV(K,e). 

2 ) Toute boule 7?(0 , e) pour d contient un V(K9 s') ; soit / tel que 2 - I ^ 2 - 1 e , 
alors /£F(Zf , 2 -1e) entraîne 
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3 . 4 . Théorème. — L'espace C ( D ) muni de la topologie x (dite topologie de la 
convergence compacte) est un espace vectoriel topologique (E.V.T.) localement 
convexe, métrisable et complet (Le., par définition un espace de Fréchet). 

DÉMONSTRATION. — E.V.T. signifie : espace vectoriel muni d'une topologie rendant 
les deux lois de compositions continues ; localement convexe signifie : l'origine, 
donc tout point, a un système fondamental de voisinages convexes : c'est le cas des 
V(K, 8). 

C(D) est métrisable : on vient ( 3 . 3 ) de construire une distance d sur C(D) com
patible avec T ; 

C(D) est complet : il suffit de vérifier (puisque C(D) est métrisable) que la limite 
de toute de fonctions de C(D) qui converge uniformément sur tout compact est 
continue (i.e. continue en tout point de D), ce qui est immédiat. • 

3 . 5 . Théorème. — Le sous-espace (9 (D) de C ( D ) , i.e. le sous-espace vectoriel muni 
de la topologie induite par x, est fermé dans C ( D ) , donc complet, et l'applica
tion 

est continue ; en particulier, (9(D) est un Fréchet. 

DÉMONSTRATION. — La conclusion résulte de 1 .3 . 

3.6. On suppose, dans la suite, (9(D) muni de la topologie de la convergence com
pacte. 

3.6.1. Proposition. — Si A Œ ( 9 ( D ) est compact, alors A est fermé borné. 

DÉMONSTRATION. — (9(D) est séparé, car il est métrisable, donc A compact est 
fermé. Pour K compact de D, l'application cpK : (9(D)^R est continue. Donc, 

si A est un compact de (9(D), cpK(A) est compact, donc borné, dans R : alors les 
f £ A sont uniformément bornés sur K, donc pour tout compact K de D9 il existe 
sA tel que A a V ( K , sA), i.e. pour tout élément V(K9 e) du système fondamental 
de voisinages de 0 considéré, il existe A£R+ tel que A a V ( K . Àe)=XV(K, e), ce 
qui signifie (par définition) que A est borné ; cela équivaut au fait que A est con
tenu dans une boule B(0, r ) pour la distance d sur (9(D). • 

3.6.2. Théorème. — Toute partie fermée bornée de (9(D) est compacte. 

3.6.3. Lemme. — Si un espace métrique E possède la propriété suivante : toute 
suite (*#„) de E possède une sous-suite (un ) qui converge, alors E est compact. 

[C'est un résultat élémentaire de topologie générale sur les espaces métriques. 

3.6.4. DÉMONSTRATION DE 3 . 6 . 2 . — Soit A une partie fermée bornée de (9(D) ; 
d'après la démonstration de 3 . 6 . 1 , A borné signifie : pour tout compact K de D , les 
f £ A sont uniformément bornées sur K. 
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Soit (un) une suite d'éléments de A ; elle est uniformément bornée sur tout com
pact de Z), alors, d'après le théorème 2.2, il existe une sous-suite (un ) convergeant 
uniformément, sur tout compact de Z), vers une limite u d @ ( D ) ; A étant fermé, 
u£A ; d'après 3.6.3, A est compact. • 

4. Séries et produits infinis dans un ouvert D de C 

4.1. Convergence d'une série de fonctions méromorphes 

Soit (fn)n<=N une suite fonctions méromorphes sur l'ouvert D de C. 

4.1.1. On dit que la série converge uniformément (resp. normalement) sur 
une partie A de D s'il existe un sous-ensemble fini / de N tel que 

1) pour tout n £ N \ J , fn n 'a pas de pôle dans A ; 
2) est uniformément (resp. normalement) convergente sur A. La con

vergence normale implique la convergence uniforme. 

4.1.2. On considère désormais les séries de fonctions méromorphes convergeant uni
formément (resp. normalement) sur tout compact K a D . 

Pour tout ouvert U Œ Œ D , il existe n0 = n 0 ( U ) tel que, pour n > n 0 , fn n'ait pas 
de pôle dans U, donc soit holomorphe sur U, alors : 

(4.0) 

la somme finie de fonctions méromorphes est méromorphe et est 

uniformément (resp. normalement) convergente sur tout compact de U, donc est 
holomorphe sur U d'après 1.6. 

Alors / est une fonction méromorphe sur U indépendante du choix de n0. 

4.1.3. Théorème. — Soit une série de fonctions méromorphes sur D ; si 

elle converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D, sa somme 
f est méromorphe sur D. 

La série converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact 

de D et sa somme est la fonction méromorphe f . 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès 4 . 1 . 2 , / est méromorphe sur tout ouvert relativement 
compact de Z), donc au voisinage de tout point de Z), i.e. sur D. 

Soit U un ouvert relativement compact de D ; soit n0=n0(U), alors dans l'ex
pression (4.0) de / , la série est uniformément (resp. normalement) con

vergente sur tout compact de U ; d'après 1.6, il en est de même de donc 

d'après la définition 4.1.1, de la série de fonctions méromorphes Tout com

pact de D étant contenu dans un ouvert c/czcZ), la convergence a lieu sur tout 
compact de Z). • 
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4.1.4. Remarque. — Ce qui précède du n° 4.1 est valide pour la somme de 

deux séries de fonctions méromorphes 

pour ft£N*, les séries convergeant normalement sur tout compact 
de D. 

4.2. EXEMPLE. — Série (4.1) 

4.2.1. Lemme. — La série (4.1) converge normalement sur tout compact de C. 

DÉMONSTRATION. — Soit x = i e z , alors tout compact K est contenu dans une 
bande ^ ( X Q , ^ ) : x 0 ^ x ^ x ± de C ; l'intervalle [x0 ,x j contient un nombre fini 
d'entiers ; soit z£/?(x0, xx), pour « < x 0 , |(z—n)~2\ est majoré par (x0 — n)~2 ; pour 

est majoré par (x1 — n) 2, donc la série (4.2) 

converge normalement dans ß(x0,x1) ; les termes de (4.1) omis dans (4.2) sont 
méromorphes, à pôles dans ß(*o?*i) et en nombre fini, donc (4.1) converge 
normalement dans ß (xn, x,) et a fortiori dans K. • 

4.2.2. Propriétés de (4.1.) : 
(a) La somme f(z) de (4.1) est méromorphe dans C, d'après 4.1.3, et admet la 

période 1 : / ( z + l ) - / ( z ) ; 
(b) Les pôles sont les entiers rationnels, sont doubles et de résidu nul, car au voi

sinage de n£Z, f (z) est égale à (z—n)~2 à l'addition près d'une fonction holo
morphe. 

(c) Soit y = J m z , alors quand y ^ ^ , f ( z ) tend vers 0, uniformément en x. 
A cause de la périodicité de / , il suffit de vérifier (c) dans une bande J3(x0, x±) 

de largeur supérieure à 1. Dans (l(x0, x±), la série (4.1) est normalement conver
gente ; quand lyl^00, chaque terme (z—n)~2 tend vers 0 uniformément en x, 
donc f(z) tend vers 0 uniformément en x. 

4.2.3. Proposition. — On a : 

Lemme. — g(z) possède les propriétés (a), (b), (c) ci-dessus. 

DÉMONSTRATION. — (a) g est méromorphe de période 1 : évident ; 

(b) à cause de la périodicité, il suffit d'étudier le pôle z = 0 ; au 

voisinage de 0 : 
(c) 

DÉMONSTRATION de 4.2.3. : Considérons h = f — g ; h est une fonction entière ; 
h est bornée : il suffit de le vérifier dans une bande /? (x0, JX )̂ de largeur 1 ; soit 
y 0 > 0 ; pour | y | ^ jo» h continue sur un compact est bornée ; comme h(z) tend 
vers 0 quand uniformément en pour | ^ | > ^ 0 5 \h(z)\ est borné ; alors, 
d'après le théorème de Liouville (ch. 2, 2.4.2), h est constante. En outre, h(z) tend 
vers 0 quand |v | -*°°, donc h = 0. • 
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4.2.4. Application 

est holomorphe au voisinage de 0 ; k(0) 

d'autre part , au voisinage de 0, 

- quand |z| est infiniment petit, donc k(0) 

4 . 3 . Théorème de Mittag—Leffler dans C 

4.3.1. Soit /une fonction méromorphe non nulle sur un ouvert connexe U de C ; 
les pôles de / étant isolés (ch. 2, 4.3.4), au voisinage de tout point z0£ U, il existe 
un développement de Laurent de / 

où g est une série entière convergente au voisinage de z0, donc une fonction holo
morphe. 

(4.3) 

est un polynôme en (z—z0)_1 sans terme constant qui est appelé la partie principale 
de f en z0 : tout polynôme (4.3) sera appelé une part ie principale de fonction méro
morphe, de pôle z0. 

4.3.2. Soit Z un ensemble discret de points de C ; la topologie de C étant à base 
dénombrable, l'ensemble Z est dénombrable ; on peut l 'ordonner en une suite 
(z„) telle que (|z„|) soit croissante ; en outre si Z est l'ensemble des pôles de f d J ? ( C ) , 
(z„) n 'a pas de valeur d'adhérence dans C, car une telle valeur d'adhérence serait 
un pôle non isolé de / , donc, si Z est infini, \zn\ quand n tend vers l'infini. 

4.3.3* Théorème. — Soient (zn) une suite comme dans 4 . 3 . 2 et (Pn) une suite de 
parties principales de pôles zn* I l existe une infinité de fonctions méromorphes 
sur C, ayant pour pôles les zn et, pour tout n, la partie principale Pn. 

DÉMONSTRATION. — Deux fonctions méromorphes satisfaisant à la conclusion dif
férent d'une fonction entière. Si z n ^ 0 , hn(z)=Pn((z—z„)-1) est holomorphe dans 
B(0> |z„|) et somme d'une série entière uniformément convergente sur le disque 

B il existe un polynôme Qn{z) obtenu à partir du développement de 

Taylor de hn en 0 tel que sur B Si z0 = 0, on 

prend Qo=0. 
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Alors la série de fonctions méromorphes converge uni
formément sur tout compact de C ; sa somme est une fonction méromorphe (4.1.3) 
satisfaisant à la conclusion. • 

4.4. Produits infinis de fonctions holomorphes 

4.4.1. Soient D un ouvert de C, ( / ) une suite de fonctions continues sur D, A une 
partie de D. On dit que le produit infini converge normalement sur A si : 

(i) fn(z) converge vers 1, uniformément sur A ; cela implique qu'il existe «0£N 
tel que, pour n ^ n 0 , \fn —1|<1 sur A ; alors Log/ est défini sur A. 

(ii) La série Log/ converge normalement sur A. 
Soit (i) signifie : la suite (un) converge uniformément vers 0 sur A ; 

pour n^>0, Log/ et un sont des infiniment petits équivalents ; donc (ii) équivaut à : 
converge normalement sur A ; ce qui entraîne : la suite (un) converge vers 0, 

uniformément sur A. D 'où 

4.4.2. Proposition. — (/„) étant une suite de fonctions continues sur D, A une 
partie de D et fn = l + un, alors, les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(0 converge normalement sur A ; 

(ii) la série converge normalement sur A. 

4.4.3. Corollaire. — Dans les hypothèses de 4.4.2 et sous la condition (i), pour 
tout compact K de D, la suite converge uniformément sur tout com

pact de D vers une fonction f continue sur D. 

DÉMONSTRATION. — Pour tout ouvert U relativement compact, il existe un entier 
tel que, pour sur U ; posons 

et Log 

La série Log/ converge uniformément sur tout compact de U vers une fonc

tion / continue sur U, donc converge uniformément sur tout compact 

vers g • exp /, continue sur U. 

4.4.4. Théorème. — Soit (/„) une suite de fonctions holomorphes dans D telle que 
le produit infini Y[ fn converge normalement sur tout compact de D, alors f = Y\ fn 

n n 
est holomorphe dans D. En outre. Z ( f ) = {\Z(fn) et si, pour g^O (D) . m J g ) 
désigne Vordre de multiplicité du zéro z de g, on a : mz(f) = 

DÉMONSTRATION. est holomorphe pour tout p £ N ; d'après 4 . 4 . 3 , / est 

limite uniforme de sur tout compact, donc / est holomorphe (1.3). 
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Pour tout ouvert relativement compact £/, l'ensemble de zéros Z(fn\U) est vide 
dès que n ^ n 0 ( U ) , d'où la dernière assertion. • 

4.4.5. Théorème. — Dans les hypothèses de 4.4.4, la série de fonctions méromorphes 
converge normalement sur tout compact de D et sa somme est la dérivée 

logarithmique f ' / f 

DÉMONSTRATION. — Sur tout ouvert U relativement compact de D, dans les nota
tions de la démonstration de 4.4.3, on a sur U pour 

Alors L o g / , ) ' ; la série du second membre converge norma

lement sur tout compact de U vers (Log d'après 1.6. 

4.5. Exemple de produit infini : expression de n 1 z 1 sin nz 

4.5.1. Proposition. 

DÉMONSTRATION. — Le produit infini (4.4) f ( z ) = z converge nor

malement sur tout compact de C d'après 4.4.2 car il en est ainsi de la série 

Donc, d'après 4.4.4, f (z) est holomorphe dans C ; ses zéros sont les entiers 
rationnels et sont simples. 

D'après 4.4.5, la dérivée logarithmique de /est la série normalement convergente 
sur tout compact de C : 

(4.5) 

4.5.2. Lemme. — La somme F(z) de la série du second membre de (4.5) est 

DÉMONSTRATION. 

La série converge normalement sur tout compact de C ; sa somme 

est une fonction méromorphe sur C d'après 4.1.3 ; il en est de même de F(z). En 
outre 

(4.6) 

d'après 4.2.3. Mais le dernier membre de (4.6) est , donc F(z) 

étant une fonction impaire constante est nulle. 
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4.5'3+ Fin de la démonstration de 4.5.1. D'après 4.5.2, on a : 

clone f(z) = csin nz où c£C . Quand tend vers 1, d'après (4.4) et 

tend vers n donc d'où 

4.6. La fonction 

On va définir une fonction méromorphe T(z) telle que, pour «ÇN, r ( n + l ) = n\. 

4.6.1. Pour rc£N*, soit 

(4.7) 

Pour w^2, on a : 

Pour l ^ r ^ n et |z|<sr, Logfn(z) a un sens et 

En utilisant le développement de Taylor de Log on obtient |Log^ 

Donc la série Logfn converge normalement sur tout compact de 

B(0, r) ; alors le produit infini converge normalement sur tout 

compact de C. Sa valeur est la fonction holomorphe g, limite uniforme sur tout 
compact des fonctions gn=SiÂ"*fn » S a pour zéros les éléments de — N à la 
multiplicité 1. 

Pour 

Donc g(z)g 1 ( z + l ) = z pour tout z £ C ; en outre g ( l ) = l i m g n ( l ) = l . 
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4.6.2. La fonction méromorphe est notée T(z) ; elle admet pour seuls pôles 

les entiers < 0 à la multiplicité 1 et satisfait à : 

(4.8) 

(4.9) 

4.6.3. Théorème (formules des compléments). 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès (4.7), seconde expression, on a 

en utilisant la première expression (4.7) pour gn(z), on obtient 

d'où : 

d'après 4.5.1. 

4.7. Théorème de Weierstrass dans C 

4.7.1. Soit Z un ensemble discret de points de C ; comme dans 4.3.2, on l 'ordonne 
en une suite (zn) telle que \zn\ soit croissante et que \zn\-+°° quand n-+<*>. 

4.7.2. Théorème. — Soit (zn) une suite de points de C comme dans 4.7.1, alors 
i l existe une infinité de fonctions entières dont les zéros sont les points zn, la multi
plicité du zéro zn étant égale au nombre de fois qu'il figure dans la suite. 

DÉMONSTRATION. — Si / est une fonction cherchée, toute autre est égale à f h où h 
est une fonction entière sans zéro donc égale à e° où g est entière. Si z 0 = 0 figure 
k fois dans la suite, il suffit de construire z~kf sans zéro à l'origine. On suppose 
donc désormais z 0 ^ 0 . 

Pour L o g ( l est holomorphe et son développement de 

Taylor converge uniformément sur Bn = B(0 ,2_1 |zJ ) . Soit 

tel que |Log sur Bn. Posons an(z) = 

Pour tout compact K de C, il existe n0 tel que, pour n^n09 
on ait K a B n , la série Logan converge normalement sur K, donc aussi le 

produit infini Alors (4.4.4), a„ est une fonction entière satisfaisant 

à la conclusion. 
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5. Applications holomorphes, transformations conformes 

5.1. Application holomorphe au voisinage d'un point régulier 

5.1.1. Soit / une application différentiable d'un ouvert U de R2 dans C. Soient 
z0 un point de Uc t j j : I -+C9j= 1, 2 , deux arcs différentiables d'origine z0 ; ô j=foy j 
sont deux arcs différentiables d'origine w0—f(z0). On désigne par y'j(0) la dérivée à 
droite de y3 en 0 supposée non nulle pour 7 = 1 , 2 ; 7^(0)6 R2. La dérivée f'(z0) 
appartient à J*?(R2 ; C) ; <5',(0)=/Yz0)y',(0). 

Identifions R2 à C, alors et Arg resp. Arg est l'angle 

orienté des demi-tangentes à Im y± et Im y2 en z0 (resp. à Im ôt et Im <52 en w0). 
5.1.2. Une application différentiable / d'un voisinage de z0 dans C dans un voisinage 
de w0 dans C telle que w0=f(z0) et, qui possède la propriété suivante : pour deux 
arcs différentiables d'origine z0, y1 et y2 transformés par/en deux arcs ôl9 ô2 d'ori

gine w0, ( 5 . 1 ) Arg :Arg est dite une transformation conforme en 

z0, on dit encore que/conserve les angles en z0. Si/est conforme en tout point d'un 
ouvert U de C, on dit que / est conforme dans U. 

On dira que la transformation conforme en z0 est directe ou indirecte suivant que 
le signe dans ( 5 . 1 ) est + ou —. 

5.1.3. Proposition. — Toute fonction f holomorphe au voisinage de z0 dans C telle 
que fXzo)^® est une transformation conforme directe en z0. 

DÉMONSTRATION. — Dans les notations de 5 . 1 . 1 , et 

où 

5.1.4. Proposition. — Toute application R-linéaire T : C-*C qui conserve les 
angles au signe près est ou bien (5.2) Z ^ c Z 

ou bien avec 

DÉMONSTRATION. — T transforme 1 en c=rei(° ; soit S l'application linéaire 
ZH-W~1^-l£0z, alors S o T conserve 1 ; elle conserve les angles en O, alors / est trans
formé en ia avec a£ R car l'angle (Ox9 Oy) est conservé ou changé en son opposé. 
Le point l + i est transformé en (1 + /0) , Arg (1 + / a ) = +Arg (1 + / ) donc a = ± l . 

Si £ i=l , S o T est l'identité, alors T ^ S ' 1 : Z ^ c Z ; 
Si a = - l S o T est : Z ^ Z , i.e. : Z T ^ c Z 

5.1.5. Proposition. — Soient D un ouvert connexe de C^R2 et f : Z>—C une 
application C1 de Jacobien Jfiz^^O en tout point z£D* Alors les deux conditions 
sont équivalentes : 

(i) / est conforme sur D ; 
(ii) f est holomorphe ou f est antiholomorphe sur D tout entier. 
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DÉMONSTRATION. — f = u + i v où u et v sont à valeurs réelles. D'après 5.1.4, on a 
l'une des deux possibilités 

(5.4) 

(5.5) 

alors (5.4) et (5.5) signifient respectivement 

(5.6) 

c est la condition de Cauchy 

pour 

(5.7) 

c'est la condition de Cauchy 

pour 

Si (5.6) et (5.7) sont vérifiées simultanément, toutes les dérivées partielles premières 
de w et de f sont nulles simultanément, contrairement à l'hypothèse J f ( z ) ^ 0 pour 
tout z£D. 

df/dz et df/dz sont continues, donc s'annulent sur des fermés disjoints de D ; 
comme D est connexe, ou bien/est holomorphe sur Z), ou bien / est antiholomorphe 
sur D. • 

5.1.6. Proposition. — Soit f(z) une fonction holomorphe au voisinage de z0 dans 
C, telle que / ' ( ^ o ) ^ ^ alors, au voisinage de w0=f(zo), i l existe une application 
holomorphe g(w) réciproque de f et g'(w)=f ' (z)~1. 

DÉMONSTRATION. — Soit w = u + iv, u et v réels, w0 = u0 + iv0 ; d'après le théo
rème d'inversion locale, il existe G(w, f) C1 au voisinage de (u0, v0) telle que 

/ étant holomorphe, 

au voisinage de z0. Mais 

Pour w assez voisin de w0, f ' (G(u, v ) ) ^ 0 , donc = 0 i.e. 

=g(w) est holomorphe au voisinage de w0. De plus i.e. 

pour w-
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5.1.7, Définition. — Si/est une fonction holomorphe sur un ouvert U de C, tout 
point z £ U tel que f \ z ) ^ est appelé point régulier de/ ; en un tel point les Proposi
tions 5.1.3 et 5.1.6 sont valides. 

5.1.8. Remarque. — / est, localement, une application biholomorphe (ou isomorphisme 
analytique local). 

5.2. Application holomorphe w = f ( z ) au voisinage d'un point z0 tel que / ' ( z 0 ) = 0 . 

5.2.1. Cas particulier 

f(z) = zp ; / ? £ N , / ? ^ 2 , alors / , (0 ) = 0. Soit z=gei09 alors w = gpeîpd ; les angles 
ne sont pas conservés en 0, mais multipliés par p . L'application réciproque, dans 
un ouvert où elle est définie est z=w1/p=e1/ploëw pour une détermination du loga
rithme. De façon précise, pour les déterminations principales de l'argument et du 
logarithme, on a : 

Pour w£f2 = C \ R _ , on obtient pour z, p fonctions distinctes 

5.2.2. Cas général 

Par changement d'origine, on se ramène au cas : z0 = 0 ; /(z0) = / (0 ) = 0. A l'aide 
du développement de Taylor de / en 0, on obtient : f=zpcpg(z) où g est holo
morphe au voisinage de z = 0 ; g ( 0 ) = l ; c£C* ; g(z) = l+g1(z ) ; gi(0) = 0. Alors, 
pour |z| assez petit, Log (1 + gx(z)) a un sens, donc aussi : /j(z) = ce1/i?Logf7(z) ; de 
sorte que f=zphp(z)=(zh)p. D'après 5.1.6, l'application holomorphe z*-*Ç=zh(z) 
îst inversible au voisinage de z = 0 ; c'est un changement de coordonnée holo
morphe locale (ch. 2, 4.4.1) ; l'application réciproque de C1-^? pour w £ C \ R _ , 
?st C — w1/p avec les p déterminations 

L'application réciproque de/est composée de w ^ C ci-dessus et de l'application 
ÇH^Z réciproque de l 'isomorphisme local : z*-+Ç=zh(z). 

5.3. Propriétés des applications holomorphes 

5.3.1. Théorème. — Soit f une fonction holomorphe, non constante, dans un ouvert 
connexe D de C. Alors f ( D ) est un ouvert de C. 

DÉMONSTRATION. — Il suffit de montrer que l'image d'un ouvert de D assez petit 
est un ouvert de C. Au voisinage de z0£D en lequel f'(z0)?±09 f est un isomorphisme 
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analytique local (5.1.8). Au voisinage de z0£D en lequel f'(z<ù = 0, / est composé 
d'un isomorphisme local (changement de coordonnée) z*-+Ç et de l'application 
£H-*W=£p, /?£N*\{1} (5.2), l'image du disque |C |<r pour r suffisamment petit est 
le disque |w |<rp . • 

5.5.2. Corollaire. — Soient D un ouvert connexe de C et f£(9(D) une application 
injective : D ^ C , alors f est un homéomorphisme : D-*f(D) et f ' 1 ^ ® ( / ( D ) ) . 

DÉMONSTRATION. — / est injective, continue et ouverte (d'après 5.3.1) ; pour tout 
ouvert U de D, ( f ~1 )~1 (U)=f (U) est un ouvert de C d'après 5.3.1, donc f"1 
est continue et est un homéomorphisme. De plus, / étant injective, en tout point 
z0£D,f(zQ)7±0 à cause du résultat de 5.2, et ( f '1Y(f(z0))=f(z0)-19 (5.1.6), alors 
f ' 1 est holomorphe en /(z0), donc sur f (D) . • 

5.5.5. D et Z>' étant deux ouverts de C, un homéomorphisme / : D-*D' holo
morphe ainsi que son inverse est appelé un isomorphisme. 

5.3.4. Corollaire. — Soient D un ouvert de C et f : C une application holo
morphe injective, alors f est un isomorphisme : D-+f(D). 

DÉMONSTRATION. — Appliquer 5.3.2 à chaque composante connexe de D. • 

5.5.5. Les définitions et résultats précédents sont valides si/est définie sur un ouvert 
de la sphère (resp. d'une surface) de Riemann et a ses valeurs dans la sphère (resp. 
dans une surface) de Riemann. 

6. R e p r é s e n t a t i o n c o n f o r m e 

6.1. Problème de la représentation conforme 

6.1.1. Problème 

Soient D et D' deux ouverts connexes de P1, existe-t-il un isomorphisme : D-+D"ï 

6.1.2. Théorème. — C et B(0, l ) = {z£C ; |z | -=l} ne sont pas isomorphes mais 
sont homéomorphes. 

DÉMONSTRATION. — Supposons qu'il existe un isomorphisme / : C-*B(091), alors 
/ est une fonction entière bornée donc constante d'après le théorème de Liouville 
(ch. 2, 2.4.2), contradiction. • 

6.1.3. Dans les notations de 6.1.1, soient / un isomorphisme donné de D dans D ' 
et g un isomorphisme quelconque, alors f ~ 1 o g = S : D ^ D est un isomorphisme de 
D sur lui-même, i.e. un automorphisme. Réciproquement, pour tout automorphisme 
S : D-+D, g ^ f o S est un isomorphisme : D-+D'. 
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Les automorphismes de D forment un groupe f ( D ) et pour tout S€r (D)9 

est un automorphisme de D\ d'où l'isomorphisme 

6.1.4. Le but du n° 6 est d'établir que tout ouvert simplement connexe (voir ch. 1, 
5.4) distinct de C est isomorphe au disque unité B = B ( 0 , 1 ) (théorème 6.5.1). La 
démonstration utilisera plusieurs réductions des données et des automorphismes 
de B ; c'est pourquoi on va étudier, successivement, les automorphismes de C, de 
F1 et de B. 

6.2. Automorphismes de C 

6.2.1. Tout automorphisme / : C C est une fonction entière, injective, non cons
tante ; / se prolonge à P1 en une fonction ayant °° comme point singulier isolé ; 
soit C=z~\ giO—fiC-1) admet 0 comme point singulier isolé. 

Si Ç = 0 est un point singulier essentiel, l'image du disque |C|<1 par g est dense 
dans C (ch. 2, 4.3.6), donc rencontre l'ouvert (5.3.1) image de | z | < 1 par/; cela con
tredit l'injectivité de/. Alors Ç = 0 est un pôle de g et f est un polynôme en z ; pour 
que / soit injective, à cause du théorème de d'Alembert, il faut et il suffit que le 
degré de/soit 1, i.e. f = a z + b ; a , b £ C , a ^ O , d'où 

6.2.2. Théorème. — Le groupe des automorphismes de C est 

6.2.3. On dit qu'un groupe r d'automorphismes d'une surface de Riemann X est 
transitif si, pour tout couple (z1}z2)€Z2, il existe /dT tel que z2=f(z1). 

On appelle sous-groupe d'isotropie d'un point z06J, dans T, le sous-groupe de r 
qui conserve le point z0, i.e. ; f(z0)=z0}. 

6.2.4. Proposition. — Le groupe T(C) est transitif ; le sous-groupe d'isotropie de 0 
est {z*-+az ; a^O}. • 

6.3. Automorphismes de P1 

6.3.1. Une application homographique est définie par 

(6.1) 

où a , b , c , d £ C ; si c^O, elle est définie sur à valeurs dans C ; les 

coefficients sont définis au produit près par un élément de C* ; elle s'étend en une 
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application de P1 dans P1. Dans le cas où 

(6.2) det = ad—bc 7± 0, 

elle a pour inverse l'application w*-+z= qui est de même nature, on 

l'appelle transformation homographique ou homographie et c'est un isomorphisme 
analytique : P1-*?1. Les transformations homographiques constituent donc un 
groupe G d'automorphismes de P1 qui est transitif. 

6.3.2. Théorème. — Dans les notations de 6.1.3 et 6.3.1, on a : r ( P 1 ) = C 

6.3.3. Lemme. — Soient D un ouvert de P1 et G un sous-groupe de T (D) possédant 
les propriétés suivantes : 

(a) G est transitif dans D ; 
(b) i l existe un point z0£D tel que le sous-groupe d'isotropie de z0 dans T(Z>) 

soit contenu dans G. 
Alors G = T ( D ) . 

DÉMONSTRATION. Pour tout S £ r ( D ) , il existe T£G tel que T(z0) = S(z0) puisque, 
d'après (a), G est transitif ; T~1oS(z0)=z0, donc T~1oS^G d'après (b), alors 
T o i T - i o S ^ G , Le. SeG. • 

6.3.4. DÉMONSTRATION DE 6.3.2. — Les transformations homographiques de P1 lais
sant fixe le point à l'infini sont caractérisées par c = 0 , d ^ O ; elles forment le sous-
groupe de G des automorphismes de C (6.2.2), i.e. le sous-groupe d'isotropie de 
- dans r(P1) ; G étant transitif, d'après 6.3.3, r(P1) = G. • 

6.4. Automorphismes du disque unité B=B(091) 

6.4.1. Homographies 

Ce sont les applications satisfaisant à (6.1) et (6.2). Pour c ^ O , on a : w = a c ~ 1 + 
+ (bc — ad)c~2(z + dc~1)~1 ; l 'homographie est alors composée des applications 
suivantes : z ^ z + d c ' 1 (translation) ; z"=z '~x (inversion-symétrie) ; 

(6.3) 

(homothétie complexe de rapport ^ 0 ) ; w = ac~1+zw (translation). 
Pour c = 0 , c'est une homothétie suivie d'une translation. 
Chacune de ces applications transforme l'ensemble des droites et des cercles de 

C en lui-même ; en particulier, il existe une homographie transformant <fm z = y = 0 
en le cercle unité ; c'est un homéomorphisme de P1, donc elle transforme une com
posante connexe de C \ R en une composante connexe de C \ s p t £ i ? ( 0 , 1). Con
sidérons une homographie transformant («>, 0 ,1) en (1, — 1, — i) ; alors : a = c = l , 
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b = —d ; d = + / . 

(6.4) 

transforme le demi-plan y > 0 en B. 

6.4.2. Automorphisme s du demi-plan supérieur P (y > 0) 

Considérons les homographies (6.1) à coefficients réels, telles que \ad— bc\ = l : 
ce sont les homographies qui conservent l'axe réel. Pour qu'une telle homographie 
conserve P il faut et il suffit que a d — b c = l . Si c ^ O cela résulte de la décomposi
tion de 6.4.1 et de (6.3) ; si c = 0, w = a d ~ 1 z + b d ~ 1 , alors a d = l . 

Ces homographies constituent un sous-groupe G de r ( P ) tel que G soit transitif 
dans P ; nous allons montrer que le sous-groupe d'isotropie du point / dans r ( P ) 
est contenu dans G ; cela résultera du lemme 6.4.4 et du fait que l'image de i par 
l'application (6.4) est le centre 0 du disque unité. Alors, du lemme 6.3.3, résul
tera : 

6.4.3. Proposition. — Le groupe r ( P ) des automorphismes de P est le groupe des 
homographies (6.1) à coefficients réels, telles que ad— bc = l . • 

6.4.4. Lemme. — Le sous-groupe d'isotropie de 0 dans r ( B ) est le groupe des 
rotations z^zelQ ; 6£R. 

DÉMONSTRATION. — Soit z ^ f ( z ) un automorphisme de B laissant 0 fixe, alors, 
d'après le lemme de Schwarz (ch. 2,3.5) appliqué à / et à / ~ \ on a \f(z)\ = \z\, puis 
f(z) = eiez pour 06 R fixe. • 

6.4.5. Théorème. — f ( B ) est le groupe des homographies 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès 6.4.1, l 'isomorphisme (6.4) applique P sur B ; l'iso-
morphisme réciproque est 

(6.5) 

Tout élément de T(B) est composé des applications 

avec et ad—bc — 1 

c'est 

avec 
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et 

Alors mais, d après la condition a d — b c = \ , on a : 

-ad— —bc—\<—bc, donc 

6 . 5 . Théorème de la représentation conforme pour un ouvert simplement connexe 
D de C 

6 . 5 . 1 . Théorème. — Tout ouvert simplement connexe D de C9 distinct de C9 est 
isomorphe au disque B ( 0 9 1 ) . 

6 . 5 . 2 . Corollaire. — Deux ouverts simplement connexes D1, D2 de C , distincts de 
C, sont isomorphes. • 

6 . 5 . 3 . Corollaire. — Deux ouverts simplement connexes D19 D2 de C sont ho-
méomorphes. 

DÉMONSTRATION. — Chacun d'eux est égal à C ou isomorphe à i ? ( 0 , 1 ) ( 6 . 5 . 1 ) , 
donc homéomorphe à C ( 6 . 1 . 2 ) . • 

Pour démontrer 6 . 5 . 1 , on va effectuer des réductions préliminaires de la donnée. 

6 . 5 . 4 . Proposition. — Pour tout ouvert simplement connexe D de C, distinct de 
C, i l existe un ouvert D1 relativement compact de C et un isomorphisme : D-+D1. 

DÉMONSTRATION. — Soit a £ C 9 a ^ D ; D étant simplement connexe, il existe une 
détermination holomorphe g de log (z—a) sur D (ch. 1 , 5 . 4 . 1 1 ) ; en outre, g est injec-
tive, en effet, pour zl9 z2£D tels que g(Zi)=^(z2), on a exp g(z±) = exp g(z2), i.e. 
z1—a=z2—a. 

Soit z0€A d'après 5 . 3 . 1 , g(D) contient un disque BR=B(g(z0)9 r ) ; alors le 
disque BR + 2ni ne contient aucun point de g(D) sinon il existerait z et z ' ^ D tels 
que g(z')=g(z)+27ii9 donc en prenant l'exponentielle des deux membres, z — a = 
= z ' — a ; c'est impossible puisque g est une détermination de log (z—a). Alors, pour 

tout z£D, on a la fonction h 

est holomorphe, injective et bornée sur D ; d'après le Corollaire 5 . 3 . 4 , elle défini 
un isomorphisme D - ^ D ^ h i D ) où Dx est contenu dans 

6 . 5 . 5 . Pour démontrer 6 . 5 . 1 , on peut supposer D borné ; plus précisément, après 
homothétie et translation convenables, on suppose zo = 0£Z) et D Œ B = B ( 0 , 1) . 

6 . 5 . 6 . Lemme. — Soit A = {f£(9(D) ; f injective ; / ( 0 ) = 0 ; | / ( z ) | < l ; z^D). 
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) f £ A ; D ' = f ( D ) = B = B ( 0 9 l ) ; 
(ii) f £ A ; | / ' (0) | est maximum. 
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DÉMONSTRATION. — ( i )^( i i ) : soient f £ A sans plus et D ' = f ( D ) ; d'après le 
Corollaire 5 .3 .4 , /es t un isomorphisme : D ^ D ' . Soit g un isomorphisme : D ^ B ; 
g(0) = 0 ; alors f=hog où h : B ^ D ' est un isomorphisme tel que h(0) = 0. On 
a : |A'(0)|<1 d'après le lemme de Schwarz (ch. 2, 3.5), donc | / ( 0 ) | ^ | g ' ( 0 ) | . 

(i) équivaut à : h est un automorphisme de B conservant 0, donc une rotation 
(6.4.4), d 'où |A'(0)| = 1 et 1/(0)1 = 1^(0)1. 

non (i)=Hion (ii) : soit f£A, tel qu'il existe a £ C , M < 1 , a^f(D). f(z)£B en

traîne (6.4.5) ; f (D) est simplement connexe, alors F(z) 

est définie, holomorphe et injective dans D et ^ e F ( z ) < 0 . 

Si on a cela résulte immédiatement 

de 

Alors est holomorphe et injective dans D ; g ( 0 ) = 0 et 

donc g ÇA. On vérifie immédiatement 

6.5.7. DÉMONSTRATION DE 6.5.1. — On se place dans les hypothèses de 6.5.5. D ' ap rès 
6.5.6, il suffit de prouver qu'il existe f £ A telle que sup|g-'(0)l soit atteinte par 

| / ' ( 0 ) | . On suppose 0(D) muni de la topologie de la convergence uniforme sur 
tout compact et on considère la partie & = { f £ A ; | / ' ( 0 )1^1} de (9(D). 

J f ^ 0 , car i ) étant contenu dans £ ( 0 , 1), iàD£@. 
$ est bornée dans (9(D) car, pour tout z£Z>, | / ( z ) | < l , donc, pour tout compact 

K à e D , \ f ( K ) \ ^ l . 
& est fermée dans (9(D), en effet, soit il existe une suite (fn), fn(L08 telle 

que f = \ i m f n (uniformément sur tout compact de D) ; alors / ( 0 ) = îim / ( 0 ) = 0. 

f—lim fn' (uniformément sur tout compact) d'après 1.3, alors | / ' (0) l = 
^^ l im 1 ^ ( 0 ) 1 ^ 1 ; en particulier /n'est pas constante dans D ; comme c'est la 
limite d'une suite de fonctions holomorphes injectives, elle est injective (1.5). Enfin, 
\ fn(z) \<\ sur D entraîne | / ( z ) | ^ l sur D ; mais il n'existe pas de point z ^ D 
tel que | / ( z ) | = l , en vertu du principe du maximum parce que / n'est pas cons
tante, donc f€@. L'ensemble & étant borné fermé dans (9(D) est compact d'après 
le théorème 3.6.2 ; en outre l'application J*-^R est continue, donc elle atteint sa 

borne supérieure sur 



4 APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES 
SUR UN COMPACT. CONSTRUCTION DE FONCTIONS 

MÉROMORPHES À SINGULARITÉS DONNÉES 

Etant donnés un ouvert D de C et un compact K de D, le théorème de Runge donne 
des conditions équivalentes à la suivante : toute fonction holomorphe au voisinage 
de K peut être approchée uniformément sur K par des fonctions de &{D) ; l'une 
d'elles est : D \ K n'a pas de composante connexe relativement compacte dans D. 
On en déduit, comme dans le cas du disque ouvert, la solution du problème du d" 
dans D. Il est alors aisé d'étendre, à D, les théorèmes de Mittag—Leffler et deWeier-
strass. 

1. T h é o r è m e d e R u n g e 

1.1. Introduction 

Nous avons vu que toute fonction holomorphe dans un disque B = B ( 0 , Q) est 
développable en série convergente dans ce disque (ch. 2, 1) ; de plus, cette série 
converge normalement, donc uniformément, sur tout disque de rayon r strictement 
inférieur à Q, donc sur tout compact de B. Autrement dit, toute fonction holomorphe 
dans B est limite uniforme de polynômes sur tout compact de B. En particulier, 
toute fonction entière est limite uniforme de polynômes sur tout compact de C. 

Le théorème 1.2 donne des conditions équivalentes à la suivante : étant donné 
un ouvert D de C et un compact K de Z>, toute fonction holomorphe au voisinage 
de K (i.e. holomorphe sur un voisinage ouvert de K) est limite uniforme de fonctions 
holomorphes sur D. Dans le cas particulier ci-dessus, K = B ( 0 , r ) , la fonction ho
lomorphe à approcher est définie sur le voisinage B de K et Z>=C ; on vérifiera 
que les conditions du théorème sont trivialement satisfaites. Ce théorème d'ap
proximation est du même type que le théorème de Weierstrass d'approximation des 
fonctions continues réelles sur un compact de R" par des polynômes ; cependant, ici, 
les fonctions considérées sont toutes holomorphes et des conditions sur le compact 
apparaissent. 

1.2. Théorème de Runge. — Soient D un ouvert de C et K un compact de D. Alors 
les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) toute fonction holomorphe dans un voisinage de K peut être approchée, uni
formément sur K, par des fonctions de (9{D) ; 
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(b) l'ouvert D \ K n'a pas de composante connexe relativement compacte dans D ; 
(c) pour tout z £ D \ K , i l existe f£(9(D) telle que \f(z)\ >sup | / ( 0 | . 

1.3. Corollaire. — Les trois conditions suivantes sont équivalentes : 
(a) toute fonction holomorphe dans un voisinage d'un compact K de C est limite 

uniforme de polynômes sur K ; 
(b) le complémentaire de K est connexe (ce qui équivaut à : chaque composante 

connexe de K est simplement connexe) ; 
(c) pour tout z £ C \ K , il existe un polynôme f tel que | / ( z ) |>sup 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès 1 .1 , toute fonction entière est limite uniforme de poly
nômes sur le compact K : alors (a) et (c) traduisent (a) et (c) du théorème 1 .2 , dans 
le cas D = C . 

(b) est le cas particulier de (b) de 1.2 dans lequel D = C, alors C \ K est con
nexe et infini, i.e. toute composante connexe H de K est telle que tout arc continu 
fermé de H est homotope à un point, sans quoi C \ K aurait une composante con
nexe relativement compacte. 

1.4. DÉMONSTRATION DE 1.2. 

1.4.1. non (b)=^non (c) : supposons que D \ K ait une composante connexe B 

dont l'adhérence B dans D soit compacte. Alors la frontière F r B de B est une 
partie de K et, d'après le principe du maximum (ch. 2 , 3 . 2 ) , on a : pour tout f £ 6 ( D ) , 

sup| /(z) |<= sup \fŒ)l donc 

( 1 . 1 ) 

ce qui est la condition non (c). 

1.4.2. non (b) et (a) sont contradictoires. 
Soit/une fonction holomorphe dans un voisinage de K et soit (fn) une suite d'élé

ments de (9(D) convergeant vers f uniformément sur K. Dans les notations de 1 .4 .1 , 
(1.1) appliquée à fn—fm montre que la suite (fn\B) est de Cauchy, dans B, pour 
la norme de la convergence uniforme, donc a une limite continue F ; de plus F = f 

sur K O B , donc sur F r B . 

B est un ouvert de Z), en effet, soit z0£B, alors il existe un disque ouvert b de 

C centré en z0, contenu dans D et ne rencontrant pas le fermé K ; or b est connexe 
et BPïb^Q. donc B U b est connexe, mais B est une composante connexe de 
D \ K : c'est la composante connexe de z0, d'où b a B ; B est donc ouvert dans 
C et dans D. 

(fn) converge uniformément sur 5 , donc sur tout compact de B, vers F , alors, 
d'après ch. 3 , 1 .3 , F est holomorphe dans l'ouvert B. Soit Ç£B ; prenons f(z) = 

= (z—0_1 ; on a F(z)=f(z) sur F r B , d 'où (z—QF(z)=l sur F r £ , donc, 
d'après le principe du maximum appliqué à la fonction holomorphe ( z - Q F ( z ) - l , 
on a : ( z—0F ( z )= 1 dans B ; alors F n'est pas holomorphe au point C de B : con
tradiction. 
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1.4.3. (b)=^(a) : préliminaire. Une mesure fi dans le compact K est une forme C-li-
néaire continue sur l'espace C0(K ; C) des fonctions continues sur K, à valeurs 
dans C, muni de la norme de la convergence uniforme. On pose : 

un voisinage co de K, 

On a et (a) équivaut à : 

1.4.4. Lemme. — (a) équivaut à 
(a7) toute mesure dans K orthogonale à F est orthogonale à E. 

On rappelle que, si A(zC0(K ; C ) , la mesure JÂ est dite orthogonale à A si, pour 
tout q>Ç.A9 on a fi((p) = 0 ; on dit aussi que cp est orthogonale à ¡1. 

DÉMONSTRATION DU LEMME. — Non (a)=Hion (a') : supposons ( F ) £ ^ F , soit 
g^(F)E, g$E ; soit ß la forme linéaire sur G = (F)E + Cg nulle sur (F)E et égale à 
1 sur g. Cette forme est continue puisque Ker ß = (F)E est fermé dans G ; d'après 
le théorème de Hahn—Banach, il existe un prolongement linéaire continu \i de ß 
à C0(K ; C), i.e. une mesure dans K orthogonale à F et non orthogonale à E. 

(a)=*(a') : toute mesure \i dans K orthogonale à F est orthogonale à (F)CQ(X;C) 
(continuité de /i), donc à (F)E=E. Q 

1.4.5. Lemme. — Soit \i une mesure dans C, à support dans K, alors la fonction 

(1.2) 

est holomorphe en dehors du support de a et 

(1.3) 

DÉMONSTRATION. — Soit /z£C* assez petit 
tend vers quand h tend vers 0 ; donc la C-dé-

rivée de cp(Ç) existe. On vérifie (1.3) par récurrence sur q£N. 

1.4.6. DÉMONSTRATION DE (b)=>(aO, donc, d'après 1 .4 .4 , de (b)=>(a). 
Soit fi une mesure dans C, à support dans K, orthogonale à F. 
(i) Pour tout wÇN, zn£F, donc f z"d/i(z) = 0 ; mais, pour ££C, |£|>sup|z|, 

on a la série du dernier 
membre convergeant normalement. Alors, pour |£0|:»0, donc pour Co dans la 
composante connexe non bornée de C \ K , on a : (p(q)(Ç0) = 0, pour tout #£N, 
donc cp = 0 sur la composante connexe non bornée de C\K9 d'après le théorème 
2 .1 .1 du chapitre 2 . 

(ii) Si Z M C , soit £ € C \ A alors la fonction z>->(z—Q-*-1 est holomorphe 
dans D, elle appartient à F , donc, pour tout #£N, (p(^(C) = 0 ; en outre, cp est holo
morphe sur C \ K ( 1 . 4 . 5 ) , donc d'après ch. 2 , 2 . 1 . 1 (théorème d'identité), cp est 
nulle sur toute composante connexe de C \ K qui rencontre C \ D . 

(iii) D'après (b), D \ K n 'a pas de composante connexe relativement compacte 
dans D, donc, pour toute composante connexe H de C \ J ^ , ou bien H Pi ( C \ Z > ) ^ 0, 
ou bien H est non bornée, c'est le cas, en particulier, si D = C . 
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Si D = C , on a cp = 0 sur С \ Д d'après (i). 
Si D ^ C , cp = 0 sur chaque composante connexe H de C \ K d'après (i) et (ii). 
Soient co un voisinage de К dans Z>, f£®(co) et \j/Ç^(œ) telle que = l dans 

un voisinage de K, alors, d'après (ch. 1, 5.1.1), pour z£K, on a : 

mais dij//dz = 0 dans un voisinage de K, donc, dans l'intégrale, on a |Ç—z| > 0 , alors, 
d'après le théorème de Fubini, 

puisque cp(Q = 0 pour Ç £ C \ K ; alors/est orthogonale à ju, donc fi est orthogonale 
à E, i.e. la condition (a7) est satisfaite. 

1.4.7. (b)=^(c) : Soient z £ D \ K et b un disque fermé centré en z et contenu dans 
D \ K . Alors les composantes connexes de D \ ( K U b ) sont les mêmes que celles de 
D \ K , à cela près que b a été oté de la composante connexe du point z, donc K U b 
satisfait à (b). 

Mais (b)=^(a), donc la fonction égale à 0 dans un voisinage de K et à 1 dans un 
voisinage de b peutêtre approchée uniformément par des fonctions de (9(D), alors 

il existe f£®(D) telle que dans К et dans b, i.e. dans 

b, d'où (c). 

1.5. Enveloppe holomorphiquement convexe d'un compact 

1.5.1. Soit К un compact de D ; on appelle Ф (D)enveloppe de К la partie suivante 
de D : 

On dit aussi que Ê est Y enveloppe holomorphiquement convexe de K. 
On pose QD = C \ D ; pour C€CZ>, en prenant f (z) = (z—()_1, on vérifie 

( 1 . 4 ) 
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En prenant f(z)=eaz pour tout a £ C , on vérifie que K est contenu dans l'en
veloppe convexe de K dans C ; comme cette dernière est compacte et, d'après (1.4), 
K est compacte ; en outre Ê = K . 

1.5.2. Proposition. — Pour tout compact K de D, K est la réunion de K et des 
composantes connexes de D \ K relativement compactes dans D. 

DÉMONSTRATION. — Soit B une composante connexe de D \ K relativement com
pacte dans Z>, alors 

car Fr B Œ K et à cause du principe du maximum, donc B Œ Ê . Alors la réunion 
Kx de K et des composantes connexes de D \ K relativement compactes dans D, 
est contenue dans K. Toute composante connexe de D \ K est ouverte (1.4.2), 
donc D \ K t , réunion de composantes connexes de D \ K est ouvert, alors Kl9 
fermé contenu dans le compact K, est compact ; en outre, aucune composante 
connexe de D \ K i n'est relativement compacte dans D, donc K± satisfait à la con
ditions (b) du théorème 1.2, d'après (c) de 1.2, on a : K ^ K ^ K , d'où 

1.6. Paires de Runge 

1.6.1. Théorème. — Soient D19 Z>2 deux ouverts emboîtés de C, Z ^ c Z ^ . Alors 
les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) toute fonction de 0{D^) peut être approchée, uniformément sur tout compact 
de D19 par les fonctions de (9(D2) ; 

(ii) D 2 \ D 1 n'a pas de composante connexe compacte ; 
(iii) pour tout compact KczDl9 on a KD^=KDi ; 
(iv) pour tout compact KczD19 on a KD C\D1=KD ; 
(v) pour tout compact K Œ D19 KD D D± est compact. 

DÉMONSTRATION. — (i)=>(iv), (iv)=*(v) et (iii)=>(iv) sont évidents. 
(v )^( i ) : K/=KD2HD1 est compact d'après (v) ; K" = KD^Pi(D^D^, fermé d'un 

compact est compact ; K' et sont disjoints, donc, dans Z)2, il existe un voisinage 
ouvert de K ' contenu dans D1 et un voisinage ouvert de K " qui sont disjoints. Soit 
fa(9{P*ù ; la fonction égale à/sur le voisinage considéré de J^'et égale à 1 sur le 
voisinage considéré de K " peut être approchée uniformément sur K'{JK"=KDz 
par des fonctions de (9{D2) d'après 1.2 ; mais KczK\ donc (i) est vérifié ; en outre 
d'après le début de la démonstration (i) équivaut à (v). 

(i)=^(iii) : soit 0=f€@(D1) ; dans les notations ci-dessus, d'après (v), il existe 
une fonction g£ (9 (Z)2) aussi voisine qu'on veut de 0 sur K ' et de 1 sur K " ; on a 
j £ V 0 puisque K est contenu dans KDo et dans D1 ; si ^ ' V 0 , d'après 1.5.2 ap
pliquée à Z>2, il existe zdK"C[¥iD1 ; alors g ( z ) = l puisque z^K" et g(z) = 0 
puisque z£KD^C\FrD± : contradiction. Donc K " = 9 , i.e. KD^=K^C)D±=KDi 
d'après (iv) entraîné par (i). 
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(iii)=>(ii) : soit L une composante connexe compact de I>2\D1 ; alors 
F = ( D 2 \ D 1 ) \ L est un fermé ; soit co un voisinage ouvert de L9 relativement com
pact dans D2 tel que œ f ) F = 0 ; on a Fr œO (D2\Dl)^=0 et FrcocZ)2 , donc 
Fr coc:D1 ; d'après le principe du maximum, la 0(D2)-enveloppe de Frco con
tient œ9 donc aussi L ; d'après (iii) L a D l 9 donc L = 0. 

(ii)=>(iii) : soit A une composante connexe de D 2 \ K relativement compacte 
dans Z)2. On a Fr AaKczDl9 donc L = Â N ( D ^ \ D 1 ) = A n ( D 2 \ D 1 ) est un com
pact de A ; en outre F = ( D 2 \ A ) N ( D 2 \ D 1 ) est fermé dans D29 disjoint de L et 
D 2 \ D î = F U L ; L est réunion de composantes connexes compactes de Z>2\Z>i ; 
d'après (ii), L = 0 , donc AczD1. D'après 1.5.2, ÊDtt est la réunion de K et des 
composantes connexes de D 2 \ K relativement compactes dans D2 ; celles-ci sont 
contenues dans D1 d'après ce qui précède, donc d'après 1.5.2, KD aKD ; l'inclusion 

2 1 
inverse résulte de D1ŒD29 d'où (iii). • 
1.6.2. Tout couple d'ouverts emboîtés (Dl9 D2) satisfaisant aux conditions équi
valentes de 1.6.1 est appelé une paire de Runge. 

2. Problème du d" dans un ouvert D de C 

2.1. Exhaustion de D 

2.1.1. Proposition. — I l existe une suite strictement croissante de compacts (Kn)neN 
de D telle que, pour tout n£N, KnaKn+1 et que (J Kn = D. 

n 
Une telle suite est appelée une exhaustion de D. 
La démonstration de cette proposition est un raffinement facile du théorème moins 

précis 2.1 du chapitre 3. Kn étant construit, on considère un recouvrement ouvert 
fini de Kn par des disques ouverts 2?. ; y 'G /cN. On pose Kn+1= (J Bj ; c'est une 

réunion finie de compacts, donc un compact, en outre Kn+1= (J BjZ)Kn. 

2.1.2. Soit (Kj) une exhaustion de D ; alors KjCiKj et, d'après 1.5.2, (Kj) est une 
exhaustion de D. 

2.2. Théorème. — Soient D un ouvert de C, œ = f û z une forme différentielle C1 
donnée dans D, alors i l existe une fonction g, de classe C1 dans D, telle que à"g—co ; 
g est déterminée à l'addition près d'une fonction holomorphe dans D. 

DÉMONSTRATION. — Soit (Kj) une exhaustion de D par des compacts tels que 
K j = Ê j . Soit (t/O une suite de fonctions C°° dans D telle que spt xl/nczKn+l9 \j/n\Kn=l9 
n ^ l ; y\fnf est C1 dans D , à support compact contenu dans Kn+1. Alors la démonstra
tion du théorème 2.5 du chapitre 2(*) s'adapte ici en remplaçant le disque Bn par 

(*) Les notations de 2.5 du chapitre 2 sont différentes : les symboles / et g sont échangés. 
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Kn, le théorème 5.3.2 par 5.3.3 du chapitre 1 et l 'approximation sur Bn-1 de la 
fonction holomorphe gn+1—Sn sur Bn à l'aide d'une fonction Pn holomorphe sur 
Bn+i par l'utilisation du théorème de Runge pour le compact Kn„x de Kn+X. 

3. Théorème de Mittag—Lefiier dans un ouvert de C 

3.1. Problèmes 

3.1.1. Soient D un ouvert de C et S = { z j £ D ; y'ÇN} un ensemble discret de points 
distincts de D ; pour tout y"£N, soit fs une fonction méromorphe définie sur un 
voisinage K de z* ne contenant pas de point de S différent de z/5 ayant z. pour 

seul pôle, alors il existe n ^ N * tel que où Aik£C et k; 

est une fonction holomorphe dans V}. 

3.1.2. Problème I 

Trouver une fonction méromorphe f dans D, holomorphe dans D \ S , telle que, 
pour tout y'ÇN, f—fj soit holomorphe sur Vj. 

Ce problème équivaut au suivant : soit (Uj)jei un recouvrement ouvert de D, 
pour tout j d l , on donne f ^ J i i l J ^ ) et on suppose que, pour tout ( j , k ) £ l 2 tel que 
UjnuK*D9 on ait fj-fkZ<!)(Ujnuk). Trouver f ^ J i ( D ) telle que f \ U j - f j t Q ( U j ) . 

Remarquons que, si / existe et si g . =- f \Uj- \ - f j9 alors f j - f k = g j k = g j -
—gkÇ.®(UjC\Uk). Réciproquement, s'il existe une famille (gj)jen g^OfJJ j ) telle 
que : gj—gk=gjk sur UjC\Uk, la fonction fj—gj est la restriction à Uj d'une 
fonction m é r o m o r p h e / sur D. De sorte que notre problème est un cas particulier du 
suivant : 

3.1.3. Problème I I 

Etant donné un recouvrement ouvert (Uj)jei de D et une famille de fonctions 
(gjk)(j,k)eiz satisfaisant à la condition suivante : 

pour tout couple ( f k ) £ P tel que 17,. H £7*5*0, on a gjkÇO{Ujr\Uk) ; 

(3.1) 

pour tout triple (j9k,l)Ç .I* tel que C/,fl Ukf] £7,5*0, on a 

(3.2) sur 

trouver une famille (#/)./€i telle que sur 

3.2, Théorème. — Pour tout ouvert D de C, le problème II a une solution. 
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DÉMONSTRATION. — Soit (cpj) une partition de l'unité subordonnée au recouvrement 
(Uj). Choisissons un ouvert Uk du recouvrement et soit j tel que UkC]Uj^0 alors 
gkj est holomorphe sur UkC)Uj ; la fonction (Pjgkj est définie et C°° sur Ukf]Uj9 
son support ne rencontre pas Uk\UkPiUj qui est fermé dans Uk, la fonction (pjgkj 
se prolonge donc par 0 à Uk tout entier en une fonction C°° que l'on note encore (Pjgkj 
soit J = { j ; Ujr\Ukj£0}9 alors alors est une somme finie 

puisque la famille (spt Çj)j^i est localement finie, donc hk est C°° sur Uk. De plus, 
pour tout / £ / , sur UkOUl9 on a : 

d'après (3.1), (3.2) et le fait que (^Oyçj est une partition de l'unité. 

gkl étant holomorphe, on a dhk/dz=dhl/dz, donc il existe une fonction ij/ C°° 
sur D telle que, pour tout feÇ7, on ait dhk/dz = \l/\Uk. D'après le théorème 2.2, il 
existe une fonction v C1 sur D telle que dv/dz = il/ ; en fait, comme on le voit en 
reprenant la démonstration de 2.2, \j/ étant C°°, il en est de même de v. Pour tout 
kÇ.1, on a dhjdz—dv/dz = 0 sur Uk9 donc gk=hk — v est holomorphe sur Uk et, 
sur C/KNC/j^0, on a g k - g ^ h j t - h ^ g a . • 

3.3. Corollaire (théorème de Mittag—Leffler). — .SW tout ouvert D de C, le pro
blème I a une solution. • 

3.4. Remarque. — L'outil essentiel de la démonstration du théorème 3.2 est le 
théorème d'approximation de Runge qui intervient par l'intermédiaire du théo
rème 2.2 ; on peut démontrer 3.3 sans utiliser 2.2 comme on l'a fait dans le cas 
particulier D = C (ch. 3,4.3). 

4. Théorème de Weierstrass dans un ouvert D de C 

4.1. Diviseur 

On appelle diviseur (entier) de D toute 0-chaîne localement finie à coefficients 
entiers ; un diviseur A a pour expression 

(4.1) où 

l'ensemble |^|=(z,) ,€J, support du diviseur est discret et n.ÇjL. 
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On désigne par J t * ( D ) le groupe multiplicatif des fonctions méromorphes sur 
D, différentes de 0 sur toute composante connexe de D ; soit f £ J t * ( D ) et soient 
Z=(Zj)jej ; P=(z'k)k(:K l'ensemble des zéros et des pôles de / , rij la multiplicité 
du zéro z.-, n'k la multiplicité du pôle zi ; les ensembles Z et P sont discrets, alors 

est un diviseur appelé le diviseur de f. Etant donné un 

diviseur A de D, on dit que f £ J t * ( D ) est solution de A si ( f ) = A. Dans les nota
tions de la formule (4.1) on pose DA — {zÇD ; z^z j9 j ^ I et W /<0} ; on appelle 
solution faible de A une fonction g, C°° sur DA, et telle que, pour tout il existe 
un disque U centré en zj9 contenu dans Z>, disjoint de | J | \ { z j } et une fonction 
i//, C°° sur U9 \l/(Zf)^0 telle que 

(4.2) 

sur UODA. So^t Q){D) l'espace des fonctions C°° à support compact dans Z). 

4.2. Lemme. — Soient z19 z2 deux points distincts de D et f une solution faible de 
A=Zz — Z19 alors, pour toute cpÇ^(D), on a : 

DÉMONSTRATION. est localement integrable d'après 5.4. du chapitre 2. 

Soit Uj un disque contenu dans D centré en Zj ( y = 1, 2) avec £/inC/2 = 0 et tel 
que (4.2) soit valide sur Uf. Soient cp^SiiU:) ( 7 = 1 , 2) égale à 1 au voisinage de 

alors et 

d'après la formule de Stokes. De plus 

4 .3. Lemme. — Soient c un arc différentiable à support compact dans D et U 
un disque ouvert borné de D contenant spt c. Alors il existe une solution faible 

f du diviseur bc = b — a telle que 
0) 

(ii) pour tout co^S1(D)9 dco = 0, on ait 

DÉMONSTRATION. — Soient U ' un disque ouvert relativement compact dans U et 
contenant sp t c , \I/£@(U) égale à 1 sur U \ 

(4.3) 
pour 
pour 
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Le support de xj/ étant un compact de U, la fonction f0 s'étend en une fonction / , 
C°° sur D\{a}9 égale à 1 sur D \ U ; d'après ( 4 . 3 ) , / est une solution faible du 
diviseur bc. 

Soit coÇê1(D) ; dco = 0 ; U étant un disque relativement compact de D, d'après 
le lemme de Poincaré (ch. 1 , 2 . 8 . 4 ) , il existe (p£@(D) telle que œ=d(p sur U9 
alors 

d'après 4 . 2 , 
d'après la formule de Stokes. 

4.4. Lemme. — Tout diviseur A de D a une solution faible. 

DÉMONSTRATION. — Soit (Kj)jem une exhaustion de D telle que K j = Ê j . 
Pour a0Ç.D\Kj9 montrons qu'il existe une solution faible de A=a0 telle que 

(p\Kj = l . Kj étant holomorphiquement convexe, d'après 1 . 5 . 2 , a0 appartient à une 
composante connexe U non relativement compacte de D \ K j 9 alors il existe 
axÇ U \ K j + 1 et un arc différentiable c0 joignant ax à a0 (ch. 1 , 2 . 8 ) . D'après le lemme 
4 . 3 , il existe une solution faible f0 de diviseur bc0 avec f0 \Kj=l . De la même façon, 
on établit, par récurrence, l'existence de points av£D—Kj+v9 v £ N , d'arcs cv dans 
D\Kj+v joignant av+1 à av et de solutions faibles fv de diviseurs bcv = av—av+l9 
telles que fv\KJ+v = l9 alors le produit f0'fi..*fn est une solution faible du 

diviseur a0—an+1. Le produit infini converge puisque, sur tout compact 

de D9 il existe seulement un nombre fini de facteurs différents de la constante 1 , 
donc/ est une solution faible du diviseur a09 égale à 1 sur ^ v . En faisant un produit 
de telles fonctions ou de leurs inverses, en nombre fini, on obtient une solution 
faible de tout diviseur A de D tel que \A\ soit fini et que \A\nKt = iï. 

Soit A un diviseur quelconque de D, alors avec 

\A\ étant localement fini, \AJ est fini, donc il existe une solution faible gv de Av 

avec gv\Kv=l ; le produit infini est une solution faible de A. 

4.5. Théorème (Weierstrass). — Soit A nv zv un diviseur de D , alors il existe 

une fonction méromorphe f£J4*(B) solution de A. 

DÉMONSTRATION. — Pour tout ouvert U de Z), on désigne par ®*(U) le groupe 
multiplicatif des fonctions holomorphes sans zéro sur U. Soit Uv un disque ouvert 
contenu dans Z>, centré en zv£\A\ et disjoint de |zl | \{zv}, alors la fonction méro
morphe fv = (z—zv)nv est solution de la restriction de A à Uv. Réciproquement, la 
donnée des fv permet de reconstituer le diviseur A. La donnée de A est donc équi
valente à la suivante : soit (Uj)j£I un recouvrement de D par des disques ouverts ; 

pour tout on donne f i£Jt*(UÌ) telle que, sur 

Il s'agit de trouver une fonction méromorphe / £ (D) telle que, sur tout Uj> 
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U,) ; il suffit, pour cela, de trouver hjÇ.^iUj) telle que 

(4.4) sur 

D'après le lemme 4.4, A a une solution faible g, i.e., sur U j D U k ^ 0 , on a : fjk = 

avec g j^S iU; ) et est sans zéro ; comme U- et C/ynC/fe^0 sont 

simplement connexes, pour une détermination du logarithme, soit cpj^loggj ; 
cPj~(Pu — cPjk avec e<pjk—fjk donc (pjk = logfjk, pour une détermination du 
logarithme, est holomorphe sur UjÇMJk ; d"(pj — d"(pk = d"(pjk = 0 sur UjÇ\Uk, 
alors il existe une 1-forme £ = / ? d z , C°° sur Z), telle que d"(pj = Ç\Uj pour ; 
d'après le théorème 2.2, il existe une fonction a, C°° sur Z>, telle que £ = d"a. Soit 
il/j = (pj — (x, on a d//ij/j = 0 et ij/j — ̂ k^cpjk ; hj = exp\l/j est holomorphe et satis
fait à (4.4). 
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Etant donné un germe cp de fonction holomorphe en un point d'une surface de 
Riemann X, on cherche à prolonger cp en une fonction holomorphe sur une surface 
de Riemann Y aussi grande que possible. Pour résoudre ce problème dit de prolonge
ment analytique, on a besoin des notions topologiques d'homotopie, de revêtement 
et de faisceau ; on a aussi besoin d'approfondir les propriétés d'applications holo
morphes de surfaces de Riemann (n° 2). Ce programme est traité en alternant les 
notions et propriétés topologiques (paragraphes impairs) et les propriétés des appli
cations holomorphes. Le prolongement analytique, en général, est défini et étudié 
au n° 4 ; Y est appelée la surface de Riemann du germe q>, elle est dite étalée au-
dessus de X. Le cas d'une fonction algébrique sur X, c'est-à-dire d'une solution 
d'une équation algébrique à coefficients méromorphes dans X, est traité au n° 6 ; 
en particulier on montre que la surface de Riemann d'une fonction algébrique sur 
PX(C) est compacte et on compare la relation géométrique entre X et Y à la rela
tion algébrique des corps de fonctions méromorphes sur X et sur Y. 

1. Homéomorphismes locaux ; revêtements topologiques 

1.1. Homéomorphismes locaux ; relèvement d'arcs 

l . U . Soit p : Y-+X une application continue d'espaces topologiques. Pour tout 
x ^ X , p~1(x) est appelé la fibre de p en x. 

p : Y-+X et q : Z ^ X étant deux applications continues, toute application 
continue / : Y-+Z telle que q o f = p est dite application continue de Y dans Z 
au-dessus de Xt ou application fibrée : elle applique la fibre de p en x dans la fibre 
de q en x. 

Une application continue p : Y ^ X est dite discrète si, pour tout x£X, la fibre 
p~1(x) est discrète. 

1.1.2. Soient p : Y-+X et / : Z - + X deux applications continues. On appelle 
relèvement de f à Y (par rapport à p ) toute application continue g : Z - * Y telle 
que f=pog ; on dit encore que g est une factorisation de f pa r p ; en outre, g est 
une application fibrée. 
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1.13. Une application p : Y-+X d'espaces topologiques est appelée un homéo-
morphisme local si, pour tout y£ Y, il existe un voisinage ouvert Vy de y dans Y 
tel que p\Vy soit un homéomorphisme de Vy sur l'ouvert p(Vy). Alors p est une 
application ouverte, i.e. l'image d'un ouvert de Y par p est un ouvert de X. 

1.1.4. Théorème (unicité du relèvement). — Soient X et Y deux espaces topologiques 
séparés, p : Y -+X un homéomorphisme local, Z un espace topologique connexe et 
f : Z - + X une application continue. S i g19 g2 : Z - + Y sont deux relèvements de f 
tels que, pour un point ZQÇ.Z9 gi(z0)=g2(z0), alors gx-=g2> 

DÉMONSTRATION. — Soit T = { z £ Z ; g1(z)=g2(z)}. Z étant connexe, il suffit de montrer 
que T est non vide, ouvert et fermé. 

7 V 0 car z0£T. Soit A la diagonale de Y x Y ; Y étant séparé, A est fermé et 
£2) étant continue, T=(g l9 g2)~1(^) est fermé. 

Soit z£T , on pose y=g i (z )=g2(z ) . Comme p est un homéomorphisme local, 
il existe un voisinage V de y tel que p\V : V - + U = p ( V ) soit un homéomorphisme 
sur un voisinage de p ( y ) = f ( z ) ; g± et g2 étant continues, il existe un voisinage W 
de z tel que g j (W)czV ; / = 1 , 2 , cp = (p\V)~~1 est un homéomorphisme U-+V ; 
pogj=f entraîne gj\W=q>o(f\Wr) ; j = \ 9 2 9 alors gi\W=g2\W9 i.e. W a T , donc 
T est ouvert. • 

1.1.5. Théorème (relèvement d'arcs). — Soit p : Y-*X un homéomorphisme local 
d'espaces topologiques séparés. Soient «, b £ X ; âÇp~1(a) ; r : I X l ^ X une 
application continue telle que T ( 0 , s) = a ; T ( l , s) = b; s £ l ; on pose ys(t)=T(t9 s). 

Si tout arc ys peut être relevé en un arc % d'origine à, alors % et % ont même 
extrémité et sont homotopes. 

DÉMONSTRATION. — On pose t : I x l - ^ Y telle que 

1.1.6. Lemme. — t est continue sur I x L 

donc étant connexe et 
f continue, t ( { l } X l ) est connexe ; p ' 1 ^ ) est discret, donc t ( { l } X l ) est un 
seul point £<E/?-1(^) : les arcs % ont même extrémité h et % et yx sont homo
topes. • 

1.1.7. DÉMONSTRATION D U LEMME. — 

(T) Soit V un voisinage de a tel que soit un homéomorphisme 
d'inverse cp : U-+V. 

Puisque r ( { 0 } X l ) = {a} et que r est continue, il existe s0>0 tel que 
r([0 , e0[Xl)c:U. Par le théorème d'unicité du relèvement (1.1.4), pour tout s £ l : 
on a : 

Donc t = o o T sur Ï0, s J X / ce qui implique la continuité de F sur l'ouvert 
rO,finfX/ de I X I . 

(ii) Montrons que t est continue sur I X L Soit (t09 a ) £ l X l un point en lequel 
t n'est pas continue et soit T = inf [ f non continue en (t, cr)l, on a : Ts>e0. 
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Posons x = r ( t , a) ; x = t{x9 a) = % ( T ) . Il existe un voisinage V de x tel que 
p\V : V-+U=p(V) soit un homéomorphisme ; U est un voisinage de .x ; soit 
(59 : l 'homéomorphisme inverse de p\V. L'application r étant continue, il 
existe des intervalles IE(x) et Ie(<r) centrés en T et en G respectivement, de longueur 
28, tels que r( lE(T)Xle((r))c:U ; en particulier, on a ya(Ie(-z))czU et, par unicité 
du relèvement des arcs 

( L O 

Soit TiÇ/gCO ; T ! < T ; alors, par définition de f , on a : /*(T19 c) = fFF(T1)ÇF, 
d'après (1.1). 

Puisque T est continue en (T15 C), il existe 0 < ô ^ s tel que, pour s£lô(o), on 
ait f ( T 1 , j ) = ?a(r1)6K. 

Par l'unicité du relèvement, pour s£lô(o)9 on a : £J/e(T) = <poys|Jc(T), donc 
r — cpor sur /£(T)X^(CT ) , alors f est continu au point (T, cr) ce qui contredit 
la définition de T, donc l'existence de t09 i.e. T est continue sur I X L • 

1.2. Revêtements topologiques 

1.2.1. Une application continue p : F - ^ X d'espaces topologiques est appelée un 
revêtement si la condition suivante est réalisée : pour tout x£X9 il existe un voisinage 
ouvert U de x tel que p~1(U) = U K- où les K- sont des ouverts disjoints de Y tels 

que, pour tout j£J9 /?|J^-*t/ soit un homéomorphisme. 
En particulier, /7 est un homéomorphisme local. On désigne parfois le revêtement 

p par le triplet (F , /7, X). 

1.2.2. Exemples de revêtements topologiques 

(a) Soient 
et 

p est un homéomorphisme local : pour &£C* et a=p(b)9 il existe des voisinages 
ouverts V0 de b et U de a tels que / ? | ^ : V0-+U soit un homéomorphisme. Soit co 
une racine fc-ième primitive de l'unité, alors 

avec 

Si z^VjCWj^ on a coJl~j2 = 1 , ce qui implique J \ = J \ 9 donc les ^ ( 7 = 0 , . . . ,/? — 1 ) 

sont disjoints ; ils sont homéomorphes à U par /?. 
(b) Considérons l'application exponentielle exp : C-^C* ; soit a=expb ; exp 

est un homéomorphisme local, donc il existe un voisinage ouvert K de Z? et un voi-
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sinage ouvert U de a tels que explJ^ : V0-+U soit un homéomorphisme. Alors 

avec 

et on vérifie, comme en (a), que les Vn sont disjoints deux à deux. 
(c) Soient œ 1 , œ ^ C deux éléments R-Iinéairement indépendants, alors T = co{L + 

+ co2Z est un sous-groupe discret, fermé du groupe topologique additif C. On 
considère le groupe topologique quotient T = C/r et la projection (continue) 
I I : C-^T. T étant fermé, C/T est séparé, en outre c'est l'image, par l'application 
II du compact {XCO1+JÂCO2I ; A, ju€[0, 1]} de C, donc T est compact. Soit a£T et 
b^n~1(a) , considérons l'ouvert K de C égal à 

n \ V est un homéomorphisme de V sur le voisinage ouvert U=TI(V) de a dans 
T ; de plus z — b = (TI\V)~1 : U ^ V est une carte holomorphe de T centrée en 
a : T est une surface de Riemann. 

Soient S1 = {z£C ; |z| = l} le cercle unité, / 7 ' l'application 

avec Al9 A2ÇR. Alors les applications J7 et H7 définissent l 'homéomorphisme 

par le diagramme commutatif 

d'où le nom de tore complexe donné à T. 

7.2.5. Contre-exemples 

(a) Soit j : Y ^ X l'injection canonique d'un ouvert Y d'un espace topologique 
X, différent de X ; alors j est un homéomorphisme local bijectif de Y sur son image, 
c'est idy, mais, pour tout x £ Y \ Y et tout voisinage ouvert U de x dans X, 
j~1(U)C]Y est un ouvert de Y qui n'est pas homéomorphe à U par j ; donc j n'est 
pas un revêtement. 

(b) Soit / ' : Y-+X un homéomorphisme local surjectif et soit (yj)jej ^a fibre 
de x £ X ; tout point y} a un voisinage ouvert V/ tel que f\V.' soit un homéomor
phisme : V/-+f(V/) = Uî. Si / est fini, alors P) Us est un ouvert U et les V* = 

— V/H f~1(U) sont les ouverts tels que f 1 (U)= I l K- ; si pour tout x les ouverts 

Vj sont disjoints, / est un revêtement. Mais si / est infini, pour qu'il en soit ainsi, 
il faut que f ] U- soit un ouvert ce qui n'est pas toujours réalisé. 
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1.2.4. On dit qu'une application continue p : Y-+X a la propriété de relever les 
arcs si, pour tout arc y : [0, 1]-^Z, pour tout y0£Y tel que p(y0) = y(0), il existe 
un relèvement y : [0, l]-+Y de y tel que f ( 0 ) = j 0 ; y est un arc de Y. 

1.2.5. Théorème. — Tout revêtement p : Y-+X relève les arcs. 

DÉMONSTRATION. — Soient y : [0, l ] ^ X un arc, y0£Y tel que p(y0) = y(0) ; 
[0, 1] = / étant compact, il existe une suite finie de réels O ^ t ^ t ^ . . . < f w = 1 de 
/ et des ouverts UkaX, k = \ , n tels que 

(i) 
(11) où Vkj est un ouvert de Y tel que . soit un 

homéomorphisme. 
Supposons qu'il existe un relèvement y|[0, tk_1] de y\[09 ^ - J avec Hfy=yo- Alors 

il existe j£Jk tel que H h - d ^ K j l s°it <P l 'homéomorphisme inverse de 
P\Vkj : VkJ + Uk ; alors W k - i , tk] = cpo{y\[tk__l9 tk]) relève y\[tk-l9 tk] donc $\[09tk] 
relève y|[0, tk]. L'hypothèse de récurrence est satisfaite pour k = \ 9 d'où la con
clusion. • 

1.2.6. Théorème. — Soient X9 Y deux espaces topologiques séparés9 X étant con
nexe par arcs et p : Y ^ X un revêtement. Alors le cardinal #/>-1(x) est indé
pendant de x £ X ; en particulier, si Y^09 p est surjectif. #/>-1(x) est appelé le nom
bre de feuillets de p. 

DÉMONSTRATION. — Soient x09x1£X9 x07^x1 et y : [0, l ] ^ X un arc joignant x0 
à xx. Soit y^p~1(x0)9 alors il existe un relèvement £ : [0, 1]->F tel que $( fy=y 
d'après 1.2.5, unique d'après 1.1.4. Soit ^ (y) = H^)^P~1(xi) l en échangeant 
x0 et x± et compte tenu de l'unicité du relèvement (1.1.4), on voit que \j/ est 
bijectif. • 

1.2.7. Complément sur les arcs continus 

(a) Soient X un espace topologique, a9b9 c £ X ; y : I -+X un arc joignant a à b9 
ô : I -+X un arc joignant b k c dans X. U a r c produit y.ô : I ^ X est défini par : 

il joint a à c. 

(b) U a r c inverse y : est défini par 

(c) On vérifie immédiatement que, si yl9y2 ' I -+X sont des arcs homotopes 
joignant a à b9 ôl9 ô2 : I -+X des arcs homotopes joignant b à c9 alors yvô1 et y2.ô2 
sont homotopes, y^ et y~ sont homotopes. 
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1.2.8. On dit qu'un espace topologique X est localement connexe pa r arcs si tout 
point de X a un système fondamental de voisinages connexes par arcs. 

1.2.9. Théorème (existence d'un relèvement). — Soient p : un revêtement d'es
paces séparés, Z un espace topologique localement connexe par arcs, connexe 
par arcs et simplement connexe et f : Z - ^ X une application continue. Alors pour 
tout z0€Z9 pour tout yo^P '1 (/(^0))ciF, il existe un relèvement unique f : Z ^ Y 

de f à Y tel que / ( z 0 ) = J V 

Remarque. — Le théorème est valide — et sera démontré — en remplaçant l'hypo
thèse « p est un revêtement » par la suivante qui en est une conséquence d'après 
1.2.1 et 1.2.5, « p est un honiéomorphisme local et p a la propriété de relever les 
arcs ». 

DÉMONSTRATION. 

Définition de f : Soit z £ Z et y : / - > Z un arc joignant z0 à z dans Z . Alors ô—foy 
est un arc de Xjoignant/(z0) à / (z ) ; soit ô : I-*- Y l'unique relèvement de ô d'origine 
y09 on pose f(z) = ô( l ) . Soit y± un arc de mêmes propriétés que y, alors y± et y sont 
homotopes puisque Z est simplement connexe ; on montre immédiatement que 
ô et ô1=foy1 sont homotopes. Alors d'après le théorème de relèvement des arcs 
homotopes (1.1.5) S et ô1 de même origine, ont même extrémité <5(1) ; donc f(z) 
est indépendant de l'arc ô et définit une application f : Z-+Y telle que f = p o f . 

Continuité de f : Soient z£Z , y = f ( z ) , V un voisinage de y dans F , on va montrer 
qu'il existe un voisinage W de z dans Z tel que f (W)(zV. La projection p étant 
un homéomorphisme local, pour V assez petit, p\V : V - + p ( V ) = U est un homéo-
morphisme d'inverse ç : U ^ V ; /étant continue, il existe un voisinage connexe 
par arcs, W de z dans Z tel que f ( W ) a U. Soient z ' d W et y' un arc de W joignant 
z à z', alors ô ' = f o y ' a son image dans U, ô' = cpoô' est un relèvement de ô' d'origine 
y, donc ô.ô' est un relèvement de ô.ô '=fo(y.y ' ) d'origine y0 et f ( z ' )= (ô .$ ' ) ( ! ) = 
= S/(1)€K. • 

1.2.10. Une application continue q : Y ^ X d'espaces localement compacts est dite 
propre si l'image réciproque par q d'un compact de X est un compact de F. 

1.2.11. Théorème. — Soit p : Y -+X un homéomorphisme local propre d'espaces 
localement compacts. Alors p est un revêtement. 

1.2.12. Lemme. — Soit p : Y-+X une application continue, discrète, propre d'espa
ces localement compacts. Alors 

(i) pour tout x£X, p_1(x) est fini, 
(ii) pour tout x£X, pour tout voisinage V de p~1(x), i l existe un voisinage U de 

x tel que p ^ i ^ a V . 

DÉMONSTRATION. —(i) p est propre et discrète et {x} compact, donc p~1(x) est com
pact et discret. 

(ii) V contient un ouvert contenant p ^ i x ) , il suffit de supposer V ouvert ; Y \ V 
est fermé ; p étant propre, F = p ( Y \ V ) est fermé et ne contient pas x, donc U = X \ F 
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est un ouvert contenant x ; en outre p 1(U)Op 1(F) = 0 et p 1 ( F ) z > Y \ V donc 

1.2.13. DÉMONSTRATION DE 1.2.11. — p étant un homéomorphisme local est discret ; 
d'après 1.2.12. (i) p~1(x) = {yl9 ...,>>„} ; y ^ Y ( j = l 9 ...,/?) ; de plus, il existe un 
voisinage ouvert Wj de y . tel que p \W : Wj^Uj=p(Wj) soit un homéomorphisme ; 

Y étant séparé, on peut supposer les Wj disjoints. Alors Wj est un voisinage 

ouvert de p 1(x), donc (1.2.12. (ii)), il existe un voisinage ouvert U de x tel que 
n 

p~1(U)cz U Wj ; soit Vj = W jr\p~1(U), les Vj sont des ouverts disjoints et 

p\Vj : Vj-^U est un homéomorphisme, pour 7 = 1 , . . . ,n . 

2. Morphismes de surfaces de Riemann 

2.1. Morphismes 

2.1.1. Les applications holomorphes / : X ^ Y de surfaces de Riemann ont été 
définies en 4.4.1 du chapitre 2 ; on les appellera aussi morphismes (de surfaces de 
Riemann) ; une application biholomorphe est aussi appelée un isomorphisme (ch. 3, 
5.3.3). A partir de propriétés des fonctions holomorphes dans un ouvert U de C qui 
sont invariantes par applications biholomorphes de la source et du but, donc par 
changement de cartes, on va établir des propriétés des morphismes de surfaces de 
Riemann. 

2.1.2. Théorème d'identité. — Soient X une surface de Riemann connexe et 
f19f2 : X-+Y deux morphismes qui coïncident au voisinage d'un point x0 de X, 
alors f et f coïncident sur X. 

DÉMONSTRATION. — Soit G l'ensemble des x £ X ayant un voisinage ouvert Wx 
tel que fi\Wx=f2\Wx. D'après sa définition G est un ouvert et contient x0. Soit 
b £ G \ G ; montrons que b^G : soit (U, h) une carte de X telle que b ^ U con
nexe et telle qu'il existe une carte (F , k) de Y avec f j (U )czV ( 7 = 1 , 2 ) ; alors 
les deux fonctions f j = kof.oh~'L : h(U)-+k(V) coïncident sur l'ouvert non vide 
h(Uf)G), donc sur l'ouvert connexe h (U) de C d'après (ch. 2,2.1.2), d'où f1\U=f2\U 
et b£G. L'ensemble G non vide, ouvert et fermé de X connexe, est égal 
à X. • 

2.1.3. Corollaire. — Soient X une surface de Riemann connexe et f19f2 X-+Y 
deux morphismes qui coïncident sur une partie A de X ayant un point limite x09 
alors f et f2 coïncident sur X. 

DÉMONSTRATION. — Il suffit de montrer que f± et f2 coïncident sur un voisinage 
assez petit U de x0 dans X, donc, en prenant des cartes, pour U ouvert connexe 
de C , / i et f2 fonctions holomorphes sur U ; f et f2 étant continues, on a / i(x0) = 
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=/2(^0)5 alors (AU{x0})C)U est non discret et contenu dans l'ensemble des zéros 
de /1—/2 sur d'où : / 1 - / 2 = 0 sur U9 d'après (ch. 2 , 2 . 2 . 2 ) . • 

2.1.4. Théorème de prolongement. — Soient U un ouvert d'une surface de Rie
mann, a£ U et f£@ ( U \ { a \ ) une fonction bornée au voisinage de a. Alors f a une 
extension unique holomorphe sur U. 

DÉMONSTRATION. — Il suffit d'établir le théorème dans le cas où U est le domaine 
d'une carte h ; le théorème est connu pour l'ouvert h (U) de C et la fonction f o h ' 1 
holomorphe sur h ( U ) \ h ( a ) (ch. 2, 4.3.3). • 

2.1.5. Théorème. — Soit f : X >Y un morphisme non constant de surfaces de 
Riemann. Pour tout a(iX, i l existe une carte (A, U) de X centrée en a, une carte 
(k, V) de Y centrée en b=f (a ) , avec f ( U ) c z V et un entier n ^ l tel que l'application 
F = k o f o h 1 : h(U)-+k(V) soit z ^ F ( z ) = zn. 

DÉMONSTRATION. — Soient (h\ £/'), (k, V) deux cartes centrées en a et b resp. 
telles que f ( U ' ) a V et soit £ la coordonnée dans la carte W. Alors 

est telle que G(0) = 0. D'après 5.2 du chapitre 3, il existe wÇN* et une fonction X 
holomorphe, sans zéro, sur un voisinage ouvert W de 0 dans h '(U') tels que : 
G(0=Cnùn(0 ; l'application 
a : W ' - + W = a ( W ) 

est un isomorphisme. Posons U = h ' ~ 1 ( W ) 
et alors 

est la fonction 
cherchée. 

2.1.6. Corollaire. — Soient X une surface de Riemann connexe et f : X-+Y un 
morphisme non constant. Alors f est une application ouverte. • 

2.1.7. Corollaire. — Soit f : X-+Y un morphisme injectif Alors f est un isomor
phisme de X sur f ( X ) . 

DÉMONSTRATION. — / injectif entraîne, par 2.1.5, que n = l en tout point de X. 
Alors / est biholomorphe de X sur f (X) . • 

2.1.8. Corollaire (principe du maximum). — Soient X une surface de Riemann con
nexe et f : X ^ C une fonction holomorphe non constante. Alors \f\ n'atteint pas 
son maximum. 

DÉMONSTRATION. — Soit a £ X en lequel \f(x)\ atteint son maximum M. Alors 
f ( X ) c z K = { z e C ; \ z \ ^ M } ; f ( X ) étant ouvert (2.1.6), f (X ) czK ; d'après le choix 
de K, f ( à ) £ K \ K , contradiction. • 

2.1.9. Théorème. — Soit f : X-+Y un morphisme non constant de surfaces de 
Riemann connexes. Alors, si X est compacte, Y est aussi compacte et f est surjectif 
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DÉMONSTRATION. — f ( X ) est ouvert ( 2 . 1 . 6 ) , fermé car f ( X ) est compact non vide ; 
F étant connexe, f ( X ) = Y compact. • 

2.1.10. Corollaire. — Toute fonction holomorphe sur une surface de Riemann com
pacte connexe est constante. 

DÉMONSTRATION. — C n'étant pas compact,/est constante d'après 2 . 1 . 9 . • 

2.1.11. Corollaire. — Toute fonction méromorphe f différente de °° sur P ^ P ^ C ) 
est rationnelle. 

DÉMONSTRATION. — f a un nombre fini de pôles, sinon P1 étant compact, l'ensemble 
des pôles aurait un point d'accumulation a ; a serait un pôle non isolé, donc / = °° 
au voisinage de a ; P1 étant connexe, d'après 2 . 1 . 3 , / = ° ° sur P1. On suppose que 
oo n'est pas un pôle de / sinon on considère 1 / / Soient pl9 ...,pn les pôles de 

Soit la partie principale de / en py ; d'après 

4 . 4 . 3 du chapitre 2 , hv s'étend en une fonction méromorphe sur P1 ; alors 

est holomorphe sur P1, donc constante d'après 2 . 1 . 1 0 . 

2.2. Morphismes non ramifiés 

Dans la suite, les surfaces de Riemann considérées sont supposées connexes. 

2.2.1. Théorème. — Soit p : Y ->X un morphisme non constant de surfaces de 
Riemann. Alors p est ouvert et discret. 

DÉMONSTRATION. — p est ouvert ( 2 . 1 . 6 ) . Si pour a£X, p~x(d) n'est pas discret, 
alors p~1(a) a un point d'accumulation, d'après le théorème d'identité ( 2 . 1 . 3 ) , p 
est l'application constante : Y-+{a}. • 

2.2.2. Si p : Y ^ X est un morphisme non constant, Y est appelée un domaine (étalé) 
au-dessus de X. 

2.2.3. Soit p : Y-^X un morphisme non constant de surfaces de Riemann, un 
point y£ Y est dit point de ramification de p s'il n'existe pas de voisinage V de y tel 
que p\V soit injectif ; p est alors dit ramifié. 

Un morphisme sans point de ramification est dit non ramifié. 

2.2.4. Théorème. — Soit p : Y-^X un morphisme non constant de surfaces de 
Riemann ; alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) p est non ramifié ; 
(b) p est un homéomorphisme local. 

DÉMONSTRATION. — (a)=>(b) : soit y£Y9 alors il existe un voisinage V de y tel 
que p\V soit injectif ; puisque p est continu et ouvert, p\V est un homéomorphisme 
de V sur l'ouvert p (V) . 
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(b)=>(a) : pour tout y£Y, il existe un voisinage ouvert V de y tel que p\V soit 
un homéomorphisme : V ^ p ( V ) , ouvert de X ; en particulier, p \V est injectif 
donc y n'est pas un point de ramification. • 

2.2.5. EXEMPLES. 

(1) Domaine Y au dessus de X : 
(a) Soit Y = C ; Z = C * ; p = exp : C->C* ; pour tout w0£C*, dans tout disque 

B de C centré en u0 et contenu dans C*, considérons une détermination de log w, 
on a pour u=ez , logu=z. Alors l'identité Y~> C composée avec l'inverse locale 
log de p est une fonction X -^C à plusieurs déterminations. 

(b) Plus généralement, pour tout domaine étalé F - ^ X, toute fonction holo
morphe ou méromorphe / sur Y définit, par composition avec l'inverse locale de 
p , une fonction holomorphe ou méromorphe sur X à plusieurs déterminations. 

(2) Considérons un morphisme / : X ^ Y et le nombre n du théorème 2.1.5, 
pour un point aÇiX. Pour tout voisinage U0 de a, il existe un voisinage ouvert U 
de a contenu dans U0 et un voisinage ouvert W = f ( U ) de b = f ( a ) tel que, pour 
tout x £ W \ { a } , la partie f~1(x) ait exactement n points : on dit que f a la multi
plicité n en a. D'après cette définition, pour toute application holomorphe non 
constante p : Y ^ X , y £ Y est un point de ramification de p , si et seulement si p 
a la multiplicité au moins égale à 2 en y. D'après le théorème 2.1.5, le comportement 
local de p est le même que celui de l'application : 

C - C . 

(3) L'application exp de (1) est un morphisme non ramifié car elle est injective 
sur tout ouvert F de C qui ne contient pas deux nombres complexes congrus modulo 
2ni. 

(4) La projection 77 : C-^T (1.2.2. (c)) est non ramifiée. 

2.2.6. Théorème. — Soient X une surface de Riemann, Y un espace topologique 
séparé et p : Y-+X un homéomorphisme local. Alors Y porte une structure com
plexe unique telle que p soit holomorphe. 

DÉMONSTRATION. — Pour tout yd F, soient x = p ( y ) , (hl9 t/j) une carte holo
morphe de X en x ; il existe un voisinage ouvert Vx de y tel que p\V± : Vx-+p(V^) 
soit un homéomorphisme. Soient U=p(V1)nU1ŒU1 et h=h1\U ; alors (h, U) 
est une carte de X et si V — V ^ p ^ i U ) , (V, hop) est une carte holomorphe de F . 
Les cartes holomorphes (F , k) avec k = h o p sont compatibles et constituent un 



MORPHISMES DE SURFACES DE RIEMANN 109 

atlas analytique complexe 21 de Y tel que p soit une application holomorphe : 
Y-+X. 

Soit W un autre atlas analytique complexe de Y tel que p soit holomorphe, alors 
p : (F , $T)-+X est un isomorphisme local, de sorte que l'identité (Y, 91)-»(Y9 $1') 
est un isomorphisme local, donc un isomorphisme : les atlas 91 et 5T sont équi
valents. • 

2.2.7. Théorème. — Soient X, Y, Z des surfaces de Riemann, p : Y-+X un mor-
phisme non ramifié et f : Z -+X un morphisme. Alors tout relèvement g : Z-+Y 
est un morphisme. 

DÉMONSTRATION. — Soient c£Z , b = g ( c ) , a = f ( c ) ; on a p(b) = a. Alors il existe 
des voisinages ouverts V de b et U de a tels que p\V : V ^ U soit biholomorphe 
(2.1.7), de morphisme inverse cp ; g étant continu, il existe un voisinage ouvert 
W de c tel que g (W)czV ; alors g \W={cp\ f (W ) )o ( f \W) est holomorphe, donc g 
est un morphisme. • 

2.2.8. EXEMPLE. Logarithme d'une fonction. 

Soit X une surface de Riemann simplement connexe et / : Z - ^ C * . On cherche 
une fonction holomorphe F : X-+C telle que exp F=f9 i.e. telle que F soit un 
relèvement de f k C , par rapport à exp. Soit xQ£X et c £ C tel que ec=f(x0), alors 
(1.2.9) il existe un relèvement F : X ^ C tel que F(x0)=c . D'après 2.2.7, F est 
holomorphe. Toute autre solution diffère de F par l'addition de 2nin, n£Z . Par 
définition F = l o g / . Si / est l'injection canonique, l o g f est une détermination 
continue de la fonction log sur X. 

2.3. Revêtements holomorphes ramifiés 

2.3.1. Soit / : X ^ Y un morphisme non constant, propre, de surfaces de Riemann. 
/ étant propre f ( X ) est fermé, f ( X ) est ouvert (2.1.6), non vide, Y est connexe, 
donc / est surjectif. D'après le comportement local d'un morphisme (2.1.5), l'en
semble A des points de ramification de / possède les propriétés suivantes : tout 
point aÛQ A possède un voisinage ouvert Ua tel que Ua D A = {a}. Alors A est discret, 
fermé. L'ensemble B = f ( A ) a Y est appelé l'ensemble des valeurs critiques de/. 

Soient Y ' = Y \ B ; X / = X \ f - 1 ( B ) a X \ A 9 alors f \ X ' : X ' - * Y ' est un mor
phisme non ramifié ; d'après 2.2.4, c'est un homéomorphisme local ; comme f \ X ' 
est propre, d'après 1.2.11, c'est un revêtement, à nombre fini de feuillets (1.2.6) 
d'après 1.2.12 (i). Y ' est connexe par arcs ; d'après 1.2.6, le nombre de feuillets du 
revêtement f \ X ' est déterminé, soit n, i.e. pour tout c £ Y \ f prend la valeur c 
exactement n fois. 
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Pour tout x£X, soit jx(f, x) la multiplicité de / en x au sens de 2.2.5 (2). On 
dira que /prend m fois la valeur c£ F, compte tenu des multiplicités si 

2.3.2. Théorème. — Soit f : X ^ Y un morphisme non constant, propre de sur-
faces de Riemann. Alors, i l existe /i£N* tel que f prend toute valeur c£Y n fois. 

DÉMONSTRATION. — Dans les notations de 2.3.1, il suffit de vérifier que, pour toute 
valeur critique c0, m = n. Soient p~1(c0) = (xl9 xr) ; k j = j n ( f Xj) ; d'après 2.1.5 
et 2.2.5 (2), il existe des voisinages disjoints Uj de Xj ( y = l , ...,**) et des voisinages 
Vj de c0 tels que, pour c£Vj\{c0}9 #(p~1(c)r)Uj) = k J , j = l , . . . , r . D'après le lemme 
1.2.12 (ii), il existe un voisinage V c z ^ D ...DVr de cQ tel que p~1(V)czU1U . . .U Ur. 
Mais, pour tout c £ V D Y \ on a : 

d'où 

2.3.3. Tout morphisme f de surfaces de Riemann, non constant, propre sera appelé 
un revêtement holomorphe à n feuillets où n est défini en 2.3.2. Si f n'est pas ramifié, 
c'est un revêtement topologique, on l'appelle un revêtement (holomorphe) non 
ramifié ; sinon, on dit que c'est un revêtement (holomorphe) ramifié. 

2.3.4. Remarque. — Sur toute surface de Riemann compacte X, pour toute fonc
tion méromorphe f, le nombre de pôles est égal au nombre de zéros (comptés avec 
leurs multiplicités) ; en effet, ce nombre est égal au nombre de feuillets du revête
ment, en général ramifié, / : X ^ F 1 . 

3 . F a i s c e a u x 

3.1. Préfaisceaux 

3.1.1. Définition; exemples. — Soit S la catégorie des ensembles ; les objets de 
S sont les ensembles ; les morphismes de ê sont les applications. On considérera 
des sous-catégories dont les objets ont des structures algébriques et dont les mor
phismes sont compatibles avec ces structures. 

EXEMPLE: catégorie des groupes (abéliens) avec les morphismes de groupes. 
Soient X un espace topologique, une catégorie d'ensembles, un préfaisceau A 

sur X, à valeurs dans est une fonction définie sur l'ensemble des ouverts de X, à 
valeur dans U-+A(U), où U est un ouvert de X, A ( U ) ^ 9 possédant les 
propriétés suivantes : si Ves t un ouvert de X, tel que UczV, il existe un morphisme 
Q I : A(V)-»A(U) tel que 

(i) pour tout ouvert U de X, Q% est l'identité : A(U)—A(U) ; 
(ii) si U, V9 W sont des ouverts de Z tels que U<z.VaW, alors 
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On note souvent un préfaisceau A par (A(U)9 Q^) OÙ U , V désignent des ouverts 
tels que UczV. 
Ex. : Soit C ( U ) l'anneau des fonctions continues sur l'ouvert U9 alors 

est l 'homomorphisme d'anneaux défini par restriction à U des fonctions continues 
sur V ; C est un préfaisceau d'anneaux. 
Ex. : Préfaisceau d'anneaux des fonctions C00 sur une variété différentielle C°° 
(voir Appendice). 

A chaque fois que A(U) est un ensemble de fonctions, on a un préfaisceau dans 
lequel les morphismes Q̂ J sont définis par restriction des fonctions sur V à U ; à 
cause de cela, on appelle souvent Q̂ J un morphisme de restriction et, pour s£A(V) , 
on pose QYJ (S)=S\U. 

3.1.2. Préfaisceau constant 

Soit G un groupe (un anneau, ...) et supposons que, pour tout ouvert U de X, 
A(U) = G et, pour tout ouvert V contenant U9 £^=idG. Le préfaisceau ainsi défini 
ect dit constant et noté G. 

3.1.3. Morphismes de préfaisceaux 

Soient A et B deux préfaisceaux sur X ; la donnée pour tout ouvert U de X d'un 

morphisme hv : A(U)-+B(U) tel que, pour UczV, le diagramme 

soit commutatif est un morphisme de préfaisceaux h : A-+B ; on a noté les 
morphismes relatifs au préfaisceau B. 

Les préfaisceaux sur X et leurs morphismes constituent une catégorie PF. 

3.2. Faisceaux ; espaces étalés 

3.2.1. On remarque que les exemples de préfaisceaux de 3.1.1 possèdent les propriétés 
suivantes : pour toute famille (Uj)iei d'ouverts de Z , soit U = { ] Ui9 

(F l ) si s \ s " e A ( U ) sont tels que s'\Ui=s"\Ui9 alors s ' = s " ; 
(F2) pour tout soit s ^AiUi ) tel que, pour tout ( i 9 j ) £ l x l , s ^UidUj — 

=Sj\Uir\Uj9 alors il existe s£A(U) tel que, pour tout i£l9 s \Ui=st . 
(F l ) affirme l'unicité d'un élément de A(U) donné localement ; (F2) l'existence d'un 
tel élément. 
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Un préfaisceau A possédant les propriétés (F l ) et (F2) est appelé un faisceau. 
Les morphismes de faisceaux sont les morphismes de préfaisceaux, de sorte que 
les faisceaux forment une sous-catégorie pleine F de la catégorie des préfaisceaux. 

5.2.2. Remarque. — Si £ /=0 , on a t / = U Ui9 les conditions (F l ) et (F2) im

pliquent que A(0) a exactement un élément. 

5.2.5. EXEMPLE. — Le faisceau G. Le préfaisceau constant G, où G est un groupe 
abélien ayant au moins deux éléments, n'est pas un faisceau, à cause de la remarque 
3.2.2, car l'axiome (F2) n'est pas satisfait. On va modifier A(U) : on pose A(U) = 
= {g : £/-><7, application localement constante} ; en particulier, si U est connexe, 
alors A(U) = G. Soit la restriction des applications. Alors A est un faisceau 
appelé faisceau des fonctions localement constantes à valeurs dans G ; on le notera 
encore G. 

3.2.4. Espaces étalés au-dessus de X 

Soit X un espace topologique, un espace étalé au-dessus de X est un couple (E, p) 
d'un espace topologique E et d'une application p : E ^ X qui est un homéomor-
phisme local. Alors p est une application ouverte (1.1.3). 

Soit M a X , une application continue s : M - + E telle que pos=iâM est appelée 
une section de E au-dessus de M. 

3.2.5. Proposition. — L'image d'un ouvert par une section est un ouvert. 

Cela résulte immédiatement du fait que p est un homéomorphisme local. • 

5.2.6'. Corollaire. — Soient s et t deux sections au-dessus d'un ouvert U de X, 
alors elles sont égales sur un ouvert de U (donc de X). 

En effet, toute section est, localement, un homéomorphisme inverse de p. • 

3.2.7. Morphismes d'espaces étalés 

Soient (E9p)9 ( E \ p ' ) deux espaces étalés, un morphisme f : (E, p ) - * ( E \ p ' ) 
est une application continue / : E - + E ' telle que p=p'of. Les morphismes d'es
paces étalés constituent une catégorie E dont les objets sont les espaces étalés. 
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3.3. Equivalence des catégories F et E 

On considère un espace topologique Z . 

3.3.1. Soit ( E , p ) un espace étalé au-dessus de Z , pour tout ouvert U de X, soit 
r ( U , E ) l'ensemble des sections de E au-dessus de U ; pour tout couple d'ouverts 
U ,Vde X, U Œ V , soit Q I : r ( V , E ) + r ( U , E ) la restriction, alors ( r ( U , E ) , Q l ) 
est un préfaisceau et, les Q Ĵ étant définis par des restrictions de fonctions, c'est un 
faisceau T E . 

Un morphisme / : E ^ E ' d'espaces étalés définit un morphisme 

de faisceaux. On vérifie (transitivité) que r est un foncteur E -^F . 

3.3.2. Soit G = ( G ( U ) , Q^J) un préfaisceau sur X à valeurs dans une catégorie 
d'ensembles. Soient f £ G ( U ) : g£G(V) avec x e U D V ; s'il existe WczUHV, 
XÇLW tel que Q^vf=Q^vg9 on pose f ~ g ; ~ est une relation d'équivalence. Soit 
Fx= (J G ( U ) / ~ 9 Fx a même structure algébrique que G(U) ; en outre l'application 

: G(U)-+FX est un homomorphisme ; Fx est appelé la limite inductive des G(U) 
/•-^classe de / modulo ~ 

quand U décrit l'ensemble des ouverts de X contenant x et on écrit Fx= lim G(U). 

Ex. : Si X est une variété différentielle (voir Appendice) et G le préfaisceau des fonctions 
C90 sur Z , alors Fx est l'ensemble (ici l 'anneau) des germes de fonctions indéfiniment 
différentiables en x. 

On va mettre une topologie sur la réunion disjointe F des Fx (xÇZ) telle que 
p : F ^ X définie par p\Fx : Fx^{x} soit un homéomorphisme local. Pour tout 
ouvert U de Z , pour tout Ç£G(U)9 soit 

On met, sur F, la topologie la plus fine telle que les s% soient continus, i.e. la topologie 
engendrée par les s^(U) pour U ouvert de Z et ^ G ( U ) , autrement dit, les ouverts 
de F sont les réunions d'intersections finies des s^(U). Alors, on vérifie que p est 
continue et est un homéomorphisme local, donc (F, p) est un espace étalé au-dessus 
de Z , qu'on notera LG. On vérifie que tout morphisme h : G-+G' de préfaisceaux 
définit un morphisme Lh : LG-+LG' d'espaces étalés et que L est un foncteur 
P F - E . 

3.3.3. Remarque. — Si G est un préfaisceau et ( E , p ) = L G , alors il existe un mor
phisme h : G ^ r ( E ) . 

Si G satisfait à (F l ) , alors h est injectif ; si G satisfait à (F l ) et (F2) h est sur-
jectif. 

3.3.4. Soit G un préfaisceau, on appelle rLG le faisceau engendré par G et on 
vérifie 
(a) si G est un faisceau, alors rLG est isomorphe à G, 
(b) si F est un espace étalé, alors L F F est égal à F. 
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Cela établit l'équivalence des catégories F et E, en outre on vérifie que les fondeurs 
r et L sont adjoints, i.e. qu'il existe une bijection : MorF (G, JTF) -^MorE (LG, F ) . 

5.5.5. Remarques. — 1. Un faisceau A est complètement déterminé quand les A(U) 
sont donnés sur les ouverts U d'une base de la topologie de X ; en particulier, les U 
peuvent être supposés connexes. 

2. Dans la pratique et suivant les questions traitées, on considérera un faisceau 
selon la définition 3.2.1 ou comme un espace étalé (3.2.4). 

3.4. Faisceaux de groupes, d'anneaux 

Nous allons traduire, en termes d'espaces étalés, la notion de faisceau à valeurs 
dans une sous-catégorie de la catégorie des ensembles dont les objets et les mor
phismes ont une structure algébrique. Pour fixer les idées, on considérera surtout la 
catégorie des anneaux. 

Soient (F ,p ) , ( F ' , p ' ) deux espaces étalés au-dessus de X, on considère le sous-
espace de F X F ' suivant, appelé le produit fibre de F et F ' au-dessus de X : 

Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un espace étalé soit défini par 
un faisceau d'anneaux sont les suivantes : 

1) pour tout xdX, la fibre Fx est un anneau, 
2) les applications F X x ^ - ^ F définies par les lois de composition sur chaque 

fibre sont continues. 
3) La section 0 et, si les anneaux Fx sont unitaires, la section 1, sont continues. 

F est alors dit espace étalé en anneaux. 
Alors les foncteurs L et T sont des isomorphismes fonctoriels entre la sous-caté

gorie des faisceaux d'anneaux et celle des espaces étalés en anneaux. 

3.5. Faisceaux satisfaisant au théorème d'identité 

5.5./. On dit qu'un préfaisceau F sur un espace topologique X satisfait au théorème 
d'identité si, pour tout ouvert connexe YczX et tout couple / ; g d'éléments de F (Y) 
tels que QYxf=QYg en un point x£Y, on a f = g . 

3.5.2. EXEMPLE. — Soient X une surface de Riemann et, pour tout ouvert U de X, 
(9(U) l 'anneau des fonctions holomorphes sur U, alors si pour tout couple £/, V 
d'ouverts de X, avec UczV, désigne l 'homomorphisme restriction : @(V)-+ 
-+(9 (U) , ( 0 ( U ) , Q^J) est un faisceau 0 dit faisceau des fonctions holomorphes sur 
X ; en outre pour tout x£X, 0X est isomorphe à l 'anneau des séries entières con
vergentes en une coordonnée locale holomorphe quelconque z centrée en x. Soient 
Y un ouvert connexe de X, x£Y,figÇL(9(Y) tels que QYxf=QYxg ; alors, par défini
tion de 0X, il existe un voisinage ouvert W de x tel que f \ W = g \ W et, d'après le 
théorème d'identité (2.1.2) f—g sur Y. 
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On définit de la même façon le faisceau M des fonctions méromorphes sur X 

(cf. ch. 2, 4 . 3 . 4 et 4 . 4 . 1 ) . 

5.5.5. Théorème. — Soient X un espace topologique séparé et F un préfaisceau 
sur X qui satisfait au théorème d'identité. Alors l'espace étalé LF est séparé. 

DÉMONSTRATION. — Soient <pl5 cp^LF ; (p17±ç>2 ; il s'agit d'exhiber deux voisinages 
disjoints de (p1 et de cp2 dans LF. 

(a) Si p((p1)=zx^y=p((p2), puisque X est séparé, il existe deux voisinages U 
de x et V de y disjoints, alors /?_1(t/) et p~x(V) sont des voisinages disjoints de 
cp1 et q>2 respectivement. 

(b) Si p((pi)=p(q>2)=x \ pour y = l , 2 , soit fj^F(Uj) un représentant de cpj. 
Soient U un voisinage ouvert connexe de x tel que Ucz U1D U2 et 

par définition de la topologie de F F , s f ( U ) est un voisinage ouvert de cpj. Sup
posons qu'il existe \l/^sfJJJ)^sfJJJ) et soit p(\j/) = n£U, alors =fln = ; 
F satisfaisant au théorème d'identité, on a : A|£/=/2|£A d'où (p! = (p2, contradic
tion. • 

4« P r o l o n g e m e n t a n a l y t i q u e 

4.1. Prolongement analytique le long d'un arc 

4.1.1. Soient X une surface de Riemann, 0 le faisceau des fonctions holomorphes 
sur Z , y : [0, \ ] ^ X un arc de X d'origine a, d'extrémité b ; (p£@a un germe de 
fonction holomorphe en a. 

Si T£[0, 1] et (pT£(9y(T), il existe un voisinage ouvert UT de y(x) dans X et une 
fonction holomorphe fT€G)(Ut) telle Qyfof=<Pt l y étant continu, il existe un 
voisinage ouvert Wx de T dans [0, 1] tel que y(Wx)czUx. 

Un germe \l/€@b est dit prolongement analytique de (p le long de y si la condition 
suivante est réalisée : il existe une famille (<pfXe[o,i] où <pt^0y^ telle que : 

D et 

2) pour tout T£[0, 1 ] , pour tout t£Wx, on a 

4.1.2. Lemme. — Soient X une surface de Riemann, y un arc d'origine a, d'extré
mité b et (p£(9a. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) \j/̂ d)b est le prolongement analytique de ç£(9a le long de y ; 
(ii) i l existe un relèvement y : [0 ,1]^L(9 de y tel que y(0)=cp et y ( 1 ) = ^ . 

DÉMONSTRATION. — (i)=Kii) : dans les notations de 4 . 1 . 1 , [0, \ ] ^ L 0 , est une 

application continue, d'après la définition de la topologie de L0 : c'est un relèvement 
y de y satisfaisant à (ii). 
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(ii)=>(i) : on pose <p(=7(0^^y(o \ aï°rs ^o=(P? <Pi=^ > soient T£[0, 1] et 
V = { ç ^ f ; x£U} un voisinage de c/?T dans L@, pour un voisinage ouvert U de y(Y) 
dans X et une fonction f£@(U). Alors il existe un voisinage Wx de T dans [0, 1] 
tel que y(Wx)czV ; cela entraîne y(TFT)c:£/ et V t = Q % f pour tout feWÇ. • 

4.13. Proposition. — Si le prolongement analytique d'un germe de fonction holo

morphe cp le long d'un arc y existe, alors il est déterminé de façon unique. 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès 4.1.2, y a un relèvement f d'origine cp. D ' ap rès 3.5.3 
LO est séparé, donc le relèvement f est unique (1.1.4) et le prolongement analytique 
de cp est déterminé par f. • 

4.1.4. Théorème de monodromie. — Soient X une surface de Riemann, 

deux arcs homotopes joignant a à b. Soient (ys)s€[o,i] une déformation de y0 en 
y1 et cp(L(9a un germe ayant un prolongement analytique le long de tout arc ys. 
Alors les prolongements analytiques de cp le long de y0 et de y± coïncident. 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès 4.1.2, pour tout s£[0, 1], il existe un relèvement % 
de ys tel que y(0) = cp. L® est séparé (3.5.3), la conclusion résulte du théorème de 
relèvement d'arcs homotopes (1.1.5) et de 4.1.2. 

4.1.5. Corollaire. — Soient X une surface de Riemann simplement connexe, a un 
point de X, (pÇ_®a un germe admettant un prolongement analytique le long de 
tout arc d'origine a. Alors il existe une fonction unique f£(9(X) telle que Q*f—(p. 

DÉMONSTRATION. — Tous les arcs joignant a à x^X sont homotopes ; cp a le 
même prolongement analytique \px le long de tous ces arcs (4.1.4). D ' ap rès 4.1.1, 
/ : X ^ C telle que f ( x ) = \J/x(x) est une fonction holomorphe sur X. Si g£(9(X) 
satisfait à Qxg=cp, g = f d'après le théorème d'identité (2.1.2). • 

4.2. Prolongement analytique 

4.2.1. Soient X une surface de Riemann, a£X, (p£(9a, y0 et y± deux arcs d'origine 
a et d'extrémité b ; deux prolongements analytiques de cp en b, le long de y0 et de yl9 

peuvent être différents. 

Ex. : a, £>f R* c C * avec a < b : soient U = B la détermination de la 

fonction racine carrée dans U qui prend des valeurs positives sur R+ et q> = cp̂ z1/2 ; 

alors (p(a)=a1/2. Soit \J/° (resp. xj/1) le prolongement analytique de cp le long de 
l'arc 7o joignant a k b , porté par R* , resp. le long d'un arc y1 tournant une fois dans 
le sens direct autour de 0, alors ij/°(b)=b112, \l/1(b)= -b1/2. 

Le prolongement analytique le long d'arcs issus de a peut donc être une fonc
tion holomorphe sur X à plusieurs déterminations. Cette situation conduit à la 
notion suivante : 
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4.2.2. Notation et définitions 

Soit p : Y^X un morphisme non ramifié de surfaces de Riemann ; p est localement 
biholomorphe, donc induit, pour tout ydY, un isomorphisme p * : ®x,P(y)-*®Y,y '> 
on pose P ^ P ^ i P y ) ' 1 . 

Soient X une surface de Riemann, a^X, cp£@a. Un quadruple (Y ,p , f i b ) est 
appelé un prolongement analytique de cp si : 

(i) Y est une surface de Riemann, p : Y+X un morphisme non ramifié ; 
(ii) / est une fonction holomorphe sur Y ; 

(iii) b e p  ^ Œ Y \ p M f ) = <P

Un prolongement analytique (F, p , f b) est dit maximal s'il est solution du 
problème d'application universelle suivant : pour tout prolongement analytique 
(Z, q, g, c) de cp il existe un morphisme audessus de X (un morphisme fibre) 
F : Z ^ Y tel que F ( c ) = b et F * ( f ) = g . Y est appelée la surface de Riemann 
de cp. 

Un prolongement analytique maximal est unique à un isomorphisme près ; c'est 
une propriété valide pour toute solution d'un problème d'application universelle : 
si (Z, q, g, c) est un autre prolongement analytique maximal, il existe un mor

phisme fibre G : Y ^ Z convenable tel que F o G = idy, G o F = i d z . • 

4.2.3. Lemme. — Soient X une surface de Riemann, a£X, cp£(9a et ( Y , p , f b ) 
un prolongement analytique de cp. Alors si ô : [0 ,1]-^F est un arc de Y tel que 
S(0) = b et ô ( \ ) = y , le germe ij/ =p*(Qyf)£&P(y) est un prolongement analytique 
de cp le long de Tare y = p o ô . 

DÉMONSTRATION. — Pour /€[0,1] , soft <Pt=P*(Qô(t)f№poô{t) = ®y(t)' Alors <Po = <P 
et cp1=p^{fy) = ^. Si t0£[0, 1], puisque p : Y+X est un morphisme non ramifié, 
il existe des voisinages ouverts V de ô(t0) et U de poô(t0) resp. tels que p\V : V+U 
soit biholomorphe ; soient q : U+V l'inverse de p\V et g=q*( f \V)£ (9 (U) . 
Alors, pour tout rj£V, on a P^{QYnf) = cfp{ïùg. Il existe un voisinage Wt de t0 
dans [0,1] tel que ô(Wt^aV9 donc y(Wt)cz.U. Pour tÇWt^ on a °Q%g= 
=p*{QYmf) = (pti i.e. \jf est un prolongement analytique de cp le long de y. • 

4.2.4. Théorème. — Soient X une surface de Riemann, a£X, cp£(9a. Alors i l existe 
un prolongement analytique maximal (F, p , f b) de cp. 

DÉMONSTRATION. — (a) Soient F la composante connexe de LO contenant cp ; p 
la restriction à F de la projection L0+X, c'est un homéomorphisme local. Alors 
LO étant séparé (3.5.3), F est munie d'une structure complexe telle que p soit holo

morphe (2.2.6). On définit / : F  ^ C comme suit : on sait que tout rj£Y est un 
germe de fonction holomorphe en p(rj) et on pose f(rj) = rj(p(rj)). Montrons que / 
est holomorphe sur F ; tout rj0£ F a un représentant g £ 0 ( U ) où U est un voisinage 
ouvert de p(rj0) ; alors V={o*xJ(g) ; x £ U } est un voisinage ouvert de rj0 dans F 
tel que Q^tlo)g=^o et f \ V = g o ( p \ V ) est holomorphe :/holomorphe au voisinage 
de tout point de F est holomorphe sur F. Soit b — cp considéré comme point de F, 
alors ( Y , p , f i b ) est un prolongement analytique de cp. 



118 SURFACES DE RIEMANN ÉTALÉES 

(b) (Y,p, f9b) ci-dessus est maximal : soit (Z9q ,g , c ) un autre prolongement 
analytique de cp. Définissons un morphisme fibre F : Z ^ Y . Pour C£Z soit 
x = q ( Q ; d'après le Lemme 4.2.3, le germe n=q*(Qf(g))£&x est le prolongement 
analytique de cp le long d'un arc y de X joignant a k x. D'après le lemme 4.1.2, il 
existe un relèvement y de y dans L(9 tel que *y(0) = cp et y( l ) = rj ; comme Y est 
connexe par arcs et contient cp, elle contient aussi r\. Posons F(Ç) = rj ; on a p(r j )=x, 
donc F est une application fibrée ; localement c'est la composée des applications 
holomorphes q : Z ^ X et inverse locale de /?, donc F est holomorphe, en outre 
F(c)=b9 d'après la construction de F. • 

4.2.5. Les résultats précédents de 4.2 sont valides quand on remplace les faisceaux 
(9 de fonctions holomorphes par les faisceaux J i de fonctions méromorphes. 

5 . G r o u p e f o n d a m e n t a l ; r e v ê t e m e n t u n i v e r s e l 

5.1. Arcs homotopes 

Désormais, deux arcs seront dits homotopes s'ils sont homotopes au sens de 
(ch. 1, 5) et s'ils ont même origine et même extrémité ; le produit de deux arcs 
et l'inverse d'un arc ont été définis en 1.2.7. 

La relation : y0 et y± sont homotopes est symétrique (changer .y en 1 — s) et notée 

5.2.7. Lemme. — Soient y : I ^ X un arc d'un espace topologique X et cp : 7 ^ 7 
une application continue telle que (p(0) = 0 et <p(l) = l . Alors les arcs y et yocp 
sont homotopes. 

DÉMONSTRATION. — Soit F = Ï X l 

r est continue et 

5.1.2. Théorème. — Soient X un espace topologique ; a ,b9c ,d£X ; y, ô, s : I-^X 
des arcs tels que : y(0) = a ; y ( l ) — b=ô((ï) ; ô ( \ )=c=£( ( ) ) ; s( l ) = d ; y0 Varc cons
tant a, ôQ Varc constant b. Alors, on a les homotopies 

(0 

(ii) 

(iii) (associativité du produit). 

DÉMONSTRATION. 

(i) 
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alors y0-y = yo\l/ avec xj/ : 

D'après 5.1.1, y^yo\j/9 i.e. 

(ii) 

Soit r : IXÎ -+X avec 

(iii) On a 

5.2.5. On rappelle qu'un arc y : I -+X est dit fermé si y(0) = y( l ) ; un arc y d'ori
gine et d'extrémité a est dit homotopiquement nul si y~y0? arc constant a. 

5.2. Théorème. — La relation y ~ ô est une relation d'équivalence entre arcs 
d'origine a et d'extrémité b fixées. 

DÉMONSTRATION. — Il suffit de prouver l'associativité : soient y, S9 s trois arcs 
d'origine a et extrémité b tels que y ~ ô et <5~e. Il existe deux applications con
tinues 

T : I X I + X ; JT(O,0 = y(0 

A - . I X I - + X ; r ( l 9 i ) = A(0,t) = S(i)9 A(l9t) = e ( t ) ; r(s9 0) = A(s9 0) = a, 

n(^, l ) = 2l(.y, l ) = ò . Alors l 'application 

montre 
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5.3. Groupe fondamental 

On appelle classe d'hornotopie d'un arc y, la classe d'équivalence de y pour la 
relation ~ . 

5.3.1. Théorème. — Soient X un espace topologique, a £ X ; Vensemble 771(X , a) 

des classes d'hornotopie des arcs fermés de X d'origine et d'extrémité a est un 
groupe pour la loi de composition notée . , induite par le produit des arcs. 

DÉMONSTRATION. — Soit y la classe d'hornotopie de y ; y-ô = y-ô est bien défini 
d'après 1 .2.7 (c) ; 5 . 1 . 2 entraîne que le produit est associatif dans 77X(X, a), que 
7n (cf. 5 . 1 . 3 ) est élément neutre et que tout élément y a un inverse y-1 = (y^). 

5.3.2. /Ti ( X , a) muni de la loi de groupe « • » est appelé le groupe fondamental de 

X, de point base a. Au lieu de groupe fondamental, on dit aussi groupe de Poincaré 

ou premier groupe d'hornotopie. 

5.3.3. Dépendance du point base 

Théorème. — Si les points a, b de l'espace topologique X sont joints par un arc, 
alors n ^ X , a) et II^X, b) sont isomorphes. Si 7 7 1 ( X , a) est abélien l'isomorphisme 
est canonique. 

DÉMONSTRATION. — Soient ô un arc joignant a à b, ô la classe d'hornotopie de ô ; 

l'application 

est un isomorphisme. 

Soient (Si un autre arc joignant a à £ et 

Posons alors 
Si n ^ X , a) est abélien, on a F(y) = y et l ' i somorphisme/es t canonique. 

5.3.4. La condition Xest simplement connexe équivaut à,pour tout a£X, Tf^X, a) = 0 ; 
si X est simplement connexe, deux arcs de même origine et de même extrémité sont 

homotopes. • 

5.3.5. Si X est un espace connexe par arcs, les groupes 771(X, a), a£X, sont iso
morphes, on notera 77X(X) et on appelera groupe fondamental de X, un tel groupe 
défini à un isomorphisme près. On notera e l'élément neutre de TT^X). 
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5.4. Revêtement universel 

On désignera par variété, une variété de classe C°, de dimension 2 (ch. 1, 6 . 1 ) 
ou de dimension quelconque (voir Appendice). 

5.4.1. Définition. — Un revêtement p : Y-+X est dit revêtement universel de X 
s'il est solution du problème d'application universelle suivant : pour tout revêtement 
q : Z - + X pour lequel Z est connexe, pour tout choix y0£Y, z0£Z tel que 
/?(>'())=#(z0), il existe une application fibrée unique / : Y-+Z telle que f (y0)=z0 . 
Le revêtement universel, s'il existe, est donc unique à isomorphisme près, isomor
phisme étant pris dans le sens homéomorphisme fibre. 

5.4.2. Théorème. — Soient X et Y deux variétés connexes, Y étant simplement 
connexe et p : Y-+X un revêtement. Alors p est le revêtement universel de X. 

DÉMONSTRATION. — D ' ap rès le théorème d'existence d'un relèvement ( 1 . 2 . 9 ) , pour tout 
revêtement q : Z ^ X il existe une application fibrée / : Y-+Z satisfaisant aux 
conditions de 5 . 4 . 1 . • 

5.4.3. Théorème (existence du revêtement universel d'une variété). — Soit X une va
riété connexe, alors i l existe une variété connexe, simplement connexe X et un 
revêtement p : X-+X. 

p est le revêtement universel de X d'après 5 . 4 . 2 . 

DÉMONSTRATION. — (a) Construction de F . Soit x0£X et, pour tout x£X, soit 
I I (x0, x) l'ensemble des classes d'hornotopie des arcs joignant x0 à x. On pose : 
X={(x , oc) ; x£X, a£l7(x0,x)} ; p : X ^ X telle que p((x, oc))=x. 

(b) Topologie de X. Soient (x, oc)£X, U un voisinage ouvert connexe et simple
ment connexe de x dans X, on pose [U, oc] = {(y, rj)£X ; y £ U ; n = oc-5, où ô est 
un arc de U joignant x à y} ; U étant simplement connexe, S est bien déterminé, 
donc aussi r\. Soit &(x, oc) l'ensemble des parties [U, oc] ci-dessus : pour toute 
[ U \ a]£@(x, oc), x ^ U n U ' et il existe un voisinage ouvert connexe et simplement 
connexe W de x dans X contenu dans U D U ' , d'où [W, a]£ J*(x, oc) et [fF, a]cz 
a ( U , oc)n(U\ oc). De plus pour tout (y, q)£[U, oc], on a y £ U et n = oc-ô0 où ô0 
est un arc de U joignant x à y, alors [ U, n] = [ U, oc]. D'après ces propriétés, pour tout 
(x, a ) ^ J , &(x, oc) est un système fondamental de voisinage de (x, oc) dans J? muni 
d'une topologie bien déterminée ; enfin [U, oc] étant un voisinage de chacun de ses 
points est un ouvert de X. 

(c) p : X-+X est un homéomorphisme local, en effet, pour tout [U, oc], l'applica
tion [U, oc]-+U est bijective et bicontinue, i.e. un homéomorphisme. 

(d) X est séparé : soient (x, a), (y, /?)£-? ; si X7±y, il existe deux voisinages 
ouverts disjoints de x et de y resp. car X est séparée, alors [U, oc]0[V, /?]^0. Si 
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x=y9 oc^p9 soit U un voisinage ouvert connexe et simplement connexe de x9 alors 
[U9 cx]f][U, /?] = 0 sinon il existerait (y, y)£[U9 oc]D[U9 P] avec a = â0, j8=j50 où a0, 
/J0 sont des arcs joignant x 0 à x ; soit <50 un arc de U joignant x k y, alors y = â0 • S = 
=fi0 • S et 7 • ô~ = a=contradiction. 

(e) /7 : Z ^ Z relève les arcs et X est connexe par arcs : soient y0 : / = [ 0 , 1]->X 
un arc d'origine y0 ; (y09 P)£X9 alors /?£H(x0,y0) ; soit po un représentant de p. 
Pour soit y0s : I-+X, alors f0 : I + X est le relèvement y0, d'origine (y09 P). 

Soit s la classe d'hornotopie de l'arc constant x0. Pour tout point (xl9 a)£X, 
soit a0 un représentant de oc^i7(x0,x1) : alors le relèvement de 80«a0 joint (x09 e) 
à (xl9 a) dans Z . 

(f) /? : Z - ^ Z est un revêtement. Cela résulte de 

5.4.4. Lemme. — Soient X une variété, Y un espace topologique séparé, p : Y-+X 
un homéomorphisme local ayant la propriété de relèvement des arcs, alors p est 
un revêtement. 

DÉMONSTRATION. — Soient x0£X9 (yi)ieL=P~1(xo)^ U un voisinage ouvert de x0 
dans Z homéomorphe à une boule (donc connexe, localement connexe par arcs et 
simplement connexe). D'après le Théorème 1.2.9 et la remarque qui suit, j : U ^ X 
étant l'injection canonique, pour tout l£L il existe un relèvement jl : U ^ Y de 
y tel que jt(x0)=yl ; soit V ^ j ^ U ) ; alors d'après la démonstration de 1.2.9, 
/ ? -1 ( t / )= IJ Vl9 les Vi sont disjoints deux à deux et p\Vt : Vt-+U est un homéo

morphisme. 
(g) Z , localement homéomorphe à la variété Z , est une variété. 
(h) X est simplement connexe ; en effet, soit ô : [0, 1 ] -> Z un arc fermé d'origine 

et d'extrémité (x0, s) (e comme en (e)), alors y = p o ô est un arc fermé de Z d'ori
gine x0 ; le relèvement y de y existe (e) ; à cause de l'unicité du relèvement, y = ô ; 
de plus y( l ) = (x09 y) = (x09 s) donc y = e9 i.e. y est homotopiquement nul et par 
homotopie des relevés (1.1.5), S est homotopiquement nul. • 

5 . 5 . Transformations de revêtement 

5.5.1. p : Y-+X étant un revêtement, on appelle transformation de revêtement de 
p tout homéomorphisme fibre / : y-> Y. Muni de la loi de composition des applica
tions, l'ensemble des transformations de revêtement de p est un groupe noté 
Revp (Y/X) ou simplement Rev (Y/X). 

5.5.2. Si Z et F sont connexes et séparés, le revêtement p est dit de Galois (ou normal 
ou régulier) si, pour tout ( j0 , y ^ Ç Y x Y avec p(yo)—p(yi)9 il existe une trans
formation de revêtement / : F - ^ F telle que f (y0)=yi* D'après l'unicité du relè
vement ( 1 . 1 . 4 ) , / est unique. 
Ex. : C*->C* (&£N*) est un revêtement de Galois car p(z1)=p(z2) entraîne 
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z2=œzx où œ est une racine fc-ième de 1 et z ^ œ z est une transformation de revê
tement. 

5.5.3. Théorème. — Soient X une variété connexe, p : X-+X son revêtement 
universel. Alors : (a) p est de Galois ; (b) Rev (X /X)^ I I1 (X) . 

DÉMONSTRATION. — (a) Soient j 0 , y±£X appartenant à la même fibre de p , par défini
tion de X, il existe une application fibrée f : X-+X telle que f (y0)=y1 ; mon
trons que / est un homéomorphisme ; de même il existe une application fibrée 
g : X-+X avec g(y1)=y09 alors fog et gof sont fibrées et fixent respectivement 
y0 et y1 ; d'après la définition de X, elles sont égales à l'identité de X : /est un homéo
morphisme, donc une transformation de revêtement. 

(b) Soient avec où y est 

un arc de X joignant y0 a o(y0) ; y est unique car X est simplement connexe ; poy 
est un arc fermé de X d'origine x0. 

(i) 0 est un homomorphisme de groupe ; 
(ii) (P est injectif : soient o£Rev (X/X) tel que $ (o ) = s ; y un arc de Xjoignant 

y0 à o(y0), alors poy est homotopiquement nul, donc o(y0)=y0 et cr = ids ; 
(iii) ^ est surjectif : soient oc^TI^X, x0), y un arc représentant a et y un relè

vement de y d'origine y±. Alors p étant de Galois, il existe erÇRev (X/X) tel que 
°(yo)=yi> donc &(&) = <*. • 

5.5.4. EXEMPLES. 

1. Revêtements définis par exp. 
exp : C ^ C * est le revêtement universel de C* puisque C est simplement con

nexe (5.4.2) ; Tn : C ^ C avec Tn(z)=z+2iizn appartient à Rev(C/C*) ; si 
o-6Rev(C/C*) comme e x p ( 0 ) = l , il existe n ^ Z tel que <j(0)=2nin = Tn(0), donc 

d'où Rev 
Soient H est simplement con

nexe, 
exp : H - D* 

est le revêtement universel de D*. 
2. Soient col9co26C, R-linéairement indépendants, r = Zœ1 + Zœ2 ; C est le 

revêtement universel de i l : C - ^ C / r = T et Tv désignant la translation définie par 
y€F, R e v ( C / T > 

5.6. Description des revêtements 

5.6.1. Soient p : Y-+X un revêtement et G un sous-groupe de Rev (Y/X) ; deux 
points y, Y sont dits équivalents modulo G (y ' = y (mod G)) s'il existe o£G 
tel que &(y)=y ' ; l'équivalence mod G est une relation d'équivalence, 
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5.6.2. Théorème. — Soient q : Y - + X un revêtement de variétés connexes, p : X - + X 
le revêtement universel de X et f : X ^ Y une application fibrée. Alors f est un 
revêtement et i l existe un sous-groupe distingué G de Rev (X/X) tel que les deux con
ditions suivantes soient équivalentes : 

(i) deux points x, x' de X ont même image par f ; 
(ii) x = x ' (modG*). 
De plus G=II1(Y) et X est le revêtement universel de Y. 

DÉMONSTRATION. — (a) /est un homéomorphisme local, q étant un revêtement de X, 
l'application continue fibrée / existe d'après la définition du revêtement universel p . 
Soient x £ % ; p(x) = ^ ; f ( x ) = y ; p étant un homéomorphisme local, il existe des 
voisinages ouverts Wx de x, U1 de £ tels que p\Wx : W1-+U1 soit un homéomor
phisme ; q étant un revêtement, il existe un voisinage ouvert connexe U de £ dans 
Ux et des ouverts disjoints (Vj)JU de Y tels que q~1(U)= U Vs et q\V} : V j ^ U 

soit un homéomorphisme. Soient j0£J tel que y£VJo et W = p ~ 1 ( U ) n W l ; p \W 
étant un homéomorphisme, W est connexe ; f ( W ) étant connexe et contenant y, 
on a f ( W ) = Vj , donc f \ W = ( p o p \ W , où cp est l 'homéomorphisme inverse de q\V, 
donc f \ W est un homéomorphisme et /un homéomorphisme local. 

(b) / est un revêtement. D'après le lemme 5 . 4 . 4 , il suffit de montrer que f a. la 
propriété de relever les arcs. Soit y un arc de Y d'origine y0=f(x0) où x0£X, mon
trons que y a un relèvement sur X d'origine x0 ; qoy est un arc de X d'origine 
q(y0):=p(x0) qui se relève en un arc y de % d'origine x0 (1 .2 .9) ; y est un relèvement 
de qoy, donc y relève y car foy et y ont même projection par q, même origine et 
par l'unicité du relèvement (1.1.4), foy et y coïncident. 

(c) X est un relèvement simplement connexe de Y, donc c'est le revêtement uni
versel de Y (5.4.2). 

Soit < 7 = R e v ( J y F ) ; G est de Galois et isomorphe à J J ^ Y ) (5.5.3) ; c'est un 
sous-groupe de Rev (X/X) car toute transformation de revêtement de X au-dessus 
de Y est une transformation de revêtement au-dessus de X ; G étant de Galois, 
(i) et (ii) sont équivalentes. 

On vérifie que G est un sous-groupe distingué de Rev (X/X) à l'aide de la com
position des transformations de revêtement. 

5.6.3. EXERCICE. — Dans les notations de 5.6.2, on a : 

5.6.4. Revêtements du disque épointé 2>* 

Théorème. — Soient X une surface de Riemann connexe et f : X-+D* un revête* 
ment holomorphe non ramifié. Alors : 

(i) si le revêtement a une infinité de feuillets, i l existe un isomorphisme analy
tique cp : X—H (voir 5.5.4) tel que le diagramme 
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commute ; 
(ii) si le revêtement a k feuillets (fc<°°), i l existe un isomorphisme analytique 

q> : X-+D* tel que le diagramme 

commute, avec pk(z) = zk 

DÉMONSTRATION. — exp : H-+D* est le revêtement universel, donc il existe un 
morphisme ijj : H ^ X tel que exp=fo\j/. Soit G c R e v ( H / D * ) ^ Z le sous-groupe 
défini par /(théorème 5.6.2). 

Alors 
(i) si G = {0}, \j/ est biholomorphe et <p = \l/~1, 

(ii) si G ^ { 0 } , il est isomorphe à un sous-groupe propre non réduit à {0} de Z , 
donc de la forme Zk avec A:£N* ; soit g : H ^ D * l'application : z^exp (z/k) ; 
mais z = z' (modG) signifie z '—z=2nink ; nÇN, donc il existe une bijection 
cp : X ^ D * telle que le diagramme suivant soit commutatif 

ij/ et g étant localement biholomorphes, cp est biholomorphe. g est localement inversible 
en Ç»-*4ogCk ; par composition avec exp : H->Z>*, on obtient D*->Z>*, i.e. pk. • 

5.5,5. Théorème. — Soient X une surface de Riemann connexe, D le disque unité 
et f : X-+D un morphisme propre non constant qui est non ramifié au-dessus de 
Z)* = Z>\{0}. Alors i l existe un entier k et une application biholomorphe cp : X-+D 
telle que le diagramme suivant soit commutatif : 

où 

DÉMONSTRATION. — (a) Soit X*=f '1(D*)9 alors f \X* : X * - Z > * est un revê
tement holomorphe non ramifié à un nombre fini k de feuillets puisque / est propre 
et Z>* connexe, donc d'après 5.6.4, il existe un diagramme commutatif 

où cp* est biholomorphe. 
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(b) / _1 (0 ) est formé d'un seul point, sinon f~1(0) = {b1, bn}, n ^ 2 et il existe 
des voisinages Vl9 ...,Vn de bl9...9bn respectivement, disjoints, et r > 0 tels que 
D ( r ) = B ( 0 , r ) soit contenu dans D et 

(5.1) 

/_1(jr>*(r)) est homéomorphe à p^x(D* ( r ) ) = D * (rVk) qui est connexe. Mais bj 
est un point d'accumulation de / _1 ( i )* ( r ) ) , pour 7 = 1 , i.e. tout voisinage 

F de rencontre / - 1 ( i ) * ( r ) ) , donc / ( F ) , voisinage ouvert de 0 car / est ouverte, 
rencontre D*(r) , alors bj appartient à l'adhérence de /_1(Z>*(r)) qui est connexe, 
pour 7 = 1 , ce qui contredit (5.1) si ws>2, i.e. f~1(0) = b point unique de 
X ; 9* a un prolongement continu <p tel que cp(b) = 0 ; d'après 2.1.4, ç> est holo
morphe sur X. • 

6. Surface de Riemann d'une fonction algébrique 

6.1. Enoncé du théorème principal. Les surfaces de Riemann sont supposées con
nexes, sauf mention contraire. Le théorème principal du n° 6 est : 

6.1.1. Théorème. — Soient X une surface de Riemann et P ( T ) = Tn-\-c1 Tn~x+. . . + 
• ^ - c^MiX) [T] un polynôme irréductible de degré n. Alors i l existe une surface 
de Riemann Y, un revêtement holomorphe ramifié à n feuillets FI : Y-+X et une 
fonction méromorphe F ^ J i ( Y ) telle que ( I I * P ) ( F ) = 0 . Le triple (Y, I I , F ) est 
unique dans le sens suivant : s i (Z , T, G) a les mêmes propriétés, alors i l existe 
une application holomorphe fibrée o : Z ^ Y telle que G = o * F . 

La démonstration, utilisant des résultats intermédiaires, sera donnée en 6.5. 

6.1.2. En étendant, dans ce cas, la notion du prolongement analytique (4.2.2) pour 
II ramifié, F est le prolongement analytique maximal de tout germe méromorphe cp 
de X tel que P(cp) = 0 ; F est définie sur la surface de Riemann Y dite surface de 
Riemann de la fonction F ; en outre F est appelée la fonction algébrique définie par 
le polynôme P ; on désignera aussi cette fonction algébrique par (Y, i l , F ) pour 
signifier que F est définie sur la surface de Riemann du revêtement I I . 

6.1.3. Cas particulier 

Z = P 1 ( C ) . Alors on a vu (2.1.11) que les Cj sont des fonctions rationnelles d'une 
variable complexe. En outre, P1 est compact et FI : F-^P1 propre, non constante, 
donc (démonstration de 2.1.9) surjective et F est aussi compacte. 
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6.2. Fonctions symétriques élémentaires 

6.2.1. Soient IJ : Y-+X un revêtement holomorphe non ramifié à n feuillets et 
/ une fonction méromorphe sur Y. Tout point x £ X a un voisinage ouvert U tel 

que où les K sont disjoints et est biholomorphe, 

soit l'inverse de J Soit T u n e 
indéterminée, alors 

où . est la y-ième fonction symétrique élémentaire à n 
variables. Les Cj sont méromorphes, sont définies localement, mais se recollent 
en des fonctions cl9 cn£J i (X) dites fonctions symétriques élémentaires de/par 
rapport à il. 

6.2.2. Théorème. — Soient II : Y ^ X un revêtement holomorphe ramifié à n 
feuillets de surfaces de Riemann où Y n'est pas nécessairement connexe, A a X 
un ensemble fermé discret de X qui contient toutes les valeurs critiques de U et 
B ^ I I - ^ A ) . 

Soient f une fonction holomorphe (resp. méromorphe) sur Y \ B et 

les fonctions symétriques élémentaires de f. Alors les deux conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) / a une extension holomorphe (resp. méromorphe) à Y; 
(ii) pour tout y = l , w, Cj a une extension holomorphe (resp. méromorphe) 

à X. 

En particulier, les fonctions symétriques élémentaires d'une fonction méromorphe 
sur Y sont définies même quand le revêtement i7 est ramifié. 

DÉMONSTRATION. — On notera une fonction et son extension par le même symbole. 
Soient a£A, {bl9 bm} = n~1(a) ; (z, U) une carte centrée en a avec U c z a X 
telle que UP\A = {a} ; F = i 7 - 1 ( £ / ) c c Y est un voisinage de chacun des bk. 

( a ) / < E 0 ( 7 \ £ ) . 
(i)=>(ii) : /ayant une extension holomorphe aux points bl ( /= 1, m) est bornée 

sur V \ { b l 9 bm}9 donc Cj ( 7 = 1 , ...,w) est bornée sur ; d'après le 
théorème de prolongement de Riemann (2.1.4), Cj a une extension holomorphe 
en a. 

(ii)=^(i) : Cj ( 7 = 1 , . . . , « ) , ayant une extension holomorphe en a, est bornée sur 
soit et alors 

f ( y ) est racine d'un polynôme unitaire pour x£ U\{a}9 donc / , bornée sur 
V\{b i> U ' a une extension holomorphe à V (2.1.4). 

(b) f £ J ? ( Y \ B ) . Soit z une coordonnée locale sur X centrée en a. 
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(i)=»(ii) : f ]~IJ*z^O(V) et s'annule aux points bu / = 1 , donc il existe 
fc€N* tel que nkf^O(V) ; les fonctions symétriques élémentaires de r\kf, soient zkjCj 
sur £7\{a} ont, d'après (a) une extension holomorphe à U, donc Cj ( y = l , 
a une extension méromorphe à U. 

(ii)=>(i) : Il existe A:£N* tel que, zkjCj ait une extension holomorphe à U, donc 
nkf a une extention holomorphe à V, car 

d'après (a), d'où / a une extension méromorphe à V. 

6.3. Extension d'un revêtement holomorphe non ramifié 

6 3 . 1 . Théorème. — Soient X une surface de Riemann, A un fermé discret de X 
et X ' = X \ A . Soient F ' une autre surface de Riemann et H' : Y'-+X' un revête
ment holomorphe non ramifié propre. 

Alors, IV a une extension en un revêtement holomorphe ramifié de X, i.e. i l existe 
une surface de Riemann Y, un morphisme holomorphe propre 77 : Y-+X et une 
application fibrée biholomorphe 

DÉMONSTRATION. — On va construire un ensemble F , réunion disjointe de Y' et 
d'un ensemble de points, une application 77 : Y-+X, mettre sur Y une topologie 
telle que 77 prolonge 77' et soit propre, finalement, mettre sur Y une structure de 
surface de Riemann pour que 77 soit un morphisme holomorphe propre. 

(a) Pour tout a^A, soit (zfl, Ua) une carte de X , centrée en a, ( 7 f l c c l , telle 
que za(Ua) soit le disque unité Z) de C et que Uaf)A = {a} ; soit U* = Ua \{a} ; 
77' étant propre II ' (U*) a un nombre fini, n(d), de composantes connexes Va* ; 
/ = 1 , . . . ,n (a ) ; Vaf étant un ouvert de F ' , H\V^ : Vaf-+U* est un revêtement 
non ramifié propre à kal feuillets. D ' ap rès 5.6.4, il existe une application biholo
morphe 

(6.1) 

telle que le diagramme (6.1) commute. On considère la réunion disjointe 

où les qal sont des points. 
(b) Il existe une topologie unique sur l'ensemble Y telle que, si (Wi)i^I est un 

système fondamental de voisinages de a dans X, 

soit un système fondamental de voisinages de qal, a£A et que, pour tout point 
F ' , un système fondamental de voisinages de y dans F soit un système fon

damental de voisinages dans Y'. 
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(c) Alors n : Y-+X 

si 

si 

est une application continue propre. 
Tl\Y' est une application holomorphe, en effet : soient Val = VafU{qa} et Çal le 

prolongement Val^D de Çal : Vaf-+D* avec Çai(qai)=0 ; Cai est holomorphe et 
définit une carte de domaine Val compatible avec les cartes holomorphes de Y \ 
d'où une structure de surface de Riemann sur Y telle que U soit holomorphe ; en 
prenant ç)=idyN^n_i(a) : Y\II~1(à)-+Y'9 on a la conclusion du théorème. • 

6 .3 .2 . Si II : Y-+X est un revêtement holomorphe, éventuellement ramifié, on 
appelle transformation de revêtement toute application biholomorphe fibrée o : Y-*Y ; 
l'ensemble de ces applications constitue un groupe qu'on note encore Rev (Y/X) ; 
cela généralise 5.5.1. 

6 .3 .3 . Corollaire de 6.3.1. — Toute transformation de revêtement c r /ÇRev(F7^) 
s'étend en un élément o de Rev ( Y / X ) . • 

6 . 3 . 4 . Théorème (unicité de l'extension). — Soient U : Y - + X ; T : Z - + X des revête
ments holomorphes propres, A a X un fermé discret, X ' = X \ A ; Y''=II~1(X') ; 
Z ' = T ~ 1 ( X ' ) tels que II\Y' et T | Z ' soient non ramifiés ; alors toute applica
tion biholomorphe fibrée c' : Y'-+Z' s'étend en une application biholomorphe 
fibrée o: Y-+Z. 

DÉMONSTRATION. — Soit (z, U) une carte de X centrée en a£A telle que z (U) soit 
le disque unité et UC]A = {a}. On pose U* = U\{a}9 alors n ^ ' 1 ^ ) et T I T " 1 ^ * ) 
sont non ramifiés. Soient Vl9 ...9Vn ; Wl9 Wm les composantes connexes de 
i J - H C / * ) et de T_1((7*) respectivement ; C T ' I I T 1 ^ * ) : I7"1 ( t / * ) - ^ - 1 ^ * ) étant 
biholomorphe, on a m = wet, après un éventuel changement de numérotage, o'(Vk*) = 
= Wk* ; 17|J^* et T|W£* sont des revêtements finis non ramifiés de U*r alors Vk0 
CMI~1(a) et WkDT~1(a) sont des points bk et ch resp. (théorème 5.6.5). Alors 
( T ' I U - 1 ^ * ) est prolongé à 77_1(^) par bk^ck ; TI\Vk et r\Wk étant propres, 
l'extension de o'\n~1(U*) à i7_1(t / ) est un homéomorphisme et, par le théorème 
de prolongement de Riemann (2.1.4) un biholomorphisme (5.6.5), d'où l'extension 
globale o : F - Z de o \ • 

6.4. Fonctions algébriques locales 

6.4.1. Lemme. — Soient cl9...9cn des fonctions holomoi plies sur le disque D(R) = 
un zéro simple du polynôme 

Alors il existe r£]0, R] et une fonction q> holomorphe sur D(r) telle que <p(0) = 
sur D(r). 
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DÉMONSTRATION. — (a) On pose F(z, w) = wn + c1(z)wn-1+.. .+c±(z) pour z£D(R) ; 
w£C ; w0 étant un zéro simple et F(0, w) n'ayant que des zéros isolés, la fonction 
w>-+F(0, w) a le seul zéro w0 dans le disque {w£C ; \w—w0\^e] pour e > 0 assez 
petit. F ê t a n t continue, il existe r£]0, R] tel que, dans {(z, w)£C2, ; |w —w0| = e}, 
la fonction F n'ait pas de zéro. 

Pour z£D( r ) , d'après (ch. 2, 6.1), le nombre de zéros de w*-+F(z,w) dans le 

disque \w — w 0 | ^ 2 , est ; mais n(z) 

est une fonction continue de z, D ( r ) est connexe et rc(0) = l, donc n ( z ) = l 
pour tout z£D( r ) . 

(b) Soit / (w) une fonction holomorphe ayant un seul zéro simple w1 dans le 
disque \w — w0\^s, alors f(w) = (w — w1)g(w) avec g(w) holomorphe sans zéro sur 
\w—w0\^e. Considérons la 1-forme 

où il/(w) est une 1-forme différentielle holomorphe. 

Posons alors on a 

et sur 

Alors, d'après le théorème des résidus (ch. 2, 5.2.2) 

Alors dw est le zéro de F(z, w) 

dans 
La fonction sous le signe f ci-dessus est holomorphe en z, donc cp est holomorphe 

sur D ( r ) et telle que F(z, (p(z)) = 0 sur D(r). • 

6A.2. Corollaire. — Soit X une surface de Riemann ; pour tout x£X, soit 

S i le polynôme Tn a n zéros distincts 
alors i l existe tels que et 
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6.5. Démonstration du théorème principal 6.1.1 

6.5.1. Remarque. — La dernière assertion de 6.1.1 équivaut à l'unicité de ( F , 17, F ) 
à isomorphisme près. 

6.5 J . Existence de Y 

Soit A Ç L M ( X ) le discriminant de P ( T ) ; P ( T ) étant irréductible, zMO ; alors 
il existe un fermé discret ncn tel que, pour tout x £ X ' = X \ A 9 A ( x ) ^ 0 et les 
fonctions c1(x)9 cn(x) sont holomorphes. 

Soient et où 

D'après 6.4.2, pour tout x£X'9 il existe un voisinage ouvert U de x dans X ' et des 

fonctions telles que alors 

est un ouvert de L(9 et 

est un homéomorphisme, d'après 3.3.2 et la notation de la démonstration de 3.5.3 ; 
Y' est une surface de Riemann non nécessairement connexe, et c'est un revêtement 
holomorphe non ramifié de X'. 

Soit / : Y ' ^ C défini par f(cp) = cp{H'((p)) ; c'est une fonction holomorphe sur 
Y' satisfaisant, pour tout y£ Y', à 

D'après 6.3.1, le revêtement W peut être étendu en un revêtement holomorphe 
ramifié 77 : Y-+X de X pour lequel Y ^ n ' ^ X ' ) . 

Les Cj sont définies sur X tout entier ; d'après 6.2.2, / a une extension F ^ ^ ( X ) 
telle que 

6.5.3. Y est connexe. F a un nombre fini de composantes connexes Yl9 1=19 k 
pour lesquelles 77|ï^ : Y ^ X est un revêtement à nx feuillets avec £ nt = n. 

En utilisant les fonctions symétriques élémentaires de F\Yl9 on obtient des poly
nômes P t (T )Ç : J t (X) [T] de degré nx tels que : 

mais P ( T ) étant irréductible, on a k = l . 

6.5.4. L'unicité résulte de 6.3.4. 

6.6. EXEMPLE 

Soit f(z)=(z—a1).. .(z—an) un polynôme à zéros distincts fl/€C ;/est une fonc
tion méromorphe sur P1(C) dont le seul pôle est » , Le polynôme P ( T ) = T2—f 
est irréductible sur ^ ( P 1 ) et définit la fonction algébrique notée Yf(z) dont la 
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surface de Riemann Y est définie dans le théorème 6.1.1 avec le revêtement ramifié 
n : 7 - P 1 . Soient A X ' ^ V * ; Y ' ^ n - ^ X * ) ; /7' 

717' : Y'-+X' est un revêtement holomorphe non ramifié à 2 feuillets. 
(a) Pour soit tel que sur 

on a où h(z) est holomorphe sans zéro. Posons 
alors, d'après le Lemme 6.4.1, pour tout il existe un germe 

tel que donc (6.2) soient et 
I I ~ 1 ( U 1 : ) . 77IK-* : V*-^U* est un revêtement connexe à 2 feuillets, sinon V: 

se décompose en deux composantes connexes isomorphes à et 

ce qui contredit (6.2). 
(b) Etude au voisinage de °o. Posons et 

on a où g 
est une fonction holomorphe sans zéro sur U Alors, on a les 
deux cas suivants 

(i) avec P définit un revêtement ramifié 
au-dessus de U ayant un seul point au-dessus de Ç = 0 

(ii) ft=2/? ; avec p£N~' P définit un revêtement non ramifié 
au-dessus de U ayant deux points au-dessus de C = 0. 

6.7. Extensions de corps de fonctions méromorphes 

6.7.1. Soit 7T : Y-+X un morphisme non constant de surfaces de Riemann. Alors 

est un monomorphisme de corps. 

6.7.2. Théorème. — Soit % : Y ^ X un revêtement holomorphe non ramifié à n 
feuillets. Alors le monomorphisme 7C* : J ï ( X ) ^ J l {Y) est une extension algébrique 
de corps de degré *^n. De plus, s'il existe h£<Jt(Y) et x^X tels que, pour 
J ^ T C - 1 ^ ) , les valeurs h ( y j ) , j = l , . . . , n soient toutes distinctes, l'extension 7i* 
est de degré n. 

DÉMONSTRATION. — Soient et (X) les fonctions symétriques 
élémentaires de / , on a : 

(6.3) 

Posons L = J t ( Y ) ; K = J t { X ) . Toute f ^ L est algébrique d'après (6.3) et le 
degré du polynôme minimal de /sur K est ^ n . Soit f0^L dont le degré n0 du 
polynôme minimal est maximal. 

On a L = K ( f 0 ) , en effet, soit / € L , considérons le corps K ( f 0 , f ) . D'après le 
théorème de l'élément primitif, il existe g £ L tel que 

(6.4) 
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d'après le choix de n0, on a : 

donc, d'après (6.4), on a K(f0)=K(fQ,f)9 i.e. /<£*(/«). 
Si m est le degré du polynôme minimal de h9 la fonction /Ï prend au plus m valeurs 

distinctes en tout point de X9 donc n ^ m ^ n 0 ^ n . • 

6.7.3. Soient 7T : Y->X un revêtement holomorphe ramifié de surfaces de Riemann, 
A l'ensemble des valeurs critiques de n ; X ' = X \ A 9 Y' = Y\n~ '1(A). Alors le 
revêtement n est dit de Galois si %' = n \Y' est de Galois (5.5.2). 

6.7.4. Lemme. — Dans les hypothèses de 6.7.3, i l existe un homo morphisme de 
groupes 

En outre f ^ o f laisse invariant le sous-corps %*MÇX) de Jt^Y) donc est un 
élément du groupe de Galois Aut {Ji(Y)/%^ M(Xf ) . 

DÉMONSTRATION. — Soient alors, pour tout 

6.7.5. Théorème. — Soient X une surface de Riemann, K = J i ( X ) ; P ( T ) £ K [ T ] 
un polynôme unitaire irréductible de degré n ; (F, n9 F) la fonction algébrique 
définie par P ( T ) ; L = M{Y). Le monomorphisme n* : K ^ L identifie K à un 
sous-corps de L. Alors : 

(i) L : K est une extension de corps de degré n et L ^ K [ T \ / ( P ( T ) ) 9 
(ii) toute o£Rev(Y/X) induit un automorphisme ( f ^ o f ^ f o o - 1 ) de L laissant 

K fixe et X : 

est un isomorphisme de groupe ; 
(iii) les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) n : Y-^X est de Galois ; 
(b) Vextension L : K est de Galois. 

DÉMONSTRATION. — 

(i) résulte de 6.1.1, de 6.7.2 et du fait que les deux corps L et K[T]/(P(T)) ont 
même degré n sur K ; 

(ii) X est injectif car si cr^id, on a o F ^ F . 
X est surjectif : soit a£ Aut (L/K)9 alors (F , n9 aF ) est une fonction algé

brique définie par le polynôme P ( T ) . D ' ap rès l'unicité dans le théorème 6.1.1, il 
existe - r£Rev(F/X) telle que OCF=T*F , soit C ^ T - 1 alors 

Puisque L est engendré par F sur K9 f*-+of coïncide avec a. 
(iii) 7T de Galois équivaut à : Rev (Y/X) a n éléments, 

L/K de Galois équivaut à Aut (L/K) a n éléments. 
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L'outil topologique utilisé ici est la cohomologie à valeur dans un faisceau qui 
est, successivement, celui des fonctions ou des formes C°°, holomorphes ou méro-
morphes. Le lemme de Poincaré pour d et pour d" permet d'établir des théorèmes 
de de Rham (n°1). Une notion d'analyse utilisée également est celle de fonction 
harmonique, d'abord dans un ouvert de C (n° 4), puis sur une surface de Riemann 
munie d'une métrique hermitienne sur laquelle on définit aussi les formes 
différentielles harmoniques (n° 5). Les résultats suivants sont valides sur une surface 
de Riemann compacte X. 

(1) Le premier groupe de cohomologie de X à valeurs dans le faisceau 0 des fonc
tions holomorphes est de dimension finie (théorème de finitude) ; cette dimension 
est appelée le genre de X (n°2). 

(2) Le théorème de Hodge décrit la cohomologie de X à coefficients complexes à 
l'aide des formes harmoniques (n° 5). 

(3) Etant donné un diviseur D de X, le théorème de Riemann—Roch permet 
d'évaluer la dimension de l'espace vectoriel des fonctions méromorphes multiples de 
— û, en fonction du genre de X, du degré et de l'indice de spécialité de û (nn° 3 et 
8.6.3), il en résulte immédiatement que toute surface de Riemann compacte est la 
surface de Riemann d'une fonction algébrique sur la sphère de Riemann P ^ C ) , 
donc est étalée sur P ^ C ) . 

(4) Soient ft une fonction méromorphe sur X dépendant rationnellement de 
t ^ P ^ C ) ; ct une 1-chaîne différentielle joignant un point fixé aux zéros de ft, co 
étant une 1-forme méromorphe sur X, le théorème d'Abel affirme que u ( t ) = f c c o 
est la somme d'une fonction rationnelle et du logarithme d'une fonction rationnelle 
de t, à l'addition près des périodes de co. Si co est holomorphe sur X, u est constante 
et, dans ce cas, une réciproque est établie (n° 6). 

(5) Le théorème de dualité de Serre établit un isomorphisme entre l'espace des 
formes méromorphes multiples de —D et le dual de l'espace de cohomologie de 
dimension 1, à valeur dans le faisceau des 1-formes méromorphes multiples de D 
(n° 8). Ce théorème a de nombreuses applications, en particulier un théorème d'an
nulation de groupes de cohomologie d'où résultent les propriétés de l'indice de 
spécialité d'un diviseur et l'existence d'un plongement de toute surface de Rie
mann compacte dans un espace projectif complexe. 

Le théorème de finitude entraîne que les fibres holomorphes en droites sont 
définis par les diviseurs, alors le théorème de Riemann—Roch et le théorème de 
dualité de Serre se traduisent en énoncés sur les fibres (nn° 7 et 8). 
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1. Cohomologie à valeur dans un faisceau 

1.1. Nerf d'un recouvrement ouvert ; chaînes 

Soit 6U = (U^l^i un recouvrement ouvert d'un espace topologique X. On appelle 
nerf JV* de % le complexe simplicial dont les simplexes de dimension q sont les (q +1)-
uples (T = (/0, iq) tels que £/. Pi... Pi £/f ^ 0 , (f0, • iq)£lq+1. On appelle support 
de (7 la partie spt cr = CT^f!... Pi L/. . Le groupe libre engendré par les simplexes de 
dimension q, i.e. le groupe des combinaisons linéaires formelles de simplexes à 
coefficients dans Z est appelé le groupe des ^-chaînes (ou des chaînes de dimension q). 
<7 étant un ^-simplexe, pour j = 0 , q, Oj=(i0, tj9 iq) est un (q— l)-simplexe ; 

on appelle bord de o la (q— l)-chaîne Le bord d'une 

chaîne est défini par linéarité. 

1.2, Groupes des g-cochaînes 

On appelle q-cochaîne (ou cochaîne de dimension q) de X, a valeur dans le faisceau 
F de groupes abéliens, toute application c 
i.e. un élément du groupe 

On considérera habituellement le sous-groupe des cochaînes alternées, i.e. des 
fonctions alternées c des indices i0, iq ; une cochaîne alternée est nulle sur tout 
(#+l ) -up le (i0,. . . , iq) qui n'est pas un simplexe ; on notera encore Cq(%,F) 
le groupe additif des ^-cochaînes alternées. On posera fÎQ . =c (a) pour le simplexe 
ff = (ï0, . . . . , / 3 ) . 

On appelera cobord ôc de c la ( # + l)-cochaîne (alternée) 

On vérifie immédiatement : ôo5 = 0 

Ex : avec 
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1.3. Groupe de cohomologie de dimension q9 ( q ^ l ) 

1.3.1. L'opérateur cobord d définit les homomorphismes de groupes 

On pose : Zq(%, F ) = KQT SQ et on appelle ses éléments les cocycles de dimension 
q ; Bq(%, F ) = I m ôq~x et on appelle ses éléments les cobords de dimension q. 

Le groupe quotient Hq(<%, F ) = Z Q ( W , F)/Bq(<%, F ) est appelé le q-ième groupe 
de cohomologie (ou groupe de cohomologie de dimension q) relatif au recouvrement 
% et au faisceau F . 

1.3.2. Changement de recouvrement 

Un recouvrement ouvert y=(Vk)keK de X est dit plus fin que % si, pour tout 
k£K9 il existe / £ / tel que VkczUi ; on note Y ; alors il existe au moins une 
application (dite de raffinement) T : K ^ I telle que 

( i . i ) pour tout 

d'où une application 

compatible avec ô ; t® définit une application 

ayant les propriétés suivantes : 
(a) t® est indépendante de l'application T choisie. 

DÉMONSTRATION. Si T' : K - + I satisfait aussi à (1.1), posons 
alors 

sur 

et mais est un cocycle, donc 

où 

donc le cocycle (GV1) est un cobord. 

(b) F ) est injective. 

DÉMONSTRATION. — Soit dont l'image par est un cobord, i.e. 

sur avec 

Sur E^nrçrïJÏ, g k - g ^ f ^ ^ f ^ i + f i ^ f u ^ - f ^ k , donc fi,ri+gi=fi,xk+gk ; 
(Uir\Vk\^K est un recouvrement ouvert de Ui9 d'après l'axiome (F2), il existe 
h £ ( U d tel que h~fUtk+gk sur Utnvk. Alors, sur U ^ U j O V ^ on a f t i = f u * + 
+fzktj=fitTk+gk—fjf1k—gk=hi—hj. Cette identité est vraie pour tout k£K, donc 
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d'après l'axiome d'unicité (F l ) , on a l'égalité fij=hi—hJ sur U ^ U j : (ftj) est 
un cobord. • 

1.3.3. Soient T̂, y 9 W trois recouvrements ouverts de X tels que a r ^ y ^ a U 9 
alors t^^tl^ot®. Le système ( H 1 ^ , F ) , est un système inductif ; soit 
H1(X9 F) la limite inductive lim//1^, F ) munie canoniquement d'une struc-

ture de groupe additif et d'applications f : HX(°U, F ) ^ H 1 ( X 9 F) telles que 
/« = ^ 0 / * . 

En outre, si F est un faisceau d'espaces vectoriels sur R (ou C), H1(%9 F ) et 
H1(X9 F) sont des espaces vectoriels sur R (ou C), t% et f sont des applications 
R- (ou C-) linéaires. 

1.3.4. Théorème. — Dans les notations ci-dessus, tm est injectif ; en part icul ier 
si, pour tout <%9 H 1 ^ , F ) = 0 , alors H1(X9 F) = 0. 

DÉMONSTRATION. — Résulte immédiatement de 1.3.2 (b) et de la définition de 
f . • 

1.3.5. Théorème de Leray (en dimension 1). — Soient F un faisceau de groupes abé-
liens sur un espace topologique X et tft=(Ui)i<=I un recouvrement 1-acyclique de 
X, i.e. tel que, pourtour i £ l , on ait H ^ U » F ) = 0 . Alors HX(?U9 F ) ^ H 1 ( X 9 F ) . 

DÉMONSTRATION. — Il suffit de montrer que, pour tout y -< °U9 î% est un isomor
phisme. étant injectif (1.3.2 (b)), il suffit démontrer la surjectivité. Soient f =(V0)aeA 
et T '. A -*-I une application de raffinement. Soit (fxfi)^Z1(y, F ) , il s'agit de 
trouver FiJ€Z1(<W, F ) tels que (FTa>T̂ ) — (fafi) soit un cobord relatif à y . 

(Uif)V0)aeA est un recouvrement ouvert de Ut noté U t f ] y . Par hypothèse et 
t% étant injectif, on a W ^ n y , F ) = 0 , i.e. il existe g ^ F ^ D ^ ) tel que 

(1.2) sur 

Sur o n a, . D'après (F2) il existe 
tel que 

( 1 . 3 ) sur 

On vérifie (en restriction à K) que ( F ^ G Z 1 ^ , F ) et, sur VaC\VB9 on a 

d'après (1.3) et (1.2) et parce que e t d'où 

avec 

1.4. Groupe de cohomologie de dimension 0 

Pour tout recouvrement ouvert d'un espace topologique X, pour tout faisceau 
F sur X, on a : H°(%9 F)=Z°(<%9 F ) = F(X)9 par définition des 0-cocycles, donc 
H ° ( X 9 F ) = F (X) . 
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1.5. Compléments sur les faisceaux 

Soit A un faisceau de groupes abéliens sur X ; tout ouvert B ' de LA tel que, pour 
tout x(iX, B'x soit un sous-groupe de LAX, est un espace étalé en groupes abéliens ; 
B = T B ' est appelé un sous-faisceau de A et tout sous-faisceau de A est défini de 
cette façon. En particulier, si 0X est l'élément neutre de LAX, la section x ^ 0 x a 
pour image le sous-faisceau 0 de A. Un morphisme d'espace étalé, étant continu 
et ouvert, pour tout morphisme de faisceau h : A ^ A \ Ker h=h~1(0) et ImA sont 
des sous-faisceaux de A et de A respectivement. 

Une suite (de morphismes) de faisceaux 

est dite exacte si ImA = Ker/ i ' . 

1.6. Suite exacte de cohomologie 

1.6.1. Soit y : F - + F ' un morphisme de faisceaux (de groupes abéliens) sur un 
espace topologique X. Pour tout recouvrement ouvert c^ = (UJ)j^I de X, y induit un 
homomorphisme 

qui envoie cocycle sur cocycle et cobord sur cobord, d'où un homomorphisme 
y® qui, par passage à la limite inductive sur ^ , définit un homomorphisme y* selon 
le diagramme commutatif 

1.6.2. Soit (1.4) 0-*F '—+F-£+F"-+0 une (courte) suite exacte de faisceaux sur X. 
On en déduit la courte suite exacte 

(1.5) 

où Q9(<%) est défini comme quotient. 
L'homomorphisme cobord ô définit un homomorphisme Qq~1(W)^Qq(rft) comme 

suit : pour tout Çeô*-"1^), il existe rjÇ.Cq"1(<W9 F) tel que ; n est défini 
modulo a ' f où ^ C * - 1 ^ , F ' ) ; ôn modulo Si est un élément de Qq(°U) soit ÔQÇ ; 
ôQ est un homomorphisme de carré nul ; Ker ô y i m ô ^ 1 est le #-ième groupe de 
cohomologie Hq(Q(%)) ; les Q(°ll) constituent un système inductif et on pose 

ljmHq(QW)=Hq(Q). 
m 

D'après 1.6.1, a définit un homomorphisme : Hq{^l9Ff)-^Hq{%9F) ; de 
la même façon, e' définit un homomorphisme : Hq(<%, F)-+Hq(Q(ûl/)). 
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1.6.3. Homomorphisme de connexion 

On va définir un homomorphisme, dit de connexion, S® : Hq(Q 
-*Hq+1(^, F ' ) de la façon suivante : soit C ^ H q ( Q W ) et C un de ses représentants, 
on a ôÇ = 0 ; il existe n^Cq(°U,F) tel que £'?7=C, c S ^ K e r s ' , donc il existe 
^ C q + 1 ( % 9 F ' ) tel que ôn = oï ^ on a a'<5£ = <5<x'<î; = 0 ; a' étant injectif, on a 
(5^ — 0, donc £ est un cocycle ; on vérifie qu'il est défini à un cobord près. Soit f 
la classe de cohomologie de alors est l 'homomorphisme cherché ; par 
passage aux limites inductives sur le recouvrement °U9 on obtient Y homomorphisme de 
connexion 

1.6.4. La suite exacte de cohomologie 

A partir de la courte suite exacte (1.5) on a obtenu la longue suite d 'homomor-
phismes 

(i.6) 

On vérifie que (1.6) est une suite exacte ; il en est de même de la suite 

(1.7) 

obtenue, à partir de (1.6) par passage aux limites inductives sur °U. 
D'autre part, l 'homomorphisme : Cq(<%, F)-+Cq(%, F/;) se factorise par e' 

suivant le diagramme commutatif. 

(1.8) 

où l 'homomorphisme T ' est injectif. 

1.6.5. On dit qu'un espace topologique X est paracompact si, pour tout recouvre
ment ouvert de X, il existe un sous-recouvrement plus fin localement fini ; on vé
rifie, en particulier, que tout espace réunion dénombrable de compacts est para^ 
compact. 

On vérifie également que, si X est paracompact, l 'homomorphisme 

déduit de l 'homomorphisme T/ de (1.8) est un isomorphisme. D'où, à partir de 
(1.7), 

1.6.6. Proposition. — Si X est un espace topologique paracompact, toute courte 
suite exacte de faisceaux sur X 

(1.4) 
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définit la longue suite exacte de cohomologie 

(1.9) 

en notant encore l'homomorphisme 

1.7. Support d'une cochaîne 

Soit y£Cq(%, F ) , 1 ensemble des points x £ X ayant un voisinage ouvert dont 
l'intersection avec les supports des sections définissant y est vide a un complémentaire, 
fermé, appelé le support de y. 

Dans le cas où X est localement compact, ce qui est le cas des variétés, on con
sidère aussi les cochaînes à support compact qui définissent les groupes de cohomo
logie H^(X, F ) à supports compacts. 

1.8. Résolution d'un faisceau ; théorème de de Rham pour d et pour d". 

1.8.1. Soit F un faisceau de groupes abéliens ou de C-espaces vectoriels sur un 
espace topologique X, on appelle résolution de F une suite exacte de morphismes de 
faisceaux de groupes abéliens (ou de C-espaces vectoriels) 

(L*) 

1.8.2. Théorème de de Rham abstrait. — Soit (L*) une résolution d'un faisceau F, 
alors il existe un homomorphisme canonique 

(1.10) 

où F(X, L*) est le complexe (c'est-à-dire la suite d'home morphisme s induite par 
(L*), telle que le composé de deux homomorphisme s successifs soit nul) 

des sections de (L*). 
En outre, si, pour « ^ 0 , q^l9 on a 

(1 .U) Hq(X, Ln) = 0, 

alors (1.10) est un isomorphisme. 
On a les même résultats si l'on considère les groupes de cohomologie à supports 

compacts. 

DÉMONSTRATION. — De (L*) résultent les courtes suites exactes 
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où Z p = K e r d p ; elles définissent les suites exactes de cohomologie 

Le diagramme suivant dont toutes les suites sont exactes 

définit le diagramme commutatif suivant 

où les suites, sauf la suite horizontale, sont exactes ; alors 

rhomomorphisme canonique est 

Si (1.11) est satisfaite, alors ôk (fc=l , 1) et X sont des isomorphismes ; il 
en est de même de j . • 

1.8.3. Sur une surface de Riemann X, à tout ouvert U, on associe les C-espaces 
vectoriels ê ( U ) des fonctions C°° sur U et Sr{U) des r-formes différentielles C°° 
sur U, Sp,q(U) le sous-espace de S,p+q(U) des formes de type (p, q) ; avec les ho-
momorphismes de restriction, cela définit les faisceaux S , <FR, Sp,q respectivement. 

1.8.4. Lemme. — Sur une surface de Riemann X, on a H1(X, <F) = 0 ; même 
résultat en remplaçant ê par ê \ S \ «F1,0, O0*1. 

DÉMONSTRATION. — Soient W = (Uj)jzJ un recouvrement ouvert de X ; (xj/j) une 
partition C°° de l'unité subordonnée à m et ( f ^ Z x { % , S). 

La fonction xj/jfij est définie sur U ^ U ^ on l'étend par 0 sur £/Xspt(ù,/„), 
alors Sur on a 
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donc alors 

d'après .1.3.4, on a m ( X , <f)=0. 

1.8.5. Théorème de de Rham. — Sur une surface de Riemann X, on a un isomor
phisme canonique 

1-formes C°° d-fermées}/d {fonctions 

DÉMONSTRATION. — La suite de morphismes 

Cl. 12) 

où / est l'inclusion, est exacte parce que les fonctions C°° d-fermées sont localement 
constantes et d'après le lemme de Poincaré (ch. 1,2.8.4) : (1.12) est une résolution du 
faisceau C. D'après 1.8.4, l 'homomorphisme j de (1.10), pour la résolution (1.12), 
est un isomorphisme. • 

1.8.6. Théorème de de Rham pour d". — Sur une surface de Riemann X, on a un 
isomorphisme canonique 

l-formes C°° de type (0,1) , d^-ferméesj/d" {fonctions 

DÉMONSTRATION. — La suite de morphismes 

(1.13) 

où i est l'inclusion, est exacte parce que les fonctions C°° d"-fermées sont holo
morphes et à cause du Lemme du d" (ch. 1, 5.3.2) : (1.13) est une résolution du 
faisceau 0. D'après 1.8.4, l 'homomorphisme j de (1.10), pour la résolution (1.13), 
est un isomorphisme. • 

2. T h é o r è m e d e finitude 

2.1. Théorème. — Soient X une surface de Riemann et Y Œ C Z X un ouvert. Alors 

La démonstration sera donnée au n° 2.3.6. 

2.2. Cas des surfaces de Riemann compactes 

2.2.1. Corollaire. — Si X est une surface de Riemann compacte, alors 
dimWiX,®)^ . 

DÉMONSTRATION. — Résulte de 2.1 avec Y = X . • 

2.2.2. Pour une surface de Riemann compacte X, g-=dim H 1 ^ , 0) est appelé le 
genre de X. 
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2 .23 . Théorème. — Le genre de Pl = P l ( Q est 0. 

DÉMONSTRATION. — Soient alors est 
un recouvrement ouvert de P1 et UX = C9 C/2 est isomorphe à C. 

On a / P ' H C , C ) = 0 d'après ch. 2,2.5, donc, d'après 1.8.6, // '(C, 0 ) = o et # est 
un recouvrement 1-acyclique de P1 ; d'après le théorème de Leray (1.3.5), H 1 ( F \ 0 ) ^ 

Soit est holomorphe sur i.e 

admet un développement de Laurent alors et 

sont holomorphes sur et sur U2, respectivement et 

sui donc 

2.3. Topologie des espaces de cochaînes 

2.3 J . Soient (z, U') une carte de X et U un ouvert relativement compact dans £/' ; 
l'espace C-vectoriel F(U9 0) des fonctions holomorphes sur U est C-isomorphe à 
l'espace vectoriel des fonctions holomorphes sur l'ouvert z (U) de C ; ce dernier 
est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts qui en fait un 
espace de Fréchet (ch. 3, 3.5) ; alors la topologie de r (U9 (9)9 transportée de celle 
de r (z (U)9 0Z(U))9 est de Fréchet, 0Z(U) désignant le faisceau des fonctions holo
morphes sur z (U) . 

Soient (zi9Ul)ieI9 / = [ 1 , n], une famille finie de cartes de X9 (C/f)l€J une 

famille d'ouverts Ui(z.(zU'i et Y"= ( J Ut ; alors W = (Ut) est un recouvrement 
ouvert de Y". 

s'identifie à muni de la topologie produit (de 

Fréchet). L'espace vectoriel Cx(aU9 6) des 1-cochaînes alternées s'identifie à 
I l r(U,r\Uk9 0\U;n Uk)9 ( L k)£l29 muni de la topologie produit (de Fréchet). 

L'application cobord 

est continue, d'après la définition des topologies de C ° ( ^ , 0) et de Cx(%9 0) ; 
de même, C2(<%9 (9) est un Fréchet et l 'opérateur cobord ô1 : CX(?U9 G)+C2{ÛU9 0) 
est continu, alors Ker S1=Z1(<%9 G) est fermé, donc Fréchet. 

2.3.2. Soient Y un ouvert d'un espace topologique X9 F un faisceau de groupes 
abéliens sur X9%=(Ui)iei9 resp. ^f=(U^ie i9 un recouvrement ouvert de X9 resp. 
de F, avec UlczU. ; l 'application restriction çfy, : F(Ui)-^F(U^ définit une app
lication restriction Cl(°U9F)^Cx(fll\F)9 d 'où les homomorphismes de groupes 
abéliens H1(<%9F)^H1(W'9F) et Hl (X9F)-+H\Y9F) dits de restriction. 

Dans les hypothèses du théorème 2.1, Y étant relativement compact dans X, 
il existe une famille finie de cartes (zi9 U[)i(ij9 7 = [1, . . . ,«] de A" et des familles 
d'ouverts (Ui)^l9 (V^it! telles que ^ c c ^ c c C / p /€7 et satisfaisant à la con-
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dition 

et ^ = ( U i ) i e i sont des recouvrements ouverts de F et F " respectivement. 
Considérons l'application linéaire continue g : CX(°U, ( 9 ) ^ C x ( y , 6) définie pai 

restriction ; on note aussi Q l'application induite sur ZX(°U, 0) ; l'image de cette 
dernière est contenue dans Z 1 ^ , (9). 

2.3.3. Lemme. — Dans les notations ci-dessus, Vapplication linéaire continue 

est surjective. 

DÉMONSTRATION. — (a) Posons on a 

Pour k fixé, posons 

pour et 
Alors 

est un recouvrement ouvert de 
et 

est un recouvrement ouvert de 

v et t/ sont des recouvrements 1-acycliques i.e. 7T1(fI-, 0) = O et H 1 ^ , 0) = O, 
car vt et v. sont identifiables, par la carte zf, à des ouverts de C. Or, pour un ouvert 
W de C, on a HX(W9 0) = H°*1(W9 C) (1.8.6) ; ce dernier espace est {0} à cause 
de (ch. 4, 2.2), donc d'après le théorème de Leray (1.3.5), on a : 

Mais, pour i ^ j \ on a t ? £ f l = ^ fli?y, donc Z1(v9 0 ) = Z 1 ( v \ 0) et l 'homo
morphisme de restriction Hx(v\ ^)-^771(t;, 0) est surjectif, d'où, successivement, 
la surjectivité des homomorphismes de restriction 

et de 

(2.1) 

(b) D'après le théorème de Leray (1.3.5), 

D'après (2.1), l 'homomorphisme de la restriction 

est un épimorphisme, d'où la surjectivité de (Q9 Ô). 

2.3.4. Lemme. — L'application Q : Z1 -+Z1 ( y , O) est compacte (i.e. Pi mage 
par Q de toute partie bornée est relativement compactf). 
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DÉMONSTRATION. — Il suffit de démontrer cette propriété pour 

d'après (2.3.2) et, pour cela il suffit de démontrer que, pour tout couple d'ouverts Vcza U 
de C, l'application de restriction 

est compacte. 

L'image de j est contenue dans l'espace des applications continues de F (compact) 
dans C. 

Soit B un borné de r(U9 0), alors j ( B ) est une partie équicontinue de F(V, 0) ; 
de plus, pour tout x£V9 j (B) (x) est borné dans C, donc relativement compact. 
Alors, le théorème d'Ascoli entraîne que j ( B ) est relativement compacte dans 
r(V90) . • 

2.5.5. Lemme (L. Schwartz). — Soient E et F deux espaces de Fréchet, ux et u2 
deux applications linéaires continues : E ^ F telles que u1 + u2 soit surjective et 
ux compacte. Alors Im u2 est fermée et de codimension finie. 

Schéma de la démonstration. 
(a) Soit E un espace vectoriel muni d'une semi-norme /?, alors Np(E) = 

= {x£E ; p(x) = 0} est un sous-groupe vectoriel de E et E ' '=E/NP(E) est muni 
de la norme induite par p. 

(b) Il résulte facilement de la définition 3.4 du chapitre 3, qu'un espace de Fréchet 
F est un espace vectoriel muni d'une famille dénombrable de semi-normes (pn)n €N* 
définissant une topologie séparée sur F pour laquelle F est complet. La famille 
(qn)n€N* avec q n = P i + ..-+pn définit la même topologie sur F. On considère l'espace 
vectoriel F muni de la semi-norme qn et on désigne par Fn le complété de F'n = 
— F/Nq (F) ; pour A:£N, on a : Nq+k(F)czNq(F) et le diagramme commutatif 
où les suites obliques et la suite verticale sont exactes 

On posera F=UmFn où les Fn sont des espaces de Banach. 
(c) On remarque que, si m : N*-^N* est une application strictement croissante, 

on a : 

Nous admettrons les propriétés suivantes : 
(d) Toute application linéaire continue surjective / : E-+F d'espaces de Fréchet 

est ouverte. 
(e) Tout espace de Fréchet localement compact est de dimension finie. 
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(f) Soient cp, x]/ : E ^ F deux applications linéaires continues d'espaces de Ba-
nach telles que cp soit surjective et xj/ compacte, alors cp + xj/ a une image fermée. 

(g) Soient F=fim En, F=UmFn deux espaces de Fréchet, / : E ^ F une applica
tion linéaire continue qui induit des applications linéaires continues fn : En-+Fn 
d'images fermées, alors l'image de / est fermée dans F. 

Démontrons le Lemme : posons cp=u1+u2 ; xj/= — wl5 notons || ||„ la norme de 
En et celle de F„. 

Soit B une partie bornée de E ; compte tenu de (c), on peut supposer que B est 
contenu dans {x£E ; P L ( X ) < \ ) ; xp(B) est relativement compact dans F. 

cp étant continue et ouverte (d), avec un nouveau numérotage des FM, et grâce 
à (c), on a : pour tout fl£N*, il existe une constante Kn telle que, pour x£E, 

(i) \\cp(x)\\n^Kn\\x\\n; 
(ii) il existe x'ÇE tel que cp(xf) — cp(x) et 

Donc cp induit une application linéaire surjective cpn : En-+Fn. 
De même, compte tenu de (c), on peut supposer que xj/ induit une application 

linéaire continue compacte \pn : En -̂ FM. 
D'après (f), (cpn + xl/n)(E) est fermé dans Fn et, d'après (g), (cp-\-x]/)(E) est fermé 

dans F. Alors F ' = F/(cp + \p)(E) est un espace de Fréchet. Montrons que F/ est 
localement compact. Tout voisinage de 0 dans F ' contient un voisinage 
r̂={[>7]» Hyllr8^6} l compte tenu de (c), on peut prendre r = l . Soit ([yn]) une suite 

de V ; pour tout n, il existe xn£E tel que cp(xn)=yn et l lxJ i^Xil lyJ i donc (xn) 
est bornée, alors (xJ/(—xn)) a une sous-suite convergente. Mais [(p(xn)] = [\l/(—xn)]9 
donc ([yn]) a une sous-suite convergente, i.e. V est compact. D'après (e), F7 est de 
dimension finie. • 

2.3.6. DÉMONSTRATION DE 2.1. 
Considérons les deux applications linéaires continues (g, 0) et (0, S) 

D'après 2.3.3, (g, S) est surjective ; d'après 2.3.4 g, donc (g, 0), est compacte 
alors, d'après 2.3.5, H \ r , (9)=Z1(T, 0)/ÔC°(y9 0)^H1(Y, (9) est de dimension 
finie. • 

2.4. Applications 

2.4.1. Théorème. — Soit YczaX un ouvert d'une surface de Riemann X. Alors, 
pour tout a£Y. il existe feJÏCY) ayant un pèle en a et holomorphe sur Y\{a ) . 

DÉMONSTRATION. — D'après 2.1, on a : (2.2) A: = dim Im (H^X, 0)^H1(Y, 0 ) ) « » . 
Soient (z, t/j) une carte centrée en a et U2=X\{a} ; %=(Ul9 U2) est un re

couvrement ouvert de X ; les fonctions z~J\ 7 = 1 , sont holomorphes sur 
C/1NÎ/a=c71\{fl} et définissent des cocycles Ç ^ Z 1 ^ , #)• D'après (2.2), les (fc+1) 
cocycles sont linéairement dépendants modulo les cobords de <%C\Y9 i.e. il 

existe des non tous nuls tels que 
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donc sur avec Sur on a 

alors il existe telle que 

est méromorphe sur Ul9 donc il existe 

telle que c'est la fonction cherchée. 

2.4.2. Corollaire. — Sur toute surface de Riemann compacte X, il existe une fonc
tion méromorphe non nulle. • 

3. Théorème de R i e m a n n — R o c h 

3.1. Diviseurs : rappels et compléments 

3.1.1. Sur une surface de Riemann X, on appelle diviseur toute zéro-chaîne D en
tière, localement finie 

(3.1) (voir ch. 4, 4.) 

On appellera nj la multiplicité du point cij dans D. 
D définit aussi une application 

Vaddition des diviseurs étant définie par l'addition des coefficients, l'ensemble 
des diviseurs est un groupe additif commutatif Div X qui est ordonné par la relation 
suivante : si Z>,D'£DivX, où D est défini par (3.1) et D' par 

signifie, pour tout 

3.1.2. On a défini le diviseur d'une fonction méromorphe sur un ouvert Y de X 
(ch. 4, 4) ; cela implique la notion suivante : soit f£Jf (Y) , pour tout a£Y, on 
appelle ordre de/en a, ordfl ( f ) le nombre suivant : 0 si f (d)^0, oo ; k si a est 
un zéro (d'ordre) de multiplicité k ; —k si a est un pôle de multiplicité kdef;<*> 
si fa est le germe nul. Alors, pour f£jf*(X) (ch. 4, 4), le diviseur de / est ( / ) = 

ord3 

/ est dit multiple du diviseur D si ( f ) ^ D . 
Tout diviseur d'une fonction méromorphe est dit diviseur principal. 
Deux diviseurs D et D' sont dits linéairement équivalents si D—D' est prin

cipal. 
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3.13. Diviseur d'une 1-forme méromorphe 

Les 1-formes différentielles méromorphes (ch. 2,4.4.2) sur l'ouvert Y constituent un 
groupe et même un C-espace vectoriel MX{Y) ; pour toute forme œ qui n'est iden
tiquement nulle sur aucune composante connexe de 7, pour tout a£ Y, pour une 
carte (z, U) centrée en a, œ\U=fdz où f€Jt*(U) ; ordfl(/) est indépendant 
de la carte et, par définition, ordfl œ = orda (/), on appelle diviseur de co, le di
viseur 

Les relations suivantes résultent immédiatement des définitions : sur une surface 
de Riemann connexe X, pour / , g£ J i (Z)\{0} et coÇ^^ATxlO}, on a : 

3.1.4. Degré d'un diviseur 

Si Xest compacte, alors, dans (3.1), % \J {ay}<o°, on appelle degré de D l'entier 
degi) D(x) ; en outre l'application 

deg : Div X - Z 

D >-*degZ) 

est un homomorphisme de groupes. 
Tout diviseur principal a le degré 0, d'après 2.3.4 du chapitre 5. 

3.2. Le faisceau (9D 

3.2.1. Soient D un diviseur sur une surface de Riemann X. Pour tout ouvert U de 
X,soit 0D(U) = {f£Jt(U) ; ( f )^-D \U} = {f£J?(U) ; ord, ( / > - Z > ( * ) ; 
Alors U*-+®D(U) est un faisceau de ^-modules sur X 

5.2.2, Proposition. — Si D et D' sont deux diviseurs linéairement équivalents, 
alors 0D et (9D> sont canoniquement isomorphes. 

DÉMONSTRATION. — Il existe \p^J/(X) telle que D—D'=(\j/), 

est l'isomorphisme annoncé car, pour tout ouvert U de X, 
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3.2.3. Théorème. — Si D est un diviseur de degré <0 sur une surface de Riemann 
compacte X, alors H°(X, OD)=0. 
DÉMONSTRATION. — S'il existe f£H°(X9 (9D)9 on a deg — deg Z)>0, ce qui 
contredit 3.1.4. • 

3.3. Faisceaux à support ponctuel ; propriétés de 0D 

3.3.1. On appelle support d'un faisceau F de groupes abéliens sur un espace topo
logique X le complémentaire (fermé) du plus grand ouvert de X en tout point x 
duquel la fibre Fx est {0}. 

3.3.2. Soit P un point d'une surface de Riemann X ; pour tout ouvert U de X, soit 

CP(U) C si P^U 
0 sinon 

avec les homomorphismes restriction, cela constitue un 

faisceau CP sur X, de support {P}. 
3.3.3. Proposition. — On a (i) H°(X,CP)^C ; (ii) H^X.Cp)^. 

DÉMONSTRATION. — (i) H°(X9 CP)^r(X, CP) = C ; 
(ii) i^H1(X, CP) est représenté par un élément de Z 1 ^ , CP) pour un recouvre

ment de X ; % a un raffinement y tel que P appartienne à un seul V^y. Alors 
aucun KDVp, (x^P, ne contient P, donc CP(J^n^) = 0, d'où ZX{T, CP) = 0, 
donc £ = 0 . • 

33.4. Une courte suite exacte 

Soient D un diviseur de X, P un point de X, on désigne par P le diviseur 1 P, 
alors D<D+P ; si f€Jt(X) est telle que ( / ) > - / ) , on a ( f ) ^ - ( D + P) ; 
cela définit l'inclusion j : (9D^0D+P. 

Considérons l'homomorphisme de faisceaux 

défini comme suit. Soit U un ouvert de X, si P$U, on pose pv = 0 ; si P£U et 
f£®D+P(U), pour une carte z de X de centre P, k=D(P), f a un pôle d'ordre au 
plus (A: 4-1) en P, i.e. a un développement de Laurent 

on pose ft,(/) = *-*-i€C = CP(LO. 
Alors /? est un épimorphisme de faisceaux et la suite de morphismes 

(3.2) 

est une courte suite exacte de faisceaux. 
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5.5.5. Proposition. — On a la suite exacte de cohomologie 

(3.3) 

DÉMONSTRATION. — La longue suite exacte de cohomologie définie par (3.2), compte 
tenu de H°(X, CP) = C et de H1(X,CP) = 0 d'après 3.3.3 entraîne la Proposi
tion. • 

5.5.6'. Corollaire. — Si D^D' sur une surface de Riemann X, l'inclusion D^D' 
induit un épimorphisme y+ : H1(X9 O^-^H1^, (9D). • 

3.4. Théorème de Riemann—Roch. — Soit D un diviseur sur une surface de Rie
mann connexe, compacte X, de genre g. Alors H°(X9 0D) et H1(X9 (PD) sont des 
espaces vectoriels de dimension finie et 

(3.4) 
DÉMONSTRATION. — On va démontrer le théorème par récurrence sur le nombre 
de points du support du diviseur, chaque point étant compté selon sa multiplicité. 

(a) Si Z>=0, on a H°(X, 0D)=H°(X, 0) = (9(X) = C car toute fonction holo
morphe sur une surface de Riemann connexe compacte est constante (ch. 5, 2.1.10) 
donc dimH°(X, 0 ) = 1 ; dimH^X, ®)=g par définition, d'où (3.4). 

(b) Soient D un diviseur, PCX et D'=D + P ; on suppose le théorème dé
montré pour D ou pour Z)' et on va le démontrer pour D' ou pour Z>. 

Considérons le diagramme commutatif suivant déduit de façon évidente de (3.3) 

la suite horizontale et les suites obliques sont exactes ; il en résulte l'exactitude 
des deux suites 

(3.5) 

(3.6) 

Supposons, par exemple, le théorème établi pour A alors H°(X,(9D) et H 1 ^ (9D) 
sont de dimension finie ; dim I m 1 ; dim C/Im donc les dimensions de 
H°(X, QD,) et de HX(X, (9D>) sont finies. Même raisonnement en échangeant les 
rôles de D et de D'. Alors l'exactitude des suites (3.5) et (3.6) pour des espaces vec
toriels de dimension finie entraîne 
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d'où, par addition membre à membre 

dim H°(X, 00,)-dim H^X, 0D) = dim H°(X, <9D)-âim H^X, 0D)+1 ; 

mais deg D' — deg D = 1, donc si (3.4) est vraie pour D ou D\ elle est vraie pour 
l'autre. 

(c) Tout diviseur D = P 1 + ...+PM—Pm+1 — P n , chaque point Pj étant écrit un 
nombre de fois égal à la valeur absolue de sa multiplicité. Alors le théorème se 
démontre pour 7), par récurrence à partir de (b). • 

3.5. Applications 

5.5.7. Théorème. — Soit a un point d'une surface de Riemann compacte connexe X. 
Alors il existe une fonction méromorphe f non constante sur X ayant un pôle d'ordre 
*^g+l en a et holomorphe sur X\{à). 

DÉMONSTRATION. — Soit D le diviseur 

pour 

Alors, le théorème de Riemann—Roch implique : dim H°(X, @D)̂  1 — g+ 
+ degZ> = 2. • 

5.5.2. Corollaire. — Soit X une surface de Riemann compacte connexe de genre g, 
alors il existe un revêtement holomorphe f : X-+F1 à (g + 1) feuillets au plus. 

DÉMONSTRATION. — On considère la fonction / de 3.5.1 : X—P1 ; / prend la 
valeur oo à la multiplicité <=g+l, alors elle prend toute valeur le même nombre de 
fois (ch. 5, 2.3.2). • 

5.5.5. Corollaire. — Soit X une surface de Riemann connexe. Alors les deux pro
priétés suivantes sont équivalentes : 

(i) X est compacte ; 
(ii) X est la surface de Riemann d'une fonction algébrique sur PX(C). 

DÉMONSTRATION. — (ii)=>(i) : c'est 6.1.3 du chapitre 5 ; 
(i)=>(ii) : d'après 3.5.2 il existe une fonction méromorphe / sur X et, d'après 

6.1.1 du chapitre 5, X est la surface de Riemann de / ; en outre / est la fonction 
algébrique définie par un polynôme irréductible à coefficients rationnels sur PJ(C) 
de degré inférieur ou égal à g+1. • 

3.5.4. Corollaire. — Toute surface de Riemann connexe X, de genre 0, est iso
morphe à PHQ. 

DÉMONSTRATION. — D'après 3.5.2, Zest un revêtement de P1(C) à un seul feuillet, 
alors le revêtement est un isomorphisme. • 
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4. Fonctions harmoniques dans un ouvert D de С 

4.1. Fonctions harmoniques 

4.1 J. Soient x, y les coordonnées réelles dans C et z=x+iy la coordonnée com

plexe. L'opérateur différentiel A=d2/dx2+d2/dy2 est appelé le laplacien. Une fonc

tion u : D+C est dite harmonique si elle est C2 et satisfait à 
(4.1) 

On a donc avec 
La condition (4.1) est équivalente à 

(4.2) 

On désigne par J^(D) l'ensemble des fonctions harmoniques dans D ; A étant 
Clinéaire (D) est un Cespace vectoriel. 

4.1.2. Proposition. — Soit u une fonction C2 à valeur complexe dans D. Alors les 
deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) u est harmonique ; 
(ii) P=Meu et Q = <#mu sont harmoniques. 

DÉMONSTRATION. — Cela résulte du fait que la condition d'harmonicité (4.1) est 
réelle. • 

4.2. Relations avec les fonctions holomorphes 

4.2.1. Proposition. —Toute fonction holomorphe dans D est harmonique dans D. 

DÉMONSTRATION. est C2 et , donc / satisfait à (4.2). 

4.2.2. Corollaire. — Les parties réelle et imaginaire d'une fonction holomorphe 
sont harmoniques. 

DÉMONSTRATION. — Résulte de 4.2.1 et de 4.1.2. 

4.2.3. Proposition. —Toute fonction u : Z)—R harmonique est, au voisinage de 
chaque point de D, égale à la partie réelle d'une fonction holomorphe définie à une 
constante additive près. 

DÉMONSTRATION. — u est C2 et satisfait à (4.2), d'après le théorème de Schwarz, 

i.e. (D) ; alors tout point z0£D a un voisinage sur lequel 

2du/dz a une primitive holomorphe / (ch. 1, 3.3.1). Par passage à l'imaginaire 
conjugué, on a : 
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donc dw, d'où : u = é%e/+ constante ; si f est holomorphe au voisinage 

de z0 et telle que w=^e/x+constante, alors pour h—f—f, on a : 0lzh est 
constante, i.e. 

ce qui implique dh/dz=0, donc f—f=h est constante au voisinage de z0. • 

4.2.4. Corollaire. — Si D est simplement connexe, f ci-dessus est holomorphe 
sur D. 

DÉMONSTRATION. — En effet,/est une primitive holomorphe globale (ch. 1,5.4.10). 

4.2.5. Proposition. — Toute u^^(D) possède la propriété de la moyenne. 

DÉMONSTRATION. — Il suffit de supposer u réelle ; u est la partie réelle d'une fonc
tion holomorphe / au voisinage de tout disque fermé contenu dans D, d'après 4.2.4 ; 
/possédant la propriété de la moyenne (ch. 2, 3.1), il en est de même de u. • 

4.2.6. Corollaire. — Les éléments de Jtf(D) satisfont au principe du maximum. 

DÉMONSTRATION. — D'après 4.2.5, cela résulte de 3.2 du chapitre 2. 

4.2.7. Proposition. — Toute u£J#p(D) est développable en série entière conver
gente en (x — x0), (y—j0) au voisinage de tout point z0 = x0 + iy0(iD. 

DÉMONSTRATION. — Compte tenu de 0 du chapitre 8, u étant la partie réelle d'une 
fonction holomorphe / au voisinage de z0, la conclusion résulte du développement 
en série entière de / en (z—z0) au voisinage de z0. • 

4.3. Formule et noyau de Poisson 

4.3.1. Soient Z?(0, R) un disque ouvert de C, z0 un de ses points et u une fonction 
harmonique sur un voisinage ouvert de 5(0, R). A partir de la propriété de la 
moyenne d'une fonction harmonique, on va établir une formule intégrale exprimant 
u(z0) à l'aide des valeurs de u sur spt bB(0, R). 

Considérons la composée S' des deux applications biholomorphes suivantes : 

B(0, R) - £(0, 1) - B(0, 1) 

dont la seconde est un automorphisme de J5(0, 1) transformant en 0 ; 
z0 étant fixé, ces applications se prolongent en des applications biholomorphes de 
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voisinages ouverts des adhérences des disques. L'application réciproque de S' est 
S : B(0, 1) - B(09 R) 

et applique 0 sur z0 ; en outre l'extension de S à |w| = 1 applique ce cercle sur le 
cercle |Z|=JR. 

La fonction uoS est harmonique sur un voisinage de 5(0, 1), donc elle satisfait 
à la propriété de la moyenne (4.2.5), en particulier 

(4.4) 

où œ—arg w ; sur le cercle sptW?(0, 1), on a dœ — car de 

même si 0 = argz, sur on a 

Pour 

d'où, à partir de (4.4) 

(4.5) 

4.3.2. Théorème. — Soit u une fonction harmonique dans 2?(0, R) et continue sur 
B(09R). Alors, pour tout z0̂ B(09 R)9 on a 

(4.6) 

DÉMONSTRATION. — Si u est harmonique au voisinage de 5(0, R), la formule (4.5) 
donne la conclusion. Sinon, soit r£]0, 1[, alors u(rz) est harmonique au voisinage 
de 5(0, R) ; (4.5) entraîne 

(4.7) 

Mais u, continue sur B(0,R) est uniformément continue, donc u(rz) converge 
uniformément vers u sur \z\=R, quand r tend vers 1, d'où (4.6). n 

4.3.3. (4.6) est appelée la formule de Poisson ; la fonction à valeurs réelles 

dans le complémentaire de la diagonale de C X C est appelée le noyau de Poisson. 

4.3.4. Corollaire. — Pour toute fonction u£ 3tf(B(09 R)) à valeurs réelles, con
tinue sur B(09R)9 pour tout z£B(09R)9 on a 

(4.8) 
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DÉMONSTRATION. — Sur spt bB(09 R), on a 

En outre est réel et égal à en portant dans (4.6) et 

en remplaçant z par Ç et z0 par z, on obtient (4.8). • 

Posons B=B(0,R). 
Pour |C| =R, la fonction [ ] de (4.8) est holomorphe en z, donc u(z) est la partie 

réelle de la fonction g£ 0(B(0, R)), où g(z) = Qu(z) avec 

Soit maintenant / une fonction holomorphe dans B et continue sur B ; prenons 
pour u la partie réelle de / : f=u+iv9 u et v réelles ; alors f—g est holomorphe 
dans B, continue dans B, donc f—g=iK où K est une constante réelle. On a : —if= 
= v — iu et v = &c Qv(z) ; soit h = Qv(z), alors Meh = v ; Jte ( — if—h) = 0 entraîne 
— if—h = iH où est une constante réelle, alors 2f(z)—g(z) — ih(z)= —H-{ ÌK ; 

en outre, pour z = 0, 

i.e. 

alors 

d'où 

¿5.5. Corollaire. — Si faO (B(09 R))DC0 (B(09 R)), alors, dans B(09 R) 

4.4. Problème de Dirichlet pour le disque 

4.4.1. Soient r=sptbB(0, R) et /une fonction continue sur F ; le problème de 
Dirichlet pour disque 5(0, i?) est la recherche d'une fonction F continue sur 5(0, R), 
harmonique dans B(0,R) telle que F\F=f. On convient de poser f(6)=f(Reie). 

On désignera par P(£, z) le noyau de Poisson 

4.4.2. Théorème. — Le problème de Dirichlet pour le disque a une solution unique. 

DÉMONSTRATION. — (a) unicité : soient Fl9 F2 deux solutions, alors G=F1—F2 est 
continue sur 5(0, R), harmonique dans B(09R) donc satisfait au principe du 
maximum (4.2.6), i.e. |G| a son maximum sur F (ch. 2, 3.3) et G\r=09 donc (7—0. 
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(b) existence : pour z£2?(0, R), on considère la fonction 

d'après 4.3.4, F est la partie réelle de G telle que 
G est holomorphe dans B(0, R), donc F est harmonique dans i?(0, i?) ; reste à 
montrer : 
¥.¥.5. Lemme. — Pour on a 

(4.9) 

DÉMONSTRATION DU LEMME. — (a) Pour tout 0O£[O, 2n], pour tout 0<rj<n, l'in
tégrale 

(4.10) 

tend vers 0 quand z£B(0, r) tend vers Rel 
En effet, soit z = oelco ; quand z tend vers Rel6°, q / r et Si 

on a quand 

i?|sin (Q — oS)\>R sin l'intégrale (4.10) est majorée par qui tend 

vers 0 quand Q^R. 
(b) On a 

(4.11) 

d'après (4.6) appliqué à la fonction harmonique 1. La formule (4.11) entraîne 

avec 

Soit 8>0, / étant continue, et d'après (4.11), il existe n tel que soient 

M la borne supérieure de |/(0)| et m la valeur de (4.10) ; d'après (a), pour z assez 

voisin de Rew°, on a 2mM- donc d'où 

4.4.4. Théorème. — Toute fonction f continue et possédant la propriété de la 
moyenne dans un ouvert D de C, est harmonique dans D. 
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DÉMONSTRATION. — Soit z0 un point de D9 c'est le centre d'un disque fermé 5(z0, R) 
contenu dans D et soit r=sptbB(z09 R). D'après 4.4.2, il existe une fonction FZq 
continue sur B(z09R)9 harmonique dans B(z09R) telle que F \r=f \ r . La fonc
tion FZQ—f étant continue et possédant la propriété de la moyenne dans B(z09 R) 
satisfait au principe du maximum (ch. 2, 3.2) ; elle est nulle sur r donc nulle sur 
B(z09 R) ; alors / , harmonique au voisinage de tout point z0 de Z>, est harmonique 
dans D. • 

5. Formes différentielles harmoniques sur une surface de Riemann 

5.1. Métrique hermitienne 

5.7.7. Sur une surface de Riemann X, en tout point C^X, on considère le C-espac< 
2 

vectoriel T£®CT£ (voir Appendice) ; on vérifie immédiatement que ® T*(X) = 
= Û 7;*(g)7r, où 0 désigne la réunion disjointe, comme A2T*(X), possède de; 
sections C°°. Considérons une telle section a ayant les propriétés suivantes : 
tout point Co£^ possède un voisinage muni d'une coordonnée z sur lequel 
(T=gdz<S)dz ; pour tout C€^0, g"(0€R+j i.e., pour tout £€C*, gÇ£>0. On note 
d̂ 2 la section or. 

Remarquons que, par changement de coordonnée z^z ' , si d.y2=g' dz'(g)dz' 

dans la nouvelle coordonnée, l'invariance de d̂ 2 entraîne g dz®dz=g dz'® 

i.e. La 2-forme différentielle 

où \ R, est réelle. 
ds2—g dz®dz est appelée une métrique hermitienne sur X ; on a dly2=^(dx+i dy) 

(g)(dx — i dy)=g(dx®dx+dy®dy) + ig(dy<g>dx—dx<g>dy) ; dr^^dxf&d.xr+djfgjdy) 
est la métrique riemannienne associée à d̂ 2. On notera désormais le produit tensoriel 
sans symbole ® et on posera dx dx = dx2. De sorte que ds2=g dz dz et dr2= 
=,e(dx2 + dy2). 

5.7.2. Proposition. — Sur toute surface de Riemann X, il existe une métrique 
hermitienne ûs2. 

DÉMONSTRATION. — Soit ^=(Uj)jei un recouvrement de X par des ouverts de 
coordonnée, z} étant une coordonnée sur U5 et soit une partition de l'unité 
subordonnée à %. Sur chaque Uj9 on a la métrique hermitienne de dz, dz, C ; posons 

Pour /67, soit L l'ensemble des j£l tels que UjHU^Q ; 
alors, pour j£L, sur ZI-DU^ on a : 

donc 

avec ds2 est donc une métrique hermitienne sur X. 



158 SURFACES DE RIEMANN COMPACTES 

5.2. L'opérateur * 

5.2.1. La surface de Riemann X étant munie d'une métrique hermitienne âs2, soient 
<PP> P=0, 1, 2, des /7-formes différentielles de degré p, sur X ; alors, pour toute 

carte (z, U), en restriction à U9 on a : = *F0 ; = dz+ dz ; ^2= ^2 dzAdz, 
où Wp9 /7 = 0,1,2 est une fonction sur U ; soient d^2|t/=^ dz dz et Wp—g~pxFp9 
x¥1 désignant W\ ou W?9 on pose 

(5.1) 

5.2.2. Proposition. — (cpp9 ij/p) possède les propriétés suivantes : 
(i) (cpp9 ipp)g dzAdz est invariant par changement de coordonnées i 
(ii) (\J/p9 <pp)=((pp9^p) ; 

(iii) (9) est C-linéaire par rapport au premier facteur ; 
(iv) ((pp9çP)^0 ; 
(v) (<pp9 (pp)=Q entraîne (pP=0. 

DÉMONSTRATION. — (i) Dans un changement de coordonnées 

=0,1,2, est transformée, respectivement, en 

Alors ((pp, IL/P)G dzAdz est invariant, (ii) à (v) résultent immédiatement de la défini
tion, G étant réelle. • 

5.2.5. A cause de 5.2.2, (cpp9 i/^)(z) est appelé produit scalaire (hermitien) ponctuel 
en z de cpn et \l/„. 

5.2.4. Dans les notations de 5.2.1, on cherche un opérateur * dans l'espace des 
formes différentielles tel que 

(5.2) 

On a, pour p = 0, 

pour p = 2, 

pOUr /7 = 1, SÌ est de type (1,0), de type (0,1); 

si est de type (0,1), de type (1,0) 

ces formes satisfont à la condition (5.2). 

5.2.5. Proposition. — U application * du C-espace vectoriel des formes différentiel
les C°°, S'(X) dans lui-même possède les propriétés suivantes : 

(i) * est une application R-linéaire : £r>s(X)-+é1-r>1-s(X) pour r9 s=091 ; 
(ii) * est réel, i.e. transforme toute forme différentielle réelle en une forme 

réelle ; 
(iii) pour les formes différentielles de degré p9 **=(— l)pid. 
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DÉMONSTRATION. 
(i) évident ; 

(ii) on a / dzAdz=2dxAdy ; l'assertion est claire pour /7 = 0,2 ; pour /7 = 1, 
si cp est réelle, on a : cp = a dz+â dz, alors *<p=/â dz—/a dz est réelle. 

(iii) immédiat sur la définition. • 

5.2.6. Produit scalaire 

Soit Çè* (X) le C-espace vectoriel des formes différentielles C°° à support compact 
dans la surface de Riemann X, munie de la métrique hermitienne ds2. Pour tout 
couple (pp,\pp£@p(X), ((pp\ipp) = fx(Pph*ll/p a un sens et> d'après 5.2.2, définit un 
produit scalaire hermitien faisant de @P(X), et aussi de £iï*(X) un espace préhil-
bertien. 

5.3. Opérateurs d'\ d\ d9 laplacien 

Une application R ou C-linéaire de S*(X) dans lui-même (appelée aussi opé
rateur) est dite de type (r', s') si elle transforme une forme différentielle de type 
(r,s) en un forme de type (r+r'9 s+sf). 

5.3.1. Par définition #=-*d* ; 0'=-*d'* ; d"=—*d"*. 

5.3.2. Proposition. — Les opérateurs d9 d\ d" sont C-liné aires et possèdent les 
propriétés suivantes : 

(i) ils sont de carré nul ; 
(ii) d'est de type ( - 1 , 0) ; de type (0, -1 ) ; 
(iii) dans Qi'(X) muni du produit scalaire ( | ), d, d\ d" sont les adjoints de d, 

d', d" respectivement. 

DÉMONSTRATION. — La C-linéarité provient du fait que * fait intervenir le passage 
à l'imaginaire conjugué des coefficients et qu'il apparaît deux fois dans la définition 
des opérateurs considérés. 

O) 
(ii) si cp est de type (r,s), *cp est de type (l—r, l—s), d'*cp est de type 

de type 

(iii) 

avec 

s=0, 1, sinon tous les termes sont nuls ; en outre cpf\ xj/ est à support compact et on 
a tenu compte du type, le dernier membre est égal à 
=(<p\d'\l/) ; raisonnement analogue pour d et d". 
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5.3.3. Par définition, l'opérateur laplacien est A=dd+dd. Soient • = d"#"-r-#"à" ; 
n'=d'3'+3'd'. On a : d=d' + d" : d= i ï+d \ d'où 

Calcul de : si cp est de degré 0, d'cp = 0 car d'est de type (—1,0) 

si cp est de degré 1, on a : <p = adz+fidz et 

si <p = <PdzAdz, on a 

Alors pour ç> de degré 0, on a d"d'cp=0=d' d"(p à cause du type, 

pour cp de degré 1, 

Donc, dans tous les cas (d"#'+0' d")<p = 0. Mais et 

En outre, l'opérateur • est réel, i.e. pour cp réelle, • cp est réelle, en effet : si cp 

est une fonction réelle 

si cp est une 1-forme réelle, cp=<xdz+adz, on a 

qui est réelle ; 

si est réelle si cp est réelle. 

Alors et . 

5.4. Formes harmoniques 

Sur une surface de Riemann X, munie d'une métrique hermitienne ds2, on appelle 
forme harmonique toute forme différentielle cp sur X satisfaisant à (5.3) Hcp—0, ce 
qui équivaut à Acp=0. 

Toute forme satisfaisant à 

(5.4) 
est harmonique. 
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5.5. Fonctions harmoniques 

5.5.7. Lemme. — Si f est une fonction C°° sur X, alors 

0) 

(") 
DÉMONSTRATION. — (i) 6!f est une forme de type (1,0), d'après 5.2.4, *d'/= 

(ii) d'après 5.2.4, 

5.5.2. Lemme. — Pour toute coordonnée holomorphe locale z de X, on a : 

DÉMONSTRATION. d'après 5.2 

et la définition de *. 

5.5.5. Proposition. — Dans le cas où X est C, muni de la coordonnée z et de la 
métrique hermitienne dz dz, toute fonction harmonique au sens de 5.4 est harmo
nique au sens de 4.1.1. 

DÉMONSTRATION. 

et 

5.5.4. Remarque. — L'opérateur A de 5.3.3 est égal à la moitié du laplacien, noté 
aussi A, défini en 4.1. Dans la suite du n° 5, on notera A l'opérateur du n° 5.3.3 et 
on l'appellera laplacien. 

5.6. Théorème. — Dans Q)'{X), les deux conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) <p est harmonique, 
(ii) d > = 0 = d > . 

DÉMONSTRATION. — (ii)=Ki) d'après 5.4. 
(i)^(ii) ipourtoute q>£®-(X)9 ona ( (d^ '+d" d / / ) ^ K ) = 0 > | A » + ( d > | d » , 

donc • cp=0 implique d"(p=0 = d"(p, car & (X) est préhilbertien pour ( | ). • 

5.6.1. Corollaire. — Si X est compacte, les formes harmoniques sont les formes cp 
satisfaisant à 

(5.4) 

ou, ce qui est équivalent, à 

(5.5) ou 
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5.7. Cas des 1-formes différentielles 

5.7.1. On note Q1(X) le C-espace vectoriel des 1-formes différentielles holomorphes 
et par S1 P O celui des 1-formes imaginaires conjuguées, dites antiholomorphes. 

5.7.2. Théorème. — Soit cp£ êx(X), alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) ûcp = 0 = dq> ; 

(ii) d> = 0 = d > ; 

(iii) (p=\l/1 + il/2 où iJ/1eQ1(X) et 

(iv) tout point a£X a un voisinage U dans X sur lequel il existe une fonction 
harmonique f telle que cp — df dans U. 

DÉMONSTRATION. — dcp = 0 équivaut à d V = 0 ; (p = (p1 + (p2 où ^ est de type (1, 0) 
et (p2 de type (0, 1) 

donc (i)o(ii). 
Dans les notations ci-dessus (p — cpi + cp̂  

(ii) équivaut à d"cp1 = 0 = d'cp2, c'est-à-dire (iii). 

(i)=>>(iv) : pour tout a£X, d'après le lemme de Poincaré, dcp = 0 entraîne l'exis
tence d'une fonction / sur un voisinage U de a telle que df=cp ; dcp = 0 équivaut à 
d d/=0, i.e./est harmonique. 

(iv)=Ki) <P = àf sur U, avec / harmonique entraîne dcp = 0 et dcp=d d/=0. • 
5.7.3. Théorème. — Toute 1-forme différentielle réelle o telle que d"o = 0=d"(T 
est la partie réelle d'une 1-forme holomorphe bien déterminée. 

DÉMONSTRATION. — o = \l/1+\j/2 où xjĵ Q1{X) d'après 5.7.2 (iii) ; = + 
+ ^2 = cr, donc 1̂2 = ̂ 1 et <r = i/f1 + ̂ 1 = 2^?e (i/^). 

Unicité : Si \I/̂ Q1(X) et Me(\jj) = 0 ; localement, d'après le Lemme de Poincaré 
pour les 1-formes holomorphes (ch. 1, 3.3.1), il existe une fonction holomorphe / 
telle que il/=df ; Me (\j/)=?%e d/=d &ef=0, donc fflef est constante; comme / 
est holomorphe,/est constante, d'où \j/ = 0. • 

5.8. Espace des formes harmoniques pour X compacte 

5.8.1. Une fonction harmonique sur X satisfait au principe du maximum, donc 
elle est constante. 

5.8.2. Soit ç une 2-forme harmonique sur X, alors il existe une fonction xj/ sur X 
telle que <p = V l <P étant harmonique, alors d"(p — 0, i.e. *d//î  = 0 ; la fonc
tion ^ est holomorphe, donc harmonique, i.e. constante. L'opérateur * est un iso-
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morphisme ; clone l'espace des 2-formes harmoniques, si X est connexe, est iso
morphe à C. 

5.8.3. Soit y^ÇX) le C-espace vectoriel des 1-formes différentielles cp telles que 
d"(p=0=d"q> ; puisque Z est compacte, c'est l'espace des 1-formes harmoniques 
(5.4 et 5.5). 

5.8.4. Théorème. — Si X est compacte, de genre g, alors (5.8) Jtf1(X) = Q1(X)® 
ÇB&iX) où la somme directe est orthogonale et dimJtf?1(X)=2g. 

DÉMONSTRATION. — (5.8) résulte de 5.7.2 (iii) ; en outre Q1(X) = H°(X, Q1)^ 
=H0,1(X, Q K H ^ X , (9) de dimension g d'après 1.8.6. • 

5.9. Décomposition orthogonale ; théorème de Hodge 

5.9.1. Lemme. — Si X est compacte, dê(X) et *d${X) sont orthogonaux dans 
£X{X) et û*{X)®*dS(X) = i'g(X)@d"g(X). 
DÉMONSTRATION. — Soient 

(ch. 1, 2.5.4). 

Soit d'après 5.5.1 (i), d ' o ù 

5.9.2. Lemme. — Si X est compacte d"ê{X) et Q1(X) sont orthogonaux et 
<g°'1(X) = d"g(X)®Q1(X). 
DÉMONSTRATION. — Soient et alors 

= 0 ; d'après 1.8.6, 

sous-espace de ^^ (X) . Alors la suite exacte 0-+d"£(X)-»£°'1(X)JCLH0(X9 O^-O, 
où / est l'inclusion, est scindée ; donc £0'1(X)*zd"£(X)®H0(X9 U1). • 

5.9.3. Théorème. — Si X est une surface de Riemann compacte, on a la somme 
directe orthogonale 

DÉMONSTRATION. 

*i(AT) = S^(X)®ê^(X) = d'*(X)®Q1(X)®d"*(X)®B1(X)9 d'après 5.9.2 
et le passage à l'imaginaire conjugué 

d'après 5.9.1 et 5.8.4. 
Mais 

et 

5.9.4. Proposition. — On a Z1W=Ker (<F 1(X)^ê\X))=^?1{X) + dê(X). 
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DÉMONSTRATION. — Z1(X)z> Ĵ 1 (X) + d£(X) ; d'après 5.9.3, il suffit de montrer 
que Zl(X) est orthogonal à d£2(X) : soit cp<iZHX\ \\i$.ê\X\ alors (<p|#)=* 
=(d<?#)=0. • 

5.9.5. Théorème (Hodge). — Sur une surface de Riemann compacte X, on a : 

DÉMONSTRATION. — D'après le théorème de de Rham (1.8.5) et 5.9.4, on a : 
H^X, C)^Z1(X)/d^(X)^je1(X). • 

5.9.6'. b1(X) = dim.H1(X, C) est appelé le premier nombre de Betti de X ; il est 
conservé par homéomorphisme, i.e. c'est un invariant topologique. D'après 5.9.5, 
b1(X) = dim 2tf 1(X) = 2g, d'après 5.8.4. Donc le genre d'une surface de Riemann 
compacte X est un invariant topologique ; en outre le premier nombre de Betti de 
X est pair. 

5.9J . Théorème. — .Sur une surface de Riemann compacte X, le théorème de 
décomposition en somme directe orthogonale et le théorème de Hodge sont valides 
en dimension 0 et 2 et s'énoncent ainsi : 

(0 *°(jï)=jr0(JOeWJf) ; a*(X)=*e*(X)®d#l(X) 
(ii) H°(X, C)^J?°(X) ; H2(X, C)^2te2(X) ; si X est connexe, ces espaces sont 

isomorphes à C. 
DÉMONSTRATION. — L'application linéaire / : S°(X)^dS1(X) est suriective, en 

effet, si vÇLê1{X)9 on a : v=h + dw+ds où h est harmonique, alors dv=d dw ; 
donc on a la suite exacte scindée 

où i désigne l'inclusion, d'où (i) et (ii) pour la dimension 0, compte tenu du fait que 
Z°(Z) est orthogonal à d^(X). 

On obtient les résultats en dimension 2 à l'aide de l'isomorphisme *. 
La dernière assertion résulte de 5.8.1 et 5.8.2. • 

6. Formes différentielles abéliennes ; théorème d'Abel 

6.1. Formes abéliennes 

Soit X une surface de Riemann compacte. Toute forme différentielle méromorphe 
de degré 1 sur X est appelée une forme différentielle abélienne. 
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6.1.1. Le faisceau d M 

Tout élément \ix de Jtx a un représentant défini sur un voisinage ouvert connexe 

U de x de la forme où fgeQ(U). Dans U\Z(g) est holomorphe et 

(6.1) 

est holomorphe dans U\Z(g) ; d'autre part, le second membre de (6.1) est une 
1-forme méromorphe définissant un élément de J(\ indépendant du représentant 

de jnx, qu'on notera dfxx ; il est clair que les germes de 1-formes méromorphes 

d/JX ; f*x€<̂ x '•> constituent un sous-faisceau de Jtx et que d : Jt-*àM 
est un morphisme de faisceau. 

En outre si d ci-dessus est nul sur £/, la fonction holomorphe dans 

U\Z(g) est constante et a un prolongement constant à U puisque Z(g) est discret. 
Autrement dit, le faisceau constant C sur X est un sous-faisceau de J i et, d'après 
le raisonnement ci-dessus, la suite de morphismes de faisceaux 

(6.2) 

où la seconde flèche désigne l'injection canonique, est exacte. 

6.1.2. Toute forme w^Jtx(X) est d'-fermée, car elle est de type (1, 0). En outre, 
en dehors de son ensemble polaire, elle est holomorphe, donc d-fermée. 

Soient a un pôle de co et (z, U) une coordonnée holomorphe locale centrée en 

a, alors on a vu (ch. 2, 5.1.1) que, pour U assez petit, où g 

est une fonction méromorphe sur U, dont le seul pôle est a. 
Les formes abéliennes sont dites de première espèce si elles sont holomorphes ; 

de seconde espèce si, localement, ce sont des 
différentielles de fonctions méromorphes ; 

de troisième espèce dans les autres cas. 
Les formes de première espèce sont les sections de Q1 ; celles de seconde espèce 

les sections de &M ; les résidus en leurs pôles sont nuls, i.e. leurs pôles sont d'ordre 
deux au moins. D'après le lemme de Poincaré, on a l'inclusion canonique 

6.1.3. Théorème. — // existe un isomorphisme canonique : 

autrement dit, l'espace vectoriel des formes abéliennes de seconde espèce, modulo 
les différentielles de fonctions méromorphes, est isomorphe à H 1 ^ , C) ; en par
ticulier sa dimension est 2g, où g est le genre de X. 
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DÉMONSTRATION. — La suite exacte de cohomologie définie par (6.2) est 

D'après le Corollaire 8.6.2 qui sera démontré indépendemment, on a H 1(X9 Jt)=0 ; 
la dernière assertion résulte du théorème de Hodge (5.9.5) et de 5.8.4. • 

6.1.4. Corollaire. — Sur PHC), toute forme abétienne de seconde espèce est la 
différentielle d'une fonction méromorphe globale. 

DÉMONSTRATION. — Le genre de PX(C) est 0 (2.2.3), donc, pour 

6.1.5. Proposition. — Sur PHQ, toute forme abélienne de première espèce est 
nulle. 
DÉMONSTRATION. — Pour Z=P1(C), d'après 8.5.1 ci-dessous, on a 

dont la dimension est le genre de X, qui est nul. 

6.2. Théorème d'Abel 

6.2.1. Données 

Soient X une surface de Riemann compacte, connexe, T=P1(C), considéré 
comme espace du paramètre /, / : XxT-^F1^) une application holomorphe au 
sens de 6.4.2 du chapitre 7 telle que, pour tout t£T fixé, z>-+ft(z)=f(z, t) soit 
une application holomorphe non constante ; d'après (ch. 2, 4.4), ft est une fonction 
méromorphe non constante sur X. 

Pour t fixé,/ : Z-^P2(C) est un revêtement ramifié à nt feuillets pour un certain 
«,£N* (ch. 5, 2.3.2). 

Soient AtczX l'ensemble (fini) des points de ramification de ft et Yt=Px\ft(At). 
On considère une forme abélienne œ sur X et un point fixe z0£X Soient Zt(f) = 

=Ç]-\- le diviseur des zéros de / , chaque zéro apparaissant un nombre de 
fois égal à sa multiplicité et ct une 1-chaîne différentiable de X telle que bct=Zt(f) — 
—ntz0 et que (spt ct\spt bct) ne rencontre pas At, ni l'ensemble des pôles de œ. 
La fonction u(t) = f œ est définie à l'addition près d'intégrales de co sur des 1-cycles 
de X, appelées périodes de œ et qui sont indépendantes de t ; u(t) est appelée une 
somme abélienne, relative à la forme co. 

tf.2.2. Trace de œ 

On construit la forme différentielle ot, appelée trace de œ sur PX(C) comme suit. 
Pour tout v€K, il existe un voisinage ouvert connexe V de y dans Yt tel que 
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où les Uv (v = l, ...,«f) sont des ouverts connexes, disjoints, de Xet ft\Uv : UV-*V 
est biholomorphe : soit col=( f.lUJ)"1 : V-+Uv. Par définition, sur V, 

6.2J. Propriétés 

(1) La continuité de / en / entraîne que P1(C)-^N* est localement constant ; 

P1(C) étant connexe il existe «^N* tel que, pour tout t9 nt=n. 
(2) Pour t fixé, les formes ot relatives à des ouverts V différents, d'après leur 

définition, se recollent en une 1-forme méromorphe globale sur Yt notée aussi ot. 
En outre, en utilisant les fonctions symétriques élémentaires, par le raisonnement de 
(ch. 5,6.2.2), on vérifie que ot a une extension méromorphe à PX(C) notée encore ot. 

(3) Considérons la fonction 

à valeurs au voisinage de 0 ; il s'agit de trouver localement une fonction z(w9 t) 
telle que é(z(w, t), t9 w) = 09 i.e. /(z(w, t), t) — w=0. 

Remarquons que (6.3) (z, t) et que, pour t fixé, d'après 6.2.1, 

l'ensemble At des zéros de (6.3) est fini. 
D'après le théorème des fonctions implicites appliqué à </> = 0, au voisinage de 

tel que il existe des voisinages ouverts 

connexes A, B, C de z0, w0, f0 dans X, PX(C), T, respectivement et une fonction 
holomorphe cp : BxC^A telle que f(cp(w9 t)9 t) = w. De plus, compte tenu de 
6.2.1 et de (1), pour B et C assez petits, il existe des ouverts Av connexes, disjoints, 
de X9 tels que 

et que 

soit une application holomorphe et il existe des applications holomorphes 

satisfaisante f(cpv(w91)91) — w=0 dans BxC et, pour tout t£C fixé, cpv(w9 t) = cp] 
définie en 6.2.2. 

(4) La forme différentielle est une 1-forme méromorphe en w et 

t, au sens du Chapitre 7, au voisinage de (w0, t0). 
Comme en (2) ci-dessus pour ot, les formes o définies localement se recollent en une 

forme notée encore G sur 

de plus, de façon analogue à (2) ci-dessus, a s'étend à P1(C)XT en une 1-forme 
différentielle méromorphe. 
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6.2.4. Théorème d'Abel différentiel. — Dans les notations de 6.2.1, du est une 
1-forme différentielle méromorphe sur T. 

DÉMONSTRATION. — Soit t0 qu'on peut supposer être 0 dans un domaine de carte 
de T. Dans les notations de 6.2.3, on désigne par zv une coordonnée locale holo
morphe sur X centrée en Q ; on a : 

Au voisinage de {J, on a co=gv(zv) dzv, où gv est une fonction méromorphe ; 
alors 

du 

qui est une 1-forme méromorphe en t. 

6.2.5. Discussion suivant Vespèce de co 

(i) co de première espèce : alors a est une 1-forme holomorphe et du est de première 
espèce sur T, donc nulle, d'après 6.1.5 : la somme abélienne u(t) est constante, 
aux périodes de co près. 

(ii) œ de seconde espèce : alors, localement sur X, co = dh où h est une fonction 
méromorphe en z, t, définie localement sur XxT ; il en est de même de o et de 
dw = cj(0, t) ; alors du est une forme abélienne de seconde espèce sur !T(=P1(C)) ; 
d'après (6.1.4), il existe g^Jt{T) telle que dw = dg-, où g est une fonction méro
morphe, donc rationnelle sur T ; u est une fonction rationnelle sur T, définie à l'addi
tion près des périodes de œ. 

(iii) co de troisième espèce ; alors la forme abélienne du peut être de troisième 
espèce sur T9 i.e. avoir des pôles à résidus non nuls et u(t) est somme d'une fonction 
rationnelle et du logarithme (à plusieurs déterminations) d'une fonction rationnelle, 
à l'addition près des périodes de co. 

Les conclusions (i), (ii), (iii) constituent la forme intégrale du théorème a"Abel. 

6.3. Réciproque du théorème d'Abel pour les formes de lre espèce 

6.3.1. Théorème (Abel). — Si D est le diviseur d'une fonction méromorphe g sur 
une surface de Riemann compacte X, alors il existe une 1-chaîne différentiable c 
sur X telle que bc=D et que, pour toute œÇ.Q1{X)9 on ait fcco=0. 

DÉMONSTRATION. — Considérons la fonction on a 
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D'après 6.2.5 (i), 

mais ce qui établit 6.3.1. 

6.3.2. Voici une démonstration directe de 6.3.1, dont l'avantage est de ne pas utiliser 
le paramètre t£T. Dans les notations de 6.2.1 et 6.2.2, pour la fonction f=g9 
indépendante de t9 en désignant par cpv les inverses locales de est 

une forme abélienne de première espèce de P1(C), donc <r = 0 ; soit y un arc dif
férentiable de P1(C) joignant °o à 0 sans rencontrer l'ensemble des valeurs critiques 
(f(A)) de / ; est formé de n arcs différentiables Cj de X joignant les pôles def 
aux zéros de/, soit c = c1 +...Jrcn9 alors bc=D et, pour toute COÇJQ^X), fc co = 

6.3.3. Dans le cas X=P1(C), la réciproque du théorème 6.3.1 est immédiate : si 
D est un diviseur de degré 0, alors d'après le théorème de Riemann—Roch 
(3.4), dimH0(X9@_D)=l9 i.e. il existe une fonction méromorphe non nulle de 
diviseur D. 

6.3.4. Réciproque. — Soit D un diviseur de degré 0 sur une surface de Riemann 
compacte X. S'il existe une 1-chaîne différentiable c de X de bord D telle que, 
pour toute cô Q1(X)9 on ait fcco—0, alors il existe une fonction méromorphe 
sur X, de diviseur D. 

Démonstration au n° 6.5. 

6.4. Définitions et notions préliminaires 

6.4.1. Soit D un diviseur de X de degré 0 ; alors toute f£Jt(X)9 de diviseur D est 
appelée une solution de D. 

6.4.2. On appelle fonction semi-méromorphe sur X, une application / : X^P1(C) 
telle que pour tout point a£X, il existe une carte holomorphe (z, U) de X centrée 
en a et a£<F*(£/), i.e. de classe C°° et sans zéro dans £/, telle que 

(6.4) 

Remarquons que / est C°° sauf sur un ensemble discret de X. 

6.4.3. Soit D un diviseur de X, dans les notations de (3.1.1), on dira que la fonction 
semi-méromorphe / sur X est une solution faible de D si, pour tout a£X et dans 
l'expression (6.4) de / au voisinage de ona : k=D(a). 

Remarquons que toute solution de D est une solution faible, holomorphe en 
dehors des points de D de multiplicité strictement négative. 
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6.4.4. Propriétés 

(1) Soient fl9f2 deux solutions faibles de A alors ./i=/2<p ou <p€é>*(X). 
(2) Soit fj une solution faible de Dj (j=l9 2), alors f f2 est une solution faible 

de A + A et est une solution faible de A — A . 

5.5. Démonstration de la Réciproque 6.3.4 

6.5.1. Lemme. — Soient a£X9 k£Z9 f une fonction semi-méromorphe, (U9 z) une 
carte holomorphe de X centrée en a telle que f\U=oczk ; a£<F*(£/)• Alors, pour 

toute q>Ç.Q){X)9 spt<pc:i7, on a 

DÉMONSTRATION. 

La première intégrale du dernier membre, égale à est nulle 

est localement integrable, donc 

d'après la formule de Stokes, soit 2ni(p(à). 

6.5.2. Corollaire. — Soient a19 a2£X9 f une solution faible du diviseur a2 — a1. 

alors, pour toute on a 

DÉMONSTRATION. — Soit (Uj9 zj) une carte holomorphe de Xcentrée en as (7'= 1, 2) 
telle que zk$Uj pour k=l9 2 ; k^j ; (Ul9 U29 X\({a1}\J {a2})) est un recouvrement 
ouvert de X ; soit (Çl9 Ç29 £3) une partition de l'unité subordonnée à ce recouvre
ment, alors spt ÇjdUf, y=l ,2 . On a : 

d'après 6.5.1. 

6.5.3. Lemme. — Soient X une surface de Riemann, c un arc différentiable par 
morceaux à support compact et UczczX un voisinage ouvert de spt c. Alors il 
existe une solution faible f du diviseur bc telle que : 

( i ) / \ X \ U = l 
(a) pour toute ¡j/Z^ÍX), # = 0 , on ait 



FIBRES HOLOMORPHES EN DROITES 171 

DÉMONSTRATION. — (a) Supposons d'abord que l'ouvert U soit le domaine d'une 
carte holomorphe z, soit isomorphe à un disque de C et que bc = b — a. 

Soit Q une fonction C°° à support compact dans U, égale à 1 sur un ouvert U' 
isomorphe à un disque de C contenu dans U et contenant spt c. 

On pose : 

pour 

p o u r 

On a : /0|t/\spt g = l, on étend f0 en une fonction/égale à 1 sur X\U9 C°° sur 
; / e s t une solution faible du diviseur bc. 

Soit ^([^(X), dt̂  = 0, alors U étant isomorphe à un disque, il existe g£@(X) 
telle que ip^dg sur U (ch. 1, 2.8.4). 

d'après le Corollaire 6.5.2, soit fc xj/ d'après la formule de Stokes. 
(b) c est une somme finie d'arcs différentiables cj9 chaque Cj vérifiant les hy

pothèses de (a) ; soit/} la solution faible du diviseur bcj9 pour xJ/Ç^iX), on a : 

et 

est la solution faible cherchée. 
6.5.4. DÉMONSTRATION DE 6.3.4. — / étant la solution faible de D dans 6.5.3, pour 
toute œ^Q1(X), on a : 

(6.5) 

à cause du type. Mais, localement, donc d'après 

(6.5) a est orthogonale à QX(X), donc (5.9.2), il existe g^S'(X) telle que d"g=cr9 
alors fe~9 est une fonction méromorphe sur X, de diviseur D . • 

7. Fibres holomorphes en droites 

7.1. Fibres en droites complexes 

7.1.1. Les (espaces) fibres vectoriels complexes sur une surface de Riemann X (ou 
plus généralement une variété différentielle) sont définis dans l'Appendice (2.3.4, 
voir aussi 2.3.2). 

7.1.2. Soient II ; E-+X un fibre C°° en droites complexes sur une surface de Rie-
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mann X et (%=(Uj)jei un recouvrement ouvert de X tel que : 

(7.1) soit un difféomorphisme C°° 

soit un isomorphisme du C-espace vectoriel C. 
Alors 

où fjk(y) : C^C est une application C-linéaire inversible i.e. la multiplication 
par une fonction C°° à valeurs complexes non nulles. Le fibre définit une cochaîne 
de % : 

satisfaisant à et, sur à 

(7.2) OU, 

(fjk) est un cocycle, élément de Z1^ , S**) qui définit une classe de cohomologie 
de HX(°U, <F *), donc de HX{X, £*). On désignera souvent un fibre en droites 
II : E^X par son espace total E. 

7.1.3. Les fonctions fJk sont appelées fonctions de transition du fibre et l'ensemble 
(0j)jei, une trivialisation locale du fibre. 

7.1.4. Réciproquement, étant donné un recouvrement ouvert <%t=(Uj)j(:I de la 
surface de Riemann X, et un 1-cocycle (fjk) appartenant à Z 1 ^ , <F *), il existe 
un fibre C°° en droites complexes II : E-+X sur X définissant ce cocycle. 

/étant muni de la topologie discrète, considérons le sous-espace E'=[J UjXCX 
X{j} de l'espace topologique produit XxCxL Dans E' soit M la relation 

signifiant x=x \ v=fJk(x)v\ 
La relation de cofermeture (7.2) entraîne que M est une relation d'équivalence 

compatible avec la première projection prx : Xx CxI-^X ; prx induit alors l'applica
tion c°°n 

est un difféomorphisme 

Alors II : E-+X est un fibre en droites complexes de trivialisations locales 
Qj = Qj1> dont les fonctions de transition sont les fjk qui constituent le cocycle 
donné. 

7.1.5. Deux fibres C°° en droites complexes i l : E-+X et II' : E'-+X sont dits 
isomorphes s'il existe une application fibrée h du premier sur le second qui est un 
difféomorphisme C°°. 

Dans les notations ci-dessus, les deux fibres étant définis à l'aide du même recouvre
ment °U9 h est défini par les applications C°°, h- : C/.-^C* telles que, sur UjCl Uk?±09 
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on ait le diagramme commutatif 

Alors sur UjCiU^O, on a : f j ^ h ^ f ^ h j ; hjtC0 (%£*), d'où : l'ensemble 
des classes d'isomorphisme de fibres en droites est en bijection avec H 1 ^ , $*). 

7.1.6. Fibre trivial 

Le fibre E=XX C—+X est dit fibre trivial, son espace total est le produit Xx C ; 
il est défini pour tout recouvrement ouvert °U de X par les fonctions de transition 
fjk=l> Tout fibre isomorphe au fibre trivial est donc défini par des fonctions de 
transition f j^frVj où (fj)£C>(<W9 £*) ; (fjk) est un cobord. 

7.2. Si la trivialisation locale d'un fibre en droites 77 : E^X est formée de fonc
tions holomorphes, i.e. si ses fonctions de transition sont holomorphes, le fibre est 
dit holomorphe en droites ; l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres holo
morphes en droites est en bijection avec HX(X9 (9*). 

7.3. Fibre défini par un diviseur 

7.3.1. Soit D un diviseur de la surface de Riemann X ; pour un recouvrement ouvert 
W = (Uj) assez fin de X, D est défini par la donnée de fonctions méromorphes 
gj£j?(Uj) telles que D\Uj = (gj)9 gjgk~1=fjk étant holomorphe sans zéro sur UjPi 
C)Uk7±0. En outre, gj est défini au produit près par fj^r(Uj9 0*), de sorte que D 
définit une classe d'isomorphisme de fibres holomorphes en droites sur X, donc un 
élément de H1(X9 0*). 

7.3.2. La multiplication des fonctions de transition de deux fibres munit Z1(^, 0*) 
d'une structure de groupe commutatif qui s'étend à H1(X9 0*), dont on note 
la loi de composition 0 ; restreinte aux diviseurs, elle définit Vaddition des divi
seurs. 

7.4. Sections holomorphes 

Soit II : E-+X un fibre C°° en droites noté aussi E. 

7.4.1. On appelle section s de E au-dessus d'une partie A de X une application con
tinue / : A-+E telle que {TI\A)of—\dA. 

Si E est un fibre holomorphe sur X9 U un ouvert de X9 une section / : U^E de 
2? est dite holomorphe si, pour une trivialisation locale (0j) de E relative au recouvre
ment ouvert °U de X. 
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est une fonction holomorphe ; cette définition ne dépend pas de la trivialisation 
locale ; pour tout ouvert U de X l'ensemble des sections holomorphes est un C-es-
pace vectoriel ®E(U) ; l'ensemble des 0E(U) et des homomorphismes restriction 
définit le faisceau 0E des sections holomorphes de E. Si E est trivial, on a : 0E^(9. 
7.4.2. Théorème de finitude. — Soient E un fibre holomorphe en droites sur une 
surface de Riemann X et YczczX un ouvert, alors dim H1 (Y, (9E)<œ. 

DÉMONSTRATION. — C'est une généralisation facile de celle du théorème 2.1, don
née en 2.4. • 

7.5. Sections méromorphes 

7.5.1. Soient E un fibre holomorphe en droites sur X, U un ouvert de X au-dessus 
duquel E est trivial et 0V : n~1(U)^UxC une trivialisation, a un point de U. 
Une section holomorphe f de E au-dessus de a un pôle d'ordre (de multi
plicité) m en a s'il en est ainsi de la fonction Q^of : U\{a}^Q ; cette notion est 
indépendante de la trivialisation. 

7.5.2. Une section méromorphe de E au-dessus d'un ouvert Y de X est une section 
holomorphe /au-dessus de Y\S9 où S est un ensemble discret de points de Y qui 
sont des pôles de / . 

7.5.3. Proposition. — Tout fibre holomorphe en droites sur une surface de Rie
mann compacte possède une section méromorphe non nulle. 

DÉMONSTRATION. — La proposition se déduit du théorème de finitude 7.4.2 comme 
2.4.2 se déduit de 2.1. • 

7.5.4. Théorème. — Sur une surface de Riemann compacte X, tout fibre holo
morphe en droites E est défini par un diviseur D de X. 

DÉMONSTRATION. — Il existe une section xj/ méromorphe non nulle de E d'après 
7.5.3. Le diviseur D de xj/ est bien défini sur X ; cela résulte de la définition des pôles 
(7.5.1) et des zéros de xj/ (zéros de O^oxjj pour toute trivialisation de E au-dessus 
de l'ouvert U). 

Pour tout ouvert U de X et f£Jé{U) telle que (f)^-D\U9 on a fil/€QE(U)9 
d'où l'homomorphisme ®D(U)-+(9E(U) et le morphisme injectif de faisceaux 
j ' 

Pour toute q>ÇL<9E(U)9f=<p\lr-KJt(U) et (f)^-D\U9 doncy est surjectif. L'iso-
morphisme / exprime l'isomorphisme du fibre défini par D et de E. • 
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7.5.5. Fibres duaux 

Soit E un fibre holomorphe en droites sur une surface de Riemann X9 de fonc
tions de transition (fjk) pour un recouvrement ouvert convenable ôtt = (UJ)j(il de X. 
Il est clair que l'ensemble des formes linéaires des fibres de E est un fibre vectoriel 
holomorphe dont les fonctions de transition sont (f^1) ; on le désigne par E* et 
on l'appelle (fibre) dual de E. 

Si X est compacte et si E est défini par le diviseur D de X, alors E* est dé
fini par —D. 

7.5.6. Remarque. — Si X est compacte, tout théorème sur les diviseurs de X se 
traduit, d'après 7.5.4, en un théorème sur les fibres holomorphes en droites sur X 
et réciproquement. Il en est ainsi du théorème de Riemann—Roch (3.4). 

8. Dualité de Serre et applications 

Dans ce numéro on suppose que X est une surface de Riemann compacte. 

8.1. La forme Res 

Soit j l'isomorphisme canonique /^(X, Q1)̂ H1>1(X9 C) (1.8.6) ; par défini
tion HU1(X9 C) = é1>1(X)/à"£1>0(X) = é2(X)/dS)1>0(X). L'intégrale sur X d'un élé
ment de dS1,0(X) est nulle (comme cela se déduit sans peine de 2.5.4 du chapitre 1), 
donc, pour tout ^H11(X9 C), l'intégrale sur X d'un représentant œ de £, ne dépend 
que de on le notera fx Ç ; alors 

est une forme C-linéaire. 

8.2. La forme res 

8.2.1. Soit p£H°(X9 Jf̂ -fQ1) : pour un recouvrement ouvert ^=(Uj)j€I assez fin 
de X9 \x provient d'une 0-cochaîne (œj)Ç.C0(<%9 Ji1) telle que, sur H ^0, 
œj — œh = (7jk£Q1(UjnUk). Soit aÇLUi un pôle de coj9 de résidu Resa (co/) ; si 
a^UjC\Uk9 comme coj — œk est holomorphe sur UjPi Uk, Resa (œk) = Resa (co,-) ; 
on pose resfl w=Resfl (coi) et 

La définition de res (fi) est indépendante de ^ et res : H°(X9 Jt^Q^-^C est une 
forme C-linéaire. 
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8.2.2. Théorème. — Dans tes notations ci-dessus, pour tout p£H°(X9 JtxjQv)9 en 
désignant par [ou] la classe de cohomologie de ôu dans H1(X9 Q1), on a : 

DÉMONSTRATION. — On a le diagramme 

Il s'agit de montrer que le carré est commutatif. 
Dans les notations de 8.2.1, p provient d'un 0-cocycle (coj) tel que, sur UjOU^Q, 

C0j-œk = ajk ; ( c r - ^ Z 1 ^ , Çp)^Z\*U9 S'1'0) ; mais H^X, ^l9°) = 09 donc, pour 
°U assez fin GJK = Oj — ok, (<Tj)̂ C°(%9 S1>0). Alors coj~œk = Gj — GK sur UjC\UK, 
donc il existe o£C°(X\P(p), êlt0)9 où P(p) est l'ensemble (fini) des pôles de p9 
telle que <r\Uj\P(p) = <Tj-coj9 en outre d<r\Uj\P(p) = d<rj9 donc co£C°(X9 
où co est l'extension C°° à Z de la forme dcr telle que CO\UJ — C\GJ ; on a dœ = 0 et 
2ni Res ([ôp]) = fx co. 

Pour tout pôle ax de p soit (zl, Vt) une carte holomorphe centrée en ax et B\ l'ouvert 
de X défini par |z,|<e, pour e assez petit les B] sont disjoints et f vv n̂B da = 

quand s^O, cette somme tend vers 2nires (u). 

On a » étant C00, quand e-*0, la première intégrale tend 
vers 

8.3. Le faisceau Q1 n et le dual de H1(X9 0n) 

8.3.1. Soit D un diviseur sur une surface de Riemann X. Dans les notations de 
3.1.1 et 3.1.2, on désigne par Q\_D le faisceau de 1-formes méromorphes sur X défini 
comme suit : pour tout ouvert U de X, Q1_D(U) = {co£,£1(U) ; ordx (co)^D(x) ; 
x£U} ; pour V ouverte: U, le morphisme est défini par la restriction des formes 
de U à V. On dira que Çp_D est le faisceau des 1-formes méromorphes multiples 
de D. 

8.3.2. Considérons les faisceaux Q1_D et (9D, alors l'application 

induit un homomorphisme 

comme suit : pour tout recouvrement ouvert ^=(Uj)jej de X, soit a>£F(X, £̂ _D) 
et (fjk) un représentant de ÇeH1^ 0D) ; (fjkKZ1^, @D) est défini à un cobord 
près (fj—fk)> alors œjk—fjkœ satisfait à cojk+cokl+ 0)^ = 0 et est défini au cobord 
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près (fjCû—fkCo), donc définit un élément bien déterminé de Hl(X, Q1) qui est 
h(œ, Ç) par définition ; h est une application C-bilinéaire. L'application Reso/j 
notée (co, <*). 

est une forme C-bilinéaire. Alors, pour co fixée, ww : £^(co, £) est une forme 
C-linéaire, d'où l'application C-linéaire 

8.3.3. Lemme. — iD est injective. 

DÉMONSTRATION. — Soit 0^co£H°(X, on va construire ^HX{X, (9D) tel 
que (co, <f>^0. 

Soit a£X tel que D(à) = 0 et (£/0, z) une carte centrée en a telle que D\UQ = 0. 
Alors où Pour U0 assez petit, n'a pas de zéro. 
Posons et On choisit tel que 

et, alors et res 
Prenons On a et 
=Res res 
8.3.4. Le diviseur d'une 1-forme méromorphe co^Q sur X a été défini en 3.1.3. 
on dit que c'est un diviseur canonique. 

8.3.5. Proposition. — Deux diviseurs canoniques sont linéairement équivalents, 

DÉMONSTRATION. — Si dans tout domaine, assez petit, U 
d'une carte z, on a dz où /=1,2 ; si est une autre 
carte, alors sur on a = 1,2, donc 

d ' o ù 

Il existe (X) telle que donc 

8.3.6. Corollaire. — Les diviseurs canoniques de X ont tous le même degré. 

8.3.7. Soient m£Jiï1(X)\{0}, K IQ diviseur (canonique) de co, alors 

est un isomorphisme de faisceaux. 
Dans la suite, on notera dg D le degré du diviseur D. 

8.3.8. Lemme. — // existe une constante k0£Z telle que, pour tout diviseur D 
de X, on ait 

DÉMONSTRATION. -— Soient g le genre de X et K un diviseur canonique ; d'après le 
théorème de Riemann—Roch (3.4) et 8.3.7, on a 

avec 
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83.9. Soient D, Df deux diviseurs de Xtels que D'*^D ; l'inclusion 

induit la suite exacte H1^, (9jy)->Hx(X, ®D)-+0, d'après (3.3.6), d'où le mono
morphisme i%, du diagramme commutatif de suites exactes 

8.3.10. Lemme. — Pour tout ^HX{X9 (9D)* et pour œ£H°(X9 O1™) tels que 
on a et 

DÉMONSTRATION. — Exercice. 

8.4. Théorème de dualité de Serre. — Sur toute surface de Riemann compacte X, 
pour tout diviseur D de X, l'application 

est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. 
8.4.1. DÉMONSTRATION. — Compte tenu de 8.3.3, il suffit de montrer que tout 
ÀeH1^, (9Df est dans l'image de iD. 

Soit P un point de X ; pour tout n£N, on pose Dn=D — nP. Pour tout 
\jj(iH0(X,(9nP), le morphisme de faisceau 

induit une application C-linéaire notée aussi 

d'où, par transposition, une application C-linéaire txj/. : H1(X9 (9D)*-̂ H1(X, 0D )* ; 
par définition de ij/., pour tout Ç̂ Ĥ -ÇX, D„), on a t̂ /.X(Ç) = X(\l/.Ç). 

8.4.2. Lemme. — t\j/. est injective. 
DÉMONSTRATION DU LEMME. — (il/) étant le diviseur de il/, on a (\l/)̂ —nP ; le 
morphisme de faisceau il/, se factorise en où j est un isomor
phisme et k, induit par D — nP^D + (\j/) est injectif ; alors, d'après 3.3.6, 
HX{X,(9D )^H1(X,0D+(lj/)) est surjectif ; il en est de même de \j/. et t\j/. est in
jective. n 
8.4.3. SUITE DE LA DÉMONSTRATION DE 8.4. — D'après 8.4.2, 

est isomorphe à H°(X9 0nP) ; d'après le théorème de Riemann—Roch (3.4), g 
étant le genre de X, on a : 
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iD étant injective (8.3.3), on a : dim Im (iD ) = dim H°(X9 Q_D )̂ kQ + n — dgZ), 
d'après le lemme 8.3.8. 

Pour n>àgD, on a dg£>-<0, donc (3.2.3), H°(X, (Vn) = 0 ; alors le théorème 
n 

de Riemann—Roch entraîne 

Pour n assez grand, on a 

i.e. les deux sous-espaces A et Im (iD ) de H1^, 0D) ont une intersection non 
nulle, donc il existe 0^\l/£H°(X, <9nP) et co£if°(X, ( 2 ^ ) tels que ^ A = Ïd (co). 

On a }//-1eH0(X9(9m) ; posons iy=Dn-(il/)9 alors": Dn^D'^D. 
On a ifrr1 : HHXtO^+HHX,^ ) ; 

Le lemme 8.3.10 entraîne 

8.5. Conséquences immédiates de 8.4 

5.5.2. Proposition. — Le £enre g de X est égal à dimH°(X, Q1). 

DÉMONSTRATION. — D'après 8.4, pour D = 0, on a : 

8.5.2. Théorème. — Soit D un diviseur d'une surface de Riemann compacte, alors 
il existe un isomorphisme 

DÉMONSTRATION. — Soit K un diviseur canonique de X ; d'après 8.3.7, on a : 
0_D̂ Q1_D_K et alors 8.5.2 résulte de 8.4 appliqué au diviseur 
D+K. • 

8.5.3. Soit E un fibre holomorphe en droites sur X, d'après 7.5.4. E est défini par 
un diviseur D et (9D—+cDE. On définit, de façon évidente, le faisceau Q\ des 1-formes 
différentielles holomorphes à valeurs dans E. Alors 8.4 et 8.5.2 entraînent le théorème 
suivant : 

8.5.4. Théorème de dualité de Serre pour les fibres holomorphes en droites. — Soit 
E un fibre holomorphe en droites sur une surface de Riemann compacte X, alors on 
a les isomorphismes suivants 

8.5.5. Théorème. — Sur une surface de Riemann compacte X, de genre g, le degré 
d'un diviseur canonique K est 2g — 2. 
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DÉMONSTRATION. — D'après le théorème de Riemann—Roch 

Mais O^Q1 (8.3.7) et d'après 8.5.2, dim H1(X9 Q1) = d\m H°(X9 0) = 1, donc, 
comptetenu de 8.5.1, 

8.5.6. Corollaire, — Le tore T=C/r (ch. 5, 1.2.2 (c)) est de genre 1. 

DÉMONSTRATION. — La 1forme dz de C, invariante par translation, induit une 
1forme holomorphe co sur T sans zéro ni pôle, (œ) est un diviseur canonique nul, 
donc âg(œ) = 2g—2 = 0. • 

8.6. Théorèmes d'annulation 

8.6.1. Théorème. — Si D est un diviseur d'une surface de Riemann compacte X de 
genre g, et si dgD>2g — 29 on a HX(X9 (PD)=0. 

DÉMONSTRATION. — Soit K un diviseur canonique, alors (8.3.7), Q1_D̂ 0K_D et 
№(X9®^f^H\X9 Çf_D)^H*(X9GK_J d'après 8.5.2. La condition dgD>2g-2 
entraîne dg(KD)<0 d'après 8.5.5, donc H°(X9(9K_D) = 0 d'après 3.2.3. • 

8.6.2. Corollaire. — Sur une surface de Riemann compacte X, on a H1(X9 ̂ ) = 0. 

DÉMONSTRATION. — Pour tout i^H1(X9 J{)9 il existe un recouvrement ouvert fini 
^ = (C/,.),y=(l, n) de X tel que £ provienne d'un élément ^ÇTf1^, M)9 ayant 
un représentant (/jjJÇZ1^, Jt) tel que le nombre de pôles de l'ensemble des f j 
soit fini. Alors il existe un diviseur D de degré >2g—2 tel que (fij)̂ Z1((W9(9D). 
D'après 8.6.1, (fj) est un cobord du recouvrement ¿11 relatif à (9D9 donc à M. • 

8.6.3. Indice de spécialité 

On appelle indice de spécialité du diviseur D le nombre i(D) = dim H1 (X90D) ; 
de sorte que le théorème de Riemann—Roch (3.4) s'écrit 

8.6.4. Théorème. — L'indice de spécialité a les propriétés suivantes : 

(i) i ( D ) ^ 0 ; 

(ii) si dgZ)<0, on a: i(D) = g  l  d g D ; 

(iii) si dgZ>>2# — 29 on a i(D) = 0. 

DÉMONSTRATION. — (ii) et (iii) résultent de 3.2.3 et de 8.6.1 respectivement. • 

8.6.5. Théorème. — Soit D un diviseur de degré ^2g sur une surface de Rie
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mann compacte X, de genre g. Alors, pour tout x^X, il existe f£H°(X, (9D) tel 
que 
(8.1) 

DÉMONSTRATION. — La condition (8.1) équivaut à 

(8.2) 

Pour tout x£X, soit D' le diviseur défini par 

D(y); y ^ x 
D ( y ) - l ; y ^ x . 

D'après 8.6.4, i(D) = i(D') = 0 ; d'après le théorème de Riemann—Roch 

donc il existe f£H°(X, ®D)\H°(X, &D,) ; alors ord* ( / )= -D(x). 

8.7. Plongement projectif d'une surface de Riemann compacte 

8.7.1. Espace projectif complexe 

On désigne par z0,zl5 ...,zN les coordonnées dans CN+1. Dans C^^XlO} on 
considère la relation M suivante : (z0, zN)&(z'0, ...,z^) signifie : il existe A£C* 
tel que Zj = 2.zj9 j=0 , 1, JV ; ^ est une relation d'équivalence. On désigne par 
PN=PN(C) l'espace topologique quotient CN+1\{0}/@ ; on note (z0:...:zN) la 
classe d'équivalence de (z0, ...,zN) ; comme dans le cas iV=l, PN est un espace 
séparé compact muni d'un atlas analytique qui en fait une variété analytique com
plexe de dimension N (voir ch. 7, 6.4). On pose UJ — ^ZQ'. ... :zN)£Pn ; Zj?±0}. 

Soit 

est un atlas analytique de FN 

8.7.2. Soit X une surface de Riemann compacte, une application continue F : X-+PN 
est dite analytique complexe ou morphisme si pour tout /€[0, .... N], 

où FJk est une fonction holomorphe définie sur l'ouvert F-1 (£/,.) de X à valeurs 
dans C. 

F est appelée une immersion si pour tout x£X, et pour j tel que x^F~1(C//), 
il existe fc£[l, .... 2V] tel que dFJk^0 ; alors d'après le théorème des fonctions 
implicites F(X) est, au voisinage de x, une sous-variété analytique complexe de 
dimension 1 de P ,̂ c'est-à-dire l'ensemble des points annulant TV— 1 coordonnées 
locales holomorphes. 

F est appelé un plongement si c'est une immersion injective. 
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8.7.3. La donnée de (7V+1) fonctions méromorphes fj£Jf(X)9j=09 1, ]V, défi
nit un morphisme 

comme suit : pour tout point x£X, soient (z, V) une carte holomorphe de X 
centrée en x et k = min ordx ( f ) ; alors f=zkgj où gj est holomorphe au voisi
nage de x et l'un des gj(x) est non nul. Par définition F(x) = (g0(x) :...:gN(x)) ; 
F(x) ne dépend pas du choix de la coordonnée locale. En outre si gj(x)^09 au 

voisinage de x, FJ 

8.7.4. Théorème. — Si D est un diviseur de degré >2g + l d'une surface de 
Riemann compacte X, de genre g et si f09 ...9fN est une base de H°(X9 0D)9 le 
morphisme 

est un plongement. 

DÉMONSTRATION. — (a) F est injectif : Soient x0, x± deux points distincts de X et 
D' le diviseur de X tel que : 

àgD'^lg entraîne (8.6.5) : il existe fÇ.H°(X9 (9D) tel que 

(8.2) 

(8.3) 

/ appartient aussi à H°(X, (9D), i.e. 

Soient (ZJ,FJ) (/=0,1) deux cartes locales centrées en x0, xx resp. et kx = 
= ïnfordXi(fj)=-D(xl)9l=09l ; on a f j=^gu et f=zklgt au voisinage de xt ; 
gin Si étant holomorphes pour /=0, 1 ; y = 0, TV. Alors (8.7.3) 

et 

et d'après (8.2) et (8.3), g0(xo)^0 et gt(xj = 09 d'où F(XT)^F{X^. 
(b) F est une immersion. D'après 8.6.5, il existe f'£H°(X9 ®D>) tel que 

f appartient aussi à H°(X,®D), donc 

Soit fc-inforà (fi)=-D(x0) 
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Soit 7o tel que gJO(x0)^0 ; après changement de numérotage, supposons j0=0. 
Alors, au voisinage de x0, F0 = (p0oF : F"1(t/0)-̂ CAr (notations de 8.7.2) est 

et en différentiant les deux membres, on a : 

1 âg(x0)^0, car g0(xo)^0 et g a un zéro d'ordre 

1 en x0 ; alors l'un des dF0j (x0) F= 0, donc F est une immersion. 



7 FONCTIONS HOLOMORPHES 
DE PLUSIEURS VARIABLES 

Une fonction holomorphe dans un ouvert de Cn est définie comme une fonction 
continûment différentiable satisfaisant à la condition de Cauchy pour chaque varia
ble. Une formule intégrale de Cauchy très particulière est alors établie à partir de 
la formule en une variable pour le bord d'un disque ; elle permet immédiatement 
de remplacer l'hypothèse C1 par celle de continuité dans la définition d'une fonction 
holomorphe (n° 3). Comme dans le cas d'une variable, cette formule entraîne que 
toute fonction holomorphe est développable en série entière convergente de n 
variables complexes au voisinage de tout point de son domaine définition ; il en 
résulte les inégalités de Cauchy, le principe du prolongement analytique, le principe 
du module maximum, le lemme de Schwarz et un résultat sur la mesure de l'ensem
ble des zéros d'une fonction holomorphe, à l'aide de l'inégalité de Jensen (n° 5). 
Un lemme du d" est établi pour les formes différentielles dr/-fermées, par récurrence 
sur le nombre de variables ; il en résulte le théorème de de Rham pour d" sur une 
variété analytique complexe (n° 6). Par la technique du chapitre 3, on établit que 
l'espace des fonctions holomorphes sur un ouvert de C muni de la topologie de la 
convergence uniforme sur tout compact, est un espace de Fréchet et que, dans cet 
espace, toute partie bornée fermée est compacte (n° 7). Les propriétés précédentes 
ont la même formulation que dans le cas d'une variable ; il en est de même du théo
rème d'extension de Riemann (n° 8) ; mais, pour n^2, il apparaît des phénomè
nes entièrement nouveaux : des théorèmes d'Hartogs établissent l'existence du 
prolongement de toute fonction holomorphe à certains ensembles d'intérieur non 
vide : il existe en outre des théorèmes d'extension à certains fermés sans que la 
fonction holomorphe donnée soit supposée localement bornée. Un exposé succinct 
sur les séries entières convergentes de plusieurs variables, contenant les prélimi
naires indispensables sur les familles sommables, précède l'utilisation des séries 
(n°4). 

1. Préliminaires 

On munit C" des coordonnées zj9 7 = 1 , n ; on pose Xj = Rezj ; yj = lmZj ; 
alors zj = xj+iyJ, (xj9 j-)€R 2 . L'isomorphisme de R-espace vectoriel 
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permet d'identifier Cn à R2n. On suppose R muni de la topologie habituelle définie 
par la valeur absolue, R2n muni de la topologie produit et C" de la topologie trans
portée par Soit Q un ouvert de C" considéré aussi comme un ouvert de R2n, on 
étudiera des fonctions : Q-^C. 

Les fonctions coordonnées complexes z} et leurs imaginaires conjugées z} ont 
pour différentielles dans R2n, dz} = dX} + i dyf ; dzi = dxì — i dy} ; alors 

En tout point z£Cn, le C-espace vectoriel T*(Cn) (voir Appendice) a pour base 
(àxj, dyj)js=li_tn9 les différentielles (dzj9 dzj)J = 15_jM constituent aussi une 
base, car la matrice de passage a pour déterminant (—2i)n. Toute forme 
différentielle sur Q s'écrit donc, de façon unique, comme somme de formes différen
tielles CO=YJ ajv..3 kr..k dz^A.-.Adzj Adz^A... Adzfc homogènes par rapport aux 
dzj, dzk respectivement, de type (i.e. de bidegré par rapport aux dzj9 dzk) (/?, q). 

Soit u^C1(Q) une fonction continûment différentiable dans on a : 

avec 

(î.i) (1.2) 

Il faut noter que - signifient seulement les opérateurs différentiels définis 

en (1.1) et (1.2) ; ce ne sont pas, en général, des dérivations partielles par rapport 

aux variables zk, zk. Alors du = d'u+d" u avec d7 u 

les formes différentielles d'u et d"u sont respectivement de type (1, 0) et (0, 1). 
On dit que les opérateurs d" et d" sont de type respectif (1, 0) et (0, 1). 

Si œ est une forme différentielle, de classe C1, de type (p,q), alors d'œ = 
est de type 

est de type (p, q+1). 
Si co est de classe C2, alors l'identité ddco = 0 entraîne que les trois composantes 

de ddco, de types respectifs (p+2, q), (/?, #+2), (p+l, q+l) sont nulles, d'où par 
linéarité, les identités d'd'^O ; d ' d ^ O ; d'd' + d^d^O. 

2. Fonctions holomorphes sur Q 

2.1, Une fonction u^C1(Q) est dite holomorphe dans Q si d//w=0 dans Q. La 
condition dr/w=0 est dite condition de Cauchy (ou Cauchy—Riemann) ; elle équivaut 
à : du^d'u. 

L'ensemble des fonctions holomorphes sur Q sera désigné par ê(Q). 
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2.2. Proposition. — L'ensemble 6{Q) est une C-algèbre pour Vaddition, la 
multiplication des fonctions et la multiplication par les constantes complexes. 
Si f€@(Q) et si, pour tout z£Q> f(z)^09 alors l/f^f^e&iQ) ; si Q est con
nexe et si f est à valeurs réelles ou si | / | est constante, alors f est constante. 
DÉMONSTRATION. — à" est C-linéaire et est une dérivation, i.e. si w, v£C1(Q)9 alors 
d"(uv) = vd"u+uà"v, d'où la structure de C-algèbre. Si, pour tout z£Q9f(z)¿¿09 
l/f est continûment différentiable et d"(l//) = —f~2 d"f=0. Si /est réelle, pour 
tout k=\9 df/dxk et df/dyk sont réels ; la condition de Cauchy entraîne : 
df/dXk= — i(df/dyk)9 donc df/dxk = 0=df/dyk9 i.e. / est constante sur l'ouvert con
nexe Q. Si | / | = e constante, on a : f=Qeid(z) avec d"f=oei0(z)i d"9(z)=0, 
donc 9 est holomorphe et réelle sur Q9 alors, d'après ce qui précède, 9 est constante 
sur Q. • 

2.3. Applications holomorphes 

Soient Q9 Q' deux ouverts de Cn et Cm respectivement. 

2.3.1. Une application g : Q-+Q' est dite holomorphe s'il existe m fonctions holo
morphes g,9 ...9gm sur Q telles que : 

2.3.2. Proposition. — Sif est une fonction holomorphe sur Q' et si g est une applica
tion holomorphe : Q-+Q\ alors fog est une fonction holomorphe sur Q. 

DÉMONSTRATION. — On vérifie, à partir des définitions (1.1) et (1.2), que d/dzk et 
d/dzk satisfont aux règles des dérivations partielles ; alors 

k — 1, n ; 

mais dgi/dzk = 0 et df/dz[ = 0 pour k=\9 ...9n et /=1, donc d"(fog)=09 
i.e. fog est holomorphe sur Q. • 
2.3.3. Corollaire. — La composée de deux applications holomorphes est holo
morphe. • 

2.3.4. Pronosition. — Soient f, : CmXCn^C. i—1 m des fonctions holo

morphes dans un voisinage d'un point (M>°, Z°) et telles que 

(2.1) 

(2.2) 

Alors les équations ./}(w% z)=0,/ = l, m, ont une solution holomorphe unique 
w(z)9 au voisinage de z0 telle que H>(£°) = M>°. 
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DÉMONSTRATION. — (2.2) équivaut à : 

En posant f—Ui + ivj où ui9 v} sont à valeurs réelles ; 7=1, ...,m, on trouve 

Le théorème des fonctions implicites, en variables réelles, s'applique et on résoud 
en w9 alors w—w(z). 

Les fonctions wk(z) sont holomorphes puisque /;(w, z) = 0,7=1, ...,m, au voisi

nage de (w°,z°), entraîne dzz = 0 ; (2.2) entraîne que 

dwk est une combinaison linéaire de dz,, /=1, n9 i.e. dwfc = d'wfc, 

2.5.5. Corollaire. — application holomorphe d'ouverts de Cn a une applica
tion réciproque holomorphe au voisinage de tout point où le jacobien de l'applica
tion ne s'annule pas. • 

2.3.6. Remarque. — 2.3.4 est le théorème des fonctions implicites holomorphes. 2.3.5 
implique qu'une application holomorphe à jacobien non nul est localement 
biholomorphe. 

3. Formule intégrale de Cauchy 

3.1. On appelle polydisque D de Cn centré en 0 le produit de n disques Dj9 
( /=1 , n), de C centrés en 0 : 

Soit bD; le bord de D,. l'ensemble bDf est appelé le bord distingué 

de D ou la frontière de Silov de D ; les disques Dj peuvent être ouverts ou fermés. 
PQur z=(z1,...,z„)ÇC", on pose |z|=max{|zfc| ; l ^k^n} ; | | est une norme 

sur Cn. 
On dira que r=(rl9 rw)€(R* )n est le (poly-)rayon du polydisque D si rj est 

le rayon du disque Dj9 7=1, n. 
On dira que D est ouvert si chacun des disques D3 est ouvert. 
Le polydisque ouvert de rayon /*, centré en z°=(zî, z®) est donc l'ouvert 
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Si r,=r9 = ...=r„. alors 

3.2. Théorème. — Soient D un polydisque ouvert et u une fonction continue sur 
D qui, dans D , est holomorphe par rapport à chaque ZJ^DJ quand zK£DK est fixé, 

^€{1? n\ Alors, pour tout z£D, on a 

(3.1) 

En outre, u£C°°(D) et u£(9(D). 

DÉMONSTRATION. — Fixons zhÇDh, k ^ i ; alors si {£?, .... £?, est une 
suite de points de Du convergeant vers fe, ...,£,-, ...,z„), à cause de la con
tinuité de u dans D, la suite de fonctions holomorphes en z,-, 

converge uniformément sur les compacts de Dj9 donc d'après 1.3. du chapitre 3. 
w(zn,.... z z„) est holomorphe sur D ,. 

Pour n= 1, on a 

(3.2) 

en effet, pour z?€N, z?s>/?0 assez grand, z-, appartient au disque ouvert Z>lp) 
de même centre que D1 et de rayon D'après 5.1 du chapitre 1, on 

a le second membre est donc indépendant 

dep pour p^Po et, la fonction w(Ci)(Ci —ẑ ~x étant continue en Ci sur Di\D[p^9 
en faisant tendre v vers l'infini, on obtient (3.2). 

Pour ?z£N* quelconque, (zl5 zn_1)ÇD1X...XDn_i, la fonction de zn, 
w(zl5 zn) est holomorphe sur Dn et, d'après (3.2), on a : 

Alors w(z1? zM_i, £„) est holomorphe en zn_x sur !>„_! pour 

d'après (3.2) 

par récurrence sur n, on obtient 

pour z=(zl4 z„)^A la fonction est continue 
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sur le compact d'intégration b0D, alors, d'après le théorème de Fubini, on a la rela
tion (3.1). 

Les dérivations partielles sous le signe somme dans (3.1) par rapport à zl5 zn 
sont possibles indéfiniment, donc u est C°° sur D ; en particulier, à"u a un sens et 
est nul puisque (Ç1—z1)~1...(Çn—zn)~1 est holomorphe en z=(zl9 zn). • 

3.3. Corollaire. — Si Q est un ouvert de Cn et u£@(Q)9 alors u est C°° sur Q 
et ses dérivées partielles sont holomorphes dans Q. 

DÉMONSTRATION. — Tout point z°£ Q est centre d'un polydisque ouvert D d'adhé
rence continue dans Q, alors, d'après 3.2, u est C°° dans Z>, donc dans Q. Les dé
rivées partielles par rapport à zl5...,z„ s'obtiennent par dérivation sous le 
signe somme dans (3.1) et sont holomorphes dans D car, pour tout multi-indice 
v = (vl5 v„)£Nn, (Ç1-z1)-vi...(CII-zÏI)-v» est holomorphe dans D. • 

3.4. Lemme d'Osgood. — Si une fonction u, continue sur un ouvert Q de Cn, est 
holomorphe par rapport à chacune des variables zl9 z„9 elle est holomorphe 
sur Q. 

DÉMONSTRATION. — Tout point z£ Q est centre d'un polydisque ouvert Z>, d'adhé
rence contenue dans Q, donc u^(9(Q) d'après 3.2. 

3.5. Plus généralement, l'hypothèse de continuité de 3.4 est inutile (théorème d'Har-
togs) ; nous ne démontrerons pas ce résultat. 

4. Séries entières convergentes 

4.1. Séries formelles 

Soient K un corps commutatif, X=(Xl9 ...,Xn) n indéterminées. On appelle 
série formelle en X, à coefficients dans K, toute expression 

où a = (al5 ajGN" est un multi-indice, aSK, X*=X?K..X*" ; lai =a, +... +a„ 
Soit une autre série formelle. Sur l'ensemble des séries 

formelles à n indéterminées, on définit les lois de composition suivantes : 
addition : 

multiplication par un scalaire X^K : 

multiplication : 
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Pour ces lois de composition, l'ensemble des séries formelles en X est une algèbre 
Kr[xr\-KT[Xlt...,XH On appelle ordre d une série formelle, non nulle, le plus 
petit entier k tel que 0aXVO. Si 5=0, on pose fc=oo. 

4.2. Familles sommables 

Dans la suite du n° 4, K est R ou C et est fixé dans chaque définition et chaque 
énoncé. Soit E un espace norme sur K ; il est muni, par la norme, d'une topologie 
invariante par translation, entièrement définie par un système fondamental de 
voisinages de 0, par exemple la famille des boules ouvertes Bn=B(0, 1/ri), de centre 
0, de rayon l/n ; n£N*. 

4.2.1. Soit une famille d'éléments de E ; désignons par $F l'ensemble des 
parties finies de / ; pour toute JÇL$F. on considère la somme s et on dit 

que Sj est une somme partielle finie de la famille (xi)iei. On dit que la famille (xf)l€J 
est sommable et a pour somme s si, pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe /ftÇ^ 
telle que, pour toute JÇ^, J^ciJ, on ait Sj£s+V. On posera s= 

4.2.2. Théorème. — Soient f : E-+E' une application linéaire continue d'espaces 
normes et (xt)iei une famille sommable de somme s dans E. Alors la famille 
(f(xd)iei est sommable dans E' et a pour somme f(s). 

DÉMONSTRATION. — Pour tout voisinage V de 0 dans E\ V=f~1(V) est un voisi
nage de 0 dans E ; dans les notations de 4.2.1, on a Sj—sÇV pour /ZD/0, donc 

4.2.3. Théorème. — Soient (xt)iei et (yi)ia deux familles sommables dans E, de 
sommes respectives s et t, alors 

(i) la famille (** + ,)>,•),• £j est sommable, de somme s + t ; 
(ii) pour tout X̂ K, la famille (Àx^^j est sommable de somme Às. 

DÉMONSTRATION. — L'application E^E est linéaire continue, alors (ii) résulte de 

4.2.2. La famille ( x ^ y ^ j est sommable, de somme (s, t) dans ExE, en effet. 
W étant un voisinage de (0, 0) dans EXE, il existe un voisinage F de 0 dans E 
tel que VxVczW ; il existe donc deux parties finies J'0 et JQ de I telles que, pour 
les parties finies J'ziJ'0 et J"ZDJQ9 on ait sr—s£V et tr — tÇV. Alors, pour toute 
partie finie / de / contenant J'0UJQ, on a : (sj9 tj) — (s, t)£VXVaW. L'addi
tion dans E étant continue, l'assertion (i) résulte de 4.2.2. 

4.2.4. Théorème. — Soit (xt)KI une famille sommable, de somme s, dans un espace 
norme E. Alors 

(C) pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe une partie finie J0 de I telle que, 
pour toute partie finie H de I, disjointe de /0, on ait sH£V. 

DÉMONSTRATION. — Si A9 B sont deux parties de E, on pose A-\-B = {x+y ; x£A; 
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y£B} ; — A = {—x ; x£A}. Soit 'V l'ensemble des voisinages de 0 dans E ; 
étant donné, il existe U^f tel que U+UczV (continuité l'addition) ; en outre 
- U ^ T (continuité de la multiplication par -1 ) et W=UD(-U)^ir. On a 
W=—W. Dans les notations de 4.2.1, soit J^tF telle que, pour toute J$_!F 
contenant 70, on ait Sj€s+W ; alors, pour toute HÇ̂ tF telle que JoDH=09 on 
a J=J0UHÇ.&R et / 3 / 0 , donc sn=sT-sT £ W + W Œ V . • 

¥.2.5. On dit qu'une famille ( x ^ j de E satisfait au critère de Cauchy si elle satisfait 
à la condition (C). 

4.2.6. Théorème. — Toute famille (Xi)iei d'éléments d'un espace de Banach E 
satisfaisant au critère de Cauchy est sommable. 

DÉMONSTRATION. — Pour tout ft£N*, il existe / „ € # telle que, pour toute Hn^^ 
disjointe de/„, on ait sH £Bn ; posons sn=ss ; alors, pour tout couple (/?, #)£(N*)2 
on a : 

Jp\Jq est disjoint de Jq et Jq\Jp est disjoint de Jp, donc sp—sq£Bp-{-BqŒ 
aB(0, (l/p) + (\/q)) ; alors la suite (.$•„) est de Cauchy dans E complet et a une 
limite s. En faisant tendre q vers l'infini, on trouve sp—s£BpJrBp=2Bp, i.e. la 
famille (*,•)/€i est sommable, de somme s. 

4.2.7. Théorème (commutativité). — Soient (xf)/€J une famille sommable, de somme 
s, dans un espace norme E et \jj : L-+I une bijection, alors la famille (yi\̂ L9 
où yi—x^, est sommable de somme s. 

DÉMONSTRATION. — Dans les notations de 4.2.1, #"3/3/0 entraîne 
alors, pour toute partie finie// de L telle que HZDIJ/ 1(J0), on a 

4.2.8. Théorème. — Dans un espace de Banach, toute sous-famille d'une famille 
sommable est sommable. 

DÉMONSTRATION. — Cette sous-famille satisfait au critère de Cauchy. • 

4.3. Familles sommables de nombres positifs 

4.3.1. Théorème. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) la famille (xt)iei9 (xf£R+) est sommable ; 
(ii) l'ensemble des sommes finies Sj est majoré. 

DÉMONSTRATION. — (i)=>(ii), évident ; 
(iï)=>(ï) : l'ensemble des Sj ( /£#) possède une borne supérieure s, somme de la 

famille. • 

4.3.2. Corollaire (principe de comparaison). — Soient (x^I9 (y^^i deux familles 
de réels positifs telles que, pour tout ig/, x^y^ Alors, si la famille (jj)^/ est 
sommable, de somme t, la famille (xX^r est sommable de somme s^t. • 
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4.4. Familles absolument sommables 

4.4.1. Dans un espace norme E, une famille (x,-)i€i est dite absolument sommable si 
la famille de nombres réels positifs (H^H)^/ est sommable. 
4.4.2. Théorème. — Dans un espace de Banach E, toute famille (xi)î I absolu
ment sommable est sommable. 

DÉMONSTRATION. — E étant complet, d'après 4.2.6, il suffit de montrer que la 
famille satisfait au critère de Cauchy (C). La famille (||xf||)£€/ étant sommable satis
fait à (C), i.e. pour tout e>0, il existe J ^ ï F telle que, pour toute HÇ.g? dis
jointe de. alors, d'après l'inégalité triangulaire, 

4.4.3. Proposition. — Soit (xi)iei une famille de nombres réels, alors les trois 
assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) (Xj);€J est absolument sommable ; 
(ii) (xt)iei est sommable ; 
(iii) Vensemble des valeurs absolues des sommes finies sH est majoré. 

DÉMONSTRATION. — (i)=>(ii) : d'après 4.4.2, 
(ii)=>(iii) : il existe J 0 ^ ^ telle que, pour toute J £ ^ , J0ŒJ, on ait |^—Sj\^l ; 

pour toute H£ on a 

(iii)=>(i) : il existe c£R tel que, pour toute on ait sH£[ — c, c] ; alors 
la somme des x^O pour i£H appartient à [0, c] et la somme des xt^0, i£H 
appartient à [ —c, 0], donc la somme des \xt\, i£H appartient à [0,2c] ; d'après 
4.3.1, (\Xi\)iei est sommable. • 

4.4.4. Théorème. — Dans tout espace norme E, de dimension finie, les deux pro
priétés suivantes sont équivalentes : 

(i) la famille ( x ^ j est sommable ; 
(ii) la famille (Xi)i€T est absolument sommable. 

DÉMONSTRATION. — E est un espace norme sur K, de dimension finie, donc est 
norme sur R, de dimension finie. 

(ii)=>(i) D'après 4.4.2 car E est complet. 
(i)=>-(ii) • E est de dimension finie n sur R, donc c'est Rn muni d'une norme 

équivalente à où D'après 4.4.3, à cause de (iii), 

l'absolue sommabilité d'une famille, pour une norme donnée, subsiste pour une 
norme équivalente ; alors il suffit d'établir l'assertion pour la norme ci-dessus. 

La projection R"-̂ R définie par x^xp est linéaire continue ; d'après 4.2.2. 
si la famille (xXçr est sommable ; la famille (xf)ifI ; />€[!, n], est sommable ; 

d'après 4.4.3, (\xf\)i£I est sommable, donc aussi d'après 

4.2.3. 



SERIES ENTIÈRES CONVERGENTES 193 

4.5. Séries entières convergentes 

4.5.1. Pour r=(rl9 r„)€(R+)n9 on associe, à chaque série formelle à n indé
terminées S(X) la famille de nombres positifs 

(4.1) 

On désigne par r l'ensemble des points /'£(R+)W tels que (4.1) soit sommable 
T contient {0}. Pour tout z = (zl5 ...,z„)(C" tel que \Zj\^rj et r = (rl9 rn)£r, 
la famille (tfaza) est absolument sommable d'après 4.3.2, donc sommable d'après 
4.4.4. 

On appelle ensemble de convergence de S(X) l'ensemble A des points intérieurs 
à r dans (R+)B. On dit que S(X) est une série entière convergente si zt^0. 

4.5.2. Les notions de séries de fonctions d'une variable complexe, de convergence 
simple, uniforme, normale (ch. 2, 0.1) s'étendent aux séries ci-dessus. Comme dans 
le cas n = \, on établit : 

4.5.3. Lemme d'Abel. — S'il existe M tel que \aa\ra^M et si r'<r, alors la 
série S(z)=Ys a*z* converge normalement pour \z\^r\ 

4.5.4. Corollaire. — Si r£A, la série S(z) converge normalement pour |z|<r ; 
si UIC A la> série est divergente (i.e. non convergente). 

4.6. Opérations sur les séries (entières) convergentes 

4.6.1. Addition, multiplication 

Soient S1 et S2 deux séries convergentes d'ensembles de convergence respectifs 
A1 et A%. Alors, les séries S1 + S2k et S1-S2 sont convergentes et leurs ensembles 
de convergence contiennent A1HA2. Le produit de S¡ par un élément de K est une 
série convergente d'ensemble de convergence A1. Démonstration comme pour les 
séries convergentes à une variable. De sorte que l'ensemble des séries convergente 
constitue une K-algèbre K{X). 

4.6.2. Dérivations partielles 

Soit S une série formelle, par définition, 

(série des dérivées). 
Alors la série (dS/dXj) a même ensemble de convergence que la série S et, si \z\ 
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appartient à l'ensemble de convergence de S, on a (dS/dXj)(z) = (d/dzj)S(z). En 
outre aa = (l/<*l)(d"S/dz*)(0) avec a! =ax\...«„! 

Démonstration comme pour les séries convergentes à une variable. 

4.6.3. Il résulte de 4.6.2 que la somme d'une série convergente S(z) est une Jonction 
holomorphe pour \z\ dans l'ensemble de convergence de S. 

5. Applications de la formule de Cauchy 

5.1. Développement d'une fonction holomorphe en série entière ; inégalités de Cauchy 

5.1.7. Proposition. — Posons Soit Q un ouvert de Cn, pour 

toute u£(9(Q)9 pour tout z£Q9 on a : 

(5.1) 

où D est un polydisque ouvert contenant z et relativement compact dans Q. 

DÉMONSTRATION. Cela explicite la dérivation sur le signe somme décrite dans la 
démonstration de 3.3. • 

5.7.2. Théorème. — Si u est holomorphe dans le polydisque ouvert D(w ; r) 
et continue sur D(w ; r), u(z) est développable en série entière convergente en 
(z — w) dans D(w ; r) ; plus précisément 

(5.2) 

sur D(w ; r), la convergence étant normale sur tout D(w ; r) avec r'<r. La 
formule (5.2) signifie que u(z) est égale à son développement de Taylor. 
DÉMONSTRATION. — Par le changement de variable z—w*-+z, U(z) étant la nouvelle 
expression de w, on est ramené à démontrer 

La série 

converge normalement pour ((,z)Çfc0D(0,/*)Xi)(0, / ) . Alors, après multiplica
tion par U(d, C„), on peut intégrer terme à terme dans la formule intégrale de 
Cauchy. 
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D'autre part, d'après 5.1.1, on a 

(5.3) 

5.1.3. Inégalités de Cauchy 

Si u est holomorphe et \u\^M dans le polydisque D(0 ; r), alors 

DÉMONSTRATION. — On considère (5.3) dans un polydisque D'=D(0 ; r') con
centrique à Z>, relativement compact dans D ; alors u est continue sur D' et \u\^M 

sur D'. On a soit 

alors 

L'inégalité étant valable pour tout on a : 

5.2. Théorème d'identité ; principe du module maximum 

5.2.1. Théorème d'identité. — Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un 
ouvert connexe Q de Cn ; alors s'il existe un ouvert non vide U de Q tel que f\ U— 
=g\U9 on a f=g. 

5.2.2. Conséquence 

Soient Ul9 U2 deux ouverts de Q tels que U^U^^Q ; f^ 0(£/i), /2€ #(£4) égaler 
sur [/jDt/a, alors il existe une fonction unique /^((/iUC^) telle que f\U\=f 

Cette propriété est appelée principe du prolongement analytique. 

5.2.3. Lemme. — Soient Q un ouvert connexe de Cn et u£(9(Q) telle qu'il existe 
z0(iQ avec d<xu(z0)—09 pour tout multi-indice a, alors u=0 sur Q. 

DÉMONSTRATION. — E={z£Q ; dlxu(z) = 0, pour tout a} est un fermé de Q. Si 
w£E9 il existe un polydisque ouvert, centré en w, d'adhérence contenue dans Q ; 
d'après 5.1.2, u est nulle sur ce polydisque, donc E est ouvert ; z0£E9 donc E^9 ; 
comme Q est connexe, on a : E=Q. • 
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5.2.4. DÉMONSTRATION DE 5.2.1. — Soit z0£U ; U étant ouvert, u=f—g a toutes 
ses dérivées partielles (par rapport à xk, yk, k = 1, ..., n) nulles en z0, donc, en 
particulier #aw(z0) = 0 pour tout a ; d'après 4.2.3, on a u = 0 sur ¿2. • 

5.2.5. Théorème du module maximum. — Soit Q un ouvert connexe de Cn, si f£(9(Q) 
et s'il existe w£Q tel que |/(z)|<< |/(w)| pour tous les points z d'un voisinage 
ouvert de w, alors f(z)=f(w) pour tout z£Q. 

5.2.6. Lemme. — Pour tout polydisque D = D(w ; r)cczO, on a : V(D)\f(w)\^ 
< SD l/(0|dF(0- où V(D) est le volume de D et dV l'élément de volume de Cn. 

DÉMONSTRATION. — La formule de Cauchy entraîne 

(5.4) 

pour n=\ , (5.4) se déduit de la propriété de la moyenne pour g€[0, rj 

La formule (5.4) pour n quelconque s'en déduit par récurrence sur n. Alors 

5.2.7. DÉMONSTRATION DE 5.2.5. — Soit D=D(w ; r) un polydisque ouvert tel 
que, pour tout z£D, on ait \f(w)\ — |/(z)| s>0. Alors 

d'après 5.2.6 ; 

il en résulte |/(w)| — |/(z)|=0 pour tout z£D ; d'après 2 .2 , / est constante sur 
Z>, donc /(z)=/(w) et, d'après le théorème d'identité (5.2.1), / est constante 
sur Q. • 

5.3. Lemme de Schwarz 

5.3.1. D'après 5.1.2, toute fonction holomorphe dans un polydisque ouvert 
D = D(w ; r) est égale à une série entière en (z—w) normalement convergente sur 
tout compact de D. Inversement, toute série entière en (z —w) dans Z), absolument 
convergente sur D' = D(w ; r'), pour tout r '< r est une fonction holomorphe 
dans D (4.6.3). 
5.3.2. Lemme de Schwarz. — Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 
D(0 ; r) ; r=(r, r), d'ordre k en 0 et telle que \f(z)\^M sur D(0 ; r). Alors, 
on a 
(5.5) 
sur D(0 ; »•). 
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DÉMONSTRATION. — f(z)=pk(z)+. ; pk7±0. Pour z^O fixé dans D(0 ; r) et 
pour tÇ,C, \t\*zr9 on pose g(t) — t~kf(tzl\z\) ; alors g a le développement de 
Taylor 

par hypothèse, on a f(tz/\z\)^M, donc |^(OI^Mr"k pour \t\=r ; alors, d'après 
le théorème du module maximum dans C (ch. 2, 3.4), on a |g(i)|^Afr~k pour 

; en particulier, pour t=\z\, on a : |z|~k|/(z)| = \g(z)\^Mr~k. • 
5.5.5. Remarque. — Dans les hypothèses de 3.5 du chapitre 2, on retrouve bien le 
lemme de Schwarz à une variable. 

5.4. Théorème de Jensen. — Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 
D = D(0 ; r) dans C". Alors, si /(0)^0, log \ f\ est integrable sur D et, dans les 
notations de 5.2.6, on a : 

(5.6) 

DÉMONSTRATION. — Cas n=l . \f\=(ff)lj2, ; en dehors des zéros de / , on a 
log |/ |=(l/2)(log/+log/) et d'd" log | / | = 0 , donc log | / | est harmonique et 
possède la propriété de la moyenne (ch. 6, 4.5.2), alors, si / n'a pas de zéro dans 
D on a 
(5.7) 

La relation (5.7) reste valide si/a des zéros sur {z£C, |z|=r}, en effet, soit reie 
un tel zéro supposé unique de multiplicité m, alors f(z)(z—rei6°)~m est sans zéro 
sur D ; il suffit de montrer que log r = (l/2n) fl* log \rei9—reie*\ d0, i.e. 

par application du théorème de Cauchy. 
Les zéros de /dans D sont en nombre fini ; soient al9 ...9 ap les zéros de/ dans 

D(0 ; Q), p^r, chacun étant répété un nombre de fois égal à sa multiplicité. Alors 

est sans zéro dans D et |F(z)| = |/(z)| sur |z| = g. D'après le début de la démonstra
tion 

d'où 

en particulier, comme pour y"=l, on a 

(5.8) 
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et 

c'est la formule (5.6) pour n=l . 
Cas tfs>2 : pour Q± r̂l9 on a, d'après (5.8), 

^ogf(g1ei0i9 0, 0) est fini pour presque tout 9X ; pour un tel 0l9 on a 
log \f(Q ,é\ 0, 0)|<(1/2TT) log | / ( ^ ^ S ea^«, 0, 0)| d02 avec ea<ra, 
d'où, par récurrence sur n9 

(5.9) 

pour Qj<zrj9 /=1, 
En intégrant ensuite par rapport à Q19 gn les deux membres de (5.9) multi

pliés par on obtient 

(5.10) 

Reste à montrer que log | / | est integrable par rapport à dV9 alors (5.10) entraînera 
(5.6) par le théorème de Fubini. 

Soit Lm = max (—m, log | / | ) , pour m^N. Alors —m^Lm9 la fonction Lm est 
mesurable et la fonction Lm est integrable par rapport à dV ; d'après le théorème 
de Fubini, f LmdV est l'intégrale itérée. D'autre part log\f\^Lm ; d'après 
(5.9), on a 

(5.11) 

La suite de fonctions Lm est décroissante, l'intégrale du second membre de (5.11) 
est bornée inférieurement, enfin Lm(z)\log |/(z)|, pour tout z£D, quand m-^+°°. 
Alors, d'après le théorème de la convergence monotone log | / | est integrable par 
rapport à dV et la formule (5.6) est établie. • 

5.4.1. Corollaire, — Soient Q un ouvert connexe de C" et 0?±f£(!)(Q). Alors Z(f) = 
**{zÇ.Q ; f(z)=0} est de mesure de Lebesgue In-dimensionnelle nulle. 

DÉMONSTRATION. — On a Z(f) = 09 sinon / coïnciderait avec la fonction 0 sur 
un ouvert de Q et, d'après le théorème d'identité (5.2.1), serait nulle sur Q. Alors 
Q\V est dense dans Q9 donc il existe une suite (xn) de points de Q telle que f(xn)^0 
et une suite (An) de polydisques, où An est centré en xn9 telle que IJ 3n = Q. D'après 
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l'inégalité de Jensen, on a 

donc / ne s'annulle dans An sur aucun ensemble de mesure 2w-dimension-
nelle strictement positive, i.e. Z(f)Ç\An est de mesure nulle, donc aussi Z(f) = 

6. Introduction au problème du d" 

On utilise, dans ce numéro, les notions de variété différentielle, de forme différen
tielle et leurs propriétés définies et établies dans l'Appendice. 

6.1. Formes différentielles sur un ouvert de C" 

6.1.1. Soient (zl5 ...,zB) les coordonnées complexes de Cn. Alors toute forme 
différentielle sur un ouvert Q de Cn peut être exprimée à l'aide des différentielles 
dzj, dzj, compte tenu de d z ~ dxj + /dyj ; dzj — àXj — idyj ; Xj^y^R étant les 
parties réelle et imaginaire de zj9 j = l , n. 

Toute r-forme différentielle cp sur Q s'écrit où 

cpp,q est dite de type (p, q) ; on dit aussi que cpp,q est une (p, #)-forme. On désigne 
par Sr(Q), Sp'q(Q) les C-espaces vectoriels et les 0 (^-modules des formes différen
tielles de degré r, resp. de type (/?, q), de classe C°°. 

Une /7-forme différentielle sur Q est dite holomorphe si elle est de type (/?, 0) et 
si ses coefficients sont holomorphes. 

6.1.2. Comme sur une surface de Riemann (ch. 6,1.8.3), sur Q, à tout ouvert U, on 
associe les C-espaces vectoriels S(U) des fonctions C°° sur £7, Sr(U) et S{p,q)(U) 
Avec les homomorphismes de restriction, cela définit les faisceaux S>r, êp,q respec
tivement. On définit, de la même façon, le faisceau Qp des /7-formes différentielles 
holomorphes et, pour p=0, le faisceau 0 des fonctions holomorphes. 
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6.1.3. Les opérateurs d' et d" 

Soit une r-forme différentielle de classe C1 
sur O, on rappelle que la différentielle extérieure dx// de xj/ est la (r-f-l)-forme dif
férentielle di/f= £ dtfaAdxa ; comme en dimension w = l, on pose 

et 

Pour toute forme différentielle i// sur Q, comme ci-dessus, on pose 

On vérifie immédiatement que les propriétés (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) du Chapitre 1 
sont valides pour les opérateurs d, d', d". 

Une forme différentielle œ telle que d"ci> = 0 est dite à"-fermée. 
6.1.4. Lemme. — Soit D un ouvert de C, pour toute 1-forme différentielle C°% 
de type (0,1), œ—fdz9 à support compact dans D9 il existe une fonction g9 C°° 
dans D telle que d"g=œ ; en outre, s i f est C°° ou holomorphe par rapport à des 
paramètres en nombre fini, il en est de même de g. 

DÉMONSTRATION. — La première assertion résulte de 5.3.3 du chapitre 1 ; la 
seconde de la dérivabilité de g(z) = (2ni)~1 f (Ç —z)_1/(0 d£AdC, sous le signe 
somme, par rapport aux paramètres dont dépend / . • 

6.2. Théorème (lemme du d"). — Soient D c e Cn un polydisque, œ une (p9 q)-forme 
différentielle C°° dans un voisinage ouvert de D . Alors, si q^l et si d//co—09 il 
existe une (p9 q — X)-forme différentielle r\, C°° dans D , telle que œ = d"ri dans D . 

DÉMONSTRATION. — Soit v le plus petit entier tel que l'expression de œ fasse inter
venir seulement les dzj pour j^v. 

Si v = 0, alors co = 0, car q^\ et n = 0 est une solution. 
Supposons le théorème établi pour v — 1 ^ 0 et prouvons-le pour v. On a œ = dzvA 

Aa-hj8 où a et fi sont indépendantes de dzv ; mais 

(6.i) 

Posons dz =(d/dz^) dzu ; alors (6.1) entraîne d"z oi = d"z /? = 0 pour ^s>v + l, i.e. 
les coefficients de a et de fi sont holomorphes en zM pour /xs>v + l. 

Tout coefficient / de a est C°° en zv dans un voisinage ouvert Dv de Dv9 
est C°° en zl9 ...9zv_1 et holomorphe en zv+1, ...,zn dans un voisinage ouvert de 
B1X..-XI)VX...XD„. Soit \j/v une fonction C°° à support compact dans D'v dont la 
restriction à un voisinage de 25 v est égale à 1 ; alors, pour zl9 ...,zv, ...,zn fixés, 
f\j/v est C°° à support compact dans C et égale à /sur Dv ; d'après 6.1.4, il existe 
une fonction g sur Dv telle que dz g=f dzv, g étant C°° en zl9 zv et holomorphe 
çn zv+1, ..., zn ; en remplaçant chaque coefficient/de a par la fonction g correspon-
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dante, on obtient une forme différentielle y telle que d"y = dzvAa-fô où ô fait 
intervenir seulement dzl9 dzv_x. Soit ç = œ — d"y^P — è ; on a d" cp = d" œ — 
—d"d"y = 0 et cp ne fait intervenir que dzl5 dzv_l5 donc, d'après l'hypothèse 
de récurrence sur v, il existe \j/9 C°° de type (p9 q— 1) sur Z), telle que cp = d"\l/ et 
û> = d"(y+tfr). 

Pour v=n9 obtient le théorème. • 

6.3. Lemme du d" dans un polydisque ouvert. — Soient D un polydisque ouvert de 
Cn centré en 0 et co une (p, q)-forme différentielle, «7s» 1, de classe C1, H"-fermée 
dans D ; alors, il existe une (p, q — l)-forme différentielle, de classe C1 sur D 
telle que d"n=co dans D ; r\ est déterminée à Vaddition près d'une forme d"-
fermée. 

DÉMONSTRATION. — Soit (Ds)seN une suite de polydisques tels que Ds=Z>iX...XZ)„ 
où Dsj est un disque de C, que, pour tout s£N, DsjCiDsj+1 ;j=l9...9n et que 
l \DS = D. 

(a) q=\ : la démonstration de 2.5 du chapitre 2 se généralise immédiatement 
en utilisant le développement de Taylor en série de polynômes d'une fonction holo
morphe dans D (5.1.2) et le théorème de convergence d'une suite de fonctions 
holomorphes qui sera établi au n° 7. 

(b) q^2. On considère deux autres suites de polydisques (Us)9 (Vs) emboîtés 
centrés en 0 tels que DsczUsaUSCZVSŒVSCZD. 

D'après 6.2, pour tout .y, il existe nŝ r(Vs9 g***-1) avec œ\Vs = à"ns ; 

avec 
Alors sur Vs. 

Pour q̂ >29 il existe tel que sur 
se prolonge en une forme C°° sur V* que l'on note encore ys. Alor 

et 5 sur Ds ; de plus, sur . 

Par récurrence sur .yÇN, on a établi l'existence d'une suite (77J, rjŝ T(Ds9 S>p'q~1) 
telle que ns+1\Ds = rjs et que d"rjs = œ\Ds9 donc il existe r\Ç_r(D9 S>p,q~1) telle 
que ri\Ds = ris et d"r\ = œ sur D. • 

6.4. Variétés analytiques complexes 

6.4.1. On identifie Cn à R2W par le R-isomorphisme d'espaces vectoriels 

Soit X un espace topologique séparé, réunion dénombrable de compacts, muni 
d'un atlas $1 dont les cartes (h9 U) satisfont aux conditions suivantes : 

1) h(U) est un ouvert de Cn identifié à R2m par i ; 
2) si (h9 U)9 (h'9 U')e$l et si l'homéomorphisme h'oh-1 est une 

application biholomorphe (2.3) de l'ouvert h(UnU') de Cn sur l'ouvert h'(UnU') 
de C". 
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91 est appelé un atlas analytique complexe, h une carte holomorphe ; deux tels 
atlas sont dits équivalents si leur réunion est un atlas analytique complexe. X muni 
d'une classe d'équivalence d'atlas analytiques complexes est appelé une variété analy
tique complexe de dimension complexe n. 

Pour tout ^NU{°°}, Xest aussi une variété différentielle de classe Cq lorsqu'on 
la munit de la classe d'équivalence d'atlas de classe Cq contenant 91 (Appendice 1.4) ; 
cette variété est dite la structure différentielle sous-jacente à la structure analytique 
complexe de X. 

6.4.2. On définit les applications holomorphes (ou applications analytiques ou mor-
phismes) de variétés analytiques complexes comme les applications différentiables 
de variétés différentielles (Appendice 1.6), les cartes et les applications d'ouverts de 
C" et de Cm étant holomorphes. On définit aussi la variété analytique complexe 
produit de deux variétés analytiques complexes à l'aide des produits d'une carte de 
l'une et d'une carte de l'autre. 

Alors les formes différentielles de degré /% resp. de type (/?, q), les opérateurs 
d, d', d" définis d'abord sur des ouverts de Cn, sont définissables sur des ouverts de 
cartes et invariants par changement de cartes holomorphes, donc ont un sens sur 
une variété analytique complexe. 

6.4.3. Sur une variété analytique complexe X on définit, de la même façon que sur 
un ouvert de Cn, les faisceaux 09 S des fonctions holomorphes, resp. C°° et les 
faisceaux êr', $p,q, Qp des formes différentielles C°° de degré r, resp. de type (/?, q) 
resp. holomorphes de degré p. 

6.5. Théorème de de Rham pour d" 

6.5.7. Soit Xune variété analytique complexe. On appelle groupe de d^-cohomologie 
de type (/?, q) de X le C-espace vectoriel quotient 

où 

6.5.2. Lemme. — Sur une variété analytique complexe X, on a Hr(X9 é>ps) = 09 
pour r s* 1. 

DÉMONSTRATION. — Généralisation immédiate de la démonstration de 1.8.4 du 
chapitre 6. • 

6.5.3. Théorème. — Dans les notations de 6.4.3 et de 6.5.1, sur une variété analy
tique complexe X, pour tout (p9 q)£N29 il existe un isomorphisme canonique 
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DÉMONSTRATION. — La suite de morphismes 

(6.2) 

où / est l'inclusion, est exacte parce que les (/?, 0)-formes d "-fermées sont les p-formes 
holomorphes et à cause du Lemme du d" (6.2) ; c'est une résolution du faisceau Qp. 
Alors, le Lemme 6.5.2 entraîne que l'homomorphisme j (1.10) du théorème de 
de Rham abstrait (ch. 6, 1.8.2), pour la résolution (6.2), est un isomorphisme. • 

7. Espace des fonctions holomorphes 

Soient Q un ouvert de Cn et V un ouvert relativement compact de Q ; on désigne 
par II ||Ll(F) la semi-norme u>-+ jv \u\ don où don est la mesure de Lebesgue de C" 
et u une fonction dan -integrable. 

7.1. Théorème. — Pour tout compact K de Q, pour tout voisinage V de K, rela
tivement compact dans Q, pour tout multi-indice oc, il existe une constante ca telle 
que, pour tout u£@(Q), on ait 

(7.1) 

DÉMONSTRATION. — (a) Supposons que V est un polydisque, alors V=An~1xAn 
où A"'1 est un polydisque de Cn_1, avec les coordonnées (zl9 ...,zn_-ù et An un 
disque de C avec la coordonnée zn ; on pose z/=(z1, ...,zn_^. Pour n — \, c'est 
un cas particulier du théorème 1.2 du chapitre 3. Supposons la démonstration faite 
pour n - 1 ; posons a = (/?, an) où /?£Nn-x et art£N. Soient A'"-1, resp. A'n un 
polydisque, resp. un disque, ouverts tels que KaAn"xXAfn ; Â^^aA"-1 ; Â'naAn. 

On a 

d'après 1.2 du chapitre 3, mais 

d'après l'hypothèse de récurrence, 

Donc sup 
(b) Soit V un voisinage de K relativement compact dans Q. Il existe un recouvre

ment ouvert fini (Vj)jej de K par des polydisques bornés contenus dans V et un 
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recouvrement ouvert de K par des polydisques (UJ)J^J tel que, pour tout 
Üj(zVj. Alors UjDK est un compact de V} ; d'après (a), le théorème est vérifié 
pour le compact UjHK de Vj9 donc, l'ensemble / étant fini, pour le voisinage 
V ' = U V, de AT et aussi pour V qui contient V . • 

7.2. Convergence d'une suite de fonctions holomorphes 

7.2.2. Proposition. — Tout ouvert Q de Cn possède une suite exhaustive de com
pacts. 

DÉMONSTRATION. — Même démonstration que pour 2.1 du chapitre 3. • 

7.2.2. Théorème. — Soit (up) une suite de fonctions holomorphes sur Q qui con
verge uniformément sur tout compact de Q, vers une fonction u, alors u£(9(Q). 

DÉMONSTRATION. — Généralisation immédiate de la démonstration de 1.3 du 
chapitre 3, compte tenu de 7.1, de la définition 2.1 des fonctions holomorphes 
sur Q et de 7.2.1. • 

7.2.3. Théorème. — Soit (up) une suite de fonctions holomorphes sur Q telle que 
la suite (up) soit uniformément bornée sur tout compact de Q ; alors, il existe 
une sous-suite de (up) qui converge uniformément sur tout compact de Q vers une 
limite u£(9(Q). 

DÉMONSTRATION. — Le théorème résulte de 7.1 et 7.2.1 suivant la démonstration 
de 2.2 du chapitre 3. • 

7.3. Espace des fonctions holomorphes sur un ouvert Q de Cw 

Comme pour n=l, (9(Q) est muni de la topologie de la convergence uniforme 
sur tout compact (ou topologie compacte), (ch. 3, 3.4). 

7.2.2 entraîne : (9(Q) est un espace de Fréchet. 

7.2.3 entraîne : dans 0(Q)9 toute partie fermée bornée est compacte. 

7.4. Cas des variétés analytiques complexes 

Le théorème 7.1 a un sens dans un ouvert de carte holomorphe d'une variété 
analytique complexe X. 

X étant, par définition (6.4.1), réunion dénombrable de compacts, 7.2.1 est valide 
pour X. Alors les théorèmes des nn° 7.2 et 7.3 sont valides pour X au lieu de Q. 
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8. Singularités apparentes 

8.1. Théorème d'extension de Riemann 

8.1.1. Dans la suite, on appellera domaine de C" tout ouvert connexe de Cn. 
Soit Q un domaine de C" ; une partie X de Q est dite mince si, pour tout z£ ¿2, 

il existe un polydisque D(z ; r)czQ et une fonction holomorphe h dans D(z ;r) 
non nulle telle que XHD(z ; r)czZ(h) = {y€D(z ; r) ; A00 = 0} ; Z(h) est fermé 
dans D(z ; r) et d'après 5.4.1, d'intérieur vide. 

Y étant une partie de O, une fonction / définie sur Q\Y est dite localement 
bornée dans O si, pour tout z£Q, il existe un polydisque D(z ; r)cfl tel que la 
fonction / so i t bornée sur DY — D(z ; r )n (&\F) ; cela signifie : il existe une 
constante A>0 telle que \f(y)\^A pour tout y£DY. 

8.1.2. Théorème. — Soient X un ensemble mince d'un domaine Q de Cn et f une 
fonction holomorphe sur Q\X, localement bornée dans Q. Alors, il existe une 
fonction unique f holomorphe sur Q qui prolonge f. 

Pour 72=1, c'est 4.3.3 du chapitre 2. La démonstration utilise la notion et les 
lemmes suivants : 
8.1.3. Une fonction holomorphe h sur un ouvert U de Cn est dite régulière d'ordre 
k en zn au point w=(wl9 ...,wn) si la fonction de zn, h(w±, ww_l5 zn), holo
morphe en z„, a un zéro d'ordre k au point zn = wn. 

8.1.4. Lemme. — Si h£&(U) et est d'ordre k«*> au point w (4.1), alors, après 
un changement linéaire convenable de coordonnées dans C", la fonction h est 
régulière d'ordre k en zn au point w. 

DÉMONSTRATION. — Supposons w=0, ce qui est possible par changement d'origine 

dans Crt. On a h(z) hj(z) ; ^¿¿0, où hj es| un polynôme homogène de degré j 

en (Zi,...,zn). Soit a = (al9 an) tel que 

(8.1) 

Alors, il existe un changement linéaire de coordonnées 

dont le déterminant des coefficients est non nul. On a /(Q=A(z(C)) = /fc(0 + 4+i(0 + • 
où ls est un polynôme homogène en Ci» ---J Cn de degré s. De plus 

la condition (8.1) montre que /(C) est d'ordre k en C» au point w=0. • 

8.1.5. Lemme. — Si h£ 0 (D(w ; r)) est régulière d'ordre k en zn au point w, alors il 
existe D(w ; §)cc:D{w ; r) tel que, pour tout a'=(al9aM_1)Ç2)(w/ ; 519 ...,^w_!) 
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avec w'=(w19 wn^9 la fonction de zn, la(zn) = h(a19 an„19 zn) ait exacte
ment k zéros, comptés avec leurs multiplicités, dans D(wn ; Sn). 

DÉMONSTRATION. — Apres changement d origine, on peut supposer w=0. Puisque 
les zéros de la fonction holomorphe lo(zn) sont isolés, il existe 0<Sn<rn tel que 
A)fox)̂ 0 pour zn£D(09 ôn) ; z„^0. On pose inf \ln(zn)\—s^0 ; h(z) étant 
continue au voisinage du compact {0, ...90}x{\zn\=ô}9 de C Y il-existe des cons
tantes ôj9 (0<ôj<rj ; 7=1, n — 1), telles que \h(z)—h(09 0, zn)|<e, pour 
\Zj\<ôj9 7=1, n— 1 ; \zn\=ôn. D'après le théorème de Rouché (ch. 2, 6.3), 
pour \ÜJ\<ôj9 7=1, n —1, les fonctions Ia>(zn) et /0(zn) ont le même nombre de 
zéros dans \zn\<ôn9 soit /c. • 
8.1.6. DÉMONSTRATION DE 8.1.2. — Il suffit de prouver 8.1.2 pour Q=D(w ; r)9 
X=Z(g)9 avec g£(9(D(w ; r)) non nulle. Soit w£X ; on choisit les coordonnées 
pour que g soit régulière, d'un certain ordre k en zn au point w (lemme 8.1.4). D'après 
8.1.5, il existe D(w; ô)czc:D(w ;r) tel que, pour (zl9 zn_1)^D(w/ ; ô')9g(zl9 ...,z„) 
ait A: zéros dans ]zM —wj<<5N et ne s'annule pas sur |z„ — w„| =ôn. On considère 

(8.2) 

dans D(w' ; 5') ; pour ^bD(wn ; <5B), (C„-^„)_1/fe5 Vi» 0» donc aussi/, 
est holomorphe en (zl5 . . ^ z ^ ) dans D(w/ ; ô')9 mais / est holomorphe en zn9 
car d̂  / = 0 ; enfin / est continue dans D(w ; ô) ; d'après le lemme d'Osgood 
(3.4), nfÇ®(D(w ; r)). 

Pour z/ = (z1, zw_i) fixé,/ est holomorphe en zn dans \zn — wn\<ôn9 sauf 
en un nombre fini de points d'après les propriétés de g9 mais / est localement bornée 
dans \zn — wn\<ôn9 alors, d'après le théorème d'extension en une variable, (ch. 2, 
4.3.3), f(z' ; zj a une extension qui ne peut être que /(z' ; zn) d'après le théorème 
d'identité en zn (ch. 2, 2.1.2) ; si f± était un autre prolongement de/, /x —/ serait 
nulle sur l'ouvert non vide D(w ; ô)\X9 donc nulle sur D(w ; S) d'après le 
théorème d'identité (5.2.1). • 

8.1.7. Corollaire. — Si X est une partie mince d'un domaine U de Cn9 alors U \ X 
est connexe. 

DÉMONSTRATION. — Supposons U \ X non connexe, alors U \ X est non connexe, 
donc U \ X = Q1UQ2 où Ql9 Q2 sont deux ouverts non vides, disjoints, de U ; 
la fonction / sur U \ X définie par / 1 ^ = 1 et f\Q2 = 2 est holomorphe ; mais 
U=(U\X)=Q1UQ2 ; U étant connexe, les fermés Ql9 Q2 de U ont une inter
section non vide qui rencontre X ; soit ^ z n ô l n S 2 , la fonction / est localement 
bornée et n'est pas prolongeable en x9 ce qui contredit 8.1.2. • 

8.1.8. Soit B une partie d'un domaine Q de Cw et f£0(Q\B)9 on dira que B est 
une singularité de/ ; s'il existe une fonction J^(9(Q) telle que f\Q\B=f9 on dit 
que/est une extension de /à Q et, si/est unique, que B est une singularité apparente 
de / . Le théorème 8.1.2 affirme que f£@(Q\X) a une extension unique à Q9 i.e. 
que X est une singularité apparente de / . 
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8.2. Théorèmes d'extension pour n^2 

8.2.1. Théorème. — Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage connexe V 
du bord de Z>(0 ; r) dans Cn. Alors, pour n^29 il existe une unique fonction 
holomorphe f dans D(0;r) qui prolonge f 

C'est un cas particulier d'un théorème de Hartogs. Le domaine de définition U 
de / présente un trou ; le théorème signifie que le domaine de définition de / peut 
être étendu en bouchant ce trou. 

DÉMONSTRATION. — On a bD(0 ; r ) a U ; pour z£D(0 ; r)9 soit 

cette intégrale a un sens parce que f(zl9 ...9zn_l9w) est définie pour \zk\<rk ; 
fc=l, n - 1 et \w\=rn9 car bD(0 ; r) = D(0 ; r')XbD(0 : r„) +... , oùD(0; r') 
est le polydisque de centre 0 et de rayon r' = (rl9 r n ^ ; en outre, / est holo
morphe en zn pour \zn\ voisin de rn ; / est holomorphe en (zl9 ...,zn_1) pour zn 
fixé et elle est holomorphe en zn9 dans D(0 ; rn) pour zl9 zn_1 fixés ; en outre, 
elle est continue dans Z>(0 ; r)9 donc, d'après, 3.4,/est holomorphe dans D(0 ; r). 

Si (zl9 zn_1) est fixé, de sorte que \zk\ soit assez voisin de rk9 pour 
k=\9 n—\9 le disque fermé |z„|^r„ est contenu dans U9 alors, d'après la for
mule de Cauchy en zn9 j"et / coïncident pour \zn\<rn — s avec 8 > 0 assez petit, 
donc sur un ouvert de UP\D(0 ; r) qui est connexe ; d'après le théorème d'iden
tité,/ est unique et prolonge / à D(0 ; r). • 
8.2.2. Corollaire. — Pour /is>2, toute singularité isolée d'une fonction holo
morphe de n variables est apparente. • 

8.2.3. Théorème. — On considère les deux ouverts de C2 

(Ax) 

(A2) 

Soit f une fonction continue dans A=A1{JA29 holomorphe en zx, resp. z29 dans 
Al9 resp. A2. Alors, f se prolonge en une fonction holomorphe f dans le polydisque 
D(0 ; r)9 avec z=(zl9 z2) ; r=(r19 r2). 

On appelle parfois le domaine A de C2 une marmite de Hartogs, à cause de sa 
forme dans l'espace R3 des points (zl9 |z2|). Le théorème signifie que le domaine 
de définition de / peut être étendu à la marmite remplie. 

DÉMONSTRATION. — Soient (51?(52€R tels que 

Pour |z2|<£, la fonction f(zl9 z2) est holomorphe dans le disque Izjj-cr! ; 
d'après la formule de Cauchy en zl9 
(8.3) pour 
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Pour rx—e<Kil</i, la fonction /(Çi,z2) est holomorphe en z2 dans le disque 
|z2|<r2 ; d'après la formule de Cauchy en z2, 
(8.4) pour 

D'autre part, 

est une fonctioi} holomorphe dans D(0 ; ô) qui, d'après (8.3) et (8.4) est égale 
à / dans l'ouvert 1̂ 1 <5X ; |z2|<£, donc, d'après le théorème d'identité, 
sur A. • 

8.2.4. Théorème. — Soient gl9 g2 deux fonctions holomorphes dans le poly
disque D(w ; r) telles que g1 soit régulière en zn et g2 régulière en zn-i <*u 
point w ; V={z£D(w ; r) ; g1(z)=g2(z) = 0}. Sif est holomorphe dans D(w ; r)\V9 
alors il existe une unique fonction f holomorphe au voisinage de w et telle que 
f(z)=f(z) sur l'ouvert où elles sont toutes deux définies. 

DÉMONSTRATION. — Du lemme 8.1.5 résulte : il existe un polydisque ouvert 
D(w ; <5)ccD(w ; r) tel que gx(z)^0 pour z£D{wx ; ô j x ... X D ( V i ; ^n-i)X 
XbD(wn ; ôn) et que g2(z)^0 pour z^D(w1 ; ^)X... XD(wM_2 ; (SM_2)X 
XbD(wn-± ; Sn^xD(wn ; Sn). D'où 

ou 
alors la fonction est définie pour 

La fonction 

est holomorphe sur D(w ; ô). 
Si la fonction de 

est holomorphe dans D(wn ; ôn), continue jusqu'au bord et 
satisfait à 
(8.5) 

Si (zl9 z„_2, z„) sont fixés avec \zn—wn\ assez voisin de Sn, la fonction 
f(zl9 z„_2, Ç„-i5 zn) est holomorphe en Cn-i dans D(wn_1;ôn^1) et continue 
jusqu'au bord, alors 

(8.6) 

pour |z—wn\ assez voisin de Sn. 
A l'aide de (8.5) et (8.6), on trouve f(z)=f(z) dans D(w;ô) pour \zn—wn\ 

assez voisin de ôn. Par le théorème d'identité, on a f(z)=f(z) sur le domaine com
mun de définition. • 



8 ETUDE LOCALE DES FONCTIONS 
ET DES ENSEMBLES ANALYTIQUES 

Une grande partie des résultats exposés est valide pour les fonctions analytiques 
réelles ou complexes, c'est-à-dire pour les fonctions développables en série entière 
convergente au voisinage de tout point d'un ouvert de Kn (avec K = R ou C). L'étude 
étant locale, c'est, en fait, celle de l'anneau (9a des séries entières convergentes au 
voisinage d'un point a de Kn. Il y a une analogie profonde avec l'étude de l'anneau 
des polynômes, l'outil technique étant le théorème de préparation de Weierstrass 
qui, pour des coordonnées convenables, permet d'écrire un élément de (9a, au pro
duit près par un élément de (9a sans zéro, comme un polynôme en l'une des variables, 
à coefficients analytiques en les (n—1) autres variables. Ainsi 0a est noethérien, 
factoriel et, pour K = C , on a un théorème des zéros de Hilbert. L'étude locale 
des ensembles analytiques (définis localement comme ensembles des zéros communs 
à un nombre fini de fonctions analytiques) est intimement liée à celle des idéaux de 
(9a : cela permet, d'une part, la définition de la dimension p d'un ensemble analytique, 
d'autre part, celle de ses points singuliers, en dehors desquels, l'ensemble est 
localement isomorphe à un ouvert de Kp. Dans le cas complexe, un ensemble analytique 
de dimension p apparaît alors, localement, comme un revêtement ramifié d'un 
ouvert de 0 \ Des résultats élémentaires d'algèbre commutative sont rappelés, sans 
démonstration, au moment de leur utilisation. 

0. Introduction : fonctions analytiques 

On a vu (ch. 7,5.1.2) que toute fonction holomorphe dans un ouvert U de Cn est, 
au voisinage de chaque point z0 de £/, développable en série entière convergente en 
(z—z0) (et réciproquement (ch. 7, 4.6.3)) ; on dit qu'une fonction : possé
dant cette dernière propriété est analytique complexe ; les fonctions holomorphes 
coïncident donc avec les fonctions analytiques complexes. On appelle fonction 
analytique réelle sur un ouvert V de R" toute fonction développable en série 
entière convergente en (x—x0) au voisinage de tout point x^V. Dans les deux 
cas, au voisinage de tout point de leur ouvert de définition, les fonctions analytiques 
coïncident donc avec les éléments de K{X}, K=R ou C. Autrement dit, l'étude 
locale des fonctions analytiques est celle des séries convergentes. 
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1. Théorème de division ; théorème de préparation de Weierstrass 

1.1. Théorème de division 

1.1.1. K désigne R ou C ; en fait, l'énoncé et la démonstration sont valides pour 
un corps valué complet non discret. On désigne par co(h) Xordre (ch. 7, 4.1) d'une 
série entière h à une variable et par K{X) l'algèbre des séries entières convergentes en 
l'indéterminée X=(Xl9 Xn), à coefficients dans K (ch. 7, 4.6.1). On appelle unité 
de K{X} tout élément inversible. 

1.1.2.Théorème. — Soient g£K{X) telle queg(0, . . . ,0,^)^0 et p = co(g(0, . . . , 0 , Ar„)). 
Alors, pour toute f£K{X}, il existe q, r£K{X} déterminés de façon unique, 
r étant un polynôme en Xn de K{X19 X„_i} [Xn\, de degré strictement inférieur 
à p, tels que f=gq + r. 

DÉMONSTRATION. — La démonstration qui suit est due à H. Grauert et R. Rem-
mert (1966). 

avec =0 pour ?(0)7¿0. On divise g par 

une unité de K{Xl9 ...9Xn_A9 ce qui ne change pas l'énoncé, de manière a avoir 
D'autre part g g étant convergente, il existe 

-0 tel que 
Soit 

est une norme sur le 7 -̂espace vectoriel & qui, muni de cette norme, 
est une i^-algèbre de Banach, car 

Soient et alors pour où M^ 
est une constante indépendante de ô et de -
où M2 est une constante indépendante de ô et de T. On a 

et, pour tout e6]0, 1[, on peut choisir T<Q, Ô = Ô(T)<Q tels que 

d'où 
Si on écrit où étant 

un polynôme en Xn de degré <p ; a(cp) et b{q>) sont bien déterminés. Alors 

On considère l'endomorphisme (ou application ^-linéaire) 

On a l l ^ - ^ I N l I f l C ^ ^ - ^ N e l l û ^ l l ^ e l l ^ l l . Donc, / étant l'identité de 
J ,̂ l'endomorphisme B = A - I est continu et ||2?||<E<1 ; il en résulte que A=I+B, 
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obtenu en perturbant I par l'addition de B, est inversible, i.e. il existe bien 
déterminé tel que (1.1) (p = Aij/=a(\J/)gJrb(il/). 

Soit f£K{X}9 choisissons ô et r tels que alors il existe tel que 
f=Ah = a(h)g+b(h)=gq-\-r avec q = a(h) et r=b(h)9 polynôme de degré -<p 
en Xn ; q et r sont déterminés de façon unique. • 

1.2. Théorème de préparation de Weierstrass 

1.2.1. Deux éléments de K{X} sont dits (multiplicativement) équivalents si l'un est 
le produit de l'autre par une unité. Posons X' = (Xl9 ...9Xn_1). 

Soit g l'homomorphisme de Xalgèbre : 

Tout polynôme h£K{X'}[XN] unitaire, de degré p en XN9 tel que Q(K) = XP est 
appelé un polynôme distingué de degré p. 

1.2.2. Théorème. — Soit g£K{X} tel que p = œ (#(0, ...,0, Xn))9 alors il existe 
un polynôme distingué de degré p équivalent à g. 

DÉMONSTRATION. — Appliquons 1.1.2 à f = X £ , on a X£=gq+r9 i.e. gq=X£ — r ; 
reste à montrer que q est inversible et que g(r) = 0. On a g(gq) = g(g) •Q(q) = 
= X P — Q(r) ; comme le degré de r en XN est strictement inférieur à /?, on a i — 
— q(r)^09 donc ^ÙOT^O ; mais (o(Q(g))=p par hypothèse ; d'après une propriété 
évidente de l'ordre d'une série entière, on a : 

d'autre part, 
p si Q(r) = 0; 
p si д(г) ^ 0, 

donc g(r) = 0 et co(g(q)) = 09 i.e. q est inversible. • 

2. Algèbres analytiques ; noethérianité 

2.1. Une algèbre analytique sur K est une i^algèbre A isomorphe à K{X}/% où 
$1 est un idéal de type fini de K{X) (i.e. à nombre fini de générateurs). 

K{X} est un anneau local d'idéal maximal J(Xl9 Xn) engendré par 
Xl9 Xn ; A est donc aussi un anneau local d'idéal maximal J?=J(Xl9 Xn)/2I 
et K est le corps résiduel de K{X} et de A. 
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2.2. Rappels d'algèbre 

2.2.1. Soit R un anneau eommutatif, on dit qu'un R-module M est noethérien s'il 
satisfait à l'une des conditions équivalentes suivantes, dans lesquelles désigne 
l'ensemble des i?-sous-modules de M : 

(a) toute suite croissante de (ordonné par l'inclusion) est stationnaire ; 
(b) toute partie non vide de a un élément maximal ; 
(c) tout élément de est de type fini (i.e. est engendré par un nombre fini d'élé

ments de M). 
Un anneau R est dit noethérien si c'est un i^-module noethérien ; (ses sous-modules 

sont ses idéaux). 
2.2.2. On utilise les propriétés suivantes des modules et des anneaux noethériens : 

(a) tout sous-module et tout module quotient d'un module noethérien est noethé
rien ; 

(b) tout module de type fini sur un anneau noethérien est noethérien. 

2.3. Théorème. — Les algèbres analytiques sur K sont des anneaux noethériens. 

2.3.1. Lemme. — Soient g^K{X) tel que g(09 ...,0,JQ^0 et X'=(X19 ...9Xn-J9 
alors B=K{X}/(g) est un K{X'}-module de type fini. 

DÉMONSTRATION. — Soit œ(g(0, . . . , 0 , Xn))=p ; d'après le théorème de division 
1.1, B est un #{X'}-module de type fini ayant pour base (1, Xn9 X^1) où Xn 
désigne la classe de Xn modulo (g). • 

2.3.2. DÉMONSTRATION DE 2.3. Soit A une algèbre analytique, alors, dans les nota
tions de 2.1, A=K{X}/%1 ; d'après 2.2.2 (a), pour établir que A est noethérien, il 
suffit de prouver que K{X}=K{Xl9 Xn} est noethérien, ce que l'on va faire par 
récurrence sur n. 

Pour n = 0, K{0}=K est noethérien. 
Soit n ^ l et supposons que K{X'} soit noethérien. Soient <M(0) un idéal 

de K{X) et (Mg€<5. D'après 8.1.4 du chapitre 7, après un ^T-automorphisme 
éventuel de K{X), on peut supposer ^(0, . . . , 0 , ZN)^0. D'après 2.3.1, le K{X'}-
module B est noethérien, donc l'idéal è' = ô/(g) de B est le ^{l^j-sous-module 
engendré par un nombre fini de générateurs ùl9 ...,ùq où ùt (1=1, ...,q) est la 
classe modulo (g) d'un élément ux de ô ; alors ul9 ...9uq9 g engendrent l'idéal 
donc ô est de type fini et K{X) est noethérien. • 

2.3.3. Remarque. — Compte-tenu de 2.3, la condition d'être de type fini imposée à 
l'idéal SU de K{X} dans la définition d'une algèbre analytique (2.1) est satisfaite 
par tout idéal de K{X}. 
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3. Factorialité de K{X) 

3.1. Anneau factoriel 

3.1.1* Un anneau intègre (ou d'intégrité) est un anneau commutatif unitaire sans 
diviseurs de zéros. 

3.1.2. Un anneau A est dit factoriel s'il est intègre et si tout élément de A est égal à 
un produit de facteurs irréductibles, la factorisation étant unique à l'ordre près et 
au produit près par une unité, i.e. un élément inversible de A. 

3.2. Théorème. — L'anneau K{X} est factoriel. 

La démonstration repose sur les trois lemmes suivants dans lesquels on pose : 
R = K{X'} et A=K{X} = R{Xn}. 

3.2.1 Lemme. — Si g est un polynôme distingué de R [Xn]9 si f£R [Xn] est uni
taire et si f divise g, alors f est distingué. 

DÉMONSTRATION. — Si g est un polynôme de degré /?, on note : dgg=p. Soit 
g=fh ; si dgg=p, dgf=q9 Q étant Fhomomorphisme de 1.2.1, on a g(g) = 
= Q(f)' Q(h) = X%, d'où Q(f) = XH, donc/est distingué. • 

3.2.2. Lemme. — Si g est un polynôme distingué de R [Xn] et si f£R [Xn]9 alors 
l'identité du théorème 1.1.2 est l'identité de division euclidienne dans R[X„]. 

DÉMONSTRATION. — L'identité de division euclidienne existe dans R[Xn] puisque g 
est unitaire, alors elle est réalisée dans A où elle coïncide avec celle de 1.1.2 à cause de 
l'unicité. • 

3.2.3. Lemme. — Si deux polynômes distingués f et g de R[Xn] sont équivalents 
dans A9 ils sont égaux. 

DÉMONSTRATION. — f=gq où q est une unité de' A9 mais, d'après 3.2.2, q£R[Xn] 
et q~1^R[Xn] ; comme/'et g sont unitaires, on a : q=l . • 

3.2.4. DÉMONSTRATION DE 3.2. Par récurrence sur n ; le théorème est vérifié pour 
72 = 0. On suppose le théorème établi pour n— 1, i.e. que R est factoriel. Soit f£A ; 
après un éventuel 7^-automorphisme de A (ch. 7, 8.1.4), / est équivalent à un poly
nôme distingué/* appartenant à R[X„] (1.2.2), i.&.f=uf* où u est une unité de A. 
D'après un résultat dans les anneaux de polynômes on sait que, R étant factoriel, 
R[Xn] est factoriel. Soit f*...f* la factorisation (unique) de/* en facteurs irréduc
tibles et unitaires dans R[Xn]9 alors u f±...f* est une factorisation de / dans A 
et, d'après 3.2.1, les polynômes f* (1= 1, r) sont distingués. Chaque f* 
(1=1, ...,r) est irréductible dans A9 sinon f^—gig^ où g^g^A et ne sont pas 
des unités, mais gj (y=l, 2) est équivalent à un polynôme distingué g^ (j=l9 2), 
donc f f=glgt dans R[Xn]9 d'après 3.2.3, ce qui contredit l'irréductibilité de f* 
dans R[Xn]. 
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Soit /*!... hs une décomposition de / en facteurs irréductibles dans A et soit h* 
(1=1, ...,^) un polynôme distingué de R[Xn] équivalent à ht dans A, alors hf est 
irréductible dans R[Xn] sans quoi ht ne serait pas irréductible dans A et f*=h*...h*, 
d'après 3.2.3, donc s=r et il existe une permutation a de {1, r} telle que hf = 

Finalement, tout f£A a une factorisation unique dans A, à l'ordre près et aux 
facteurs unité près. • 

4. Germes de fonctions et d'ensembles analytiques en un point 

4.1. Germes de fonctions analytiques 

Soit D un ouvert de Kn ; pour tout ouvert U de D, on désigne par (9(U) la ^-al
gèbre des fonctions analytiques sur U. Soient a un point de D, U1, U2 deux ouverts 
de D contenant a, on dit que deux fonctions analytiques fj£(9(Uj),j=l,2, sont 
liées par la relation s'il existe un voisinage ouvert W de a dans D, contenu dans 
C/'inc/a tel que f1\W=f2\W ; 0t est une relation d'équivalence dans la AT-algèbre 
des fonctions analytiques au voisinage de a dans D, compatible avec les lois de 
composition ; l'algèbre quotient par M est appelée l'algèbre des germes de fonctions 
analytiques en a, est notée (9a et, d'après 0, est isomorphe à K{X}=K{Xl9Xn} ; 
on notera également n(9 cette dernière algèbre. 

4.2. Ensembles analytiques ; germes d'ensembles analytiques 

4.2.1. Un ensemble analytique A d'un ouvert D de Kn est une partie A de 
D telle q it., pour tout point a£D, il existe un voisinage ouvert U de a 
dans D et d.;s fonctions analytiques dans U, en nombre fini f , ...,/p telles que 
AnU={xi[U ; fi(x) = 0; ...;/p(x) = 0}. On voit que A est fermé dans D. 

4.2.2. Soit t ID ; considérons les ensembles analytiques définis au voisinage de a 
et contena u a : deux tels ensembles analytiques sont dits liés par la relation 01' 
s'ils coïncident sur un voisinage ouvert de a dans D ; M' est une relation d'équiva
lence ; toute classe pour 01' est appelée un germe (d'ensemble) analytique en a. 
Tout enser îble analytique S d'un voisinage U de a et contenant a définit un germe 
d'ensemble analytique Sa en a. 

4.2.3. Soit Sa un germe analytique en a ; tout représentant .S* de Sa est défini sur 
un voisinage ouvert U de a dans D. L'ensemble des fonctions analytiques sur U qui 
s'annulent sur S est un idéal I(U) de 0(U) qui définit un idéal Iv de (9a par passage 
aux germes (4.1) ; la réunion des Iv quand S varie dans Sa est un idéal I=l(Sa), 
ses éléments sont appelés les germes de fonctions analytiques qui s'annulent sur Sa. 
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Si Sa et S' sont deux germes analytiques en a, alors les conditions 

et 
sont équivalentes. 

On dit que Sa est irréductible s'il n'est pas réunion de deux germes distincts de Sa. 
4.2.4. Proposition. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Sa est irréductible ; 
(ii) I—I(S^ est premier. 

DÉMONSTRATION. — non (i)=>non (ii) : Sa réductible signifie : S^SlUSl où 
S] et Si sont distincts de Sa ; il existe ft nul sur Sj, et non nul sur SJa avec (/,y') = (l, 2), 
*V/ ; alors fx-f2 s'annule sur Sa et nifl9 nif2 ne s'annulent sur Sa, donc /n'est pas 
premier. 

non (ii)=^non (i) : il existe fl9f2€®a tels que fx-f^L fAI et f2$L Soit V un 
voisinage ouvert de a sur lequel Sa, fl9 f2 ont des représentants S, f1, f2. Soient 
S'1 = S,N{^6F,/1(jc) = 0} et S2 = Sf]{x£V, f2(x) = 0}. Alors &=S*US* ; S] et 
S* sont distincts de Sa. • 

¥.2.5. Proposition. — Tout germe analytique Sa en a£D est réunion de germes 
analytiques irréductibles Sva (y = 1, ...9k) dont aucun n'est contenu dans la réunion 
des autres. Cette décomposition est unique à l'ordre près. 

DÉMONSTRATION. — <9a étant noethérien, toute suite strictement croissante d'idéaux 
de 0a est finie (2.2.1 (a)) ; alors toute suite strictement décroissante de germes analy
tiques est finie ; comme toute composante irréductible d'un germe analytique réduc
tible est strictement contenue dedans, le nombre de composantes irréductibles de Sa 
est fini ; on vérifie l'unicité immédiatement. • 

4.2.6. Les germes Sv„ de 4.2.5 sont appelés les composantes irréductibles de Sn 

5. Propriétés des algebres analytiques 

5.1. Soit I un idéal de n(9 tel que {0}^I^n0. Soient xl9 ...,xn les coordonnées 
de Kn et p0 le sous-anneau de n(9 formé des germes indépendants de xp+1, ...,xn. 

L'anneau n0 étant noethérien, / a un nombre fini de générateurs fl9 ...,fq 
dont des représentants fl9 ...,fq sont des fonctions analytiques définies sur 
un ouvert U de Kn contenant 0 ; ces fonctions définissent un ensemble analytique 
S={x£U ; fx(x) = 0; ...;fq(x) = 0} de U9 le germe S0 étant bien déterminé ; on 
posera S0=S(I) ; alors 7cz/(.S0). On considère l'algèbre analytique A=n(9/I et 
l'homomorphisme n : p(9̂ n(9-+A. Soient hl9 ...,/*s£n0, on désignera par (hl9 ...,hs) 
l'idéal de n(9 engendré par hl9 ...,hs. 

5.1.1. Proposition. — Après un changement de coordonnées linéaire convenable 
dans Kn9 il existe un entier p£ [0, .... n — 1] tel que l'homomorphisme n : p(9^A 
ci-dessus soit injectif et munisse A d'une structure de pO-module de type fini. 

On verra (7) que l'entier p est déterminé par I quand I est premier. 
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DÉMONSTRATION. — Soit/£/, //¿0 ; alors, après une éventuelle transformation linéaire 
de coordonnées dans Kn, on obtient f(0;xn)^0 (ch. 7,8.1.4). Cette dernière condi
tion est inchangée par transformation linéaire dans K"'1 (coordonnées xl9 x„_i). 
D'après le théorème de préparation de Weierstrass (1.2.2), il existe une unité u de 
n(D et un polynôme Pn distingué en xn tels que f=uPn ; alors PnO. 

Si /„-i=/nn_i(P={0}, on prend p = n—l ; sinon, soit O^X-i^^n-i l on 
opère alors sur/,^ comme ci-dessus sur/, i.e. fn-\=ux - Pn_x où u± est une unité 
de n-i0 et Pn_! un polynôme distingué en x„_i. 

Après un nombre fini de pas, on arrive à un entier p tel que Ip—IP\p(9={0} et 
tel que, pour r>p, il existe un polynôme i^6r-i^[xr] avec Pr^Ir=IDr0 ; p est 
l'entier cherché ; en effet Ip={0} entraîne que n : p(9-*A est injectif car on a le 
diagramme commutatif suivant où toutes les suites sont exactes : 

Si qr est le degré du polynôme Pr, on a : 

avec 

et, d'après le théorème de division par Pr, on a successivement, pour tout g€n(99 

de sorte que 

avec 
et 

Donc les images de xapJv...x"n (a;<tf,, f=p+\ , ...,77) par la projection n0^A 
engendrent A comme n0-module. 
5.7.2. Corollaire. — Si I est un idéal premier de n(9 ; M le corps des fractions de 
PO L celui de A=NO/I ; alors, pour un choix comme ci-dessus des coordonnées 
(jet, x„), on a L=M(xD+1, xn) où xr désigne la classe de xr modulo L 

En effet A=r 
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5.2. Rappels d'algèbre 

5.2.7. Théorème de l'élément primitif. — Soit M un corps de caractéristique 0 et 
L = M{ul9 up) une extension algébrique finie de M9 alors, pour tout ensemble 
infini SdM, il existe des éléments cl9 ...,cr£S tels que L=A/(Ç) avec 

5.2.2. Théorème. — Supposons M et L comme dans 5.2.1 ; en outre supposons 
que M est le corps des fractions d'un anneau factoriel R et, A étant la clôture 
intégrale de R dans L, qu'il existe Ç£A tel que L=M(0» 

Soit P le polynôme minimal de £ sur M, (alors P£R [X ] parce que R est factoriel) 
et soit P' le polynôme dérivé de P9 alors, pour tout OL£A9 il existe Q£R [X] de 
degré < dg P tel que aP '(0 = Q (0- • 

5.3. Cas où l'idéal / est premier 

Si fZn®9 on désigne par / la classe de / modulo I. 

5.3.1. Proposition. — Dans les notations de 5.1.1, si M est le corps des fractions 
de p0 et L celui de A, pour un choix convenable des coordonnées dans KN9 on a : 
L=M(xp+1) et, pour tout r>p9 le polynôme minimal Pr de xr sur M est dans 
P(9[X]9 est distingué et Pr(xr)<E/. 

D'après 5.1.2, on a L=M(xp+1, xn), pour un choix convenable de coordon
nées ; L est une extension finie de M, i.e. est un espace vectoriel sur M de dimen
sion finie d'après 5.1.1, donc L est une extension algébrique finie de M ; d'après 

le théorème de l'élément primitif (5.2.1), il existe Àj£K tel que ,X: soit 
linéairement indépendant de xl9 xp et que L=M(yp+1). On fait un changement 
linéaire de coordonnées pour prendre yp+1 comme nouvel xp+1. Déplus A=n0/1 est 
un 0-module de type fini (5.1.1) donc, pour tout /£„0, p0[j] est de type fini, alors il 

existe un polynôme Qf(X) = X' tel que fif(/) = 0 ; 
choisissons Qf de degré minimum ; alors la condition /(0) = 0 entraine que Qf est dis

tingué, en effet s'il existe u tel que 6„(0)^0, alors Xn bv(0)Xv possède en 

X0, un zéro d'ordre /<ra et, d'après le théorème de préparation (1.2.2), on a 
Qf(X) = uQ(X) où u est une unité et Q un polynôme distingué de degré /, alors 
ô ( / ) = 0 et Qf n'est pas de degré minimum, contradiction. Appliquons ce résultat 
aux fonctions coordonnées xp+l9 xn qui s'annulent en 0 et désignons par Pr le 
polynôme Qx ; par construction Pr(xr) = 0 donc Pr(xr)^L • 
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6. Structure locale d'un ensemble analytique 

6.1. Dans tout le §6, I est un idéal premier de n0 et les coordonnées sont choisies 
pour que 5.3.1 s'applique. Soient q le degré Pp+1 et S le discriminant du polynôme 
Pp+1 (i.e. ô est le résultant des polynômes, en xp+1, Pp+1 et dPp+1 dxp+1). Alors 
pour #s>2, ô^O dans p0puisque Pp+1 est le polynôme minimal de xp+1 sur p0 ; 

ô$l puisque Iv=IC]D&={0}, d'après le choix de p. 

6.2. Lemme. — Pour tout f£n(9, il existe un polynôme Rf€p& [X] tel que ôf— 
—Rf(xp+1)(il, en particulier, il existe des polynômes Qr€p&[X] tels que, pour 
r^p + l9 on ait 

DÉMONSTRATION. — Pour /•=/? +1, prendre Qp+1 = Sxp+1. 
Dans la suite de la démonstration on suppose r ^ p + 1 . 
A est la clôture intégrale de p0 dans L d'après 5.3.1 ; d'après 5.2.2 appliqué à la 

situation de 5.3.1, il existe Q£p(9[X] 

(6.1) 
où et dgg<#. 

Le discriminant S appartient à l'idéal engendré par Pp+1 et Pp+1, donc il existe 
U)V€P®[X] de degré minimal tels que 5 = uPp+1 + vPp+1 ; mais Pp+1€l, donc 
S = vP',i(xn+*>) : alors, en multipliant les deux membres de (6.1) par v, on ob
tient : 
(6.2) 
en posant vQ=Rf, (6.2) entraîne 

en outre dgRf^q — 1-fdgt;. 

6.3. Théorème de structure 

6.3.1. Théorème. — Soit 1 un idéal premier de J9, S0=S0(1) le germe en 0 qu'il 
définit. Soient Pr9 r>p et Sxr—Qr(xp+1) comme dans 5.3 et 6.2. Alors, il existe 
un système fondamental de voisinages U=U'XU" de 0, ou U' et U" sont des 
ouverts de Kp et de Kn~p respectivement, tel que : 
les fonctions Pr et Sxr — Qr(xp+1) soient analytiques sur U ; 
S0 soit induit par un ensemble analytique S dans U satisfaisant aux conditions 
suivantes, dans lesquelles x'=(x19 ...,xp) : 
(a) 

(b) Si et si 
alors x£U. 
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63.2. Remarque. — Si K=C et si / est un idéal premier de n09 I(S0)=I, d'après 
le théorème des zéros de Hilbert (ci-dessous, 9) ; alors I premier équivaut à S0 
irréductible (4.2.4). Le théorème 6.3.1 décrit donc tout germe analytique irréductible 
en 0 de CM. 

633. DÉMONSTRATION DE 6.3.1. — Soit V = V x V " un voisinage de 0 dans 
KpXKn~~p dans lequel les fonctions, en nombre fini, qui figurent dans l'énoncé sont 
analytiques. Soient fl9 ...,/m des fonctions analytiques sur V supposé assez petit, 
telles que SHV={x£V ; ft(x) = 0, /=1 , ...,ra}, les germes définis par les ft en 0 
étant un système de générateurs de /. 

Comme dans la démonstration de 5.1.1, on trouve des fUa(zp(9 ; a—(ap+1, a„) ; 
otj^qj tels que 

Soit N=qD+2...qn ; dans ôNfi9 substituons Qr à ôxr pour /*s>z? + 2, alors 

où R't£p<9[X]. 
On va systématiquement utiliser la division par le polynôme unitaire Pp+1̂ p(9[X]. 
(a) Par division de R'. par Pp+l9 on obtient 

où 
Mais f^ I et, d'après 5.3.1, Pr£l pour r=p+l9 ; d'après 6.2, ôxr — Qr£l 
pour r=p+2, /2, alors Ri(xp+1)£L Or Pp+1 est le polynôme minimal de xp+1 
sur jeet dg i?;<dgP„, i, donc i£; = 0, alors 

(6.3) 
(P) Pour tout r^/7+2, on a PrÇ.pO[xr] ; Pr est défini dans V'XKn~p. Dans 

SqrP.i on remplace 8x„ par 0,(mod (<5x,— CU) : alors 

où 
Par division de A' par Pn+1, on a : 

sur avec dg 

mais Ar(xp+1)£l et, comme dans (a), à cause du degré en xp+1, on a Ar(xp+1) = 0 
au voisinage de 0, donc dans V'XKn~p, d'où 

(6.4) sur 
Cela entraîne la propriété suivante : si <5(xr)^0, la condition Pp+1(x' ; xp+1) = 

= ôxr — Qr = 0 implique Pr(x';xr) = 0 ; puisque Pr est distingué, toutes ses racines 
en xr, pour x' = 0, sont nulles ; alors, d'après le théorème de continuité des racines, 
cela entraîne que, quel que soit le voisinage V " de 0 dans Kn~p9 dès que V est assez 
petit, toute solution de Pp+1(x' ; xp+1)=0=ôxr — Qr9 pour r^*p+2 se trouve dans 
V'XV"9 ce qui prouve l'assertion (b) du théorème. 
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(y) Les relations (6.3) et (6.4) entraînent qu'il existe un entier M tel que 

(6.5) 

Choisissons UczV, U=U'XU" tel que (b) du théorème soit valide et que toutes 
les congruences ci-dessus (qui sont en nombre fini) soient représentées par des rela
tions linéaires à coefficients analytiques dans U, ce qui est possible pour U assez 
petit, alors, par définition de S, on a : 

D'après (6.5), cet ensemble est 

ce qui prouve (a) du théorème. 

7. Points singuliers et dimension d'un ensemble analytique 

7.1. Soit S un ensemble analytique d'un ouvert Q de Kn. Un point a£S est dit 
point régulier de S, de dimension /?, s'il existe un voisinage U de a dans Q tel que 
S OU soit une sous-variété analytique de dimension p de U, c'est-à-dire l'ensemble 
des zéros communs à (n—p) fonctions coordonnées d'un système de coordonnées 
analytiques convenables sur U supposé assez petit. Un point a^S est dit singulier 
s'il n'est pas régulier. 

La définition donnée ci-dessus d'une sous-variété W au voisinage de a dans Kn et 
passant par a est équivalente à la suivante : il existe (n—p) germes fp+1, ..>,fnÇ.(9a 
tels que, dans un voisinage U de a, on ait W={x£U ; f(x) = 0 ; /=/?-M, n} et 
(àfp+1)a, ...,(dX)a linéairement indépendants ; on a confondu, ici, les germes f 
en a et des représentants de ces germes dans U supposé assez petit. 

7.2. Proposition. — Soit S un ensemble analytique dans un ouvert Q de Kn, avec 
0£S. On suppose S0 irréductible (i.e. I=I(S0) est un idéal premier dans n0 = $o). 
On choisit les coordonnées dans Kn pour que la Proposition 5.3.1 soit valide. 
Alors, il existe un système fondamental de voisinages U= U'xU" ; ZJ'ciKp ; 
U"czKn-p, de 0 tel que, si II : S Ci U-+U' désigne la restriction, à SO U, de la 
première projection, V application 77 soit propre et toute fibre Il~1(x/) ; x'£U\ 
soit un ensemble fini de points. 

DÉMONSTRATION. — On choisit un voisinage V={x£Kn ; |x|<^} de 0 tel que les 
polynômes Pr(x' ; xr) de la proposition 5.3.1 aient leurs coefficients analytiques 
dans V et s'annulent sur S D V. Puisque les Pr sont distingués (cf. (P)) de la dé
monstration de 6.3.1, il existe cr>0 tel que |x'|<(7 et Pr(x';xr) = 0 entraînent 

d'après le théorème de continuité des racines d'un polynôme. Alors si 

on a 
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donc 77 est propre. De plus si x^II^ix'), alors 

Pr(x' ; xr)=0, donc xr prend seulement un nombre fini de valeurs pour +1, 
d'où la seconde assertion. • 

7.3. Proposition. — Soient S0 un germe analytique irréductible, Vidéal premier 
1= J(S0), U un voisinage de 0 appartenant au système fondamental de voisinages 
décrit dans 6.3.1 et S un ensemble analytique de U induisant 50. Alors, tout point 
xdSDU tel que ô(x')?±iï est un point régulier de S, de dimension p et le jacobien 
de la projection U a le rang p en x. 

DÉMONSTRATION. — Puisque ô(x')?±0 et Pp+1(x) = 0 au point x, on a 

Alors, d'après 6.3.1, S est défini, au voisinage de x, par le système d'équations 

qui possède la propriété que d/^+1 et d(xr — ô~1(x/)Qr) soient ^-linéairement 
indépendants au point x ; d'après 7.1, x est un point régulier de dimension p de S. 
De plus 77 : (xl5 xpy xp+1, XJ'-KXL, xp) satisfait à la dernière asser
tion, n 

7.4. Proposition. — L'entier p de 5.3.1 relatif à l'idéal I=I(Sa) oit Sa est ir
réductible est le plus grand entier m tel que Sa étant induit par un ensemble analy
tique S, tout voisinage de a contienne des points réguliers de dimension m de S. 

Cela caractérise p et montre qu'il est indépendant du procédé de calcul. 

DÉMONSTRATION. — Si / : est une application analytique réelle de variétés 
analytiques réelles telle que, pour tout y£f(x), la fibre f~x(y) soit discrète, alors 
on a dim X^ dim Y ; pour le vérifier, appliquer le théorème du rang, corollaire 
du théorème des fonctions implicites, en un point où /es t de rang maximum. Alors 
7.3 entraîne la conclusion. • 

7.5. Définitions. — La dimension d'un germe analytique irréductible Sa en a£Kn 
est l'entier p de la Proposition 5.1.1. La dimension d'un germe analytique arbitraire 
Sa est le maximum des dimensions des composantes irréductibles SVf a de Sa. 

La dimension d'un ensemble analytique S d'un ouvert Q de Kn est max dim Sa où 
a£ S 

Sa est le germe défini par S en a. 
Dans le cas des points réguliers, cette définition coïncide avec celle qui est donnée 

en 7.1. 

7.6. Exercice 

Soit S un ensemble analytique d'un ouvert Q de Kn. Soit a£S et dimSa=p. 
Alors tout voisinage de a contient des points réguliers de S, de dimension p. En 
particulier, l'ensemble des points réguliers de S est dense dans S. 
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7.7. Proposition. — L'ensemble des points singuliers d'un ensemble analytique S, 
de dimension p dans un ouvert Q de Kn, est contenu dans un ensemble analytique 
de dimension p — 1. 
DÉMONSTRATION. — Cela résulte des définitions et de 7.3. • 

8. Cas des ensembles analytiques complexes (K=C) 

8.1. Soit / un idéal premier de n0 ; on choisit les coordonnées pour que 5.3.1, 7.2 et 
6.3.1 soient valides. Soient U=U'xU" ; 77 : SHU^U', comme dans 7.2. et 
50(/) le germe d'ensemble analytique défini par / en 0. 

8.2. Proposition. — Dans les hypothèses de 8.1, on a : Il(SD U)= U'. 

DÉMONSTRATION. — 77 étant propre, lm 77 est fermée dans £/' ; il suffit de prouver 
que n(SOU) est dense dans U'. Pour x'^Ur tel que ô(x')^0, le polynôme 
Pp+1(x' ; xp+1) a un zéro complexe xp+1. Soit 

6.1.3 entraîne x£SC\U et TI(x) = x\ Donc II(S Pi U) contient l'ensemble 
{x'ÇU' ; 8(x')?±0} ; il suffit de montrer que ce dernier ensemble est dense. Cela 
résulte de 

8.2.1. Lemme. — Soient Q un ouvert connexe de Cn et A une partie fermée de Q 
qui est localement contenue dans un ensemble analytique propre (i.e. différent 
d'un ouvert de Q), alors Q\A est dense dans Q. 

DÉMONSTRATION. — Il suffit de prouver le résultat localement, et de supposer que 
A est un ensemble analytique de Q, distinct de Q ; alors il existe f£@(Q) telle que 
A(z.Z(f) ensemble des zéros de/ ; Z(f) est d'intérieur vide d'après le principe du 
prolongement analytique. • 

8.3. Proposition. — Dans les notations ci-dessus, n\Sn{x£U ; ô(x')^} est un 
revêtement. 

DÉMONSTRATION. — Pour des coordonnées choisies comme ci-dessus, il existe un 
système fondamental de voisinages {Uv} de 0 tel que 77(5*0 Uv) soit un voisinage 
de 0 dans Cp, d'après 8.2 ; pour x' tel que ô(x')^Q, Pp+1(x\ xp+1) possède q racines 
distinctes situées dans U". • 

8.4. On dit que 77|5Tl U est un revêtement ramifié de U'. 
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9. Théorème des zéros de Hilbert, (K=C) 

Il s'agit de la généralisation à n0 du théorème des zéros de Hilbert pour les poly
nômes. 

9.1. Lemme. — Dans les notations du n° 5, pour tout f€n(99 il existe g£n(9\I et 
h£p& tels que gf—h£l quand I est premier. 

DÉMONSTRATION. — C'est trivial si f£l. 
Si A=nê/I étant un p0-module de type fini, il existe un polynôme unitaire, 

à coefficients dans p0 qui est annulé par / 

(9.1) 

Comme / est premier et on peut supposer, dans (9.1), que / n'est pas en 
facteur au premier membre, alors a^x^^O et 

9.2. Lemme. — Soient f€n@9 I un idéal premier de n0 ; si U=U'XU" comme 
en 6.3 et assez petit et si, pour tout x'ÇU' tel que 5(x/)^09 il existe xÇSPi U 
avec II(x) = x' et f(x) = 09 alors f£l. 

DÉMONSTRATION. — Supposons f$I9 d'après 9.1, il existe g$I tel que gf=h. (mod /) 
avec h£pd). Alors h^O car I est premier, donc h$I car p(9P\I={0} et, pour 
tout x assez voisin de 0, appartenant à S et tel que 8(x')?±09 et que f(x) = 09 on a 
h(x')=f(x)'g(x) = 0, alors xf décrit un ouvert de Cp, donc h = 0 (comme l'élément 
de pG), en particulier h£l, contradiction. • 

9.3. Soit 21 un idéal de n09 par définition, le radical de 51 est 

9.4. Théorème des zéros. — Soient 51 un idéal de nO et S0 = S(9l) ; alors I(S0) = 
=rad m. 

DÉMONSTRATION. — (a) Si 51 est premier, alors tout représentant de f€l(S0) s'an
nule sur Snun{x '€U' ; ô(x')?±0} pour U=U'xU" voisinage ouvert assez petit 
de 0 et S, ensemble analytique de U induisant S0 en 0. D'après 9.2, on a /691, donc 
/(£<,) = 21=rad 2t, car 51 est premier. 

(b) Si 2t est primaire (i.e. rad 21 est premier) ; alors .S(2t)=S(rad 21) entraîne 
7(S0) = rad2I d'après (a). 

(c) Si 21 est arbitraire T ÎOL puisque „0 est noethérien, d'après le théorème de 
décomposition de Noether, on a : primaire ; alors 
et, d'après (b), 



Appendice 
VARIÉTÉS DIFFÉRENTIELLES 

FORMES DIFFÉRENTIELLES 
CHAÎNES DIFFÉRENTIABLES 

1. Variétés différentielles 

1.1. Cartes 

Sur un espace topologique X, une carte h de X est un homéomorphisme d'un 
ouvert U de X sur un ouvert de Rn pour un certain entier naturel n. L'ouvert U 
est le domaine de la carte h ; on dit que c'est un ouvert de carte. On désigne parfois 
la carte h par le couple (h, U). 

Si V est un ouvert de X contenu dans £/, alors h\V est une carte de domaine V. 

1.2. Cartes compatibles 

On dit qu'une application / analytique réelle d'un ouvert de Rn dans un ouvert 
de Rm est de classe C0 ; / est alors de classe C°°. 

a) Deux cartes h et h' de X, de même domaine U sont dites compatibles si les deux 
homéomorphismes réciproques \b!oh~x : h(U)-+h'(U) 

hoK~x : h'(U)-+h(U) sont de classe Cq pour 
^ N U {oo} U {œ}, au sens des applications d'un ouvert d'un espace numérique 
dans un autre. 

b) Si q^l et si n et n' sont des entiers associés aux cartes h et h\ comme la dé
rivée D(Koh~1){x) pour x£h(U) est une bijection linéaire : Rw-̂ Rn', on a : 
n = n\ 

Si q = 0, on a aussi n = n' d'après le théorème de Brouwer. 
c) Deux cartes (h, U) et (h\ U') sont dites compatibles si 

ou bien C/nt// = 0 ; 
ou bien si h\UC\U' et AV|£/fW sont compatibles au sens de a). 

1.3. Atlas 

Un atlas de X, de classe Cq, est un ensemble de cartes deux à deux compatibles, 
dont les domaines constituent un recouvrement ouvert de X. 

Deux atlas de classe Cq sont dits compatibles si leur réunion est un atlas de classe 
Cq ; on vérifie que la compatibilité est une relation d'équivalence dans l'ensemble 
des atlas de classe Cq de X. 
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1.4. Variété différentielle 

On appelle variété différentielle de classe Cq un espace topologique séparé, ré
union dénombrable de compacts, muni d'une classe d'équivalence d'atlas de classe Cq. 

1.5. Pour tout x£X, il existe une carte (h, U) de X avec x£U ; h : U-*Rn ; 
d'après 1,2b, l'entier n ne dépend que de x, c'est la dimension de X en x ; il est clair 
que n est fixe sur chacune des composantes connexes de X ; n est appelé la dimension 
de la composante connexe. Une variété différentielle, dont toutes les composantes 
connexes sont de dimension n, sera dite de dimension n. 

Une variété différentielle de classe Cw est dite analytique réelle. 

1.6. Applications differentiates 

Soient X et Y deux variétés différentielles de classe Cq. Une application f : X-+Y 
est dite p-fois continûment différentiable ou (de classe) Cp (/?£NU{°°}U{co} ; p^q) 
si elle est continue et vérifie la condition suivante : pour tout couple de 
cartes (h, £/), (k, V) de X et de Y respectivement tel que f(U)czV, l'application 
ko(f\U)oh-1 : h(U)-+k(V) est de classe Cp en tant qu'application d'un ouvert de 
Rw dans un ouvert de Rn. 

En particulier R (ou C) muni de sa structure R-vectorielle est une variété dif
férentielle de toute classe et toute application Cp : X^R (resp. X^C) est appelée 
une fonction (de classe) Cp sur X. 

1.7. Partition Cp de l'unité sur une variété différentielle 

La définition et le théorème d'existence sont les mêmes que sur un ouvert de R2. 

1.8. Coordonnées locales 

Soit (h9 U) une carte d'une variété différentielle X de classe C , alors h est une 
application Cq : 

où Xj : U^R (y=l, n) est une fonction Cq sur U ; les fonctions xl9 ...9xn 

sont appelées les coordonnées de X sur U définies par la carte (h, U). 
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2. Différentielle en un point 

2.1. Une carte (h, U) de X telle que x^U est dite une carte de Xen x. 
En un point x d'une variété X de classe Cq (#s>l), on considère l'ensemble 

des fonctions C1 définies au voisinage de x dans X, i.e. pour toute f£^x, il existe 
un voisinage V de x dans Z tel que / soit C1 sur V à valeurs dans C. 

Soient figÇ^x, alors il existe un voisinage ouvert F de x contenu dans U sur 
lequel f et g sont C1. On considère la relation M sur définie comme suit : f@tg 
signifie : 

(i) 
où Difoh-1) désigne la dérivée de la fonction foh'1 : h~1(V)-+C au point h(x) ; 
(/*, U) étant choisie, il est clair que M est une relation d'équivalence. M ne dépend pas 
de la carte (h,U), en effet (h\ U') étant une autre carte de X en x, quitte à rétrécir 
U et U\ on peut supposer U'=U. Alors D(foh'-1)=D((foh-1)o(hoh'-1j) = 
=D(foh~1)oD(hoh'~1) ; hoh'-1 étant un difféomorphisme h'(U)-+h(U), la rela
tion (1) est équivalente à 

(2) 

2.2. Espace cotangent en un point 

^x est un espace C-vectoriel, en effet si fgd^x, il existe un voisinage F de x 
sur lequel /et # sont C1 ; il en est de même de f+g et, pour tout A€C, de Xf. 
La relation ^ est compatible avec la structure vectorielle de J^, alors tFJ&t est un 
espace C-vectoriel. 

Considérons l'application 

(3) 
classe de 

6%x est une application C-linéaire injective ; (xl9 xn) désignant les coordonnées 
locales en x définies par la carte h, (DÇxjoh 1̂)) est une base de j£?(Rw ; C), donc 
l'application (3) est surjective : c'est un isomorphisme. On désigne l'espace vectoriel 
tFJffl par T*(X) et on l'appelle Vespace cotangent complexe à X en x. Dans la carte 
h, on désigne par dxl9 dxn les éléments de T*(X) de représentants xl9 xn ; 
ils constituent une base de T*(X) ; les éléments de TX(X) sont appelés les dif
férentielles en x. On convient de noter/la fonction foh~x définie sur h(U)czRn; 
alors / admet des dérivées partielles et d'après l'expression de D 

la différentielle dxf de / en x est d. les (x) sont des 

nombres ; les éléments de T*(X) s'écrivent donc, dans le système de coordonnées 

locales (x1? ...,xM) sous la forme avec 
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2.3. Effet d'un changement de carte 

Considérons deux cartes (h, U), (k, U) en x. Toute fÇ.̂ x définit une forme 
C-linéaire sur Rn d'après 2.2. Réciproquement, soit u£J?(Rn; C) ; en désignant 
encore par u la restriction de u h h(U) ; uoh est une fonction Cq sur U, donc ap
partient à et on a 6^x(d(uoh))=D(uohoh~1)=Du=u, car u étant linéaire est 
égale à sa dérivée. De même 

mais 6;-Lu = d(uoh) ; alors e;xoe;x-L(u) = eix(d{uoh)) = uoD(hok-1)=lD(hok-1)u ; 
hok"1 étant un difféomorphisme : k(U)-+h(U), ^(hok'1) est un isomorphisme 
de Ĵ (R" ; C) sur lui-même. 

3. Fibre cotangent ; formes différentielles de degré 1 

3.1. On pose T*(X)= U TX(X) (réunion disjointe) et on note n* : T*(X)^X 

la surjection qui envoie dxf£T*(X) sur x£X. 

3.2. Théorème. — X étant une variété de classe Cq (q^\) il existe sur T*(X), 
une structure de variété différentielle de classe Cq-1 telle que 7i£ soit C5-1 et 
que, pour toute carte {h, U) de X, Vapplication 

avec 

soit un difféomorphisme Cq 

DÉMONSTRATION. — On considère un recouvrement (Ua) de X par des ouverts de 
cartes, ha étant une carte de domaine Ua. On désigne encore par hx la restriction 
ha\Uxf]Ufi; alors fa^Kohj1 est un difféomorphisme Cq : hfi(UaC\ Ufi)-̂ ha(UaC] Ufi) 
appelé difféomorphisme de transition de X. 

Il est clair que, réciproquement, la donnée d'un recouvrement d'un espace topolo
gique séparé Zpar des domaines Ua de cartes ha et d'une famille (fap) de difféomor-
phismes Cq telle que 

avec fa/iofPy=fay définit un atlas Cq(ha, Ua)a sur X. On va appliquer cette remarque 
à la construction de T*(X). Considérons 
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Les 0. définissent, par transport de topologie de UaX (Cn)', une topologie sur T*(X) 

définit une carte de T*(X). 
D'après 2.3, l'application 

est un difféomorphisme Cq. Les i/̂ a définissent les difféomorphismes de transition 
d'une structure de variété différentielle sur T*(X) qui vérifie les conditions du théo
rème. • 

3.3. Fibre cotangent 

1) D'après la démonstration de 3.2, il existe un voisinage ouvert C/ de x dans X(qui 
est ici le domaine d'une carte h) et un difféomorphisme 0h tel que nx(0h(y, u))=y 
pour tout yeU et tout w€(CB)'. Alors le triple (E, X, n*)9 avec E=T*(X), est 
appelé une fibration localement triviale de base X, de fibre type (Cn)' Cw), d'espace 
total E ; pour tout x£E9 Ex = nx1(x) est appelé la fibre de E en x. 

Une section s de (E9 X, nx) est une application continue : X^E telle que 
nxos=idx, autrement dit, l'image de x par s appartient à la fibre Ex de E en x. 

Pour tout u€(Cn)'9 x*-+dx(uoh) est une section Cq_1 de E au-dessus de U. 
2) ( /̂)/=i x étant la base canonique de C" et (e'.) la base duale, on a : dx̂  = 

= dx(eioh). Alors l'application •I dxt est un difféomor
phisme. 

Il en résulte : pour tout x£X, il existe un voisinage U de x dans Z(ici le domaine 
de la carte h), un espace vectoriel (ici (Cn)') et un difféomorphisme 0h satisfaisant à 
1) ci-dessus et tel que, pour tout y£U9 ©h(y9 .) : (CnY-^7ix'1(y)=Ey (ici T*(X)) 
est un isomorphisme de C-espace vectoriel. 

Alors (E, T, nx) qu'on désigne aussi par E est un (espace) fibre vectoriel com
plexe. On dit que T*(X) est le fibre cotangent complexe à la variété différentielle X. 

3.4. Remarque. — 1) et 2) permettent, sans difficulté supplémentaire, de définir un 
fibre vectoriel complexe de fibre de dimension m sur X et les sections de ce fibre. 
L'entier m est appelé le rang du fibre. 

3.5. Une section co de T*(X) au-dessus d'une partie A de X (en général A sera 
un ouvert de X) est appelée une forme différentielle de degré 1, (ou une 1 -forme 
différentielle) sur A. 

U étant un ouvert de carte de X sur lequel (xl9 xn) sont les coordonnées locales, 
x^dxj(x) (3.3) est une 1-forme différentielle sur U notée dxj ; pour tout point 
x(i U, (dxj)(x) ; j = 1, /7, est une base de T*(X) ; on dit que dxl9 dxn forment 
un repère de T*(X) au-dessus de U et qu'elles sont associées à la carte h ; toute 
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1 -forme différentielle œ sur U s'écrit d'une seule façon 

où les cij sont des fonctions scalaires à valeurs complexes sur U. 
Si la section co est une application différentiable de classe C (r€NU{«>}), on dit 

que la 1-forme différentielle œ est (de classe) C . 

4. Formes différentielles sur X 

4.1. Produit tensoriel de deux X-espaces vectoriels (K=R ou C) 

Soient E et F deux Â^-espaces vectoriels et Z(E, F) le Z-module libre engendré 
par l'ensemble des éléments (x, y) de E X F ; c'est l'ensemble des combinaisons 
linéaires formelles (finies) à coefficients entiers rationnels des éléments de E X F 
muni de l'addition et de la multiplication par les entiers. On désigne par Y(E, F) 
le sous-module de Z(E, F) engendré par les éléments 

(4) 

où x,xl9x2€E ; y9yl9y2€F ; X£K. 
Le Z-module quotient Z(E, F)/Y(E, F) est appelé le produit tensoriel de E et de 

F sur K et est noté E®KF ; la projection canonique Z(E, F)-+E<g)KF envoie 
(x, y) sur x<g>y (par définition de cette dernière notation). 

Pour tout k£K, on considère l'homomorphisme de Z-module 

qui applique tout élément (x, y) de Z(E9 F) (x£E, y£F) sur (kx)<g>y. Cet 
homomorphisme est nul sur Y(E, F), car il s'annule sur les éléments de la forme 
(4), donc il définit un Z-homomorphisme de E<g)KF dans lui-même, i.e. une loi de 
composition 

qui, avec l'addition, munit E<g>KF d'une structure de j^-espace vectoriel que l'on 
utilisera désormais. 

4.2. Algèbre tensorielle ; algèbre extérieure 

E étant un espace vectoriel sur par récurrence sur le nombre de facteurs, on 
définit le produit tensoriel de m exemplaires de E, qu'on note <g)m£T, par <g>mE= 
=E<g>K(g)m-1E ; on pose & E = K ; on a : <S^E=E et on pose : ® E = © ®PE. 
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On définit, sur <g>E9 une multiplication distributive par rapport à l'addition, notée 
<g>, par : 

pour x£E 

La multiplication ® est appelée le produit tensoriel dans E. 
L'addition, la multiplication par des éléments de K et le produit tensoriel (g 

définissent, sur ®2¿, une structure de JÇ'-algèbre ; <g>E muni de cette structure 
d'algèbre est appelée Valgèbre tensorielle de E. 

On appelle algèbre extérieure du /^-espace vectoriel E et on note A*E la ÂT-algèbn 
quotient de ®E par l'idéal bilatère I engendré par les éléments x®x (x£E). Lz 
multiplication déduite de ® par passage au quotient est notée A et est appelée h 
multiplication extérieure. Si x, y£E9 on a : xAy= — yAx ; on dit que la multiplica 
tion A est anticommutative. 

On pose I =®TEM ; APE=®PE/Ip ; alors, on a : A*E= © APE. 
On dit que les éléments de APE sont de degré p ; A*E est une K-algèbre graduée 

en particulier, la multiplication extérieure envoie ApExAqE dans Ap+qE. 

4.3. Soit A*T*(X) le fibre vectoriel sur X construit à partir de l'algèbre extérieure 
A*T*(X) (XÇLX) par le procédé utilisé pour construire T*(X) à partir de T*(X) 

Par définition, les formes différentielles sur un ouvert U de X sont les sections 
au-dessus de U, du fibre A*T*(X). 

Une p-forme différentielle, ou forme différentielle de degré p est une section di 
fibre APT*(X). Au-dessus de l'ouvert U d'une carte sur lequel les fonctions co 
ordonnées sont xl9 ...,x„, une telle /?-forme co s'écrit, compte tenu de l'anticom 
mutativité de A 

(5) 

où les a. ; sont des fonctions sur U ; œ est dite C si c'est une section C de APT* (X) ; 
alors les fonctions a. • sont C sur U. 

4.4. Remarques. — a) La construction ci-dessus de l'algèbre extérieure A*E d'un 
^-espace vectoriel E est valide quel que soit le corps commutatif K ; plus générale
ment, A étant un anneau commutatif unitaire, la construction de l'algèbre extérieure 
s'étend, sans changement, au cas où E est un ^-module. En particulier, les formes 
différentielles C sur un ouvert U de X constituent une algèbre extérieure sur l'anneau 
CR(U) des fonctions Cr sur U. 

b) Si a et P sont des formes différentielles de degrés /?, q respectivement, sui 
l'ouvert U de Z, on a : 

c) Supposons que U soit un ouvert de carte et soient (xl9 ...,xw), (x19 ...,xn) 
deux systèmes de coordonnées sur U. Soit co la forme différentielle, sur U, d'expression 
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(5) dans le système de coordonnées (xt) ; alors dx 

5. Variétés orientables ; variétés orientées ; intégrale d'une forme 
différentielle de degré maximum 

5.1. Théorème. — Sur une variété différentielle X, de classe C1, de dimension n, 
les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) il existe, sur X, une n-forme différentielle continue v, à coefficients réels, telle 
que, pour tout x£X, on ait v(x)^0 ; 

(b) il existe un atlas 91, dont les ouverts de cartes sont connexes, tel que, pour 
deux cartes h, ¿'€91, restreintes au même ouvert U de X, on ait : /(A'oJi-1)^):^, 
pour tout x£U, y = h(x) ; /(A'o/r1) désignant le jacobien de l'application 
h'oh-1 : h(U)-+hXU). 

DÉMONSTRATION. — (a)=>-(b) : (x..)/=1 n et (x'.)i=1 désignant les fonctions 
coordonnées de deux cartes n et n de même domaine connexe t/, on a : v{x) = 
=W(x) dx1A...Adx„ = W'{x) dx[A...Adxn où W , W sont des fonctions £/-R 
sans zéro. On a : dx'1A...Adx'n=J(h'oh~1)(y)dx1A.*.Adxn, où y—h(x). Con
sidérons un atlas 9T de X à ouverts de cartes connexes, alors si h, h'dW, les fonc
tions W et W ont un signe constant sur le domaine de h et de K respectivement ; 
donc il existe un atlas 91 sur Zpour lequel, dans les notations ci-dessus, si /*, /î'69t, les 
fonctions W et W ont le même signe ; (on passe d'une carte de 9T à une carte de 91 en 
échangeant, éventuellement, deux coordonnées). Alors, comme W/(x)J(h'oh~1)(y)^= 
— W(x), pour xdUnU', où U et U' sont les domaines connexes des cartes h, h\ 
on a : JQi 'oh-1)^)^ . 

(b)=>(a) se démontre en utilisant une partition C1 de l'unité subordonnée à un 
recouvrement par des ouverts de cartes de 91. 
5.2. Si l'une des conditions (a), (b) de 5.1 est satisfaite, on dit que la variété dif
férentielle X est orientable. 

Sur une variété orientable connexe, on choisit une forme différentielle v de degré 
maximum satisfaisant à (a) ; les atlas satisfaisant à la condition (b) se divisent en 
deux classes pour chacune desquelles le coefficient de v, dans une carte, a un signe 
déterminé. Le choix d'une des deux classes d'atlas est une orientation de la 
variété. 

EXEMPLE. — Sur Rn(£i, ...,?„)> une orientation est définie par d£iA...Ad£„ dont 
le coefficient dans la carte identité est +1 ; l'autre orientation est définie par 
— A AdF 
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5.3. Intégrale d'une forme différentielle de degré maximum sur une variété orientée 

On va considérer des formes différentielles à coefficients localement integrables, 
dites formes L\oc ; cela généralise la définition de n° 4.3. 

Soit a une A-forme différentielle L]oc sur la variété orientée X et soit 2Ï un atlas de 
l'orientation. 

On appelle support d'une forme différentielle co le complémentaire du plus grand 
ouvert sur lequel co est nulle ; c'est un fermé noté spt co. 

On suppose spt ce compact. Dans le cas où spt a est contenu dans le domaine U 
d'une carte h de 21, de coordonnées locales x„), on a : cc = a dxxA... Adx„. 
Par définition, l'intégrale de a sur X est 

(6) où et y = h(x); 

le dernier membre est une intégrale multiple sur R" orienté par dx1/\...Aâxn. 
Vérifions que (6) est indépendante de la carte. 

Pour une autre carte 7i/€2ï, de même domaine U, on a, avec y'=h'(x) : 

(7) 

car mais 

Le dernier membre de (7) est égal au dernier membre de (6). 
Pour une forme a à support compact quelconque sur X, on considère une parti

tion C°° de l'unité (cpi)iei subordonnée à un recouvrement ouvert (Ut) par des ouverts 
de cartes de 2t et on pose 

(8) 
La somme du second membre est finie puisque spt a est compact ; elle est indépen
dante de la partition de l'unité choisie : on le vérifie en considérant une autre parti
tion subordonnée à un recouvrement (Vj) par des ouverts de cartes de 21 ; 
alors les deux expressions (8) associées sont égales à 

L'expression jxoc définie ci-dessus est, par définition, Vintégrale de la n-forme 
différentielle ce sur la variété orientée X. On remarque que, si l'on change l'orientation 
de X, l'intégrale est multipliée par —1. 
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6.1. Soit \i : X-+Y une application C1 de variétés différentielles. Soient (h, £/), 
(k, V) deux cartes de Xet de Y respectivement, de coordonnées respectives (xl9 ..., 
(yn •••>}7m) telles que n(U)czV. Alors, pour toute forme différentielle i// sur un 
ouvert W de Y dont la restriction à VPiW s'écrit 
on pose 

\i \\t est appelée 1 image réciproque de \\i par \i. 
On vérifie que cette expression est indépendante des cartes choisies et permet de 

définir \i*y\f sur l'ouvert \i~x(VÇ\W) de X. En utilisant des cartes de Y dont les 
domaines constituent un recouvrement de W9 on définit également JÂ*IJ/ sur jn~1(W). 
Dans le cas particulier où \i est propre (i.e. telle que l'image réciproque, par /z, de 
tout compact de Y est un compact de X), pour toute \j/ à support compact, est 
à support compact. 

6.2. Différentielle extérieure 

a) Soit cp une /?-forme différentielle C1 définie sur un ouvert W d'une variété 
différentielle X. Sur un ouvert de carte C/, de coordonnées (xl9 xn) sur lequel cp 
est définie, on a : 

On pose: 

et on vérifie que cette expression est indépendante de la carte choisie ; c'est une 
(/?+l)-forme différentielle dite différentielle extérieure de cp sur U. La définition de 
dep s'étend à W. On vérifie immédiatement les propriétés suivantes : a et p étant 
deux formes différentielles sur un ouvert W : 

si a est de degré /?, 

si a est C2 

spt dçxzspt cp ; d est un endomorphisme C-linéaire de l'espace vectoriel des formes 
différentielles C°° ; 

pour toute application C1 ju : X F, p* d = dp*. 

6. Image réciproque par une application différentiable ; 
différentielle extérieure ; chaînes différentiables 
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On dit qu'une forme différentielle C1 co est à-fermée (ou simplement fermée) si 
dco = 0 ; en particulier, si a est C2 et si a>=da, alors dco=0. 
b) Lemme. — Soient X une variété différentielle orientée, de dimension n et cp 
une {n—X)-forme différentielle C1 sur X, à support compact, alors fxécp=0. 

DÉMONSTRATION. — Soit (\j/j) une partition de l'unité subordonnée à un recouvre
ment (Uj) de Zpar des ouverts de cartes (hj9 Uj) d'un atlas de l'orientation. Soient 
(xl9 ...,*„) les coordonnées locales de la carte hj ; on a sptij/jCpciUj. Alors, par 
définition, 

posons 

mais car a{ est à support compact ; donc 

car cp étant à support compact, la somme 
est finie, alors 

6.3. Chaînes differentiates 

a) Variétés à bord. 
Un demi-espace fermé de R" est, pour un choix convenable des coordonnées 

(xl9 xn) de Rw, l'ensemble {(xu xM)£Rw ; xx̂ <0} muni de la topologie induite 
par celle de RM. 

Soit Z un espace topologique séparé, on appelle carte h de Z un homéomorphisme 
d'un ouvert U de Z sur un ouvert de RM ou sur un ouvert d'un demi-espace fermé 
de Rrt. On a une notion de cartes compatibles comme au n° 1.2, les cartes du premier 
type se comportant comme celles du n° 1.2, celles du deuxième type sont telles 
que h'oh~x soit un difféomorphisme Ck d'ouverts de demi-espaces fermés ; par 
définition, les fonctions Ck aux points du bord d'un demi-espace fermé ont des 
dérivées partielles continues jusqu'à l'ordre A: en x2, ...,xn et des demi-dérivées 
continues jusqu'à l'ordre k en x± ; on montre que cette condition est équivalente à 
l'existence d'un prolongement Ck sur un voisinage de x ^ O dans R". 

On a, de même, les notions d'atlas compatibles. 
L'espace topologique Z, supposé réunion dénombrable de compacts, muni d'une 

classe d'équivalence d'atlas est appelé une variété différentielle à bord ; l'entier n 
ci-dessus est appelé la dimension de Z. 
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EXEMPLE. Une boule fermée de R", munie de la topologie et de la structure dif
férentielle induites par celles de R" est une variété à bord. 

b) Variétés à coins. Plus généralement, on a la notion de variétés à coins Z définies 
à l'aide de cartes compatibles et qui sont des homéomorphismes d'ouverts de Z 
sur des ouverts de RW ou sur des ouverts de sous-espaces fermés de RW définis comme 
suit : 

EXEMPLE. — Un cube fermé de R3, plus généralement, un pavé fermé de RN sont 
des variétés à coins. 

c) Chaînes différentiables. Soit Y une variété différentielle orientée de dimension /?, 
on dira qu'une partie connexe Z, d'intérieur non vide, de Y est une sous-variété à 
coins de Y si la structure induite sur Z par celle de Y est celle d'une variété à coins. 
L'intérieur Z de Z dans Y est une sous-variété ouverte de Y orientée par l'orienta
tion de Y ; Z est de dimension p. L'ensemble des points de la frontière bZ de 
Z au voisinage desquels Z est une variété à bord est une sous-variété fermée b°Z 
d'un ouvert de Y. Soit ydb°Z, alors il existe un voisinage U de y dans 
Y et un système de coordonnées xl9 ...,x„ tel que ZPU={xzU ; Xi(.x;)<0}. 
Si v(x) d;qA...Ad;x;p définit l'orientation de F sur £/, elle définit aussi l'orientation 
sur ZDU et v(x) dx2/\...Adxp\b°ZPiU définit une orientation sur b°ZC\U dite 
associée à l'orientation de Z ; il est clair qu'on définit ainsi une orientation sur b°Z 
tout entière. 

X étant une variété différentielle orientée, soient V un voisinage ouvert de Z 
dans F et F une application différentiable propre de V dans X. Le couple (Z, F) 
sera appelé une chaîne différentiable élémentaire de X de dimension p, ou une p-chaîne 
élémentaire de X. 

On dira que deux chaînes élémentaires (Z, F), (Z\ F') sont équivalentes s'il 
existe un difféomorphisme G, à Jacobien strictement positif, d'un voisinage de Z 
dans un voisinage de Z ' sur lesquels F, F ' sont respectivement définis et tel que 
F=F/oG. Dans la suite, on identifiera deux chaînes équivalentes. 

On appellera p-chaîne différentiable entière (resp. réelle, complexe), toute com
binaison linéaire à coefficients entiers (resp. réels, complexes) de /7-chaînes élémen
taires : leur ensemble constitue un Z-(resp. R, C)-module. 

6.4. Bord d'une /̂ -chaîne différentiable 

Soit y=(Z9 F) une /7-chaîne élémentaire d'une variété différentielle X, on appelle 
bord de y, le couple by=(bZ, F) ; la structure différentielle de Y induit sur bZ 
une structure de variété à coins : on montre sans difficulté que by est une (p - l ) -
chaîne différentiable entière, déterminée par la /?-chaîne élémentaire y. 

Le bord d'une /̂ -chaîne différentiable est défini par linéarité. 



236 APPENDICE 

6.5. Intégration d'une p-forme différentielle 

Soient co une /?-forme différentielle L]oc à support compact dans X et y=(Z, F) 
une p-chaîne différentiable élémentaire, on appelle intégrale sur y de la forme co 
l'expression fz F*co qu'on note fv co. L'intégrale de co sur une p-chaîne quelconque 
est définie par linéarité. 

On appelle support d'une chaîne différentiable où y.=(Zi9 Ft) est une 

chaine élémentaire, et / un ensemble fini, la réunion M F(Z.), c'est un ensemble 
fermé ; on le note spt y. 

On étend la définition des chaînes aux combinaisons linéaires où / est 

un ensemble d'indices quelconque, dans le cas où la famille ()>,•)/€ r est localement 
finie, c'est-à-dire si pour tout x£X il existe un voisinage Vx de x tel que VxPispty^Q 
sauf pour un nombre fini d'indices /, la chaîne est dite alors localement finie et l'in
tégrale d'une p-forme différentielle co à support compact sur une telle chaîne est 
définie et notée fy co. 

Enfin si y est une p-chaîne à support compact, pour toute /7-forme co L}oc, sans 
condition de support, l'intégrale fy co est aussi définie. 
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ERRATUM 
ANALYSE COMPLEXE 

P. Dolbeault 

Page 14 ligne 18 î ; À E au lieu de ; A2E 
Page 14 ligne 6 f (ou Cœ ... au lieu de (où Cœ ... 
Page 23 ligne 2 î qu'on au lieu de qu'un 
Page 31 ligne 16 J, X [f(tJ+l) - f(tj)] au lieu de Z [Fj (tj+l) - Fj (tj)] 
Page 59 ligne 2 | au lieu de 

Page 60 ligne 9 t sint au lieu de sint 
Page 63 ligne 12 J, + / Arg z au lieu de + Arg z 
Page 64 ligne 8 l appliqué au lieu de appliqués 
Page 77 ligne 4 d'où au lieu de 
Page 77 ligne 9 log/„ au lieu de log/» 

Page 79 ligne 6 | , i.e. T : Z »-+ au lieu de i.e. : Z7 
Page 116 ligne 16 j ys (0) au lieu de y (0) 
Page 125 ligne 14 | Z)* au lieu de D* 

Page 157 ligne 5 t hermitienne dz,- dz,• de C au lieu de hermitienne de àz. dzC 

Page 163 ligne 14 au lieu de i 

Page 170 ligne 11 d... au lieu de 

Page 174 ligne 3 au lieu de 
Page 193 ligne 7 t convergentes au lieu de convergente 
Page 216 ligne 3 î pO,L au lieu de pOL 
Page 217 ligne 5 | 0 au lieu de X0 
Page 218 ligne 4 l dPp+1/dxp + l au lieu de dPp + 1 dxp+1 

INDEX 

Page 239 Bord (d'une chaîne) Ajouter : 17 
Page 239 Cartes compatibles Supprimer 110 
Page 239 ajouter : Catégorie 110 
Page 240 Domaine... 205 au lieu de 250 
Page 241 Noethérien (anneau, module) au lieu de anneau-module 
Page 241 Ordre... 

ajouter ... d'une série formelle, 190 
Page 241 Représentation conforme 82 au lieu de 175 et supprimer res 
Page 241 Res,res 175 
Page 242 Silov (frontière de) 187, au lieu de 189 



ERRATA II 
ANALYSE COMPLEXE 

R Dolbeault 

Page 17 ligne 6 l supprimer "discret" 
Page 23 ligne 2 î "qu'on note" au lieu de "qu'un note" 
Page 30 ligne 9 l ajouter ",A C D," après " en £0" 
Page 46 ligne 9 | (ch. 1,5.3.3) au lieu de (ch. 1,5.3.2) 
Page 48 ligne 1 l supprimer Mf 
Page 58 ligne 14 | "N'Y" au lieu de "N Y" 
Page 62 ligne 7 i +isiné?> au lieu de +isin^ 
Page 62 ligne 12 | <>r au lieu de Ô(r) 
Page 62 ligne 14 J. EST au lieu de ES 
Page 71 ligne 11 j "toute suite de" au lieu de "toute de" 
Page 79 ligne 6 j -jj au lieu de j[ 
Page 96 ligne 15 j ^ Ad(p au lieu de ^ A <̂  
Page 134 ligne 8 f " fonctions méromorphes" au lieu de " 1-formes méromorphes" 
Page 135 ligne 13 l à au lieu de a 
Page 138 ligne 16 j U au lieu de U 
Page 184 ligne 10 î "vide :" au lieu de "vide :" 
Page 186 ligne 1 j z° au lieu de z0 
Page 191 ligne 2 [ "continuité de l'addition" au lieu de "continuité l'addition" 
Page 192 ligne 17 .).. —SH |< au lieu - 5 ^ < 
Page 193 ligne 5 j "sommable;" au lieu de "sommable" 
Page 193 ligne 7 l supprimer "d'après 4.3.2" 
Page 193 ligne 7 j " convergentes" au lieu de " convergente'1 
Page 195 ligne 5 l r~a au lieu de ra 
Page 196 ligne 3 [ "d'après 5.2.3" au lieu de "d'après 4.2.3" 
Page 197 ligne 16 i 4.2.5 au lieu de 4.5.2 
Page 197 ligne 2 | | ÛJ |< p au lieu de | a,j |< r 
Page 203 ligne 4 f X.4N) au lieu de X,4) 
Page 206 ligne 19 i dPZrJ au lieu de d" ZiJ 
Page 208 ligne 18 J D au lieu de D 
Page 213 ligne 6 | "un produit fini de" au lieu de "un produit de" 
Page 215 ligne 16 j "RÉUNION FINIE DE" au lieu de "RÉUNION DE" 
Page 215 ligne 20 | "noethérien" au lieu de "noéthérien" 
Page 225 ligne 16 j "dans un ouvert de Rm" au lieu de "dans un ouvert de Rn" 



ERRATA III 
Chapitre 4: 1.3. Corollaire. Dans (b): supprimer: (ce qui équivaut à: chaque composante connexe de 
K est simplement connexe). Dans la DÉMONSTRATION, supprimer: ", i.e. toute composante connexe ... 
relativement compacte" 
Chapitre 4: 1.6.1. Théorème. Remplacer (ii) par: 

(ii) I>2 \ Di = F U L où F est fermé dans D2j L compact et F Pi L = 0 entraîne L = 0. 
Dans la démonstration, définir L comme "un compact de D2 \ D\ et F comme "un fermé de D2 tel 

que D2 \ D 1 = F U L 
Chapitre 7: Remplacer 8.2.4. Théorème et DÉMONSTRATION par: 
8.2.4. Théorème.- Dans un domaine ft de €n, dans un système de coordonnées convenable, soit V = 
{zn — wn — zn-i — wn-i — 0}. ou p/ws généralement un ensemble analytique complexe, irréductible de 
dimension n — 2 (voir ch. 8), et pour un polydisque fermé D{w\ 5) de Q, si f est une fonction holomorphe 
dans D(w: r) \ V, il existe une unique fonction f holomorphe au voisinage de w telle que f(z) = f(z) sur 
l7ouvert où elles sont toutes deux définies. 
DÉMONSTRATION 

(a) Cas particulier. 
pour 

pour 
alors la fonction est définie sur 

La fonction 

est holomorphe sur D\ 
la fonction de est 

holomorphe dans D(wn: <5n), continue jusqu'au bord et satisfait à 

(8.5) 

Si (z\1..., £n,_2, zn) sont fixés avec \zn — wn\ assez voisin de ôn, la fonction f(z\ , . . . , ¿„-2? Çn-u zn) est 
holomorphe en Cn-i dans D(wn-i; <5n_i) et continue jusqu'au bord, alors 

(8.6) 

pour \zn — wn j assez voisin de on. 
A l'aide de 8.5) et (8.6), on trouve f(z) — f(z) dans D(w;5) pour |#n — u?n| assez voisin de 8n. Par le 

théorème d'identité, on a f(z) ~ f(z) sur le domaine commun de définition. 
(b) Cas général: 
Dans des coordonnées convenables (z\ zn-\, zn)y avec z; = (zi , . . . , Zn-2) et — 0, un germe d'ensemble 

analytique complexe VQ9 irréductible, de dimension n — 2, à l'origine 0 de <Dn, est défini par: 
(*) 
(**) 

où dis(z ) Gn_2 O est le discriminant du polynôme distingué P, et où P, Q £n-2 C9|A j. 
Il existe un voisinage ouvert £/ de 0 tel que l'ensemble analytique V de U défini par les équations ci-

dessus induise Vb en 0. Considérons le polydisque fermé D — D(0, J) contenu dans C/. les solutions zn—i(zf)y 
zn(zf) de (*) et (**) respectivement, pour 5 ̂  0 convenable, satisfont à: 

où D° désigne l'intérieur du disque D, 

La suite de la démonstration du cas particulier est valide dans le cas général. 
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