Terminale  C - D
Nombres Complexes

Exercices

31. 1.  Divers,QCM, France 2003 - 5 points


31. 2.  QCM, Asie 2009, 4 points


41. 3.  QCM, Antilles 2009, 5 points


41. 4.  QCM, Polynésie rempl. 2005 - 3 points


51. 5.  QCM, N. Calédonie nov 2007 - 4 points


61. 6.  QCM d’après des sujets de concours GEIPI


61. 7.  QCM, La Réunion 2009, 4 points


71. 8.  Vrai-Faux, Centres étrangers 2009, 4 points


71. 9.  Basique, Antilles 2007 - 5 points


81. 10.  Basique, Antilles 2006 - 5 points


81. 11.  Basique, N. Calédonie 2009


81. 12.  Basique, La Réunion 2008


91. 13.  2nd degré et barycentre, Antilles 2001


91. 14.  2nd degré, Polynésie 1996


101. 15.  2nd degré, Inde, 1996


111. 16.  Petits exos de base


121. 17.  Cours, C. étrangers 2006 - 4 points


131. 18.  Basique, STL France, Juin 2006 - 5 points


131. 19.  Basique, Am. du Sud 11/2008


141. 20.  Equation, STL, France, Juin 2006 - 6 points


141. 21.  Equation, STL, France, juin 2005 - 5 points


141. 22.  pi/12, STL, France, juin 2005 - 5 points


151. 23.  Equation, STL, France, sept. 2004 - 5 points


151. 24.  Rotations, STL, France, sept. 2004 - 5 points


151. 25.  Classique, La Réunion 2006 - 5 points


161. 26.  Système, STL, France, juin 2004 - 5 points


161. 27.  Similitude, STL, France, juin 2004 - 5 points


161. 28.  Transformation ?


171. 29.  Equation


171. 30.  Cercles


171. 31.  Rotation


181. 32.  Carrés, rotations et alignement


181. 33.  ROC+Equation+Rotation, Polynésie 2010, 5 pts


191. 34.  Système+parallélog. Antilles 09/2007, 5 pts


191. 35.  Barycentre, ligne de niveau


201. 36.  Barycentre + ligne de niveau, Polynésie 2004


201. 37.  Ligne de niveau, Centres étrangers 2008


211. 38.  Ligne niveau+rotation, Polynésie 2008


211. 39.  3ème degré, barycentre, ligne de niveau


211. 40.  3ème degré, rotation, Pondicherry 2003


221. 41.  3ème degré+rotation, France 2007 - 5 points


221. 42.  Orthocentre, C. étrangers 2007 - 5 points


231. 43.  Produit scalaire


231. 44.  Forme algébrique & trigo de pi/12 -1


241. 45.  Forme algébrique & trigo de pi/12 -2


241. 46.  Forme algébrique & trigo de pi/12 -3


241. 47.  pi/12 –4, France remplt 2007 - 5 points


241. 48.  Trigo, France 2010, 5 pts


261. 49.  Equation du second degré - 1


261. 50.  Equation du second degré - 2


261. 51.  Médiatrice - 1


261. 52.  Médiatrice - 2


271. 53.  Suite géométrique


271. 54.  Suite arithmético-géométrique, Asie 2007 - 5 pts


281. 55.  Suite de carrés, Asie 2000 - 5 points


281. 56.  Inversion 1


291. 57.  Inversion 2, Antilles 2005 - 5 points


291. 58.  Inversion 3, Am. du Sud 2005


291. 59.  Inversion 4, Asie 06/2008


301. 60.  Homographie, Am. du Nord 2010 5 points


301. 61.  Homographie, France 2009, 5 points


311. 62.  Homographie, Polynésie sept 2006 - 4 points


311. 63.  Homographie+ROC, Asie 2006 - 4 points


321. 64.  Homographie 1


321. 65.  Homographie 2


331. 66.  Homographie 3, N. Calédonie 1996


331. 67.  Homographie 4, Amérique du Sud 2002


331. 68.  Homographie 5, Centres étrangers 2010


341. 69.  Homog.+construction, France et La Réunion 09/2008


341. 70.  Homographie+cercles, France 2002 - 5 points


351. 71.  Homographie, La Réunion 2004 - 5 points


351. 72.  Carré


361. 73.  ROC+triangles, Antilles-Guyane 5 points


361. 74.  Rotation et suite, La Réunion sept. 2010, 5 pts


361. 75.  Rotation, France, sept. 2010, 5 pts


371. 76.  Rotation, Asie 2009


371. 77.  Rotations, Am du Nord 2009


381. 78.  Rotation+Cercle, Pondicherry 2009


391. 79.  ROC + Similitude, Polynésie 2009, 5 points


391. 80.  Homothétie+rotation, Polynésie, nov 2010, 5 pts


401. 81.  Rotation et homothétie


401. 82.  Homothéties


411. 83.  Rotation-translation


411. 84.  Rotations, Paris 1996


411. 85.  Varignon, N. Calédonie 2004 - 4 points


421. 86.  3ème degré+Hyperbole, Am Nord 2004 - 5 pts


421. 87.  Conjugué, Centres étrangers 2004 - 4 pts


431. 88.  ROC+homographie, La Réunion 2010, 5 pts


431. 89.  Transf. + ROC, Pondicherry 2007, 5 pts


441. 90.  Transf.+médiatrice, C. étrangers 2005 - 5 pts


441. 91.  Fonction complexe, France 2009, 5 points


451. 92.  Transf. non linéaire, Liban 2007 - 5 pts


461. 93.  Transformation, Antilles 2008


471. 94.  Fonction carré, Liban 2009, 5 points


481. 95.  f(z)=z²+1, N. Calédonie 2003 - 5 pts


481. 96.  f(z)=z², Polynésie 2004 - 5 pts


491. 97.  Napoléon, Antilles 2004 - 5 pts


491. 98.  f(z)=z²−4z+6, Polynésie 2004


501. 99.  Projection orthogonale, Am. du Sud 2003


501. 100.  f(M)=MA.MB, Antilles 2002


511. 101.  Hyperbole+rotation, Polynésie 09/2005 - 7 pts


511. 102.  Conique


511. 103.  Spirale


521. 104.  Courbe paramétrée+conique (prog. 1985)


531. 105.  Hyperbole et complexes


531. 106.  Bissectrice (recherche)


531. 107.  Birapport


541. 108.  Triangles équilatéraux, Am. du Sud 1992


551. 109.  Somme de distances, Asie 2010, 5 points


551. 110.  Produit de distances, C. étrangers 1991


551. 111.  Logarithme complexe, EFREI 2001





1. 1.  Divers,QCM, France 2003 - 5 points

Le plan complexe est rapporte à un repère orthonormal direct 
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. On considère les points A et 
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 d’affixes respectives : 
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On appelle r la rotation de centre 
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 et d’angle 
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 et h l’homothétie de centre 
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 et de rapport 
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1. Placer sur une figure les points A et 
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, l’image B du point A par r, l’image C du point B par r et l’image D du point A par h.

2. On note b, c et d les affixes respectives des points B, C et D.

Le tableau ci-dessous contient une suite de 18 affirmations, dont chacune débute dans la première colonne et s’achève sur la même ligne colonne 2, colonne 3 ou colonne 4.

Le candidat doit se prononcer sur chacune de ces affirmations. Pour cela il doit remplir le tableau de la feuille annexe, en faisant figurer dans chacune des cases la mention VRAI ou FAUX (en toutes lettres).
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	Le point D est :
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Annexe

	1
	Réponses
	
	
	

	2
	Réponses
	
	
	

	3
	Réponses
	
	
	

	4
	Réponses
	
	
	

	5
	Réponses
	
	
	

	6
	Réponses
	
	
	


1. 2.  QCM, Asie 2009, 4 points
L’exercice comporte quatre questions indépendantes. Pour chacune d’entre elles, trois réponses sont proposées dont une seule est exacte. Il s’agit de déterminer la bonne réponse et de justifier le choix ainsi effectué.

Un choix non justifié ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative, même non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.

Question 1

La solution f de l’équation différentielle y’ + 2y = 6 qui vérifie la condition initiale f(0) = 1 est définie sur l’ensemble  des nombres réels par :

	Réponse (1) : 
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	Réponse (2) : 
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	Réponse (3) : 
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Question 2

On considère un triangle ABC et on note I le point tel que 
[image: image37.wmf]20
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. Les points G, I et A sont alignés lorsque G est le barycentre du système :

	Réponse (1) : {(A, 1), (C, 2)}
	Réponse (2) : {(A, 1), (B, 2), (C, 2)}
	Réponse (3) : {(A, 1), (B, 2), (C, 1)}


Question 3

Dans l’espace muni d’un repère orthonormal 
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, on considère le plan P d’équation cartésienne : 
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 et le point A(2 ; 3 ; –1). Le projeté orthogonal du point A sur le plan P est le point :

	Réponse (1) : H1(3 ; –1 ; 4)
	Réponse (2) : H2(4 ; –3 ; –4)
	Réponse (3) : H3(3 ; 0 ; 1)


Question 4

La valeur moyenne de la fonction f définie sur l’intervalle [0 ; 1] par 
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 est égale à :

	Réponse (1) : 
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	Réponse (2) : 
[image: image42.wmf]4

p


	Réponse (3) : 
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1. 3.  QCM, Antilles 2009, 5 points
Dans chacun des cas suivants, indiquer si l’affirmation proposée est vraie ou fausse et justifier la réponse.

1. Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal 
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Soit le point A d’affixe 3, le point B d’affixe –4i et l’ensemble E des points M d’affixe z tels que 
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Affirmation : E est la médiatrice du segment [AB].

2. Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal 
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On considère trois points A, B et C deux à deux distincts, d’affixes respectives a, b et c, tels que 
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Affirmation : A appartient au cercle de diamètre [BC].

3. On considère le nombre 
[image: image48.wmf]7
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.

Affirmation : z2009 est un nombre réel positif.

4. On considère trois points A, B et C non alignés de l’espace. Le point G est le centre de gravité du triangle ABC. On note F l’ensemble des points M vérifiant 
[image: image49.wmf]6
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Affirmation :F est la sphère de centre de G et de rayon 2.

5. L’espace est muni d’un repère orthonormal 
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. S est la sphère 
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. P est le plan d’équation x + y – 5 = 0.

Affirmation : Le plan P coupe la sphère S suivant un cercle.

1. 4.  QCM, Polynésie rempl. 2005 - 3 points

Pour chacune des 3 questions, une seule des trois propositions est exacte. Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant à la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée. Une réponse exacte rapporte 1 point ; une réponse inexacte enlève 0,5 point ; l’absence de réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est ramenée à zéro.

Dans tout l’exercice, le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
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1. Le point M est situé sur le cercle de centre A(−2 ; 5) et de rayon 
[image: image53.wmf]3

. Son affixe z vérifie :


a. 
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b. 
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c. 
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2. On considère trois points A, B et C d’affixes respectives a, b et c, deux à deux distincts et tels que le triangle ABC n’est pas équilatéral. Le point M est un point dont l’affixe z est telle que les nombres complexes 
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 sont imaginaires purs.

a. M est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC ;

b. M appartient aux cercles de diamètres respectifs [AC] et [AD] ;

c. M est l’orthocentre du triangle ABC.

3. Soit A et B les points d’affixes respectives 1 + i et 5 + 4i, et C un point du cercle de diamètre [AB]. On appelle G l’isobarycentre des points A, B et C et on note 
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 son affixe.


a. 
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c. 
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1. 5.  QCM, N. Calédonie nov 2007 - 4 points
Pour chaque question, une seule des trois propositions est exacte. Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant à la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée.

Une réponse exacte rapporte 0,5 point ; une réponse inexacte enlève 0,25 point ; l’absence de réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est ramenée à zéro.

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé direct d’origine O.

1. Une solution de l’équation 
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 est :

	a. 3
	b. i
	c. 3 + i


2. Soit z un nombre complexe ; 
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	a. 
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3. Soit z un nombre complexe non nul d’argument 
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. Un argument de 
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4. Soit n un entier naturel. Le complexe 
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 est un imaginaire pur si et seulement si :

	a. n = 3
	b. n = 6k + 3, avec k relatif
	c. n = 6k avec k relatif


5. Soient A et B deux points d’affixe respective i et −1. l’ensemble des points M d’affixe z vérifiant 
[image: image74.wmf]1
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 est :

	a. la droite (AB) 
	b. le cercle de diamètre [AB]
	c. la droite perpendiculaire à (AB) passant par O


6. Soit le point d’affixe 
[image: image75.wmf]1
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L’ensemble des points M d’affixe 
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 vérifiant 
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	c. 
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7. Soient A et B les points d’affixes respectives 4 et 3i. L’affixe du point C tel que le triangle ABC soit isocèle avec 
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	a. 
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8. L’ensemble des solutions dans 
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 de l’équation 
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	a. 
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1. 6.  QCM d’après des sujets de concours GEIPI

Dans chaque question sont proposées plusieurs réponses, chacune de ces réponses pouvant être vraie ou fausse. Il n’y a pas forcément une seule bonne réponse pour chaque question. Donner pour chaque question les réponses vraies et les réponses fausses. Chaque résultat exact rapportera des points, chaque résultat inexact entraînera une pénalité. Une absence de réponse ne sera pas considérée comme un résultat inexact. Si le total des points, pour une question est négatif, ce total sera ramené à 0.

1. Pour tous nombres complexes z et z’ non nuls, on a :

a. 
[image: image90.wmf]11

z

+³

.




b. Si 
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c. Si 
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d. 
[image: image94.wmf]''

zzzz

+=+

.

2. On considère les complexes 
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b. Il existe un entier n non nul tel que an est un réel.

c. Il existe un entier n non nul tel que an et bn sont tous deux des entiers.

d. Le point A d’affixe a est l’image du point B d’affixe b par une rotation de centre O.

3. Pour tout réel  de [0 ; 2[ on pose 
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b. Pour tout  de [0 ; 2[ , 
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c. Pour tout  de [0 ; 2[ , 
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 est réel.

d. L’ensemble des points 
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 d’affixe 
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 est un cercle de rayon 1.

4. Soit a un réel de 
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 et (E) l’équation d’inconnue z : 
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. On appelle M et N les points dont les affixes sont les solutoins de (E). Alors : 

a. Les points M et N sont symétriques par rapport à l’axe des abscisses.

b. Les points M et N sont situés sur le cercle de centre O et de rayon 1.

c. Il n’existe aucune valeur de a telle que M et N sont symétriques par rapport à O.

d. Si A est le point d’affixe –1, on a AM < 2.

1. 7.  QCM, La Réunion 2009, 4 points
Cet exercice est un questionnaire à choix multiple (QCM). Pour chaque question une seule des propositions est exacte. Le candidat portera sur la copie, sans justification, la lettre correspondant à la réponse choisie. Il est attribué un point si la réponse est exacte, aucun point n’est enlevé pour une réponse inexacte ou une absence de réponse.

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image106.wmf](;,)
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1. Soit (E) l’ensemble des points M d’affixe z vérifiant : 
[image: image107.wmf]12
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 étant un nombre réel.

a. (E) est une droite passant par le point d’affixe 2 – 2i.
b. (E) est le cercle de centre d’affixe –1 + 2i et de rayon 1.

c. (E) est le cercle de centre d’affixe 1 – 2i et de rayon 1.
d. (E) est le cercle de centre d’affixe 1 – 2i et de rayon 
[image: image109.wmf]5

.

2. Soit f l’application du plan qui, à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que 
[image: image110.wmf]'2
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a. f est une homothétie.



b. Le point d’affixe –1 – 2i est un antécédent du point d’affixe i.

c. f est la rotation de centre le point d’affixe 1 + i et d’angle 
[image: image111.wmf]2
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.

d. f est la rotation de centre le point d’affixe –1 – i et d’angle 
[image: image112.wmf]2
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.
3. Soit (F) l’ensemble des points M d’affixe z vérifiant 
[image: image113.wmf]112
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Soient les points A, B et C d’ affixes respectives 1 – i, –1 + 2i et –1 – 2i.

a. C est un point de (F).



b. (F) est la médiatrice du segment [AB].

c. (F) est la médiatrice du segment [AC].


d. (F) est le cercle de diamètre [AB].

4. On considère dans l’ensemble des nombres complexes l’équation 
[image: image114.wmf]2
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. Cette équation admet :

a. Deux solutions distinctes qui ont pour partie imaginaire 1.

b. Une solution réelle.

c. Deux solutions dont une seule a pour partie imaginaire 1.

d. Une solution qui a pour partie imaginaire 2.

1. 8.  Vrai-Faux, Centres étrangers 2009, 4 points
Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse choisie. Dans le cas d'une proposition fausse, on pourra donner un contre-exemple.

1. Pour tout complexe z, 
[image: image115.wmf](
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2. Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal 
[image: image116.wmf](;,)
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. Pour tout nombre complexe z non nul, les points M d'afîïxe z, N d'affixe 
[image: image117.wmf]z

 et P d'affixe 
[image: image118.wmf]2
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 appartiennent à un même cercle de centre O.

3. Pour tout nombre complexe z, si 
[image: image119.wmf]11

iziz

+=-

 alors la partie imaginaire de z est nulle.

4. Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal 
[image: image120.wmf](;,)
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. Quels que soient les nombres complexes z et z’ non nuls, d'images respectives M et M' dans le plan complexe, si z et z’ vérifient l'égalité 
[image: image121.wmf]''
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, alors les droites (OM) et (OM’) sont perpendiculaires.

1. 9.  Basique, Antilles 2007 - 5 points


[image: image122.wmf](;,)
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 est un repère orthonormal direct du plan complexe. Soit A le point d’affixe 1 + i.

Au point M d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z’ telle que 
[image: image123.wmf](
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1. On pose 
[image: image124.wmf]zxiy
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 et 
[image: image125.wmf]'''
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 avec x, y, x’ et y’ réels.

a. Démontrer les égalités suivantes : 
[image: image126.wmf](
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[image: image127.wmf](
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. En déduire que le point M’ appartient à la droite (OA).

b. Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que M =M’.

c. Démontrer que pour tout point M du plan les vecteurs 
[image: image128.wmf]'
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[image: image129.wmf]OA
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 sont orthogonaux.

2. Soit r la rotation de centre O et d’angle 
[image: image130.wmf]2
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. M1 est le point d’affixe z1 image de M par r, M2 le point d’affixe 
[image: image131.wmf]2
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, M3 le point d’affixe z3 tel que le quadrilatère OM1M3M2 soit un parallélogramme.

a. Dans cette question uniquement M a pour affixe 4 + i, placer les points M, M1, M2, M3.

b. Exprimer z1 en fonction de z, puis z3 en fonction de z.

c. OM1M3M2 est-il un losange ? Justifier.

d. Vérifier que 
[image: image132.wmf]3
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. En déduire que 
[image: image133.wmf]3
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3. Démontrer que les points M, M1, M2 et M3 appartiennent à un même cercle de centre O si et seulement si 
[image: image134.wmf]1
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Donner alors la mesure en radians de l’angle géométrique 
[image: image135.wmf]·
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1. 10.  Basique, Antilles 2006 - 5 points

1. Dans le plan complexe rapporté à un repère  orthonormal direct 
[image: image136.wmf](;,)
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, on considère les points

– A d’affixe a, a 
[image: image137.wmf]Î


[image: image138.wmf]¡

 ;

– B d’affixe b +i, b 
[image: image139.wmf]Î


[image: image140.wmf]¡

 ;

– C image de B dans la rotation de centre A et d’angle 
[image: image141.wmf]3
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.

a. Déterminer une relation entre a et b pour que le point C appartienne à l’axe 
[image: image142.wmf](;)
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b. Exprimer alors l’affixe du point C en fonction de a.

2. Dans cette question, on pose 
[image: image143.wmf]3
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 et b = 0. On considère les points C d’affixe c = −i et D d’affixe 
[image: image144.wmf]2323
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a. Quelle est la nature du triangle ABC ?

b. Calculer le quotient 
[image: image145.wmf]da

ca
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 ; que peut-on en déduire pour le triangle ACD ?

c. Déterminer l’affixe du point E image de D dans la rotation de centre A et d’angle 
[image: image146.wmf]3
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.

d. Déterminer l’affixe du point F image de D dans la translation de vecteur 
[image: image147.wmf]AC
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.

e. Déterminer la nature du triangle BEF.

1. 11.  Basique, N. Calédonie 2009

4 points

Le plan est rapporté à un repère orthonormal 
[image: image148.wmf](;,)
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 direct d’unité graphique 1 cm. On considère les points A et B d’affixes respectives zA = 1 et zB = 3 + 4i. Soit C et D les points d’affixes respectives 
[image: image149.wmf](
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[image: image150.wmf](
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L’ objet de l’exercice est de proposer une construction géométrique des points D et C.

1. a. Montrer que l’image du point B par la rotation de centre A et d’angle 
[image: image151.wmf]2
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 est le point D.

b. En déduire que les points B et D sont sur un cercle (C) de centre A dont on déterminera le rayon.

2. Soit F, l’image du point A par l’homothétie de centre B et de rapport 
[image: image152.wmf]3

2

.

a. Montrer que l’affixe zF du point F est −2i.

b. Montrer que le point F est le milieu du segment [CD].

c. Montrer que 
[image: image153.wmf]3
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. En déduire la forme exponentielle de 
[image: image154.wmf]CF
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. Déduire des questions précédentes que la droite (AF) est la médiatrice du segment [CD].

3. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, sera prise en compte dans l’évaluation.

Proposer un programme de construction pour les points D et C à partir des points A, B et F et réaliser la figure.

1. 12.  Basique, La Réunion 2008

5 points 

Le plan complexe est rapporté à un repère  orthonormal direct 
[image: image155.wmf](;,)
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. Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 1.
On considère le point A de (C) d'affixe 
[image: image156.wmf]3
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1. Déterminer l'affixe 
[image: image157.wmf]B

z

 du point B image de A par la rotation de centre O et d'angle 
[image: image158.wmf]2
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. Déterminer l'affixe 
[image: image159.wmf]C
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 du point C image de B par la rotation de centre O et d'angle 
[image: image160.wmf]2
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.
2. a. Justifier que (C) est le cercle circonscrit au triangle ABC. Construire les points A, B et C sur la feuille de papier millimétré.
b. Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier.
3. Soit h l'homothétie de centre O et de rapport −2.
a. Compléter la figure en plaçant les points P, Q et R images respectives des points A, B et C par h.
b. Quelle est la nature du triangle PQR ? Justifier.
4. Dans cette question le candidat est invité à porter sur sa copie les étapes de sa démarche même si elle n'aboutit pas.
a. Donner l’écriture complexe de h.
b. Calculer 
[image: image161.wmf]ABC
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. En déduire que A est le milieu du segment [QR].
c. Que peut-on dire de la droite (QR) par rapport au cercle (C) ?

1. 13.  2nd degré et barycentre, Antilles 2001 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image162.wmf](;,)
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1. Résoudre dans l’ensemble 
[image: image163.wmf]£

 des nombres complexes l’équation d’inconnue z : 
[image: image164.wmf]2
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2. On considère les points A et B qui ont pour affixes respectives les nombres complexes 
[image: image165.wmf]434
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 et 
[image: image166.wmf]434
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.

Calculer les distances OA, OB et AB. En déduire la nature du triangle OAB.

3. On désigne par C le point d’affixe 
[image: image167.wmf]3
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 et par D son image par la rotation de centre O et d’angle 
[image: image168.wmf]3

p

. Déterminer l’affixe d du point D.

4. On appelle G le barycentre des points pondérés (O ; −1), (D ; 1) et (B ; 1).

a. Montrer que le point G a pour affixe 
[image: image169.wmf]436
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b. Placer les points A, B, C, D et G sur une figure (unité graphique : 1 cm).

c. Démontrer que le quadrilatère OBGD est un parallélogramme.

5. a. Justifier l’égalité 
[image: image170.wmf]13
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b. En déduire une mesure en radians de l’angle 
[image: image171.wmf](
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, ainsi que la valeur du rapport 
[image: image172.wmf]GC

GA

.

Que peut-on en déduire concernant la nature du triangle AGC ?

1. 14.  2nd degré, Polynésie 1996 

Partie A
Soit P le polynôme défini sur 
[image: image173.wmf]£

 par: 
[image: image174.wmf]2

()234

Pzzz

=++

.

1. Résoudre dans 
[image: image175.wmf]£

 l'équation P(z) = 0.

2. Écrire les solutions sous forme trigonométrique.

Partie B

Le plan est rapporté à un repère orthonormal direct (unité 4 cm). Soient A, B et C les points d'affixes respectives a = 2i, 
[image: image176.wmf]3
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 et 
[image: image177.wmf]3
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1. Placer les points A, B et C sur une figure.

2. Soit 
[image: image178.wmf]ab
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.

a. Interpréter géométriquement le module et un argument de Z.

b. Écrire Z sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

c. En déduire la nature du triangle ABC ainsi qu'une mesure, en radians, de l'angle 
[image: image179.wmf](,)
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.

3. Calculer l'aire du triangle ABC en centimètres carrés.

1. 15.  2nd degré, Inde, 1996 

1. a. Démonstration de cours : étudier la résolution dans  de l’équation 
[image: image180.wmf]2
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, a, b, c étant trois réels avec a non nul.

b. Résoudre l’équation 
[image: image181.wmf]2
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. On appellera 
[image: image182.wmf]1
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 et 
[image: image183.wmf]2
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 les solutions, 
[image: image184.wmf]1
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 ayant sa partie imaginaire positive.

c. Donner la forme exponentielle de 
[image: image185.wmf]1
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 et 
[image: image186.wmf]2

z

 puis celle de 
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2. Dans le plan complexe muni d’un repère othonormal 
[image: image188.wmf](,,)
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 d’unité 1 cm, on considère les points 
[image: image189.wmf]1
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 d’affixe 
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 d’affixe 
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 et A d’affixe 
[image: image193.wmf]2
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a. Déterminer l’affixe 
[image: image194.wmf]3

z

 du point 
[image: image195.wmf]3
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 image de 
[image: image196.wmf]2
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 par l’homothétie h de centre A et de rapport –3.

b. Déterminer l’affixe 
[image: image197.wmf]4

z

 du point 
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 image de 
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 par la rotation r de centre O et d’angle 
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c. Représenter les points O, A, 
[image: image201.wmf]1
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, 
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, 
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d. Calculer 
[image: image205.wmf]31
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. Que peut-on en conclure ?

1. 16.  Petits exos de base
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1. Sur la figure ci-dessus placer les points suivants :


[image: image207.wmf]32
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2. Lire sur la figure le module et l’argument de chacun des complexes correspondants.

3. Faire le calcul pour 
[image: image208.wmf],,,
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.

4. Déterminer la forme algébrique et la forme exponentielle des conjugués de 
[image: image209.wmf],,,
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.

5. Calculer 
[image: image210.wmf](
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6. Calculer les complexes 
[image: image211.wmf]AE
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[image: image212.wmf]BE
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 ; déterminer leurs modules. Calculer 
[image: image213.wmf]AE
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, déterminer son module et son argument, en déduire l’angle des vecteurs 
[image: image214.wmf]EA
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  et 
[image: image215.wmf]EB
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.

7. On fait une rotation de centre O et d’angle 
[image: image216.wmf]2

p

 sur les points E, A et B. Si E’, A’ et B’ sont leurs images, quelles sont les affixes de ces trois points. Que vaut alors 
[image: image217.wmf]''
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8. On veut construire un triangle rectangle isocèle ABM dont l’hypothénuse est [AB]. Lire sur la figure les affixes possibles des points M. Donner une méthode pour trouver les points M, l’appliquer.

9. Soient z1 = 2, z2 = 3i et z3 = 1 – 2i, calculer 
[image: image218.wmf]1
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[image: image220.wmf]3
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, | z1|, | z2|, | z3|, a = 
[image: image221.wmf]12

3

zz

z

+

 et b = (z3)3.

10. Soit f la transformation du plan qui à M d’affixe z associe M’ d’affixe z’ tel que : z’ = 4z + 6 – 3i.

Déterminer l’unique point invariant de f et en déduire la nature et les éléments caractéristique de f.

11. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct
[image: image222.wmf](;,)
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Dans chacun des cas suivants, déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que :

a. 
[image: image223.wmf]32

zizi

+=-+



b. 
[image: image224.wmf](1)(1)3
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12.  Soit le complexe 
[image: image225.wmf]3
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a. Ecrire Z sous forme exponentielle.

b. Reprendre la forme initiale de Z pour déterminer sa forme algébrique.

c. Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de 
[image: image226.wmf]5
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[image: image227.wmf]5

sin

12

p

.

13. 
[image: image228.wmf]a

 et 
[image: image229.wmf]b

 sont des réels fixés. Mettre chacun des complexes suivants sous forme trigonométrique :


[image: image230.wmf]cossin
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[image: image231.wmf]sincos
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14. Mettre le complexe suivant sous forme exponentielle, puis sous forme algébrique : 
[image: image232.wmf]5
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15. Utiliser une formule d’Euler pour exprimer 
[image: image233.wmf]3
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 en fonction de 
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[image: image235.wmf]sin
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16. Dire, sans justifier si chacune des affirmations a), b), c) est vraie ou fausse .

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct
[image: image236.wmf](;,)
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. On considère les points A, B et C d’affixes respectives : 
[image: image237.wmf]13

A

zi

=+

 , 
[image: image238.wmf]1

B

zi

=+

  et 
[image: image239.wmf]2cossin

1212

C

zii

pp

æö

=+

ç÷

èø

.

a. On a 
[image: image240.wmf]arg()
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b. L’écriture algébrique de 
[image: image241.wmf]A
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c. L’écriture trigonométrique de 
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[image: image244.wmf]2cossin

1212

i

pp

æö

+

ç÷

èø

.

17. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct
[image: image245.wmf](;,)
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On considère les points  
[image: image246.wmf]()
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a. Préciser les affixes des milieux des segments 
[image: image250.wmf][
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. Que peut-on en déduire pour le quadrilatère 
[image: image252.wmf]ABCD
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b. Interpréter géométriquement le module et un argument de 
[image: image253.wmf]CA
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. Calculer 
[image: image254.wmf]CA
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.

c. Déduire du b. les propriétés vérifiées par les diagonales de 
[image: image255.wmf]ABCD

. Quelle est la nature de 
[image: image256.wmf]ABCD

 ?

1. 17.  Cours, C. étrangers 2006 - 4 points

Partie A : restitution organisée de connaissances

Prérequis : On rappelle les deux résultats suivants : 

(i) Si z est un nombre complexe non nul, on a l’équivalence suivante : 
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(ii) Pour tous nombres réels a et b : 
[image: image258.wmf](
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Soient z1 et z2 deux nombres complexes non nuls. Démontrer les relations : 


[image: image259.wmf]1212
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Partie B

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une démonstration pour la réponse indiquée. Dans le cas d’une proposition fausse, la démonstration consistera à fournir un contre-exemple. Une réponse sans démonstration ne rapporte pas de point.

On rappelle que si z est un nombre complexe, z désigne le conjugué de z et 
[image: image262.wmf]z

 désigne le module de z.

1. Si 
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2. Si 
[image: image264.wmf]0

zz

+=
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3. Si 
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, alors z = i ou z = −i.

4. Si 
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1. 18.  Basique, STL France, Juin 2006 - 5 points

Partie A

Pour tout nombre complexe z, on note 
[image: image268.wmf](
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1. Calculer P(2). Vérifier que, pour tout nombre complexe z, P(z) peut s’écrire sous la forme
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2. Résoudre, dans l’ensemble 
[image: image270.wmf]£

 des nombres complexes, l’équation 
[image: image271.wmf]2

240

zz

-+=

. En déduire les solutions, dans l’ensemble 
[image: image272.wmf]£

 des nombres complexes, de l’équation P(z) = 0.

Partie B

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal 
[image: image273.wmf](;,)
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 (unité graphique : 2 cm).

On considère les points A, B et C d’affixes respectives : a = 2, 
[image: image274.wmf]13
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1. a. Placer les points A, B et C dans le plan complexe.

b. Démontrer que les points A, B et C sont sur un même cercle 
[image: image276.wmf]G

 de centre O.

c. Construire le cercle 
[image: image277.wmf]G

.

2. Déterminer un argument du nombre complexe b. En déduire une mesure de l’angle 
[image: image278.wmf](
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. Quelle est la nature du triangle OAB ?

1. 19.  Basique, Am. du Sud 11/2008

5 points

Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormal 
[image: image279.wmf](;,)

Ouv

rr

, on considère les points A, B, C d’affixes respectives a = –1+2i, b = 1+3i, c = 4i.

1. Montrer que le triangle ABC est isocèle en A.

2. Soit I le milieu de [BC] et zI son affixe.

a. Quel est l’ensemble des points M du plan distincts de A dont l’affixe z est telle que 
[image: image280.wmf]I
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 soit un réel ?

b. Déterminer l’unique réel x tel que 
[image: image281.wmf]I
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 soit un réel.

c. Soit 
[image: image282.wmf]AI
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 l’affixe du vecteur 
[image: image283.wmf]AI

uur

 ; donner une forme trigonométrique de 
[image: image284.wmf]AI
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.

3. a. Soit G le point d’affixe –3. Montrer qu’il existe deux rotations de centre G, dont on déterminera les angles, telles que les images de A et I par ces rotations soient toutes deux sur l’axe des réels.

b. Soit r1 la rotation de centre G et d’angle de mesure 
[image: image285.wmf]4
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. Déterminer l’écriture complexe de r1.

4. Soit A’, B’ et C’ les images respectives de A, B, et C par la rotation r1 ; soient a’, b’ et c’ leurs affixes.

Quelle est l’image par r1 de l’axe de symétrie du triangle ABC ? En déduire que 
[image: image286.wmf]''
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1. 20.  Equation, STL, France, Juin 2006 - 6 points

Le plan P est rapporté à un repère orthonormal 
[image: image287.wmf](;,)
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 (unité graphique 1 cm).

On considère un polynôme P défini par 
[image: image288.wmf](
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 où z est une variable complexe.

1. a. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que 
[image: image289.wmf](
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b. Résoudre dans 
[image: image290.wmf]£

 l’équation P(z) = 0.

On considère les points A et B d’affixes respectives : zA = 2 − 2i et zB = 2 + 2i.

a. Écrire sous forme trigonométrique puis sous forme exponentielle les nombres zA et zB.

b. Placer dans le plan P les points A et B.

c. Quelle est la nature du triangle OAB ?

2. On considère la transformation T du plan P dans lui-même qui, à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que 
[image: image291.wmf]3
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a. Caractériser géométriquement la transformation T.

b. Déterminer sous forme trigonométrique et sous forme algébrique l’affixe du point A’ image de A par la transformation T.

c. En déduire les valeurs exactes de 
[image: image292.wmf]cos
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 et 
[image: image293.wmf]sin
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p

.

1. 21.  Equation, STL, France, juin 2005 - 5 points

On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d’argument 
[image: image294.wmf]2

p

. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal 
[image: image295.wmf](;,)
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 d’unité graphique 1 cm.

1. Résoudre dans l’ensemble des nombres complexes, l’équation suivante, en donnant les solutions sous forme algébrique : z2 + 3z + 3 = 0.

2. On considère les nombres complexes : 
[image: image296.wmf]1
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 et 
[image: image297.wmf]21
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a. Écrire z1 sous forme trigonométrique.

b. Construire avec précision dans le repère 
[image: image298.wmf](;,)

Ouv

rr

 les points A et B d’affixes respectives z1 et z2. On laissera apparents les traits de construction.

3. On appelle D le point d’affixe 
[image: image299.wmf]3
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 et K le point d’affixe z4 = 1.

a. Montrer que les points A, B et D appartiennent à un cercle C de centre K.

b. Montrer que le point K est le milieu du segment [AD].

c. Dans le repère 
[image: image300.wmf](;,)
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 placer les points K et D et tracer le cercle C. Déterminer la nature du triangle ABD.

1. 22.  pi/12, STL, France, juin 2005 - 5 points

Le plan P est rapporté à un repère  orthonormal 
[image: image301.wmf](;,)
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 d’unité graphique 4cm.

1. a. Résoudre dans l’ensemble 
[image: image302.wmf]£

 des nombres complexes l’équation 
[image: image303.wmf]2
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. Donner les solutions sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

b. Représenter dans le plan P les points A d’affixe 
[image: image304.wmf]3
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 et B d’affixe 
[image: image305.wmf]3
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.

c. Démontrer que le triangle OAB est équilatéral.

2. On considère l’application R de P dans P qui à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que 
[image: image306.wmf]4
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a. Caractériser géométriquement l’application R.

b. Placer le point A’ image du point A par R.

c. Calculer sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique l’affixe du point A’.

d. En déduire les valeurs exactes de 
[image: image307.wmf]cos
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 et 
[image: image308.wmf]sin
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.

1. 23.  Equation, STL, France, sept. 2004 - 5 points

1. Résoudre dans 
[image: image309.wmf]£

 l’équation 
[image: image310.wmf]2
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2. Le plan complexe est muni d’un repère  orthonormé direct 
[image: image311.wmf](;,)
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 d’unité graphique 1 cm.

Soit les points A, B et C du plan complexe d’affixes respectives 
[image: image312.wmf]22
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a. Calculer le module et un argument de zA et zB.

b. Construire les points A, B et C.

c. Calculer 
[image: image315.wmf]AB
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d. Quelle est la nature du triangle OAB ? (justifier la réponse).

3. a. Écrire zC sous forme algébrique.

b. Montrer que C est le milieu du segment [OA].

4. Quelle est la nature du triangle ABC ? (justifier la réponse).

1. 24.  Rotations, STL, France, sept. 2004 - 5 points

Le plan complexe P est rapporté à un repère  orthonormal 
[image: image316.wmf](;,)
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 d’unité graphique 1 cm.

On note i le nombre complexe de module 1 et d’argument 
[image: image317.wmf]2

p

. Dans P, les points A et B ont pour affixes respectives 8 et 8i.

1. On appelle D l’image de A par la rotation R1 de centre O et d’angle 
[image: image318.wmf]3
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 et C l’image de B par la rotation R2 de centre O et d’angle 
[image: image319.wmf]2
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a. Quelles sont les fonctions f1 et f2 de 
[image: image320.wmf]£

 dans 
[image: image321.wmf]£

 associées respectivement aux rotations R1 et R2.

b. Calculer les affixes des points C et D.

2. a. Montrer que les points A, B, C et D appartiennent à un même cercle C dont on précisera le centre et le rayon. Tracer le cercle C dans le plan P et représenter les points A, B, C et D.

b. Quelle est la nature du triangle OCD ?

3. On note a l’affixe du vecteur 
[image: image322.wmf]AD
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 et b celle du vecteur 
[image: image323.wmf]BC
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. Montrer que 
[image: image324.wmf]3

ba

=
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1. 25.  Classique, La Réunion 2006 - 5 points

Le plan complexe est rapporté à un repère  orthonormal direct 
[image: image325.wmf](;,)
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, l’unité graphique est 2 cm. On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d’argument 
[image: image326.wmf]2
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. On réalisera une figure que l’on complétera au fur et à mesure des questions.

1. Résoudre dans l’ensemble 
[image: image327.wmf]£

 des nombres complexes l’équation 
[image: image328.wmf]4
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. Écrire la solution sous forme algébrique.

2. Résoudre dans 
[image: image329.wmf]£

 l’équation 
[image: image330.wmf]2
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. Écrire les solutions sous forme exponentielle.

3. Soient A, B, A’ et D les points du plan complexe d’affixes respectives : a = 2, b = 4, a’ = 2i et d = 2 + 2i.

Quelle est la nature du triangle ODB ?

4. Soient E et F les points d’affixes respectives 
[image: image331.wmf]13
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 et 
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. Quelle est la nature du quadrilatère OEAF ?

5. Soit C le cercle de centre A et de rayon 2. Soit C’ le cercle de centre A’ et de rayon 2. Soit r la rotation de centre O et d’angle 
[image: image333.wmf]2
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.

a. On désigne par E’ l’image par la rotation r du point E. Calculer l’affixe e’ du point E’.

b. Démontrer que le point E’ est un point du cercle C’.

c. Vérifier que : 
[image: image334.wmf](
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. En déduire que les points E, E’ et D sont alignés.

6. Soit D’ l’image du point D par la rotation r. Démontrer que le triangle EE’D’ est rectangle.

1. 26.  Système, STL, France, juin 2004 - 5 points
1. Résoudre le système suivant d’inconnues complexes z et z’ : 
[image: image335.wmf]'1
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On donnera les solutions sous forme algébrique.

2. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal 
[image: image336.wmf](;,)
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 d’unité graphique 3 cm.

a. Placer dans le plan les points A, B et C d’affixes respectives zA = −1, zB = 2i et zC =−2 + i.

b. Calculer les modules des nombres complexes : 
[image: image337.wmf]BC
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 et 
[image: image338.wmf]BA
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. Donner une interprétation géométrique de ces résultats.

c. On note I le milieu du segment [AC]. Préciser l’affixe du point I puis calculer la distance BI.

d. Déterminer l’aire en cm2 du triangle ABC.

1. 27.  Similitude, STL, France, juin 2004 - 5 points
Le plan est rapporté à un repère orthonormal 
[image: image339.wmf](;,)
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, unite graphique 1 cm. i désigne le nombre complexe de module 1 et dont un argument est 
[image: image340.wmf]2
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. À tout point M d’affixe z du plan complexe, on fait correspondre le point M’ d’affixe z’ tel que 
[image: image341.wmf](
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1. Determiner le nombre complexe z tel que z’ = z.

2. On considère les points A et B d’affixes respectives zA = 2 et zB= −1 + 3i.

a. Déterminer les affixes des points A’ et B’. Que peut-on dire du point A’ ?

b. Placer les points A, B et B’ dans le repère
[image: image342.wmf](;,)
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c. Démontrer que le triangle ABB’ est un triangle rectangle et isocèle.

3. a. Vérifier l’égalité : 
[image: image343.wmf](
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b. Soit C le point d’affixe zC = 1 + i. Interpréter géométriquement 
[image: image344.wmf]z

 et 
[image: image345.wmf](
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.

c. Déduire des questions précédentes l’ensemble (D) des points M d’affixe z vérifiant 
[image: image346.wmf]'2
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 et tracer (D) dans le repère précédent.

1. 28.  Transformation ?

A tout nombre complexe z on associe le nombre complexe égal à 
[image: image347.wmf](
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1. Calculer f(3), f(i) et f(1 – 4i).

2. Exprimer 
[image: image348.wmf]()
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 à l’aide de z et de 
[image: image349.wmf]z

.

3. En déduire que z’ est réel pour tout z complexe.

1. 29.  Equation

Soit (E) l’équation complexe : 
[image: image350.wmf]1
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1. Démontrer que z = x + iy avec x et y réels est solution de (E) si et seulement si : 
[image: image351.wmf]22
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2. En déduire la résolution de l’équation (E) dans .

1. 30.  Cercles

Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image352.wmf](;,)
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, unité graphique 4 cm, on considère les points A, B et C d'affixes respectives a, b, et c telles que : a = 1 – i, b = 1 + i, c = – 1 + i = – a. On note 
[image: image353.wmf]G

 le cercle de diamètre [AB].

1. a. Placer sur une figure les points A, B, C et le cercle 
[image: image354.wmf]G

.

b. Mettre les nombres complexes a, b et c sous forme trigonométrique.

c. Soit r la rotation de centre O telle que r (A) = B. Déterminer l'angle de r et le point r (B), image de B par r. d. Déterminer l'image 
[image: image355.wmf]G

’ du cercle 
[image: image356.wmf]G

 par r ; placer 
[image: image357.wmf]G

' sur la figure.

2. On considère un nombre (  dans ]0 ; 2([ distinct de 
[image: image358.wmf]p

 ; on note M le point d'affixe 
[image: image359.wmf]1
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. On désigne par M' l'image de M par r, et on appelle z' l'affixe de M'.

a. Montrer que M est un point de 
[image: image360.wmf]G

 distinct de A et de B.

b. Exprimer z' en fonction de z. Calculer en fonction de ( les affixes u et u' des vecteurs 
[image: image361.wmf]BM
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 et 
[image: image362.wmf]'
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.

c. Etablir la relation 
[image: image363.wmf]'tan
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d. Prouver que les points B, M et M' sont alignés. Placer sur la figure un point M et son transformé M'.

1. 31.  Rotation

Dans le plan complexe P muni d'un repère orthonormal 
[image: image364.wmf](;,)

Ouv

rr

, (unité graphique : 2 cm), on note B et C les points d'affixes respectives – i et 
[image: image365.wmf]3
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Soit R la transformation du plan P qui, à tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z’ telle que
[image: image366.wmf]3
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1. Placer les points B et C dans le plan P et donner l'écriture de leurs affixes respectives sous la forme exponentielle (
[image: image367.wmf]i

re

q

). 

2. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation R.

3. Déterminer, sous la forme exponentielle, les affixes des images respectives B’ et C’ par la transformation R des points B et C. Placer B’ et C’ dans le plan P.

Que peut-on dire du point B’ ?

Que peut-on dire des points B’ et C’ relativement à l'axe des abscisses ?

4. a. En utilisant les points B et C, déterminer et construire l'ensemble D des points M d'affixe z telle que 
[image: image368.wmf]3
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b. Déterminer l'image D’ par la transformation R de l'ensemble D.

1. 32.  Carrés, rotations et alignement

Le plan complexe P est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image369.wmf](O;,)

uv

rr

.

1. On considère trois points distincts A, B et C d'affixes respectives a, b et c.

a. Interpréter géométriquement l'argument du quotient 
[image: image370.wmf]ca
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b. Montrer que A, B et C sont alignés si et seulement si 
[image: image371.wmf]ca
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 est un nombre réel.

2. Placer sur une figure (unité graphique : 1 cm) les points A1, B1 et C1 d'affixes respectives 


[image: image372.wmf]111
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Montrer, à l'aide de la propriété précédente, que les points A1, B1 et C1 sont alignés.

3. On considère les points A2, B2, C2, A3, B3, C3 tels que les quadrilatères OA1A2A3, OB1B2B3, OC1C2C3 soient des carrés directs.

a. Tracer les carrés OA1A2A3, OB1B2B3, OC1C2C3.

b. Donner les affixes a3 et b3 des points A3 et B3 puis les affixes a2 et b2 des points A2 et B2.

c. À l'aide de la rotation de centre O et d'angle 
[image: image373.wmf]2

p

 , calculer l'affixe c3 de C3 à l'aide de c1.

d. En déduire que les points A3, B3 et C3 sont alignés.

4. a. Déterminer le réel a tel que le barycentre du système {(O, a), (C1, 1), (C3, 1)} soit C2.

(Rappel : le barycentre G du système (A, 
[image: image374.wmf]a

), (B, 
[image: image375.wmf]b

),… est tel que 
[image: image376.wmf]...0
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b. Calculer l'affixe c2 de C2.

c. Montrer que les points A2, B2, C2 sont alignés.

1. 33.  ROC+Equation+Rotation, Polynésie 2010, 5 pts

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image377.wmf](;,)
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Partie A - Restitution organisée de connaissances

Prérequis

Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib où a et b sont deux nombre réels.

On note 
[image: image378.wmf]z

 le nombre complexe défini par 
[image: image379.wmf]zaib
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.

Questions

a. Démontrer que, pour tous nombres complexes z et z’, 
[image: image380.wmf]''
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b. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, et tout nombre complexe z, 
[image: image381.wmf](
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Partie B

On considère l‘équation (E) : 
[image: image382.wmf]4
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 où z est un nombre complexe.

1. Montrer que si le nombre complexe z est solution de l’équation (E) alors les nombres complexes – z et 
[image: image383.wmf]z

 sont aussi solutions de l’équation (E).

2. On considère le nombre complexe 
[image: image384.wmf]0
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.

a. Écrire le nombre complexe z0 sous forme exponentielle.

b. Vérifier que z0 est solution de l’équation (E).

3. Déduire des deux questions précédentes trois autres solutions de l‘équation (E).

Partie C

Soient A, B, C et D les points d’affixes respectives : 
[image: image385.wmf]1
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[image: image386.wmf]1
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Soit r la rotation du plan de centre C et d’angle de mesure 
[image: image389.wmf]3
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. On appelle E l’image du point B par r et F celle du point D par r.

1. Déterminer l’écriture complexe de la rotation r.

2. a. Démontrer que l’affixe du point E, notée zE, est égale à 
[image: image390.wmf]13
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.

b. Déterminer l’affixe zF du point F.

c. Démontrer que le quotient 
[image: image391.wmf]AE
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 est un nombre réel.

d. Que peut-on en déduire pour les points A, E et F ?

1. 34.  Système+parallélog. Antilles 09/2007, 5 pts

Partie A

1. Déterminer le complexe 
[image: image392.wmf]a

 tel que 
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2. Pour tout nombre complexe z, on pose 
[image: image394.wmf](
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. Montrer que 
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 s’écrit sous la forme 
[image: image396.wmf](
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. En déduire les solutions (sous forme algébrique) de l’équation 
[image: image397.wmf](
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Partie B

Le plan complexe est rapporté à un repère  orthonormé 
[image: image398.wmf](;,)
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, unité graphique 5 cm.

1. On considère les points A et B d’affixes respectives 
[image: image399.wmf]2
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. Placer A et B dans le repère et compléter la figure au fur et à mesure. Montrer que 
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[image: image402.wmf]OAB

 est un triangle isocèle rectangle tel que 
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2. On considère le point C d’affixe 
[image: image404.wmf]1
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. Déterminer l’affixe du point D tel que le triangle OCD soit un triangle isocèle rectangle tel que 
[image: image405.wmf](
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On pourra conjecturer l’affixe de D à l’aide de la figure pour traiter la question suivante.

3. Soit M le milieu du segment [BC]. On appelle 
[image: image406.wmf]OM
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 les affixes respectives des vecteurs 
[image: image408.wmf]OM
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 et 
[image: image409.wmf]DA
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. Prouver que 
[image: image410.wmf]1
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4. Donner une mesure en radians de 
[image: image411.wmf](
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.

5. Prouver que 
[image: image412.wmf]1

2
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.

6. On appelle J, K et L les milieux respectifs des segments [CD], [DA] et [AB]. On admet que le quadrilatère JKLM est un parallélogramme ; démontrer que c’est un carré.

1. 35.  Barycentre, ligne de niveau

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image413.wmf](O;,)
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, unité graphique 2 cm.

1. a. Donner l’écriture algébrique du nombre complexe de module 2 et dont un argument est 
[image: image414.wmf]2

p

.

b. Résoudre dans 
[image: image415.wmf]£

 l’équation iz – 2 = 4i –  z. On donnera la solution sous forme algébrique.

2. On désigne par I, A et B les points d’affixe respectives 1, 2i et 3 + i.

a. Faire une figure que l’on complétera au cours de l’exercice.

b. Calculer l’affixe ZC du point C image par A de la symétrie de centre I.

c. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe 
[image: image416.wmf]CB

AB

zz
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. En déduire le module et un argument de ce nombre ; ainsi qu’une interprétation géométrique.

d. Soit D le point d’affixe ZD telle que 
[image: image417.wmf]DCAB
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, montrer que ABCD est un carré.

3. Pour tout point M du plan, on considère le vecteur 
[image: image418.wmf]MAMBMCMD
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a. Exprimer le vecteur 
[image: image419.wmf]MAMBMCMD
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 en fonction du vecteur 
[image: image420.wmf]MI
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.

b. Montrer que le point K défini par
[image: image421.wmf]2
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 est le milieu du segment [AD].

c. Déterminer l’ensemble 
[image: image422.wmf]G

 des points M du plan tel que : 
[image: image423.wmf]2
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. 

Construire 
[image: image424.wmf]G

.

Barycentre + ligne de niveau, Polynésie 2004

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal 
[image: image425.wmf](;,)
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rr

, unité graphique : 1 cm. 

1. On désigne par A, B et I les points d’affixes respectives : zA = 3 + 2i, zB = −3 et zI = 1 −2i.

a. Faire une figure que l’on complétera au cours de l’exercice.

b. Écrire sous forme algébrique le nombre complexe 
[image: image426.wmf]IA
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zz
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. Que peut-on en déduire sur la nature du triangle IAB ?
c. Calculer l’affixe zC du point C image de I par l’homothétie de centre A et de rapport 2.

d. Soit D le barycentre du système {(A, 1) ; (B, −1) ; (C, 1)} ; calculer l’affixe zD du point D.

e. Montrer que ABCD est un carré.

2. Déterminer et construire l’ensemble 
[image: image427.wmf]1
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 des points M tels que 
[image: image428.wmf]1
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.

3. On considère l’ensemble 
[image: image429.wmf]2
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 des points M du plan tels que : 
[image: image430.wmf]45
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.

a. Montrer que B appartient à 
[image: image431.wmf]2
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.

b. Déterminer et construire l’ensemble 
[image: image432.wmf]2

G

.
1. 36.  Ligne de niveau, Centres étrangers 2008

5 points 

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image433.wmf](;,)
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rr

 ; l'unité graphique est 1 cm.

1. Résoudre, dans l'ensemble des nombres complexes, l'équation 
[image: image434.wmf]2

480

zz

++=

. On donnera les solutions sous forme algébrique, puis sous forme trigonométrique.
2. On note A et B les points du plan d'affixes respectives : 
[image: image435.wmf]22
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 et 
[image: image436.wmf]ba
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. Placer ces points sur un graphique qui sera complété au fil de l'exercice.
a. Déterminer l'affixe c du point C, image du point B par la rotation de centre O et d'angle 
[image: image437.wmf]2

p

.
b. On note D l'image de C par la rotation de centre A et d'angle 
[image: image438.wmf]2

p

 ; démontrer que l’affixe d du point D est 
[image: image439.wmf]26
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.
c. Placer les points C et D sur le graphique. Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ?
3. 
[image: image440.wmf]a

 étant un nombre réel non nul, on désigne par 
[image: image441.wmf]G

a

 le barycentre du système : 
[image: image442.wmf](
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.

a. Exprimer le vecteur 
[image: image443.wmf]CG
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 en fonction du vecteur 
[image: image444.wmf]BA

uuur

.
b. En déduire l'ensemble des points 
[image: image445.wmf]G

a

 lorsque 
[image: image446.wmf]a

 décrit l'ensemble des réels non nuls. Construire cet ensemble.
c. Pour quelle valeur de 
[image: image447.wmf]a

 a-t-on 
[image: image448.wmf]GD

a

=

 ?
4. On suppose dans cette question que 
[image: image449.wmf]2
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=

.
Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d'initiative, même non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.
Déterminer et construire l'ensemble des points M du plan tels que 
[image: image450.wmf]242
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.
1. 37.  Ligne niveau+rotation, Polynésie 2008

4 points 

1. Résoudre dans l'ensemble des nombres complexes, l’équation 
[image: image451.wmf]2
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Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image452.wmf](;,)

Ouv

rr

 d'unité graphique 1 cm. On considère les points A, B, C d'affixes respectives 
[image: image453.wmf]32
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, 
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, 
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.

2. Faire une figure et placer les points A, B, C.

3. Montrer que OABC est un parallélogramme.

4. Déterminer l'affïxe du point 
[image: image456.wmf]W

, centre du parallélogramme OABC.

5. Déterminer et tracer l'ensemble des points M du plan tels que 
[image: image457.wmf]12
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6. Soit M un point de la droite (AB). On désigne par 
[image: image458.wmf]b

 la partie imaginaire de l'affixe du point M. On note N l'image du point M par la rotation de centre D et d'angle 
[image: image459.wmf]2

p

.

a. Montrer que N a pour affixe 
[image: image460.wmf]55
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.

b. Comment choisir 
[image: image461.wmf]b

 pour que N appartienne à la droite (BC) ?

1. 38.  3ème degré, barycentre, ligne de niveau

1. On considère dans 
[image: image462.wmf]£

 l'équation d'inconnue Z : (E) 
[image: image463.wmf]32
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.

a. Vérifier que 8 est solution de cette équation.

Déterminer les nombres réels 
[image: image464.wmf]a

, 
[image: image465.wmf]b

, 
[image: image466.wmf]g

 tels que, pour tout complexe Z,


[image: image467.wmf]322
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b. Résoudre l'équation (E).

2. 
[image: image468.wmf](; , )
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est un repère orthonormal direct du plan orienté, l'unité graphique est 1 cm.

On considère les points A, B, C d'affixes respectives 
[image: image469.wmf]  2  23,223,8
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.
a. Calculer le module de a (noté 
[image: image470.wmf]a

) et son argument 
[image: image471.wmf]q

. Placer les trois points A, B et C.

b. Calculer le complexe 
[image: image472.wmf]ac
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 , déterminer son module et son argument 
[image: image473.wmf]q

. En déduire la nature du triangle ABC.

c. Déterminer le barycentre D des points pondérés (A, 
[image: image474.wmf]a

), (B, 
[image: image475.wmf]b

), (C, 
[image: image476.wmf]c

). Placer D.

d. Déterminer l'ensemble E des points M du plan tels que 
[image: image477.wmf]22
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. Tracer E.

3ème degré, rotation, Pondicherry 2003

Première partie

On considère dans l’ensemble des nombres complexes, l’équation suivante : (E)  z3 +2z2 −16 = 0.

1. Montrer que 2 est solution de (E), puis que (E) peut s’écrire sous la forme : (z −2)(az2 + bz + c) = 0, où a, b et c sont trois réels que l’on déterminera.

2. En déduire les solutions de l’équation (E) sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle.

Deuxième partie

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal 
[image: image478.wmf](;,)

Oij

rr

.

1. Placer les points A, B et  D d’affixes respectives zA = −2−2i, zB = 2 et zD = −2+2i.

2. Calculer l’affixe zC du point C tel que ABCD soit un parallélogramme. Placer C.

3. Soit E l’image de C par la rotation de centre B et d’angle 
[image: image479.wmf]2
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 et F l’image de C par la rotation de centre D et d’angle 
[image: image480.wmf]2

p

.

a. Calculer les affixes des points E et F, notées zE et zF.

b. Placer les points E et F.

4. a. Vérifier que : 
[image: image481.wmf]FA
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.

b. En déduire la nature du triangle AEF.

5. Soit I le milieu de [EF]. Déterminer l’image du triangle EBA par la rotation de centre I et d’angle 
[image: image482.wmf]2
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.

1. 39.  3ème degré+rotation, France 2007 - 5 points

Partie A

On considère l’équation : (E) 
[image: image483.wmf](
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 où z est un nombre complexe.

1. Démontrer que le nombre complexe i est solution de cette équation.

2. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que, pour tout nombre complexe z on ait :


[image: image484.wmf](
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3. En déduire les solutions de l’équation (E).

Partie B

Dans le plan complexe, rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image485.wmf](;,)
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, on désigne par A, B et C les points d’affixes respectives i, 2 + 3i et 2 − 3i.

1. Soit r la rotation de centre B et d’angle 
[image: image486.wmf]4

p

. Déterminer l’affixe du point A’, image du point A par la rotation r.

2. Démontrer que les points A’, B et C sont alignés et déterminer l’écriture complexe de l’homothétie de centre B qui transforme C en A’.

1. 40.  Orthocentre, C. étrangers 2007 - 5 points

I. Restitution organisée de connaissances

1. Démontrer qu’ un nombre complexe z est imaginaire pur si et seulement si 
[image: image487.wmf]zz
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.

2. Démontrer qu’un nombre complexe z est réel si et seulement si 
[image: image488.wmf]zz

=

.

3. Démontrer que pour tout nombre complexe z, on a l’égalité : 
[image: image489.wmf]2
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.

Le plan complexe est rapporté a un repère  orthonormé direct 
[image: image490.wmf](;,)
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 orthonormé direct . On se propose de démontrer, à l’aide des nombres complexes, que tout triangle de sommets A, B, C, deux à deux distincts, d’affixes respective a, b, c, et dont le centre du cercle circonscrit est situé à l’origine O, a pour orthocentre le point H d’affixe a +b +c.

II. Étude d’un cas particulier

On pose : a = 3 + i, b = −1 + 3i, 
[image: image491.wmf]55
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.

1. Vérifier que O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

2. Placer les points A, B, C et le point H d’affixe a + b + c, puis vérifier graphiquement que le point H est l’orthocentre du triangle ABC.

III. Étude du cas general

ABC est un triangle dont O est le centre du cercle circonscrit, et a, b, c sont les affixes respectives des points A, B, C.

1. Justifier le fait que O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC si et seulement si : 
[image: image492.wmf]aabbcc
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.

2. On pose 
[image: image493.wmf]wbcbc
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.

a. En utilisant la caractérisation d’un nombre imaginaire pur établie dans le I., démontrer que w est imaginaire pur.

b. Verifier l’égalité : 
[image: image494.wmf](
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 et justifier que : 
[image: image495.wmf]2
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c. En déduire que le nombre complexe 
[image: image496.wmf]bc
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 est imaginaire pur.

3. Soit H le point d’affixe a + b + c.

a. Exprimer en fonction de a, b et c les affixes des vecteurs 
[image: image497.wmf]AH
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 et 
[image: image498.wmf]CB
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.

b. Prouver que 
[image: image499.wmf](
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. (On admet de même que 
[image: image500.wmf](
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c. Que représente le point H pour le triangle ABC ?

1. 41.  Produit scalaire

Le plan est muni d'un repère orthonormal direct 
[image: image501.wmf](;,)
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(unité graphique 2 cm). z et z´ sont deux nombres complexes et on pose : 
[image: image502.wmf](,')''.
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[image: image503.wmf]z

 et 
[image: image504.wmf]'
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 désignent les conjugués respectifs de z et z´. 

1. Calculer : 
[image: image505.wmf]j

(i, 3) ; 
[image: image506.wmf]j

(1 + 2i, – 2 + i), 
[image: image507.wmf]j

(2 + i, – 3 + 2i), 
[image: image508.wmf]2
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Montrer que pour tout couple (z, z´) le nombre ( (z, z´) est réel.

2. a. On pose z = x + iy et z´= x´+ iy´ ; x, y, x´, y´ réels. Calculer 
[image: image509.wmf]j

(z, z´) en fonction de x, x´, y, y´.

b. Déterminer l'ensemble D des points M d'affixe z tels que ( (z, 1 + i) = 2
[image: image510.wmf]2

. Dessiner D.

3. a. On pose 
[image: image511.wmf]i
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 ; ( et (´ réels, r et r´ réels positifs. Calculer 
[image: image513.wmf]j

(z, z´) en fonction de r, r´ et cos(
[image: image514.wmf]q

 – 
[image: image515.wmf]q

´).

b. Exprimer 
[image: image516.wmf]j

(z, z') en fonction de r.

c. Déterminer l'ensemble C des points M d'affixe z tels que 
[image: image517.wmf]j

(z, z') = 2.

d. Dessiner C dans le repère
[image: image518.wmf](;,)

Ouv

rr

. Que peut-on dire de la position relative de C et D ? Justifier la réponse.

1. 42.  Forme algébrique & trigo de pi/12 -1

Dans le plan rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image519.wmf](;,)
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on considère les points A, B et C d'affixes respectives : 
[image: image520.wmf]62

2

A

i

Z

-

=

, 
[image: image521.wmf]1
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[image: image522.wmf]A
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1. a. Écrire ZC sous forme algébrique.

b. Déterminer le module et un argument de ZA et de ZB.

c. Écrire ZC sous forme trigonométrique ; en déduire les valeurs exactes de 
[image: image523.wmf]p
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 et de 
[image: image524.wmf]p
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.

2. Soit I le point d'affixe ZI = 1.

a. Quelle est la nature du triangle OIB ?

b. Déterminer les images de I et B dans la rotation de centre O et d'angle 
[image: image525.wmf]p

12

. En déduire la nature du triangle OAC.

1. 43.  Forme algébrique & trigo de pi/12 -2

Soit les nombres complexes : 
[image: image526.wmf]1
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[image: image527.wmf]2
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 .

a. Mettre sous forme trigonométrique z1, z2 et 
[image: image528.wmf]1
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b. En déduire que 
[image: image529.wmf]62
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[image: image530.wmf]62

sin

124

p

-

=

 .

c. On considère l’équation d’inconnue réelle x : 
[image: image531.wmf](

)

(

)

62cos62sin2

xx

++-=

.

Résoudre cette équation dans 
[image: image532.wmf]¡

 et placer les points images des solutions sur le cercle trigonométrique.

1. 44.  Forme algébrique & trigo de pi/12 -3

Le plan complexe P est rapporté à un repere orthonormal 
[image: image533.wmf](
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. On considère dans P les points A, B et C d'affixes respectives 
[image: image534.wmf]13
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1. a. Calculer le module et un argument du nombre complexe 
[image: image537.wmf]CB
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b. En déduire la nature du triangle ABC.

2. a. Écrire le nombre complexe 
[image: image538.wmf]A

B

z

z

sous forme algébrique.
b. Écrire les nombres zA et zB sous forme trigonométrique. En déduire la forme trigonométrique de 
[image: image539.wmf]A
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.

c. À l'aide des deux questions précédentes donner les valeurs exactes de 
[image: image540.wmf]cos
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1. 45.  pi/12 –4, France remplt 2007 - 5 points

Soit les nombres complexes : 
[image: image542.wmf]1
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[image: image544.wmf]1
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1. Écrire Z sous forme algébrique.

2. Donner les modules et arguments de z1, z2 et Z.

3. En déduire 
[image: image545.wmf]cos
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 et 
[image: image546.wmf]sin
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.

4. Le plan est muni d’un repère orthonormal ; on prendra 2 cm comme unité graphique.

On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives z1, z2 et Z. Placer le point B, puis placer les points A et C en utilisant la règle et le compas (on laissera les traits de construction apparents).

5. Écrire sous forme algébrique le nombre complexe 
[image: image547.wmf]2007
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1. 46.  Trigo, France 2010, 5 pts

Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image548.wmf](;,)
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, on considère le point A d’affixe 2 et le cercle C de centre O passant par A.

Dans tout l’exercice on note 
[image: image549.wmf]a

 le nombre complexe 
[image: image550.wmf]13
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 et 
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 le nombre complexe conjugué du nombre complexe 
[image: image552.wmf]a

.

1. a. Démontrer que 
[image: image553.wmf]2
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b. Démontrer que les points B et C d’affixes respectives 
[image: image554.wmf]a

 et 
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 appartiennent au cercle C.

2. Soit D un point du cercle C d’affixe 
[image: image556.wmf]2
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 est un nombre réel de l’intervalle 
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a. Construire sur la figure donnée ci-dessous le point E image du point D par la rotation r de centre O et d’angle 
[image: image559.wmf]3
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.

[image: image560.png]



b. Justifier que le point E a pour affixe 
[image: image561.wmf]i
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3. Soient F et G les milieux respectifs des segments [BD] et [CE].

a. Justifier que le point F a pour affixe 
[image: image562.wmf]2
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.

b. On admet que le point G a pour affixe 
[image: image563.wmf]2
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. Démontrer que 
[image: image564.wmf]2
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. On pourra utiliser la question 1. a. En déduire que le triangle AFG est équilatéral.

4. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative, même non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.

À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, on conjecture qu’il existe une position du point D, défini à la question 2, pour laquelle la longueur du coté AF du triangle AFG est minimale.

On admet que 
[image: image565.wmf]2
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On considère la fonction f définie sur l’intervalle 
[image: image566.wmf][
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 par 
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. Le tableau ci-dessous donne les variations de la fonction f sur l’intervalle 
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. Compléter ce tableau de variations. Permet-il de valider la conjecture ? Justifier.
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1. 47.  Equation du second degré - 1

On désigne par P le plan complexe. Unité graphique : 2 cm.

1. Résoudre l’équation d’inconnue complexe z : 
[image: image573.wmf]2
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. On notera 
[image: image574.wmf]1
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 la solution dont la partie imaginaire est positive et 
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 l’autre. Donner le module et l’argument de chacun des nombres 
[image: image576.wmf]1
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. Ecrire sous forme algébrique 
[image: image580.wmf]2
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2. On considère dans le plan les points 
[image: image582.wmf](13)
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a. Représenter les points A, B, C et D dans le plan P. Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ?

b. Montrer que les points O, A et D d’une part et les points O, B et C d’autre part sont alignés. Quel est le point d’intersection des diagonales de ABCD ?

c. Quelles sont les affixes des vecteurs 
[image: image586.wmf]AB
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 et 
[image: image587.wmf]AC
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 ? 

Montrer que les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires.

1. 48.  Equation du second degré - 2


[image: image588.wmf]a

 étant un nombre réel appartenant à l'intervalle [0 ; 2
[image: image589.wmf]p

] et z un nombre complexe, on considère le polynôme P(z), défini par : 
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1. a. Calculer P(1).

b. En déduire l'existence de trois réels a, b, c tels que 
[image: image591.wmf]=-++
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. Déterminer a, b et c.

c. Résoudre, dans 
[image: image592.wmf]£

, l'équation P(z) = 0.

2. On considère trois nombres complexes : z1 = 1 ; z2 = – sin
[image: image593.wmf]a

 + i cos
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 ; z3 = – sin
[image: image595.wmf]a

 − i cos
[image: image596.wmf]a

.

Déterminer le module et un argument de chacun de ces nombres complexes z1, z2 et z3.

1. 49.  Médiatrice - 1

Le plan complexe (P) est rapporté au repère orthonormal
[image: image597.wmf](;,)
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. Soit (D) l'ensemble des points M de (P) d'affixe z vérifiant (1) : 
[image: image598.wmf]32
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1. En écrivant z = x + i y, montrer par le calcul que (D) est une droite dont on donnera une équation.

2. On se propose dans cette question de vérifier le résultat du 1. Soit A le point d'affixe 3i et B le point d'affixe – 2 + i.

a. Placer A et B dans le repère 
[image: image599.wmf](;,)
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.

b. En interprétant géométriquement la relation (1) à l'aide des points A et B, re-démontrer que (D) est une droite. Tracer (D).

c. Retrouver alors par le calcul l'équation de (D) obtenue au 1. 

1. 50.  Médiatrice - 2

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormal direct 
[image: image600.wmf]rr
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, unité graphique : 3 cm.

1. Placer les points B et D d'affixes respectives 
[image: image601.wmf]3
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. On complètera la figure dans les questions suivantes.

2. Montrer que le triangle ODB est un triangle équilatéral.

3. Soit E le point d'affixe 
[image: image603.wmf]3
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a. Le point A est l'image de E par la rotation r de centre O et d'angle 
[image: image604.wmf]p

2

. Déterminer l'affixe zA du point A et vérifier que A est le milieu du segment [OB].

b. Le point C est l'image de E par la translation t de vecteur 
[image: image605.wmf]r
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. Déterminer l'affixe zC du point C.

4. Calculer 
[image: image606.wmf]-
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 et déterminer un argument de ce nombre complexe.

5. Déduire des questions précédentes que la droite (CD) est la médiatrice du segment [OB].

1. 51.  Suite géométrique

On désigne par 
[image: image607.wmf]n
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 le point du plan complexe d’affixe 
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 définie par:
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où n est un nombre entier naturel et où 
[image: image610.wmf]0
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 est le point d’affixe 
[image: image611.wmf]0
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1. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 
[image: image612.wmf]n
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 est réel.

2. Le plan complexe P est rapporté à un repère orthonormal.
[image: image613.wmf](
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 (unité = 8 cm).

a. Représenter dans P les points 
[image: image614.wmf]01234
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b. Calculer en fonction de n les longueurs des trois côtés du triangle 
[image: image615.wmf]1
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3. On considère la suite 
[image: image616.wmf]()
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a. Montrer que la suite 
[image: image618.wmf]()
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 est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b. Calculer 
[image: image619.wmf]0
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. Déterminer la limite de 
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 quand n tend vers 
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4. a. Calculer en fonction de n l’aire 
[image: image622.wmf]n
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 du triangle 
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b. Calculer 
[image: image624.wmf]0
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. Déterminer la limite de 
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1. 52.  Suite arithmético-géométrique, Asie 2007 - 5 pts

Le plan complexe est rapporté à un repère  orthonormal direct 
[image: image627.wmf](;,)
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. L’unité graphique est 4 cm.

Soit 
[image: image628.wmf]l

 un nombre complexe non nul et différent de 1. On définit, pour tout entier naturel n, la suite (zn) de nombres complexes par : 
[image: image629.wmf]0
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On note Mn le point d’affixe zn.

1. Calcul de zn en fonction de n et de 
[image: image630.wmf]l

.

a. Vérifier les égalités : 
[image: image631.wmf]1
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b. Démontrer que, pour tout entier n positif ou nul, 
[image: image634.wmf]1
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2. Étude du cas 
[image: image635.wmf]i
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a. Montrer que z4 = 0.

b. Pour tout entier naturel n, exprimer zn+1 en fonction de zn.

c. Montrer que Mn+1 est l’image de Mn par une rotation dont on précisera le centre et l’angle.

d. Représenter les points M0 ,M1, M2, M3 et M4 dans le repère 
[image: image636.wmf](;,)
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3. Caractérisation de certaines suites (zn).

a. On suppose qu’il existe un entier naturel k tel que 
[image: image637.wmf]1
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. Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a l’égalité : zn+k = zn.

b. Réciproquement, monter que s’il existe un entier naturel k tel que, pour tout entier naturel n on ait l’égalité zn+k = zn alors : 
[image: image638.wmf]1

k

l

=

.

1. 53.  Suite de carrés, Asie 2000 - 5 points

Dans le plan complexe (P) muni d’un repère orthonormé direct 
[image: image639.wmf](;,)
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, d’unité 2 cm, on considère les points A, B, C et D d’affixes respectives : zA = −i ; zB = 3 ; zC = 2+3i et zD = −1+2i.

1. Placer sur une figure les points A, B, C et D.

2. a. Interpréter géométriquement le module et l’argument du complexe 
[image: image640.wmf]CA
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b. Calculer le complexe 
[image: image641.wmf]CA
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c. Que pouvez-vous conclure concernant les segments [AC] et [BD] ?

3. a. Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? Justifier.

b. Calculer l’aire s0 du quadrilatère ABCD.

4. a. Placer sur la figure précédente les points A1, B1, C1 et D1 tels que 
[image: image642.wmf]1111

DAABBC

==

uuuuruuuuuruuuur

, où les points A1 et B1 appartiennent à [DC], le quadrilatère A1B1C1D1 étant un carré situé àl’extérieur du quadrilatère ABCD.

b. Tracer le carré A1B1C1D1 et déterminer son aire s1.

5. a. On continue par le même procédé : un carré AnBnCnDn étant déterminé, on considère les points An+1, Bn+1, Cn+1 et Dn+1 tels que 
[image: image643.wmf]1111
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 où les points An+1 et Bn+1 appartiennent à [DnCn], le quadrilatère An+1Bn+1Cn+1Dn+1 étant un carré situé à l’extérieur du carré AnBnCnDn.

Tracer le carré A2B2C2D2.

b. Soit sn l’aire du carré AnBnCnDn. Exprimer sn+1 en fonction de sn, puis de n. En déduire sn, en fonction de n.

c. Déterminer, en fonction de n, l’aire Sn de la figure obtenue par la juxtaposition du quadrilatère ABCD et des carrés A1B1C1D1, A2B2C2D2, . . . et AnBnCnDn.

d. La suite (sn) est-elle convergente ? Préciser sa limite si elle existe.

1. 54.  Inversion 1

Le plan complexe P est rapporté à un repère orthonormal direct
[image: image644.wmf]rr
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. L'unité graphique est 4 cm.

À tout point M d'affixe z non nulle, on associe le point M´ d'affixe z´ telle que 
[image: image645.wmf]=-

1

'

z

z

, où 
[image: image646.wmf]z

désigne le nombre complexe conjugué de z.

1. a. Déterminer une relation entre les arguments de z et de z´.

b. En déduire que les points O, M et M´ sont alignés.

2. Démontrer que
[image: image647.wmf]+=-
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.

On nomme A et B les points d'affixes respectives 1 et – 1. On désigne par C le cercle de centre A contenant le point O et par C* le cercle C privé du point O.

3. On suppose dans cette question que le point M appartient à C* .

a. Justifier l'égalité : 
[image: image648.wmf]-=
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. Démontrer que 
[image: image649.wmf]+=

'1'

zz

. Interpréter géométriquement cette égalité.

b. Déduire de ce qui précède une construction géométrique du point M´ à partir du point M.

4. Le point M étant un point du plan, d'affixe z non réelle, on nomme M1 son symétrique par rapport à l'axe des réels.

a. Calculer 
[image: image650.wmf]+
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 en fonction de z. Exprimer alors l'argument de 
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b. Comparer les angles 
[image: image653.wmf]uuuuuruuuuur
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c. Démontrer que M´ appartient au cercle circonscrit au triangle AMB.

1. 55.  Inversion 2, Antilles 2005 - 5 points


[image: image655.wmf](;,)
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 est un repère orthonormal du plan P. Soit A le point d’affixe 1; soit B le point d’affixe −1.

Soit F l’application de P privé de O dans P qui à tout point M d’affixe z distinct de O associe le point M’ = F(M) d’affixe 
[image: image656.wmf]1
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1. a. Soit E le point d’affixe 
[image: image657.wmf]3
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; on appelle E’ son image par F. Déterminer l’affixe de E’ sous forme exponentielle, puis sous forme algébrique.

b. On note C1 le cercle de centre O et de rayon 1. Déterminer l’image de C1 par l’application F.

2. a. Soit K le point d’affixe 
[image: image658.wmf]5

6

2

i

e

p

  et K’ l’image de K par F. Calculer l’affixe de K’.

b. Soit C2 le cercle de centre O et de rayon 2. Déterminer l’image de C2 par l’application F.

3. On désigne par R un point d’affixe 
[image: image659.wmf]1
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. R appartient au cercle C3 de centre A et de rayon 1.

a. Montrer que 
[image: image661.wmf]1
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. En déduire que : 
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b. Si on considère maintenant les points d’affixe 
[image: image663.wmf]1
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, montrer que leurs images sont situées sur une droite. On pourra utiliser le résultat du 3. a.

1. 56.  Inversion 3, Am. du Sud 2005

5 points 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image665.wmf](;,)
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. Unité graphique 2 cm. 

Soit f l’application qui à tout point M du plan d’affixe z non nulle associe le point M’ d’affixe z’ telle que 
[image: image666.wmf]4
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 désigne le nombre complexe conjugué de z.

1. Déterminer l’ensemble des points invariants par f.

2. Déterminer l’ensemble des points dont l’image par l’application f est le point J d’affixe 1.

3. Soit 
[image: image668.wmf]a

 un nombre complexe non nul. Démontrer que le point A d’affixe 
[image: image669.wmf]a

 admet un antécédent unique par f , dont on précisera l’affixe.

4. a. Donner une mesure de l’angle 
[image: image670.wmf](
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. Interpréter géométriquement ce résultat.

b. Exprimer 
[image: image671.wmf]'

z

 en fonction de 
[image: image672.wmf]z

. Si r désigne un réel strictement positif, en déduire l’image par f du cercle de centre O et de rayon r.

c. Choisir un point P du plan complexe non situé sur les axes de coordonnées et tel que OP = 3, et construire géométriquement son image P’ par f.

5. On considère le cercle C1, de centre J et de rayon 1. Montrer que l’image par f de tout point de C1, distinct de O, appartient à la droite D d’équation x = 2.

1. 57.  Inversion 4, Asie 06/2008

4 points 

Le plan complexe est rapporté au repère  orthonormal direct 
[image: image673.wmf](;,)
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. On prendra pour le dessin : 
[image: image674.wmf]4cm
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.
M est un point d’affixe z non nul. On désigne par M’ le point d’affixe z’ telle que 
[image: image675.wmf]1
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 où 
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 désigne le conjugué du nombre complexe z.

A. Quelques propriétés

1. Soit z un nombre complexe non nul. 

Déterminer une relation entre les modules de z et z’ puis une relation entre les arguments de z et z’.

2. Démontrer que les points O, M et M’ sont alignés.

3. Démontrer que pour tout nombre complexe z non nul on a l’égalité : 
[image: image677.wmf](
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B. Construction de l’image d’un point

On désigne par A et B les deux points d’affixes respectives 1 et −1.

On note (C) l’ensemble des points M du plan dont l’affixe z vérifie : 
[image: image678.wmf]11
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1. Quelle est la nature de l’ensemble (C) ?

2. Soit M un point de (C) d’affixe z, distinct du point O.

a. Démontrer que 
[image: image679.wmf]'1'
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. Interpréter géométriquement cette égalité.

b. Est-il vrai que si z’ vérifie l’égalité : 
[image: image680.wmf]'1'
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, alors z vérifie l’égalité : 
[image: image681.wmf]11
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 ?

3. Tracer l’ensemble (C) sur une figure. Si M est un point de (C) , décrire et réaliser la construction du point M’.

1. 58.   Homographie, Am. du Nord 2010 5 points

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image682.wmf](;,)
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 d'unité graphique 2 cm.

On réalisera une figure que l'on complétera tout au long de l'exercice.

On considère les points A d'affixe i, B d'affixe −2i et D d'affïxe 1.

On appelle E le point tel que le triangle ADE soit équilatéral direct.

Soit f l’application qui à tout point M d’affixe z (
[image: image683.wmf]zi
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) associe le point M’ d'affixe z’ définie par 
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1. Démontrer que le point E a pour affixe 
[image: image685.wmf](
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2. Exprimer sous forme algébrique l’affixe du point D’ associé au point D par l'application f.

3. a. Démontrer que, pour tout nombre complexe z différent de i, 
[image: image686.wmf](
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b. En déduire que pour tout point M d'affixe z (
[image: image687.wmf]zi
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) : 
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 où k est un entier relatif.

4. a. Démontrer que les points D et E appartiennent au cercle (C) de centre A et de rayon 
[image: image690.wmf]2

.

b. En utilisant les résultats de la question 3. b, placer le point E’ associé au point E par l'application f. On laissera apparents les traits de construction.

5. Quelle est la nature du triangle BD’E’ ?

1. 59.  Homographie, France 2009, 5 points
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image691.wmf](;,)
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. On désigne par A, B et J les points d’affixes respectives – i, 
1 – i et i. On désigne par 
[image: image692.wmf]D

 la médiatrice du segment [AB] et par C le cercle de centre O et de rayon 1. 

À tout point M d’affixe z distincte de 1 – i, on associe le point M’ d’affixe z’ telle que 
[image: image693.wmf](
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. M′ est appelé image du point M.

1. Calculer les affixes des points A′ et O′.

2. Sur une feuille de papier millimétré, faire une figure qui sera complétée tout au long de l’exercice (unité graphique 4 cm).

3. Montrer que l’équation 
[image: image694.wmf](
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 admet deux solutions que l’on précisera. On note E et F les points qui ont pour affixes respectives ces solutions. Justifier que les points E et F appartiennent au cercle C et les placer sur la figure.

4. Soit M un point distinct du point B et M’ son image.

a. Exprimer la distance OM’ en fonction des distances AM et BM.

b. Montrer que si le point M décrit la droite 
[image: image695.wmf]D

, alors le point M’ décrit un cercle que l’on précisera.

5. Dans cette question, toute trace de recherche même incomplète, ou d’initiative même non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.

Montrer que si le point M décrit la droite (AB) privée du point B, alors le point M’ appartient à une droite que l’on précisera.

1. 60.  Homographie, Polynésie sept 2006 - 4 points

1. Le plan complexe est rapporté à un repère  orthonormal direct 
[image: image696.wmf](;,)
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On pose a = 3, b = 5−2i et c = 5+2i. On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives a, b et c. Soit M un point d’affixe z du plan, distinct des points A et B.

a. Montrer que ABC est un triangle rectangle isocèle.

b. Donner une interprétation géométrique de l’argument du nombre complexe 
[image: image697.wmf]3
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c. Déterminer alors l’ensemble des points M d’affixe z tels que 
[image: image698.wmf]3
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 soit un nombre réel strictement négatif.

2. Soit 
[image: image699.wmf]G

 le cercle circonscrit au triangle ABC et 
[image: image700.wmf]W

 le point d’affixe 2 −i.

a. Donner l’écriture complexe de la rotation r de centre 
[image: image701.wmf]W

 et d’angle 
[image: image702.wmf]2

p

-

.

b. Déterminer l’image 
[image: image703.wmf]¢

G

 de 
[image: image704.wmf]G

 par la rotation r . Déterminer une équation paramétrique de 
[image: image705.wmf]¢
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.

1. 61.  Homographie+ROC, Asie 2006 - 4 points

Le plan complexe est muni d’un repère  orthonormal direct 
[image: image706.wmf](;,)
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 (unité graphique : 2 cm).

On rappelle que pour tout vecteur 
[image: image707.wmf]w
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 non nul, d’affixe z, on a : 
[image: image708.wmf]zw
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[image: image709.wmf](
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Partie A : restitution organisée de connaissances

Prérequis : On sait que si z et z’ sont deux nombres complexes non nuls, alors : 
[image: image711.wmf](
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Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls. Démontrer que : 
[image: image712.wmf]argargarg
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Partie B

On note A et B les points d’affixes respectives −i et 3i. On note f l’application qui, à tout point M du plan, d’affixe z, distinct de A, associe le point M’ d’affixe z’ telle que : 
[image: image713.wmf]3
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1. Étude de quelques cas particuliers.

a. Démontrer que f admet deux points invariants J et K appartenant au cercle de diamètre [AB]. Placer ces points sur le dessin.

b. On note C le point d’affixe c =−2 + i. Démontrer que le point C’, image de C par f , appartient à l’axe des abscisses.

2. Pour tout point M du plan distinct de A et B, démontrer que 
[image: image714.wmf](
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[image: image715.wmf]2
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3. Étude de deux ensembles de points.

a. Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que z’ soit un nombre complexe imaginaire pur.

b. Soit M d’affixe z un point du cercie de diamètre [AB] privé des points A et B. À quel ensemble appartient le point M’ ?

1. 62.  Homographie 1

Dans le plan complexe P, muni d'un repère orthonormal direct 
[image: image716.wmf](;,)
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, on considère les points A, B, C et D d'affixes respectives : zA = – 2i, zB = 4 – 2i, zC = 4 + 2i, zD = 1.

1. a. Placer les points A, B, C et D sur une figure, qui sera peu à peu complétée. On prendra pour unité graphique 2 cm.

b. Préciser la nature du triangle ABC.

2. On désigne par F l'application qui, à tout point M de P, d'affixe z et distinct de A, associe le point M’ d'affixe 
[image: image717.wmf](42)
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a. Déterminer les images de B et C par F.

b. Déterminer l'ensemble E des points d'affixe z tels que 
[image: image718.wmf]'1
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. Construire E.

3. a. Montrer que, pour tout nombre complexe z distinct de − 2i , on a : (z´ − 1) (z + 2i) = − 4 − 4i.

b. En déduire que si M est sur un cercle de centre A et de rayon r, M’ est sur un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

c. De même montrer que si M est sur une droite passant par A, alors M’ est sur une droite passant par D.

Variante originelle

3. a. Montrer que, pour tout nombre complexe z distinct de – 2i , on a : (z´ – 1)(z + 2i) = – 4 – 4i.

b. Montrer que, pour tout point M, distinct de A, et dont l'image par F est notée M’, on a :


[image: image719.wmf](
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1. 63.  Homographie 2

Soit un plan P rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image720.wmf](;,)
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. On note A le point d'affixe i et B celui d'affixe −2i. M le point d'affixe z et M' le point d'affixe z'.

Soit f l'application du plan complexe définie par : 
[image: image721.wmf]2
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1. Soit z un complexe différent de i. 

a. On désigne par r et SYMBOL 113 \f "Symbol" le module et un argument de z –  i. Interpréter géométriquement r et 
[image: image722.wmf]q

.
b. Montrer que (z' + 2i)(z − i) = 1.

c. On désigne par r' et 
[image: image723.wmf]q

’ le module et un argument de z' + 2i. Interpréter géométriquement r' et 
[image: image724.wmf]q

’ .

2. Soit (C) le cercle de centre A et de rayon 1. Montrer que si M appartient à (C), son image M' par f appartient à un cercle (C') de centre B dont on donnera le rayon.

3. Soit T le point d'affixe 
[image: image725.wmf]22
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a. Calculer l'affixe de 
[image: image726.wmf]AT
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; en déduire que T appartient au cercle (C).

b. Déterminer une mesure en radians de l'angle 
[image: image727.wmf](
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r

. Tracer le cercle (unité 2 cm) et placer T.

c. En utilisant les questions précédentes, construire l'image T' de T par f.

1. 64.  Homographie 3, N. Calédonie 1996

A tout complexe z différent de 
[image: image728.wmf]3
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on associe le complexe 
[image: image729.wmf]242
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1. Calculer 
[image: image730.wmf](1)
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.

2. Déterminer le complexe z tel que 
[image: image731.wmf]()1
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.

3. On appelle x et y la partie réelle et la partie imaginaire de z. Déterminer en fonction de x et y la partie réelle X et la partie imaginaire Y de 
[image: image732.wmf]()
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4. Dans le plan complexe, on appelle A le point d’affixe 
[image: image733.wmf]12
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, B le point d’affixe 
[image: image734.wmf]3
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 et M le point d’affixe z. Montrer que 
[image: image735.wmf]2
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Donner une interprétation de 
[image: image736.wmf]arg(())
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 à l’aide de l’angle 
[image: image737.wmf](,)
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1. 65.  Homographie 4, Amérique du Sud 2002

Dans le plan complexe, rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image738.wmf](;,)
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 on appelle A et B les points d’affixes respectives 2 et −2. À tout point M d’affixe z, z différent de 2, on associe le point N d’affixe 
[image: image739.wmf]z

 et M’ d’affixe z’ tel que 
[image: image740.wmf]24
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1. Calculer z’ et 
[image: image741.wmf]'

z

 lorsque z = 5 puis lorsque z = 1 + i.

2. a. Interpréter géométriquement 
[image: image742.wmf]2
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 et 
[image: image743.wmf]2
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.

b. Montrer que, pour tout z distinct de 2, 
[image: image744.wmf]'2
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. En déduire une information sur la position de M’.

3. Déterminer l’ensemble E des points M d’affixe z (z 
[image: image745.wmf]¹

 2) tels que M’ = B.

4. On note 
[image: image746.wmf]AM
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 et 
[image: image747.wmf]BM
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 les affixes respectives des vecteurs 
[image: image748.wmf]AM
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 et 
[image: image749.wmf]BM
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. Montrer que, pour tout point M distinct de A et n’appartenant pas E , le quotient 
[image: image750.wmf]AM
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 est un nombre réel. Interpréter géométriquement ce résultat.

5. Un point M distinct de A, n’appartenant pas E , étant donné, proposer une méthode géométrique pour construire le point M’. On illustrera par une figure.

1. 66.  Homographie 5, Centres étrangers 2010

5 points

Dans le plan complexe (P)muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image751.wmf](;,)
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 d’unité graphique 4 cm, on considère le point A d’affixe a = −1 et l’application f , du plan (P) dans lui·même, qui au point M d’affixe z, distinct de A, associe le point M’ = f(M) d’affixe z’ tel que : 
[image: image752.wmf]'
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1. Déterminer l’affixe des points M tels que M’ = M.

2. Démontrer que pour tout point M distinct de A et de O, on a : 


[image: image753.wmf]'
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 à 
[image: image755.wmf]2
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3. a. Soit B le point d’affixe 
[image: image756.wmf]1
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. Placer dans le repère le point B et lamédiatrice (
[image: image757.wmf]D

) du segment [OA].

b. Calculer sous forme algébrique l’affixe b’ du point B’ image du point B par f.

Établir que B’ appartient au cercle (C) de centre O et de rayon 1.

Placer le point B’ et tracer le cercle (C) dans le repère.

c. En utilisant la question 2, démontrer que, si un point M appartient à la médiatrice (
[image: image758.wmf]D

), son image M’ par f appartient au cercle (C).

d. Soit C le point tel que le triangle AOC soit équilatéral direct. En s’aidant des résultats de la question 2, construire, à la règle et au compas, l’image du point C par f (on laissera apparents les traits de construction).

4. Dans cette question, on se propose de déterminer, par deux méthodes différentes, l’ensemble (
[image: image759.wmf]G

) des points M distincts de A et de O dont l’image M’ par f appartient à l’axe des abscisses.

Les questions a. et b. peuvent être traitées de façon indépendante.

a. On pose 
[image: image760.wmf]zxiy
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 avec x et y réels tels que (x, y) 
[image: image761.wmf]¹

 (−1, 0) et (x, y) 
[image: image762.wmf]¹

 (0, 0).

Démontrer que la partie imaginaire de z’ est égale à : 
[image: image763.wmf](
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En déduire la nature et les éléments caractéristiques de l’ensemble (
[image: image764.wmf]G

) et le tracer dans le repère.

b. À l’aide de la question 2, retrouver géométriquement la nature de l’ensemble (
[image: image765.wmf]G

).

1. 67.  Homog.+construction, France et La Réunion 09/2008

5 points

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image766.wmf](;,)
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. On réalisera une figure en prenant 2 cm comme unité graphique sur chaque axe.
On considère les points A, B et I d'affixes respectives 
[image: image767.wmf]1
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.
On note (C) le cercle de centre O et de rayon 1, (
[image: image770.wmf]D

) la médiatrice de [AB] et (T) la tangente au cercle (C) en A.
À tout point M d'affixe z, différent de A, on associe le point M’ d'affixe z’ telle que : 
[image: image771.wmf]5
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Le point M’ est appelé l'image de M.
Partie A
1. Déterminer sous forme algébrique l'affixe du point I’ image de I. Vérifier que I’ appartient à (C).
2. a. Justifier que pour tout point M distinct de A et B, on a : 
[image: image772.wmf]'
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b. Justifier que pour tout point M distinct de A et B, on a : 
[image: image773.wmf](
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Partie B
Dans cette partie, toute trace de recherche, même incomplète, sera prise en compte dans l'évaluation.
Dans la suite de l'exercice, M désigne un point quelconque de (
[image: image774.wmf]D

). 

On cherche à construire géométriquement son image M’.
1. Démontrer que M’ appartient à (C).
2. On note (d) la droite symétrique de la droite (AM) par rapport à la tangente (T). (d) recoupe (C) en N.
a. Justifier que les triangles AMB et AON sont isocèles.
Après avoir justifié que 
[image: image775.wmf](
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, démontrer que 
[image: image776.wmf](
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.
b. En déduire une construction de M’.

1. 68.  Homographie+cercles, France 2002 - 5 points

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image777.wmf](;,)
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 d’unité graphique 4 cm. On note A et B les points d’affixes respectives 1 et i. À tout point M, distinct de A et d’affixe z, est associé le point M’ d’affixe Z définie par : 
[image: image778.wmf](
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1. a. Calculer l’affixe du point C’ associé au point C d’affixe −i.

b. Placer les points A, B et C.

2. Soit z = x +iy où x et y désignent deux nombres réels.

a. Montrer l’égalité : 
[image: image779.wmf](
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b. Déterminer l’ensemble E des points M d’affixe z telle que Z soit réel.

c. Déterminer l’ensemble F des points M d’affixe z telle que Re(Z) soit négatif ou nul.

3. a. Écrire le nombre complexe (1 − i) sous forme trigonométrique.

b. Soit M un point d’affixe z, distinct de A et de B. Montrer que Z est un réel non nul si et seulement s’il existe un entier relatif k tel que 
[image: image780.wmf](
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c. En déduire l’ensemble des points M vérifiant 
[image: image781.wmf](
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d. Déterminer l’ensemble des points M vérifiant 
[image: image782.wmf](
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1. 69.  Homographie, La Réunion 2004 - 5 points

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image783.wmf](;,)
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 ; i désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument 
[image: image784.wmf]2

p

. Soient les points A, B et C d’affixes respectives i, 1+i et −1+i.

Soit f l’application qui, à tout point M du plan différent de A, d’affixe z, associe le point M’ du plan d’affixe z’ tel que : 
[image: image785.wmf]2
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1. a. Déterminer les images de B et de C par l’application f.

b. Montrer que, pour tout nombre complexe z différent de i, on a la relation 
[image: image786.wmf](
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c. Soit D le point d’affixe 1+2i. Placer les points A, B, C et D sur une figure (unité graphique 4 cm). Déduire de la question précédente une construction du point D’ image du point D par l’ application f.

2. Soit R un nombre réel strictement positif. Quelle est l’image par l’application f du cercle de centre A et de rayon R ?

3. a. Montrer que, si l’affixe du point M est un imaginaire pur différent de i, alors l’affixe du point M’ est un imaginaire pur. Que signifie ce résultat pour l’image par l’application f de l’axe imaginaire privé du point A ?

b. Soit 
[image: image787.wmf]D

 la droite passant par le point A et de vecteur directeur 
[image: image788.wmf]u

r

. Déterminer l’ image de la droite 
[image: image789.wmf]D

 privée du point A par l’application f.

1. 70.  Carré

Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé 
[image: image790.wmf](;,)
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 , on considère le point M d'affixe zM=2+im (où m est un nombre réel) et le carré MNPQ de centre O et tel que N soit l'image de M par la rotation de centre O et d'angle de mesure 
[image: image791.wmf]2
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.

1. a. Déterminer, en fonction de m les affixes 
[image: image792.wmf],,

NPQ
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 des points N, P et Q. 

b. Représenter le carré MNPQ dans le cas particulier où le point M a pour affixe 2 + 3i.

2. M étant le point d'affixe zM = 2 + im, on note I le milieu du segment [MN] et J le milieu du segment [NP] d'affixes respectives zI et zJ. Calculer le nombre complexe 
[image: image793.wmf]MJ
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.

Donner l'interprétation géométrique du module et de l'argument de w et expliquer le résultat obtenu par un raisonnement géométrique.

3. Soit A le point d'affixe 2. 

a. Calculer l'affixe Z du vecteur 
[image: image794.wmf]AI
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 . Calculer le module de Z, puis, en distinguant les cas m < −2  et m > −2, déterminer un argument de Z.

b. En déduire l'ensemble 
[image: image795.wmf]D

 décrit par le point I quand M décrit la droite D d'équation x = 2. 

Représenter
[image: image796.wmf]D

.

1. 71.  ROC+triangles, Antilles-Guyane 5 points

Le plan est muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image797.wmf](;,)
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 d’unité 1 cm.

1. Restitution organisée de connaissances

On rappelle que le point M’ est l’image du point M par la rotation r de centre 
[image: image798.wmf]W

 et d’angle de mesure 
[image: image799.wmf]a

 si et seulement si : 
[image: image800.wmf](
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a. Soient z, z’ et 
[image: image801.wmf]w

 les affixes respectives des points M, M’ et 
[image: image802.wmf]W

.

Traduire les relations (1) et (2) en termes de modules et d’arguments.

b. En déduire l’expression de z’ en fonction de z, 
[image: image803.wmf]a

 et 
[image: image804.wmf]w

.

2. Résoudre dans l’ensemble  des nombres complexes l’équation : 
[image: image805.wmf]2
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On donnera les solutions sous forme algébrique.

3. Soient A et B les points d’affixes respectives 
[image: image806.wmf]232
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 et 
[image: image807.wmf]232
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.

a. Écrire a et b sous forme exponentielle.

b. Faire une figure et placer les points A et B.

c. Montrer que OAB est un triangle équilatéral.

4. Soit C le point d’affixe 
[image: image808.wmf]8
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 et D son image par la rotation de centre O et d’angle 
[image: image809.wmf]2
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.

Placer les points C et D. Montrer que l’affixe du point D est 
[image: image810.wmf]434
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.

5. Montrer que D est l’image du point B par une homothétie de centre O dont on déterminera le rapport.

6. Montrer que OAD est un triangle rectangle.

1. 72.  Rotation et suite, La Réunion sept. 2010, 5 pts

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image811.wmf](;,)
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. Unité graphique : 4 centimètres.

On considère la transformation f du plan qui, à tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que 
[image: image812.wmf](
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1. Montrer que la transformation f est une rotation dont on déterminera le centre et l’angle.

2. On définit la suite de points (Mn) de la façon suivante : M0 est le point d’affixe z0 = 1 et, pour tout nombre entier naturel n, 
[image: image813.wmf](
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a. Justifier que, pour tout nombre entier naturel n, 
[image: image814.wmf]3
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b. Construire les points M0, M1, M2, M3 et M4.

c. Montrer que pour tout nombre entier naturel n, les points Mn et Mn+8 sont confondus.
3. Dans cette question, toute trace de recherche même incomplète, ou d’initiative même non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.

Prouver que les triangles M0M1M2 et M7M0M1 ont la même aire. Préciser la valeur exacte de cette aire.

1. 73.  Rotation, France, sept. 2010, 5 pts

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image815.wmf](;,)
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.

1. On considère le point I d’affixe i et le point A d’affixe 
[image: image816.wmf]32

A

zi
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.

a. Montrer que le point A appartient au cercle 
[image: image817.wmf]G

 de centre le point I et de rayon 2.

Sur une figure (unité graphique 1 cm), qu’on complètera au fur et à mesure de l’exercice, placer le point I, tracer le cercle 
[image: image818.wmf]G

, puis construire le point A.

b. On considère la rotation r de centre le point I et d’angle 
[image: image819.wmf]2

p

.

Démontrer que le point B image du point A par la rotation r a pour affixe 
[image: image820.wmf](
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. Justifier que le point B appartient au cercle 
[image: image821.wmf]G

.

c. Calculer l’affixe du point C symétrique du point A par rapport au point I.

d. Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier.

2. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative même non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.

On considère les points E et F tels que : 
[image: image822.wmf]AEIB
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 et 
[image: image823.wmf]AFBI
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. 

Que peut-on conjecturer pour les droites (BF) et (CE) ? Valider cette conjecture à l’aide d’une démonstration.
1. 74.  Rotation, Asie 2009

	5 points
Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image824.wmf](;,)
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. On place, dans ce repère, les points A d’affixe 1, B d’affixe b où b est un nombre complexe dont la partie imaginaire est strictement positive.

On construit à l’extérieur du triangle OAB, les carrés directs ODCA et OBEF comme indiqué sur la figure ci-contre.

1. Déterminer les affixes c et d des points C et D.

2. On note r la rotation de centre O et d’angle 
[image: image825.wmf]2

p

.

a. Déterminer l’écriture complexe de r.

b. En déduire que l’affixe f du point F est ib.

c. Déterminer l’affixe e du point E.

3. On appelle G le point tel que le quadrilatère OFGD soit un parallélogramme. Démontrer que l’affixe g du point G est égale à i(b − 1).
	
[image: image826.wmf]

E



G



F



D



C



B

u

v



A































































































































































































































y













































x



O




4. Démontrer que 
[image: image827.wmf]eg
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 et en déduire que le triangle EGC est rectangle et isocèle.

1. 75.  Rotations, Am du Nord 2009

5 points

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal 
[image: image828.wmf](;,)
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 direct.

	Soit A le point d’affixe 
[image: image829.wmf]13
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 et B le point d’affixe 
[image: image830.wmf](
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.

Partie A : étude d’un cas particulier

On considère la rotation r de centre O et d’angle 
[image: image831.wmf]2

3

p

.

On note C le point d’affixe c image du point A par la rotation r et D le point d’affixe d image du point B par la rotation r.

La figure est donnée ci-contre.

1. a. Exprimer 
[image: image832.wmf]a

ba
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 sous forme algébrique.

b. En déduire que OAB est un triangle rectangle isocèle en A.

2. Démontrer que c = –2. On admet que d = –2–2i.

a. Montrer que la droite (AC) a pour équation 
[image: image833.wmf](
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.

b. Démontrer que le milieu du segment [BD] appartient à la droite (AC).
	
[image: image834.wmf]
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	Partie B : étude du cas général

Soit 
[image: image835.wmf]q

 un réel appartenant à l’intervalle 
[image: image836.wmf]]
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0;2

p

. On considère la rotation de centre O et d’angle 
[image: image837.wmf]q

.

On note A’ le point d’affixe a′, image du point A par la rotation r, et B’ le point d’affixe b’, image du point B par la rotation r.

La figure est donnée ci-contre.

L’objectif est de démontrer que la droite (AA’) coupe le segment [BB’] en son milieu.

1. Exprimer a’ en fonction de a et 
[image: image838.wmf]q

 et b’ en fonction de b et 
[image: image839.wmf]q

.

2. Soit P le point d’affixe p milieu de [AA’] et Q le point d’affixe q milieu de [BB’].

a. Exprimer p en fonction de a et θ puis q en fonction de b et 
[image: image840.wmf]q

.

b. Démontrer que 
[image: image841.wmf]p
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. 

c. En déduire que la droite (OP) est perpendiculaire à la droite (PQ).

d. Démontrer que le point Q appartient à la droite (AA’).
	
[image: image842.wmf]
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1. 76.  Rotation+Cercle, Pondicherry 2009

5 points

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image843.wmf](;,)
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rr

. On prendra pour unité graphique 2 cm.

Soit A, B et C les points d’affixes respectives : a = 3 – i, b = 1 – 3i et c = –1 – i.

1. a. Placer ces points sur une figure que l’on complètera au fur et à mesure.

b. Quelle est la nature du triangle ABC ?

c. Démontrer que les points A et B appartiennent à un même cercle 
[image: image844.wmf]G

 de centre O, dont on calculera le rayon.

2. Soit M un point quelconque du plan d’affixe notée m et N le point d’affixe notée n, image de A dans la rotation r de centre M et d’angle de mesure 
[image: image845.wmf]2

p

.

a. Donner l’écriture complexe de la rotation r.

b. En déduire une expression de n en fonction de m.

3. On appelle Q le milieu du segment [AN] et q son affixe. Montrer que 
[image: image846.wmf](
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4. Dans cette question, M est un point du cercle 
[image: image847.wmf]G

.

a. Justifier l’existence d’un réel 
[image: image848.wmf]q

 tel que : 
[image: image849.wmf]10
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.

b. Calculer 
[image: image850.wmf]2
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. Quel est le lieu 
[image: image851.wmf]'
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 de Q lorsque M décrit le cercle 
[image: image852.wmf]G

 ?

1. 77.  ROC + Similitude, Polynésie 2009, 5 points
Partie A : Restitution organisée de connaissances

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct. On supposera connus les résultats suivants :

• Pour tous points A, B et C du plan d’affixes respectives a, b et c, avec 
[image: image853.wmf]AC
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 et 
[image: image854.wmf]AB
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 :
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 où k est un entier relatif ;

• Soit z un nombre complexe et soit 
[image: image857.wmf]q

 un nombre réel : 


[image: image858.wmf]i
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 si et seulement si 
[image: image859.wmf]1
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 où k est un entier relatif.

Démontrer que la rotation r d’angle 
[image: image861.wmf]q

 et de centre 
[image: image862.wmf]W

 d’ affixe 
[image: image863.wmf]w

 est la transformation du plan qui à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que : 
[image: image864.wmf](
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Partie B

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image865.wmf](;,)
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 (unité graphique : 1 cm).

Soit f l’application qui, à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que : 
[image: image866.wmf]'44
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.

1. a. Déterminer l’affixe 
[image: image867.wmf]w

 du point 
[image: image868.wmf]W

 telle que 
[image: image869.wmf](
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b. Montrer que, pour tout nombre complexe z on a : 
[image: image870.wmf](
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c. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

2. On note A et B les points d’affixes respectives a = 4 – 2i et b = –4 + 6i.

a. Placer les points A, B et 
[image: image871.wmf]W

 sur une figure que l’on completera au fur et à mesure des questions.

b. Déterminer les affixes des points A’ et B’ images respectives des points A et B par f.

3. On appelle m, n, p et q les affixes des points M, N, P et Q, milieux respectifs des segments [AA’], [A’B], [BB’] et [B’A].

a. Déterminer m. On admettra que n = 1+7i, p = –3+3i et q = 1 – i.

b. Démontrer que MNPQ est un parallélogramme.

c. Déterminer la forme algébrique du nombre complexe 
[image: image872.wmf]qm

nm
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. En déduire la nature du quadrilatère MNPQ.

4. Démontrer que les droites (B’A) et (
[image: image873.wmf]W

N) sont perpendiculaires.

1. 78.  Homothétie+rotation, Polynésie, nov 2010, 5 pts

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image874.wmf](;,)
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, (unité : 1 cm).

On fera une figure que l’on complétera au fur et àmesure des questions.

On considère les points A, B, S et 
[image: image875.wmf]W

 d’affixes respectives a = −2 + 4i, b = −4 + 2i, s = −5 + 5i et 
[image: image876.wmf]22
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.

Soit h l’homothétie de centre S et de rapport 3.

On appelle C l’image du point A par h et D l’image du point B par h.

1. a. Déterminer l’écriture complexe de h.

b. Démontrer que le point C a pour affixe c = 4 + 2i et que le point D a pour affixe d = −2−4i.

2. Démontrer que les points A, B, C et D sont sur un même cercle dont on précisera le centre et le rayon.

3. Démontrer que la droite (
[image: image877.wmf]S

W

) est la médiatrice du segment [AB].

4. Soit P le milieu du segment [AC].

a. Déterminer l’affixe p du point P.

b. Démontrer que 
[image: image878.wmf]1
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. En déduire une mesure de l’angle 
[image: image879.wmf](
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5. Soit Q le milieu du segment [BD]. Que représente le point 
[image: image880.wmf]W

 pour le triangle PQS ?

1. 79.  Rotation et homothétie 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct 
[image: image881.wmf](;,)
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 ayant comme unité graphique 2cm.

1. a. Résoudre dans 
[image: image882.wmf]£

 l’équation : 
[image: image883.wmf]2
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.

b. On pose 
[image: image884.wmf]3

ai

=+

 et 
[image: image885.wmf]3

bi
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, exprimer a et b sous forme exponentielle.

c. Placer A(a) et B(b) dans le repère précédent.

2. a. Soit r la rotation de centre O et d’angle 
[image: image886.wmf]3

p

.

Donner l’expression complexe de r, puis déterminer l’image A’ de A par cette rotation (On exprimera a’ sous forme algébrique et exponentielle). Placer A’ dans le repère précédent.

b. Soit h l’homothétie de centre O et de rapport 
[image: image887.wmf]3

2

-

. Donner l’expression complexe de h, puis déterminer l’image B’ de B par cette homothétie (On exprimera b' sous forme algébrique et exponentielle). Placer B’ dans le repère précédent.

1. 80.  Homothéties

On considère deux cercles (C) et (C’) de centres respectifs O et O’ et de rayons respectifs r et 2r, tangents extérieurement en A, de diamètres respectifs [AB] et [AA’].

Soit M un point quelconque de (C) , distinct de A et B, et M’ le point de (C’) tel que le triangle AMM’ soit rectangle en A (on prendra pour la figure r = 2cm).

1. a. Déterminer en justifiant les réponses :

- le rapport de l’homothétie h1 de centre A qui transforme (C) en (C’).

- le centre I de l’homothétie h2, distincte de h1 qui transforme (C) en (C’). Placer I sur la figure.

b. On note M1 = h1(M). Montrer que M1 est le point de (C’) diamétralement opposé à M’. Déterminer h2(M) et en déduire que la droite (MM’) passe par un point fixe lorsque M décrit le cercle (C) privé des points A et B.

2. Soit 
[image: image888.wmf]W

 le milieu de [MM’]. Montrer que 
[image: image889.wmf]W

 appartient à un cercle fixe dont on donnera le centre et le rayon.

3. On considère le repère orthonormé direct du plan complexe constitué par O et les vecteurs 
[image: image890.wmf]uuur
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 et 
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 (orthogonal à 
[image: image892.wmf]uuur
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, et de longueur 1, on considère donc que r = 1). Soit M d’affixe z un point de (C). On a donc 
[image: image893.wmf]q
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a. Calculer en fonction de z les affixes des points M1 puis M’. En déduire l’affixe de I. 

b. Vérifier que 
[image: image894.wmf]qq
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 pour tout 
[image: image895.wmf]q

. Montrer que l’angle 
[image: image896.wmf]uuuuruuuuur
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est droit.

1. 81.  Rotation-translation

	Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC tel que AB = AC et 
[image: image897.wmf](
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. Soient I, J et K les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].

On appelle R la rotation de centre I et d’angle 
[image: image898.wmf]2

p

, T la translation de vecteur 
[image: image899.wmf]1
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 et on pose f = R o T et g = T o R.

1. Déterminer l’image de K par f et l’image de J par g. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f et g.
	
[image: image900.wmf]K
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2. Déterminer la nature de la transformation g o f−1. Chercher l’image de A par cette transformation et caractériser alors g o f−1.

Soit M un point du plan, M1 l’image de M par f et M2 l’image de M par g. 

3. Déterminer g o f−1(M1). Quelle est la nature du quadrilatère ACM2M1 ?

4. On choisit le repère 
[image: image901.wmf](
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. Déterminer les affixes des points I, J et K. Donner l’expression complexe de f et celle de g. Déterminer les affixes de 
[image: image902.wmf]AC
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 et 
[image: image903.wmf]12
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. Conclure.

1. 82.  Rotations, Paris 1996

Dans le plan orienté on considère un triangle isocèle ABC tel que AB = AC et 
[image: image904.wmf](
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. Soit I le point tel que le triangle CAI soit rectangle isocèle avec 
[image: image905.wmf](
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Pour la figure que l’on complétera au fur et à mesure de l’exercice, on prendra AB = 5 cm.

1. On appelle rA la rotation de centre A qui transforme B en C et rC la rotation de centre C et d’angle 
[image: image906.wmf]2

p

-
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[image: image907.wmf]CA

frr

=

o

.

a. Déterminer les images par f de A et B.

b. Démontrer que f est une rotation dont on précisera l’angle et le centre O. Placer O.

c. Quelle est la nature du quadrilatère CABO ?

2. Soit s la similitude de centre O qui transforme A en C. On appelle C’ l’image de C par s, H le milieu du segment [BC] et H’ son image par s.

a. Donner une mesure de l’angle de s. Montrer que C’ appartient à (OA).

b. Donner l’image par s du segment [OA] et montrer que H’ est le milieu de [OB].

c. Montrer que (C’H’) est perpendiculaire à (OB). En déduire que C’ est le centre du cercle circonscrit au triangle OCB .

1. 83.  Varignon, N. Calédonie 2004 - 4 points

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image908.wmf](;,)
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.

On considère le quadrilatère ABCD tel que 
[image: image909.wmf](
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[image: image912.wmf]0

bp

<<

.

On construit les triangles équilatéraux DCP, DAQ, BAM et BCN tels que
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Soit a, b, c et d les affixes respectives des points A, B, C et D, m, n, p et q les affixes respectives des points M, N, P et Q.

1. Démontrer les relations suivantes : 
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2. En utilisant les relations précédentes :

a. Démontrer que MNPQ est un parallélogrammme.

b. Démontrer que l’on a : 
[image: image921.wmf](
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, AC = QP, 
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 et NP = BD.

3. Démontrer que MNPQ est un carré si, et seulement si, les diagonales [AC] et [BD] du quadrilatère ABCD vérifient AC = BD et 
[image: image923.wmf](
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1. 84.  3ème degré+Hyperbole, Am Nord 2004 - 5 pts

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image924.wmf](;,)
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.

1. On veut résoudre dans 
[image: image925.wmf]£

 l’équation (E) : z3 + 4z2 + 2z − 28 = 0.

a. Déterminer deux réels a et b tels que l’équation (E) s’écrive : (z −2)(z2+ az + b) = 0.

b. Résoudre (E).

2. On note (H) l’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z vérifiant : 
[image: image926.wmf]22
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.

a. On note x et y les parties réelle et imaginaire de l’affixe z d’un point M. Montrer que : M appartient à (H) si et seulement si x2 − y2 = 4.

b. Soient A, B et C les points d’affixes respectives 2, 
[image: image927.wmf]35
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[image: image928.wmf]35
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Vérifier que A, B et C appartiennent à (H).

3. Soit r la rotation de centre O et d’angle 
[image: image929.wmf]4
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.

a. Déterminer les affixes de A’, B’ et C’, images respectives de A, B et C par la rotation r (on donnera ces affixes sous la forme algébrique).

b. On note M’ l’image par r du point M d’affixe z. On note z’ l’affixe de M’. Les parties réelle et imaginaire de z sont notées x et y, celles de z’ sont notées x’ et y’. On note (H’) l’ensemble des points du plan dont l’antécédent par r est un point de (H).

- Exprimer x et y en fonction de x’ et y’.

- En utilisant la question 2. a. prouver que : M’ appartient à (H’) si et seulement si x’y’ = −2.

4. Faire une figure sur laquelle on placera les points A, B, C, A’, B’, C’, la courbe (H’), puis la courbe (H).

1. 85.  Conjugué, Centres étrangers 2004 - 4 pts

Le plan est muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image930.wmf](;,)

Ouv

rr

, unité graphique : 2 cm. On appelle A le point d’affixe −2i. À tout point M du plan d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe 
[image: image931.wmf]'22
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.

1. On considère le point B d’affixe b = 3 − 2i.

Déterminer la forme algébrique des affixes a’ et b’ des points A’ et B’ associés respectivement aux points A et B. Placer ces points sur le dessin.

2. Montrer que si M appartient à la droite (
[image: image932.wmf]D

) d’équation y = −2 alors M’ appartient aussi à (
[image: image933.wmf]D

).

3. Démontrer que pour tout point M d’affixe z , 
[image: image934.wmf]'222
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 ; interpréter géométriquement cette égalité.

4. Pour tout point M distinct de A on appelle 
[image: image935.wmf]q

 un argument de z +2i.

a. Justifier que 
[image: image936.wmf]q

 est une mesure de l’angle 
[image: image937.wmf](
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b. Démontrer que 
[image: image938.wmf](
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 est un réel négatif ou nul.

c. En déduire un argument de z’ +2i en fonction de 
[image: image939.wmf]q

.

d. Que peut-on en déduire pour les demi-droites [AM) et [AM’) ?

5. En utilisant les résultats précédents, proposer une construction géométrique du point M’ associé au point M.

1. 86.  ROC+homographie, La Réunion 2010, 5 pts

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image940.wmf](;,)
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Partie I : Restitution organisée de connaissances

Soient A, B et C trois points du plan d’affixes respectives a, b, c. On suppose que A et B sont distincts, ainsi que A et C. On rappelle que 
[image: image941.wmf](
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Montrer que 
[image: image942.wmf](

)

[

]

;argmod2

ca

ABAC

ba

p

-

æö

=

ç÷

-

èø

uuuruuur

.

Partie II

On considère le point A d’affixe 
[image: image943.wmf]1
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.

On associe, à tout point M du plan d’affixe z non nulle, le point M’ d’affixe 
[image: image944.wmf]1
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.

Le point M’ est appelé le point image du point M.

1. a. Déterminer, sous forme algébrique, l’affixe du point B’, image du point B d’affixe i.

b. Montrer que, pour tout point M du plan d’affixe z non nulle, l’affixe z’ du point M’ est telle que 
[image: image945.wmf]'1
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2. Déterminer l’ensemble des points M du plan d’affixe z non nulle pour lesquels l’affixe du point M’ est telle que 
[image: image946.wmf]'1
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3. Quel est l’ensemble des points M du plan d’affixe z non nulle pour lesquels l’affixe du point M’ est un nombre réel ?

1. 87.  Transf. + ROC, Pondicherry 2007, 5 pts

1. Dans cette question il est demandé au candidat d’exposer des connaissances.

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image947.wmf](;,)
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. Soit R la rotation du plan de centre 
[image: image948.wmf]W

, d’affixe 
[image: image949.wmf]w

 et d’angle de mesure 
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. L’image par R d’un point du plan est donc définie de la manière suivante :

- 
[image: image951.wmf](
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- pour tout point M du plan, distinct de 
[image: image952.wmf]W

, l’image M’ de M est définie par 
[image: image953.wmf]'
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On rappelle que pour des points A et B d’affixes respectives a et b, 
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Question : montrer que les affixes z et z’ d’un point quelconque M du plan et de son image M’ par la rotation R sont liées par la relation 
[image: image957.wmf](
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2. On considère les points I et B d’affixes respectives 
[image: image958.wmf]1
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[image: image959.wmf]22
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. Soit R la rotation de centre B et d’angle de mesure 
[image: image960.wmf]3
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.

a. Donner l’écriture complexe de R.

b. Soit A l’image de I par R. Calculer l’affixe 
[image: image961.wmf]A

z

 de A.

c. Montrer que O, A et B sont sur un même cercle de centre I. En déduire que OAB est un triangle rectangle en A. Donner une mesure de l’angle 
[image: image962.wmf](
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d. En déduire une mesure de l’angle 
[image: image963.wmf](

)

,

uOA

ruuur

.

3. Soit T la translation de vecteur 
[image: image964.wmf]IO
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. On pose 
[image: image965.wmf](
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a. Calculer l’affixe 
[image: image966.wmf]'
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 de A’.

b. Quelle est la nature du quadrilatère OIAA’ ?

c. Montrer que 
[image: image967.wmf]12

p

-

 est un argument de 
[image: image968.wmf]'
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1. 88.  Transf.+médiatrice, C. étrangers 2005 - 5 pts

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image969.wmf](;,)
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, unité graphique 8 cm.

On appelle A le point d’affixe −1 et B le point d’affixe 1. On appelle E l’ensemble des points du plan distincts de A, O et B.

À tout point M d’affixe z appartenant à E, on associe le point N d’affixe 
[image: image970.wmf]2

z

 et le point P d’affixe 
[image: image971.wmf]3
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.

1. Prouver que les points M, N et P sont deux à deux distincts.

2. On se propose dans cette question de déterminer l’ensemble C des points M appartenant à E tels que le triangle MNP soit rectangle en P.

a. En utilisant le théorème de Pythagore, démontrer que MNP est rectangle en P si et seulement si 


[image: image972.wmf]22
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b. Démontrer que 
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 équivaut à 
[image: image974.wmf]111

224

zz

æö

æö

++=

ç÷

ç÷

èø

èø

.

c. En déduire l’ensemble C cherché.

3. Soit M un point de E et z son affixe, on désigne par r le module de z et 
[image: image975.wmf]a

 l’argument de z avec 
[image: image976.wmf]]
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a. Démontrer que l’ensemble F des points M de E tels que l’affixe de P soit un réel strictement positif est la réunion de trois demi-droites (éventuellement privées de points).

b. Représenter les ensembles C et F dans le repère 
[image: image977.wmf](;,)
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c. Déterminer les affixes des points M de E tels que le triangle MNP soit rectangle en P, l’affixe de P étant un réel strictement positif.

1. 89.  Fonction complexe, France 2009, 5 points
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image978.wmf](;,)
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 (unité graphique : 2 cm).

On associe à tout point M d’affixe z non nulle, le point M’ milieu du segment [MM1] où M1 est le point d’affixe 
[image: image979.wmf]1

z

. Le point M’ est appelé l’image du point M.

1. a. Montrer que les distances OM et OM1 vérifient la relation 
[image: image980.wmf]1
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 vérifient l’égalité des mesures suivante 
[image: image983.wmf](
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 à 2
[image: image984.wmf]p

 près.

b. Le point A appartient au cercle de centre O et de rayon 2. Construire le point A’ image du point A. (On laissera apparents les traits de construction).

2. a. Justifier que pour tout nombre complexe z non nul, le point M’ a pour affixe 
[image: image985.wmf]11
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b. Soient B et C les points d’affixes respectives 2i et –2i. Calculer les affixes des points B’ et C’ images respectives des points B et C.

c. Placer les points B, C, B’ et C’ sur la figure.

3. Déterminer l’ensemble des points M tels que M’ =M.

4. Dans cette question, toute trace de recherche même incomplète, ou d’initiative même non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.

Montrer que si le point M appartient au cercle de centre O et de rayon 1 alors son image M’ appartient au segment [KL] où K et L sont les points d’affixes respectives –1 et 1.

1. 90.  Transf. non linéaire, Liban 2007 - 5 pts

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image986.wmf](;,)
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.

On considère l’application f qui à tout point M d’affixe z non nulle associe le point M’ = f(M) d’affixe z’ tel que : 
[image: image987.wmf](

)

'2

z

zz

z

=-

.

Le cercle C1, de centre O et de rayon 1, est représenté sur la figure, donnée en annexe, que l’on complétera au fur et à mesure des questions.

Pour z complexe non nul, on note 
[image: image988.wmf]i
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, r étant lemodule de z et 
[image: image989.wmf]a

 un argument de z.

1. Montrer que 
[image: image990.wmf](
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2. Déterminer l’affixe a’ du point A’, image par f du point A d’affixe a = 3.

3. Soit B le point d’affixe 
[image: image991.wmf]3
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.

a. Écrire b sous forme exponentielle.

b. Déterminer l’affixe b’ du point B’, image du point B par f.

4. Placer A, B, A’ et B’ sur la figure.

5. a. Déterminer l’ensemble E des points M du plan privé du point O dont l’image par f est O.

b. Représenter E sur la figure.

6. Montrer que le cercle C1 est l’ensemble des points M du plan distincts de O tels que f(M) =M.

7. Pour cette question, M est un point du plan, distinct de O, n’appartenant pas au cercle C1.

On appelle I le milieu du segment [MM’] où M’ est l’image de M par f.

a. Montrer que I appartient à C1.

b. Montrer que I appartient à la demi-droite [OM).

c. Sur la figure donnée est placé un point nommé M1. Construire le point M’1, image par f du point M1.
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1. 91.  Transformation, Antilles 2008

5 points 

Dans le plan complexe rapporté au repère  orthonormal direct 
[image: image993.wmf](;,)
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, le point A a pour affixe i.

On nomme f l’application qui, à tout point M d’affixe z avec 
[image: image994.wmf]zi
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 associe le point M’ d’affixe z’ telle que : 


[image: image995.wmf]2
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.
Le but de l’exercice est de construire géométriquement le point M’ connaissant le point M.

1. Un exemple : on considère le point K d’affixe 1 + i.

a. Placer le point K.

b. Déterminer l’affixe du point K’ image de K par f.

c. Placer le point K’.

2. Des points pour lesquels le problème ne se pose pas

a. On considère le point L d’affixe 
[image: image996.wmf]2

i

. Déterminer son image L’ par f. Que remarque t-on ?

b. Un point est dit invariant par f s’il est confondu avec son image.

Démontrer qu’il existe deux points invariants par f dont on déterminera les affixes.

3. Un procédé de construction

On nomme G l’isobarycentre des points A, M, M’ et g l’affixe de G.

a. Vérifier l’égalité 
[image: image997.wmf](
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b. En déduire que : si M est un point du cercle de centre A de rayon r, alors G est un point du cercle de centre O de rayon 
[image: image998.wmf]1
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c. Démontrer que 
[image: image999.wmf](
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d. Marquer un point D sur le cercle de centre A et de rayon 
[image: image1000.wmf]1

2

. On nomme D’ l’image de D par f. Déduire des questions précédentes la construction du point D’ et la réaliser sur la figure.

Sur la figure ci-dessous le segment [OI] tel que 
[image: image1001.wmf]uOI
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1. 92.  Fonction carré, Liban 2009, 5 points
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image1003.wmf](;,)
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 (unité graphique : 2 cm).

On considère les points A, B et C d’ affixes respectives : 
[image: image1004.wmf]33
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 et zC = –3.

Partie A

1. Écrire les nombres complexes zA et zB sous forme exponentielle.

2. Placer les points A, B et C.

3. Démontrer que le triangle ABC est équilatéral.

Partie B

Soit f l’application qui, à tout point M d’affixe z du plan, associe le point M’ d’affixe 
[image: image1006.wmf]2
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On note O’, A’, B’ et C’ les points respectivement associés par f aux points O, A, B et C.

1. a. Déterminer la forme exponentielle des affixes des points A’, B’ et C’.

b. Placer les points A’, B’ et C’.

c. Démontrer l’alignement des points O, A et B’ ainsi que celui des points O, B et A’.

d. Soit G l’isobarycentre des points O, A, B et C. On note G’ le point associé à G par f. Déterminer les affixes des points G et G’.

Le point G’ est-il l’isobarycentre des points O’, A’, B’ et C’ ?

2. Démontrer que si M appartient à la droite (AB) alors M’ appartient à la parabole d’équation 
[image: image1007.wmf]2
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1. 93.  f(z)=z²+1, N. Calédonie 2003 - 5 pts

On se place dans le plan complexe muni d’un repère orthonormal 
[image: image1008.wmf](;,)
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On considère la transformation ponctuelle f qui, à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ définie par : z’ = z2 +1.

1. Déterminer les antécédents du point O.

2. Existe-t-il des points invariants par f ? Si oui, préciser leurs affixes respectives.

3. Montrer que deux points symétriques par rapport à O ont la même image. Que peut-on dire des images de deux points symétriques par rapport à l’axe des abscisses ?

4. Soit A le point d’affixe 
[image: image1009.wmf](

)

2

1

2

A

zi

=+

. Déterminer l’affixe du point A’ image de A par f puis prouver que les points O, A et A’ sont alignés.

5. Soit 
[image: image1010.wmf]q

 un nombre réel appartenant à l’intervalle [0 ; 2
[image: image1011.wmf]p

[ et N le point d’affixe 
[image: image1012.wmf]i
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a. Montrer que N appartient au cercle (
[image: image1013.wmf]G

) de centre O et de rayon 1.

b. Lorsque 
[image: image1014.wmf]q

 varie, montrer que N’, image du point N par f reste sur un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

c. Vérifier que 
[image: image1015.wmf](
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. En déduire que les points O, N et N’ sont alignés.

d. Expliquer la construction du point N’.
1. 94.  f(z)=z², Polynésie 2004 - 5 pts

Le plan est muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image1016.wmf](;,)
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. On prendra 2 cm pour unité graphique.

Pour tout point M d’affixe z on considère les points M’ et M’’ d’affixes respectives 
[image: image1017.wmf]'2
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1. a. Déterminer les points M pour lesquels 
[image: image1019.wmf]''
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.

b. Déterminer les points M pour lesquels 
[image: image1020.wmf]'''
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.

2. Montrer qu’il existe exactement deux points M1 et M2 dont les images 
[image: image1021.wmf]1122
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 appartiennent à l’axe des ordonnées. Montrer que leurs affixes sont conjuguées.

3. On pose 
[image: image1022.wmf]zxiy
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 où x et y sont des nombres réels.

a. Exprimer sous forme algébrique le nombre complexe 
[image: image1023.wmf]''
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b. En déduire l’ensemble E des points M du plan pour lesquels les points M, M’ et M’’ sont alignés. Représenter E graphiquement et en couleur.

4. On pose 
[image: image1024.wmf]3
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a. Déterminer l’ensemble 
[image: image1026.wmf]G

 des points M d’affixe z ainsi définis et chacun des ensembles 
[image: image1027.wmf]¢
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 et 
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 des points M’ et M’’ associés à M.

b. Représenter 
[image: image1029.wmf]G

, 
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 et 
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 sur la figure précédente.

c. Dans cette question 
[image: image1032.wmf]6
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 associés. Montrer que le triangle 
[image: image1036.wmf]333
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 est rectangle. Est-il isocèle ?

1. 95.  Napoléon, Antilles 2004 - 5 pts

	Dans le plan orienté muni d’un repère orthonormal direct, on considère ABC un triangle direct sur lequel on construit extérieurement trois triangles équilatéraux BCA’, ACB’ et ABC’. On considère respectivement les points P, Q et R, centres de gravité respectifs des triangles BCA’, ACB’ et ABC’.

On note a, b, c, a’, b’, c’, p, q et r les affixes respectives des points A, B, C, A’, B’, C’, P, Q et R.

1. a. Traduire, avec les affixes des points concernés, que C’ est l’image de A dans une rotation d’angle de mesure dont on précisera le centre. 

b. Montrer que a’ + b’ + c’ = a + b + c.

2. En déduire que p + q + r = a + b + c.

3. En déduire que les triangles ABC, A’B’C’ et PQR ont même centre de gravité.

4. Montrer que : 3(q − p) = (b’ − c)+(c − a’)+(a − b).

On admettra que, de même : 

3(r − p) = (a − c) + (b − a’) + (c’ − b).
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5. Justifier les égalités suivantes : 
[image: image1038.wmf](
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6. Déduire des questions 4. et 5. que le triangle PQR est équilatéral.

1. 96.  f(z)=z²−4z+6, Polynésie 2004 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image1039.wmf](;,)
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. On désigne par A et B les points d’affixes respectives 2 et 3. 

On fera un dessin (unité graphique : 2 cm) qui sera complété selon les indications de l’énoncé.

On désigne par f l’application du plan qui, à tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ défini par l’égalité : 
[image: image1040.wmf]2
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1. Cette transformation admet-elle des points invariants ?

2. a. Déterminer le(s) point(s) admettant l’origine O comme transformé.

b. On désigne par M1 et M2 les points d’affixes respectives : 
[image: image1041.wmf]1
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. Déterminer la forme algébrique du complexe 
[image: image1043.wmf]1
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, donner son argument et en déduire la nature du triangle OBM1.

c. Démontrer, sans nouveau calcul, que les points O, B, M1 et M2 appartiennent à un même cercle (C) que l’on précisera et construira. Placer les points M1 et M2.

3. a. Vérifier que pour tout point M du plan d’affixe z on a : 
[image: image1044.wmf]2
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b. On désigne par 
[image: image1045.wmf]()
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le cercle de centre A et de rayon 
[image: image1046.wmf]2

. Justifier que les points M du cercle 
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 sont caractérisés par une affixe z vérifiant : 
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 désigne un réel de l’intervalle 
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c.  Montrer, à l’aide des deux questions précédentes, que si M appartient au cercle 
[image: image1051.wmf]()
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, alors l’affixe z’ de M’ vérifie : 
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d. En déduire que M’ est situé sur un cercle 
[image: image1053.wmf](')
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 dont on précisera le centre et le rayon. Construire 
[image: image1054.wmf]'

G

.

e. Déterminer l’angle orienté 
[image: image1055.wmf](;')
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 en fonction de 
[image: image1056.wmf](;)
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.

4. Application : On appelle D le point d’affixe 
[image: image1057.wmf]26
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 ; D’ est son image par f.

a. Ecrire sous forme exponentielle le complexe 
[image: image1058.wmf]2
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. En déduire que D est situé sur le cercle 
[image: image1059.wmf]()
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.

b. A l’aide de la question 3. d. donner une mesure de l’angle 
[image: image1060.wmf](;')
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 et placer le point D’ sur le dessin.

c. Démontrer que le triangle OAD’ est équilatéral.
1. 97.  Projection orthogonale, Am. du Sud 2003 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image1061.wmf](;,)
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 (unité graphique 4 cm).

Soit I le point d’affixe 1. On note (C) le cercle de diamètre [OI] et on nomme son centre 
[image: image1062.wmf]W

.

Partie I : On pose 
[image: image1063.wmf]0
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 et on note A0 son image. 

1. Montrer que le point A0 appartient au cercle C.

2. Soit B le point d’affixe b, avec b = −1+2i, et B’ le point d’affixe b’ telle que b’ = a0b.

a. Calculer b’.

b. Démontrer que le triangle OBB’ est rectangle en B’.

Partie II : Soit a un nombre complexe non nul et différent de 1, et A son image dans le plan complexe. À tout point M d’affixe z non nulle, on associe le point M’ d’affixe z’ telle que z’ = az.

1. On se propose de déterminer l’ensemble des points A tels que le triangle OMM’ soit rectangle en M’.

a. Interpréter géométriquement 
[image: image1064.wmf]1
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b. Montrer que 
[image: image1065.wmf](
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c. En déduire que le triangle OMM’ est rectangle en M’ si et seulement si A appartient au cercle C privé de O et de I.

2. Dans cette question, M est un point de l’axe des abscisses, différent de O. On note x son affixe. On choisit a de manière que A soit un point de C différent de I et de O.

Montrer que le point M’ appartient à la droite (OA). En déduire que M’ est le projeté orthogonal de M sur cette droite.

1. 98.  f(M)=MA.MB, Antilles 2002 

Dans le plan complexe rapport au repère orthonormal 
[image: image1066.wmf](;,)
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 direct, (unité graphique : 5 cm), on considère les points A et B d’affixes respectives 
[image: image1067.wmf]1
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[image: image1068.wmf]11
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. On désigne par (C ) le cercle de centre O et de rayon 1.

1. Donner la forme trigonométrique de zA et celle de zB.

2. Dans la suite de l’exercice, M désigne un point de (C ) d’affixe 
[image: image1069.wmf]i
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On considère l’application f qui tout point M de (C ), associe 
[image: image1071.wmf]()
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a. Montrer, pour tout 
[image: image1072.wmf]a
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, l’égalité suivante : 
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b. Montrer l’égalité suivante : 
[image: image1074.wmf]2
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c. En déduire l’égalité suivante : 
[image: image1075.wmf]2
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3. a. En utilisant 2. c., montrer qu’il existe deux points M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lesquels f(M) est minimal. Donner cette valeur minimale.

b. En utilisant 2. c., montrer qu’il existe un seul point M de (C ), dont on donnera les coordonnées, pour lequel f (M) est maximal. Donner cette valeur maximale.

1. 99.  Hyperbole+rotation, Polynésie 09/2005 - 7 pts

Le plan est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image1076.wmf](;,)
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 (unité graphique : 1 cm).

Partie A

Dans le repère 
[image: image1077.wmf](;,)
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, on considère la courbe H d’équation 
[image: image1078.wmf]22
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1. Montrer que H est la réunion de deux courbes C et C’  où C est la courbe représentative de la fonction f définie sur 
[image: image1079.wmf]¡

 par 
[image: image1080.wmf]2
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 et où C’  est l’image de C par une transformation simple que l’on précisera.

2. Étudier la fonction f (limites aux bornes de l’ensemble de définition et sens de variation).

a. Montrer que la droite d’équation y = x est une asymptote de C.

b. Tracer H dans le repère 
[image: image1081.wmf](;,)
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On nomme A et B les points de la courbe H d’abscisses respectives −3 et 3. On considère le domaine D du plan constitué des points M(x ; y) vérifiant 
[image: image1082.wmf]33
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[image: image1083.wmf]2
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. Hachurer le domaine D et exprimer l’aire de D à l’aide d’une intégrale que l’on ne cherchera pas à calculer.

Partie B

On appelle r la rotation de centre O et d’angle 
[image: image1084.wmf]4
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.

1. a. Donner l’écriture complexe de r .

b. On désigne par x’ et y’  les coordonnées du point M’, image par r du point M(x ; y) du plan.

Vérifier que 
[image: image1085.wmf](
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. Déterminer les coordonnées des points A’ et B’, images respectives de A et B par la rotation r. Placer les points A’  et B’  dans le repère 
[image: image1086.wmf](;,)
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2. Soit H’  l’hyperbole d’équation xy = 8.

a. Tracer H’  dans le repère 
[image: image1087.wmf](;,)
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.

b. Montrer que H’  est l’image de H par la rotation r.
3. Soit D’ l’image de D par la rotation r. On admet que D’ est l’ensemble des points M(x ; y) du plan vérifiant 
[image: image1088.wmf]242
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[image: image1089.wmf]8
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a. Hachurer D’.

b. Calculer l’aire de D’ exprimée en cm2. En déduire une valeur approchée à 10−3 près de l’aire de D.

1. 100.  Conique 

Dans le plan complexe, on considère l’ensemble E des points M d’affixe z tels que 


[image: image1090.wmf]2222
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a. Déterminer et construire E.

b. Déterminer et construire l’ensemble F des points M tels que 
[image: image1091.wmf][(1)][(1)]8
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c. Vérifier qu’il existe un point de 
[image: image1092.wmf]EF

Ç

 où les deux courbes ont même tangente.

1. 101.  Spirale 

Dans cet exercice on essaie de calculer la longueur d’une portion de spirale. La figure jointe au sujet sera complétée au fur et à mesure des besoins et rendue avec la copie.

1. On considère le plan complexe rapporté à un repère orthonormé 
[image: image1093.wmf](;,)

Oij

rr

 de sorte que le point A ait pour affixe 1.

a. Donner sous forme algébrique et sous forme exponentielle l’affixe du point B du cercle de centre O, de rayon 1,  tel que 
[image: image1094.wmf](,)(2)
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b. Calculer la distance AB à 10−2 près. En considérant que l’arc 
[image: image1095.wmf]»
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 du cercle trigonométrique a une longueur de 
[image: image1096.wmf]4
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, donner alors une valeur approchée de 
[image: image1097.wmf]p

 à l’aide de la distance AB.

c. Placer sur la figure le point M1, image de A par la rotation R de centre O et d’angle 
[image: image1098.wmf]8
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, placer de même les points Mk tels que 
[image: image1099.wmf]1
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[image: image1100.wmf]115
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. Que peut-on dire de M16 ?

d. On appelle z1 l’affixe de M1 ; montrer que 
[image: image1101.wmf]2
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 et vérifier que 
[image: image1102.wmf]1
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. Calculer alors la distance AM1 à 10−3 près et donner une nouvelle valeur approchée de 
[image: image1103.wmf]p

.

2. On construit maintenant les points Nk de la manière suivante : N0=A et pour tout k, 
[image: image1104.wmf]115

k

££

, 
[image: image1105.wmf]1
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 et Nk appartient au segment [OMk]. 

a. Placer sur la figure les point Nk , 
[image: image1106.wmf]116
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. Que peut-on dire de N16 ? Quelle est la nature de la suite 
[image: image1107.wmf]kk
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 ? Exprimer sous forme trigonométrique l’affixe Zk des points Nk.

b. Justifier que les triangles 
[image: image1108.wmf]1
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 sont tous semblables. Quelle est la nature de la suite 
[image: image1109.wmf]1

kkk

DNN

+

=

 ? Donner son expression en fonction de k et de D0 ; exprimer en fonction de k et D0 la somme 
[image: image1110.wmf]01
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 où n est un entier quelconque.

c. Donner une valeur approchée à 10−3 près de la longueur 
[image: image1111.wmf]001
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, en déduire une valeur approchée à 10−3 près de la longueur de la ligne polygonale 
[image: image1112.wmf]0121516

...

NNNNN

. Quelle est la limite de Sn lorsque n tend vers l’infini ? Quelle signification concrète a cette limite ?
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Figure à compléter.

1. 102.  Courbe paramétrée+conique (prog. 1985)

Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O ;
[image: image1114.wmf]u
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), unité graphique : 2 cm.

1. Étude d'une courbe paramétrée (C) 

On considère la courbe (C) définie paramétriquement par : 
[image: image1116.wmf]2
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a. Étudier conjointement les variations sur R des fonctions f et g. 

b. Préciser les points de (C) où la tangente est parallèle à l'un des axes de coordonnées.

c. Préciser les points d'intersection de (C) avec chacun des axes Ox et Oy.

Donner un vecteur directeur des tangentes aux points obtenus. Dessiner (C).

2. On se propose de démontrer que la courbe (C) est une parabole, en étudiant son image par une transformation particulière du plan.

a. Le plan est assimilé au plan complexe. On considère l'application R qui, à tout point M du plan d'affixe z, associe le point M' d'affixe : 
[image: image1118.wmf](1)
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Quelle est la nature de R ? Déterminer ses éléments géométriques.

b. Calculer en fonction de t l'affixe de M' lorsque M est le point d'affixe : f(t) + ig(t). En déduire l'expression en fonction de t des coordonnées x' et y' du point M´.

c. Écrire une équation cartésienne de la courbe (C') image par R de la courbe (C). Représenter (C') sur la même figure que (C). Pourquoi peut-on affirmer que (C) est une parabole ?

1. 103.  Hyperbole et complexes

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormal direct 
[image: image1119.wmf]( ;,)

Ouv

rr

.

On désigne par M, N, P trois points distincts de ce plan d'affixes respectives m, n, p.

1. Démontrer que le triangle MNP est rectangle en N si et seulement si le complexe 
[image: image1120.wmf]pn
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 est un réel non nul.

2. Dans cette question, M, N, P sont d'affixes respectives z, z2, z4.

a. Quelles conditions doit vérifier z pour que M, N, P soient distincts deux à deux ?

b. Démontrer que l'ensemble des points M d'affixe z = x + iy du plan tels que le triangle MNP soit rectangle en N est une conique  d'équation 
[image: image1121.wmf]2
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, privée de deux points que l'on précisera.

3. Préciser la nature de 
[image: image1122.wmf]G

 et déterminer ses éléments géométriques (sommets, foyers, excentricité, asymptotes).

4. Représenter 
[image: image1123.wmf]G

 et mettre en place sur la figure les sommets, les foyers et les asymptotes de 
[image: image1124.wmf]G

.

1. 104.  Bissectrice (recherche)

Soit a et b deux nombres réels, on considère les nombres complexes z et z' de module 1 et d'arguments respectifs a et b.

1. Montrer, en utilisant la forme exponentielle de z et z', que 
[image: image1125.wmf]2
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 est un réel positif ou nul.

2. En déduire que arg [z + z'] = 
[image: image1126.wmf]1
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(arg [z] + arg [z']).

3. On appelle M et M' les images de z et z' dans le plan muni d'un repère orthonormé direct de centre O et N le point tel que OMNM' soit un parallélogramme. Interpréter géométriquement l'égalité précédente à l'aide de ces points.

1. 105.  Birapport

Quelques définitions :

- On dira qu’une application f est involutive si et seulement si f o f = Id.

- Quatre points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si ils appartiennent au même cercle 
[image: image1127.wmf]G

.

- On montre que quatre points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si 
[image: image1128.wmf](
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 (attention, ce sont des angles de droites…)

On désigne par P le plan complexe, par 
[image: image1129.wmf]W

 le point d’affixe i et P’=P−{
[image: image1130.wmf]W

}. M un point quelconque de P’ a pour affixe z. 

Pour tout réel non nul m, on désigne par fm l’application de P’ dans P’ telle que
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1. On suppose m donné. Montrer que fm est involutive. Déterminer l’ensemble des points invariants par fm. Démontrer que pour tout point M de P’, les points 
[image: image1132.wmf]W

, M et M’ sont alignés et que 
[image: image1133.wmf].
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 (produit scalaire).

2. Soit m et 
[image: image1134.wmf]l

 deux réels non nuls. Pour tout point M de P’, on désigne par M’ le point fm(M) et par M’’ le point 
[image: image1135.wmf](')
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. Montrer que M’’ est l’image de M par une transformation que l’on précisera. Quelle est la nature de cette transformation ?

3. Le nombre m est toujours supposé fixé. Soit A, B, C, D quatre points distincts de P’, d’affixes respectives a, b, c et d. 

On appelle birapport de ces quatre points, noté (A, B, C, D), le nombre complexe 
[image: image1136.wmf]()()

()()

cadb

cbda

--

--

.

a. Démontrer que (A, B, C, D) = (C, D, A, B).

b. Démontrer que (A, B, C, D) est un nombre réel si et seulement si les points A, B, C et D sont alignés ou cocycliques.

c. On désigne par A’, B’, C’, D’ les images respectives des points A, B, C et D par fm. Montrer que (A, B, C, D) et (A’, B’, C’, D’) sont conjugués.

4. Déduire de la question précédente que, quels que soient les points M et N appartenant à P’, les points M, N, M’ et N’ sont alignés ou cocycliques.

5. On désigne par 
[image: image1137.wmf]D

 une droite ou un cercle du plan P et par 
[image: image1138.wmf]1
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 son intersection avec P’. Démontrer que l’image de 
[image: image1139.wmf]1
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 par fm est l’intersection d’une droite ou d’un cercle avec P’.

1. 106.  Triangles équilatéraux, Am. du Sud 1992

	Dans la figure ci-contre, ABC et DEF sont deux triangles équilatéraux direct, BDEG et CDFH sont des parallélogrammes. Le but de l’exercice est de prouver que le triangle AGH est équilatéral.

On appelle a, b, c, d, e, f, g, h les affixes des points A, B, C, D, E, F, G, H. 

Première méthode :

1. a. Démontrer que 
[image: image1140.wmf]3
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b. Exprimer (f – d) en fonction de (e – d).

2. a. En déduire l’expression de g et h en fonction b, c, d, e, f.

b. Montrer que 
[image: image1141.wmf](
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, conclure. 

Deuxième méthode : 

1. On appelle R la rotation de centre D, d’angle 
[image: image1142.wmf]3

p

, t1 la translation de vecteur 
[image: image1143.wmf]BD
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, t2 la translation de vecteur 
[image: image1144.wmf]DC
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. Donner l’expression complexe de R, t1, t2.
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2. On appelle T la transformation 
[image: image1146.wmf]21
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a. Donner l’expression complexe de T, en déduire la nature de T.

b. Déterminer 
[image: image1147.wmf](
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 et le centre de T. Déterminer enfin 
[image: image1148.wmf](
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 et conclure.

1. 107.  Somme de distances, Asie 2010, 5 points

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct 
[image: image1149.wmf](;,)
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. L’unité graphique est 1 cm. On note i le nombre complexe demodule 1 et d’argument 
[image: image1150.wmf]2
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.
On considère les points A, B, C et P d’affixes respectives : a = −2, 
[image: image1151.wmf]223
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, 
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 et p = 10.

PARTIE A : Étude de la configuration

1. Construction de la figure.

a. Placer les points A et P dans le repère.

b. Déterminer les modules des nombres complexes b et c.

c. Utiliser les cercles de centre O et de rayons respectifs 4 et 6 pour construire les points B et C.

2. Démontrer que le triangle BCP est équilatéral.

3. On note rA la rotation de centre A et d’angle 
[image: image1153.wmf]3
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.

a. Vérifier que l’image Q du point C par rA a pour affixe : 
[image: image1154.wmf]443
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b. Vérifier l’égalité : q = −2b. Que peut-on en déduire pour les points B, O et Q ?

4. Soit R le symétrique de C par rapport à O.

a. Démontrer que les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concourantes en O.

b. Établir que : AP = BQ = CR.

PARTIE B

On note f l’application qui, à tout point M du plan, associe le réel f(M) défini par : f(M) = MA+MB+MC.

1. Calculer f(O).

2. Soient M un point quelconque et N son image par la rotation rA.

Démontrer que : MA =MN puis que MC = NQ.

3. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initiative, même infructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.

En utilisant l’inégalité triangulaire, démontrer que pour tout point M du plan, 
[image: image1155.wmf](
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1. 108.  Produit de distances, C. étrangers 1991

Dans le plan complexe, on considère les points A, B, C, D d’affixes respectives 1, i, –1, –i.

1. Montrer que le point M d’affixe le nombre complexe 
[image: image1156.wmf]i
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 est sur le cercle de centre B et de rayon 1 si et seulement si 
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[image: image1158.wmf]0

r

=

.

2. Montrer que le produit 
[image: image1159.wmf]PMAMBMCMD

=´´´

 est égal à 
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3. En déduire une condition (portant sur r et 
[image: image1161.wmf]q

) pour que P soit égal à 1.

4. Déterminer les points M de l’axe des réels tels que P est égal à 1.

5. Déterminer les points M du cercle de centre O, de rayon 1 tels que P est égal à 1.

1. 109.  Logarithme complexe, EFREI 2001

On note 
[image: image1162.wmf]*
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 l'ensemble des nombres complexes privé du nombre complexe nul.

Tout nombre complexe z non nul peut s'écrire de façon unique 
[image: image1163.wmf](cossin)
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 lorsqu'on suppose que 
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 vérifie les inégalités 
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 et que r>0.

Dans cet exercice, on étudie l'application F de 
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 dans 
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 qui associe à tout nombre complexe non nul 
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[image: image1169.wmf]ln
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On propose de transformer au moyen de F des régions de 
[image: image1170.wmf]*

£

.
1. Déterminer les images par F des demi-cercles de centre O, tracés dans 
[image: image1171.wmf]*

£

 de rayon R et dont les extrémités sont placées sur l'axe des imaginaires aux points d'affixes iR et –iR. Déterminer de même les images des segments de droite portés par des demi-droites d'origine O et dont aucune des extrémités n'est située en O.

2. On définit la région D limitée par les demi-droites (
[image: image1172.wmf](

)
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 et 
[image: image1173.wmf](
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 d'origine O telles que 
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 et 
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 où on suppose que 
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 et 
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 appartiennent à 
[image: image1178.wmf];
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 et vérifient 
[image: image1179.wmf]21
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 et par les deux arcs de cercles (
[image: image1180.wmf]a

G

) et (
[image: image1181.wmf]b

G

) de centre O et de rayons a et b entièrement situés dans le secteur limité par les deux demi-droites précédentes. Dessiner cette région qui est donc un « secteur de couronne circulaire ». Définir l'image de la frontière de cette région qui est donc constituée de deux arcs de cercles et de deux segments. Montrer que l'intérieur de cette région D est transformé par F en l'intérieur d'un rectangle que l'on définira précisément à l'aide des angles 
[image: image1182.wmf]1
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 et 
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 et des réels a et b.

3. Déterminer les conditions liant 
[image: image1184.wmf]1

q

 et 
[image: image1185.wmf]2

q

 d'une part et a et b d'autre part pour que ce rectangle soit centré en O. On pose alors 
[image: image1186.wmf]2
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 et R = a. Trouver la relation entre 
[image: image1187.wmf]q

 et R pour que ce rectangle devienne un carré de centre O.

4. Soit le cercle C qui passe par O et qui est centré au point d'affixe 1.

En utilisant son équation cartésienne, trouver la relation fournissant r en fonction de 
[image: image1188.wmf]q

 pour qu'un point d'affixe 
[image: image1189.wmf](cossin)
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 appartienne à ce cercle. On suppose 
[image: image1190.wmf];
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L'image par F d'un point quelconque de C étant défini par son affixe X + iY, déterminer X en fonction de Y.
Étudier les variations de X en fonction de Y et, en prenant garde à l'échange des coordonnées, dessiner la courbe image de C par F.
Définir l'image par F de la région D' intérieure à ce cercle et comprise entre deux arcs de cercle de rayon R et 
[image: image1191.wmf]1

R

.

5. Soit la parabole (P) d'équation y2 = 2x. Déterminer la relation entre 
[image: image1192.wmf]q

 et r pour qu'un point d'affixe 
[image: image1193.wmf](cossin)
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 appartienne à cette courbe. Soit alors la région D" comprise dans l'intérieur de cette parabole et entre deux cercles de rayons R et 
[image: image1194.wmf]1

R

.

L'image d'un point x + iy de la portion de parabole (P) comprise entre les deux arcs de cercle précédents étant désignée par X + iY, exprimer X en fonction de Y Étudier les variations de X en fonction de Y et en déduire l'image de cette portion de la parabole (P).

Sans prétendre à la précision, dessiner l'allure de l'image de la région D".
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