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Faculté d’Economie, de Gestion et de Sciences Sociales 

Syllabus du cours :

Advanced Studies in Banking
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Introduction générale

Comment les intermédiaires financiers gèrent-ils leurs portefeuilles et les risques associés ? Les banques maximisent le rendement de ces portefeuilles sous la contrainte du niveau acceptable de risque qu'elles se sont fixé.  Elles vont donc calculer la valeur nette des cash flows en les actualisant à un taux r qui est fonction du risque : 
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. Il s’agit d’un objectif général de toute entreprise industrielle, commerciale ou financière, auquel les banques ne dérogent pas. 

Cependant, l’examen du bilan des banques révèle que celui-ci est constitué en grande partie des éléments suivants : 

   Actif




Passif

	      Actifs fixes
	Fonds Propres

      Dettes à  long terme

	· Crédits octroyés

· Titres négociables sur le marché (obligations, actions…)


	· Dépôts (prêts accordés)




Remarques :

1. D'autres éléments important tels que les swaps ne figurent pas au bilan. En effet, les swaps, futures et autres produits dérivés servant principalement à couvrir les risques financiers n'ont pas de contrepartie immédiate dans le bilan car ils n'ont pas de valeur initiale, mais bien dans le hors bilan. Par contre, les options qui ont une valeur dès le début se retrouvent à l'actif du bilan. Exemple de swap : un investisseur reçoit un certain taux d'intérêt contre un taux flottant. Afin de couvrir sa position, il peut se rendre sur le marché OTC (Over the Counter) et prendre une position inverse, c'est-à-dire qu'il va recevoir des coupons à taux flottant contre le taux d'intérêt (fixe). 

2. Nous ne nous intéressons pas au fonds propres et dettes, bien que ceux ci jouent un rôle important dans le financement des entreprises, car il ne s’agit pas d’une problématique spécifique au monde bancaire. 

Afin de déterminer les éléments susceptibles d’affecter le couple rendement-risque des intermédiaires financiers, nous portons notre attention sur les éléments constituants les portefeuilles de l'actif du bilan, à savoir les crédits octroyés et les titres négociables. La différence entre les taux des crédits octroyés et les taux d'intérêts sur les dépôts permet aux banques de réaliser les marges d’intermédiation, génératrices de profit. 

Il existe deux types de portefeuilles dans lesquels vont figurer les titres détenus par les banques: le portefeuille bancaire et le portefeuille de négociation. Le portefeuille bancaire, constitué des crédits accordés, relève de la pure activité d’intermédiation, à savoir la transformation des dépôts en crédits. Le portefeuille de négociation comprend tous les titres négociables qui ne relèvent pas directement du portefeuille bancaire et qui sont principalement liés à de la spéculation, de la couverture ou à 

l’activité de service financier de la banque. Pour chacune des deux catégories de portefeuille, il existe différents risques auxquels les banques doivent faire face. Le coût du capital intégrera d’ailleurs les différents risques associés aux actifs et aux contreparties concernées.

Au niveau du portefeuille bancaire, les principaux sont le risque de défaut (ou risque de crédit), le risque d'intérêt et le risque de liquidité. Lorsqu'un dépôt à court terme est utilisé pour financer un prêt à long terme, des problèmes de liquidité peuvent survenir si le déposant réclame le remboursement avant la date de l'échéance du dépôt et que la banque ne dispose pas d'argent à ce moment. 

Les risques liés au portefeuille de négociation diffèrent quelque peu : nous retrouvons le risque d'intérêt, mais aussi le risque de marché qui ne concernait pas le portefeuille bancaire. Le risque de marché représente le risque de fluctuation du marché des prix des actifs, mais également le risque de réinvestissement des cash flows.      

Plusieurs mesures peuvent être prises afin de minimiser les différents risques associés aux deux portefeuilles. En ce qui concerne le portefeuille bancaire, les autorités de régulation imposent certaines règles dans le but de contrôler certains de ces risques. Parmi ces règles, nous retrouvons :

· Des règles prudentielles strictes dont le but est de limiter le risque de liquidité. En Belgique, la commission bancaire et financière vérifie que les établissements de crédit constituent effectivement des provisions où ils mettent une partie de leur fonds propres en guise de garantie contre le risque de liquidité. 

· Le taux de réserve obligatoire dont le but est d'empêcher l'effet multiplicateur lorsqu'il y a création de monnaie. La banque centrale impose un taux de réserve obligatoire qui oblige les banques à conserver une partie de leurs dépôts et limite l'offre de monnaie lors de la création de monnaie, ce qui permet également de limiter le risque d'inflation.

· Les exigences minimales en matière de fonds propres (ratio de Cooke). En 1975, dans un souci d'harmonisation des réglementations applicables aux établissements de crédits, le comité de Bâle
 met au point le ratio de Cooke, repris dans la Première Directive d'Adéquation du Capital :DAC I. Sur base de ce ratio, les fonds propres devraient représenter 8 % au moins de la somme pondérée des postes de l'actif et du hors bilan qui sont sensés impliquer des risques. La commission bancaire et financière est chargée de veiller à ce que les établissements bancaires respectent ces exigences. Le ratio permet de déterminer le niveau minimal des fonds propres que les banques doivent détenir pour empêcher qu'un établissement ne devienne insolvable dans le cas où certaines créances ne seraient pas remboursées. La pondération du risque varie en fonction du type de créances et de son émetteur. Par exemple une créance notée AAA (émise par le trésor public) et émise par un pays de l'OCDE (le risque pays est donc minime) a une pondération nulle : 0%. Ceci signifie que l'on ne doit pas constituer de fonds propres supplémentaires pour se couvrir contre le risque de solvabilité pour des actifs de ce type. Par contre une créance détenue sur une entreprise du secteur privé présente un risque important et la pondération sera de 100%, ce qui nécessitera des fonds propres correspondant à 100% x 8% = 8% de ces actifs. L'inconvénient de cette norme est que les fonds propres supplémentaires destinés à couvrir les risques ne sont pas productifs. Il serait préférable d'investir dans des actifs plutôt que de mettre de l'argent dans les fonds propres en guise de couverture puisque cet argent ne rapporte rien.

Afin de tirer le meilleur parti possible des actifs et de réduire les exigences en fonds propres, de nombreux établissements de crédit créent des modèles internes. Les modèles internes doivent cependant être suffisamment performants pour convaincre les autorités de tutelle que les ratios qu'elles imposent sont trop élevés et qu'une proportion moindre des fonds propres serait suffisante pour couvrir les crédits octroyés. Le second concordat de Bâle, transcrit dans la directive : DAC II, stipule d'ailleurs que dans certaines circonstances une banque peut faire appel à ses modèles internes pour déterminer les fonds propres nécessaires afin de couvrir le risque de solvabilité.  

En ce qui concerne le portefeuille de négociation, les règles de protection sont moins strictes car afin d'attirer des fonds pour le portefeuille de négociation, la banque doit parvenir à convaincre les investisseurs qu'elle est rentable (compétition entre les différents établissements). Pour la plupart des obligations (figurant dans le portefeuille de négociation) le ratio de Cooke est nul. Cela peut parfois avoir des conséquences dramatiques :

Au Japon, de nombreuses banques ont investi dans des obligations pour lesquelles le ratio était nul mais qui étaient néanmoins risquées. Elles ont investi en grande partie dans ces obligations et ont maximisé leur endettement pour financer ces actifs. Cependant, la valeur de marché des actifs a chuté tandis que les dettes sont restées stables et ces banques ont fait ou sont virtuellement en faillite.

La différence entre les deux portefeuilles est de moins en moins visible. Par exemple lorsqu'on titrise une créance, celle-ci devient un actif négociable et passe du portefeuille bancaire au portefeuille de négociation. La titrisation de créance permet donc de diminuer les exigences en fonds propres. 

Pour gérer le risque d'intérêt et  le risque de liquidité il existe des modèles simples et complexes de gestion des taux. Pour gérer le risque de marché, on utilise des modèles de pricing et pour gérer le risque de crédit on fait appel à des modèles plus complexes. 

Le chapitre suivant est consacré aux modèles permettant de gérer le risque d'intérêt.

1ère Partie : Notion de gestion du risque d'intérêt

Chapitre 1 : Introduction

1.1 Importance pour les banques
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Le risque d'intérêt est le risque le plus important pour les banques car le business bancaire est un business de taux d'intérêt. Les banques vivent des taux d'intérêt. La différence entre les taux de crédits et les taux de dépôts procure une marge d'intermédiation. 

R(T) est le facteur d'actualisation d'un cash flow arrivant à échéance en T.

Si l'on se situe dans un marché compétitif, la marge d’intermédiation sur une échéance déterminée est faible ; néanmoins, la structure croissante des taux d'intérêt nous permet de réaliser des profits liés à la fonction de transformation de durée fournie. 

· L'inflation est également un facteur important qui nécessite que les banques se couvrent contre les fluctuations d'intérêt.

· De plus, d’après les règles prudentielles, si la valeur de l'actif varie, il faut modifier les affectations de fonds propres, ce qui va entraîner une variation des encours de crédits et agir sur la rentabilité.

1.2 Modèles de gestion du risque d'intérêt

La gestion du taux d'intérêt correspond à la gestion des actifs, des passifs et du hors bilan (cfr. swaps). Lorsque l'on essaye de gérer tout cela en même temps, il s'agit de l'ALM (Assets Liabilities Management). Avant d'arriver à l'ALM, les banques sont passées par différentes étapes. 

Avant les années soixante, l'activité première des banques étaient la transformation de durée. La concurrence était alors oligopolistique. Il n'y avait donc pas de problème pour obtenir des dépôts et l'activité des banques consistait alors à octroyer des crédits de la manière la plus rentable possible. Il s'agissait essentiellement de gestion de l'actif. 

Dans les années 1960-1970, la concurrence entre les différents établissements pour l'obtention de fonds et la volatilité des taux d'intérêt (surtout liée à l'inflation) amena les établissements bancaires à vouloir obtenir le contrôle des ressources, à gérer les passifs et non plus les actifs.  

Finalement, dans les années 1980, le milieu bancaire a pris conscience que l'on ne pouvait pas gérer isolément actifs et passifs avec efficacité. Il s’est donc mis en place une gestion jointe des actifs et passifs, le Funds Management. Avec le funds management la banque est considérée comme un fond qui obéit à différents principes : 

1) Contrôler les actifs et les passifs ensemble

2) Coordonner les contrôles : travailler sur le spread revenu/coûts

3) Maximiser les revenus et minimiser les coûts pour la gestion des actifs et des passifs.

Les différents modèles qui permettent de gérer le risque d'intérêt au niveau bilantaire global sont classés en deux catégories principales : les modèles traditionnels et les modèles de simulation

1.2.1 Les modèles traditionnels

Les modèles traditionnels incluent les modèles d'écarts d'échéance et les modèles d'écart de duration.

A. Les écarts d'échéance(GAP Management)

L'idée est de se savoir ce que rapporte Actif et Passif. Le GAP Management est une méthode utile dans le court terme et qui permet de regarder les revenus et non la valeur du portefeuille. Le but est d'étudier la sensibilité des revenus obtenus à la variation des taux d'intérêt. On va donc comparer pour une échéance T les revenus des actifs sensibles aux taux d'intérêt avec les revenus des passifs sensibles aux taux d'intérêt. Il s’agit par conséquent d’un mode de gestion du risque de réinvestissement.

Ex. : Un investisseur a un revenu de 100£ sur ses actifs (10 % de 1000) et doit payer 80£ (10 % de 800) sur son passif (dépôt). Son exposition sera donc de + 20£ dans un mois aux variations des taux d'intérêt. Cette valeur est le GAP pour 30 jours (GAP30j = + 20£). 

Le GAP sera nul si le total des actifs sensibles au taux d'intérêt est égal au total des passifs sensibles. Par contre si les actifs sont supérieurs aux passifs, le GAP est  positif. 
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Ex : 

Dans cet exemple le GAP est négatif à court terme. On devra financer 60 dans un an. Dès lors, si les taux d'intérêt augmentent, le montant réinvesti des revenus (20) procurera un intérêt supérieur mais le montant des engagements à financer (80) aura également un coût supérieur : en net, la banque devra refinancer 60 à un coût supérieur.

Dans ce cas, la hausse des taux diminuera la marge de la banque tandis qu'une diminution aura pour effet de réduire la charge nette des dettes.

Au niveau global, la question de savoir si on perd ou gagne suite aux variations des taux d’intérêt est résolue par le GAP. Si les actifs qui vont donner un revenu sont supérieurs aux passifs
, on les réinvestit. Il y a donc un risque d'intérêt lié à ce GAP  :

Ex : GAP 7jours = +20 x (1+r). On investit le GAP au taux r.

Le risque est que r devienne r'.

Si r', alors les revenus seront réinvestis à 20 x (1+r')

Si r' < r on a une perte de 20 x ( r.

Les 20 viennent des 100 de l'actif et 80 du passif. Les 100 sont donc sensibles au taux rA et les 80 au taux rP or le taux d'intérêt octroyé aux dépôts est inférieur au taux sur les crédits. Le différentiel égale rA- rP. rA risque de devenir r'A et rP risque de devenir r'P.

Notre risque de revenu d'intérêt = 100(r'A-rA) - 80(r'P-rP)

Lorsque le GAP est positif, une augmente du taux diminue la valeur des actifs de la banque.

Le GAP management doit être établi pour différentes périodes. Par exemple de 1 à 7 jours ; de 18 à 30 jours ; de 31 à 99 jours ou pour une semaine, un mois, 3 mois, 6 mois,… Ces calculs sont cumulatifs.

Le gap management représente notre exposition au taux d'intérêt à chaque période.

Alternativement, pour estimer le degré de risque d'une banque on peut faire appel au GAP relatif. Le GAP relatif est le rapport GAP sur Actif Total. Il est compris entre -1 et 1.Lorsque le GAP est proche de 1 il indique une forte sensibilité aux taux.

En bref, le Gap Management est un modèle simpliste mais complémentaire à la duration (voir modèle suivant) qui se préoccupe peu du revenu. Il est également utile car il existe encore des règles prudentielles qui sont calquées sur les résultats de ce modèle. En effet, le DAC I utilisait ces écarts pour calculer le ratio et la commission bancaire et financière y a également recours.

B.  Les modèles d'écarts de duration (cfr. Duration de Macaulay)

La duration est une construction qui donne une estimation de l'échéance moyenne d'une obligation. Le but de la duration est différent du but du GAP management. Elle ne s'intéresse pas aux revenus mais à la valeur des avoirs et engagements.

Le prix d'une obligation couponnée classique peut s’écrire  :


[image: image2.wmf](

)

(

)

D

D

i

ti

n

i

i

t

ti

ti

r

CF

r

CF

P

+

»

+

=

å

å

=

1

1

1

0


Où rti est le facteur d’actualisation d’un flux arrivant à échéance en ti. Dans la deuxième égalité, qui est seulement approximative mais qui montre à quoi la duration se rapporte, rD est constant pour tous les cash flows .

Lorsqu'une obligation est une obligation coupon zéro, il n'y a qu'un seul revenu perçu à la fin. Dans ce cas, la duration et l'échéance de l'obligation coïncident.
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Si l'obligation a des coupons, échéance et duration diffèrent.
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[image: image3.wmf]La duration est égale à la moyenne pondérée des maturités des différents flux de revenus :




Dans le cas de la duration (la plus courte) D1, on est plus exposé aux mouvements des taux d'intérêt à court terme, tandis que D2 (duration plus longue) montre une exposition supérieure aux variations du taux à long terme.

Comment peut-on neutraliser le risque d'intérêt au niveau du bilan ? Considérons à l'actif deux créances : Bond 1(prêt) et bond 2 (obligation du gouvernement), d’échéance longue, et au passif deux titres représentatifs de dette Deposit 1 et Deposit 2, à plus court terme. L’examen de l’exposition au risque d’intérêt passe par le calcul de la duration, qui présente une propriété d’additivité très utile : 
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   avec X1 = le poids de la première obligation




                        et  X2 = 1-X1 
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  avec W1 = le poids du titre 1 (du passif)





   et W2 = 1- W1
La différence entre la duration des actifs et des passifs nous montre si les titres sont sensibles aux taux à court terme ou à long terme :
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Le graphique indique que si les taux d'intérêt à CT augmentent alors que les taux à LT restent constants, les banques obtiennent un rendement additionnel (elles payent moins car la valeur d’une dette émise (deposit 1) diminue, et conservent les mêmes actifs).

Si on égalise la duration des actifs et la duration des passifs, on neutralise l'effet du taux d'intérêt. En principe, l'effet net de la variation du taux est nul, quelle qu’en soit l’échéance. Pour faire en sorte que la différence entre la duration A et duration P soit nulle on fait souvent appel à des swaps. Il s'agit d’une application de l'ALM, Assets Liabilities Management. L'avantage de l'utilisation des swaps est qu'ils ont une valeur initiale nulle (ils figurent dans le hors bilan) et ne modifient donc pas la taille du bilan. 

Il faut noter qu’il n'est en fait ni nécessaire, ni suffisant d'avoir une duration nulle pour que le risque d’intérêt soit neutralisé : il s’agit juste d’un principe de gestion permettant d’approcher une couverture globale du taux d’intérêt.

La duration est donc une notion complexe mais complémentaire au modèle des écarts d'échéance. On calcule souvent la duration totale et la duration par catégorie de prêt-dépôt. La duration est en première position au niveau des règles prudentielles (CBF et DAC). Cependant, l'emploi de ce modèle est discutable. En effet, la mesure est imparfaite, les obligations n'ont pas toujours le même taux car le risque de défaut  intervient. A un risque de défaut plus élevé correspond un rendement plus élevé. Or la duration est calculée ici avec le taux sans risque et ne tient pas compte du risque de crédit. Elle n'est valable que pour le risque d'intérêt. 

Alternativement, certains traders préfèrent utiliser la basis point value comme mesure de sensibilité plutôt que la duration. Le modèle basé sur la basis point value est un modèle plus intuitif et plus directement utilisable. 

Le point de base (basis point BP) est 1% de 1% = 1/10 000ème. La BPV mesure la sensibilité d’un titre quand la structure entière bouge de 0.01%. Il s'agit d'une mesure proche de la duration mais qui n'a pas les mêmes propriétés additives. 

1.2.2 Les modèles de simulation

Il existe des modèles plus modernes qui traitent les problèmes de rentabilité et de solvabilité. Ils ont pour but de déterminer pour différents scénarios la variation des valeurs des portefeuilles et des revenus.

Le premier type de modèle répond à une question lancinante dans le domaine bancaire, et principalement au niveau des salles de marché : comment une banque pourrait-elle déterminer sur une base journalière le risque qu'elle prend ?

A.  Mesure de Risque : Value at Risk (VaR)

La value-at-risk est une mesure de risque à très court terme. Elle ne sert donc pas à déterminer la rentabilité d'une banque mais bien à constituer des provisions pour faire face aux éventuelles pertes journalières de la banque.

A.1 Calcul de la VaR

Partons d’un modèle de taux d'intérêt ; on fait l’hypothèse que l’on connaît sa distribution de probabilité.
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X représente la valeur future du portefeuille et suit ici une loi normale. f(x) représente la fonction de densité. Pour déterminer le risque d'insolvabilité d'une banque à court terme, on regarde la partie gauche du graphe (en bleu). Cette partie indique la perte la plus importante qui pourrait se produire avec une probabilité de 1%.

D'un point de vue statistique : ( = 1% (seuil de confiance de 1%, on peut se tromper dans un pour-cent des cas).





  Z( 
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Ex : Vo =100 (valeur initiale du portefeuille)

        X suit une loi normale de µ =101 et ( =1 ; dénotée N(101,1)

        Quelle est la pire valeur que l'on puisse obtenir avec une probabilité de 1% ?


L'intervalle de confiance est :
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101-1.96*( (=1)  = 99.04 = la plus petit valeur que le portefeuille peut atteindre (VaR). 

Si le portefeuille suit bien une loi normale, notre perte ne sera pas supérieure à 99.04, dans 99% des cas.
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Ceci est intéressant car cela nous donne un seuil de tolérance et nous renseigne sur la quantité, en termes attendus, que la banque doit mettre en provision pour couvrir les pertes. Dans l'exemple, la provision à réaliser pour garder la valeur initiale (Vo) de 100 est 0.96.(100-99.04) 

Comment exécuter la fonction de densité ?

1. Risk Metrics

Risk Metrics est un algorithme développé par JP Morgan basé sur la méthode variance-covariance. Il fait l'hypothèse que les taux d'intérêt suivent une distribution normale, donc que le rendement d'une obligation suit une loi normale et par conséquent que le rendement d'un portefeuille a une distribution normale multivariée. 

a) Tout d'abord, on va partir d'une obligation :

r( N(µ, ()

Pr(r (VaR) = (
VaR est l'inconnue ; le seuil ( est déterminé par la banque.
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b) Ensuite, étendre au portefeuille


[image: image11.wmf]p

VaRZ

aa

s

=

 si ri ~ N


           
     si ( ri ~N


[image: image12.wmf]2222

1122121212

112212

2

si 1

p

WWWW

WW

=++

£+£

sssrss

ssr


Si notre portefeuille est constitué de plus de deux titres, on a :
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On observe donc un effet de diversification et on constate que la VaR d'un portefeuille n'est pas égale à la somme pondérée des VaR des différents actifs de ce portefeuille.

c) Que faire avec les actifs non-normalement distribués ?

Exemple d'une option call:

Le pay-off d'une option call est :
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Le call a une distribution asymétrique = skewed distribution : (C ne suit pas une loi normale N(µ,().

Le portefeuille de négociation inclut des titres de ce type, qui ne suivent pas une distribution normale. Puisque C n'est pas distribué normalement, il faut utiliser une astuce. On pose alors C = f (S)

En utilisant le développement en série de Taylor, on obtient : 
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Dans le premier terme (à droite), ( représente le ratio de couverture (
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 suit une loi Chi carré. Le dernier terme tend vers zéro et peut être retiré de l'équation.

La superposition d'une loi normale et d'une loi Chi-carré (toujours positif) explique que la distribution de C soit asymétrique vers la droite. Pour une partie très locale de la fonction, nous pourrons faire l'hypothèse que 
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Avantages et inconvénients de cette méthode :

Avantages :

· Il s'agit d'une méthode facile et analytique

· Les données sont simples à collecter (µ,()

Inconvénients :

· L'hypothèse de normalité est indispensable (estimation primitive de la VaR)

· Ce n'est pas adapté aux produits dérivés

· L'hypothèse de stationnarité doit être respectée. Si ce n'est pas le cas, ce qui était valable dans le passé ne le sera plus dans le futur.

2. Analyse historique
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Par exemple, on a N = 1000 observations. On regarde ces 1000 observations et prend les plus basses (les pires). On leur donne un classement de la moins bonne à la moins mauvaise :

Ex : -11.4, -10.5,…,-6.8% (ce qui nous donne la VaR à 1%).

Ces observations servent d'estimation pour le futur.

Avantages de la méthode :

· Elle ne repose pas sur l'hypothèse de normalité.  

· Elle est flexible et peut être utilisée pour des produits dérivés

Inconvénients :

· L'hypothèse de stationnarité est toujours présente. On suppose que les rendements vont se comporter de manière identique par rapport à leurs comportements passés.

· Tout dépend de la série observée (dépendance à la série). 

3. Monte Carlo

[image: image301.wmf],

Tt

y


Tout comme l'analyse historique, le modèle de Monte Carlo observe le passé. Par contre, cette méthode va déterminer la distribution des données observées (elle calibre le modèle) et détermine les rendements futurs (distribution simulée). 

Les avantages de ce modèle sont :

· Sa flexibilité

· La dépendance au modèle mais pas aux valeurs particulières de la série qui ne sert qu'à calibrer le modèle.

Les inconvénients sont :

· Le risque de modèle

· La consommation du temps (time consuming). En effet, le modèle doit être exécuté chaque jour.

5. Extreme Value Theory

Le principe de ce modèle est de modéliser les valeurs extrêmes. La progression vers la VaR se fait par étapes.

a) Déterminer les distributions extrêmes en fonction des distributions

Ne pas regarder Pr(r
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où r est le rendement observé

Mais regarder Pr(min(r1, r2,…, rn) 
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 x)

On prend les rendements futurs les plus faibles parmi les variables aléatoires d'une série. 

1. Distribution du maximum


  y = Max(r1, r2,…,rn) 

             
[image: image24.wmf]1

12

()Pr()

Pr((,...,))

Pr(()()...())

y

n

n

Fxyx

Maxrrx

rxrxrx

=£

=£

=£££

III


Si le Maximum est plus faible que x, alors tous les autres rendements sont plus faibles que x.

Cependant, le modèle fait l'hypothèse que les  ri sont iid : 

· Indépendants. Il n'y a pas d'autocorrélation

· Identicallement distribués (modèle de stationnarité pure)
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          2. Distribution du minimum
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Problèmes :

· On doit connaître la distribution du Max [Fr (x)]

· Etant donné que Fri(x)<1, la limite à l'infini de [Fri(x)]n  tend vers 0 (limite dégénérée). Et  Fz(x) tend vers 1.

· Les variables doivent être iid(cfr. point 1.).

b) Corriger les problèmes rencontrés
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Pour s'assurer que l'on n'a pas une limite dégénérée, il faut s'intéresser à une variable aléatoire standardisée y'n qui correspond à yn centré et réduit  :
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. Ce ne sera pas dégénéré lorsque la limn→∞ y'n < ∞.

Si cette loi asymptotique est n'est pas dégénérée, elle peut correspondre à l’une des trois fonctions de densité cumulatives suivantes :

· Type I : Loi de Gumbel
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· Type II : Loi de Fréchet
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· Type III : Loi de Weibull
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Donc, la forme générale est
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Pour estimer (, il n'est pas nécessaire de connaître la distribution des rendements et si la variable ne dégénère pas, on peut connaître les valeurs extrêmes sans connaître la fonction de probabilité. On peut donc calculer la VaR.

e.g. : Si  r → N, iid, la distribution de la valeur Maximum sera de type I


 Si r→ N, avec des effets GARCH (Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscédasticity : autocorrélation des variances)

Exemple : GARCH (1,1)


[image: image34.wmf]01121

(régressionordinaire)

estunrésiduquisuitunedistributionnormale

:(0,²)

²²²(autorégression de la variance)

itiitit

itit

itiiitiitit

RX

N

--

=++

=+++

%%

%

%

:

%%

%%

abe

es

sllelsn


Si les r ne sont pas iid, la distribution de la valeur Maximum est de type II.

Donc, si l'on connaît la distribution on sait dans quel type on se situe et on peut toujours estimer (.

c) Estimation de (
· Par régressions
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Nous disposons de M rendements observés et formons N groupes de rendements. Pour chaque groupe on regarde le Maximum.
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On range les maxima y1, y2,…, yn  jusqu'à ce que yj ( yj+1
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On ne doit faire aucune supposition sur les iid, ni supposer que l'on connaît la distribution.

· Par estimation non-paramétrique

On dispose de M rendements observés que l'on range : r1< r2 <…< rM

( est donc égal à f(r1, r2 ,…, rM )

d) Calcul de la VaR
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Les avantages de la méthode sont  :

· Son indépendance par rapport à la distribution (la distribution ne doit pas être connue)

· L'hypothèse de iid n'existe pas

· Sa stabilité à travers le temps sur l'intervalle d'échantillonnage

· La distribution du minimum sera toujours un des trois types

Les inconvénients sont :

· L'estimation de (
· La nécessité de déterminer loi limite (estimation de τ)

· Un conservatisme marqué (spécialement dans les cas de clustering des événements extrêmes)

A.2 Implications de la VaR

La VaR est fort utilisée dans le secteur bancaire. Les banques peuvent se baser sur leurs modèles internes pour estimer leur VaR et faire des provisions suffisantes pour ne pas risquer d'être insolvable (cfr. ratio de Cooke). La seconde directive : DAC II (en juillet 1988) a mis au point de nouvelles règles prudentielles pour tenir compte de la VaR.

Quelques remarques doivent néanmoins être formulées quant à l'utilisation de la VaR.  
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La VaR est une mesure inadéquate pour un investisseur qui souhaite sélectionner des actifs peu risqués. En effet, lorsqu'un investisseur a le choix entre deux actifs, il va préférer celui dont le risque est le plus faible, c'est-à-dire, dont la variance est la plus petite. Si l'on se réfère au graphique ci-dessous, il va choisir l'actif B qui reste plus proche de la moyenne. Par contre, une banque qui veut limiter ses pertes ne va pas regarder la variance mais bien la partie de la fonction qui si situe au-delà du seuil qu'elle s'est fixé (la partie à gauche du seuil). Il s'agit de la pire perte que la banque puisse subir (pour le seuil de confiance qu'elle s'est fixé). En se référant à  la VaR, la banque de choisira l'actif A et non l'actif B car la partie de la distribution située à gauche de -2 est moins épaisse pour l'actif A que pour l'actif B. Ce qui laisse supposer que les pertes inattendues (pouvant se produire dans (% des cas) seront moins importantes pour l'actif A.

2- La VaR ne se préoccupe pas de ce qui se situe à gauche du seuil. En effet, la VaR ne renseigne pas sur le montant exact que l'on va perdre, elle montre uniquement à partir de quel moment la valeur cible, c'est-à-dire la valeur en dessous de laquelle il est risqué de  descendre, est atteinte. De même, la VaR ne donne pas de renseignement sur la partie de droite de la distribution. Elle ne dit pas combien on gagne lorsque l'on se trouve du coté positif de la distribution.

En résumé, la VaR est utile pour voir à partir de quel moment une banque tombe en faillite. Si elle sait qu'au-delà de -2 elle est en faillite, elle fera tout pour éviter des situations qui risqueraient de l'amener proche de cette perte.

3- Lorsque l'on constitue un portefeuille d'actifs, pour trouver la VaR de ce portefeuille, il ne suffit pas de calculer la valeur pondérée du risque de ce portefeuille. Autrement dit, la VaR de ce portefeuille n'est pas égale à la somme pondérée de la VaR des différents actifs. Cette différence provient de la sensibilité à l'échelle de la VaR. 
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A.3 Conclusions 

1- Domaines  :

1° Risque de liquidité (Risque d'intérêt (RiskMetrics), Risque de marché)

La VaR est utile pour des horizons courts (2 semaines). Il est peu probable que la banque soit en situation de problème structurel sur une période aussi courte. Cependant, la banque peut se retrouver en situation de cessation de paiement à court terme à cause de problème de liquidité. 

2° Risque de crédit (CreditMetrics)

Il y a des créances pour lesquelles la solvabilité des clients est plus ou moins certaine. Dans un portefeuille hétérogène, CreditMetrics permet de mesurer la probabilité de défaut de ce portefeuille pour un certain seuil de confiance.(1%)

3° Domaine  : Risque opérationnel

Ex la banque de Barings. Nick Leeson a pris des positions longues en futures sur le Nikkei mais il n'y avait pas un système de contrôle opérationnel pour déterminer si le niveau du risque était supportable. Avec notamment les conséquences néfastes du tremblement de terre de Kobe, l'indice japonais a chuté plus encore qu’il n’était supportable. Il n'y avait pas de lien entre le front office et le back office. De plus les appels de marge n'étaient pas effectués. La VaR a commencé à augmenter et la banque a perdu de plus en plus. S'ils avaient mesuré la VaR (rôle du back office), ils auraient pu s'arrêter à temps.  

Pour éviter ce type de situation,  il faut donc contrôler si les traders suivent la stratégie et les niveaux déterminés de la VaR.

4° Risque de catastrophe

Par exemple en cas de tremblement de terre la VaR est une mesure utile car elle nous renseigne sur la perte économique liée à cet événement rare. Elle est donc importante pour les assureurs et réassureurs car si une catastrophe de ce genre se produit, elle touche tous les assureurs. Il s'agit d'un risque systémique, c'est-à-dire d'un risque qui se répand à travers un secteur et touche toutes les entreprises de ce secteur. 

2- Intérêts

· La VaR est une méthode facile à appliquer (surtout dans le cas de RiskMetrics qui suppose une distribution normale) 

VaR = k (
La relation indique que plus la variance augmente, plus la VaR augmente (cette relation n'est valable que lorsque l'on considère une distribution normale).

· La VaR est un outil de contrôle intéressant pour de courtes périodes de temps. Il s'agit d'un instrument important pour le back office.

· La VaR est utile pour contrôler la solvabilité mais pas la rentabilité.

3- Conséquences

· La technique de la VaR a occasionné la création de comités de marché qui se réunissent périodiquement pour estimer la VaR cible. La back office vérifie que les cibles données à chacun ne sont pas dépassées en fin de journée. Si les cibles sont dépassées les ordres passés ne sont pas validés.

· Directives sur l'adéquation du capital : DAC

La VaR a une influence car elle permet d'éviter les problèmes de fonds propres réglementaires. Il y a accréditation des modèles internes tels que RiskMetrics. Le comité de Bâle a imposé quelques règles à suivre par les établissements lorsqu'ils calculent la VaR. La VaR doit être calculée pour une période de 10 jours ouvrables : H= 10 jours. De plus, la VaR doit être calculée avec un seuil de confiance de 99% (1% d'erreur possible). 

4- La règle des 10 jours est-elle utilisable ? Dans certains cas il faut adapter cette durée. Quatre facteurs doivent être pris en compte pour déterminer la durée du calcul de la VaR :

· La liquidité du marché  :

Si le marché est très liquide, on pourra facilement fermer une position. Par contre si le marché est peu liquide, on ne peut se fier à une VaR sur une période très courte car il faudra vraisemblablement plus de temps pour fermer sa position. Donc, plus la liquidité augmente, plus la période de détention diminue. 

· La distribution :

La distribution normale s’adapte mieux à une période de détention très courte, car les asymétries de rendements ne se marqueront généralement qu'à un horizon plus éloigné.

· L'ajustement du portefeuille :

Si la gestion du portefeuille est dynamique, la période de détention diminue car la composition du portefeuille sera vraisemblablement modifiée dans les 10 jours.

· La période d'estimation
Plus la période d’estimation est courte, plus la période de détention que l'on doit considérer doit être courte pour avoir des résultats raisonnablement fiables. La VaR va être estimée à partir de données historiques. Par exemple, si N= 100 et la période est de 2 semaines, il faudra une série de 200 semaines. Si la période est de 1 jour, on aura 100 jours ouvrables. On devra être plus confiant dans la stationnarité de la série pour laquelle la période d'estimation est la plus longue. La période d’estimation devra donc être plus longue lorsque la période d'estimation augmente, avec un risque accru de non-stationnarité.

L'essentiel des considérations présentées poussent à choisir une période la plus courte possible.

En conclusion, la VaR est une technique de simulation qui permet de déterminer l'exposition au risque de perte élevé. La VaR permet donc d'avoir une forme d'estimation à un risque très spécifique, adapté à un besoin de sécurité pour la gestion de portefeuille. Cependant, la VaR n’est généralement efficace que pour de très courtes périodes et est très peu adaptée aux investisseurs individuels.

B. Mesure de rendement : RAROC (Risk Adjusted Return on Capital)

Comment les banques déterminent-elles les taux de rendement qu'elles exigent pour les crédits qu'elles octroient ?

Les banques ne vont pas calculer le coût du capital de la même façon que ne le ferait une entreprise ordinaire. En effet, les banques doivent tenir compte du risque de crédit lorsqu'elles estiment le taux de rendement qu'elles exigent. 

Elles vont donc appliquer au portefeuille bancaire un taux ajusté au risque de défaut des créances. Ce coût du capital est déterminé par la méthode RAROC (Risk Adjusted Return on Capital). Les établissements de crédit vont passer par les différentes étapes suivantes afin de trouver le taux de rendement qu'ils attendent. 

· Pour chaque crédit, ils calculent la probabilité de défaut et donc la prime de risque qu'ils exigent. 

· Afin de mesurer la probabilité de défaut, ils vont calculer la VaR pour chaque client (chaque crédit). Grâce à la VaR interne, ils sont capables d'estimer les FP à affecter pour apurer les pertes éventuelles. Ce sont les Fonds Propres économiques.

· Pour chaque client ils affectent des FP économiques. Les clients sont ensuite regroupés en catégories en fonction de leur risque de crédit. En général, les différentes catégories correspondent aux notations (credit ratings). Elles sont désignées par des lettres allant de AAA pour les crédits les moins risqués à D pour les crédits en situation de défaut (AAA, AA,…, C, D). La globalisation des fonds propres donne les FP économiques globaux (FP réglementaires).

Les banques vont ensuite tarifer ces crédits :
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La mesure RAROC diffère du calcul du ROE :
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RAROC et ROE sont deux notions différentes. La mesure RAROC est un calcul a priori du ROE. En effet, le RAROC se calcule avant le ROE ; il se base sur des prévisions (les provisions ex ante). Les banques vont tarifer (déterminer le taux d'intérêt qu'elles chargent sur le prêt qu'elles octroient) afin que ROE et RAROC soient égaux. Elles calculent le taux de rendement interne d'un prêt et l'égalisent au coût des fonds propres :kE.

Chapitre 2 : Mesure de la structure des taux

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré les différentes manières d'agir contre le risque d'intérêt. Nous allons à présent porter notre attention sur la détermination de ce risque. 

Pour parvenir à gérer au mieux le risque d'intérêt, il est nécessaire de représenter et mesurer la structure à terme des taux. On se trouve face à des difficultés de deux types :

(1) 1ère difficulté : Estimer la structure à terme pour une obligation donnée

Il y trois éléments à prendre en compte dans la mesure :

1- Le niveau : c'est-à-dire ce que  serait le taux instantané si l'on empruntait pour une seconde une obligation. Cela nous donne le niveau de la structure à terme.

[image: image304.wmf]L

n


2- La pente : la différence des taux par échéance. A chaque maturité, on a une dérivée positive ou négative dCT/dT.
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3-
La courbure : [image: image306.wmf]s
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les deux premiers éléments (le niveau et la pente) donnent lieu à toutes sortes de structures différentes. La structure des taux ne sera pas nécessairement une droite ; elle peut prendre une infinité de formes différentes. 

4- Le spread : de crédit, fiscalité et de liquidité,…

La structure réelle tient compte de ce spread et exige une prime de risque pour chacune de ces composantes. Par contre, la structure calculée n'intègre pas les 

primes liées au spread. La structure estimée se situe donc au-dessus de la structure réelle car il existe toujours un risque supplémentaire dont on n'a pas tenu compte lorsque l'on a estimé la structure.
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Le graphique montre que l'estimation des taux est biaisée et incomplète. 

Afin de remédier au biais causé par le spread, certains ont recourt au rating pour obtenir une évaluation du spread. Le rating classe les crédits dans différentes catégories de risque de crédit. En introduisant, le rating dans la représentation de la structure à terme, on obtient un graphique à trois axes et donc un plan. Pour des obligations notées AAA, par exemple, il existe plusieurs courbes de taux possibles.

(2) 2ème difficulté  : Echéance incertaine

Un second problème, qui apparaît lorsque l'on tente de représenter la structure des taux à partir d'obligations, est lié à la difficulté de déterminer l'échéance exacte de certaines obligations. Il existe différents types d'obligations pour lesquelles l'échéance n'est pas certaine et pour lesquelles il n'est donc pas toujours possible de trouver le taux qui permet d'actualiser correctement les cash flows pour les égaler au prix actuel. Nous avons classé ces obligations en trois types :

· Les obligations accompagnées d'une clause optionnelle : c'est-à-dire pour lesquelles l'émetteur ou détenteur dispose d'une option sur la durée de l'obligation.

Ex : Les obligations avec clause de remboursement anticipé. Il s'agit d'une option donnée à l'émetteur. 

Ex : Les options qui donnent au détenteur de l'obligation le droit d'étendre la vie au-delà de la maturité.

· Amortissement par tirage au sort (sinking fund)

Ex. d'amortissement linéaire d'un sinking fund : un emprunt obligataire de € 10 M à 10% ayant une échéance de 20 ans fait l’objet d’un sinking fund, avec amortissement constant du capital, dès la 11ème année.
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Coupons de l’année 1 à 11 :€ 1 M

Principal remboursé en 11 :  € 1 M

Coupons en 12 :
10% x (€ 10 M - € 1 M) = € 900.000

Principal remboursé en 12 : € 1 M

Coupons en 13 : € 800.000

etc.

Par exemple, l’état belge a émis des obligations qu'il rembourse par tranches successives (« emprunts à lots »). Si un individu détient des obligations de ce type il lui est impossible de savoir avec précision quand il sera remboursé, il faut donc faire intervenir un comportement probabiliste. Il existe une incertitude quant à la maturité de l'obligation.

· Les obligations convertibles : c'est-à-dire les obligations qui peuvent être converties en actions à partir d'une certaine échéance.

Nous reviendrons par la suite sur  ces trois types d'obligation.

2.2 Les différents types de taux

2.2.1 Notions de base

Considérons une obligation cotée sur le marché à un prix P





   la valeur faciale  :F (= valeur de remboursement)





   le taux de coupon : C 

L'obligation donne droit au versement de coupons constants périodiques : n coupons et le remboursement de la valeur faciale F à l'échéance. L'inconnue est le taux d'actualisation des différents flux. 

Dans la section suivante, nous nous intéressons aux différents types de taux pouvant intervenir dans l'estimation du prix d'une obligation.

· Le rendement à l'échéance : y

Nous pouvons commencer par le rendement à l'échéance ou rendement actuariel dans la mesure où il constitue une mesure très largement utilisée pour apprécier la valeur d'une créance.

Le rendement à l'échéance est le taux interne de rentabilité (TIR) pour une obligation dont l'échéance est connue.

TIR : 
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avec y = le rendement à l'échéance

Nous pouvons déjà formuler quelques remarques.

Rem1 : le taux de rendement y est propre à l'obligation. y est une sorte de moyenne. Cela implique que les paiements soient réguliers. 

Rem2 : y est un taux annuel. Si les obligations ont un coupon semestriel, le taux recherché ne peut être annuel et il faut le convertir pour trouver le y annuel. On utilise la formule des taux proportionnels: 2ys= yannuel

Rem3 : Une annuité constante peut être interprétée comme la différence de deux perpétuités. Si C est constant, on peut déterminer le prix P comme:
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Cependant, le modèle d'évaluation du prix tel que présenté ci-dessus présente quelques problèmes :

· y est constant pour toutes les échéances, alors que la structure à terme n'est normalement pas plane et que le taux d'actualisation devrait être différent pour chaque coupon.

· Il existe une différence entre le prix d'achat  (ask price) et le prix de vente (bid price) d'une obligation : le spread. Pb < Pa. Le prix observé est soit l’un, soit l’autre. En général, on travaille avec la moyenne de ces prix.

· La formule ci-dessus n'est valable que lorsque que l'on considère que l'obligation est achetée lors de l'émission ou juste après la perception du précédent coupon. Lorsqu'une obligation est achetée entre les versements de deux coupons, il faut tenir compte de la période pendant laquelle l'ancien propriétaire a détenu cette obligation. L'obligation va verser les coupons plus tard (lors de leur échéance) mais l'acheteur d'une obligation doit compenser le détenteur précédent de l'obligation. Pour tenir compte de la période pendant laquelle l'obligation était entre les mains de l'ancien détenteur, on va calculer le prix plein de l'obligation. Lorsque l'on tient compte du prix plein, la formule devient :
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      k= la proportion du coupon qui est échue

le prix plein est donc toujours supérieur ou égal (juste après le versement du coupon) au prix net : Pp 
[image: image45.wmf]³

 P.

Une manière plus simple de calculer le prix plein est de considérer que le prix plein est égal au prix net plus la partie du premier coupon qui revient à l'ancien détenteur de l'obligation : Pp ( P+kC

Ex : P=100

       C=10 ; donc y =10% (car l'obligation est cotée au pair)

       Pp (105  et k = 0.5

y est le un rendement qui fait en sorte que P placé donne les coupons C en i (i=1,…, n) et F à l'échéance. y est un taux composé. 

Le taux de rendement à échéance nécessite plusieurs hypothèses.

· L'emploie du taux de rendement à échéance suppose qu'il n'y a aucun risque de réinvestissement. Il ne devrait pas y avoir de différence entre investir le prix de l'obligation jusqu'à l'échéance de l'obligation et recevoir les coupons que l'on réinvestit jusqu'à l'échéance et la valeur faciale à l'échéance. Cela est vrai si le taux de capitalisation des coupons est identique au taux de rendement y.
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Les deux stratégies seront équivalentes dans le cas où il est possible d'investir à un taux de 10%. 

Cette hypothèse ne se vérifie pas dans la réalité. Normalement, si l'on place des coupons à un taux y, c'est-à-dire si on les réinvestit, on court un risque car le y n'est pas fixe. Le y réel est supérieur au y sans risque. Plus on a de coupons, plus l'échéance est lointaine et par conséquent plus l’obligation est risquée. Le rendement doit incorporer une prime de risque et par conséquent le y réel est supérieur au  y sans risque.

· On suppose également que l'on conserve l'obligation jusqu'à son échéance. Si l'on vendait l'obligation avant l'échéance, le prix ne serait pas forcément égal à la valeur de remboursement de l'obligation (F). Une implication directe serait que le taux de rendement ne serait pas le taux permettant d'estimer correctement le prix. C'est pour cela que l'on l'appelle le taux de rendement à l'échéance. 

Comment le prix peut-il fluctuer ? 
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F : la valeur initiale =la valeur de remboursement.

Lorsque le prix de l'obligation augmente par rapport à la valeur faciale, l'obligation est cotée au-dessus du pair et le détenteur de l'obligation réalise une prime s'il revend son obligation à ce moment. Si par contre le prix diminue en dessous de la valeur faciale (en dessous du pair), l'obligation se situe dans une zone de décote.

Le risque de fluctuation du prix est pris en compte dans la prime de maturité. Il est évident que plus la maturité augmente et plus le prix de l'obligation va fluctuer.

Le graphique ci-dessous représente la volatilité de l'obligation en fonction du temps.
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La volatilité augmente après l'émission et diminue lorsque l'obligation arrive proche de l'échéance.
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· La prime/décote

Il peut être utile à certains moments d'exprimer le prix de l'obligation en pourcentage de sa valeur faciale de façon à introduire les notions de prime et de décote.
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La dernière équation ouvre la porte à une série de remarques.

1ère remarque :
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2ème remarque :

Si n augmente et si f et y sont stables, Prt augmente. En effet, la maturité augmente, cela signifie que le nombre de coupons augmente, et sur une plus longue période de temps, le prix de l'obligation va fluctuer davantage, augmentant les sources de primes et de décotes.  

3ème remarque  : 

Le calcul de y est complexe (polynôme avec n racines).

Puisque le taux de rendement à échéance peut être difficile à calculer, d'autres taux    plus simples peuvent être utilisés. 

· Le rendement courant : yc
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      Ex : Si F=100, P=90, C=10 


( yc  =10/90= 11.2%

Le rendement courant correspond au taux d'actualisation de flux perpétuels. Cette mesure est correcte dans la mesure où l'obligation considérée verse un grand nombre de coupons et dont l'échéance est éloignée dans le temps. Le rendement courant néglige le gain en capital réalisé si la créance a été achetée en dessous du pair et est conservée jusqu'à l'échéance. Il ignore de la même manière la perte réalisée si la créance a été acquise au-dessus de pair et est conservée jusqu'à sa maturité. Ceci montre que l'utilisation du rendement courant ne se justifie que si l'échéance est éloignée dans le temps, ce qui minimise l'importance de la perte/du gain. De plus, le rendement courant ignore la possibilité de réinvestir les intérêts au fur et à mesure de leur perception.

· Le taux de rendement simple : ys
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Le rendement simple tient compte des gains/pertes contrairement au rendement courant. Cependant, il néglige à nouveau la possibilité de placer les intérêts de manière à ce que ces intérêts rapportent des intérêts.

Relation graphique des trois taux : 
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On constate via le graphique que 
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 et est donc une sorte de moyenne des deux taux.
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2.2.2. Durée de vie incertaine

Il existe deux notions :

· Le rendement à l'option : yo
Parmi les obligations, certaines n'arrivent pas à échéance à cause d'éléments optionnels. S'il s'agit d'une obligation assortie d'une option, il est d'usage de calculer le rendement jusqu'à la date de l'option et non la date de maturité de l'obligation. (T* (date de l'option) <T (date d'échéance))

On peut principalement distinguer trois types d'options :

1- Option de remboursement prématuré :

L'émetteur peut vouloir rembourser anticipativement les obligations. 

Le rendement à l'option est le seul significatif si les taux ont baissé depuis l'émission du titre puisque dans ce cas, l'emprunteur (émetteur) se dépêchera de faire usage de l'option. (car si les taux diminuent le prix augmente et en exerçant son option, l'emprunteur ne doit rembourser que la valeur faciale (moins élevée que le prix de l'obligation)). Pour l'emprunteur, l'option est donc un call. Puisque la durée de vie est incertaine pour le détenteur de l'obligation, il est normal que le prix de l'obligation assortie d'une option soit plus faible que le prix d'une obligation sans option.

Pour les options données au prêteur, la situation est inversée. L'option est un put et puisque le détenteur à le droit d'exercer une option et de rembourser plus tôt l'obligation s'il le souhaite, il doit payer un prix supérieur pour cette obligation qu'il ne payerait pour une obligation sans option.
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Si en T*, le prix de l'option est dans la zone de prime (1), l'emprunter exercera l'option (il s'agit d'une option call). Si par contre en T* le prix est dans la zone décote(2), l'option sera exercée s'il s'agit d'un put détenu par l'acheteur.
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Si on allonge la durée, la maturité des options et la nouvelle maturité de l'obligation ne coïncident pas.

Pour le prêteur, on va calculer le meilleur rendement  : Max(y, y* )

Pour l'emprunteur  on va calculer le moins bon rendement  : min(y, y* )

Si on a plusieurs options, on calcule le rendement à la pire option (= celle pour laquelle le rendement est le plus mauvais).

2- Option donnée au détenteur d'allonger la durée l'échéance

EX : Considérons par exemple un emprunt émis par l'état belge. Il s'agit d'une obligation avec coupons de 40. Les versements ont lieu jusqu'en 2004.  Cependant, les détenteurs de l'obligation ont une option qui leur donne l'opportunité de changer la maturité de l'obligation. Cette option expire en 2002.
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La répartition des payements de coupon dans le temps est représentée ci-dessous :

Si le détenteur de l'obligation choisi d'exercer son option, la nouvelle maturité de l'obligation est 2006. Cependant après 2004, qui est la date normale d'échéance, le taux de coupon diminue légèrement. 

Pour le détenteur de l'obligation, le fait de détenir une obligation assortie d'une option va créer une augmentation de valeur de l'obligation.

3- Obligations convertibles

Il s'agit d'une obligation qui peut être soit dans une fenêtre de temps donnée, soit à un moment convertible en action. Le détenteur de l'obligation peut donc décider de la convertir en un nombre prédéterminé d’actions. Dans la plupart des cas, l’émetteur s’arroge le droit de procéder au remboursement anticipé de son obligation, auquel cas le détenteur a le choix entre la conversion volontaire ou le remboursement forcé. Comme la plupart du temps les émetteurs n’ont absolument pas l’intention de devoir effectuer un remboursement anticipé, ils prévoient de recourir à cette clause lorsque la conversion devient légèrement plus intéressante, de sorte que les obligataires convertissent leur titre volontairement de manière anticipée. 

· La duré de vie moyenne DVM (sinking fund)

Certaines obligations peuvent avoir une durée de vie incertaine pour de toutes autres raisons que l'insertion d'une clause d'option. Il en est ainsi lorsque le plan d'amortissement lié à l'émission des titres prévoit le remboursement par tirage au sort à des dates spécifiques et pour des proportions précisées de l'emprunt. Dans ce cas, s'il l'on se servait du taux de rendement à l'échéance, cela reviendrait à faire l'hypothèse que l'on ne sera jamais tiré au sort avant l'échéance. Au lieu d'utiliser le rendement à échéance, il convient d'utiliser un rendement qui tient compte de la probabilité d'être tiré au sort avant l'échéance : le rendement à la durée moyenne.

Cas général simple : les amortissements sont constants.

Calcul pratique de la durée de vie moyenne de l'obligation : 
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Cas général précis :

Ex : On a une obligation dont F= 10000000 émise au pair (f = y =10% au moment de l'émission) ; T = 10 ans et on veut rembourser avec des annuités constantes année/année. L'amortissement est linéaire
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Il faut donc construire le tableau d'amortissement (trouve At et It) et l’on peut ensuite calculer y sur ces flux.

2.2.3 Taux au comptant

Jusqu'à présent, nous avons considéré que les rendements restaient constants pour toutes les échéances (pour tous les coupons). Le taux au comptant, par contre, varie en fonction de l'échéance des flux (coupons). Le taux au comptant est le taux qui est appliqué à l'heure actuelle par le marché dans des contrats conclus aujourd'hui même pour des prêts commençant immédiatement. Il s'agit d'un taux mesuré à un moment donné et qui peut se modifier d'un instant à l'autre.

Il est possible de raisonner avec des taux discrets ou continus.

Terminologie : Rn,t 
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La période présente est désignée par t. 

On ne va plus chercher le taux fixe y d'une obligation qui arrive à échéance en T mais bien le taux de rendement d'une obligation qui verse un coupon unique. 
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La même opération peut ensuite être réalisée pour une obligation dont  le coupon arrive à échéance dans deux ans, puis dans trois ans, etc…Suivant les échéances, on va avoir des taux différents. En réalité, on traite les obligations comme s'il s'agissait d'obligation sans coupon.

Pour simplifier les choses, on raisonne avec des obligations 0-coupons, sans risque de crédit. Le taux va nous permettre d'apprécier le prix actuel d'une obligation à recouvrement dans n périodes.
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Ainsi Rn,t est un taux d'actualisation. On peut représenter le coefficient d'actualisation (ou encore facteur d'escompte) par Dn,t  :
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Le coefficient qui actualise chaque CF va caractériser la structure des taux. Il est évident que le facteur d'escompte diminue avec les échéances :

D1>D2>D3>…>Dn

Nous avons vu que le taux d'escompte pouvait être représenté de manière discrète et continue. Jusqu'à présent nous nous sommes surtout intéressés au taux discret, nous allons voir comme trouver le taux R continu à partir du taux discret.
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Ex : 1- une obligation 0-coupon à 10ans, ( à taux d'intérêt semestriel composé)


On cherche le taux continu correspondant.
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où n =20

        2- Obligation couponnée (sans risque) à 10 ans

le taux de coupon semestriel est de 10% (le taux de coupon annuel est de 10%, le taux proportionnel est de 5%)

    
P=100


[image: image68.wmf]20

20

1

5100

100

(1)

(1)

2

n

n

y

y

=

=+

+

+

å


A partir du prix et des coupons, il nous est possible de trouver le rendement à échéance annuel.

Dans le cas d'une obligation sans coupon, le taux de rendement continu 
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= yT,t  le taux de rendement à l'échéance. Ainsi, le rendement à échéance d'une obligation 0-coupon d'échéance T mesurée au temps t est :
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N.B. : S'il ne s'agit pas d'une obligation coupon-0, on calcule le taux de la même manière mais la signification ne sera pas claire pour le calcul de la structure à terme.
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Où la variation  instantanée (représentée par la pente) est la dérivée première.

Nous venons de caractériser la courbe des taux au comptant mais  le but de la gestion du risque d'intérêt est de pouvoir caractériser la structure à terme des taux de demain. La courbe va soit se déplacer parallèlement (changement de niveau), soit changer de pente, soit faire les deux.

On va caractériser la valeur de l'obligation en fonction de la variation de l'échéance :
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On cherche la variation de notre rendement total. YT,t est la variation normale (elle indique le niveau des taux de rendement) ; (T-t) montre que la variation du taux dépend du temps restant à courir jusqu'à maturité et la dérivé indique la sensibilité du taux au passage du temps, c'est la dérivée qui va nous permettre d'observer l'évolution à la hausse ou à la baisse des taux.

Si l'on souhaite une mesure précise de l'effet de l'échéance sur le taux de rendement de l'obligation, on regarde la dérivée seconde pour avoir une mesure de la courbure.

A partir du moment où la répartition des taux est connue, il devient simple de trouver le taux d'actualisation y :
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 On connaît la répartition des cash flows dans le temps.
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On peut trouver les taux d'actualisation de ces cash flows…et donc la courbe des taux.

Conclusion :

1- Il est facile de trouver la valeur de l'obligation mais difficile d'inférer la structure à terme.

2- On devrait être capable de travailler avec des obligations couponnées et ensuite de détachés les coupons des obligations :
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Il s'agit d'une équation à n inconnues. A partir d'obligations coupons-0, il y a moyen de trouver des solutions uniques à ce problème. Pour chaque échéance recherchée, il suffit de trouver une obligation sans coupons qui arrive à échéance  à ce moment.

3- On peut distinguer de nombreux effets.
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. Il y a donc de nombreuses déformations de la courbe liées aux différences de liquidité, fiscalité(différence de traitement fiscal pour les différents types d'obligations),…Ces éléments créent une différence entre la courbe estimée et la courbe réelle des taux.

4- Il est impossible d'inclure la population complète des obligations. Les obligations sélectionnées sont donc un échantillon, un sous-ensemble de la population. Comment sélectionne-t-on ces obligations ? Il s'agit d'obligations qui sont considérées comme des références.

2.3 Estimation de la structure à terme

Pour gérer de manière correcte le risque d'intérêt, il importe de comprendre la courbe des taux. Cependant, l'estimation de la structure à terme n'est pas aisée et il existe différentes méthodes pour y parvenir :

Il ne suffit pas de regarder uniquement le rendement à l'échéance d'une obligation ordinaire. Cependant cette méthode comporte quelques problèmes :

Si un investisseur détient deux obligations, l'une donnant un taux de coupon de 10% pendant 10 ans et l'autre un taux de coupon de 15% pendant 15 ans.

Si le rendement à l'échéance y est de 12% pour les deux, est-ce que cela implique que la structure à terme est plate pour les deux obligations ? Non car les deux obligations ont des propriétés différentes et le taux de rendement devrait varier avec l'échéance des cash flows. La méthode du rendement à échéance n'est donc valable que lorsque la structure à terme est plate (y constant pour chaque échéance).

2.3.1 Utilisation des obligations coupons-0

Il s'agit là de la méthode la plus correcte. Cependant, il n'existe pas d'obligations coupons-0 pour toutes les échéances recherchées.

2.3.2 Utilisation des strips

Puisqu'il n'existe pas d'obligation coupons-0 en suffisance, une alternative est de faire appel à des obligations couponnées. La solution est le "stripping" qui consistent à détacher les coupons des obligations et à en faire des obligations à part entière. Les coupons peuvent être échangés individuellement.
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Les strips ne sont néanmoins pas une solution parfaite car ils présentent deux inconvénients.

· Les "strips" sont encore assez récents sur les marchés et ils n'existent pas en quantité énorme. Il peut donc apparaître des problèmes de liquidité. Cela cause une prime de liquidité supplémentaire pour les strips qui se vendent moins bien. Toutes les obligations n'ont pas la même liquidité. Et cela a pour effet de biaiser la représentation de la courbe.

· Les obligations ne font pas toutes l'objet de strips. Il ne sera donc pas toujours possible de représenter les obligations à partir de strips. 

2.3.3 Bootstrapping

Le bootstrapping est une simulation réalisée dans le but de connaître la distribution de probabilité des taux. Une fois la distribution connue, il suffit de simuler pour trouver les taux désirés. 

Par exemple, on connaît les taux à 6 mois (R0,5,t annuel) et les taux à un an.

Le prix de l'obligation à 6 mois est :
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On peut soit utiliser le taux proportionnel, soit le taux équivalent pour trouver le taux semestriel à partir du taux annuel.
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Le prix de l'obligation à 1 an est :
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Ex : Une obligation sans risque (T-bond) à 6 mois

        Coupon semestriel de 10% , cotée au pair : 


[image: image79.wmf](

)

0,5

0,5

105

100

1

R

=

+


Dans ce cas RT= yT  
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Si l'on a une obligation couponnée à 1.5 ans, le taux équivalent pour 1.5 ans peut s'obtenir par :

                        
[image: image81.wmf]1,5

0,511,5

0,511,5

(1)(1)(1)

cccF

P

RRR

+

=++

+++


La seule inconnue est le taux recherché. (1,5 ans)

On continue la même opération pour le taux à deux ans, …A chaque incrémentation on ajoute un terme. Il n'y a qu'une seule inconnue à chaque incrémentation. On va avoir un système de n équations à n inconnues. 

Le bootstrapping présente l'avantage d'utiliser des obligations couponnées. Il est donc possible à partir de n'importe quelle obligation de trouver toutes les échéances. Il n'y a jamais qu'une seule inconnue par équation. Cependant, le bootstrapping ne permet pas de  comprendre la courbure ni de modéliser le taux en fonction de l'échéance. 

De plus, le bootstrapping est surtout valable pour le marché américain qui est un marché homogène et assez important pour que l'on dispose de toutes les données nécessaires (les taux) à l'application du bootstrapping.

Un autre inconvénient dans la méthode du bootstrapping est le biais du coupon.

Ex : obligation dont le prix  :
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Si on raisonne en rendement à l'échéance :
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[image: image327.wmf]M

 

y est une sorte de moyenne des deux taux.

La courbe avec coupon se situe en-dessous de la structure à terme sans coupon (dans le cas où la structure est croissante). Il y a donc un biais du au coupon. Plus le coupon sera grand, plus le biais sera important. Si la structure à terme est décroissante, le phénomène inverse se produit : la courbe avec coupon est au-dessus de la courbe sans coupon. 

Si la structure estimée est plane, il n'y a pas de biais. L'estimation est correcte.

Remarque : la propriété de convergence à l'infini
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A l'infini, le R tend vers le y(. On sait donc que la limite de RT,t  à l'infini doit tendre vers y(, sinon il y a une erreur. On voit ici l'intérêt de connaître y. La courbe des rendements à l'échéance tend vers la même asymptote y(.

2.3.4 Modèles paramétriques

Nous avons vu les différentes méthodes développées dans le but de représenter la structure à terme des taux. Ces méthodes ne sont pas parfaites. D'autres modèles sont donc réalisés afin de mieux capter la structure.

Il existe trois types de modèles : a) Théoriques (cfr. plus tard)





    b) Heuristiques





    c) Factoriels

a) Les modèles théoriques.

Nous connaissons la dynamique des taux d'intérêts et les prix des obligations observés nous permettent de connaître les taux. 
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le rendement à échéance d'une obligation qui arrive à échéance dans une   seconde

Or le taux de rendement varie da façon aléatoire au cours du temps :
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Et le prix dépend du taux ainsi que de paramètres :
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On connaît les fonctions mais pas les paramètres. On peut les trouver en observant le prix des obligations. Il sera alors possible d'estimer la structure à terme. (voir chapitre 5)

b) Les modèles heuristiques

Ce sont des modèles qui essayent de trouver de manière empirique une fonction qui va donner la meilleure approximation possible des points observés.

Grâce à des méthodes telles que le bootstrapping ; il est possible d'avoir une estimation visuelle de la structure à terme. Le but des modèles heuristiques est d'ajuster une fonction h(RT ; (1,…, (n) à cette estimation. 

Par exemple : 
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Il y existe quatre types d'approximation :

1) Approximation linéaire : (quadratique, cubique,…)
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[image: image88.wmf],
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 Approximation linéaire de la courbe en se basant sur les rendements à l'échéance.

On améliore l'ajustement en utilisant des équations quadratiques, cubiques.

2) Approximation instrumentale
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Ex : dans la pratique on utilise le "cubic spline"
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3) Simple estimation combinée avec des mesures de sensibilité (KBC)

On observe le changement des taux engendré par le changement de l'échéance une minute plus tard.


[image: image91.wmf]1111

222

2

1)ln()²³

2)ln()²³

T

T

RABTCTDT

RABTCTDT

=+++

ì

í

=+++

î

(cubic)

On a le log et on cherche comment il évolue au cours du temps. dT est une période de temps infinitésimale. 
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On voit de combien R(le taux de rendement instantané) a changé sur une période infinitésimale. 
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On résolve et trouve les coefficients A,B,C,D. Ici, il n'y a pas de terme d'erreur. Il ne s'agit pas de régression mais bien d'un système de 4 équations à 4 inconnues. On regarde 2 points (deux taux Ti et Ti+1) et ensuite passe aux points suivants (Ti+1, Ti+2),… et on a toute la courbe qui se déroule. Cette méthode est intéressante pour montrer la courbe passée des taux. Cependant, il s'agit d'une technique purement descriptive qui ne sert à rien dans le "pricing".
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4) Modèles parcimonieux avec taux à terme

Avec notamment le modèle de Svensson (1993) 
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(0 représente le niveau des taux ;

(1 représente la pente ;

(2 représente la courbure ;

(1 et (2 représentent les points d'inflexion.

Les avantages de cette méthode sont qu'elle utilise uniquement les taux à terme et épouse bien la courbe.

Mais, tout comme le modèle précèdent, ce modèle donne une vision purement statique ; on ne sait pas comment elle évolue.

c) Modèles factoriels (Litterman 88-Scheinkman 91)

Les modèles factoriels sont des modèles que l'on peut rapprocher du APT. Dans ces modèles, le taux est fonction de différents facteurs.
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Grâce à ces modèles, il devient possible de déterminer les facteurs qui font évoluer cette courbe des taux.

Si par exemple F est une matrice 3*1, il existe trois ( liés au facteur.

Nous avons passé en revue les différents modèles et méthodes utilisés dans le but de construire la structure à terme des taux. Ces modèles impliquent un choix initial des données qui seront intégrées. Comment choisir les données que l'on va garder et les données que l'on va écarter ?

2.3.5 Problèmes d'échantillonnage

1) Les benchmarks
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Les benchmarks (obligations phares) sont les obligations considérées comme les plus représentatives de leurs marchés. Il s'agit d'obligations faisant l'objet de nombreuses transactions et donc liquides. Le problème est qu'elles sont tellement liquides que leur rendement est faible (pas de prime de liquidité). Etant donné qu'il n'existe pas de primes de liquidité pour ces obligations, elles sont en-dessous de la courbe.

Ex. obligations à 5 ans, 10 ans, 20 ans T-bills. Au niveau américain, la maturité de référence est de 5 ans.

Remarque : les T-bills a 30ans n'existent plus.
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Pour une obligation plus liquide, le prix augmente.

Les obligations de référence sont les obligations dont la maturité est de 5 ans (D5). Elles sont plus liquides et plus demandées. Ainsi selon la théorie de l'offre et de la demande, le prix de ces obligations augmentent.

2) Les "cheapest"

Par exemple pour un contrat sur future, à échéance le vendeur s'engage à livrer une obligation parmi un panier d'obligation. Il a le choix entre toutes les obligations constituants le panier. Cependant ces obligations n'ont pas toutes la même maturité :

Ex Bund à 8,5 ans

      Böbl à 3,5 ans

      Schatz à 1,5 ans

Si la structure des taux est croissante, l'obligation la moins chère sera celle qui a la maturité la plus courte. Elle sera la plus demandée et donc la plus liquide. On retrouve à nouveau un biais dû à l'obligation la moins chère.

3) Les niveaux de coupons

Certaines actions s'adressent à certains types de client. C'est l'effet clientèle. Par exemple, les entreprises qui détiennent des actions ne sont pas retaxées sur les dividendes déjà taxés (RDT). Par opposition aux personnes physiques qui elles subissent la double taxation. Le régime de taxation affectant les obligations diffère et la demande pour les coupons diffère également. Plus le taux de taxation sur les revenus d'un titre est élevé plus le rendement exigé avant impôt devra être élevé, et donc plus le prix sera faible. Ceci a un impact sur la liquidité (plus le coupon est élevé plus l'obligation est liquide). La courbe va dépendre du régime de taxation.

4) Les clauses optionnelles

Ex : une obligation à 10 ans, coupon zéro qui peut être remboursée après 8 ans.

L'échéance  moyenne E(T) = 9 ans. Le taux de rendement doit correspondre à 9 ans. On aura une prime qui correspond au risque d'échéance.

5) Segments de marché

A court terme, on devrait aller sur le marché monétaire (bills, bonds) et avoir un taux d'intérêt flottant pour les swaps nouvellement émis ou les swaps dont la durée de vie est de 6 mois. On va choisir l'actif qui présente la même liquidité. Donc aller sur le marché monétaire (c'est-à-dire sur le marché des T-Bills) qui est le marché le plus liquide à court terme.

Dans le moyen terme, on va aller sur le marché des futures et se couvrir pour deux trois ans.

Pour le long terme, le marché des swaps implique de longs échanges. On veut se couvrir contre le payement des cash flows des obligations.

[image: image336.wmf]Il résulte des problèmes de jonction entre les marchés car les primes de liquidité ne sont pas identiques pour les différents marchés. Le marché des swaps est un marché très liquide (donc la courbe des taux des swaps sera en dessous de celle des obligations car les primes de liquidités sont moindres voire nulles). Il peut donc y avoir un saut au moment où l'on change de marché.

On doit faire certaines hypothèses sur la jonction.

Les buts de la modélisation :
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A quoi sert cette courbe ?

1)Avoir un modèle qui ajuste les taux au comptant

On a la possibilité de formuler la courbe sous forme paramétrique. On pourra expliquer tout ce qui dépend du taux d'intérêt si on peut expliquer la courbe.

2)Convergence du taux comptant vers le taux à terme à l'infini pour un modèle valide.
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On vérifie la validité de l'estimation car on sait qu'à l'infini l'on a l'asymptote horizontale, y( .

3)Interpréter les courbures
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où 
[image: image97.wmf]2

,

Tt

y

 est le rendement d'une obligation 0-coupon qui arrive à échéance en 
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2.4 Interprétation 

2.4.1 Taux Forward

Il est possible d'interpréter la structure des taux en fonction des taux forward. 

Un contrat forward est un contrat conclu au moment t et qui porte sur un emprunt commençant en T1 et se terminant en T2. Plus exactement, en T1 on s'engage à livrer une obligation qui arrive à échéance en T2.
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Le prix du forward est :
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 (Cfr. formule avec le taux continu pour trouver le prix)
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Soit on prête de l'argent jusqu'en T1 et s'engage à acheter une obligation, c'est-à-dire que l'on emprunte en T1 et s'engage à rembourser en T2. 
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Le taux forward du contrat est le taux en vigueur de T1 à T2. Il peut être obtenu à partir des taux de rendement à l'échéance de t à T1 et de T1 à T2 :
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2.4.2 La courbe des taux
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L'écart entre les taux observés et les taux prévus se situe entre 0.2 et 0.4%.  L'écart est lié à la prime de liquidité. Si l'on considère le fait que le marché a une préférence pour la liquidité, on doit ajouter une prime de liquidité pour les obligations moins liquides. On a vu qu'a court terme le marché des obligations étaient un marché fort liquide mais que plus les échéances s'allongeaient, moins ce marché était liquide et qu'il devenait pus intéressant de se rendre sur le marché des swaps ou des futures, plus liquides. On observe dans le premier graphe que la prime augmente effectivement avec la maturité. Ainsi, si la courbe des taux prévus est croissante (le marché prévoyant donc une hausse ultérieure des taux), la pente de la structure observée sera néanmoins plus forte suite à l'incorporation d'une prime de liquidité croissante en fonction de l'échéance (fig.1). Si le marché prévoit une stabilité des taux, la courbe des rendements aura tout de même une pente positive car la prime de liquidité vient s'ajouter aux taux et que celle-ci augmente avec l'échéance (fig.2). Si le marché escompte une baisse des taux, il existe trois situations possibles. Soit la diminution des taux l'emporte sur l'augmentation des primes de liquidité en fonction des échéances, dans ce cas les deux courbes sont décroissantes (fig.4). Soit la diminution des taux est égale à l'augmentation de la prime de liquidité. Dans ce cas, la courbe des taux observés est une constante (fig.5). Soit l'augmentation des primes de liquidité est plus importante que la diminution des taux et la courbe des taux observés est croissante tandis que la courbe des taux prévus est décroissante (fig.3).

Ainsi dans le cas d'une structure croissante,  l'interprétation est ambiguë. La pente positive peut être due à une anticipation des taux à la hausse, ou à une anticipation de taux constants ou encore à une anticipation à la baisse. Il est donc très difficile de voir les anticipations du marché. Il n'y a que deux cas où ces anticipations sont assez certaines: lorsque la structure est plate et lorsque la structure est décroissante. Dans ces deux cas on est certain que le marché escompte les taux à la baisse. 

Dans l'approche traditionnelle, on considérait que l'individu était capable de prévoir de manière parfaite les taux futurs. Cependant, cette hypothèse est jugée peu satisfaisante et il est convenu que les taux d'intérêts futurs sont des données aléatoires. L'investisseur s'attend donc en moyenne, compte tenu de l'information disponible en t, à la valeur du taux forward : 
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Si on tient compte de la préférence pour la liquidité du marché, on doit ajouter une prime de liquidité et donc la relation devient :
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 où L représente la prime de liquidité.

Chapitre 3 : Notions de Duration, Volatilité et Convexité 

3.1 Définition et interprétation

3.1.1 Principe de base  
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Lorsque l'on se retrouve dans des situations, où l'on veut comparer différents types d'obligations telles que :
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Il faut faire appel à une notion qui permette ces comparaisons. C'est ce qui fait l'objet de la section suivante. 

3.1.2 Définition et hypothèses

d) Cas simple :

La duration est la moyenne pondérée des échéances. Elle sert à mesurer la durée de vie moyenne d'une obligation.

D = 
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Où 
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est le poids. Il représente la valeur présente de chaque flux (coupons) : 
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La duration peut être adaptée aux différents types d'obligations :

· Dans le cas d'une obligation coupon-0 , il n'y a pas de coupons  : Cfi=0 ; par contre à maturité, il y a le remboursement du principal : CFn=F

· Dans le cas d'une perpétuité  : CFi= C ; 
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· Dans le cas d'une obligation hypothécaire : CFi = C

· Pour une obligation ordinaire : CFi = C ; CFn = C+F

e) Le prix plein

Dans le cas simple, on fait l'hypothèse que l'obligation a été achetée lors de son émission ou juste après le versement d'un coupon. Il est alors normal que l'entièreté du coupon revienne au propriétaire de l'obligation. Dans la plupart des cas, il en va cependant différemment. En effet, la plupart du temps les investisseurs rachètent des obligations (sur le marché secondaire) entre les échéances des coupons. Il faut donc tenir compte, dans le prix, de la partie échue du coupon qui devrait être versée à l'ancien propriétaire. Cette partie va être ajoutée au prix net de l'obligation pour compenser le fait que le précédent détenteur de l'obligation ne recevra pas le coupon alors qu'une partie devait lui revenir puisqu'il a détenu cette obligation pendant un certain laps de temps k, avant de vendre l'obligation.

Pp = P + kC où Pp est le prix plein



 P le prix net, c-à-d le prix auquel on a acheté l'obligation



 K la partie échue du coupon



 C le coupon

La duration doit également tenir compte de la partie échue du coupon. Puisque l'obligation n'a pas été acquise directement après l'échéance d'un coupon, il faut retirer de la maturité de l'obligation la période pendant laquelle on n'était pas en possession de celle-ci.

D = ( Wi (i - k)

Où 
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Ceci est un moyen arbitraire de calculer l'échéance moyenne.

f) Généralisation

Nous faisons à nouveau l'hypothèse que le prix plein et le prix net sont identiques.

La duration peut être obtenue à partir de la dérivée du prix en fonction des taux :
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Une fois que l'on connaît la duration, il est possible de trouver la dérivée.

Il y a cependant un problème avec la dérivée telle que représentée ci-dessus. En effet, y reste constant  quelle que soit la maturité des obligations. Ceci suppose que la structure des taux est plane. Fisher et Weil tiennent compte de ce problème et remplacent y par Rit (le taux spot). 

La formule devient alors :
[image: image111.wmf]
Cette équation  n'est pas fort différente de l'équation précédente car les flux qui arrivent tard à échéance ont tendance à être moins actualisés.

3.1.3 Simplification

g) Perpétuité

Une perpétuité est une obligation qui verse des coupons jusqu'à l'infini d'un même montant.
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Si l'on dérive le prix en fonction du taux, on trouve la duration :
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h) Coupon-zéro

Pour les obligations coupons-0, la duration est l'échéance puisqu'il n'y a qu'une échéance.
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i) Cas général

Pour  les obligations ordinaire, le calcul de la duration s'effectue comme suit :

On sait que le prix est égal à la somme actualisée des cash flows :
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A = les paiements des coupons réguliers correspondent à une annuité. Cette annuité peut être décrite comme la différence de deux perpétuités

B = le principal actualisé en 0.
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[image: image117.wmf]1
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 est la duration d'une obligation perpétuelle et A/P le poids de la valeur actualisée des coupons comparée à la valeur de l'obligation.

En remplaçant A, B et P par leur valeur, on obtient :
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Remarque : relation avec la parité : (cfr. graphique duration-maturité)

Si f= y, l'obligation est cotée au pair et la duration devient :
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Si n tend vers l'infini, alors le second terme tend vers 0 et la duration est celle d'une obligation perpétuelle.  

Lorsque l'obligation est cotée au pair (exemple : f = y = 8%), sa duration augmente avec la maturité. Il est normale que la courbe de la duration en fonction de l'échéance tende vers la droite (1+y/y) lorsque t augmente puisque 1+y/y est la duration d'une obligation perpétuelle.

Si l'obligation est cotée au-dessus du pair f (12%) > y (8%), la duration va augmenter avec la maturité mais rester en dessous de la courbe de 8% car dans le cas d'une obligation cotée au-dessus du pair, le second membre est plus fortement négatif que pour une obligation cotée au pair.

Si l'obligation est cotée en dessous du pair f (12%) < y (8%), la duration se situe au-dessus de  la duration d'une obligation perpétuelle car le deuxième terme vient s'ajouter au premier. Cependant, à long terme la duration doit tendre vers l'asymptote et va donc diminuer pour se rapprocher de la droite 1+y/y.

En terme mathématique :
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Rem : la duration n'est pas une mesure parfaite de la maturité moyenne car il existe différentes échéances pour une même duration.

Rem2 : La duration n'est pas une fonction continue du temps.
Si l'on tient compte du prix plein dans le calcul de la duration, la fonction effectue un saut entre le moment qui précède la perception du coupon et l'instant d'après.

Juste avant la perception la proportion de coupon échue k = 1et juste après le versement k redevient égal à 0. 

Nous pouvons observer la discontinuité sur un graphe dans le cas d'obligations perpétuelles et ordinaires.

Pour les obligations perpétuelles, on a 
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Juste avant de percevoir le coupon,  k =1  et la duration devient  : 
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Après avoir perçu le coupon, k = 0 et la duration est  : 
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Dans le cas des obligations ordinaires  : 
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Nous appliquons le même raisonnement et obtenons le graphe suivant :

1) Vecteur de duration (?)
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L'ordre 3 augmente l'impact des différences entre les échéances.

Les différents ordres permettent de caractériser l'obligation.

[image: image360.wmf]Le premier coupon a un poids plus important que le deuxième et ainsi de suite (puisqu'il se situe plus près dans le temps et que le poids de ce coupon est donc plus élevé que le poids de coupons se situant à des périodes de temps plus éloignées). Le dernier versement est plus important car il comprend le dernier coupon ainsi que le payement du principal actualisé (le poids est faible).

Lorsque n tend vers l'infini, on peut caractériser parfaitement l'obligation.

3.2 Duration Modifiée ou Volatilité

Nous avons vu la notion de duration. Une autre notion importante est la duration modifiée DM.
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La duration mesure la sensibilité du prix au taux d'intérêt. La mesure est normalisée car on divise par le prix pour obtenir un pourcentage.

La duration modifiée ressemble à la duration de laquelle on a retiré 1+y qui est une sorte de parasite dans la mesure de la sensibilité du prix au taux. 

On peut également mesurer la duration en franc (on ne divise pas par le prix) :-dP/dy. La duration en franc ou Basis Point Value (BPV) mesure la variation du prix de l'obligation lorsque le taux varie d'un point de base.

D'un point de vue pratique, la duration modifiée peut être utilisée dans le calcul de la VaR :
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D'un point de vue graphique, la duration modifiée est la droite tangente à la fonction représentant la sensibilité des prix aux taux d'intérêt.
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Par exemple, si le prix initial est de 100 et que le taux varie de 1%, quelle est la variation du prix ? D'après le graphe on constate que le prix va passer de 100 à 95, la variation est donc de -5. En remplaçant dans la formule de la duration modifiée :
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La variation relative est donc de 0.05. Ceci nous donne la pente de la droite de duration modifiée. La duration modifiée est une première estimation de la sensibilité des prix aux taux. Nous affinerons nos estimations par la suite.

3.3 Elasticité
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Relation avec la cotation :

Si f = y, (obligation cotée au pair), l'élasticité devient :
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Si f ( y :

· si f > y (au-dessus du pair), les deux termes de la division sont positifs, et E est donc inférieur à un (car 1-…<1)

· si f < y (en-dessous de pair), il existe deux situations possibles. Soit le second terme de la division est plus petit que le premier, dans ce cas E<1, soit le second terme de la division est plus grand et E >1.

3.4 Convexité

3.4.1 Définition
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L'approximation du deuxième ordre (duration modifiée et convexité) nous rapproche davantage de la courbe réelle du prix en fonction du taux d'intérêt car l'estimation ne sera plus une droite mais bien une courbe se rapprochant de la véritable courbe.

La véritable variation des prix peut être estimée par le développement de Taylor :
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Développement de Taylor où P* est le prix d'aujourd'hui et P le prix observé précédemment

On essaye de trouver  :         
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La convexité est donc une mesure de la variation marginale du prix en fonction du carré de la variation de y.

Pour trouver la variation du prix, on pourrait se limiter au deuxième ordre :
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A nouveau, ceci peut être utilisé dans le calcul de la VaR :
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3.4.2 Interprétation graphique
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Lorsque la variation de Y est positive, la courbe s'approche de la courbe réelle soit par le haut (si elle surestime la diminution du prix), soit par le bas (si l'on sous-estime la diminution du prix) au fur et à mesure que l'on ajoute des ordres à l'équation dP/P. Cela peut se représenter mathématiquement. Lorsque le taux d'intérêt augmente, les termes du développement de Taylor d'ordre pair sont positifs (ordre (2) : CV((y)²  et les termes d'ordre impair sont négatifs(ex ordre(1), -DM (y). Il est donc normal qu'en fonction des termes ajouter la fonction oscille de part et d'autre de la courbe réelle.
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Lorsque la variation du taux est négative, la fonction approche toujours la courbe réelle par le bas (sous-estime toujours l'augmentation du prix). 
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Ce qui vient d'être expliqué peut également se comprendre d'une manière plus mathématique. Nous ferons la démonstration pour les trois premiers ordres, les ordres suivants pouvant être trouvés facilement par le même mécanisme.

DM (ordre 1) :

· Cas où la variation de y est positive. Lorsque l'on estime la variation des prix au moyen de l'ordre 1 uniquement, on surestime la variation du prix (diminution du prix) car -DM<-DM+CV. DM est ce que l'on obtient en s'arrêtant à l'ordre 1 et -DM+CV représente ce qu'on observe réellement. En se limitant à la duration modifiée (-DM) pour représenter la variation des prix, on surestime donc la diminution des prix par rapport à (-DM + …).

· Cas où (y < 0. On sous-estime l'augmentation du prix car DM<DM + CV. 

DM et CV (ordre 2) :

· Cas où (y > 0. On sous-estime la diminution car -DM + CV > -DM + CV -…

· Cas où (y < 0. On sous-estime l'augmentation du prix car DM+CV <DM + CV+…

Pour le troisième ordre, on obtiendra les mêmes résultats que pour le premier : on surestime la diminution(si y augmente) et sous-estime l'augmentation des prix (si y diminue)…

3.4.3 Simplifications

j) Perpétuité
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On sait comment évolue la fonction. On connaît exactement le comportement de l'obligation à la variation du prix.

Remarque : Comme il s'agit d'une obligation perpétuelle, nous savons que la limite du taux au comptant d'une obligation coupon-zéro = y d'une obligation perpétuelle. Y est le seul taux de rendement qui prévaut. Cette valeur est très proche de la variation réelle du prix.

k) Obligation ordinaire
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Si on calcule la  convexité : elle augmente en fonction de l'échéance pour une obligation coupon-zéro. La courbure de la convexité va augmenter en fonction de l'échéance. 

Si nous comparons deux obligations (coupon-zéro). Lorsque le taux d'intérêt augmente le prix de l'obligation OCZt2 diminue moins fort que le prix de OCZt1 ('on perd moins'). Dans le cas contraire (diminution de y), le prix de l'obligation OCZt2 augmente de manière plus importante que celui de OCZt1. On constate donc que l'obligation OCZt1 est moins bonne que l'autre puisqu'elle perd plus et gagne moins lorsque le taux d'intérêt varie.

Dans le cas d'une obligation coupon-0, plus la duration est élevée et plus la convexité est élevée. On peut effectivement établir cette relation puisque la duration égale l'échéance pour une obligation coupon-0 et que nous avons vu que la convexité augmentait avec l'échéance. Ainsi, pour le même prix, on va toujours rechercher l'obligation avec la convexité la plus élevée. Et deux obligations identiques mais de convexité différente auront des prix différents (la plus chère étant celle dont la convexité est la plus importante).

3.4.4 Interprétation de la convexité

l) Mesure de risque

La convexité diminue le risque (cfr. plus haut). Lorsque la convexité est infiniment grande, le détenteur de l'obligation ne court plus aucun risque (cfr. graphique) car si le taux d'intérêt augmente, le prix reste constant et si le taux d'intérêt diminue, le prix augmente.


m) Comparaison de la convexité avec un vecteur de duration :

Pour rappel, à partir de D(1), D(2), D(3),…il est possible de caractériser une obligation. La démonstration ci-dessous confirme cela. Elle montre que lorsque que l'on connaît les durations d'ordre 1, 2 et 3,…, n on peut résoudre volatilité, convexité,…

En connaissant k ordres on peut faire le développement de Taylor jusqu'à ordre k. Si k va jusqu'à l'infini, on aura une caractérisation parfaite

La démonstration qui suit permet d'établir un lien entre la convexité et le vecteur de duration :
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Pour trouver la convexité d'une obligation, il suffit de connaître les durations d'ordre 1 et 2.

De même pour trouver le troisième terme du développement de taylor, on peut procéder de manière identique à celle utilisée pour obtenir la convexité :
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D(1)  : donne une estimation du niveau des taux d'intérêt

D(2)   : caractérise la pente de la droite

D(3)   : caractérise la courbure

Il suffit de connaître les trois premiers ordres pour appréhender correctement le comportement de l'obligation.

n) Dispersion des maturités 

Préférerait-on une obligation dont les échéances ont une forte variance ou une forte concentration ? C'est-à-dire préfère-t-on des coupons annuels ou semestriels ?

Pour répondre à cette question il faut connaître la variance des échéances : M
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La moyenne des échéances est la duration.
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On peut aussi exprimer la variance comme :
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On constate que plus la duration est élevée plus la convexité est élevée (ceci confirme ce qui a été vu plus haut). De même plus la variance M est élevée plus la convexité est importante. Si l'on compare deux obligations de même duration, l'une avec coupons annuels et l'autre avec coupons semestriels, ce sera celle dont la variance est la plus élevée (coupon annuel) qui aura la valeur la plus élevée, donc les rendements les plus faibles.

3.5 Eléments influençants la duration et la convexité

Prenons par exemple une obligation OLO cotée en dessous du pair :

Le taux de coupon f = 8,5%

Le taux d'intérêt y = 8,88%

Et le prix de l'obligation P =97,16

Le coupon a été émis le 24/09/92 et court depuis 6 jours (on est le 30/09). Le tableau présenté ci-dessous nous permet de trouver la convexité de cette obligation.

On constate également que lorsque le taux d'intérêt est supérieur au taux facial (en dessous du pair), la convexité diminue avec l'échéance (car la duration va diminuer à partir d'une certaine échéance pour converger vers la duration d'une obligation perpétuelle). 

Chapitre 4 : Duration, convexité et volatilité d'instruments financiers particuliers

Ce chapitre est consacré à l'étude de la duration, convexité et volatilité d'obligations, de swaps et d'actions. 

Bien que les swaps ne puissent entrer en tant que tel dans les actifs et passifs du bilan car il s'agit d'engagements réciproques, ils sont toutefois comptabilisés dans le hors bilan. Ces swaps ont donc également une duration et cette duration va permettre de faire des ajustements dans le domaine de l'ALM.

4.1 Obligations

Nous avons dans le chapitre précédent chercher une méthode de calcul pour déterminer la duration des obligations. Les obligations étudiées étaient alors des obligations "classiques". Nous allons dans cette section nous intéresser à des obligations plus particulières, les obligations accompagnées d'une option, les obligations convertibles, les obligations à taux variables et les obligations soumises au risque de crédit.

4.1.1 Obligations avec clause optionnelle (callable) de remboursement anticipé

Les callables sont, comme nous l'avons vu auparavant, des obligations remboursables à n'importe quel moment. L'option est un droit et non une obligation pour celui qui l'a achetée. Il y a donc une option pour appeler ("to call") l'obligation. L'option sera exercée par l'émetteur si le prix de l'obligation est supérieur à la valeur faciale de l'obligation et par le détenteur si le prix est en dessous du pair.

Pour obtenir la duration de l'obligation callable, on va séparer le call de l'obligation. Ceci nous permet de retomber sur la duration d'une obligation non-callable, qui a fait l'objet du chapitre précédent.
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       PNCB le prix d'une obligation non convertible



       Et PO le prix de l'option

Dans le cas présent il s'agit d'une option pour l'émetteur.
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     S représente le sous-jacent

     K le prix d'exercice de l'option

     r le taux de rendement
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On constate que la duration modifiée dépend de deux éléments : du rapport des prix respectifs des deux types d'obligations, et du delta de l'option. Le delta varie entre 0 et 1 en fonction du prix de l'actif sous-jacent PNCB. 

Lorsque le prix de PNCB descend fortement en dessous du prix d'exercice de l'option, le delta tend vers 0 car plus PNCB diminue plus il est probable que l'option ne sera pas exercée. Dans ce cas, le prix de l'obligation sans clause optionnelle tend à égaler celui de l'obligation avec clause. La duration modifiée est alors :
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Lorsque, au contraire, le prix de PNCB devient de plus en plus élevé, dépassant de loin le prix d'exercice de l'option, le delta tend vers 1 car il est certain que l'option sera exercée. Dans ce cas, la duration modifiée tend vers 0.
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Si les taux d'intérêts sont élevés, le prix du sous-jacent diminue et le delta tend vers 0. Dans ce cas, l'option ne sera pas exercée et le prix de l'obligation assortie d'une clause tend vers le prix d'une obligation sans clause.

Si les taux d'intérêts sont faibles, le prix du sous-jacent diminue et il devient évident que l'option sera exercée. Il faut retirer le prix de l'option du prix de l'obligation non callable pour obtenir le prix de l'obligation callable.

Il nous faut à présent la dérivée seconde pour trouver la convexité (et donc la courbure) de la fonction.
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Le delta varie toujours de 0 à 1. Le gamma de l'option varie de la manière suivante : d'une valeur initiale nulle, il tend à atteindre un maximum au moment où le prix du sous-jacent égale le prix d'exercice. Et redescend ensuite vers la valeur nulle au fur et à mesure que le prix de l'obligation sous-jacente augmente. (voir graphe)

Ainsi, lorsque le prix du sous-jacent est très faible (PNCB) par rapport au prix d'exercice, le delta et le gamma étant tous les deux nuls, la convexité de l'obligation assortie d'une clause est identique à celle de l'obligation sans clause. (les deux courbes sont parallèles dans cette zone).

Par contre, lorsque le prix du sous-jacent devient de plus en plus élevé, la valeur du delta devenant proche de l'unité et celle du gamma étant proche de 0, la convexité de la créance assortie d'une telle clause peut se réduire et devenir tout d'abord nulle (PCB est alors une droite) puis négative à mesure que les valeurs du delta et du gamma deviennent importantes, ce qui réduit la valeur absolue du terme positif figurant au membre de droite de l'équation de Cv. Les figures ci-dessous représentent l'évolution de delta et gamma et la sensibilité du prix au taux d'intérêt pour ce type d'obligation.

Le fait d'avoir une convexité négative est très mauvais car cela signifie que lorsque le taux d'intérêt augmente, le prix de l'obligation callable diminue plus que le prix de l'option et si le taux d'intérêt diminue, le prix de l'obligation callable augmente moins que le prix de l'option.

Exercice proposé : reproduire le raisonnement avec le put (si option pour le détenteur)

4.1.2 Obligations convertibles

PCCB est une obligation callable convertible : le détenteur à l'option de convertir l'obligation en action mais l'émetteur a le droit de forcer la conversion avant l'échéance de l'option.

Nous allons procéder de manière identique à celle que nous avons fait pour les obligations callables :
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où PO est une option call pour l'émetteur et PCONV. est l'option de conversion de l'obligation en action.

Nous allons donc déterminer le prix de l'option convertible en fonction du sous-jacent qui dans ce cas est une action. 
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4.1.3 Obligations à taux variable (Floating Rate Note ou FRN)

Il s'agit d'obligations dont le taux de coupons n'est pas fixe . Un seul coupon est fixé :le prochain. Les autres coupons ne sont pas encore déterminés.

1- pas de décalage (cas vu au cours) 

A chaque fois que l'on reçoit le coupon, on fixe le taux de coupon suivant et on égalise le prix net à la valeur faciale.

Afin de trouver la duration d'une obligation à taux variable il faut tout d'abord chercher à déterminer le prix plein de cette obligation :
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 où rv est le taux variable et k la proportion du temps entre le moment où on achète et reçoit le coupon. C'est à dire la proportion du coupon qui nous revient de droit. Etant donné que le taux varie tous les jours, on le représente par r le taux de repo (taux instantané).

On va ainsi pouvoir calculer la duration :
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La duration obtenue correspond à la duration d'une obligation sans coupon qui arrive à échéance en T. Si on se situe en T, la duration est donc nulle. Par contre juste après avoir touché le coupon, on se situe en t = 0 et l'on ne percevra le coupon suivant qu'en T. La figure ci-dessous illustre le comportement de la duration au fur et à mesure que l'on se rapproche de l'échéance T.

Dans le cas d'une obligation variable duration et duration modifiée correspondent presque :
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Cette égalité est possible grâce au taux choisi pour actualiser les coupons. En effet, le taux de repo est un taux tellement petit que l'on peut considérer qu'il est nul.
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Plus la duration est élevée, plus la convexité sera élevée car la convexité est fonction directe de (T-t). Or nous avons précédemment que plus la convexité d'une obligation était importante, plus celle-ci avait de valeur car elle est moins risquée et permet de gagner plus en cas de baisse des taux. 

2- Décalage dans la détermination du taux (non vu)

On parle de décalage lorsque le taux variable d'une obligation est calculé à un moment différent de celui où le taux est dû.

Le décalage peut avoir deux origines. Il peut être, d'une part, lié au fait que le taux est calculé à un moment différent de celui où le taux est dû. Et il peut être lié, d'autre part, à la méthode de calcule employée. C'est ce que nous allons développer ci-dessous.

En T , le nouveau taux variable est connu et diffère du taux que l'on avait prévu.
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Le taux d'intérêt que l'on observe aujourd'hui devrait être égal à rv(0). Mais si par exemple le taux est de 6% alors qu'on avait fixé 8%, on perd 2%. Le terme entre crochet représente donc une perte ou un gain d'intérêt. En effet, si 
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est supérieur à rv(0), on perd de l'argent car on a droit à 
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et on ne reçoit que rv(0) puisque c'est le taux de coupon que l'on a fixé.

4.1.4 Les obligations soumises au risque de crédit

1- taux de coupon fixe

La duration est une moyenne pondérée des différentes échéances.
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La formule est identique à celle que nous avions auparavant. Toutefois, on réagit à présent dans un monde risqué. Et c'est au niveau de la pondération que l'on fait intervenir le risque de défaut.

Si l'émetteur de l'obligation fait défaut avant la date de remboursement, on ne recevra pas l'entièreté de notre coupon. 
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E(Ci) est l'espérance des coupons.

Comment déterminer le taux de coupon moyen E(C) ?

Imaginons que l'on détienne une obligation dont le risque de défaut soit de 10% et que la perte que l'on réalise en cas de défaut soit de 50%.

E(Ci) est alors :

E(C)=0.9*C+0.1*0.5*C.

Le risque est également repris dans le taux de rendement  de cette obligation  :y. En effet, il incorpore une prime de risque puisque l'obligation est risquée.

2- Coupons variables

Le taux peut être décomposé en deux flux : le taux d'intérêt qui est un flux variable et la prime de risque qui est un flux fixe. Le flux variable est représenté par rv(ti) k F (où rv(ti) est le taux de coupon variable) et le flux fixe est représenté par s k F (où s est le spread de défaut).

Ex. de taux risqué : LIBOR+1%. Le LIBOR est le taux variable et le 1% le spread de défaut.

Le spread de défaut dépend de la maturité de notre obligation.

Le spread n'est en réalité pas constant même si nous faisons l'hypothèse qu'il l'est.

Afin de calculer la duration, nous devons tout d'abord trouver le prix de cette obligation. Nous séparons la partie variable de la partie fixe : 
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 est, comme nous l'avons vu, le prix d'une obligation à taux de     coupons variable.
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car la duration est la somme pondérée des différentes durations.

Il ne reste plus qu'à trouver la duration du taux variable et celle du taux fixe :
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La duration de la partie variable coïncide avec ce qui a été calculé précédemment et la duration de la partie fixe ressemble à la duration d'une obligation hypothécaire.

Remarques :

· Si s est inférieur à 0, cela signifie que le taux de l'obligation est moins risqué que le taux de référence observé sur le marché. On reçoit alors une prime de liquidité pour cette obligation. 

· La prime de risque est constante. Mais que se passe-t-il si le crédit devient plus risqué et change de rating. La valeur du spread sera sous-estimée. La prime de risque va rester constante mais le taux de rendement requis par l'investisseur va  augmenter suite à la détérioration des crédits. y se modifie à cause de s. Etant donné que s est petit et y élevé, on sous-estime la duration. 

· La variation du s peut avoir des effets secondaires, c'est-à-dire que l'on peut avoir pour une obligation "downgradée" une valeur qui augmente. (PF augmente quand le spread augmente). Si un crédit devient subitement plus risqué, le prix de l'obligation va diminuer très lentement.

Par exemple : en 0, 


Il se passe deux événements instantanés : 


Tout d'abord, le spread passe de 1% à 7%, l'obligation est considérée comme beaucoup plus risquée. Le y devient alors égal à 12%. Donc le rapport coupon-prix  est de 12% et le prix de l'obligation passe de 100 à 50 (car le taux est passé de 6 à 12%). Coupon/prix = 12%. 


Ensuite, taux variable passe de 5% à 8%, donc le coupon passe de 6% à 9% (1% + 8%) car la variation du taux variable modifie le taux de coupon alors que nous avons qu'un changement au niveau du spread ne modifiait pas le taux de coupon. 


Le taux de rendement requis :y va également tenir compte de changement du taux variable et passe à 15% (8% plus les 7%  du spread).


Le prix passe alors de 50 à 60 :


La dégradation des conditions amène le prix à augmenter. 
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· Lorsque l'obligation est cotée en dessous du pair, il est possible d'avoir une duration et une convexité négative. En effet, nous venons de voir que une augmentation du taux de rendement pouvait avoir un impact positif sur les prix.

4.2 Swaps

Un swap est l'échange d'un payement d'un type contre un paiement d'autre type. Il existe toute sorte de swaps. On peut échanger des coupons fixes, des coupons variables, des coupons libellés d'une devise…

Il existe également des swaps de payement de dividendes contre payement d'intérêt, des swaps de crédit (permettant de se couvrir contre le risque de crédit)…

Le swap le plus classique est le swap de type "plain vanilla". Cela consiste en l'échange d'un taux fixe contre un taux flottant. L'acheteur paye le fixe et reçoit le flottant et le vendeur du swaps paye le flottant et reçoit le fixe. On peut donc décomposer le swap en deux "legs" : fixed leg (les coupons fixes) et floating leg (les coupons variables).

Par facilité, on traite différemment les deux legs mais dans la réalité seul le payement net apparaît. Pour la plupart des swaps, il n'y aura pas d'échange de principal à échéance (il n'y aura que le versement de la différence). Par contre, pour les swaps de devises l'échange de principal a bien lieu.

Pourquoi les swaps sont-ils si importants ?

Les swaps figurent dans le hors bilan et non le bilan. Il est donc possible de d'adapter la gestion des durations en achetant ou vendant des swaps sans pour autant alourdir le bilan
. 

Pour bien comprendre le rôle des swaps, nous allons tout d'abord déterminer la duration d'un swap.

La duration se décompose en deux sous duration : la duration de la jambe fixe et le duration de la jambe variable.

Duration de la partie flottante :

Duration de la partie fixe :

Duration totale  :

La duration de la jambe variable s'identifie à la duration d'une obligation à coupon variable : T-t.

Selon que l'on est acheteur ou vendeur de swap la duration totale du swap sera positive ou négative.

Si l'on achète le swap, cela signifie que l'on donne le coupon fixe (position courte) et reçoit le coupon variable (position longue). Notre duration totale sur le swap sera alors négative :
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Si l'on est vendeur de swap la situation sera inversée et la duration du swap positive :
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Il est à présent aisé de comprendre le rôle des swaps dans l'ALM. Si, par exemple, la duration des actifs d'un portefeuille est trop importante par rapport à celle des passifs, il est possible de réduire la duration des actifs afin de l'égaler à celle des passifs pour protéger le portefeuille contre le risque d'intérêt. Puisque l'on veut réduire la duration des actifs, on va acheter des swaps. On obtient une nouvelle duration totale égale à :
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Le swap présente donc l'avantage d'être un contrat gratuit qui n'implique pas de mise de fonds et  qui, de plus, peut être utilisé comme couverture au niveau des durations.

Cependant, un swap étant un contrat entre deux parties, si l'une ou l'autre ou les deux parties ont un problème, il existe un risque de crédit. En cas de défaut de l'une des deux parties l'autre partie ne sera peut être pas payée. 

4.3 Les actions

Le prix d'une action s'obtient également par l'actualisation des cash flows générés par la détention de l'action :
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4.3.1 Détermination de la duration

La duration d'une action est  :
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Si l'on fait l'hypothèse que les dividendes augmentent d'une même proportion dans le temps g, les dividendes peuvent s'écrire :
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La duration devient : 
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Afin de simplifier la formule de la duration, nous séparons l'équation en deux (numérateur et dénominateur) et simplifions chacune des parties individuellement.
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Le dénominateur est le prix d'une action :
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Nous pouvons à présent trouver la duration d'une action :
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Nous pouvons vérifier le résultat obtenu pour la duration modifiée à partir de la dérivée première du prix :
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La convexité d'une action est :
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A partir des deux premiers ordres du développement de Taylor, il est possible de déterminer la variation du prix d'une action lorsque les taux changent :
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Cette équation est fort utile pour voir l'impact du taux d'intérêt sur le prix des actions

4.3.2 Estimation

o) Impact sur les prix

Quel est l'impact du changement des taux sur le prix des actions ?

Observons ce qui s'est déroulé en 1987 lors du krach boursier.

Les taux d'intérêts sont passés de 7,6% à 9,6%. Or la prime de risque était de 5% et le taux de croissance de 9%. Donc, le taux de rendement requis est passé de 12,6% à 14,6% (variation de 2%).

L'impact de la variation sur les prix aurait du être :
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Si in croit effectivement en la duration modifiée et au dividende discount model, alors on considérera qu'une augmentation de 2% des prix aura un effet à la baisse de 23% sur l'indice des actions.

Considérons une seconde situation. Le taux d'intérêt est de 6%, la prime de risque de 6% également donc le taux de rendement requis est de 12% et le taux de croissance est de 9%. Les taux d'intérêts diminuent de 25 points de base. Quel est l'impact sur les prix ?


[image: image190.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image191.wmf]2

11

(0,0025)(0,0025)

0,03(0,03)²

8%0,07%9%

S

S

D

»--+-

»+=


On remarque que lorsque les taux d'intérêts diminuent, les prix augmentent. De même lorsque les taux augmentent les prix diminuent mais la diminution des prix est atténuée par la convexité. Le rôle de la convexité vis-à-vis du risque apparaît clairement.

Si le taux de croissance était plus faible, les prix augmenterait de manière moins importante lorsque les taux d'intérêts diminuent :

Si r =6%, h=6% et g=6%, la variation du prix lorsque les taux diminuent toujours de 25 points de base, devient :
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p) Adaptation du modèle

Dans certains cas, le modèle ne permet pas de trouver des solutions réalistes. Il est alors nécessaire d'adapter le modèle afin d'obtenir une duration cohérente.

Si, par exemple, le taux de rendement k est de 12% et le taux de croissance de 9%, la duration d'une telle action est de 28 ans. Cette duration n'est pas réaliste car beaucoup trop longue. La première solution à ce problème est l'emploi de modèle géométrique.

1- Modèle géométrique

On va utiliser un arbre binomial :

La première branche est la probabilité que le dividende augmente de g et la seconde branche est la probabilité que le dividende reste constant d'une période à l'autre.

Arbre

Le taux de croissance introduit dans la duration sera pondéré par la probabilité p que le dividende augmente. Il s'agira donc d'un taux plus faible que celui que l'on obtenait avec la duration non adaptée.

2- Modèle additif

Le modèle additif se comporte comme un modèle linéaire. 

Ici, soit le dividende reste constant, soit on lui ajoute un certain montant (et non plus une proportion) 

Arbre

Hurley et Johnson ont développé le modèle suivant :
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Pour trouver la variation des prix, nous avons également besoin de connaître le taux de croissance des dividendes g.
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N.B. La variation du prix en fonction des taux est :
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r) Duration empirique

La duration est une mesure de la sensibilité d'une action aux changements de taux d'intérêts. De manière empirique le taux de rendement requis peut être estimé par la régression  :
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Chapitre 5 : Les modèles théoriques expliquant la structure des taux

Pour rappel, nous avons vu au chapitre 2, les différentes méthodes pour gérer le taux d'intérêt et donc pour obtenir la structure à terme à chaque moment. La structure à terme est utile pour les instruments dérivés des taux d'intérêt.

Dans ce chapitre, nous développons les différents modèles théoriques mis au point dans le but de connaître la structure à terme.

Ces modèles sont de deux types : 

1. Les modèles d'équilibre

Les modèles d'équilibre tentent de modéliser la dynamique des taux d'intérêt à partir de la dynamique d'autres facteurs économiques. Il s'agit d'une approche macro-économique. Parmi les différents modèles d'équilibre, nous analysons ceux de Vasicek (1977), de Cox, Ingersall & Ross (1985), Rendleman & Bartter (1980), Brennan & Schwartz et Lonstaff & Schwartz. 

Ces modèles permettent de donner des interprétations économiques aux résultats obtenus mais cet avantage est contrebalancé par le fait que les résultats ne correspondent pas à la réalité. En effet, dans une économie qui a des limites assez fortes, la courbe estimée ne peut correspondre à la réalité.

2. Les modèles d'arbitrage.

Les modèles d'arbitrage vont observer la structure et la calibrer. Il ne s'agit plus d'une approche macro-économique mais bien d'une approche marché.

Les principaux modèles que noue étudions sont ceux de Ho & Lee (1986), Black, Derman & Toy (1990), Heath, Jarrow & Morton (1992), Hull & White (1990) et Duffie & Kan (1995).

5.1 Introduction à la finance en temps continu

Les modèles développés ont pour but de caractériser le taux au comptant R(t,T) pour chaque échéance.  Lorsque l'on travaille en temps continu, le taux devient y(t,T). Le taux de rendement à échéance est dans ce cas égale au taux au comptant car l'on considère des obligations sans coupons. 

Puisque le prix est égal à la somme actualisée des flux (pour une obligation sans coupon le seul flux à actualiser est le versement du principal), cela donne en termes continus : 
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(la valeur faciale est égale à 1)

A partir de cette équation, il est possible de trouver le taux y(t,T) : 
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Cependant, même s'il est possible d'observer y, ce que l'on veut est caractériser le rendement en fonction du processus aléatoire du taux d'intérêt jusqu'à maturité.

Comment, le rendement va-t-il se comporter dans le futur ?

On va calculer une espérance 
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Nous allons introduire le risque au sein des rendements :

r(s), pour lequel s est supérieur à t, est une variable aléatoire

y(t,T) est une donnée constante en t


D'après le graphe, on constate que r(s) peut prendre une infinité de chemins différents. Puisque les taux peuvent prendre n'importe quelle valeur possible et que le cheminement de ces taux est aléatoire, il existe un risque et le taux de rendement r(s) devrait être caractérisé par des mouvements browniens.

Les mouvements browniens sont des mouvements dont l'espérance est nulle (sinon cela signifierait que les mouvements ne sont pas entièrement aléatoires) et dont la variance augmente au fur et à mesure que l'on s'éloigne dans le temps. Cela peut être démontré mathématiquement :
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De manière générale :
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Les rendements sont composés d'une partie déterministe et d'une partie stochastique :

La moyenne de la partie déterministe est E(r(s))=m(r(t),s) et la variance de la partie déterministe est Var(r(s)) = (²(r(t),s). La partie stochastique, c'est-à-dire le mouvement brownien n'a pas de moyenne, comme nous venons de le voir, mais bien une variance : Var(W(s)) = s-t . Z(s) vient de (s ds = dW(s).

Lorsque l'on combine les deux parties dans une même fonction, on obtient un processus d'Itô. Le processus d'Itô est représenté par l'équation ci-dessous :
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Nous pouvons appliquer le processus d'Itô aux rendements d'une action. 

Nous remplaçons X(t) par S(t) : X(t)=S(t). La moyenne m(x,t) est désignée par (S(t) et la variance par (²S(t). Le processus d'itô permet alors de trouver le taux de rendement sur le prix de l'action  : dS(t)/S(t)
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( représente la tendance et ( représente la volatilité des actions.

E(lnS(t)) = ((T-t) + lnS(t)

Var(lnS(t)) = (²(T-t)

5.2  Les modèles traditionnels

5.2.1 A un facteur

s) Rendleman & Bartter (1980) :

Le modèle de Rendleman & Bartter est le modèle le plus simple. Il repose, comme le feront les autres modèles, sur l'hypothèse que le taux r(t) suit un processus binomial. Nous pouvons représenter la variation du taux au moyen d'un arbre binomial. Nous connaissons le taux actuel mais ignorons ce qu'il sera en t1. Le taux peut soit augmenter soit diminuer. Les auteurs supposent que le taux peut augmenter d'une certaine proportion avec la probabilité p : u ou diminuer de d avec la probabilité 1-p. Si l'on souhaite connaître le taux en t2, il suffit d'appliquer le même principe. Cependant, nous ignorons toujours le taux en t1. de t1 à t2, le taux va à nouveau, soit augmenter, soit diminuer.  L’arbre ci dessous illustre la variation du taux sur deux périodes.

Lorsque que l’on réduit l’intervalle de temps pour obtenir le rendement instantané (en continu), on obtient une distribution lognormale. 


Est la variation du taux que l’on souhaite modéliser.

En terme continu : on passe au logarithme :

A partir de la dérivée, nous pouvons obtenir la valeur future du taux d’intérêt. Il suffit de passer par le logarithme et d’utiliser le Lemme d’Itô. On obtient :

où r(T) est la valeur future des taux. 

Le modèle présente des avantages et des inconvénients :

Avantages :

1- Les taux ne seront jamais négatifs car une exponentielle ne peut être négative.

2- Le modèle est simple.

Inconvénients :

1- L’espérance des taux est :

En effet, imaginons que le taux soit de 6%, en t=1, l’espérance sera 

E(r(1)) = 6% exp(0,1).

En t =2, l’espérance sera E(r(2))=6% exp(0,2). La seule possibilité pour que l’espérance soit constante est que  
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     soit égal à 0.

2- La Variance du taux est : Var(r(T)) = exp((² (T-t)). Plus on est éloigné dans le temps et plus la variance augmente (la variance est fonction du temps). A nouveau ceci pose problème car la variance devrait tendre vers une asymptote à long terme et doit dépendre du niveau des taux et non du temps. La variance va devoir être limitée, elle ne peut être infinie.

Ce modèle présente de nombreuses imperfections et va être amélioré par les modèles suivants.


t) Vasicek

Le modèle de Vasicek est proche du modèle que l’on vient de voir. Il l’améliore surtout au niveau de la moyenne et de la variance. Dans le modèle de Rendleman  & Bartter, l’augmentation des taux d’une période à l’autre est multiplicative (proportion u et d). Le taux de rendement suit donc une distribution normale et non plus une distribution lognormale. Par contre, Vasicek met au point un arbre binomial où les variations ne correspondent plus à des proportions du taux mais où les variations sont additives. De plus, les probabilités associées aux variations des taux dépendent du niveau actuel des taux. Il introduit un coefficient de retournement de moyenne dans son modèle. Le coefficient de retournement de moyenne va avoir pour effet de ramener les taux vers la moyenne. Ainsi à long terme les taux n’augmenteront pas à l’infini mais tendront vers une moyenne. Si les taux sont élevés, la probabilité que le 

taux augmente devient très faible et donc celle que le taux diminue de plus en plus forte. Le retournement de moyenne est une force qui fait tendre les taux vers la moyenne. De même si les taux sont faibles, la probabilité que ces taux diminuent devient très faible et cela se traduit à nouveau par un retournement de moyenne ramenant les taux à la hausse.

L’équation des taux devient :
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On voit bien qu’il ne s’agit plus d’une distribution lognormale.

Lorsque les taux d’intérêts sont supérieurs à la moyenne, le taux est ramené à la baisse (((-r(t)) est négatif) et lorsque les taux sont inférieurs à la moyenne, le taux est ramené à la hausse (((-r(t)) est positif). Cependant, l’équation telle que présentée ci dessus ne tient pas compte de l’intensité de la force de retournement. Le retournement sera d’autant plus fort que l’on est éloigné de la moyenne. Nous ajoutons ainsi le coefficient a à l’équation pour tenir compte de l’intensité :

 La valeur future du taux est:

Donc, si T-t tend vers 0, la valeur future : r(T)=r(t), la valeur présente de r(t) et si T-t tend vers l’infini, r(T) = ( :la moyenne.

Avantages et inconvénients du modèle :

Avantages :

1- Espérance et variance ont du sens. En effet, nous avons vu qu’à long terme l’espérance était constante. Il en est de même pour la variance qui à long terme  est : Var(r))=(²/2a. La variance dépend de la force de retournement. L’espérance E(r(()) =(. 

2- De plus, la distribution est normale, ce qui nous donne une forma analytique simple et facile à calculer.

Inconvénients :

1- Le modèle suit une loi normale. Nous avons vu que cela permettait de représenter plus simplement  le modèle. Mais, la distribution normale signifie que les taux peuvent aussi bien prendre des valeurs positives que négatives, ce qui n’étaient pas la cas pour la distribution lognormale. Cependant, le problème est assez faible car le retournement de moyenne empêche les taux de rester trop longtemps dans une zone négative car plus on s’éloigne de la moyenne plus la force de retournement est grande.

2- Un second inconvénient est lié à la variance. Le modèle a résolu le problème des variances infinies mais ne tient pas compte du niveau des taux. Or la variance dépend du niveau des taux.

Un autre inconvénient que l’on peut noter est la limitation dans le type de dynamique que ce modèle permet.

Le modèle limite les possibilités de courbes que l’on peut obtenir.

Un second problème du même ordre est un problème valable pour tous les modèles à un seul facteur. Les modèles vont permettre de voir les changements de niveaux mais pas de pente de la courbe des taux. Ils ne montrent que des déplacements parallèles.

Or dans la réalité, le niveau des taux actuels va bouger mais ce sera également le cas des taux à long terme. La pente de la courbe va connaître des changements.


u) Cox, Ingersall & Ross (CIR) (1985)

Le modèle de CIR part du modèle de Vasicek et en fait un modèle d’équilibre. Ils essayent de résoudre les problèmes rencontrés pas Vasicek :

· Ils veulent éviter des taux d’intérêt négatifs ;

· Et veulent une variance qui soit fonction du niveau des taux : Var(r(T))=f(r(t)). La variance sera plus élevée pour des taux élevés que pour de faibles taux.

 La formule de Vasicek devient :

Et donc r(T) suit une loi (².

Le modèle CIR permet donc de ne plus avoir de taux négatifs. En effet, si r(t) tend vers 0, le second terme devient très petit car la racine de r(t) devient fort proche de 0 (la volatilité est très faible), alors que le terme de retournement devient fortement positif.

De plus, la fait d’avoir introduit la racine carrée de r dans le second terme signifie que la variance est fonction du niveau du taux. Cependant, il existe toujours un problème lié au modèle unifactoriel. Avant de passer aux modèles à deux facteurs, nous allons voir un dernier modèle qui est la forme généralisée des deux modèles que nous venons de considérer.

v) Chen, Kadzi & Longstaff

Chen, Kadzi et Longstaff constatent que les modèles de Vasicek et CIR peuvent être exprimés de manière générale :
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Dans le modèle de Vasicek, ( vaut 0.

Dans le modèle de CIR, ( est égale  à ½.

Les auteurs considèrent que le modèle de CIR pourrait être optimal si gamma était égal à 1,5.


5.2.2 Les modèles à deux facteurs

Les modèles économiques à un facteur ne tiennent pas compte des changements de la pente de la structure à terme. Les modèles à deux facteurs souhaitent conserver des modèles économiques mais qui tiennent compte de manière effective de la structure des taux.

Le choix de ces modèles est surtout déterminé par la volonté d’avoir une forme analytique toujours tractable et une interprétation aisée.

w) Brennman & Schwartz (1980)

Le modèle de Brennman & Schwartz est un modèle à deux variables :le taux à court et le taux à long terme. Il modélise le taux spot comme étant un mouvement brownien simple :

Où r est le taux à court terme et l est le taux à long terme.

Le fait de connaître le niveau des taux à long terme, nous permet de voir les changements de pente de la courbe.

Il existe une corrélation entre les deux sources de risque : w(t) :

Cette corrélation est connue.

Le taux à long terme l(t) est le taux d’actualisation ou taux de rendement à l’échéance d’une obligation perpétuelle :

Ceci, nous permet de trouver l’asymptote vars laquelle la structure va tendre.


Grâce à cette propriété, Brennman et Schwartz tiennent compte du fait que le taux doit converger vers une constante à long terme.

x) Longstaff & Schwartz

Ils considèrent que quelque chose est stochastique. Il pourrait tout aussi bien s’agir de la moyenne :

Il peut exister deux sources de risques qui aient un impact sur les taux à court terme.

Dans ce modèle la variance se calcule directement mais n’est pas observable :

Il est possible d’exprimer dr en remplaçant la variance dans r. La variance elle-même varie au cours du temps.

Les modèles à deux facteurs permettent d'améliorer l'estimation de la structure. Ils tiennent compte de la pente de la structure et plus seulement du niveau. Cependant, ces modèles sont complexes et ne permettent toujours pas de tenir compte de la courbure. De plus, le prix des obligations ne correspond pas aux courbes obtenues par les modèles économiques.

Il est donc nécessaire de passer à un autre type de modèle qui ne tiendrait plus compte de données économiques (trop irréalistes) mais bien de données du marché. Il s'agit des modèles de seconde génération. Les modèles du marché sont des modèles qui partent du marché et cherchent directement à partir de données du marché les taux.

5.3 Les Modèles de la 2ème génération


y) Ho & Lee (1980)

Les taux de rendements sont obtenus grâce aux prix des obligations. Le modèle de Ho & Lee est un modèle qui repose sur le prix des obligations et qui va, à partir du prix actuel connu, trouver le prix futur des obligations. Ils utilisent un arbre binomial pour  représenter l'évolution des prix.

Nous partons du prix actuel d'une obligation : P(0,T). L'échéance T va être découpée en 1,2,3,…,N sous-périodes. T=1,2,3,…;,N.

Par exemple, si nous disposons d'une obligation dont l'échéance est de 20 ans et que les sous-périodes sont des semestres, nous aurons au total 40  sous-périodes.

Nous désignons l'obligation en 0 par P(0,0,T). De manière générale, nous utilisons la notation P(i,j,T) où i est le moment où l'on évalue l'obligation, j est l'état (plus j augmente plus le prix augmente), et T est la maturité de l'obligation.

Ce que l'on recherche est P(2,…,…). Par contre, le prix futur est inconnu. Il est possible d'utiliser le bootstrapping :on utilise les informations données pour les obligations à longue échéance. Nous allons donc partir de P(0,0,2). Dans ce modèle, les probabilités de hausse et de baisse sont simplifiées car l'on fait l'hypothèse qu'elles sont toutes deux égales à 1/2. Il ne s'agit pas de probabilités réelles mais de probabilités ajustées au risque. Ce que l'on va trouver sera l'équivalent certain des cash flow et non la moyenne comme cela aurait été le cas, si l'on avait fait appel à des probabilités réelles. 

P(0,1) est connu et P(0,1) :
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En, T=2
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Pour T=3
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On aurait tout aussi bien pu utiliser le rapport P(2,1,3)- P(2,0,3) .

L'avantage de ce modèle est qu'il utilise toute l'information disponible sur les prix des obligations et permet de connaître la dynamique potentielle du prix des obligations. Ce modèle peut être également être utile pour les produits dérivés.

Les inconvénients du modèle sont qu'il fait l'hypothèse que les prix vont augmenter et diminuer avec la même probabilité. Cela signifie que la probabilité ne tient pas compte du niveau des prix et que le retournement de moyenne n'est pas pris en compte.

Un second inconvénient est lié à la normalité des taux. Ho & Lee travaillent avec une distribution normale des taux, ce qui signifie que les taux peuvent prendre des valeurs négatives. 

Nous voyons que dans certains cas, les structures obtenues via ces modèles peuvent être incohérentes. Black, Derman & Toy utilisent le même modèle mais en se basant sur d'autres données.

z) Black, Derman & Toy

Black, Derman & Toy utilisent le même principe mais ne reposent pas sur les mêmes hypothèses. Ils supposent que les taux suivent une loi lognormale et non plus normale. de cette manière, ils évitent de se retrouver avec des taux négatifs. 

Ils observent les rendements à échéance pour des obligations 0-coupon ainsi que leur volatilité :((t).

Ils expriment le prix des obligations en rendement.

On aura un seul arbre à réaliser, alors que Ho & Lee devaient tracer de nombreux arbres.

La volatilité va varier pour chaque période.
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la condition pour que l'arbre converge vers une distribution lognormale est que :
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On utilise l'information contenue dans la volatilité des obligations arrivant à échéance en T=2.

A nouveau ce modèle présente des avantages et des inconvénients.

Avantages :

1- Il est impossible d'avoir des valeurs négatives (car la distribution est lognormale)

2- On utilise moins de données mais on les utilise mieux.

Inconvénients :

1- La distribution lognormale ne permet pas de forme analytique des obligations.

Rem : les deux modèles vus sont des modèles purement numériques

aa) Heath Jarrow & Morton (HJM) (1992)

Le modèle HJM ne va plus utiliser le prix des obligations, ni les taux pour modéliser la courbe mais bien les taux forward. 

f(t,T) est le taux forward. 

(T est la volatilité du taux forward.

La relation entre le taux forward et le taux au comptant :

f(t,t)=r(t)

Le modèle modèlise les volatilités de manière indirecte.

Il peut faire en sorte que f ne tombe jamais en dessous de 0.

Par contre, on reste dans un modèle factoriel; : chaque f représente une source de risque. Si on utilise k taux forward, l'on aura un modèle à k facteurs car chaque f à sa dynamique propre. (cfr. arbre)

ab) Hull & White (1990)

Le modèle de Hull & White est un modèle qui se situe entre les modèles purement numériques et le modèle de Vasicek.

Il part de Vasicek mais y apporte quelques corrections.
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Ils font varier la moyenne et la volatilité en fonction du temps, de manière à forcer le modèle à produire des prix réels d'obligations. Ils font en sorte que la moyenne et la volatilité varient dans le temps, ce qui rend l'estimation plus proche de la structure à terme réelle.

ac) Duffie & Kan

Le modèle de Duffie & Kan ou "Yield Factor Model" est un modèle basé sur les facteurs des taux d'intérêt. Nous avons vu les modèles à deux facteurs. Notamment celui de Brennman & Schwartz où ils utilisent le taux à court terme et le taux à long terme. Duffie & Kan essayent de trouver les propriétés pour que le modèle des taux d'intérêt suive :
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 où r(t) est le rendement à l'échéance.

Sachant que le prix de l'obligation est :
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A est une fonction déterministe du temps.

Ce modèle appartient à la classe affine.

Le taux de rendement est :


[image: image220.wmf](,)ln(,)(,)()

Les deux termes dépendent de t.

Et y est une fonction linéaire du taux a

u comptant

ytTAtTBtTrt

=--



[image: image221.wmf]{

}

1

2

(,)(,)exp(,)()

()

()

avec ()

()

T

k

PtTAtTBtTXt

Xt

Xt

Xt

Xt

=

ì

ï

ï

í

ï

ï

î

M


Le prix sera ainsi fonction de k variables d'états différents, c'est-à-dire de k facteurs.

Exemple, pour une obligation dont la maturité est dans deux ans

On sélectionne plusieurs rendements pour des obligations 0-coupon et à partir de ces rendements à échéance, il est possible de trouver la combinaison linéaire qui ajuste parfaitement la courbe.
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Dans les coefficients bêtas, le premier chiffre de l'indice désigne l'échéance recherchée (ici deux ans) et le second chiffre indique l'échéance dont on se sert pour trouver l'échéance de deux ans. On recherche la sensibilité de l'obligation avec une obligation dont l'échéance est dans deux ans. Ici, il s'agit d'un modèle à trois facteurs car on utilise trois points pour trouver le taux à deux ans. Si on connaît ces trois points, on connaît la courbe. On va réaliser une régression pour trouver les coefficients(on conservera le modèle qui donne le meilleur R²). Ce modèle est un modèle parcimonieux et efficace car l'on n'a besoin que d'un nombre limité de facteurs. Il s'agit du modèle le plus utilisé dans les banques.

Ce modèle se situe entre les modèles traditionnels et les modèles purement numériques.

5.4 Spread de défaut

Nous avons considérer jusqu'à présent des modèles où les obligations utilisées sont des obligations non risquées. Nous allons, dans cette section, envisager le cas où les obligations sont des obligations pouvant faire défaut et introduire le risque de défaut dans les modèles.

Puisque le portefeuille de négociation des banques inclus un grand nombre d'obligations, les banques tentent d'estimer au mieux le risque de crédit associé à ces obligations de manière à pouvoir calculer la VaR et donc de voir jusqu'à quel seuil elles peuvent accepter des obligations sans risquer de mettre en péril la continuité de leur activité. Les banques vont regrouper les obligations selon leur risque de crédit. Ces groupes sont les notations. 


Chaque spread est spécifique à l'entreprise. De plus un même émetteur qui va émettre des obligations différentes aura peut être une notation différente pour les obligations. La différence vient du fait que toutes les obligations émises n'ont pas la séniorité. Ainsi des obligations seniors seront moins risquées que des obligations juniors.

Les modèles incluant le risque de défaut peuvent être séparer en deux approches :

5.4.1 Approche structurelle

ad) Modèle de Merton (1974)

Nous allons exprimer la valeur de la dette pour les obligataires. 

Lorsque l'émetteur fait faillite, la valeur des actifs diminue. Les obligataires n'auront peut être pas droit à l'entièreté de la dette bien qu'ils passent avant les actionnaires en cas de faillite

En cas de faillite, les fonds propres qui reviennent aux actionnaires dépendent de la valeur de la firme et de la valeur faciale de la dette. Les actionnaires recevront la différence entre la valeur de la firme et la valeur de la dette si cette différence est positive.



Merton s'intéresse aux faillites liées à une diminution importante de la valeur de la firme en dessous de la valeur faciale de la dette.

On va considérer que le prix de l'action est une option dont le sous-jacent est la valeur de la firme.

Les obligataires n'exercerons jamais leur option avant l'échéance. 

Au moyen de la parité put-call, Merton montre la valeur de la dette en tenant compte du risque que la dette ne soit pas remboursée dans son entièreté. 
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Vb est la borne inférieure.

( est le moment où l'entreprise fait défaut.

Le modèle de Merton observe la valeur de l'entreprise au moment où la dette doit être remboursée. Cependant, la valeur de l'entreprise peut prendre une infinité de chemins différents et tomber en dessous du seuil acceptable avant l'échéance. C'est donc un modèle un peu simpliste où la faillite n'est déclarée qu'à l'échéance or l'entreprise peut faire faillite avant l'échéance. Cela suppose également que l'entreprise ait une seule dette. 

ae) Leland

Leland s'intéresse à une entreprise qui détient en permanence de la dette dans sa structure de financement. La dette n'arrivera jamais à maturité et une partie fait l'objet de remboursements constants. La dette peut alors être comparée à une obligation perpétuelle puisque qu'elle n'arrive pas à maturité et que les versements qu'elle effectue sont constants et réguliers.

D'autres éléments sont également pris en compte dans le calcul de la dette. Notamment le coup de la faillite et les problèmes de séniorité. Même si la valeur de la firme est égale ou supérieure à la valeur de la dette, il n'est pas dit que l'entièreté des fonds puisse être utilisée pour le remboursement car la faillite coûte et ces coûts seront prioritaires par rapport aux remboursements de la dette. De plus, les obligations n'ont pas toutes la même séniorité  : Les obligations seniors seront remboursées avant des obligations plus juniors.
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Cependant, les paramètres s'observent difficilement dans la réalité. Plus la valeur d'epsilon est élevée (plus il s'agit d'un investissement risqué), plus la dette sera faible et plus les fonds propres seront élevés.

Etant donné qu'il s'agit d'une obligation perpétuelle, la valeur de la dette est une asymptote puisqu'il s'agit de la valeur à l'infini. Or nous ne voulons pas trouver une asymptote mais la véritable valeur de la dette afin de trouver la structure des taux.

af) Briys & de Varenne (1997)

Dans les modèles précédents, la valeur planché de l'entreprise, à savoir la valeur en dessous de laquelle l'entreprise était déclarée en faillite était une constante. Briys et de Varenne considère qu'il serait plus intéressant de faire varier la valeur planché en fonction du prix. 
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Si par exemple, une entreprise fait faillite si le prix de l'obligation descend en dessous de 70% de la valeur faciale de l'obligation. Si actuellement le prix est de 90, on fera faillite si le prix descend en dessous de 63.

Si l'entreprise fait défaut, les créanciers obtiennent (FP(t,T).

La différence entre ( et ( est le coût de la faillite

La principale amélioration par rapport au modèle de Leland est la structure à terme. Cette fois le modèle nous donne la structure à terme et non plus l'asymptote vers laquelle la structure des spreads tend à l'infini.

Inconvénients du modèle :

Le modèle n'est valable que pour des faillites liées à une diminution de la valeur de l'entreprise. Il ne permet pas d'évaluer des faillites liées à une cessation de paiement (ou à des problèmes de liquidité).

De plus le risque de magnitude n'est pas pris en compte. En effet, on dit que si l'entreprise fait défaut, on ne récupérera qu'une partie de la valeur de liquidation. Cependant, il est difficile d'estimer cette grandeur.(la magnitude), de ce fait il existe un risque. Le risque de perdre plus ou moins en cas de défaut.

De plus, ce modèle permet de calibrer le spread dans le temps mais l'évolution des spreads va être différente par rapport au modèle. On ne sait pas tenir compte du mouvement des spreads.

5.4.2  Approche en forme réduite

L'approche en forme réduite est une approche qui va calibrer le marché et essayer de calibrer la structure à terme.

ag) Jarrow, Lando & Turnbull (1997)

Ils observent les spread de défaut et voudraient caractériser la dynamique des spreads.

Le modèle tient compte du risque d'arrivée (: quand est-on en cessation de paiement et du risque de magnitude ( : combien perd-on ? Ils considèrent que le risque de magnitude est une constante.

Le risque d'arrivée a une distribution de poisson car ce qui fait l'objet de la distribution est un événement, à savoir le temps pour faire défaut. Le risque d'arrivée suit donc une loi exponentielle :


[image: image228.wmf]0

()

 est le moment où l'événement se produit

 (faillite)

 est le taux d'arrivée de défaut

S

PrtedS

t

-l

t£=l

t

l

ò


Si S>T, il n'y a pas de faillite

Si S<ou =T, l'entreprise fait faillite

Pour pouvoir calibrer le risque d'arrivée, JLT ont recours aux notations.

Les notations sont des données du marché qui nous donne des informations sur le risque de défaut des entreprises. Lorsqu'une obligation devient plus risquée, elle change de catégorie de ratings. Par exemple une obligation notée AA va passer à une notation A lorsque sa situation devient plus risquée. Dans ce cas, le risque d'arrivée de défaut va se modifier pour l'obligation en question et augmenter. La chaîne de Markov va servir à indiquer les différents taux de migration d'une catégorie vers une autre.

Si une obligation passe d'une catégorie AAA à AA, le risque d'arrivée augmente. Plus le rating sera faible (mauvais) plus le risque d'arrivée sera élevé. Le risque pour une obligation n'est donc pas uniquement de faire défaut mais aussi de passer d'une catégorie à une autre. La chaîne de Markov est un état absorbant ; à l'infini le taux d'arrivé de la faillite est de 1. 

ah) Duffie & Singleton (1997)

Duffie & Singleton recherchent les véritables risques d'arrivée de défaut et de magnitude.

Le taux d'arrivée peut être stochastique.

(=((X,t)

et (=((X,t)

Cependant, le bêta de ce modèle diffère du bêta précédent. JLT définissent le bêta comme étant la perte que l'on a en cas de défaut par rapport à la valeur faciale de la dette actualisée.

Si l'on fait faillite et que l'on a une dette à rembourser, on remboursera une certaine proportion de la dette (en fonction de la valeur de la firme) et l'on actualise cela car on devra en réalité rembourser la dette plus tard. Par exemple, l'entreprise peut rembourser 70% de 100. Elle va placer 65 et les capitaliser au taux sans risque. On considère que l'entreprise arrête son activité et ne fera donc faillite qu'une seule fois. Une fois que l'entreprise a fait faillite, elle ne court plus le risque de faire faillite et il est normal que l'on actualise au taux sans risque.

Par contre, le modèle de Duffie & Singleton, le bêta ne porte plus sur la valeur faciale mais sur la valeur juste avant que l'entreprise ne fasse défaut. Par exemple, si une entreprise a une dette et qu'elle fait faillite, elle demande que l'on diminue la valeur de la dette. Cependant, l'entreprise continue son activité (cas de restructuration) malgré qu'elle soit en défaut. L'obligation continue donc de courir un risque de défaut et il faut actualiser la valeur de la dette que l'on doit au taux risqué.

EX : Deux obligations qui font défaut. Le prix de l'obligation A lors du défaut est de 80 et le prix de B est de 75. La valeur faciale est de 100 pour les deux et les deux obligations font défaut en T=2. La magnitude ( est de 0.8. Pour A, l'entreprise remboursera 0.8x80=64 et pour B :0.8x75=60.

Le spread de défaut dépend donc du taux d'arrivée et de la magnitude :

S(t)= ( x (1-()

Plus, la probabilité de défaut est grande, plus le spread est élevé. De même, plus la magnitude est faible, plus le spread est élevé car on récupérera moins en cas de défaut.

5.4.3 Approches pratiques

ai) Credit Metrics (JPM)

On regarde la VaR d'un portefeuille à risque de crédit.

On va utiliser les ratings des crédits.

1. On va calculer la matrice de transition(vue pour le modèle de JLT)

2. Pour chaque rating, on calcule le taux forward d'actualisation pour l'horizon du portefeuille.

Si le portefeuille est Pt, on va calculer la VaR jusqu'en t+h (h est l'horizon).

Ce qui nous intéresse est le changement dans la valeur de l'obligation et les augmentations dans le risque de défaut lorsque la valeur de l'obligation diminue. Ainsi que la probabilité de passer d'un état à un autre (de passer d'une notation à une autre)
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Le prix forward d'une obligation AA dans une semaine(horizon) est :
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Il s'agit du prix forward de l'obligation conditionnel au rating AA de l'obligation.

3. On exécute Fj(h) avec j = AAA,AA, A,…Ceci nous permet de construire la distribution des taux forward et de calculer la VaR :

4. On exécute la distribution ;

5. Hypothèses :

On va utiliser la distribution normale ou le bootstrapping. Utiliser la méthode du bootstrapping revient à actualiser l'estimation donnée par la distribution. En utilisant le prix forward, on peut trouver le prix future.

	Début\fin
	AAA
	AA
	A

	AA
	0,01
	0,98
	0,01


Il s'agit de probabilités jointes.

Si les probabilités P1,AA P2,AA  sont indépendantes :

Pr(P1( A, P2(A) = 0,01 x 0,01= 0,01²

Cependant, il se peut que les deux probabilité soient corrélées.

6. Au niveau du portefeuille :

Il est nécessaire de calculer la corrélation entre les prix des obligations :

Corr(B1,B2) ( corr(S1,S2). 

Les obligations ont des caractéristiques différentes. Ce qui nous intéresse est la probabilité pour une obligation d’être « downgradée » ou  « upgradée ». Les ratings reposent sur la structure de l’actif de l’entreprise. Il est nécessaire d’estimer la structure l’actif de chaque compagnie. La structure est liée aux fonds propres. Ceux-ci donnent une estimation de la corrélation entre actifs et nous permettent de trouver une estimation de la corrélation entre obligations.

Il s’agit d’une approche en forme réduite car l’on regarde les données du marché.

Ce modèle pose certains problèmes :

1- La stabilité de la matrice de transition :

La matrice de transition n’a pas de mémoire. Elle ne tient pas compte des données passées. Prenons l’exemple de deux firmes qui au départ ont une notation différente : l’une est notée AAA et l’autre A. Ces deux firmes se retrouvent avec un ratina identique de AA. La première firme est devenue plus risquée et la deuxième a une meilleure situation. Cependant, la chaîne de Markov  ne tient pas compte du fait que l’une s’est downgradée et l’autre upgradée. Elle va regarder le nouveau rating et donner le même risque de défaut aux deux entreprises.

2- Estimation de la matrice de transition

La matrice de transition suppose qu’il y ait homogénéité entre les obligations d’une même classe. 

La probabilité de toutes les obligations d’une classe de passer à un autre état (classe) est la même sans se soucier de l’échéance, du taux de coupon,…des différentes obligations. 

Cependant deux obligations de même rating, de même taux de coupons et de même échéance peuvent avoir des taux différents. Cette différence est due au risque spécifique de l’entreprise. Par exemple A et B sont deux compagnies de taux de coupons de 6%, à maturité de 10 ans et de rating AA. Le rendement à l’échéance de A est de 7% et celui de B est de 7,5%. Il y a une différence de 5 points de base entre les deux rendements alors que les ratings sont identiques. Si par la suite A ou B augmente de rating est classée AAA, le modèle leur donnera le même prix et donc le même taux de rendement. Le modèle ne tient pas compte du risque idiosyncratique (spécifique). Les deux taux seront de 6,5% quelle que soit l’entreprise qui devient AAA.

3- Lien entre fonds propres, actifs, valeur de l’obligation

L’on souhaite connaître la corrélation des obligations d’un portefeuille. Risk metrics considère que la valeur des fonds propres donne une bonne approximation pour estimer la corrélation.


aj) Credit Metrics (+ Credit Suisse)

Ce modèle s’inspire du modèle de Duffie & Singleton. Il fait intervenir le taux d’arrivée et la magnitude de défaut.

Contrairement au modèle risk metrics, le modèle suivant part d’un portefeuille :

1. On début au niveau du portefeuille :

On va ensuite décomposer le portefeuille en k lignes. Ce sont des sous-portefeuilles. Les sous-portefeuilles sont supposés être homogène au niveau des taux de perte.

Par exemple, nous avons les sous-portefeuilles :

SP1 : portefeuille dont le taux de perte est de 10%. 

SP2 : portefeuille dont le taux de perte est de 20%.

SPk : portefeuille dont le taux de perte est de 100%.

2. On considère que le taux de défaut suit un processus de poisson.

Rappel pour Duffie & Singleton, la période de temps précédent le défaut d’une obligation suit une distribution exponentielle :

Par exemple, la probabilité que 5 événements se produisent entre 0 et un certain moment ( avant l’échéance est :


Où m = ((, l’intensité du processus de poisson.

Nous considérons la période de temps de la VaR (l’horizon de la VaR) pour voir la probabilité que l’événement se produise sur cette période.

3. ( suit une loi ( ((², lognormal)

Pour chaque ligne (c’est-à-dire chaque sous-portefeuille), on cherche la distribution des obligations et l’on obtient une fonction :



Dans ce cas, nous regardons la partie droite de la distribution pour connaître le moment où le risque de défaut est proche.

4. Pour chaque ligne, on a la distribution :





Si les lignes sont indépendantes ont peut sommer les VaR.

2ème partie : Les instruments financiers de la gestion du risque d'intérêt

Les instruments financiers de la gestion du risque d'intérêt dépendent du taux d'intérêt et sont utilisés pour couvrir le risque d'intérêt. Ce sont des instruments pour lesquels l'élément de base est le taux. Pour gérer le taux d'intérêt, on utilisera toujours des dérivés du taux et non le taux d'intérêt directement. 

Rem : une obligation est un dérivé du taux d'intérêt.

Chapitre 1  : Principes d'évaluation des instruments dérivés

1.1 Processus de Wiener et Lemme d'Itô

Rappel sur les mouvements browniens standards (MBS) : 

Le taux d'intérêt est constitué d'une partie déterministe et d'une partie stochastique. 


La droite représente la tendance µ(X,t)dt et le mouvement autour de la tendance est : ((X,t) dw(t) où w(t) est le mouvement brownien standard  (processus de Wiener).

Le Lemme d'Itô :

Nous avons vu que la variation de la valeur d'une action est égale à la somme de sa moyenne (la tendance vers laquelle elle converge) et du processus de dispersion autour de la moyenne :
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Cependant, ce que nous recherchons n'est pas le comportement de l'action (S) mais bien d'un call, qui est un produit dérivé de l'action (f). Nous allons donc rechercher df(S(t)) et non plus dS(t).

La variation de f(S(t)) peut être obtenue par le développement de Taylor :
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Lorsque l'on remplace dS par son équation :
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Cette dernière équation est le Lemme d'Itô. Le lemme d'Itô est utile notamment pour évaluer, par Black and Scholes, le prix d'un call.

1.2 Processus d'évaluation d'action 

Nous faisons l'hypothèse que nous travaillons avec deux actifs : une action S(t) et une obligation sans risque B(t).

Nous connaissons  la variation du prix de l’action (dS(t)) :
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Et la variation du prix de l'obligation est :
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 où r est le taux d'intérêt continu.

Puisque la moyenne de l'obligation est le taux sans risque et puisqu'il s'agit d'une obligation non risquée, la partie volatile est nulle.

Etant donné que la dérivée du prix de l’action dépend elle-même du prix, nous prenons le logarithme de S(t) pour éliminer le S(t) qui se trouve dans la partie droite de l'équation.

Nous allons donc chercher la dérivée de lnS(t). Grâce au Lemme d'Itô, nous savons comment trouver la dérivée d'une fonction de S(t).
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La distribution de S(t) est donc bien une distribution lognormale.

1.3 Changement de la mesure de probabilité

Si l'on détient une action en 0, la valeur de cette action est la valeur actualisée des prix futurs. On peut procéder de deux manières pour intégrer le risque dans l'évaluation du prix. 

L'avantage de travailler avec des probabilités ajustées au risque est de ne pas devoir chercher le taux de rendement requis par les actionnaires et de pouvoir utiliser simplement le taux d'intérêt.

Renommons 
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où T est la date d’exercice de l’option.

Si nous cherchons S(0) , nous savons que :
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Si nous généralisons,
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Il s'agit de la propriété de Martingale : à savoir, le meilleur moyen de prédire le prix de demain serait de regarder le prix actuel et de le capitaliser.

Cette propriété est également valable pour les dérivés de S(t).
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Comment exprimer S sous forme de la nouvelle probabilité q ?
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Puisque les probabilités sont ajustées au risque et que le taux d'intérêt est le taux d'actualisation et non plus µ, il faut adapter l'équation à ces changements.

Le risque se manifeste au niveau de la partie stochastique :
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(théorème de Girsanov)

Nous allons à présent calculer la valeur d'un call à partir de la valeur de son sous-jacent. Puisque la valeur d'un call dépend de l'évolution du prix du sous-jacent.

C(T) désigne la valeur du call.

Nous savons que le payoff d'un call est soit 0 si le call n'est pas exercé (c'est-à-dire si le prix du sous-jacent est inférieur au prix d'exercice). Soit S(T)-K si le prix du sous-jacent (S(T)) est supérieur au prix d'exercice K :
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Cela peut s'écrire également:

C(T)=S(T)11
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Ou encore :
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Ceci nous donne le premier et deuxième terme de la formule de Black and Scholes. Nous allons développer le second terme :
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Les premiers éléments sont des constantes, nous recherchons 
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Le second terme est donc :
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Chapitre 2 : Les obligations

Une obligation est un produit dérivé dont le sous-jacent est le taux d'intérêt. Par contre, contrairement au produit dérivé dont le sous-jacent est une action, le taux d'intérêt seul n'est pas un actif.

Le but de cette section est de déterminer la valeur d'une obligation. Pour cela nous allons procéder de manière identique à celle employée pour estimer les options sur actions. Nous allons distinguer le cas des obligations coupon-0 et des obligations couponnées.

2.1 Les Obligations coupon-0

Pour évaluer des obligations, nous avons besoin des pay-off de ces obligations. Nous utilisons l'approche "risk neutral".

Nous savons que le pay-off final d'une obligation coupon-0 est 1. 

Cependant, le prix actuel de l'obligation dépend du taux d'actualisation car :
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Si le prix n'était pas égal aux pay-offs actualisés, il y aurait une opportunité d'arbitrage. 
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Afin de pouvoir déterminer le prix d'une obligation, nous avons besoin de trouver le taux d'actualisation r. 

Nous avons vu que la variation de r était :
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Le problème est que nous recherchons l'équivalent certain et non la moyenne des pay-offs. Nous devons donc trouver la probabilité ajustée q.

Pour ajuster les mesures de probabilité au risque, nous devons transformer l'équation de dr(t). 

Pour rappel, nous avons vu avec le modèle de Black and Scholes, que l'on pouvait modifier la probabilité en ajoutant ( au mouvement brownien :
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 Pour une obligation sans coupon, nous allons remplacer la moyenne à long terme par le rendement d'une obligation perpétuelle 
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Si nous prenons par exemple le modèle de Vasicek :
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Nous allons remplacer µ par 
[image: image260.wmf]r

 :
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µ est remplacé par 
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lorsque l'on change de probabilité. De même, w est devenu
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Dans le cas de Vasicek, r(t) a une distribution normale r(s) suit une loi N(m(r(t),s, t), v(s, t))

Où m est la moyenne ;

s le temps restant avant l'échéance ;

v la variance.

Dans ce cas, 
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On utilise la propriété : l'espérance d'une intégrale égale une intégrale des espérances
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Le taux de rendement à maturité est une fonction du taux au comptant.

Si l'on avait choisi la modèle CIR à la place du modèle de Vasicek, la distribution des taux n'aurait plus été une distribution normale mais bien une distribution Chi-carré non-centrée.

2.2  Les obligations à coupons

Le prix d'une obligation couponnée est :
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Chaque coupon peut être évalué séparément. On considère chaque coupon individuel comme une obligation (Strip).
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Chacune des obligations (les coupons) a un taux de rendement à échéance. Le rendement à échéance de l'obligation est-il égal à la somme des rendements de chaques coupons ?
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Il faudrait trouver le taux pour que la somme soit égale au prix de l'obligation. On peut trouver le taux de manière implicite mais il ne peut être calculé analytiquement.

On va avoir le logarithme d'une somme, ce qui ne peut être simplifié.
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Chapitre 3 : les produits dérivés non optionnels

3.1 Forward Rate Agreement (FRA)

Un forward rate agreement est un contrat établi entre deux parties qui veulent se protéger contre les mouvements futurs des taux d'intérêt. Les deux parties conviennent d'un taux d'intérêt qui devra être versé sur un capital notionnel pendant une période de temps précisée commençant à une date future.

Le contrat fixe le taux garanti rf, le montant sur lequel il doit être calculé (notionnel) et la durée de l'opération fictive de placement ou d'emprunt intervenant à partir d'une certaine date ultérieure (date de valeur de l'opération) jusqu'à une échéance convenue. En effet, les échanges n'auront pas lieu à la date de règlement mais à une date postérieure. L'acheteur d'un FRA s'engage à verser le taux fixe et à recevoir le taux variable (il s'attend à une augmentation des taux) et le vendeur d'un FRA verse le taux variable et reçoit le taux fixe. Ainsi, si les taux augmentent, le vendeur du FRA devra verser à l'acheteur la différence des taux multipliée par le notionnel. 

Remarque  : on n'échange pas les notionnels, on ne verse que la différence des taux.

Remarque2 : Dans le cadre des marchés à terme d'instruments financiers, on parlera de position longue lorsque l'on achète des contrats. Ici, lorsque l'on achète un FRA cela revient à vendre une obligation à terme et donc à avoir une position courte à terme. Par contre, lorsque l'on vend un FRA, on veut se protéger contre la diminution des taux et l'on détient une position longue à terme (achète des obligations à terme).

Comment estime-t-on le prix d'un FRA  : F(t) ?

Le prix d'un FRA sera fixé de manière à ce qu'il n'y ait pas d'arbitrage possible.

En effet :


[image: image272.wmf]()

()()

rTt

FteSt

-

=

 

Il y a trois périodes :

t : aujourd'hui ;

s :maturité du FRA ;

T :échéance du sous-jacent.

Le prix du forward peut également s'écrire :
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Il est donc possible de trouver le taux forward ou encore le rendement qui satisfasse les deux parties. (pour qu'il n'y ait pas de possibilité d'arbitrage pour l'une ou pour l'autre des deux parties).

Le rendement forward est : 
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A partir du moment où l'on est capable d'évaluer une obligation, on est capable d'évaluer n'importe quelle contrat forward.

A l'échéance, si l'on a une longue position sur le FRA, c'est-à-dire que l'on achète le FRA et que la taille du notionnel est N :

on recevra : N(y(s,T+s)-f(0,s,T+s))

Il n'y a  pas d'échange de notionnel.

Lorsque l'on achète un FRA, on gagne lorsque les taux d'intérêt augmentent, et donc lorsque le prix de l'obligation. Si on veut se couvrir contre une augmentation des taux, on prend une position longue sur un FRA. Cela va contrebalancer notre position. Lorsque l'on a une position longue sur un FRA, on s'engage à livrer une obligation (la vendre).

Les graphes ci-dessous illustrent la neutralisation du risque par les FRA, selon que les taux augmentent ou diminuent :

Lorsque les taux augmentent, le prix de l'obligation diminue. Pour se couvrir l'on détient une position longue sur un FRA :


Si au lieu de mettre en abscisse le prix de l'obligation, on met le rendement, le raisonnement est inversé :


3.2 Les Futures

Les futures vont servir également à couvrir le taux d'intérêt. Cependant, alors que les FRA sont des contrats "sur-mesure", les futures sont des contrats standardisés. Ces contrats sont négociés sur des marchés organisés. De ce fait, il existe un certain nombre de différences entre ce type de contrat et les FRA négociés over the counter. 

Pour les FRA, il existe un certain risque de crédit. En effet, si au moment du payement l'une ou l'autre des parties fait défaut le contrat meurt et la partie qui devait recevoir la différence ne sera pas payée. Par contre, pour les futures il existe un système de protection. Il existe une chambre de compensation qui s'interpose entre les deux parties. Lorsque que quelqu'un prend une position longue sur un contrat, la chambre de compensation va se charger de trouver une partie avec une position courte. Ceci est possible car les contrats sont standardisés. La chambre de compensation va s'assurer que les parties ne feront pas défaut en exigeant des appels de marge journaliers dès que le prix de l'obligation évolue. 

Une autre particularité des futures porte sur l'obligation qui va être livrée. Pour les contrats futurs, l'obligation qui va être livrée fait partie d'un panier d'obligations. Ce sera l'obligation la moins chère de ce panier qui sera livrée à l'échéance. 

Les prix des FRA sont généralement plus élevés que les prix pour les futures. Nous allons voir diverses raisons pouvant expliquer ces différences.

Pour les futures, il existe un risque de base : La base est la différence entre le prix au comptant et le prix futur de l'obligation. Plus on arrive proche de l'échéance et plus les deux prix seront proches, donc le risque faible.

Dans un contrat de futures, il y a des flux journaliers liés aux appels de marges :

Si l'on a une position et que le prix de l'obligation diminue(taux d'intérêt augmentent), l'appel de marge est positif (met de l'argent sur le compte du vendeur).

Si les prix augmentent, on reçoit de l'argent.

Notre position est inversée par rapport à celle que l'on aurait sur un FRA.

Lorsque l'on paye les appels de marge, c'est-à-dire lorsque les taux ont augmenté, les intérêts que l'on paye sont plus élevés (puisque les taux montent).

Par contre, lorsque l'on reçoit les intérêts ont diminué, donc l'on reçoit moins par rapport à ce que l'on aurait eu si l'on avait pris une position sur un FRA et non un futures. Ceci est une première explication sur les différences de prix.

2ème raison : Puisque le contrat futur porte sur un panier d'obligations et non sur une obligation particulière, on pourra toujours livrer la moins chère à l'échéance, ce qui diminue le risque pour celui qui vend une obligation. Par contre avec un contrat forward, on ne peut pas choisir l'obligation et devra livrer une obligation qui ne sera pas nécessairement la moins chère au moment de l'échéance.

3ème raison : La fenêtre d'exercice. Pour les FRA, l'échéance s est donnée. Par contre pour les futures, l'échéance est une fenêtre. On peut exercer le contrat avant l'échéance, il y a donc un risque de base en plus. Pourquoi avoir créer une fenêtre d'exercice ? On veut éviter que peu de contrats soient exercés le même jour car sinon cela exercerait une pression à la baisse sur les prix. La fenêtre va permettre de répartir les dates d'exercice sur plusieurs jours évitant ainsi les effets de pression. 

4ème raison : Le marché organisé est un marché liquide. L'information passe très bien et cela a un impact sur l'offre et la demande et donc sur les prix. La diffusion des informations est beaucoup plus rapide et les prix s'adaptent plus vites.

3.3 Les Swaps

Le marché des swaps est le plus gros marché de gré à gré.

Le marché est réglementé par ISDA (International Swap Dealers Association).

3.3.1 Echange traditionnel "Plain Vanilla"

L'acquéreur d'un swap =le "payeur" va payer à chaque échéance un taux fixe :rf

Le "vendeur" du swap "receiver" versera r(t).

Le taux souvent utilisé pour les taux variable LIBOR (ou EURIBOR) : benchmark + prime de risque.

L'acheteur d'un swap va recevoir le taux variable et payer le taux fixe. Il paye :
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le vendeur du swap reçoit le taux fixe et paye :
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Un individu qui détient une obligation et souhaite se couvrir contre la hausse des taux va donc acheter un swap. Un swap fonctionne comme un FRA mais avec plusieurs échanges et non un seul. Un swap est donc un ensemble de FRA.

L'individu qui achète un swap va verser le taux d'intérêt fixe (le coupon qu'il a reçut) et en échange à droit au taux variable LIBOR.

Il existe également des swaps moins traditionnels.

3.3.2 Swaps non traditionnels

Parmi les différents types de swaps, figurent :

· Les swaps pour lesquelles les notionnels sont variables

· Les swaps pour lesquelles le taux r(t) est variable. On prend des références différentes à différents moments de l'échange.

· Les taux indexés. Par exemple le Wal 21. Si cet indexe fonctionne bien on va changer les taux à la hausse…

3.3.3 Motivation des swaps

Il existe de nombreuses raisons pour lesquelles il est intéressant d'avoir recourt aux swaps :

1°ALM. Le swap est un contrat hors bilan. En achetant et vendant des swaps on peut modifier la duration des actifs et passifs de manière à ce qu'elles soient identiques (cfr. chapitre 4). Par exemple, si la duration des actifs est supérieure  à celle des passifs, on peut acheter des swaps pour diminuer la duration des actifs.

2° Le swap est un instrument de couverture. Un swap est un ensemble de FRA placé sur un même actif. Pour se couvrir contre une hausse des taux, on adopte une position longue sur un swap et inversement si les taux risquent de diminuer.

3° Spéculation. Si l'on suppose que les taux d'intérêt vont augmenter, l'on pourrait très bien décider de prendre une position longue sur un FRA. Cependant, il se peut que les taux augmentent effectivement mais qu'il ne s'agisse pas des taux sur lesquelles l'on a spéculé. Pour éviter ce genre de situation, il est plus intéressant de spéculer à l'aide de swap car dans ce cas, il n'y aura pas un seul versement mais bien un ensemble d'échanges et il est possible de spéculer sur la structure à terme entière.

4° Exploitation d'un avantage comparatif. Lorsqu'une entreprise emprunte sur le marché à taux flottant, elle a le taux plus une prime. Une autre entreprise aura une structure de primes différente. Les entreprises essayent au total d'avoir des taux plus intéressants que leurs concurrents. 

5° Information privilégiée. Si par exemple, l'on s'attend à ce que la notation d'une entreprise diminue, on va déterminer le taux fixe sur base du taux actuel de l'entreprise (avant que la société ne soit "downgradée") et recevoir le taux flottant correspondant à la nouvelle classe dans laquelle l'obligation se situe.

3.3.4 Valorisation des swaps

Il existe deux méthodes pour évaluer les swaps.

a) Méthode obligataire (bond price method)

Nous allons tout d'abord voir la méthode obligataire qui est la moins bonne des deux méthodes.

Le swap est constitué de deux jambes : une jambe fixe et une jambe variable.

La valeur du swap va dépendre de la valeur de chaque jambe . La jambe variable est :
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la jambe variable est une obligation à coupon-0 (cfr. obligation à taux variables). Ceci est incomplet car cela ne couvre pas les versements ultérieurs.

Le prix de la jambe fixe est celui d'une obligation couponnée ordinaire (puisque le taux reste le même pour tous les versements) :
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Il nous reste à fixer les conditions du swap.

La valeur initiale d'un swap est nulle (un swap ne coûte rien).

Dans le cas d'un acheteur de swap, le prix variable est ce qu'il reçoit et le prix fixe ce  qu'il doit. La valeur du swap est donc :
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Il ne reste plus qu'à fixer rf de manière à ce que Pv et Pf soit égaux.

Dans le cas d'un vendeur de swap, la valeur du swap est égale à la moins la valeur du swap pour l'acheteur.

Toujours dans le cas du payeur :

Si les taux d'intérêt augmentent, la valeur du swap va augmenter et devenir positive. Si les taux diminuent, elle diminuera.

Cependant, ce modèle est mauvais. Le prix d'une obligation à taux variable est de 1 après le versement du premier coupon et le taux va varier.  On ne considère pas les changements de prix de l'obligation couponnée. Cependant, si le prix diminue, le coupon suivant sera plus élevé, cela correspond au rendement à échéance d'1 an. On devrait prendre ne compte la vie restante de l'obligation.

b) Méthode d'arbitrage

La méthode d'arbitrage diffère sur deux points :

1- On effectue uniquement des payements nets. C'est à dire que l'on va considérer directement la différence des taux ; si les taux augmentent le payer du fixe recevra la différence des deux taux.

2- Il n'y a plus d'échange de notionnel. (la valeur des deux notionnels était identique. On donnait une somme que l'on récupérait tout de suite)

Les prix des deux jambes deviennent :
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On va chercher le rf qui permet d'établir l'égalité :E(Pv)=E(PF)

Au cours du temps, rv et y vont varier. rf est le rendement implicite. rf assure l'égalité E(Pv)=E(PF) à chaque point de la courbe des rendements à échéance. Ce n'était pas le cas avec la méthode précédente.

c) Introduction du risque de crédit

Puisque le swap est un contrat conclu entre deux parties, il est possible que l'une des deux parties fasse défaut. L'ISDA a du fixer certaines règles pour tenter de réguler le marché des swaps suite à l'importance des contrats négociés sur ce marché. Le système est asymétrique : celui qui fait défaut devra payer (V(t) si V(t) est négatif et reçoit V(t). Par exemple si A faut défaut et que la valeur du swap pour A est positive (c'est-à-dire que A gagne sur cet échange). B devra payer à A la valeur V totale. Par contre si la valeur du swap est négative pour A, elle ne devra à B qu'une partie de la valeur. ( est le taux de recouvrement.

Dans cette méthode, nous devons considérez tous les flux.

On considérera que la personne fait défaut uniquement lorsqu'elle devra de l'argent.

Les flux positifs sont tous les flux tels que :
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Les flux négatifs sont les flux tels que :
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Si l'on achète un swap, le risque de défaut de la contrepartie a lieu lorsque les flux sont positifs.

La valeur du swap pour l'acheteur A est :
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Pour le vendeur, la valeur du swap est :
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La valeur totale du Swap :
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Facteur 3 : la courbure compte pour 4-2%





Facteur 2 : 6-8% est expliqué par la pente
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Fig. : Variation du prix d'une obligation callable en fonction du taux
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t est le moment où le taux variable est fixé. 


T est le moment où le taux variable commence à courir. 
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Pente = -DM donc la duration est négative


Et la convexité est négative
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Pour réunir les deux lignes sur un même graphe, l’on doit faire face à des problèmes d’échelle.
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Le sous-portfeuille 2 est constitué de 100 obligations. La probabilité que l’une fasse défaut avec une perte de 20% est : -0.2
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Le sous-portfeuille1 est constitué de 100 obligations. La probabilité que l’une fasse défaut avec une perte de 10% est : 0,01 (-10%) + 0,99 0% = -0,1%
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On élimine la partie stochastique 





Les différentes valeurs possibles en 1 qui suivent une loi normale.
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Dans ce cas, on travaille avec les probabilités réelles et le risque est introduit dans le taux d'actualisation
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Dans ce cas, les probabilités q et 1-q sont des probabilités ajustées au risque et le taux d'actualisation est le taux sans risque.
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� Le comité de Bâle est un comité d'autorités de contrôle bancaire, constitué par les gouverneurs de banques centrales du Groupe des Dix (Belgique, Canada, France, Allemagne, Italie, Japon, Pays-Bas, Suède, Royaume-Uni et Etats-Unis, ) en 1975.


� En effet, les fonds propres n'interviennent pas ici dans le calcul des passifs, et donc l’identité bilantaire est plus flexible.


� Pour des périodes de temps très courtes, on peut considérer que µ=0


� Pas de ratio cooke pour calculer des fonds propres supplémentaires.


� Nous verrons la démonstration du Lemme d’Itô au chapitre suivant.
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