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Introduction

E nombreux problémes rencontrés dans des situations réelles sont en fait des problémes
d’optimisation. Il n’est méme pas nécessaire d’aller chercher loin, la vie quotidienne elle-
méme en est remplie : c’est déja optimiser que de bien gérer son revenu mensuel, de

disposer efficacement les produits dans les rayons d’un supermarché, ou encore de réaliser le maxi-
mum de bénéfices dans la gestion d’'une épicerie.

Il est vrai que dans la vie de tous les jours, ces petits problémes sont résolus instinctivement sans
passer par de grandes analyses mathématiques. Mais en revanche, pour des problémes a grande
échelle nécessitant de grandes précisions dans leur résolution, la modélisation mathématique est
primordiale. Une grande industrie de production, dans le but de faire le maximum de profits, ne
peut pas se permettre par exemple, de décider d'une maniére quelconque de la quantité idéale de
production étant données toutes les contraintes et la forte somme d’argent a investir; une analyse
préalable minutieuse en tenant compte de tout ce qui entre en jeu est de rigueur. De nombreux
algorithmes ont donc été élaborés afin de résoudre efficacement et dans le moins de temps possible
ces types de problemes.

Parmi tous les problemes d’optimisation, les problémes de programmation linéaire sont les plus
faciles, puisque la fonction a optimiser et les contraintes sont toutes linéaires. Beaucoup de pro-
blémes réels peuvent étre exprimés comme un probleme de programmation linéaire d’oti I'impor-
tance de leur résolution par des algorithmes efficaces et diversifiés. Néanmoins, I’algorithme du
simplexe est le plus célébre et le plus efficace dans le cas général. Dans le cas ou les variables de
décision du programme linéaire sont astreintes a étre entiéres, ce qui est le cas pour la majorité des
problémes dans la réalité, le programme linéaire est dit programme linéaire en nombres entiers ou
encore PLNE.

Ce mémoire se focalise notamment sur la résolution de ces programmes linéaires en nombres
entiers. Il comprend trois parties : la premiere partie comporte des rappels nécessaires sur les pro-
grammes linéaires en général, dans la deuxieme partie sont exposées deux méthodes usuelles de
résolution des programmes linéaires en nombres entiers et finalement, la derniére partie présente
une amélioration intéressante de la méthode du simplexe pour la résolution des programmes li-
néaires en nombres entiers.



Premiere partie

Rappels nécessaires sur la
programmation linéaire



1.1 Quelques définitions

1.1.1 Définition d’un programme linéaire

Un programme linéaire (PL) est un probléme d’optimisation consistant a optimiser, c’est-a-dire
soit a maximiser soit a minimiser, une fonction linéaire de n variables de décision appelée fonction
objectif. Et ces n variables de décision sont soumises a un ensemble de contraintes exprimées sous
forme d’équations ou d’inéquations linéaires.

Une solution d’'un programme linéaire est I'affectation de valeurs aux variables de décision du
probleme. Cette solution est dite réalisable si elle vérifie toutes les contraintes du programme. Et
I'ensemble des solutions réalisables est appelé domaine de réalisabilité. Ce domaine, s’il n’est pas
vide, est convexe. Une solution optimale d’un programme linéaire est une solution réalisable opti-
misant la fonction objectif.

Puisqu’un probléme de minimisation linéaire est traité de maniére analogue a un probléme de
maximisation linéaire a la différence prés qu’au lieu de faire en sorte d’augmenter la valeur de la
fonction objectif, il faut faire en sorte de la diminuer, il n’est pas restrictif de ne considérer que des
problémes de maximisation dans toute la suite.

Un programme linéaire est dit sous forme canonique sil est du type
max z = C1XxXy + ...+ ChXn
a;1xXq +...+ A1pXp < bl

A1 X1+ oo + QpXp < by,
Vi, X’i > O
Les contraintes Vi, x; = 0, sont appelées contraintes de non-négativité ou encore contraintes de
positivité.

En posant ¢ = (¢q,...,¢,) , X = (X1, .00, Xp)
ai; - Qi by
A= + .. i |ou A€ My, ,(R) et b=
Qm1 *° Qmn bm
La forme matricielle du (PL) sous forme canonique s’écrit :
max z = cx
Ax<b
x=20

Un programme linéaire mis sous forme standard est du type :

max z = cx
Ax=0b

x20,b=20

Un programme linéaire sous forme canonique peut étre mis sous forme standard en introduisant

de nouvelles variables dites variables d’écart.
Exemple : pourn =3, x;+3x,—x3 23 & x;+3xy—Xx3—x4 =23 avec la variable d’écart x, =0



1.1.2 Base d’un programme linéaire mis sous forme standard

Dans toute la suite, A est une matrice rectangulaire a m lignes et n colonnes ot m < n, m étant le
rang de A. Un ensemble {xll, xim} est une base du programme linéaire s’il est possible d’exprimer
chaque x;, [ de 1 a m, en fonction des autres variables. Dans ce cas, les x;, pour [ de 1 a m, sont
appelés Varlables de base. Soit a noter x; ,...,x; les autres variables, appelées variables hors base

I n—m -
alors pour tout [ de 1am, x; peutsécrire : x; = b; + Dot ap j X;,-
Sib;=0,Vl,1<I<m alors la base {xll, xim} est dite réalisable.
Soit B une sous-matrice de A, a m lignes et m colonnes. B est dite réguliére si elle est inversible.
Posons A = [A4,...,A,]

B = [A,..A ]

N = [Ah,. ’Ajnfm] ol {jq, ..., ju_m} €st le complémentaire de {iy,...,i,,} dans {1,2,...,
Xp = t(xllr X

xy = (XX )

g = (Cll? 7C1m

ov = (g, )

Alors Ax = b devient Bxg + Nxy = b. Et si B est réguliére, alorson a : xz+B 'Nxy =B~ 'b ou
encore xz =B 'b—B !'Nxy.

Si B~1b > 0, alors les variables Xj,, -, X; sont dites variables de base réalisables.

Supposons que B~1b > 0, alors la fonction objectif 2 = cx devient :

2 = cgXp +cyXy ouencore z=cg(B~'b—B INxy)+cyxy

z=cgB b+ (cy —cgB N)xy

En notant Z, = cgB b et Cy =cy —cgB N,

alorsona: z =2+ Cyxy =% +Cjx; +..+¢; x; ,Cest-a-dire, la fonction objectif z s’écrit en
fonction des variables hors base. Les ¢, , r € {ji, ..., jn—m}, sont appelés cofits réduits.

1.1.3 Forme dictionnaire d’un programme linéaire

Soit a considérer le programme linéaire noté (PL) suivant :
max z = cyXy + ... + ¢, X,
(PL)Y Ax=Db
x=0

Supposons qu’il existe B une sous-matrice d’ordre m réguliére de A alors comme vu précédemment,

xg =B 'b—B 'Nxy.

Z _ZO +C]1x]1 + +C]n mx]n —m

n—m
\ i _b1+z 1a1Jk Jk
Le systeme :
n—m =
X;, = bp +Zk 1 @mji X ji }
by
est un dictionnaire de (PL). Il est réalisable si b = . | est positif ou nul.
by

max z =cx

Dans le cas ot le programme linéaire est sous forme canonique, donc de la forme: { Ax < b
x=20,b=20

n}



Alors les variables d’écart sont directement prises comme variables de base initiales.
Z=C1X1 +...+ CnXn

n
. Xpy1 =b1— Zk:1 A1k Xk
Et le systéme : .

n
Xn+m = bm - Zk:l AmiXk
est un dictionnaire réalisable du programme linéaire ci-dessus. S’il existe un b; < 0, ce dictionnaire

n’est plus réalisable.

1.1.4 Forme tableau d’un programme linéaire

Soit toujours a considérer le programme linéaire (PL). Supposons qu’il existe B une sous-matrice
d’ordre m réguliére de A.
On avait : x3 =B 'b—B !Nxy = b—B 'Nxy.
Supposons de plus que b = 0, les variables de base de x sont alors réalisables. Sans perdre la gé-
néralité, il est aussi possible de supposer que la matrice B est formée par les m premiers vecteurs
colonnes de la matrice A, c’est-a-dire, les variables xq, ..., x,, sont les variables de base initiales. On
a: o )

2 =239+ C1Xmpp1 + oo F Ch_mXn

X1+ Dpmm1 QX = by

n _ _
Xm —': Zk=m+1 Amk Xk = bm _
avec z = 2z, + C1Xm+1 +..+ Ch—mXn =1 C1Xm+1 +..+ Ch—mXn —2 = —2

Le tableau initial réalisable de (PL) est donc :

X1 X Xm Xm+1 o Xn Z

0 0 0 & - G |1 2
10 0 QGymsr 0 din | O || by
0 1 0 dymy - dgn | O | By
0 0 - 1 am,m+1 U C_lm,n 0 Z)m

Remarques :

— 1l est a remarquer qu’a la différence des tableaux usuels du simplexe, le tableau ci-dessus
possede une colonne supplémentaire, celle de z. Cette colonne a été ajoutée pour simplifier
les calculs lors de la résolution du probléme. C’est effectivement afin de ne pas avoir a rendre
a 1 les pivots et de ce fait, pour éviter de manipuler des fractions.

— Du fait que la forme tableau est plus pratique pour les calculs que la forme dictionnaire, alors
ce sera la forme utilisée dans les résolutions pour tout ce qui va suivre.

1.2 Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode de résolution des problemes d’optimisation linéaire.
C’est une méthode itérative parcourant les sommets du domaine de réalisabilité du probléme jusqu’a
ce que la fonction objectif ne puisse plus étre optimisée.

Avant tout, il faut transformer les contraintes inégalitaires du programme, autres que les contraintes
de positivité, en contraintes égalitaires. Si le programme linéaire est donc sous forme canonique, il



faut le mettre sous forme standard.

Les transformations relatives a l’algorithme du simplexe ne s’appliquent qu’a un dictionnaire
réalisable ou a un tableau réalisable. Lorsque le dictionnaire (respectivement le tableau) n’est pas
réalisable, il faut passer par une premiére phase consistant a rechercher une base réalisable du
programme linéaire. Pour cela, il faut résoudre le programme linéaire :

— formé des contraintes suivantes : les contraintes telles qu’a chacune d’elles a été ajoutée
une variable artificielle positive ou nulle, notamment puisque chacune d’elles est associée a
I'expression d’une variable de base non réalisable, les contraintes n’ayant subi aucun ajout
mais justes reprises, les contraintes de positivité des variables artificielles,

— et dont la fonction objectif 8 maximiser est 'opposé de la somme des variables artificielles.

A la fin de cette phase, si la base réalisable existe alors la valeur de chaque variable artificielle est
nécessairement nulle.

Dans la forme dictionnaire

Supposons qu’on ait le dictionnaire réalisable de (PL) suivant :

zZ =29 + C_jlle +..+ C]n—mxjn—m

_ n—m -
Xxi, = by + 25 a1, X

I n—m -
Xi, = b+ 2o Amj X,

Si tous les cofits réduits Cj,»---»Cj,_sont tous négatifs ou nuls alors Z, est la valeur maximale de
z et x* = (x},...,x;) ol xl?; = b; pourtout l de 1 a m et x;fk = 0 pour tout k de 1 & n — m est une
solution optimale de (PL).

Par contre, si 'ensemble E des cofits réduits positifs stricts n’est pas vide alors voici comment
procéder :
Soit ¢, € E, r € {ji,..., jn_m}, alors si x, augmente, la fonction z augmente aussi. Pour augmenter
la valeur de x,, il faut faire entrer x, en base (x, est alors appelée variable entrante) et faire sortir
une variable de base (cette variable de base qui sort est appelée variable sortante). Pour cela, il faut
considérer tous les coefficients négatifs de x, dans le dictionnaire.

* Supposons qu'il y ait deux coefficients négatifs de x,, soient a,, et d;, ces deux coefficients.
Alors voici les deux contraintes du dictionnaire a considérer :

n—m
Xi = bp + C-lprxr + Z C-lp’ijjk (1)
k=1
Jk#T
n—m
xil = bl + C_llrxr + Z C_ll’ijjk (2)
k=1
Jk#T

De I’équation (1) s’obtient 'équation suivante :

n—m C_l

_ Xi, bP »Jk 3

X, = _(_1 __C_l - a xjk ( )
pr pr k=1 ~Pr

JK#T




En portant (3) dans (2) :

T - n—m = =
. p» b a, - arrAp, ji
xil =—Qq|\ ——— — +_—Xip + al’jk—_— xjk
a ar Clpr =1 a

pr pr
JKk#r

. . 1 . b bl as .
Pour que le nouveau dictionnaire soit réalisable, il faut que > > # Ainsi, il faut choisir p
pr r

tel que % < %’lr pour tout [ tel que g;, < 0. Dans ce cas, X;, est la variable sortante. En
remplagant Xi, dans la base précédente par x,, la nouvelle base du nouveau dictionnaire est
connue.

Par la suite, il faut également remplacer x, par sa valeur (3) dans I'expression de z de sorte
que la nouvelle expression de z s’exprime en fonction des variables hors base.

Si tous les cofits réduits dans la nouvelle expression de z sont négatifs ou nuls, alors la solu-
tion optimale est obtenue. Sinon, il faut poursuivre comme précédemment.

* Si tous les coefficients de la variable entrante x, sont positifs ou nuls, alors la solution du
probléme est non bornée. En effet, voici d’abord le dictionnaire réalisable en question :

2229+Cj1Xj1+...+C' X

n_];h—m jn—m
xil = b1 + Aq,.X, + Zl_{=1 Cll,ijjk
Sl
1 - n—m -
Xi,, = b+ Ay + 25021 Amyj, X5,
Jk#r

ol ¢, > 0 car ¢, € E et ou tous les @;, pour tout i de 1 a m sont positifs ou nuls. En suppo-
sant que tous les b; pour tout i de 1 & m soient positifs, alors pour tout a > 0, la solution
x* = (x7,...,x}) telle que x:; = b;+4;,a pour tout [ de 1 a m, x; = 0 pour tout s différent de
i1,..s Iy, T €L X7 = @, est une solution réalisable du probleme. La valeur de z correspondant
a cette solution est z* = %, + C,a avec ¢, > 0 et en faisant tendre a vers l'infini, 2* tend
également vers I'infini. La solution du probléme est donc non bornée.

Dans la forme tableau

Supposons qu’on ait le tableau réalisable de (PL) suivant :

xil xi2 xl'm le xjn—m Z
0 0 0 ¢, - ¢ | -1] =%
10 0 @, - a4, 0] b
0 1 0 (12,1'1 ce az,jn_m 0 b2
0 0 T 1 C_lm,jl - C_lm:jn—m 0 bm

Tant que la ligne des cofits réduits contient un cofit réduit positif, il faut procéder comme suit :

— Déterminer la colonne pivot j,. Cette colonne est choisie parmi les colonnes correspondant
aux cofits réduits positifs.

— Ensuite, choisir un pivot dans la colonne pivot j;. C'est un élément du tableau noté par

exemple q;

. : . \ by . .
j. dans la colonne pivot ji, choisi de fagon a ce que ﬁ soit positif ou nul et

6



minimal (c’est-a-dire af’—;k < &f’—jk pour tout [ # i, [ allant de 1 & m). Si un tel pivot n’existe
pas, le probleme est non borné.

Remarque : Le choix de la colonne pivot est arbitraire mais dans cet ouvrage, afin de maxi-
miser plus rapidement la fonction objectif, ce choix se fera de la maniere suivante :

> [l faut d’abord repérer le pivot de chaque colonne correspondant a un cofit réduit positif.
> Puis pour chacune de ces colonnes, il faut effectuer le produit du cott réduit et du rapport

minimal qui a permis de déterminer le pivot de la colonne en question.
> La colonne pivot sera celle pour laquelle ce produit est maximal et le pivot de cette co-

lonne sera donc le vrai pivot du tableau.

Remplacer chaque ligne du tableau par une combinaison linéaire de la ligne en question et
de la ligne pivot, de sorte a annuler tous les termes de la colonne pivot, autres que le pivot.
Rappelons que la ligne pivot est la ligne ol se trouve le pivot.



Deuxieme partie

Méthodes classiques de résolution d’un
programme lin€aire en nombres entiers



2.1 Méthode des coupes de Gomory

Soit a résoudre le programme linéaire en nombres entiers (P) suivant :
[ max z=cyx;+ ... + X,
ag1Xq +..+ A1pXn < bl

(P)< Ap1X1 + oo + Qg Xy < bk

Am1X1 + oo F QnXn S by,
Vi, x; €N

Les contraintes : Vi, x; € N, sont appelées contraintes d’intégrité. C’est la présence en plus, de ces
contraintes qui fait de (P) un programme linéaire en nombres entiers. Le programme linéaire sans
ces contraintes est dit programme linéaire relaxé.

Le principe de la méthode des coupes de Gomory est d’introduire de nouvelles contraintes li-
néaires au probléme pour réduire le domaine de réalisabilité du probléme relaxé sans pour autant
éliminer des points du domaine discret de réalisabilité du programme linéaire en nombres entiers

).

2.1.1 Description de la méthode des coupes de Gomory

Apreés avoir résolu le programme linéaire relaxé a I'aide de I'algorithme du simplexe, une solu-
tion optimale est obtenue. Si elle est entiére, c’est la solution optimale du programme linéaire en
nombres entiers (P). Sinon, la résolution de (P) n’est pas encore achevée. Soit a noter x* la solution
optimale non entiére, x* = (X7, ..., Xy, ..., X},).

Sans perdre la généralité, supposons que les variables de base, a l'issue de la méthode du simplexe,
soient les m premiéres variables c’est-a-dire x, X, ..., X,,, €t que dans le tableau final, on ait, en fai-

. N ; . . m+n - _ I . . *
sant varier k de 1 a m, le_s équations de la forme : x; + Zp:m +1 AkpXp = by. La solution optimale x
est donc telle que x; = b; pour i variant de 1 & m et x; = 0 pour [ = m + 1. Pour tout réel x, [x]
désignera le plus grand entier inférieur ou égal a x et {x} désignera la partie décimale de x alors

x = {x}+[x].
Les coupes de Gomory se déduisent des équations du tableau final comme suit :
Pour k, tel que, 1 < k < m,
m+n - 1
Xp+ D 1 GipXp = by

)

Xp + Z;:rlzﬂ[dkp]xp + Z;n::zﬂ {dkp} Xp = [bi]+ {Bk}

Comme
m+n m+n
Z [C_lkp]xp < Z C_lkpxp
p=m+1 p=m+1
Alors
m+n m+n
Xi + Z [C_lkp]xp < X + Z C_lkpxp
p=m+1 p=m+1



Ou encore

m+n

Xk+ Z [c'zkp]xp < Bk

p=m+1

En tenant compte des contraintes d’intégrité et puisque [b; ] < by,

ona:

m+n

X + Z [@xplx, <[]

p=m+1
Ainsi,

m+n

Z {dkp}xp > {Bk}

p=m+1

Cette derniére inégalité obtenue pour un certain k est appelée coupe de Gomory. En faisant varier
k de 1 am, il y a donc au plus m coupes de Gomory.

Il faut par la suite résoudre a I'aide de la méthode du simplexe le nouveau programme linéaire
obtenu en ajoutant au programme linéaire précédent ces coupes de Gomory. Ce mécanisme de ra-
jout des coupes de Gomory ne s’arréte que lorsque la solution optimale obtenue est entiére.

2.1.2 Exemple d’application

Le probléme du sac a dos fait partie des problemes d’optimisation les plus étudiés ces longues
dernieres années en raison de ses nombreuses applications dans le monde réel. Il modélise toute si-
tuation analogue au remplissage d’'un sac a dos, ne pouvant supporter plus d'un certain poids, avec
tout ou partie d’'un ensemble donné d’objets ayant chacun un poids et une valeur et tels que les objets
mis dans le sac a dos doivent, sans dépasser le poids maximum, maximiser la valeur totale. C’est un
probléme linéaire en 0-1 ou encore un probleme en variables bivalentes, c’est-a-dire, chacune des
variables de décision du probléme ne peut prendre comme valeur que 0 ou 1. Le probléme du sac a
dos intervient souvent comme sous-probléme dans plusieurs domaines : le chargement d’avions ou
de bateaux par exemple dans le domaine de la logistique, la gestion de portefeuilles dans le domaine
de I'’économie ou encore la découpe de matériaux dans le domaine de I'industrie.

Vu I'intérét que les problemes de sac a dos suscitent, il semble intéressant d’en prendre un comme
exemple d’application. Cet exemple qui va suivre, sera de plus, traité avec toutes les autres méthodes
présentées dans cet ouvrage.

Enoncé du probléme :

Soit a remplir un sac ne pouvant supporter que 14kg, par un deux ou trois objets parmi les trois
objets O, O,, O de poids respectifs 4 kg, 6 kg, 8 kg et de valeurs respectives 6, 8, 7, tout en maxi-
misant la valeur totale des objets placés dans le sac. Soit x; la variable égale au nombre d’objet O;
placé dans le sac, 1 <i < 3.

Modélisation du probleme :
La fonction objectif a maximiser est : 2 = 6x; + 8x,5 + 7x3.
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Les variables x; doivent évidemment étre des entiers, Vi, x; € N.
Les contraintes du probléme peuvent étre représentées par le systéme d’inéquations suivant :
{ 4x7 + 6x9 +8x3 < 14
Vi, x; €{0,1}
Résoudre ce probleme revient donc a résoudre le programme linéaire en nombres entiers (P) sui-

vant :
max z =6x1 +8xy + 7x3

4xq1 +6x9 +8x3 < 14
x; <1
Xy <1
x3<1
Vi, x; €N

) §

Résolution de (P) :
Soit d’abord a résoudre, par la méthode du simplexe, le programme linéaire relaxé :
( max z = 6x; + 8xy + 7x3
4x1 4+ 6x5+8x3 < 14

x;s1

Xy <1

x3 <1

Vi, x; =20

Sa forme standard :
max z = 6x1 +8xy5 + 7x3

4X1 +6X2+8X3 +X4 =14

X1 +x5=1
{ X9 +xg=1
x3+x;,=1
Vi, x; 20

Dans notre cas, la premiére phase c’est-a-dire la recherche de base réalisable n’est pas nécessaire
puisque les variables d’écart x4, X5, X6, X, constituent déja une base réalisable. La résolution se
fera sous forme tableau et les pivots seront encadrés.

X1 X9 X3 X4 X5 Xg Xy | Z
6 8 7 0 0 0 o0]-1]o0
4 6 8 1 0 0 0]o0]14
1 0 0 0 1 0 ofo0]1
0 0 0 0 1 00| 1
0 0 1 0 0 0 1]0]1
X1 X9 X3 Xz X5 Xg X7 | Z

6 0 7 0 0 -8 0]-1[-8
4 0 8 1 0 6 0|0]S8
1 0 0 0 1 0 0]0]T1
0 1 0 0 0 1 0]0]1
0 0 0 0 0 1]o0]|1
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X1 X9 X3 X4 X5 Xg X7 | Z
6 0 O O 0 -8 -7|-11{-15
0 0 1 0 -6 8|01} 0
1 0o o0 o0 1 o0 07]O0 1
0 1 o0 O O 1 oOo0/|O 1
0o o 1 o o0 o0 1|0 1
X1 Xy X3 X4 X5 X X7 | z
0O 0 0O 6 0 4 20/|-4]|-60
4 0 0 1 0O 6 -8]|0 0
0 0 0 -1 4 6 0| 4
0O 4 0 O O 4 o0]0O 4
o 0 4 O O O 4|0 4
X1 X9 X3 X4 X5 X¢ X7 | Z
0 0O -28 -80 -88 0 |-32]| -560
32 0O 0 32 o0 0] O 32
0 0o -1 4 6 8| 0 4
0 32 0 O 0 32 0] O 32
0 32 4 -16 -24 O 0 16
X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7 | Z
0 0O O 7 -20 -22 0 | -8 | -140
1 0O 0 O 1 0 010 1
0 0O o0 -1 4 6 8 |0 4
0 1 0 0 O 1 01O 1
O 0 8 1 -4 -6 o|0]| 4
D’apreés ce tableau final qui seranoté (T),x; =1, xy =1, x3= % = %, X4=X5=X¢ =0, x; = % =

La solution optimale non entiere du probleme est donc x* = (1,1, %) et la valeur maximale que peut
140 _ 35

avoir la fonction objectif z correspondant a cette solution optimale est donc z = 5~ = 5> = 17,5.
Recherche de la solution optimale de (P) par la méthode des coupes de Gomory :
De (T),ona:
X1+X5:1 X1+X5:1 X1+X5:1
- 1 4 6, _ 4 1 1 3, _1
—X4 +4x5 + 6xg +8x7; =4 Xy—gXst+gXs+gXe=3 N Xy —gX4+5X5+ 35X =3
X9 +x6=1 Xg+xg=1 X9 +xg=1
8x3 + x4 —4x5—6xg =4 +ix,—3x—8x,=1% X3+ txg—dxg—3xc=1
3T Xy 5 6 X3 T gX4—3gXs—gX6 =3 3Tt 2457 2% T 2
Les coupes de Gomory sont :
1 1 3 1 7 1 3 1
{ {Tg}X4+{%}X5+{Z}BX6 2{%} <:>{ §X4+%X5+%X6 2? <:>{ 7X4+4x5+6xg =24
{g}x4+{—§}x5+{—z}x6 2{5} §Xa4t3X5+ X6 =3 X4+4x5+2xg =24

Par I'introduction de variables d’écart, ces coupes sont transformées en égalité :
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7X4+4X5+6X6—x8 =4
Xq4+4x5+2xg—x9 =4

Il faut ensuite ajouter ces égalités a (T). Les variables d’écart introduites dans ces égalités sont
précédées du signe moins, le tableau nouvellement obtenu ne sera donc pas directement réalisable,
il faut alors passer par la phase de recherche d’une base réalisable. Pour cela, il faut introduire des
variables artificielles au niveau de ces égalités. Soient y, et y; ces variables artificielles, elles sont
positives ou nulles.
{ 7X4+4Xx5+6xXg—Xg+Yyy =4 N { Yo=—7%x4—4x5—6x¢g + x5+ 4

X4 t4xs+2xg—x9+y; =4 Y1=—X4—4xX5—2xg + X9+ 4

Puis, résoudre le programme linéaire suivant :

([ max w=—yy—y; =8x4+8x5+8xg—xg—Xx9g—8
X1 +x5=1

—X4 +4x5+ 6x¢ +8x; =4

{ Xy +xg=1

8x3+ x4 —4x5—6xg =4
7x4+4x5+6xg—xg+yg=4

\ X4 t+4x5+2x6—X9+y; =4

Xy Xo X3 X4 X5 Xe¢ Xy Xg X9 Yo Y1 | W

0O 0 0 8 8 8 0 -1 -1 0 O0]-1]8
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 oOofoft1
0 0 0 -1 4 6 8 0 0 0 O0/|O0f|4
0 1.0 0 0 1 0 0 0 O 00|01
0O 0 8 1 4 6 0 0 0 0 O0/|O0]|4
0o 0 0 7 6 0 -1 0 1 O0/|0]|4
0 0 0 1 4 2 0 0 -1 0 1|04
X3 Xa X3 X4 X5 Xg¢ X7 Xg X9 Yo Y1 | W

0 0 0 6 0 4 0 1 -1 2 o0f-1]o
4 0 0 7 0 6 0 1 0 -1 ofofo
0O 0 0 8 0 0 8 1 0 -1 o0]|o0fo
0 1.0 0 0 1 0 0 0 O O0|O0]?1
0O 0 8 8 0 0 O -1 0 1 0|08
0 0 0 7 4 6 0 -1 0 1 0/|O0]|4
0 0 0 6 0 -4 0 1 -1 1]o0]o0
X1 Xp X3 X4 X5 X¢ X7 Xg X9 Yo Y1 | W

0 0 0 0 0 0 0 O 0 -1 -1|-1]0
4 0 0 -1 0 2 0 0 1 0 -1]o0]o
0o 0 0 -2 0 4 8 0 1 0 -1]|01]0
01 0 0 0 1 0 0 0 0 00|01
O 0 8 2 0 4 0 0 -1 0 1|03
0 0 0 1 4 2 0 0 -1 0 1|04
0o 0 0 6 0 4 0 1 -1 -1 1]|0fo
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Les variables artificielles sortent de base et sont donc de valeur nulle. Le tableau, une fois les colonnes
des variables artificielles enlevées, est réalisable et I'algorithme du simplexe pourra se poursuivre.
11 ne faut pas oublier de reprendre I'expression contenant z dans (T), et de remplacer les variables
de base par leurs nouvelles expressions données par le dernier tableau ci-dessus, de sorte a n’avoir
que des variables hors base dans I'expression contenant z.

Lexpression contenant z dans (T) : —7x, — 20x5 —22x¢ — 8z = —140

Comme on a, d’apres ce dernier tableau : x4 + 4x5 + 2xg — X9 + ¥1 = X4 + 4X5 + 2xg — X9 = 4 alors
x5 =1— %x4 — %x6 + %Xg et donc en portant cette valeur de x5 dans I'expression contenant z, on

obtient la nouvelle expression —2x4 — 12x¢ — 5x9 — 8z = —120.

X1 X9 X3 X4 X5 Xe¢ X7 Xg Xg | Z

o o o -2 0 -12 0 0 -5]|-8]| -120
4 0 0 -1 o -2 0 0 11O 0
o 0o o0 -2 0 4 8 0 1]0 0
o 1. 0o o O 1 0 0 o0]oO 1
o o 8 2 0 4 O O -1]0 8
o o o 1 4 2 0 O -1|0 4
o o o 6 0 4 0 1 -1|0 0

Tous les cofits réduits étant négatifs, 'algorithme du simplexe s’arréte et puisque la solution opti-
male est ici entiére, il n’y a plus besoin de poursuivre le mécanisme des coupes de Gomory.
Comme x; =0, xy=1, x3=§=1, x5=%=1, X4 =Xg=X7=Xg=Xx9=0

et —2x4—12x¢—5x9—8z = —120 alors z = %ﬁo =15, c’est la valeur totale maximale possible des
objets a placer dans le sac. Loptimum discret de notre probléme est (0, 1, 1), il faut donc choisir de

placer dans le sac les objets O, et Os.

2.2 Méthode de séparation et évaluation

La méthode de séparation et évaluation repose sur le principe de diviser pour régner. Cette mé-
thode tente d’explorer intelligemment, par une arborescence, I’ensemble des solutions admissibles
en éliminant de I'espace de recherche les sous-ensembles de solutions qui ne peuvent pas fournir
une solution optimale.

2.2.1 Description de la méthode de séparation et évaluation

Reprenons le programme linéaire en nombres entiers (P). Si la solution optimale apres la réso-
lution du programme linéaire relaxé par la méthode du simplexe est entiére, le probléeme (P) est
résolu. Dans le cas contraire, la résolution de (P) est encore inachevée.

Soit a noter x* la solution optimale non entiere, x* = (x7, ..., X;) et supposons que parmi les x;, x}
et x; soient non entiers. Il faut par la suite, résoudre séparément, toujours a I'aide de la méthode du
simplexe, deux sous-problémes. Chaque sous-probleme s’obtient en ajoutant a (P) une contrainte
bien déterminée. La variable dans la contrainte a ajouter a (P) est prise au choix parmi les variables
qui ont des valeurs non entieres (dans le cas présent, c’est soit x; soit x,. Ainsi :
— Le premier sous-probléme est le probleme (P) auquel la contrainte x; < [x]] (respectivement
Xy < [x3]) a été ajoutée.
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— Le second sous-probleme est le probléme (P) auquel la contrainte x; = [x]]+ 1 (respective-
ment X, = [x5]+ 1) a été ajoutée.

Chaque sous-probléme sera de nouveau scindé en deux autres sous-problémes tant que sa solution
optimale n’est pas entiere. Au final, plusieurs solutions entieres correspondant aux solutions opti-
males entieres des divers sous-problémes, seront obtenues. Puis, en comparant ces solutions par
rapport a la valeur respective qu’elles donnent a la fonction a optimiser, il ne reste plus qu’a prendre
la solution entiere qui optimise le plus cette fonction objectif.

2.2.2 Exemple d’application

Reconsidérons le programme linéaire en nombres entiers (P) de la section précédente et résolvons-
le avec la méthode de séparation et évaluation.
La solution optimale du programme linéaire relaxé trouvée un peu plus haut est x* = (1,1, %), X3
n’est pas un entier, ce qui ameéne a résoudre initialement deux sous-problemes.

Premier sous-probleme (P;) : c’est le probleme (P) avec en plus, la contrainte x3 < [x3], (P;) =
(P)+(x3<0)
(' max z = 6x, +8xy+ 7x3
4x1 +6x9 +8x3 < 14
x; <1

P, < x, <1

x3 <1

X3 <0
Vi, x; €N
Comme x5 doit étre a la fois supérieure ou égale a O et inférieure ou égale a 0 alors nécessairement
x3 =0. (P;) devient :

max z = 6x1 + 8x, max z = 6x1 + 8x,
4x; 4+ 6x9 < 14 2x14+3x, <7
x;s1 S oxpsl

Xy <1 xy <1

Vi, x; €N Vi, x; €N

Résolution de (P;) :
La résolution graphique de (P;) est évidemment possible et plus simple, mais pour rester dans la
généralité, (P;) sera résolu a I'aide de la méthode du simplexe.

X1 Xy X4 X5 X Z
6 8 0 0 0 -1 0
2 3 1 0 0 0 7
1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1
X1 Xo X4 X5 Xg Z

6 0 0 0 -8 -1 8
2 0 1 0 -3 0 4
0o 0 1 0 0 1
o 1 0 0 1 0 1
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X1 X9 X4 X5 Xg Z
o o0 o 6 -8 -1 -14
o o 1 -2 -3 0 2
1 0 0 1 0 0 1
0O 1 0 O 1 o0 1

Ona:x3=0, x7=1, x9=1, x4=2, x5=x¢=0.
La solution optimale de (P;) est (1,1,0), elle est déja entiere, et la valeur de z qui y est associée est
z = 14.

Deuxiéme sous-probléme (P,) : c’est le probléme (P) avec en plus, la contrainte x3 = [x3] + 1,
(P)=(P)+ (x3= 1)
(' max z = 6x, +8xy+ 7x3
4x; 4+ 6x9+8x3 < 14
x;s1

P, < x, <1

x3s1

x3 =1
Vi, x; €N
Comme x5 doit étre a la fois supérieure ou égale a 1 et inférieure ou égale a 1 alors nécessairement
x5 = 1. (P,) devient :

max z =7+ 6x1 + 8x, max z =7+ 6x; + 8x,
4x,+6x9+8< 14 2x7+3x5 <3
x; <1 1 xs1
Xy <1 X, <1
Vi, x; €N Vi, x; €N
Résolution de (P,) :
X1 X9 X4 X5 Xg Z
6 8 o o o -1 -7
2 3 1 0 O 0 3
1 0 0 1 0 o
0 0 0 1 0 1
X1 X9 X4 X5 Xg Z
6 o o o -8 -1 -15
0 1 0 -3 0 O
1 0 0 1 0 o0 1
0 1 0 o0 1 O 1
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X1 X9 X4 X5 Xg Z
0 0 3 0 1 -1 -15
2 0 1 0 3 0 0
0 0 -1 2 0 2
0o 1 0 0 1 0 1
X1 Xo X4 X5 Xg Z

0 0 -8 -2 0 -3 -47
6 0 0 6 0 0 6
0O 0 -1 2 3 0 2
0 3 1 2 0 0 1

o — _6_ _ 1 v _2
Ona:xz3=1, xy=¢g=1, xo=3, x43=x5=0, x¢=3

La solution optimale de (P,) est ¥ = (1, %, 1). Cette solution n’est pas encore entiére, X, = %, alors
(P,) sera a son tour scindé en deux sous-problemes (P, ;) et (P,,) ou :

+ (Pyq)=(Py)+(x3 < [%]) c’est-a-dire (P, 1) = (Py) + (x2 < 0),

4+ et (PZ,Z) = (Pz) + (XZ = [%] + 1) C’eSt-é-dil’e (P2’2) = (P2) + (Xz = 1)

Résolution de (P, ) :

max z = 6x1 + 8xy + 7x3 .
4x1 + 6x9 +8x3 < 14 maxz—7<+ 61 +8x; max z =7+ 6x,
<1 2x7+3x, <3 <3
X1 X <1 X1\2
3 x, <1 & 4 1_0 =4 x <1
Xy <0 2;0 x; =0
1 .
x3=1 Vi, x;eN
S
\ Vl, xiEN Vl, Xi N

Par raisonnement logique, x; = 1, la solution optimale de (P, ;) estdonc: (1,0, 1) et est déja entiere.
La valeur de z qui y est associée est : 2 =7+ 6 = 13.

Résolution de (P, ) :

( max z = 6x, +8xy+ 7x3
4x1 +6x; +8x3 < 14 max z =7+ 6x; +8x max z=7+6x; +8
x; <1 2x1+3x, <3
2x; <0
! X, <1 &4 sl <
X1<1
xy =1 x3=1 Vi, x; €N
X3:1 Vl, XiEN .
Vi, Xl'EN

Par raisonnement logique, x; = 0, la solution optimale de (P, ;) estdonc: (0, 1, 1) et est déja entiere.
La valeur de z qui y est associée est : 2 =7+ 8 = 15.

Puisqu’il faut maximiser g, il faut prendre comme solution optimale entiere de (P,) la solution op-
timale de (P, ), c’est-a-dire (0,1,1) ot z = 15. Et comme c’est la solution optimale entiére de (P,)
qui maximise le plus la fonction objectif z par rapport a celle de (P, ) , c’est donc la solution optimale
entiere, par la méthode de séparation et évaluation, du programme linéaire en nombres entiers (P).
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Troisieme partie

Amélioration de la méthode du simplexe
pour la résolution de problemes
linéaires en nombres entiers
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3.1 Principe et description de la méthode

Soit a considérer le programme linéaire en nombres entiers suivant :
max z =c1xXy + ... + ¢, X,
a;1xXq +..+ aA1,Xp < bl

A1 X1+ oo + G Xn S by,
Vi, X; eN

Il convient de rappeler brievement que la méthode usuelle de résolution d'un programme linéaire en
nombres entiers consiste, d’apres ce qui a été vu dans les parties précédentes, a utiliser I'algorithme
du simplexe pour aboutir dans un premier temps a 'optimum continu, c’est-a-dire la solution opti-
male non entiére, ou dans le meilleur des cas aboutir directement a 'optimum discret, c’est-a-dire
une solution optimale déja entiere. Il est évident que, si la solution obtenue a la suite de la méthode
du simplexe était toujours entiere, le probléme ne se poserait plus. Mais dans le cas de 'optimum
continu, pour parvenir a une solution optimale entiére, la résolution fait le plus souvent appel a
l'utilisation des coupes telles que les coupes de Gomory, ou, passe par la méthode de séparation et
évaluation.

Mais est-il possible de trouver directement la solution optimale entiére sans nécessairement de-
voir trouver l'optimum continu? La méthode qui va suivre s’inspire de I'idée suivante : dans la
méthode sous forme tableau du simplexe, le passage d’un tableau a un autre représente le saut d'un
sommet du domaine de réalisabilité du programme linéaire a un autre sommet de ce méme domaine
sans regarder si ces sommets correspondent a des solutions entiéres ou non et le tableau final tra-
duit I'arrivée au sommet correspondant a 'optimum du programme linéaire. I'idéal est donc que,
les points parcourus par I'algorithme du simplexe correspondent a des solutions réalisables entieres,
et qu'une fois I'algorithme arrivé au tableau final donnant la solution optimale, cette solution soit
tout de suite entiére.

Le principe de la méthode est donc de partir d’'une solution réalisable entiére et a l'aide de la
méthode du simplexe, d’aller vers une autre solution réalisable entiére jusqu’a atteindre I'optimum,
qui sera donc un optimum discret. D’apres ce principe, cette méthode n’est valable que sous certaines
conditions : il faut que le point de départ de I'algorithme du simplexe corresponde a une solution
réalisable entiere, en d’autres termes, il faut que tous les éléments du premier tableau simplexe
soient des entiers et surtout, que la matrice correspondant aux variables de base soit une matrice
unité a quelques permutations prées. Ces conditions sont directement satisfaites dans le cas d’un pro-
gramme linéaire en nombres entiers comme susmentionné avec les b; = 0.

Plus concrétement, voici comment procéder :

1. 1l faut établir le premier tableau simplexe ot tous les éléments sont des entiers et ot la ma-
trice des variables de base est une matrice unité a quelques permutations pres.

2. Parla suite, il faut déterminer le pivot dans le tableau considéré, soit dy ; le pivot en question,
j étant le numéro de la colonne pivot et k celui de la ligne pivot.

4 Siay; =1 alors on procede aux changements comme dans la méthode du simplexe habi-
tuelle.
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4 Sinon, on ajoute au tableau une équation obtenue comme suit :

En divisant par d;; 'équation correspondant a la ligne pivot, on a :

b
Bty s X e = R

A j Ak j akj

Puis, en rempla(;ant les coefﬁcients de cette nouvelle équation par leur partie entiére,
b
Cest-a-dire, les par [a’“ ] par [ - ] on obtient :

[akl]x1+ X +[_ ]x+ [ﬁ] )
Ay j Ak j Akj

ou [.] désigne la partie entiere. En transformant cette inégalité (1) en égalité par I'ajout
d’une variable d’écart, '’équation a rajouter au tableau est obtenue.
Ensuite, la nouvelle variable d’écart sort de base et x; entre en base.

3. Effectuer I'étape 2 jusqu’a ce que la condition d’arrét comme pour I'algorithme habituel du
simplexe, soit vérifiée.

Ce procédé peut étre représenté par une boucle FAIRE...TANT QUE dont voici le pseudo-code :
[ FAIRE :

Choisir colonne pivot

Déterminer le pivot

Si pivot ==

Continuer avec l’algorithme du simplexe

Sinon

Ajouter au tableau en cours l'ingalité de type (1) correspondant a la ligne pivot
Continuer avec l'algorithme du simplexe

TANT QUE : la condition d’arrét n’est pas vérifée

3.2 Validation de la méthode

3.2.1 Explicitation de la procédure de la méthode

Létape 1 permet de s’assurer que le point de départ de I'algorithme soit une solution réalisable
entiere. En effet, tous les éléments du tableau simplexe initial doivent étre des entiers, les seconds
membres dans le tableau le sont donc aussi et puisque la matrice correspondant aux variables de
base est une matrice unité a quelques permutations pres, alors les variables de base prendront des
valeurs entiéres ; par conséquent, le tableau initial est associé a une solution réalisable entiére.

L'étape 2 fait en sorte que chaque nouveau tableau, obtenu apres les modifications par la mé-
thode du simplexe, soit associé a une solution réalisable entiere. Effectivement,

— si le pivot a;; est égal a 1 alors la variable hors base qui est associ€e a ce pivot et qui va en-

trer en base aura une valeur entiere, en portant cette valeur entiere dans les autres équations
du tableau, les autres variables de base auront toujours des valeurs entieres; de ce fait, le

20



nouveau tableau obtenu apres ces transformations relatives a la méthode du simplexe, cor-
respondra a une autre solution réalisable entiére.

— Dans le cas contraire, c’est-a-dire, si a;; # 1, alors en rajoutant au tableau I'équation [%] X1+
J

et Xt [%] Xp+...+s;= [:Tk} ol s; est la nouvelle variable d’écart introduite, cette
) )

b

équation constituera la nouvelle ligne pivot puisque [ B ] deviendra le rapport minimum car
]

b b . . . . [ -

[ﬁ} < ﬁ et il est possible de voir que le nouveau pivot, étant le coefficient de x; dans
) ]

I’équation rajoutée, est égal a 1, ce qui nous ramene au cas mentionné dans le premier point

ci-dessus.

L'algorithme du simplexe présente la caractéristique que lorsqu’on passe d’un tableau a un autre,
la fonction objectif est optimisée (augmente dans le cas d'un probleme linéaire de maximisation et
diminue dans le cas d’un probleme linéaire de minimisation) ou au moins garde sa valeur jusqu’a
ce que sa valeur optimale soit atteinte. Mais puisque la nouvelle méthode présentée ci-dessus n’est
autre que l'algorithme du simplexe dirigé de sorte qu’au niveau de chaque tableau les contraintes
d’intégrité soient respectées, alors grace a la caractéristique de 'algorithme du simplexe, cette nou-
velle méthode devrait donner au final la solution optimale du probleme.

3.2.2 Vérification de la validité de la méthode

Il est nécessaire de vérifier si la solution optimale du programme linéaire en nombres entiers
sans I'ajout d’inégalités de type (1) est toujours conservée malgré 'ajout de ces inégalités. Il est bien
de rappeler que si aucune inégalité n’a été rajoutée, cette méthode n’est autre que la méthode du
simplexe et dans la méthode du simplexe, il est connu que les contraintes d’un tableau sont équiva-
lentes a celles de chaque autre tableau. Sans perdre la généralité, soit a considérer les contraintes
(S) d’'un programme linéaire en nombres entiers noté (P) :

111 + oo+ A1X; + o+ A1 X, = by

(O @pmyxy + oot @ X + oo + A Xy = by

Vi, Xi eN

Soit a noter (S) les contraintes (S) rajoutées d’une inégalité de type (1).
C_l]_lxl +...+ C_llej +...+ C_llnxn = bl

dk1x1 +...+ C_lijj +...+ C_lknxn = Bk

($)4

Ql

m1 X1+ oo F @i X; + oo F Xy = by
(751 An b
[kj]x1+...+xj+...+[akj]xn<[ ]

Vi, X; € N
Soit 4 noter (P) le programme linéaire en nombres entiers avec les contraintes (S).

Q

Démonstration :
Pour bien nous convaincre que la solution optimale de (P) est la méme avec ou sans I'ajout d’in-
égalités de type (1), voici une démonstration qui consiste en premier lieu, a montrer 'équivalence
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suivante : toute solution réalisable de (P) est aussi solution réalisable de (P) et réciproquement; et
en second lieu, & montrer que toute solution optimale pour (P) est aussi optimale pour (P).

Soit donc ¥ = (X, ..., X,) une solution réalisable de (P), soit & montrer que X est aussi solution
réalisable de (P), pour cela il suffit de montrer que % vérifie I'inégalité de type (1). Puisque X est
une solution réalisable de (P) alors X vérifie les contraintes de (S), ainsi, pour tout i, X; € N et on a
pour tout k variantde 1 a m :

=i

i X; = by
i=1
0 _
ar; . b
Hg =K
i=1 ak] ak]

D’apres la définition de la partie entiére, on a :

n C_l n -

ki |~ i~
|:_—l:|xi < —lxi
i=1 L3kj i

alors

et par suite,

_— -
22wz
i=1 L 9kj Akj
En d’autres termes, la solution & vérifie toutes les contraintes de (S), ¥ est donc aussi une solution
réalisable de (P). Ainsi, toute solution réalisable de (P) est aussi solution réalisable de (P).
Limplication réciproque de I'équivalence, c’est-a-dire, toute solution réalisable de (P) est aussi so-
lution réalisable de (P), est évidente puisque le domaine de réalisabilité de (P) est inclus dans celui
de (P).
L'équivalence a donc été bien démontrée.
Soit maintenant & montrer que toute solution optimale pour (P) est aussi optimale pour (P). Soit
x* = (x},x5,...,x;;) une solution optimale de (P) et z* la valeur optimale. Soit ¥ = (%, X5, ..., X,)
une solution réalisable de (P) et Z la valeur de la fonction objectif correspondante. D’aprés ce qui
précéde, X est une solution réalisable de (P). Donc, Z < z*. Ce qui prouve que x* est une solution
optimale de (P).
D’apres la démonstration ci-dessus, il est possible de conclure que la résolution du programme
linéaire en nombres entiers (P) est équivalente a la résolution du programme linéaire en nombres
entiers (P).

3.2.3 Avantages de la méthode

Il est a rappeler que la condition d’arrét du nouvel algorithme est la méme que celle de I'algo-
rithme du simplexe. La maniére dont la colonne pivot est choisie dans cet algorithme, permet d’op-
timiser la valeur de la fonction objectif au passage d’un tableau au suivant. Le nouvel algorithme
passe alors d’une solution réalisable entiére a une autre tout en optimisant la valeur de la fonction
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objectif; 'algorithme se terminera donc forcément puisqu’il arrivera un moment ol cette valeur ne
pourra plus étre optimisée, en admettant que la solution du probleme linéaire en nombres entiers
existe et que de ce fait I’ensemble des solutions réalisables entiéres est fini. Ainsi, le nouvel algo-
rithme converge et il permet donc de trouver 'optimum du probléme en un nombre fini d’opérations.

Dans la pratique, la nouvelle méthode est plus commode que les deux autres méthodes pré-
sentées dans la partie précédente. En effet, ces deux autres méthodes ne s’arrétent que lorsque la
solution optimale obtenue est entiére, ce qui peut engendrer de longs calculs fastidieux, d’autant
plus que ces méthodes doivent passer au préalable par la résolution du probléme linéaire relaxé,
cette résolution peut aussi prendre du temps. Par contre, la nouvelle méthode résout directement le
probléme, elle se termine lorsque la valeur de la fonction objectif est optimale et la solution y étant
associée est déja entiere.

3.3 Exemples d’application

Exemple 1

Reprenons le probléme du sac a dos énoncé dans la partie précédente et résolvons-le par la mé-
thode décrite ci-dessus. Soit donc a résoudre, par la nouvelle méthode, le programme linéaire en
nombres entiers (P) :

( max z = 6x; + 8xy + 7x3
4x7 + 6x9 +8x3 < 14

x; <1

x5y <1

x3 <1

Vi, x; €N

Dans toute la suite, puisque la colonne de z reste inchangée, il n’est pas nécessaire de la mettre
et au lieu d’étre mise a droite comme pour les tableaux dans les parties précédentes, la colonne de
b sera placée a Pextrémité gauche, ce qui est plus pratique lors de 'ajout des variables d’écart a
I'extrémité droite. Cela ne modifie en rien les procédés de calcul.

X1 X9 X3 Xz X5 Xg Xy
06 8 7 0 0 0 0
44 6 8 1 0 0 O
111 o0 o 0o 1 0 O
1|0 0 0 0 1 0
1/0 0o 1 0 0 0 1

X1 X9 X3 Xz X5 Xg Xy
86 0 7 0 0 -8 0
84 0 8 1 0 -6 0
1/1 0 o 0 1 0 O
1/0 1.0 0o 0 1 0
10 o 0 0 0 1

Dans ces deux tableaux précédents, le pivot est égal a 1, il n’y a donc pas de changements particuliers
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a faire, I'algorithme du simplexe se poursuit directement.

X1 X9 X3 X4 X5 Xg Xy
1506 0 0 0 0 -8 -7
0 0 0 1 0 -6 -8
1|1 0 0 0 1 0 O
10 1 0 0 0 1 O
1/0 o 1 0 0 0 1

Dans ce tableau-ci, le pivot est différent de 1, il est égal a 4. Ainsi, avant de poursuivre 1’algorithme
du simplexe, il faut établir 'inégalité de type (1) correspondant a la contrainte de la ligne pivot,
puis transformer cette inégalité en égalité par I'ajout de variable d’écart et enfin ajouter cette égalité
obtenue a ce tableau.

Contrainte de la ligne pivot : 4x; + x4 —6x—8x; =0 & x; + ‘l‘x4 — %xé —2x7,=0

Inégalité de type (1) déduite de cette contrainte : x;+| 5 | x4+ —3 | x¢—2x; <0 & x;—2x6—2x; <0
Egalité a rajouter au tableau : x; — 2xg —2x; + xg =0

X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7 Xg
156 0 0 0 0 -8 -7 0
0|4 0 0 1 0 6 -8 0
1/1 0 0 0 1 0 0 O
1/0 1 0 0 0 1 0 O
1/0 0o 1 0 0 0 1 O
0 0 0 0 0 -2 -2 1

X1 X9 X3 X4 X5 Xg X7 Xg
150 0 0 0 0 4 5 -6
0o/0 o0 0o 1 0 2 0 -4
1/0 0 0o 0 1 2 -1
1/0 1 0 0 0 1 0 O
1/0 o0 1 0 0 0 1 O
0o/1 0 0 0 0 -2 2 1

Ici, le pivot est de nouveau différent de 1, le pivot est égal a 2. Ainsi, comme pour le troisiéme
tableau, il faut rajouter a ce tableau-ci I'égalité obtenue a partir de I'inégalité de type (1) correspon-
dant a la contrainte de la ligne pivot, avant de continuer par la méthode du simplexe.

Contrainte de la ligne pivot : x5 + 2xg +2x; —xg =1 & %xs + X+ X7 — %xs = %

Inégalité de type (1) déduite de cette contrainte : [%] X5+Xg +x7+[—%] Xg S [%] & xg+x7,—xg <0
Egalité a rajouter au tableau : x4 + X7 — Xg + X9 =0
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X1 X9 X3 X4 X5 Xg X7 Xg Xg
15/0 0 0 0 0 4 5 6 0
0[]0 0 0 1 0 2 0 -4 0
1/0 0 0 0 1 2 2 -1 0
1/0 1. 0 0 0 1 0 0 O
1/0 0 1 0 0 0 1 0 O
o[1 0 0o 0 0 2 2 1 0
0/0 0 0 0 0 1 101
X1 X9 X3 X4 X5 Xg X7 Xg Xg
150 0 0 0 0 -1 0 -1 5
0/]0 0 0 1 0 2 0 -4 0
1/0 o 0 0 1 0 0 1 -2
110 1. 0 0 0 1 0 0 O
1/0 o 1 0 0 -1 0 1 -1
o/1 0 0o 0 0 0 0 -1 2
o/0 0 0o 0 0 1 1 -1 1

Lalgorithme du simplexe s’arréte vu que tous les cofits réduits sont négatifs.

Ona:x;=0, x0=1, x3=1, x5=1, x4 =X =X7=xg=Xx9=0.

La solution optimale de (P) est directement obtenue : x* = (0, 1, 1) et la valeur de 2 qui y correspond
est z = 15. Il faut donc placer les objets O, et O5 dans le sac.

Exemple 2

Soit a résoudre a l'aide de la nouvelle méthode, le programme linéaire en nombres entiers sui-
vant :
max gz = xq,— 2x5 + X3
2x1 —Xx9+x3 <10
{ —X1+2x,+x3<6
4x1 +4x9—2x3 < 2
Vi, x; €N

Forme standard du programme :
([ max z =x; —2Xx5 + X3
2x1—X9+x3+x4 =10
{ —x1+2x5+x3+x5=6
4x71 +4x9 —2x3+ Xg =2

Vi, x; €N

Résolution du programme :

X1 Xg X3 X4 X5 Xg
01 2 1 0 0 0
02 1 1 1 0 0
6 -1 2 0 1 0
214 4 2 0 0 1




X1 X9 X3 X4 X5 Xg
62 4 0 0 -1 0
4 3 0 1 -1 0
6-1 2 1 0 1 0
14|/2 8 0 0 2 1

Pivot égal a 3 donc différent de 1.

Contrainte de la ligne pivot : 3x; —3X5 + X4 —X5 =4 & X1 — Xy + %x4 — %x5 =
Inégalité de type (1) déduite de cette contrainte : X —xﬁ-[%] x4+|:—%:| X5 < [ ] S X1—Xy—x5 s 1
Egalité a rajouter au tableau : x; — Xy — X5 + X7, = 1

X1 X9 X3 Xz X5 Xg Xy
62 4 0 0 -1 0 0
413 3 0 1 -1 0 0
61 2 1 0 1 0 0
14/2 8 0 0 2 1 0
1 1 0 0 -1 0 1

X1 X9 X3 X4 X5 Xg Xy
8]0 2 0 0 1 0 -2
10 0o o 1 0 -3
7l0 1 1 0 0 0 1
12/0 10 0 0 4 1 -2
11 1 0 0 -1 0 1

Pivot égal a 2 donc différent de 1.

Contrainte de la ligne pivot : x4+ 2x5—3x;, =1 < %x4 + x5 — %x7 = %

Inégalité de type (1) déduite de cette contrainte : [%] X4+ x5+ [—%] X7 S [%] S x5—2x,<0
Egalité a rajouter au tableau : x5 — 2x; + xg =0

X1 Xy X3 X4 X5 Xg Xy Xg
8]0 2 0 0 1 0 2 0
1o o0 o0 1 2 0 3 0
7/o 1.1 0 0 0 1 0
12/0 10 0 0 4 1 -2 0
1{1 -1 0 0 -1 0 1 0
o[0 0 0 0 0 2 1
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X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7 Xg
8]0 2 0 0 O 0 O0 -1
110 0 O 1 O o0 1 -2
710 1 1 0 O O 1 O
1210 10 0 0 O 1 6 -4
1|11 -1 0 O O O -1 1
ofo o o o 1 0 -2 1

Onadonc:x; =1, x=0, x3=7, x4=1, x5 =0, xg =12, x; =x3=0.
La solution optimale du programme linéaire en nombres entiers est donc (1,0, 7), et la valeur de z
qui y correspond est z = 8.

Exemple 3

Il est possible de remarquer que la nouvelle méthode s’applique bien a la résolution de problémes
de sac a dos.
Soit a remplir une boite ne pouvant supporter que 15kg, par un, deux, trois, quatre ou cing objets
parmi les cing objets Oy, O,, O3, O,4, Os de poids respectifs 6 kg, 3 kg, 4 kg, 8kg, 5kg et de valeurs
respectives 1, 4, 2, 1, 3 tout en maximisant la valeur totale des objets placés dans la boite. Soit x; la
variable égale au nombre d’objet O; placé dans la boite, 1 <i < 5.

Formulation du programme linéaire en nombres entiers correspondant au probléme :
max z = xy +4xy + 2x3+ x4 + 3X5
6x7 + 3x5 +4x3+8x4 + 5x5 < 15

x; <1

xy <1

x3 <1

X411

x5 <1

Vi, x; €N

max z = xq +4xy + 2x3 + x4 + 3X5
6X1+3X2+4X3+8X4+5X5<15 <=><
Vi, Xi (S {0, 1}

Forme standard du programme :
([ max z=xq +4xy+2x3+ X4+ 3x5
6x1 + 3x9 +4x3 +8x4 + 5x5 + xg = 15

X1+X7=1
< X2+X8:1
XS+X9=1

X4+X10:1
x5+X11:1
Vi, XiGN

Résolution :
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Xo X3 X4 X5 Xeg Xy Xg X9 X109 X711

X1

Xo X3 X4 X5 Xeg Xy Xg X9 X190 X171

X1

12

Xo X3 Xq4 X5 Xeg Xy Xg X9 X190 X711

X1

Xo X3 X4 X5 Xg X7 Xg Xg Xjo0 X711

X1

-4
0

-3
0

Pivot égal a 6 donc différent de 1.

Xg —

4 1 1
3 X1+§X4+5X6—§

Contrainte de la ligne pivot : 6x; + 8x4 + Xg — 3Xxg — 4X9 — 5x17

1
2

X11

3
6

2
3%9

] = X1+X4—X8—X9—X11 <0
0

1
2

Jxs +[§]x6 +[=3]xs + [=5 o + [ ]xns <[

4
. 3
Egalité a rajouter au tableau : x; + x4, — Xg— X9 — X711 + X19

Inégalité de type (1) déduite de cette contrainte :

X1+|:
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Xo X3 X4 X5 Xe Xy Xg Xg X0 X311 X712

X1

X12

Xo X3 X4 X5 Xe Xy Xg X9 X0 X11

X1

0, xo=1, x3=1, x4=0, x5=1, x¢=3, x7=1, xg=x9=0, x19 = 1,

On a donc : x;

0.
La solution optimale du probleme est donc (0,1,1,0, 1), et la valeur de 2 qui y correspond est z

11 faut donc choisir de placer les objets O,, O3 et O5 dans la boite.

X11

=09.
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Conclusion

our conclure, les programmes linéaires en nombres entiers ou PLNE sont sensiblement

plus complexes a résoudre qu'un programme linéaire tout court. Pourtant, la plupart des

probléemes dans les situations réelles correspondent plutét a des PLNE qu’a de simples
programmes linéaires, d’ot1 la nécessité de savoir les résoudre.

La résolution des PLNE passe habituellement par la résolution du programme linéaire relaxé
c’est-a-dire du programme linéaire sans les contraintes d’intégrité. Ce programme linéaire relaxé se
résout le plus souvent par la méthode du simplexe. La solution finale obtenue est optimale mais n’est
pas nécessairement entiere, dans ce cas la résolution du PLNE se poursuit, et cela, toujours a I'aide
de la méthode du simplexe mais combinée soit a des mécanismes de coupe, les coupes de Gomory
sont les plus fréquemment utilisées, soit a la méthode de séparation et évaluation.

Les coupes de Gomory permettent de couper le domaine de réalisabilité du programme linéaire
de sorte a se rapprocher de la solution optimale entiere d’itération en itération. La méthode de sé-
paration et évaluation, quant a elle, est une méthode arborescente d’énumération implicite.

Les deux méthodes, celle des coupes de Gomory ainsi que celle de séparation et évaluation,
passent parfois par des calculs longs, la solution optimale entiére n’est pas toujours directement
obtenue. La méthode décrite dans la derniére partie de cet ouvrage, présente l'intérét d’aboutir as-
surément a 'optimum discret une fois la méthode arrivée a son terme, et cela, sans passer par la
résolution du programme linéaire relaxé. Toutefois, il n’est pas possible d’affirmer de maniere géné-
rale que telle méthode est préférable a telle autre méthode, car méme si théoriquement une méthode
peut s’avérer plus efficace qu'une autre, elle peut I'étre moins dans le cas pratique.

Plusieurs autres méthodes de résolution des PLNE existent, certaines sont des combinaisons

des méthodes déja existantes. Toutes ces méthodes sont incessamment améliorées dans un souci
d’efficacité et de gain de temps pour avoir sous contréle le maximum possible de problémes.
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UNE AUTRE METHODE DE RESOLUTION DES PROGRAMMES LINEAIRES EN
NOMBRES ENTIERS

Résumé

Ce mémoire porte principalement sur des procédures de résolution des programmes linéaires en
nombres entiers. Dans la premiére partie, sont donnés des définitions et des rappels utiles, I'algo-
rithme du simplexe y est notamment rappelé, étant donné que cet algorithme est nécessaire a toutes
les méthodes considérées dans cet ouvrage. La deuxieme partie est consacrée a la présentation de
deux méthodes de résolution les plus usitées des programmes linéaires en nombres entiers, la mé-
thode par les coupes de Gomory et la méthode de séparation et évaluation. Ces méthodes présentent
I'inconvénient de devoir passer par la résolution du programme linéaire relaxé pour déterminer I'op-
timum continu du probléme avant de commencer la recherche de 'optimum discret, ce qui a donné
I'idée d’établir une méthode donnant directement cet optimum discret. Ainsi, la troisieme et der-
niére partie de ce mémoire, a titre de contribution personnelle, expose une petite modification de
I'algorithme du simplexe afin d’obtenir, de maniére directe, la solution optimale d’'un programme
linéaire en nombres entiers donné.

Abstract

This book is mainly focused on procedures of resolution of linear programs in integer numbers. In
the first part, useful definitions and reminders are given, the algorithm of the simplex is in particular
pointed out there, since this algorithm is necessary to all the methods considered in this work. The
second part is devoted to the presentation of two most used methods of resolution of linear programs
in interger numbers, the method by the cuts of Gomory and the method of separation and evaluation.
These methods present the disadvantage of having to go through the resolution of the released linear
program to determine the continuous optimum of the problem before beginning the research of the
discrete optimum, which gave the idea to establish a method giving directly this discrete optimum.
So, the third and last part of this book, as a personal contribution, exposes a small modification of
the algorithm of the simplex in order to obtain, in a direct way, the optimal solution of a given linear
program in integer numbers.



