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PARTIE 1

Les actifs derives




1.1 Introduction

FINANCE = Allocation de ressources rares au cours du temp

2 caracteristiques :

1° le temps

2° I'incertitude

PRODUIT FINANCIER = Ensemble de cash flows futurs
définis selon une regle établie a priori

INSEA Devolder 11



Introduction

2 problemes fondamentaux de la finance de marché :

- le pricing ( tarification) : quel est la valeur initiale
d’'un produit financier tenant compte a la fois ae |
repartition temporelleet de lincertitude?

-le hedging( couverture) : comment l'intermédiaire
financier qui émet le produit peutsé couvrir
face aux risques?
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Produits financiers

- Les obligations
- Les actions
- Les produits deriveés:
- contrats a terme
- options classiques

- options exotiques

... Incertitude et risques croissants ... !!!

INSEA Devolder
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Les obligations

OBLIGATION : titre financier représentatif g droit de
créanceet donnant droit a la réception de différents flux
financiers fixés a des dates d’échéances futuxésdi

- coupons: versements intermédiaires

- remboursement au terme

OBLIGATION ZERO COUPON :obligation a coupons nuls
OBLIGATION A TAUX FIXE : coupons déterministes

OBLIGATION A TAUX VARIABLE : coupons lies a un
Indice de nature aléatoire
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Les obligations

Quelques propriétes des obligations

1° titre mortel ;
2° toute obligation a taux fixe peut se decomposer

en une somme de zeéro coupons ;
3° risques d’'une obligation a taux fixe

( flux deterministes):
- risque de réinvestissement des coupons

- risque de réalisation
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Les obligations

Structure des prix des zéro coupons

-espace des temps discret : T ={0,1,2,...N}

- structure des prix des zero coupons:
P(s,t) = prix a I'instant s d’'un zéro coupon
échéant a l'instantt ( s<t; s ett a valeur dans

-gamme des taux au comptant ( taux zéro coupons) :

~ 1
~ (1+R(s,1)

P(s,t)
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Les obligations

Gamme des taux a terme ( forward rate)

1

P(st)=
(1+r(s,))(1+r(s,2)...(1+r(s,t —5)

Incertitude :
P(s,t) est observable a l'instant s
P(s,t) n'est pas observable a l'instant r < s

Incertitude quant a I'évolution future des tauxtérét
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| es actions

ACTION : titre financier représentatif dh droit de
propriéted’une part d’'une entreprise donnant droit a des

revenus réguliers lies aux résultats de I'entrepaspeles
dividendes.

REVENU GLOBAL ESPERE : dividendes et plus value
( écart entre prix de vente et prix d’achat)

COURS DE L’ACTION : actions généralement echangeées
sur des marchés ( titres négociables)
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| es actions

Caractéristiqgue temporelie
ACTION = Titre sans maturité

Caracteristique de risque

ACTION = Titre aleatoire par excellence; pas de
\ condition aux limites comme les obligations

Domaine par excellence des modelisations
stochastigues
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1.2. Les options classiques

Actif dérivé :actif conditionnel construit sur un autre
actif préexistant appelé sous jacent et dont ledloas sont
conditionnels a ce sous jacent.

Les actifs derives sont des sortes de paris surtcéa
actifs ; ils n'ont donc de sens qu’en univers abgat

Sous jacent valeur quelconque dont I'eévolution
future est incertaine
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| es actifs dérives

Exemples de sous jacent

- biens matériels

- matieres premieres

- obligations

- actions

-indice de taux d’intérét

-indice boursier

-indice de sinistralité en assurance

INSEA Devolder
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| es actifs dérives

2 grandes familles d’actifs dérivés

Les contrats a terme

( futures, forward,..) (call, put)
Obligation Droit
d’exercice d’exercice
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Contrat a terme

Contrat a terme : contrat entre deux parties portant sur la
livraison d’'unevaleura unedate future fixéet pour unorix
fixé a 'avance et payé au moment de la livraison

( obligation d’achat aux conditions initialemenngenues)

acheteur: position longue
vendeur : position courte

Forward contract contrat a terme entre 2 parties privées non
négociable sur un marché organise
Future contract contrat a terme standardisé et negocié sur

des marcheés financiers
INSEA Devolder 23




Contrat a terme

Valeur d’'un contrat a terme

Payoff: flux financier géneré par I'actif dérive:

T = maturité du contrat a terme
F= prix fixé a 'avance
S(T) = prix reel de marcheé observe a l'instant T

V(T)=S(T) —F ( position longue)
Pricing:

INSEA Devolder
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Les options

Option : idem qu’un contrat a terme mais on remplace
I’ obligationd’achat ou I'obligation de vendre par le
droit d'acheter ( call) ou le droit de vendre ( put)

Option européennetitre financier donnant le droit d’acheter
( call) ou de vendre|jut) a une date future fixée une valeur
(=sous jacent) a un prix déterminé d’avance ( x giexercice)

Option américainetitre financier donnant le droit d’acheter
( call) ou de vendre [juf) tout au long d’'un intervalle
une valeur a un prix déterminé d’avance

INSEA Devolder 25



Les options

2 parties contractantes
acheteur de I'option /détenteur de I'option
celul qui peut exercer le droit
vendeur de l'option/ émetteur de I'option
celui qui s’engage

Dans la suite de ce cours on se limitera a I'éteseoptions
européennes sauf mention contraire.

INSEA Devolder 26



Exemple de call

Utilisation d’uneoption d’achat ( CALL) :

Je suis intéresse par I'achat d'une action dedeesoACTUDREAM
qui vaut aujourd’hui 30 €.

Je ne désire acheter cette action que dans 6 naisgecrains

une hausse du cours a ce moment la. Je suis mebdaois a
payer jusqu’a 35 € mais pas plus.

J'achete une option européenne d’achat de soustjACETUDREAM
de prix d’exercice 35€ et de maturité 6 mois.

Je paie Initialement une prime pour cette gargmex de l'option).
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Exemple de call

Utilisation d’'uneoption d’achat ( CALL) :

Au bout de 6 mois , 2 scenarios peuvent se produire

- exercice de I'option le cours de ACTUDREAM a dépasseé
effectivement le cours de 35 € ; par exemple 42 €.

Dans ce cas je peux acheter au cours de 35€ unipvatant
42 € ; mon option m'a donc rapporté 42€-35€=7€

- Non exercice de I'option le cours de ACTUDREAM est
en dessous de 35 € ; par exemple 32 €. Dans d¢a pesection
a 35 € ne sert a rien . Mon option ne vaut rien.
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Exemple de put

Utilisation d’'uneoption de vente( PUY :

J'investis pour compte de mon client un montan®s@0€ dans
des actions GENERADREAM de cours initial 35 €.

Je lui garantis sur 1 an un intérét minimal de 46/5

Dans un an, je veux étre sur en revendant memaatien
obtenir au moins un montant égal a : 3666.25 €

J'achete 100 options de vente ( put) sur le sarenja

GENERADREAM de prix d’exercice 36.66 € et de maturi
1 an.
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Exemple de put

Utilisation d’'uneoption de vente( PUY :

Au bout d’'un an , 2 scenarios peuvent se produire

- exercice de I'option le cours de GENERADREAM est en
dessous du cours de 36.66 € ; par exemple 32 €.

Dans ce cas je peux vendre au cours de 36.66€dunipwalant
32 € ; chague option m’a donc rapporté 36.66€-3R66€£

- Non exercice de 'option le cours de GENERADREAM
dépasse 36.66 € ; par exemple 37 €. Dans ce gaageau
cours marché de 37 € et |la protection a 36.663&rea rien .
Mon option ne vaut rien. |nsea  Dpevolder 30



Les options

L’acquisition de produits derives tels que les apsi peut étre
dictée par deux types de préoccupation diametraieopposées :

- MOTIF de COUVERTURE ( Hedging) :
Couverture d’'un portefeuille d’actifs financiers
contre certains risques par I'achat de dérivés

(« position d’assuré »)
- MOTIF de SPECULATION
Prise de risque importante contre un espoir de
rentabilité moyenne supérieure
(« position d’assureur »)
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Les options

Acheteur Vendeur
CALL Droit Obligation
d’acheter |de vendre
I'actif I'actif
PUT Droit de Obligation
vendre d’acheter
I'actif I'actif

INSEA Devolder
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Valorisation d’'une option

Valeur d’'un option d’achat européenne ( call euerpé
Payoff: flux financier genére par 'actif dérive:

T = maturité du contrat a terme

K = prix d’exercice

S(T) = prix reel de marché observe a l'instant T
V(T) =max (S(T)—K ;0)

Pricing:

INSEA Devolder
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Call : forme du payoff :

- dans la monnaie K < S(T)
-ala monnaie:. K = S(T)
- or de la monnaie K > S(T)

C(T)

A

= max {0, S(T) - K}

>

S(T)
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Valorisation d’'une option

Hvpotheses sur les marchés financiers

1° marcheés supposes parfaits
- aucun investisseur n’est dominant
( financial agents are price takers and not pricakers)
- les investisseurs sont rationnels
( financial agents prefer more to less)
- les titres sont infiniment divisibles
- pas de cout de transactions
- pas de taxes
( frictionless market)
- pas de restrictions sur credit
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Valorisation d’'une option

Hypotheses sur les marchés financiers
2° existence d’un titre sans risque de rendement cierta
3° absence d’opportunités d'arbitrage

Opportunité d’arbitrage machine a fabriquer du profit
sans risque et sans investissement initial

Modélisation sur une période :
valeur initiale investie : X(0) = 0 ( pas d'investement)
valeur finale obtenue :

X(1,&)= 0 pourtoudses scenariosw ( sansrisque)
X (1, )>0 pourau moinsun scenariow), ( avecprofit )
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Valorisation d’'une option

Exemple d’opportunités d’arbitrage

Supposons qu’il existe sur le marché 2 portefesidlennant
exactement en t=1 les mémes cash flows dans tegssemais
de prix initiaux différents. Il y a alors opporttand’arbitrage.

X(1,0) =Y (1) pourtoutmeQ et X(0)>Y(0)

Soit M= X(0) — Y(0)
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Valorisation d’'une option

Le portefeuille W suivant réalise une opportunitggloitrage :
- achat de M unités du titre sans risque
- achat du portefeuille Y
- vente a découvert du portefeuille X
Prix initial :
W(0) =M + Y(0)-X(0) =0

Situation finale:
W(1) =M (1+r) +Y(1) —X(1) = M(1+r) >0
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Valorisation d’'une option

Propriétées des options
1° Principe de parité des options européennes:
lien entre call et put de mémes caractéristiques

2° Bornes sur les prix des options européennes
3° Principe de non optimalité du call ameéricain

4° Valeur en univers déterministe des options etgopes
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Valorisation d’'une option

Notations et hypotheses :

« S = valeur de l'actif sous jacent sans dividende
{S(t, ®) ;te[0, T], e Q}
(processus stochastigue supposé non négatif)
K = prix d’exercice = strike
T = duree totale du contrat d’option
 t = temps courant
e U = 1+r =taux de capitalisation au taux sanyues
e C(S,1,K)=valeur a l'instant t de I'option call sur le
sous jacent S de prix d’exercice K
* P(S,t,K)=valeur a I'instant t de I'option put sur le
sous jacent S de prix d’exercice K
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Valorisation d’'une option

Propriété 1 Principe de parité put/call européen

Démonstration

- les deux membres de I'égalité représentent lealixstant t
de deux portefeuilles donnant a la date finalesThi@mes
cash flows quel que soit I'état du monde;

- par absence d’arbitrage les prix de ces deux feonties
doivent coincider a I'instant courant t

INSEA Devolder 41



Valorisation d’'une option

a) Membre de gauche
- achat de titres sans risque donnant a I'échéance K
- achat d’'une option d’achat permettant d’acqueérir
en T 'action au prix K
valeur en T = max ( S(T); K)

b) Membre de droite
- achat de l'action
- achat d’'une option de vente permettant de vendre
en T I'action au prix K
valeur en T = max ( S(T); K)
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Valorisation d’'une option

Propriété 2 : bornes sur les prix

max(0S-K @+r)""")< C([St,K)<S
Démonstration en 3 parties

1° C=>0 :evident: c’est un droit sans obligation!

2° C<S : évident : I'action vaut plus que le droit
de l'acheter !

3°C 2D =S-K@1+r)"™" quand D > 0:par arbitrage
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Valorisation d’'une option

Montrer que sinon le portefeuille suivant réalise u
opportunité d’arbitrage :

- achat du call
- achat deK (@+r)""™" titres sans risque
- vente a découvert du sous jacent S

Propriété 2 bis : equivalent pour les put

max(K L+r)" " -S0)< PSt,K)<K

INSEA Devolder
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Valorisation d’'une option

Corollaire : quelle que soit I'évolution de I'actif sous jaten
la valeur du put est bornée supérieurement paconstante ;
ce n'est pas le cas du call .

B
P(S,'[, K)S K — dgtrenreministe

C(S, ' K)SS T, Bome

aléatoire
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Option américaine

Propriété 3 Il n’est jamais optimal d’exercer un call aménca
avant terme et donc:
call américain= call européen

Démonstration par I'absurde
Supposons que I'option ameéricaine soit exercee<en.t

Cash flow obtenu :
S(t)-K

Par la propriété 2 il vient :
S(t)-K <S(t)-K (@1+1r) "™ <C(S,t,K)

Il aurait donc mieux valu garder le call européenespas
exercer le call américain

INSEA Devolder 46



Option américaine

Propriété 3 bis pour un put américain par contre il peut étre
optimal d’exercer I'option avant I'écheance et donc
put americain > put europeen

Exemple : taux sans risque r = 10%
- prix d’exercice = 20 €
- valeur du sous jacent en t=0 = 1€
-T=1

2 strategies : exercer I'option ent=0 ou en t=1
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Option américaine

- exercice immediat de I'option put en t=0 :

Valeurent=0: 19 €
Valeur capitalisee ent=1: 19€ . 1G9 €

- exercice différé de 'option put en t=1 :
Valeur en t=1 : toujours bornée par le strik@ €

Le put américain vaudra donc plus que le put ewwopians

ce Cas.
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Valorisation d’'une option

Propriété 4 valeur en univers déterministe du call européen

Le payoff de I'option call devient alors certaingmu’on
connait dans ce cas la valeur finale S(T)

payoff du callen T = max ( 0; S(T)-K)
valeur a I'instant t = valeur actuelle au taux sasgue

C(S,t,K)=(1+r)" " " max (0;S(T) -K)
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1.3. Options exotiques

Options européennes et américaines options « standard »
Ou « vanilla options» .

- options negociables

Autres options: options exotiques
ou «exotic options

- options « a la carte » , moins liquides
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Options lookback

Options sur minimum/ maximum
Call lookback :

Titre financier donnant le droit d’acheter a uneedature fixée
une quantité fixée d’'un actif financier a son prnimimum atteint
tout au long de la période

Put lookback :

Titre financier donnant le droit de vendre a une diature fixee
une guantité fixée d’un actif financier a son priaximum atteint
tout au long de la période
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Options lookback

Call lookback :
Droit d’acheter au prix minimum
Strike :
K :Sm ([O’T]) = minr D[O,T] S(T)
Payoff :

V(T) = (XT)-S,(0T])" = &(T)-S, (0T

INSEA Devolder
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Options lookback

Put lookback :

Droit de vendre au prix maximum

Strike :
K :SM ([O’ T]) — Max dlo.7] S(T)
Payoff :

V(T) =S, (0T -(T)" = S, (0.T]-(T))
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Options lookback

Contrairement aux options europeennes, les optiomkdack
sont fortement dependantes de la trajectoire §&spulement
de la valeur finale du sous jacent)

( strongly path-dependent optigns

Ceci en rend I'etude plus complexe .
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Options asiatiques

Options sur moyennes

2 types d’options asiatiques

1°) Options asiatiques a prix d’exercice fixe
( sur prix moyen)

2°) Options asiatiques a prix d’exercice flottant
( sur strike moyen

D’autre part la moyenne peut étre calculée de rdiffies
manieres : - discret / continu
- arithmétique / géomeétrique
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Options asiatiques

Call asiatique a prix d’exercice fixé avec moyeanghmétigue
discrete des cours :

- Instants de capture des cours :
O<t, <t,.<t <T

- moyenne arithmétique des cours :

MS(T) = Y (1)

( geometrique : MS(T) = R/Iil St) )
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Options asiatiques

Call asiatigue #@rix d’'exercice fixéavec moyenne
arithmetique discrete des cours :

Payoff de I'option :

V(T) =(MS(T) -K))*
La méme option maisrix d’exercice flottans’écrirait :

V(T) = (&(T) - MS(T)))"
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Options barriere

Options avec une barriere activante ou desactivante

Méme type de payoff que les options européennes mais
le paiement du payoff est soumis a une conditiamarat

la vie de I'option , il y a une barriere fixe papport

a laquelle on compare le sous jacent.

Barriere activante (in). I'option se met en activité si le cours
du sous jacent traverse la barriere

Barriere désactivante (out)l'option cesse définitivement ses

effets si le cours du sous jacent traverse ladrarri
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Options barriere

Enfin, I'effet de la barriere peut jouer si onidavierse par le haut
( down) ou par le bas ( up) .

Par exempleput up & out: put a barriere desactivante si le cours
du sous jacent dépasse une certaine valeur B
( l'investisseur n’'a plus besoin de la protectiole £ours dépasse
un certain niveau ; par rapport a une option ewope cela va
reduire le prix de I'option )

Payoff: en supposant: K < S0) < B

V(T)=(K-(T))" | §(t)<B 0t
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Options barriere

L’'investisseur n’a plus besoin de la protectiofestours
dépasse un certain niveau ; par rapport a uneroptio
européenne cela va réeduire le prix de I'option.

Il veut se protéger contre une baisse du courss Iinest

prét a abandonner cette protection si le cours antgnm
au dessus de la barriere.

INSEA Devolder
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Options barriere

Barriere

S(t) 4 /7/ traversée
B l

Put
désactivé
S(0) |
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Options parisiennes

Variante des options barriere visant a eviter Egsple perte
brutale de droit que peut générer une barrier@detie est
traverseée.

Par exemple dans un put up & out , il suffit queders
accidentellement touche la barriere méme pour ungedres
courte pour que I'option meure.

Dans une option parisienne , pour que I'option dégactivée
on ajoute la condition dite denétre: la condition de
franchissement doit rester valable pendant unesduigimale
de temps D.
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S(1)

B

S(0)

Options parisiennes

D
4+—>
A
|
4 v L
Put non Put
désactivé désactivé
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Options d’échange

Titre financier donnant le droit a une date futiixee
d’échanger un actif risqué contre un autre agdue.

L’option donne le droit d’échanger a une date fitliffixée
une unité d’un actif risque S1 contre une unitéhdiutre
actif risqué S2.

Payoff :

V(T) =max(S,(T) -S,(T),0)
— Acheter S1 au prix S2 / vendre S2 au prix S1

INSEA Devolder 64



1.4. Un premier exemple
de pricing par arbitrage

Option sur devise: droit d’acheter a une date future
une certaine quantité de monnaie etrangere a us cou
garanti initialement

( sous jacent : taux de change)

Exemple : option en francs suisses contre $

S(tm) = taux de change effectif des francs suisses en $
a I'époque future t

K= taux de change garanti
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Exemple

Exemple numeérique

S(0)=1.35

K=1.45

S(1) =1.75 (proba0.5)ul)
0.80 ( proba 0.5) ¢2)

achat de 1000 $

Valeur a I'échéance de |'option d’achat :

C(1)= 1000 max ( S(1)-K;0)
=300 (1)
= 0 (w2)
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Valeur classique de 'option

Valeur a l'origine de 'option ?7???
( hypothese simple : taux d’intérét nul)

1° réponse ?principe de I'espérance mathématique
C(0)=EC(1) =150 7?7?7?7?
NON !

2° reponse ?principe d'utilité:
prix différents suivant aversion au risque du
vendeur ?7?
NON !
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Theorie des options

Réponse de la théorie des options

1° le prix de I'option est unique;
2° le prix de I'option ne dépend pas de la distrdou
réelle de probabilité du sous jacent
(probabilité historique)
3° le prix peut s’obtenir par application du pripei
de I'espérance mais apres avoir change la mesure
de probabilité du sous jacent
4° le sous jacent ( actualisé) est une martingale
sous cette mesure modifiEenesure neutre risglie
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Exemple

Application numerigue

1° recherche de la mesure martingale ( neutreeisqu
1.35=1.759g + 0.8 (1-q)
g= 55/95

2° principe de I'esperance sous Q :
C(0)=300qg + 0 (1-q)
C(0)= 174

INSEA Devolder 69



Principe de duplication

Justification a posteriori
raisonnement par arbitragerincipe de duplication

Portefeuille initial en t=0
- vente de l'option au prix inconnu  : X
- emprunt de z francs suisses . Z
-achat de y dollars 1.35y

Valeur initiale :V(0) = x + z —1.35y
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Principe de duplication

Portefeuille final en t=1

-vente $

ol 02
-exercice option -300 0
-remboursement FS -Z -Z

1.75y 0.8y
Position finale V(1w) | 1.75y-z-300 0.8y-z

INSEA Devolder
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Principe de duplication

Choix d’'un portefeuille particulier :
yetztelque V(I1yl)=V(1w2)=0

1.75y-z = 300
0;8y-z =0

— » y=316 z=253
Raisonnement par arbitrage

V(0)=0 sinon arbitrage
x=1.35y —z =174

INSEA Devolder
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Pricing et hedging

Pricing et hedging
La methode permet non seulement de tarifer
le produit ; elle indique eégalement comment se gouv

L’option peut étre totalement dupliquée par latstyee
suivante constituée d’actifs connus ( FS et $) :

- emprunt de 253 FS
- achat de 316 $

PRINCIPE DE DUPLICATION
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PARTIE 2 :

Modelisations stochastiques
discretes




2.1 Modele discret genéral

Hypotheses d’'un modele discret de marché :

- temps discret : t=0,1,2,..., T
- espace fini de probabilités :

Q={w,w,,...,w}
- probabilite historique :
P{w}h>0 0Oi=1...,N

- un titre non risqué : +—  1+r
- K titres risqués

INSEA Devolder
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Modele binomial

(COX, ROSS et RUBINSTEIN ( 1979))

Modele de marché a 2 actifs sur une période:
- fitre sans risque : 13—  1+r

- titre risqueé : 1?: u (probaaq)
d (proba 1-q)

Absence d’opportunités d’arbitrage

On doit nécessairement avoir:

d<(1+r)<u

INSEA Devolder
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Modele binomial

Modele binomial sur plusieurs périodes
Les trajectoires du titre risqué suivent un arbre
binomial.

S(j) :S(O)UN(J') di—N(j)
ou N(j) =nombre de mouvements up

Propriétéles variables N(j) sont des variables binomiales
de parametre q et d’exposant j :

P(N(j)=k) =C{g"(1-a)™ (k=01,..,))
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Modele binomial



2.2. Modeéle binomial de
COX-ROSS-RUBINSTEIN

Hypotheses de marché
1° marché parfait
2° modele binomial

Probleme

tarification de I'option européenne d’achat surditd risqué

-K= prix d’exercice
- C(0) =prix initial recherché du call
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Modele sur une période

Modele de tarification sur une période :

/V
S=S(0)

N\

uS

dS

(Sous jacent)

2=C(0)

C(u)= max(uS-K;0)

N C(d)=max(dS-K:0)

INSEA

Devolder

(option)
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Modele sur une période

Construction d’'un portefeuille de duplication:
- X titres sous jacents
-y titres sans risque

Dupliquant en t =1 les effets de I'option :

X uS +vy (1+r) = C(u)
X dS +vy (1+r) = C(d)

Le prix initial de I'option sera alors:
CO)=xS+y

INSEA Devolder
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Modele sur une période

Solution du portefeuille de duplication

. - C)-c(d)
(u-d)S
_ uC(u)-dcC(d)
@+ (u-d

Prix de I'option

C(u) - C(d)  , uC(d)-dC(u)

C(0)=
(u-d)S (1+1)(u—d)
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Modele sur une période

Forme risque neutre du prix :

1+r—d u—(1+r)
0(0)= - (CW) = o(d) =)
ou
C(0) = (PC(U) + (1-P) O(c)
I
avecC
_1+r-d
b= u-d

INSEA Devolder
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Modele sur une période

Le nombre p est appetéobabilitérisque neutre

a) Probabilite: O<p<1 ??
résulte de la relation de non arbitrage:
d<(1l+r)<u

b) Risque neutresous cette mesure le rendement moyen
du titre risqué correspond au taux sans risque

pu+ (1l-p)d=1++—> p=(1+r-d) / (u-d)
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Modele sur deux periodes

Modele de tarification sur 2 périodes :

C(uu)= max(uuS-K;0)

/'

C(u)

N

C(0)=? C(ud)=max(udS-K)
©) . 7
C(d)
T C(dd)=max(ddS-K:0)
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Modeles sur deux periodes

Décomposition en 3 problemes sur une période

C(uu)3

/

e

C(0)=?

A

C(u)

= max(uuS-K;0)

*, Clud):

=max(udS-K)

-

C(d)_

T

C(dd)=max(ddS-K:0)

INSEA Devolder
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Modele sur deux periodes

c) :1—ir(p C(uu) + (L-p)Cud))

C(d) lelr (pC(ud) +(1-p)C(dd))

c(0) = 1Tlr(p C(u)+(1-p)C(d))

Le prix sur 2 periodes est donc :

C(0) (P°C(uu) +2p(1-p)C(ud) + (1~ p)°C(dd))

(L)
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Modele sur n périodes

Modele de tarification sur n périodes

_ 1 L i A1 — _\N] jAN-IC _ -
C(O)_(1+r)” (%: C! p'(1-p)" max(u'd"'S - K;0))

Forme alternative du prix :
Fonction de repartition d’'une variable binomiale:

P(x;n,p) =P (Bin(n;p) 2x) = ancg; p' (1-p)"

J=X
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Modele sur n périodes

Soit: a=min{k ON: u“d"*S>K}

=nombre minimum de sauts a la hausse pour

que I’ option puisse étre exercee.

— 1 j n—j n-j
C(0)= (1+)ZC p'(1-p)™' (u'd™'S-K)
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Modele sur n périodes

IR PSP PPN S gy

(1+r)n;Cnp(1 p)" T uld™'S

I:SZn: ci (pu)’ | ((1—I3)d?_n_j
= ([@+r) @+n™

=83 Cip/g,”

J=a

avec:p, = PU_ et _(1-p)d

@+ T @)

INSEA Devolder

90



Modele sur n périodes

Montrons que [a) p, +q, =1
b)0 <p,<1

pu  (1-p)d_pu-d)+d
(1+r) (1+r) (1+71)

1+r_d(u—d)+d

(1+7)

a)p, +q, =

b) résulte de:d<1+r<u

INSEA Devolder
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Modele sur n périodes

| =S d(a;n,p,)

De méme :

1
(1+r)

=K

d (a;n,p)

Finalement le prix de I'option peut s’écrire :

C(0) =S®P(a;n,p,)—K

d(a;n,p)

(1+r)"
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Risgue neutre

Remarque sur principe de pricing risque neutre:
preuve simple de la necessité de changer de mesure:

Par I'absurde application du principe de I'esperance
au titre risqué avec mesure historique dans le lmode

binomial sur une période: 1

(X(0) =77 E(X(D))

1
1+

22 5(0) = ——E(S(1)) = 4 J(rl(:)q)d S(0) # S(0)
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Exemple binomial

On considere un marché financier constitué de tiees :

- un titre sans risqude rendement 4%

-un titre risquépouvant rapporter de maniere equiprobable
du 11 % et du 1%.

La valeur initiale du titre est de 30€.

Calculer le prix du call sur une période pour unilst de 31€.
Calculer le prix d’'un put sur deux périodes si auvvau moins
realiser sur le sous jacent un return égal au taars risque.
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Exemple binomial

Prix du call sur une période :
1
C(0) = Tor (PC(u)+ 1-p)C(d))
+ T

1 104-101 R
= 30€ 1-31€
1,04{ 111-101 * S0ex 1 )

10410 o
" i) x (30 x 101- 31€)")

-1 x 03x 23€ = 066€
104

INSEA Devolder
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Exemple binomial

Prix du put sur deux périodes :

PO) = 1r > (p° P(uu) +2p(~ p)P(ud) + (1~ p)* P(dd))

(d+r)
strike= 30€ x (104)° =32A45€
1
P(0) = 03)° x (3245-30x 111°)*
0) (104)2{( )" % ( 111°)

+2x03x0,7% (3245-30x 111x 101"
+ (0,7)° x (3245-30x 101°)"} = 084€
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2.3. Théoreme geénéral de
tarification risque neutre

Modele général d’arbitrage sur une période :
- espace des temps : {0,1}
-espace de probabilités :
Q={w,w,,...,w}
-mesure de probabilité historique :
P{w}) >0 (i=1...,N)

-K+1 titres :

S!(1,i)=valeur en 1 del'actif jaIétat i

INSEA Devolder
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Theoreme général de tarification
risque neutre

-1 titre non risqué titre O

S°(0) =1
S°(4, i)—1+r

1 e
B(D)= S° D = Tor —actualisation

-K titres risquéstitres 1,...,.K

S/(0) = prix initial actif j
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Théeoreme général de tarification
risque neutre

-stratégie vecteur :

® =(d°, ', d?,..., D)

®! =investissement dansactif j
-valeur initiale de la stratégie (prix en t=0)

vo(cp):ZK:cpjsj (0)

-valeur finale de la stratégie ( payoff en t=1):

K .
Vy(®,i) =) ®,S!(1,i) = variable aléatoire
=0
| INSEA Devolder 99



Theoreme général de tarification
risque neutre

-Opportunités d’arbitrage
( Offering something for nothing)
(Free lunch)
Strategied* telle que:

(i) V,(P*)<0
(i) V,(®*,)=0 (Di=1...,N)
(ifi) O : V,(D*,i*) >0

-hypothese centrale : absence d’'opportunité diadpdt
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Theoreme général de tarification
risque neutre

-State price variable aléatoiréV = (¥, W,,...,¥,) telle que:

S)(0) = iwi S'(Li) [(0j=04,...,K)

|
. existence ? unicité”
aveC [N:Y >0

Les state prices sont les mémes pour tous les adsfne
dependent que des scénarios.

-Déflateurs :variable aleatoire D définie par :

W

— J
INSEA  Devolder | P({wj }) 101




Theoreme général de tarification
risque neutre

-Propriétés des state prices
1° application pour actif non risqué

iLPi = i
=1

1+r
2° application pour une stratégie

vo(cb):icpj S'(0) = icbj iwi S(1i)

V(@) =D W V(@)
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Theoreme général de tarification
risque neutre

-Interprétation financiere des state price :

W, = prix en t=0 d’'un actif donnant en t=1:

-1 si état i
- 0 sinon
-Probabilités risque neutre :
N
. 1
sot Y. =>» Y=—»%£1
L= W=
W, LIJ P
P =(P1,Psse--sPy) = ( ooy —0)

W

S
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Theoreme général de tarification

risque neutre

Ona: N
0 p=1
=1
(i) O<p,;<1
(i) vecteur p = mesure risque neutre
=mesure martingale

Vo(®) = Y W V(@) = > P V(@)

V, (@) = 1T1rE *(V,(D))
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Theoreme général de tarification
risque neutre

Théoreme fondamental

Il N’y a pas d’opportunites d’arbitrage
Ssi

Il existe un state price
Ssi

Il existe une mesure risque neutre
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Theoreme général de tarification
risque neutre

Propriété generale de tarification

Soit X une variable aléatoire non négative payahlé=1
(droit conditionnel)

() S’il existe une stratégieb dupliguant exactement X:

V, (®,i) = X(w) Oi=1...,N
(i) Si le marché est sans opportunité d’arbitrage

alors:
Le prix a I'origine de X est unique et est donng pa

Vo(X) = E*(X)
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Theoreme général de tarification
risque neutre

Dans ce cas :- I'actif admet un prix unique
- Il existe une stratégie de hedging permettant
de se couvrir parfaitement.

On dit alors que leroit conditionnel est realisable

DEFINITION : unmarché complegst un marché ou
tout droit conditionnel est réalisable

COROLLAIRE:dans un marché complet et sans opportunité
d’arbitrage tout droit conditionnel admet un prixaue et
peut étre couvert parfaitement par duplication
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Theoreme général de tarification

risque neutre

CONDITION DE COMPLETUDE DU MARCHE :
lié dans le modele a une période au nombre
d’actifs par rapport au nombre d’aléas.

N aléas
K+1 titres

Marché non redondantéviter les actifs dependants: aucun
actif ne peut s’écrire comme combinaison linéiags autres .

=K +1<N
« pas trop d’actifs
INSEA 108

Devolder




Theoreme général de tarification
risque neutre

Condition de complétudectant donné tout droit X
le systeme d’equations suivant doit admettre uhsieaq:

X(w) = @S’ (D) +@S'(1) +...+ @S (11
X(w,) = ¢,S°(D) + @S'(12) +... + @S (12)

X(oy) = 9, S () + @S'(AN) +... + S (LN)

Systeme de N équations a K+1 inconnues

Complétude ssiN=K+1 :
«Assez d’actifs
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Theoreme général de tarification
risque neutre

Caractérisation des marchés complets :
Un marché non redondant et sans opportunités trage!
est complet ssi il existe un@igue mesure risque neutre

Equation du state price :

S/(0)= Y WS'(Li) (1=01...K)

Systeme de K+1 équations a N inconnues
(unicité si K=N+1).
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Theoreme général de tarification
risque neutre

Ces differentes propriétés se generalisent dansanohe
a plusieurs périodes :

Théoreme deon arbitrageéquivalence entre 'absence
d’opportunités d’arbitrage et I'existence de mesiggue neutre

Théoreme deompléetude équivalence entre la complétude et
I'unicité de la mesure neutre risque

Théoreme déarification risque neutrdans un marché complet et
sans opportunité d'arbitrage le prix de tout decomditionnel est
la valeur actuelle de sa valeur espéerée sous larmasque neutre
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Theoreme général de tarification
risque neutre

Tarification dans un marché incomplet ( sans opais)

- pas d’unicité de la mesure risque neutre

- unicité du prix des droits conditionnels réalissbl

- Il existe des droits conditionnels non réalisapiEss ce cas
Il N’y a plus unicité du pricing risque neutre

Exemple de marché complet
modele binomial
N=2
K+1=2
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Theoreme général de tarification
risque neutre

Exemple de marché incompletModele trinomial

Modele de marché a 2 actifs sur une période:
- fitre sans risque : 1——  1+r

- titre risqué : 1 1+a (p=1/3),)
E : 1-a (p=1/3)(w,)
1 (p=1/3)w,)
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Theoreme général de tarification
risque neutre

1° Absence d'opportunité d’arbitrage®xistence de mesure
neutre risque ?

Mesure ‘px = (q,1-a - B) telle que:
(a(l+a)+B(l-a)+(1-a-P))=1+r
(avec 0<a<1;0<PB<10<l-a-B<]I

Solution :

r
a=—+3
a

Existence sir < a ; dans ce cas pas d’'opportunités
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Theoreme général de tarification
risque neutre

2° marché incompletinfinité de mesures risque neutre !!
r 1

0= {(+BBL- 2B 0<p< )

3° droit conditionnel non réalisableexemple d’une option
d’achat sur le titre risqué de prix d’exercice e@v
1-a<l<c<l+a

X(w)=1+a-c
X(w,) = X(w,;) =0
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Theoreme général de tarification
risque neutre

Recherche d’'une stratégie duplicante

(¢0:4,) tel que

GL+r)+¢(+a)=1+a-c
@@A+r)+@ =0
@L+r)+@(l-a)=0

....pas de solution...
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Theoreme général de tarification
risque neutre

4° inadequation de la formule de tarification neutreque

1
?V.(X)=——E_(X) avec gLl
O( ) 1+r q( ) q
- en prenant deux mesures différentes on obtient

deux prix différents( exercice)
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2.4 Modele de courbe de
taux

-Modélisation de l'incertitude sur les taux d’irgéfuturs

- Point de départ : modele de courbe de taux zarpats
déterministe

- Modele de HO et LEEmodele discret de déformation
progressive de la courbe des taux ; logique prababi
binomiale.
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Modele deéeterministe

- Structure temporelle de la courbe des taux damaanmde
déterministe

-structure initiale de la courbe :
{P(O,s),s=1,2,...,T}

~ 1 ~ 1
" (1+R(0,8))° (L+r(02))(1+r(0,2)...(L+1(0,s))

P(0O,s)

Comment ces courbes evoluent-elles dans le temps?

P(n,s) = Prix en n d'un zéro coupon de durée s
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Modele deéeterministe

-invariance de l'actualisation en déterministe

r(n,s) =r(n-1s+1)

-taux au comptant
(1+R(n,s))’ =(A+r(nD))(A+r(n2)...(1+r(n,s))
=(1+r(n-12)(1+r(n-13)...A+r(n—-1s+1))
=(1+R(n-1s+1))*"*/1+R(n-11)
ZEéro coupons

P(n,s)=P(n-1s+1)/P(n-11)
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Modele stochastique

-Modele stochastique

PY(s,n) = Prix d'un zéro coupon a l'instant s
de durée n si état |

-initialisation: en s=0 un seul état ( structure observee):
P®(0,s)
-premiere déformatiorn s=1 : 2 états possibles de la courbe:

P®(1,s) et PY(15)
( soit une hausse des taux soit une baisse des taux
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Modele stochastique

Endéterministe:

En aléatoire:

P(Ls) =

P(O,s+1)

P(0,1)

-état O :hausse des tauxbaisse des prix):

PP(1s) =

PP0O,s+1)
P02

(s) |(h*(s)<1 h*(0)=1)

-état 1 :baisse des tauxhausse des prix)

PY(1s) =

P®(0,s +1)

P01 s)

INSEA Devolder
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Modele stochastique

D’une maniere générale a I'instant n+1 et venaritélat |
a l'instant n, 2 possibilites :

i PY(ns +1) _
(i) — * * * —
PO (n+1s) = S0 h*(s) (h*(s)<1 h*(0)=1)
41 PY(n;s +1) _
(i+1) —
PiD(n +15) = S0 h(s) (h(s)>1 h(0)=1)
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Modele stochastique

Forme explicite des fonctions de déformations et

2 conditions complémentaires:
- condition d’arbitrage
- condition de neutralité
baisse+hausse = hausse + baisse

Lien entre
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Modele stochastique

1° Condition d’arbitrage
Il existe une constante p ( 0 <p< 1) appelée
probabilité binomiale implicite telle que :

ph(s)+(1-p)h*(s)=1 (Us)

Démonstration:
Constitution a I'instant n a I'état i d’'un portefée :

- un zéro coupon de maturité s
- H zéro coupons de maturité s’

w(n) =P%(n,s)+H P"(n,s")
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Modele stochastique

-On choisit H tel que :
WP +1) =W (n+1)
-ce portefeuille est donc sans risque et son readedoit

correspondre a celui d’'un zéro coupon entre ldamis
netn+l

-0n en déduit :

1-h*(s-) _ 1-h*(s-1) _
(h(s-1)-h*(s-2)) (h(s'-1)—-h*(s'-1)) P
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Modele stochastique

Corollaire de la condition d’arbitragen sustituant dans la
relation d’arbitrage h et h*par leur définition ohtient :

PO(n,s+1) =P(n2).(p P (n+1s)+(1-p)P"(n+1s))

( espérance actualisée des prix futurs sous laldison
Implicite- principe de tarification risque neutre)
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Modele stochastique

2°) Condition de neutraliteindéependance par rapport au
chemin suivi dans l'arbre

y P(i+1)(n +lS +1) wj‘

PY(n,s +2) P™(n+2,s)
(2) 2)
PY(n+1s+1)
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Modele stochastique

En exprimant cette condition et en utilisant ladioan

d’arbitrage, il vient :
1 1

h(s +1) 0+{1-9)

h(s)

Avec :

1-ph(2)
h(1) —ph(1)
Solution: 1
n(s) =
p+(1-p)o°

INSEA

(0<0<1])

Devolder
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Modele stochastique

CONCLUSION:modele simple a 2 parametres

-Parametr®: indicateur delispersiorproche de 1
si la variance des taux est faible :

h* (1)
h(1)
-Parametre pindicateur denoyennedes chocs a la hausse

et a la baisse proche de 0.5 si les amplitudefhauase
et a la baisse sont de méme ordre:

_ 1-h*(@)
P = @ =h*()
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Modele stochastique

Limites du modeéle
- aspect binomial
- déformations h et h* stationnaires
- parfaite corrélation entre les taux des différente
échéances

Avantages du modele:
-simplicité de I'approche
- parametrisation aisee
-respect de la courbe Initiale des taux
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Exemple

Parametrisation du modele:
- structure initiale observée en t=0p°(Q, s)

-2 constantes: p ebd

h(1) [h*(1) |p 0
1.01 |0.99 |[0.5 |0.98
1.05 |0.95 |[0.5 |0.91
1.09 {0.99 0.1 |0.91
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PARTIE 3

Le calcul stochastique
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3.1. Motivation

Modele d’évolution d’'un actif financier:

Discret Continu
Deterministe S St) =€ ‘
Stochastique : I

S(n) =[] @+i) 595

INSEA

Devolder
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Actif risqué en discret

modele binomial discret multi périodique
- en déterministe:

S(n) = S(0) H (1+i,) = S(O>|j e®

- en aléatoire:
S(n) = S(0) H e«

Avec: X, X,,---+X,, :suite de variables aleatoires iid
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Actif risqué en discret
X=0+0 (proba:%)

A chaque période

s _1 deux possibilités
=0-0  (proba _E) équiprobables de
rendement
c'estadire;
X = 6 + Gl.lJ U= e5+0
OU d — eé—o
v=1 (P=1/2)
=-1 (P=1/2)
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Actif risqué en discret

On a alors au niveau du log-rendement cumulé:

In(S(n)/S(0)) =3n+0> Y,

N

Trend Bruit

Le processus stochastiqueéw (n) ZLlJ

est appelpromenade aleatowe( dlscrete)
Le parametreC est appel&olatilité

INSEA Devolder
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Actif risqué en discret

Moments d’'une promenade aléatoire:

W)=,
() E(W(n) =S E(y,) =0 (bruit)

(ivar(W(n)) = Zn: var(g,) =n

( variance proportionnelle au temps

INSEA Devolder
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Actif risqué en discret

On obtient donc pour les moments du rendement cimul
(1) E(In(S(n) /S(0)) = a.n

(i ) var(In(S(n) /S(0)) =o% n

Conclusion: on peut généraliser sans peine en temps discret
le modele déterministe en introduisant une promenad
aléatoire qui vient « bruiter » le rendement.

Le rendement moyen correspond au rendement detstein

La variance croit lineairement avec le temps

( modelisation de l'incertitude croissante avetelaps).
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Actif risqué en continu

Premier essai de bruitage en temps continu:

d(t) = & (1)S(t)dt

Perturbation aléatoire naive :

dS(t) = & (1)S(t)dt + v(t, w )(t)dt

These : sous des conditions raisonnables le prasess
de perturbation v est identiquement nul
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Actif risqué en continu

-Hypotheses sur le processus v :
() Bruit:  Ev(t)=0

(i) Indépendance des perturbations
la variable aléatoire v(t) est indépendante de la
variable aléatoire v(s) pour 2 instants t et(3# t)

(i) Borne:
E ve(t) <K 0Ot

( non explosion de la perturbation)
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Actif risqué en continu

These sous ces hypotheses la variance de la solution
de I'’éguation est nulle

Démonstration
Solution de I'’équation pour chaque trajectaire

S(t,w) =S(0)exp j o(s)ds.exp j V(s,w)ds

S(t,w) =S(0)exp j o(s)ds.exp(u(t,w))
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Actif risqué en continu

Propriétés du processus u

a)Eu(t) = j'E(v(s))ds =0
b)Var u(t) = E(u®(t)) = E(j v(s)ds)?

En utilisant la définition de l'integrale de Riemailes
propriétes du processus v, il vient :
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Actif risqué en continu

varu(t) =Ilim E('nz_iv(tf)(ti+l -t,))°
=1im > Y E(VEVE)) (G 1)t — t)
=lim > E(v*(t;)(t,, —t)’

< KIlim> (t,, - t;)° » 0 2?27
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Actif risqué en continu

Or:

lim > (t,, —t)*<lim | > (t,, —t) =t lim|m,

.

Ou: 0

Tln

=sup (t,,, —t.) = normede la subdivisimn

Le modele ne permet donc pas de simuler une végitab
Incertitude en continu.
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Actif risqué en continu

Deuxieme essai de bruitage en temps continu:

Limite du modele de promenade aléatoire
gui fonctionnait bien en temps discret...

Passage a la limite vers un modele continu emaét

1°Madification d’échelle de la promenade aléatoire
Les sauts de +1 ou —1 sur chaque période unitaire
sont remplacés par des sauts d& eu Ax sur chaque
période de tempAt.
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Actif risqué en continu

Le processus W devient :

W(n) =) Ax.y,
=1
avec m=n/At
AU niveau des moments:

(HE(W(n)) =0

(i) var(W(n)) = m.(Ax)* = — (Ax) —ni—)t(Ax

INSEA Devolder
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Actif risqué en continu

2° passage a la limite sulx etAt:
At -0 ij -0

J

AX )’ AX.
(8x)) =1 (etnonpas— =111
At, At,

donc; AX, = 1/Atj

On montre que la suite des processus W ainsi géneres
converge dans un Sens a preciser vers un processus
a trajectoires continues appa®uvement brownien
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Actif risqué en continu

- suite de processus discrets :

t/Atj

Wi(t) = AX, ZLM

Pour chacun de ces processus discrets on peuir defiprocessus
a temps continu défini en reliant les points par fdactions

affines.
On definit : - _
tl =14t (1=012,...)

(i eme point de la partition j )
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Actif risqué en continu
Pourt!  <t<t':onpose

(t-t
At

|

wi(t)y =W () + ) wi ) - wiges,)

On peut montrer que cette suite de processus apaver
en loi vers un processus en temps continu noté w(t)
= mouvement brownien standard
= processus de Wiener
= « promenade aléatoire infinitéesimale »
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3.2. Processus
stochastiques

3.2.1. Notions de base du calcul des probabilités

- espace mesurable  (Q,0)

Avec Q =unensemble

[l = une sigma algebre suf2

/

Famille de sous ensembles@eelle que :
(i) 00
(i)si AdOalors A°O 0O
(ii)siA, O0alors| JA, OO

i
INSEA  Devolder
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3.2. Processus stochastiques

- mesure de probabilité :

Fonction P : O - (0]

telle que:

(HP(g)=0el P(Q)=1
(1) st A.(1 =1,...)sontdisjoints:

PJA) =2 P(A)
=1 =1
-espace de probabilité : triplet (Q,LP)
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3.2. Processus stochastiques

- variable aléatoire ( a valeurs réelles) :

Une variable aléatoire X a valeurs réelles estfanetion

[] me/surable: X 0 . R

x‘l(B) (1] (B= borréelien de R)
- distribution d’'une variable aléatoire :

1, (B) = P(X™(B))
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3.2. Processus stochastiques

- fonction de répartition d’'une variable aléatoire :

Borrélien: B-= (—OO,X]
b, (B) = P(X™(B)) = F, (x) =P(X<x)

- densité de probabilité d’'une variable aleatoire :

La densité f(x) d’'une variable aléatoire est |awe
de la fonction de répartition ( si elle existe) :

f, =05
w =
dx
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3.2. Processus stochastiques

- exemple 1 :variable aléatoire normale ( ou gausse :

Une variable aléatoire X est distribuée normalement

N(m,0”) si sa fonction de densité existe est donnée par

1 _(x-m)?

f. (X)= e
x() O'\/ET
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3.2. Processus stochastiques

- exemple 2 :variable aléatoire log normale :

Une variable aléatoire Y est distribuée log normmaet

2 . . . . , .
logN(m,0)si il existe une variable aléatoire X

distribuée normalemeniN(m,c?) telle que :

Y =¢*
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3.2. Processus stochastiques

- densité d’'une log normale :

f, (y)dy=dF (y) =dP(Y <y) =dPE" <)

= dP(X <Iny) = dF (Iny) = =f  (In y)dy
y

1

f, (y) = JoJzn

_(ny-m)?

2
e 20

INSEA Devolder
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3.2. Processus stochastiques

- espérance d’'une variable aléatoire:
E(X) = [ X(w)XP(w) = [ x du, (x)
Q R

- variance d’'une variable aléatoire ;

0*(X) = | (X() - EX)*dP(w)

= E(X?) - (EX)?
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3.2. Processus stochastiques

- exemples d’espérance
1° distribution normale

si X =N(m,o?) alors: E(X)=m

2° distribution log normale

siY =logN (a,b?) alors: E(Y)=e*" "
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3.2. Processus stochastiques

Espérance d’'une log-normale

EY:Tny(y)oly:TybylﬁT - (2= yay

Par changement de variable : Iny =x

\/5_[:[0 Xp- (X2_b2) “dx

) bﬁ _LeXp(_ 207 )" - 2 b dx
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3.2. Processus stochastiques

- Variance d’'une variable log normale :

VarY =EY? - (EY)

= EE”) - (E€")?
/

AussI
log normal !

logN (23,4b%)

Var Y =e?™ (e* -1)
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3.2. Processus stochastiques

- fonction caracteristique

Si X est une variablé aléatoire de fonction de nt#pn
F , alors sa fonction caractéristique est la famcur R:

®, (u) =E (") = Te‘“x dF(x)

Exemple: pour une distribution X < N (0,0?)

CD (U) — e—u202/2
X
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3.2. Processus stochastiques

-norme L°

Si X estunevariable aléatoireet si p 0|1, )
la normel’ de X notée|X|| estdéfinie par:

I, =[x are)
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3.2. Processus stochastiques
-norme L~
IX||. =sup{|X(w); wOQ}

- espaces L°

Espace des variables aleatoires de norme finie :

L"(Q) ={X:Q - R |X| <o}
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3.2. Processus stochastiques

-indépendance d’événements et de variables aléatoire

2 evénements A et B sont indépendants ssi :
A,BLLO: P(AnB)=P(A) P(B)

2 variables aléatoires X et Y a valeurs réelles son
iIndependantes ssi :

P{{(X<X)n (Y <y)} =P(X £x) P(Y <)
(Lx,yUR)
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3.2. Processus stochastiques

- esperance conditionnelle :
(Q,04,P)  +0* une sous sigma algebreldé¢ [1* [10])

X une variable aléatoire d’espérance finie

Y = E(X| )

Y= espérance conditionnelle de X connaissalit
= variable aléatoire mesurable par rapport!da  trlks

| X(w)dP(w) = [Y(w)dP(w) (OADO*)
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3.2. Processus stochastiques

Propriétés de I'espérance conditionnelle :

(i) Espéerance d’une espérance conditionnelle :
E(E(X|O*) =EX
(i)si Z est une variable aléatoire mesurablerppport a [*
E(z|0%) =Z
et:  E(ZX|0¥) =ZE(X|¥)

Giysi: 0,00,0C

E(E(X|0,)|0,) = E(X|0,)
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3.2. Processus stochastiques

-convergence de variables aléatoires :

- suite de variables aléatoires {X ;n=01,...}

22lim__X =77

00 n

4 grands types de convergence :
- convergence presque sdre
- convergence quadratigue
- convergence en probabilité
- convergence en loi

INSEA Devolder 169



3.2. Processus stochastiques

- convergence presque slre :

pS.
X - X ssiPwdQ: X (0 - X(w) =1

Exemple : loi des grands nombres

Si X, estune suite de variables aléatoires indépendantes

et équidistribuees (i.i.d.) d’espérance finie alors
ps

%ixi = EX)
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3.2. Processus stochastiques

- convergence quadratigue :

X X enmoyenne quadratique (daris )

SSi

X —xH2 -0

| X, (@) - X (w)? dP(w)

Exemple : loi des grands nombres
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3.2. Processus stochastiques

- convergence en probabilité :

P .
X, - XSS
Oe>0: P(wOQ:|X, () — X(w)|z€) -0
Proprietés

- convergence p.s»  convergence en proba
- convergence quadratigeile convergence proba
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3.2. Processus stochastiques

- convergence en |oi :

1
X - X ssillfonction ® continueet bornee

E(P(X,)) - E(P(X))
Propriété
- convergence en proba  convergence en loi

Théoreme central limitesi X = suite de variables
aléatoires i.i.d. de variance finien:
> X, -nEX
El ~ N (01
oin (01)
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3.2 .Processus stochastiques

3.2.2. Processus stochastique

(Q,0,P) Espace de probabiliteé + le temps

Un processus stochastigu€ a valeurs réelles est une application:

X:TxQ

- U (T w)

T= espace des temps
Pourw fixé, on a une trajectoire
Pour t fixé, on a une variable aléatoire

- X(1,w)

TOO"

T={0123,...} — processL discret:
— processugn tempscontinu

INSEA
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3.2 .Processus stochastiques

Filtration : famille croissante de souasalgebres de I'espace de
probabilite

L, ={Q,¢tU 0. 00 OO pour s<t

Filtration : modélise I'arrivée progressive de I'information .
Ent, on peut dire pour chaque élément de,

( = événement) s’il s’est ou non produlit .

En t=0 : on n’a aucune information :
L. ={Q,¢
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3.2. Processus stochastiques

Filtration et processusiotions liees par les 2 définitions:

Définition 1: Tout processus stochastique génere une filtration
appelédiltration naturelle du processuet definie par:

[l =0(X(s);s<t) Lt
( histoire du processus)

Définition 2 Un processus X est dilaptéa une filtration si:

[0t : X(t) =mesurable par rapporta [,
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3.2. Processus stochastiques

Filtration et espérance conditionnelle :

Chaque élement d’une filtration étant une sous aigm
algebre , on peut lui associer une esperance comaktle.

Soit X une variable aléatoire d’espérance math@muati
finie. On peut alors définir le processus adapteé :

M(t) = E(X|O,)

Représentéestimation moyenne de ¢ompte tenu
de l'information déja récoltée en t
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3.2. Processus stochastiques

Exemple de filtration et de processus (en temesrel)

Jeu successif de pile ou face ( 3 fois)
Processus de gain cumulél si pile -1 siface

X0)=0 - X@1) - X(2) - X3

Q ={( PPF),(PPF),(PFF),(PFF),(FFF),(FFF),(FPF),(FPF)}
XM={1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
X@={2 2 0 0 -2 -2 0 0
XE@)={3 1 , -1, -3 -1 -1 1}
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3.2 .Processus stochastiques

Ent=1: la 1° position est connue
0 ={Q,¢.Q;,Q}
Q. ={(PPR,(PPH,(PFR),(PFR}
Q. ={(FFR,(FFB),(FPR,(FPR}

En t=2 : les 2 premieres positions sont connues :
[, ={Q,¢,Q,,Q.,Q,.,Q..,Q..,Q_}
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3.2 .Processus stochastiques

Qpp ={(PPH,(PPBH}
Q. =1(PFP),(PFR}
Q. ={(FFR,(FFP)}
Q.. ={(FPH,(FPB}

En t=3 : toutes les positions sont connues :

0, =0
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3.2 .Processus stochastiques

espérance conditionnelle du gain final:

Q ={(PPR,(PPR,(PFR),(PFR,(FFR,(FFB),(FPR,(FPR}
X@={3 1 1L -1 -3 -1 -1 1}
(1) Espérance conditionnelle en t=0
E(X(B)\DO)ZE(X(B)):O
(1I) Espérance conditionnelle en t=3 :
E(X(3)|0;) =X(3)
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3.2 .Processus stochastiques

(1ll) Espérance conditionnelle aux différents instants

Q ={( PPF),(PPF),(PFF),(PFF),(FFF),(FFF),(FPF),(FPF)}
X@={3 1 1 -1 -3 -1 -1 1}

EXU,={0 O 0, 0, 0, 0, 0 0}
EXD,={1 1 1 1 -1 -1 -1 -1}
EX0,={2, 2, 0 0 -2 -2 0 0}
EX0,={3 1 1 -1 -3 -1 -1 1}
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3.2. Processus stochastiques

Temps d’'arrét géenéralisation de la notion de temps déterministe:
= variable aléatoire T a valeurs dams' (J{+w} telle que:
Ot {T <t} 00,

( pas d’'information necessaire sur le futur powosgaa
chaque instant si T s’est deja produit).

Exemple premier instant ou le cours d’une action dépasse
le double du cours actuel.

Contrexempl®lernier instant avant une certaine date future
ou un taux de change atteint un niveau fixe
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3.2. Processus stochastiques

Exemple de lien entre temps d’arrét et processus:
notion de processus arréte
- X = processus stochastique

- {00} =filtration naturelle associée a X

On definit le temps d'arrét{ M=barriére)
T =inf{t = 0: X(t) = M}

-On peut par exemple définir le nouveau processéstaa M

Y(t)=X(t)sit<sT

Y(t)=M sit>T
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3.2. Processus stochastiques

Exemple : jeu discret / pile ou face :
On arréte le jeu des que le gain est strictemenitiho

T(w) =inf{t: X(t,w) >0}

Q ={( PPF),(PPF),(PFF),(PFF),(FFF),(FFF),(FPF),(FPF)}
XxM={1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
X@={2 2 0 0 -2 -2 0 0
XE@)={3 1 1, -1 -3 -1 -1 1}
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3.2. Processus stochastiques

Valeurs du temps d’arrét :

Q ={(PPB,(PPH,(PFB,(PFR,(FFR,(FFB,(FPH,(FPP}
T={1 1L 1 1 o o o 3)

l

T=1 mesurable
par rapport a [,

=N

Vrai sur Q, Faux sur Q_
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3.2. Processus stochastiques

Contrexemple de temps d’'arrét :

On arréte le jeu adernier instantou le gain est strictement
positif.

Q ={(PPB,(PPHR,(PFB,(PFR,(FFR,(FFP),(FPH,(FPR}
T={3 3 3 1 o oo o 3}

T=1 pas mesurable
par rapport a L,
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3.2. Processus stochastiques

3.2.3. Classes de processus:
1° MARTINGALES :

Un processus stochastique est orsetingalepar rapport
a une filtration donnée ssi :

(i) Xestadapte par rapport a {[1};
(i) E(X(t) I O} = X(s) si s<t

- notion defair game: I'espéerance de gain futur est le gain
présent a tout instant du jeu.
- En particulier pour s=0 :E(X(t)) = X(0)
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3.2. Processus stochastiques

2° PROCESSUS GAUSSIENS :

X est un processugaussierssi toute combinaison linéaire
des valeurs de X a différents instants est diséribu
normalement:

&= Zn:ak X(t,) =N

Un tel processus X est caractérisé par sa fonction
moyenngl(t) et sa fonction de covariance
a(s,t)=cov ( X(s),X(1))
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3.2. Processus stochastiques

3° PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS
ET STATIONNAIRES:

-Un processus X est diteeccroissements independasss:
On, Ot t,,...,t 0 X(t), X(t,) = X(t,),..., X(t,) — X(t,_,)

sont indépendantes
( indépendance entre les accroissements successifs)

-Un processus est ditz@croissements stationnairssi:

[Ih, Ot : X(t +h) — X(t) et X(h) sont équidistrbués
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3.2. Processus stochastiques

4° PROCESSUS A VARIATION FINIE:

-Un processus adapte X est@ibissantsi ses trajectoires
sont des fonctions croissantes, finies et contidud®ite.

-Un processus adapte X est ditziation finiesi ses
trajectoires sont des fonctions a variations b@see tout
compact, finies et continues a droite.

Tout processus a variation finie peut s’écrire cagruiifférence
de deux processus croissants.
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3.3. Le mouvement brownien

Historigue :

-1829: Brown : mouvement de particules de

pollen en suspension dans 'eau

-1900 : Bachelier. mouvements de cours de bourse
-1905: Einstein : modeles de particules en suspension
-1923 :Wiener: construction rigoureuse du mouvement

brownien
-1944:1to: intégrale par rapport a un mouvement brownien

— devenu un processus central en finance pour
simuler I'incertitude sur les marchés.
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3.3. Le mouvement brownien

-Définition: un processus stochastique w estianivement
brownien standard sur I'espace (Q,,P) ssi

(Hw(0) =0

(ilw =processus a accroissements independants et stationnaires
(liw = processus gaussien

(iv)Ut>0:Ew(t) =0 ; varw(t) =t

Il est possible de construire un tel processuguelses trajectoires
solent des fonctions continues.
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3.3. Le mouvement brownien

- Mouvement brownien issu du point a

Z(t) = a+w(t)

-Mouvement brownien issu du point a et de drifiu :

Z(t) =a+ut+aow(t)
T EZ(t)=a+ut

- 0°Z(t) =0t
Ces 2 processus sont gaussiens.
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3.3. Le mouvement brownien

Fonction caractéristique d’un mouvement brownien
standard :

+00 —x2 /2t
WA, t) = EE@""V) = e E dx
e
1 +00  (X-iAt)?

Nt/ 2
= e j e 2 dx

\ 2Tl b

. Nt2
= e
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3.3. Le mouvement brownien

Moments d’'un mouvement brownien :

E(w* -1 d" W(A
(w (t))_i_kﬁ A1) |,
Calcul des dérivées successives de la fonctiorcgarstigue:
Nt Nt
ie > =-\te ?
dA
gz -t Nt Nt
—e 2 =—te 2 +(A\t)’e ?
d\* (A1)
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3.3. Le mouvement brownien

ds At Nt At

Fe 2 =3\t’e 2 -(At)’e ?

d4 A%t Nt Nt

we 2 =3t%e 2 -3\t?Ate 2
Mt Mt

—-3(\t)%te 2 +(At)’Ate 2
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3.3. Le mouvement brownien

Application au calcul des moments :

E(w(t)) =0
E(w?(t)) =t
E(w’(t)) =0
E(w’(t)) =3t
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3.3. Le mouvement brownien

Mouvement brownien et martingale :
Soient w un mouvement brownien standarfi e} sa

filtration naturelle; les 2 processus suivants sboits des
martingales:

(D w(t)
(i) w2 (t)—t
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3.3. Le mouvement brownien

Démonstration:
(E(w(t) I T;) =E(w(s) + (w(t) —w(s))IL;) = w(s)

() E((w(t) = t)I0,) = E(w*(s) + (W (t) —w*(s)I ;) — t

Or:
E((w(t) —w(s))”10,) = E((w*(t) —w?(s)) + 2w(s)(w(t) — w(s))I ;)

/ \

0

Donc: E(w?(t)-tl0,) =w?(s)—s
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3.3. Le mouvement brownien

Remarque la réciproque de ce théoreme de martingale
est également vraie: si X est un processus cotdlawue

X(t) et X*(t)—t sont des martingales et X(0)=0:

alors X est un mouvement brownien standard.

Le mouvement brownien est 'exemple fondamental
de martingale continue.
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3.3. Le mouvement brownien

Martingale exponentielle :

w(t)-o?t/2

Le processus X(t) =¢€’ (o =ree)
est une martingale appelée martingale exponentiell

Démonstration :
Calculons I'espérance conditionnelle suivante:

E€™"|0,) (avec: 0<s<t)
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3.3. Le mouvement brownien

E(eow(t) Ds) — E(eo(w(t)—w (S)) eow(s)

— QW () E(eG(W(t)—W (8)

1)
DS) — eow(s) E(eow(t—s))

— crw(s)ecrz(t—s)IZ
Il en résulte I'égalité de martingale :

—a2 2
E(eow(t) o°t/2 DS) — ecrw(s) 0°s/2

En particulier : 1

E(eow(t)—cztIZ)
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3.3. Le mouvement brownien

Corollaire : bruitage additif et bruitage multipliatif

1° le mouvement brownien est un bruitage additif reltur
f (t) = phénomen déte ministe
X(t) =f(t) + o.w(t) =phénomeneoruité
E(X(1)) =1(1)
2° la martingale exponentielle est un bruitage muitiatif:
f (t) = phénomen déte ministe
Y (t) = f (t).e”"V°V2 =phénoménedruité

ECY (1)) =1 (1)
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3.3. Le mouvement brownien

Contrexemple de martingale :

Le processus X(t) = w?(t)
bien que d’espérance constante n'est pas une alein

Il suffit de montrer que :
E(w’(t)|d)#w>(S) ( 0<s<t)
On part de la relation :

E((w(t) -w ()’

0.) = E(w3(t-9)) =0
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3.3. Le mouvement brownien

En développant il vient :

0,) = W () - 3w () w (§) + 3w(t)w? §) -w* ©)|,)
0,) +3w? © Ew(t)]0,) -w* )

E((w(t)-w@©)’
= E(w’(t)|0,) — 3w (s) E(W?(t)

=E(wW’(t)|0,) —=3w (S)(W’ () +t =) + 3w’ (S) —w’ (5)
=E(w’(t)| ) -w’(@)-3w({s)(t—s) =0

Il en résulte :
E(w®(t)|0,) =w’ () +3w (s) (t - )

w® n'estdoncpasunemartingale

INSEA Devolder 206



3.3. Le mouvement brownien

Mouvement brownien et variation bornée :

-soit0=t, <t <..<t =t

-On a:

£ (Aw())?) =Y A =t

D’autre part si f est une fonction déterministeagiation
bornée alors on a par définition de I'intégralesdieltjes:
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3.3. Le mouvement brownien

im Zn:(Af(ti)) - jdf - £(t) - (0)

n

im ) (Af())2 =0

=1

Le mouvement brownien ne peut donc étre a varidine: ses
trajectoires sont sur tout intervalle fini non ai&hon bornée.

En particulier les trajectoires d’'un brownien neng pas des
fonctions derivables et la différentielle dw(t) s&ns classique
du calcul différentiel trajectoire par trajectoir@existe pas.
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3.3. Le mouvement brownien

Variation guadratique d’'un mouvement brownien :

PROPRIETE

Soit t, = -t (j=0,...2") unesubdivisian de(0,t), alors:
2n

_Zzzl‘,(w(t,)—w(t,-_l»z

- 1

en convergence quadratique.
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3.3. Le mouvement brownien

Preuve :
Soit: 7, (1) = Y (w(t) ~wit,.))’

(1) E(Z, (1)) =t
(i) Var (Z.(t)) - O

(VEZ, (0= 3t ~t,) =t

(i)Varz, () = S var(w(t,) - w(t,,))
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3.3. Le mouvement brownien

Lemme :
si X=N(0,0°) alors
varX?® =2¢*

Preuve :

VarX*=gX* -(EX?)* =EX* -0*
Par fonction génératrice
M, (u) = [e"dF(x) = ®, (iu) =" "
an
a n
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3.3. Le mouvement brownien

Donc finalement :

t2
22n

i}
Var Z (t) = Zz(%)z = ol
=1

0
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3.3. Le mouvement brownien

Auto-similarité du mouvement brownien :
( scaling effectou self similarity)

Le mouvement brownien fait partie de la famille ttastales
qui ont des propriétés d 'echelle : méme forme ogedtoires
guelle que soit I'échelle a laguelle on les regarde

D’une maniere générale un processus stochastigastX
H- auto similaire si :

OA>0, [t >0:

X (M) = M X (1)
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3.3. Le mouvement brownien

H est appelé I'indice de Hurst du processus.

Pour un mouvement brownien standard on a par tiefini

W) = N (O,AD) =AY X (1)

Le mouvement brownien standard est un processus
auto similaire d’indice .

Rem.: il s’agit d’'une propriété de distributions et noag
de trajectoires
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3.3. Le mouvement brownien

Mouvement brownien et temps d’atteinte :

Pour a > 0 fixé on définit lemps d’atteinte

T,=In{{ t=0: w(t) =a}
T, =+oc0 sia jamaisatteint

Propriété

T, estuntemps d’arrét.
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3.3. Le mouvement brownien

Principe de réflexion :

P(T, <t) =2P(w(t) >a)

Preuve
Dsiw(t)>aalors T_ <t
2)W (s+T_)—w(T,) estaussiun brownien
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3.3. Le mouvement brownien

Par symétrie on a donc :
P(w(t) -w(T,)>0[T, <t)=1/2

Il vient alors successivement :

P(w(t) >a) =P(T, <t, w(t) -w(T,) >0)

= P(T, <t) P(w(t) -w(T,) >0[T, <t)

1
== P(T. <t
> (T, <1)
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3.3. Le mouvement brownien

Maximum d’'un mouvement brownien :

On définit le processus maximum d’un brownien par :

M (t) = ma)gm[o,t] W (S)

On peut obtenir la loi conjointe d’un mouvementvanten
et de son maximum.
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3.3. Le mouvement brownien

PROPRIETE :

Pour a>0,a>x :

2a— X

P(M (1) = a, w(t) < x) =1— d( * )
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3.3. Le mouvement brownien

Applications en finance :

-temps d’atteinte premiere fois ou la valeur
d’une action atteint une valeur

donnée ( par exemple premiere fois ou la valeur
du titre augmente de 50% ).

- maximum: valeur maximale atteinte par une action
sur une certaine période.
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3.3. Le mouvement brownien

Simulation d’'un mouvement brownien :

-En théorie mouvement brownien ... non représentable
compte tenu de ses propriétés de non dérivabilite.

- Discretisation possible permettant de se faireidée de la
forme des trajectoires

- Principe de base : on choisit un pa#

- Pour simuler la valeur de w(t) on décompose :
wW(t)=w(4t)+(w(24t)—w(4t))+...+(wW(t)—-w(t—4t))
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3.3. Le mouvement brownien

Par définition du mouvement brownien, tous les eéléis
de cette somme :
- sont des variables iid
- distribuées normalement d’espérance nulle et danee A4t

Algorithme : simulation du brownien sur (0,T) :

choosi At
t,=0

T
n=|—

At
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3.3. Le mouvement brownien

For j=1ton
t =t +A4
chooseZ, [1 N (01)
W(t) =w(t )+ 2 A

next |

On a ainsi génére les valeurs du mouvement brownien
aux points intermediaires t j

Pour définir des trajectoires continues il sufétrelier ces points
par des fonctions linéaires:
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3.3. Le mouvement brownien

Pourt  <t<t;:

(t- -_1)

w(t) =w(t,,)+ (w(t;) —w(t;,))

Exercice: simuler quatre trajectoires discretisees du

mouvement brownien sur une durée de 2 ans eramitilim
pas de discrétisation d’abord journalier puis 3 fuar jour.
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3.4. Intégration stochastique

MOTIVATION :

Les trajectoires d’'un mouvement brownien n’étarg pa
variations bornees, on ne peut utiliser les odtigalcul
differentiel et integral.

L’objectif du calcul stochastique est de définiewautre
forme d’intégrale (intégrale stochastiguequi permet de
developper des équations d’évolution stochastigues
temps continu.

La methodologie consiste a passer d’'une convergence
trajectoire par trajectoire a une convergence Giayle.
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3.4. Intégration stochastique

1°)Promenade aléatoire discrete
In( S(n)/S(0)) =d.n+a0 )Y P, =dn+0.W(n)
=1

2°)Subdivision de la promenade
t/Atj

In(S' (n)/S(0)) =d.n+0.Ax. thi =d.n+o.W'(n)

3°)Différences finies du processumtation:
AX(n) =X(n) - X(n - At,)
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3.4. Intégration stochastique

A In(S' (n)/S(0)) = 34t +0.4%, P = S.AL, +0.AW (n)
4°) Passage a la limite 2??

d(In( S(t)/S(0)) =&.dt +o.dw(t)

Mais le processus w a des trajectoires non a \v@mst
bornées; cette différentielle n’existe pas au stassique.

CALCUL STOCHASTIQUE : donner quand méme un sens
a cette differentielle.
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3.4. Intégration stochastique

Construction de l'intégrale classigque :

Soit f une fonction de (0,T) a valeurs rezlle
Intégrale de Riemann

.
[ ds
0
Construction par limite de sommes de Riemann :
n-1
Zf(sj) (tj+1 _tj)
j=0

Avec : 0=t, <t <..<t, =T et sO|t,t.,]
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3.4. Intégration stochastique

Intégrale de Riemann — Stieltjes

Soit g une fonction a variations bornées de (G Maleurs réelles

.
{ f(s) dg@s)
Construction par limite de sommes de Riemann :
316 (0lt,.) ~o(t)
AVEC: o=t <t <..<t,=T et sO|t t,]
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3.4. Intégration stochastique

Essai de genéralisation en stochastique :

On essaie de deéfinir un objet du type :

} X (S) dw(s)

AVEC:  _ y . processustochastige

— W : mouvemenbrownien standard

Le résultat devrait étre une variable aléatoire !
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3.4. Intégration stochastique

On peut toujours définir des sommes de Riemannl@wiennent
des variables aléatoires :

n-1
Z, =) X(s) (w(t;,,) —w(t))
j=0
(0=t <t <..<t, =T et sO|t,t,])

Comment passer a la limite des ces sommes qui sont
a present des variables aléatoires?

—» ... choix d’'un mode de convergence de v.a.
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3.4. Intégration stochastique

Premiere possibilitévision trajectoire par trajectoire
on définit I'intégrale stochastigue comme une iraégde
Riemann Stieltjes classique , trajectoire par ttajee:

Hw0Q: Y (w) = }X (S w) dw (s w)

Premiere anomalie les trajectoires du mouvement brown
sont partout non a variation bornée .

Ces intégrales n’existent donc généralement pas .
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3.4. Intégration stochastique

L'utilisation d’une intégrale trajectoire par trajeire revient a
travalller, en terme de mode de convergence dahlas
aléatoires, en convergence presque sdre.

En vue de définir une intégrale on va passer aattende
. 2
convergence plus faible , la convergence quadmfidyi ).

Cette exigence moins forte de convergence va paerokd
passer a la limite dans les sommes de Riemann: mais

Deuxieme anomaliela limite va dépendre des pointg
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3.4. Intégration stochastique

lllustration : essai de définition de l'intégrale

}W(S) dw (S)

Equivalent en calcul integral classigue

} f(5) df ()

avec. f(0)=0 et faVB

INSEA Devolder
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3.4. Intégration stochastique

Calcul en stochastique premier choix début de l'intervalle
( choix canonique en calcul stochastique )

sOlt,t.]:s =t

Soit la suite de partitions de l'intervalle (0Oggnerées
par les points :

g :%(i = 04,...,n)

Avec passage alalimite: n - o
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3.4. Intégration stochastique

Thése on a dans| ?

im. . iw(t;‘)(w(t?ﬂ) -~ w(t")) = %WZ(T) —%T

Lemme :

a(b—a) :%(bz ) —% (a-b)’

b(b - a) :%(bz ) +%(a—b)2
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3.4. Intégration stochastique

Démonstration :

S W W(E) ~W(E) =5 3w (E,) ~w (1))
-2 S w(E],) ~w(E))

_ 1 > _ln—l n _ ny\\2
_EW (T) ZFZO(W(tjﬂ) W(tj))
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3.4. Intégration stochastique

2
Donc dansL™ ona:

. 1 1
im, > ==w*(T)-=T

Conclusion: on va écrire en adoptant cette définition detém
en convergence guadratique de l'integrale stoanaesti

wi(T) T
2 2

}W(S) dw(s) =
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3.4. Intégration stochastique

deuxieme choix fin de l'intervalle

sOlt,t.]:s =t,

j+1

On peut montrer alors de maniere identique ( deoipartie
du lemme) que cette foison a:

im, > Wt )W(tl,) —w(t)) = %WZ(T) +%T
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3.4. Intégration stochastique

troisieme choix milieu de l'intervalle
( integrale de STRATONOVICH)

sOlt,t.]rs =(t, +t,,)/2

On peut montrer qu’on a alors :

im, . 3w )WL) ~w(K)) =2 w'(T)
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3.4. Intégration stochastique

Types d’intégrales stochastiques

-premier choix début d'intervalle :

choix canonique en calcul stochastiguietegrale de ITO:
on peut définir 'intégrale indéfinie qui deviemnt processus
stochastique :

wi(t) t

2 2

|(t) :jw(s) dw(s) =

Corollaire: cette intégrale de ITO est une martingale

de moyenne nulle ( bruit).
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3.4. Intégration stochastique

troisieme choix milieu d’intervalle :

choix alternatif en calcul stochastique :
Intégrale de STRATONOVICH

w* (1)

1(t) = §'w (s) ds=

Cette intégrale respecte la regle traditionnellealaul
intégral mais ne génere plus une martingale:

E(I(t)) =t/2
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3.4. Intégration stochastique

Justification du choix canonigue de debut d’intéeva
( supprematie de lI'intégrale de ITO) :

Avantages :

1° mesurabilité en terme de filtration , la valeur en debut
d’intervalle est la seule mesurable tout au longidervalle
d’intégration.

2° martingale: l'intégrale de ITO est une martingale
d’espérance nulle .

_, Dans la suite, Intégrale de ITO
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3.4. Intégration stochastique

CONSTRUCTION DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE :

But: donner un sens a I'objet aléatoire suivant:

dw(s,w)

j X(s,w)dw(s,w) # j' X(s,w)( )ds

— W = mouvement brownien standard

Ou: .
— X = processus stochastique

= Intégrale stochastique définie
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3.4. Intégration stochastique

Propriétés de base de l'intégration classique

Si f est une fonction a variations bornées , abors. :
.

1°) [1,,6) dg©) =g)-g@@ (0<a<b<T)
0

2°) | @,f, ) +a,f, () dg@) =&, [f, () dg@) +a, [f, ©)dg(s)

( opérateur linéaire)

... propriétés minimales a conserver pour toute opérati

d’intégration digne de ce nom....
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3.4. Intégration stochastique

- Démarche limite de somme de Riemann mais autre
passage a la limite tout en conservant ces preégro base.

-1° Etape Intégration de fonctions indicatrices :
XEw) =L 6

t
Alors: IX(S) dw(s,w) =0 Sl t<a
0

=w(t)-w(a) sia<t<b
=w(b)-w(a) sit>Db
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3.4. Intégration stochastique

-2° Etape Intégration de fonctions en escaliers
— additivité de l'intégrale

X3k, O+, ©

ou0=t,<t,...<t =t:subdivision deteministe
c, =condantes

t -

[X ©dw) :ch [1, . ©dw() = Zc (W(t,..) = W(t)))
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3.4. Intégration stochastique

-3° Etape Intégration de processus stochastigues simples

X est dit unprocessus stochastique simgig (0,T) si :
-LO0=t,<t,<..<t =T
—-Uk: ¢, =va U, —mesurable
- Ok: E(&,")< oo

tel que

X(ta) =&, (W)l (t)+ ZE (@)1, (1
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3.4. Intégration stochastique

Alors : sit, <t<t,,,

On définit I'intégrale définie par:

(X) = j Xdw= 3 & (W(t,.) “W(t) + &, (WD) - W(t,)
T (,00=0)

Cet opérateur est additif :
. (aX+DbY)=al (X)+bl (Y)
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3.4. Intégration stochastique

Propriété de martingale

Le processus intégrale indéfinie»> est une martingale
E(1L(X)10,)=1_(X) (0<s<t)
En particulier:
E(I.(X))=0

Démonstration:
2 cas selon que s et t appartiennent ou hon au meme
sous intervalle de la subdivision:
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3.4. Intégration stochastique

Par exemple si s et t appartiennent au méme starsalle :
soit s,t Ot t,,|:
L(X) =1,(X) + &, (w(t) —w(s))

¢, iIndépendante de (w(t) —w(s))
Donc:

EL(OO10,) =1,(X) + &, E(w(t) - w(s)I,) =1,(X)
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3.4. Intégration stochastique

Proprieté du moment d’ordre 2 ( propriété d’isone)r

E((1(X))*) = E(] X*(s)ds)

Démonstration

E(() & (W(ti) = W(L)) + & (WD) - W(E,))°)

= E(Z Eiz(w(tiﬂ) - w(t))* + Ekz(w(t) ~w(t,))*)
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3.4. Intégration stochastique

k—

S EE (t, —t) +EE, ) (t-t,)

[

= j(E(X(S))st = E(j X?(s)ds)

Remarque la définition de ces processus simples

montre bien que I'on prend une valeur mesurable
en debut d’'intervalle ( intégrale de ITO).
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3.4. Intégration stochastique

-4° Etape Intégration de processus de carré intégrable

X est dit un processus darrée integrablsur (0,T) si:
- X est un processus adapté a la filtration

- E(]' X?(s)ds) < o

Espace MZ? =ensemble des processus de carré intégrable
sur (0,T).

Espace
M* =M_ = processusle carréintégrablesur (0, )
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3.4. Intégration stochastique

Propriéte si X est un processus de carré intégrable alors:

— {X™I0OL*(Q) :processus simples
avec :

lim E(}(X(”)(s) —X(s))?ds)=0

Pour chague processus simple de la suite on péoirdé
t
(X™) = [ XM (s)dw(s)
0
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3.4. Intégration stochastique

Cette suite de processus converge dans la ngfme
vers un processus appeaiégrale stochastique

t
(XM O 0 - 1(X) = _[ X(s)dw(s) par notation
0
C’est a dire :

lim, . E(1L.(X) = 1,(X,)[) =0
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3.4. Intégration stochastique

Propriétés de l'intégrale stochastigue :

(1) E(1,(X)) =0
(i E(1,*(X)) = E(j‘)(2 (s)ds) (Isométrie de ITO)

(1) 1.(X) estune martingale
(iV) I, (X) estun processusa trajectoiescontinues
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3.4. Intégration stochastique

Caractérisation des espacemi

-analogie de la propriéeté classique d’existenciémégrale
pour des fonctions continues : l'intégrale clagsige
RIEMAN existe pour toute fonction continue.

PROPQOSITION

Si f est un processus stochastique a trajectoi@simues p.s.
adapte a la filtration du brownien.
alors I'intégrale de ITO de f sur (0,T) existe si
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3.4. Intégration stochastique

E(}f2 (S)ds) < w0

Preuve il suffit de montrer qu’il existe une suite de
processus simple convergeant en moyenne quadragsié.

Une suite candidate est la suivante :
k

fn(t):nj f(s) ds pour%st<kT+l(k:],2,...,n2—1)

K1
n

=0 sinon
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3.4. Intégration stochastique

Différentielle stochastique

—b(s,w) :processus adapte et intéegrable
— 0(s,w) :processus adapté etdecarré integrable

X(t) = X, + jb(s) ds+ jo(s) dw(s)

Alors:
dX(t) =b(t)dt+o(t)dw(t)

= différentielle stochastique
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3.4. Intégration stochastique

Propriétes de la différentielle stochasticque

autres regles que le calcul différentiel classique

-EXEMPLE /
Calcul différentiel classique

(F(t))? =2 j f(s)df(s)
Calcul stochastigue

(W(t))2 =277 2j-w(s) dw(s)
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3.4. Intégration stochastique

or:  (DE(w*(t)=t
t
(il E( j w(s)dw(s)) = 0 (martingale)
0
Différentielle d’'un produit ( intégration par padi) :

Si: dE,(t) = b, (t) dt + g, (t) dw(t)
d, (1) = b, (1) dt + 5, (t) dw(t)

Alors:  d(&,(1)€,(1)) = &, (1) de, (1) +&,(t) dg, (1) + 0, (t)o,(t) At
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3.4. Intégration stochastique

Différentielle d’'une fonction de fonction:

Calcul differentiel classique:

df (t,g(t,x)) =? (f,qg différentiables)

of  of dg. . of og
df (t,g(t, x)) = + dt+——=dx
(LX) =5 * 5 a0 I oy ax

Calcul stochastique FFormule de ITO
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3.4. Intégration stochastique

Lemme de ITO : version de base

f (t,x) = fonctionde 2 variablegf JC"*)
Alors f (t,w(t)) estdifférentiable etona:

df (£ w(t)) = % «@);}Hgidw(t)
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3.4. Intégration stochastique

Lemme de ITO : version générale
(Hd¢(t) =b(t)dt+ o(t)dw(t) (processusielTO)
(i )f (t,x) = fonctionde 2 variableqf OC"?)
Alors f (t,&(t)) estdifféerentiable:

drf (t,&(1)) = (gf b(t)<1 o 20 (tﬁﬁﬁ (t)dw(t)
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3.4. Intégration stochastique

Reqgles de calcul formel:

dt.dt =0
dw.dw = dt
dw.dt=0
of of 1 0°f 0°f 1 0°f 2
df(t,w) = —dt +—dw + =—(dt)* + dw.dt) + =——(dw
(tw) ot 16)4 26’[2( ) Oxat( ) 26X2( )

2
= Mgt O gw e 29T gt
ot 0X 2 0X
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3.4. Intégration stochastique

Application : intégration par parties :

jt'sdw(s) =77

On prend: f(t,x)=tx
&(t) = w(t)
Par ITOon a:

jt'sdw(s) =tw(t) - jw (s)ds
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3.4. Intégration stochastique

Généralisation : formule générale de l'intégratan parties

Si f(s,w)contint el a vatriation borné«Js p.s.:

jf(s) dw(s) =f (t)w(t) - jw(s) df (s)

Cette propriété n’est plus verifiée generalemeangu
le processus f n'est pas a variation bornée
( par exemple : prendre f=w)

INSEA Devolder 268



3.4. Intégration stochastique

EXEMPLE/ ITO1: |y t))2 =222 2Jt'w(s) dw(s)

f(t,x) =x°

On prend: £(t) = w(h)

dw? (t) = 2w (t)dw(t) +dt
ou
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3.4. Intégration stochastique

EXEMPLE/ ITO 2: EW6(’[) —2
— 0
On prend: F(tx) =X
&(t) = w(t)

dZ(t) = 6w(t)° dw(t) +15w(t)"dt
enintégrant

Z(t) = j6w (S)°dw (s) + lew (S)*ds
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3.4. Intégration stochastique

Or:
1) E( j 6w (s)°dw(s)) =0 (intégralestochastige)
0

2) E(jt'15w (S)*ds) = 15Jt' Ew(s)* ds= 15j 3 ds

(cf. slide 72)
Finalement:

E(w(t)®) =15t°
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3.4. Intégration stochastique

Exercices

1°Pour quelle valeur du parametre r le processwvasuest il une
martingale et quelle est dans ce cas sa volaiilite

X(t) =€e". sin(ttw(t))

2° Calculer la différentielle de la puissance neaifun
mouvement brownien.
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3.5. Equations
différentielles stochastiques

INTRODUCTION : équation dbbrownien géomeétrigue
f(t, X) — e(ut+crx)

&(t) = w(t)

. Of
)— = uf
()at W

OnaparlTO:
.. Of
1) — =of
( )ax
. 0°f 5
) — = o“f
( )6x2
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3.5. Equations différentielles

stochastiques

Par ITO :
df :ufdt+ofdw+%02fdt

2

CONCLUSION : en notant 3= +%

Le processus stochasti whnien geometrique)
2
S(1) = S(0)exp((8 -+ ow(D)

est solution de I'’équation différentielle stochqa#:
dS(t) =dS(t)dt+ o S(t)dw(t)
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

PROPRIETES du mouvement brownien geomeétrigue

()E(S(t)) =S(0)e*
(i) var(S(t)) = S?(0)e?* (et -1)

Preuve :

S(t)/S(0) = log norn((é—%z)t;cﬁ)

Et: E(lognorm(a,b?)) = exp@+ b*/2)

INSEA Devolder 275



3.5. Equations différentielles
stochastiques

Equations differentielles classiques:

dx(t) _
g X))

ou

dx(t) =f(t,x(t))dt
Solutions si f admet une condition de LIPSCHITZ:

‘f(t, x) = f(t,y) SK‘X -y
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Solutions numeériques : iteration de Picard:

xO(t) = x,

x"M(t) = x, + j'f(s, x"(s))ds

Equations differentielles stochastiques :

dX(t) = b(t, X(t))dt+o(t, X(t))dw(t)
Avec: X(0) = x,
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Conditions de LIPSCHITZ et de croissance

(i) [b(t,x) = hb(t,y| +|o(t,x) — o(t,y)| <K |x Y|

(ii) [p*(t,x) |+

0’ (t,x)| <K* (1+x°)

L’équation differentielle stochastique admet alang
solution unique qui peut étre approché par leati@ns:

XM(t) = x, + _tfb(s, X" P(s))ds+ jc(s, X"V (s))dw(s)
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Equations différentielles stochastiques linéaires:

On essaie d’obtenir une solution générale a I'égndinéaire:

dX(t) = (¢, (1)X(t) +c,(t))dt + (o, (1) X (1) + T,(t)). dw(t)
X (0) =X,

Ou :
c. et o, =fonctionsdétemministescontinues
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Premiere étape équation homogene sans bruit

dY(t) = (c (Y)Y (1)) dt
Y(0) =Y,

Solution: Y(t)=Y,. exp(j c, (5)ds

pourY,=1: y(t)= exp(j c, (5)ds
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Deuxieme étape équation sans bruit

dX(t) = (c, (HX (1) + ¢, (1) dt
X (0) = X,

Solution: t
X(1) =y(t){X, +[c, ©)/y() d$

=X, exp(jt' c, (u)du) + jcz (9).( expj c, (u)du) ds
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Troisieme etapeéquation avec bruit additif

dX(t) = (¢, (DX (1) + ¢, (1) dt + 7, (H)dw(t)
X (0) = X,

Solution:

X(t) =y(t){X, +[c, ©/y@) ds+ [, §)/yE)dw(s)}
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Quatrieme étapeequation homogene avec bruit multiplicatif

dZ(t) = ¢, (H)Z(t)dt + o, (1) Z(t) dw(t)
Z(0) = Z,

Solution:

2(t) = 2, exp([ (¢, ) - 07 (§)/2)ds+ [, ©w(S))

pourZ,=1: z(t)= exp(j (c, () — o} (s))ds+ jcr1 (S dw(s)))
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Cinquieme etapeequation géenerale

dX(t) = (¢, (1)X(t) +c,(t))dt+ (o, (1) X (1) + T,(t)). dw(t)
X (0) =X,

Solution:

X() =2(0)(X, * [ ¢, 8 -0, 80, ©) 1269 ds+ [0, ©/2dwe)}
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

EXEMPLES de processus fondamentaux
-1° Brownien geomeétrique
-2° Processus d’'Ornstein Uhlenbeck

dX(t) = a(b - X(t)) dt+ o dw(t)

Equation déterministe correspondante:
dY(t) =a(b-Y(t)dt (Y(0)=Y,)

Solution

Y(t)=Y,.e®+b.(1-e™)
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

SOIL sty = Y(1) + Z(t) e ™

Ona: (i) dX(t) =dY(t) +e™dZ(t) —ae™ Z(t)dt
(iNdX(t) = a(b — X(t))dt + adw(t)
(iidY(t) =a(b - Y(t))dt
donc :
dZ(t) = e* adw(t)

Z(t) = jeatdw(t)
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3.5. Equations différentielles
stochastiques

Finalement le processus d’Ornstein-Uhlenbeck dévien

t
X(t)=x, e +b(l-e™)+ce™ [e® dw(s)
0

l |

Trend Bruit
déterministe aleatoire

INSEA Devolder 287



3.5. Equations différentielles
stochastiques

PROPRIETE du processus ORNSTEIN :

EX(t)=x,e*+bl-e™)

Moyenne pondérée de la position initiale et de la
position asymptotique b.

Les poids sont des exponentielles négatives goaesrn
par le facteur de rappel a.

INSEA Devolder 288



3.6. Théoreme de GIRSANOV

Introduction aux changements de mesure de protbili
en univers discret

Espace de scénarios :
Q={w,w,,...,00}

2 mesures de probabilité équivalentes:

P{w}) =p,>0
P*{w}) =q,>0

( accord sur les scenarios possibles mais passuptoba).
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Densité de RADON NIKODYM :
c’est une variable aléatoire appetisnsité de la mesure
P* par rapport a la mesure P et donnée par :

Z((JO) — Pk ({(‘J|}) — qi
Plw}) p

Par definition cette variable aléatoire est d’eapée
unitaire sous la mesure Initiale P :

NG g Q
EZ=) p =20 =1
izt P, =
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Calcul d’espérance :

Si'Y est une autre variable aléatoire définiecairespace,
alorson a:

E*(Y)=E(YZ)
Preuve :

E* () :2Y<oo.)qi ﬁ(ﬂw.)%)pi
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Exemple : modele binomial sur une période :
Marché boursier a la hausse ou a la baisse :

Q ={u,d}

- mesure de probabilité initiale = mesure réelle

Par exemple : 1
pu _ pd _ E

Taux sans risque : 3%
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Variable aléatoire cours d’'une action dans une période
S(0)=1
S(1)=Y
Avec : Y (u) = 109
Y(d) =101

Autre mesure de probabilité : mesure risque neutre
_1+r-d
u-—d

qu et qd :1_qu
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Donc :
q — ].,03_1,01:l q :§
" 109-101 4 4
La densité est donnée par :
Z(u):q“ :1/4:1
p, 1/2 2
Z(d) = o = 3/4_3
p, 12 2
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Calcul des espérances :

Monde réel :

EY = (109+ 101)/2 =105

Monde risque neutre
—— Calculdirect: E*Y =109*1/4 + 101* 3/4=103

—— Calcul par densité :
E*Y = (109*1/2) *1/2 + (101*3/2) *1/2=103
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Motivation . brownien géomeétriquenouvel univers tel
gue tous les actifs financiers aient aussi un matuwyen
égal au taux sans risque r ; ceci implique un
changement de drift du processus.

Soit:  dS(t) = 5S(t)dt + o' S(t) dw(t)

dS(t) =r S(t)dt + aS(t) dw(t) + (8 - r) S(t) dt
dS(t) =r S(t)dt + o S(t) dw’ (1)
(0-r)

avec w (t) =w(t)+ t
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Le processus w* n’est plus un mouvement browniers so
la mesure reelle de probabilite.

GIRSANQOV: comment changer de mesure pour obtenir
guand méme un brownien ?

On introduit pour ce la notion de changement deureest
de densité de RADON-NIKODYM .
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

soit(Q, ) un espace de probabilité muni de deux mesures
P, eth,

DEFINITION: la mesure P2 est dite absolument continue
par rapport a la mesure P1 si:

P,(B)=0 UBUUtel que P(B)=0

THEOREME de RADON-NIKODYM :
la mesure P2 est absolument continue par rapport

a la mesure P1 ssi il existe une variable aléapoire
non négative et mesurable telle que:
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

P,(B) = | p(w) dP,() = E, (L p)

La variablep est appeledensité de Radon —Nikodym.

Cette densité est une variable aléatoire d’espenamtare:
Il suffit de prendre: B

P,(Q) =1= [ p(w)dPy(e) = Ep, (p)
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Martingale exponentielle :

-espace de probabilit§ 2, LL,P)

-mouvement brownien standard sous P : w
- filtration associée : []

Définition: le processus Y defini ci dessous est appelé
martingale exponentielle

Y (1) = exp(k w(t) —%kzt)
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Propriétés :

- les variables aléatoires Y(t) sont distribuées log
normalement de parametres :

m = _1 k-t
2
o° =kt
"EY({®) =1

- Y est un processus non négatif

—  Candidat naturel « densité de Radon Nikodym »
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Changement de mesure et mouvement brownien:

Soit {w(t, w); tLI(0,T);xQ} un mouvement brownien
defini sur un espace de probabili{€, [,P)

On introduit le processus Z défini par :
Z(t)=w(t)-kt (kUR)

Alors le processus w* est un mouvement brownien
par rapport a la mesure Q dont la densité est defoar:

0, = Y(T) = exp(kw(T) —%T)

302




3.6. Theoreme de GIRSANQV

Preuve: par fonctions caracteristiques:

2
(t-s)

u
iu(Z(t)-Z(s)) — A 2
?E,(€ [)=e ?7?

Ou encore :

2
iuZ(t)+u—t i
? V(t)=e 2 est une martingale sous Q ?

E,(V(1) = V(t,w)dQw) = [V(t,w) Y (T,w)dP(w)

Q
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

_ Y (T,w)
—E[V(t,w)Y(t,w)(Y(t’w) )dP(w)

_ Y (T,w)
= !2 V(t,0) Y (t,0)dP(w) i Yo dP(w)

( car mouvement brownien a accroissements indépésyda
= [V(tw)Y (t,w) dP(w)
Q
(car Y = martingale exponentielle)
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3. 6. Théoreme de GIRSANOV

Il faut donc montrer que le processus R est uméimgale
sous P : R(t) = V(1) Y (1)

R(t) = exp(uZ(t) + u—22t) exp(k w(t) —%kzt)
= exp{u(w(t) —kt) +u—22t) expk w(t) —%kzt)
=expK +iu) w(t) exp(—%t(k2 —u’® +iuk))

= exp(k + IU) W(t) exp(—% (k + iU)Z) Martingale exponentielle
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

-Généralisation :
Geénéraliser la dérive du brownien :
Z(t)=w(t)-kt (kUR)

l

Z(t) =w(t) - j b(s,w)ds

Ou b est a présent un processus stochastique .
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Hypotheses sur le procesdus

(i) Le processus b est adaptee a la filtration ;
( 1) condition de NOVIKOV

E(%} 0 (5, 00)dls) <o

(ii) On définit la variable aléatoire :

pr(6) = exp{] bsw)dw(® - [b* Gw)ds
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3.6. Theoreme de GIRSANQV

Alors le processus :

Z(t) =w(t) - j b(s,w)ds

est un mouvement brownien par rapport a la mesuter®
la densité de Radon Nykodim par rapport a P esté@mpar:

dQ _
T
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3.7. Représentation de
Feynman- Kac

Lien entre:

équations differentielles stochastiques ( ED%)
et
équations aux derivées partielles ( PDE)

Objectif: calcul de I'espéerance mathématique de fonctions
de la solution d’'une equation différentielle
stochastique.
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3.7. Feynman- Kac

Soil X solutior de I'EDS;

dX(t) = pu(t,X(t))dt+o(t,X(t)) dw(t) (0<t<T)
(ou w estun brownienstandard

On définit la fonction de 2 variables réelles :

F(t,x) =E(P(X(T))| X(t) =x)

(ou @ est une fonction d’'une variable réelle).
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3.7. Feynman- Kac

Hyp.(H1):

| E{(G(t,X(t)%(t,X(t)))Z}dt <00

Alors la fonction F est solution de I'équation ailgrivees
partielles suivantes

005 (1) +0

Condition au bord : F(T,X) =®(x)
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3.7. Feynman- Kac

Preuve Application de la formule de ITO au processus Y :
Y (1) =F(t, X (1))
F(T, X(T)) =F(t, X(t))

+| [? EXE)+HEXE) X EX©)ds }
tLOS 0X

0°F
ox*

+[o76x@)2F sx@)ds

+[oeX©)5 6XE)dw
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3.7. Feynman- Kac

On prend I'espérance conditionnelle des 2 memlbaesgpport

i EC [X()=x)

(i) E(F(T,X(T))[X(t) = x) =E(@(X(T)[X(t) = x)

(i@ E(Jo6X0)5- 6X©)dwEX(0) =x) =0

(car intégrale stochastique et condition H1)
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3.7. Feynman- Kac

(i1) (b) si F estsolutiondel'EDP alors

+ [? EXEO) +HEXE) D EXE)ds }
| 0S 0X

0°F
ox*

+[2o76x@) 2F 6x@)ds=0

(1) E(F(t,X(t)‘X(t) =X) =H(t, X(1))
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3.7. Feynman- Kac

Exemple :

Résoudre I'equation:

E_FEGZF:
ot 20x°

0| avec: K(T,x) =®d(x)

EDS correspondante :

dX (t) = dw(t)
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3.7. Feynman- Kac

Représentation Feynman-Kac :

F(t,x) = E(®(w(T))w(t) =x)

Distribution normale N(x,T-t)

F(t,X) = [p(T - t,x,y) @(y)dy

ou: ) ~ 1 _(y_X)2
p(T t’X’y)_(T—t)\/ETexp( 2(T—t))
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3.7. Feynman- Kac

Variante de la formule de Feynman Kac :
Introduction d’'uneactualisatiordans la fonctionnelle

F(t,x) = Ee" "~ ®X(T)X(t) =x)
est solution de :

OF 1

—rF(t,x)—O
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3.7. Feynman- Kac

Geénéralisation- actualisation a taux variable :
La fonctionnelle du type :

F(t,x) = E(exp(-| k(s X (5))ds) ®(X(T))X(t) =x)

est solution de :

OF 1

- k(t,x) F(t,x) = O
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3.8. Calcul multi-
dimensionnel

Introduction de plusieurs sources de bruit
( corrélées ou non)

|

Mouvement brownien multi dimensionnel

w(t) = (wy (1), W, (1),...,w,(t))

Chacune des composantes est un mouvement brownien.
Ces mouvements browniens peuvent étre correleés.
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

Exemple mouvement brownien bi-dimensionnel

W(t) = (W, (1), w,(1))

est un mouvement brownien bi-dimensionnel si :

1° w,(t) etw,(t)) = mouvementbrownienstandard

2° Cov(w, (1), W, (1)) = E(w, (t)w, (1)) = pt
(ou -1<p<]
En particulier: p =cov(w, (@, w, (1))
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

Si p=0 , les deux sources de bruit sont indépendantes
( mouvement brownien bi-dimensionnel non corrélé).

Décomposition de CHOLESKI :

On peut toujours exprimer un mouvement brownien
bi dimensionnel en fonction d’'un mouvement brownien
bi-dimensionnel non corrélé.
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

Considérons un mouvement brownien non corrélé .
w* (1) =(w* (),w*, (1))

On peut alors construire un mouvement brownienet@ar
la transformation :

w, (1) =w*, (1)
Wz(t) =p.w*, (t) + 1_p2 W7, (t)
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

En termes de matrice variance — covariance :

> = Matrice du vecteur w(1)
>* = Matrice du vecteur w*(1)

1 p 1 0
2 = > 2° =
bt o1,
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

Généralisation a n dimensions :

Vecteur gaussien n- dim corrélé :
w=w() =(w,@),w,Qd),...w,@1)

Matrice variance — covariance de ce vecteur :

> =COoV(W,W')

Matrice de diagonale unitaire, symeétrique et défini

positive mais non nécessairement diagonale.

( corrélations entre les variables gaussiennes).
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

On cherche une transformation linéaire des varsablen des
variables z telle que la matrice variance- covaeates z est
la matrice identité | .

On recherche une matrice triangulaire inférieurtelle que :

W=VL.Z
Avec:
> =cov(z,z") =1
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

On a alors :
> =covw,w')=E(LzZz'L')=LL'

Il suffit donc de résoudre :
2 = LL'

EXEMPLE a 2 dimensions :
] (

1 0
p 1-p°
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

Propriétés du calcul stochastigue a 2 dimensions :

Equations differentielles stochastiques :

dxl(t) = al(t’xyxz) dt+ c)-11(1:1Xl’xz)dv\/1(t) t 0-12(t’x1’xz)dwz(t)

dxz(t) = az(tixyxz) dt+ O-21(t’x1ixz)dwl(t) + Gzz(tixyxz)dwz(t)

Avec  w(t) = (w, (1), w, (1))
mouvement brownien bi dimensionnel non corrélé

Condition d’existence et d’unicitecondition de Lipschitz

et de croissance linéaire sur les coefficientarjroe en diml).
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

Formule de ITO :

X, etX, :solutionsEDS
g(t,X,y) : fonctiondifferentiableent et 2 fois diff enx ety

Alors le processus  g(t, X, (t),X, (1))
est differentiable

et ona:
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

o9 dg
do(t,X.,X,)=—dt+— dX,
QX0 XD = O o % oy
1 9° 0°
+ E{( O-fl T O-fz) 6x? + (0-21 T 0-32) ?

62
+2(0,,0,, +0,,0,,) = — -} dt
1 2
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3.8. Calcul multi-dimensionnel

Application : difféerentielle stochastique d’'un prod

En prenant: g(t, X,,X,) = X,X,

dX1X2 - XZ Xm T Xl dXZ T (011021 T 0-120-22 )dt

v
Terme complémentaire
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PARTIE 4

Modeéles stochastiques
en temps continu




4.1 Modeéele brownien
additif et géométrique

Modele brownien additif ¢ Bachelier, 1900)

Le cours d’une action est censé suivre une prongenad
aléatoire continue ( autnat de chances durant énede
determinée que le cours augmente ou diminue);
modéelisation par un mouvement brownien .

S(t,w) = S(0) +o.w(t, w)
S(0) = valeur initiale dutitre
W = mouvement brownien standard

o = volatilité
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4.1 Modele brownien additif et
geomeétrigue

Propriétées du modele additif:
(i) Le cours du titre a I'instant t est distribuérmalement
de moyenne constante S(0) et de variance donnge par

var S(t) = o°t
(i) Le processus du cours est une martingale:

E(S(t)IL,)=S(s) s<t
(i) Propriété d'indépendance des accroissemdrdslas:
S(t) — S(s) indépendant de S(s) (s<t)
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4.1 Modele brownien additif et
geomeétrigue

Inconvénients du modele additif :

() Rendement moyen nul
(i) Valeurs négatives possibles

Solution :
Indépendance des accroissements relatifs :

(S(t) —S(s))/ S(s) indéependant de S(s)
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4.1 Modele brownien additif et
geomeétrigue

Expressions sous forme d’'équations différentiagdteshastiques

(i) Modele additif :
AS(t) = o Aw(t)
dS(t) = adw(t)

(i) Modele déterministe:

AS(t) = S(t)3At
dS(t) = 8S(t)dt
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4.1 Modele brownien additif et
geomeétrigue

Nouveau modele :
AS(t) = dS(1)At + o S(t) Aw(t)

< dS(t) = 3S(t)dt + o S(t)dw(f)

Modele brownien géometrique

Solution de I'’équation:

S(t) =5(0)exp((o - —)t +ow(t))
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4.1 Modele brownien additif et
geomeétrigue

Proprieté de distribution :

S(t)/S(0) = exp(normale)
moyenneN = (d-0° /2)t

écart —typeN = o't
Distribution log-normale:

Si X est une variable aléatoire distribuee normalem
de moyenne a et d’écart type b alors la variableXp€X)
est appelée une variable log-normale de params&ed
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4.1 Modele brownien additif et
geomeétrigue

Densité de probabilité d’'une log normale:

_ _(ny-a)’
fY(y)_by\/ﬁeXp( ( e ) (y>0)

Moments d’'une log-normale :

(|) E(Y) — ea+b2/2
(iyvar(Y) = e?™ (e* -1)
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4.1 Modele brownien additif et
geometrique
Moments du modele brownien géométrique:

()E(S(t)) =S(0)e*
(i) var(S(t)) = S?(0)e?* (et -1)

Propriété d’'indépendance

(S(t) _ S(S))/S(S) — e(6—02/2)(t—s) eo(W(H-w(s) _q

Indépendant de S(s)
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4.2 Modele de Black et
Scholes

Hypotheses du modele:

(i) Actif risqué suivant un modele brownien géornugte;
(1) Actif sans risque de rendement constant cantin

(i) Marché parfait

(iv) Pas de distribution de dividende de I'actdfqué durant
la période considérée

Objectif:
Tarification d’'une option europeenne ( call ou put)
sur l'actif risqué
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4.2 Modele de Black et Scholes

Trois visions du modele:

(i) Résolution directe par arbitrage;
(i) Mesure martingale;
(ii) Limite du modele binomial discret

Notations
dS(t) = dS(t)dt + o S(t) dw(t)

C(S,t,K) =prixentd'uncallsur S deprixd exercice K
(T= maturité de I'option)
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4.2 Modele de Black et Scholes

Premiere approche: résolution directe par arbitrage :
Application de la formule de ITO au processus C :

2
dC(S,t) = (O_C + BSa—C + L2 0 E)dt + GSa—CdW(t)
ot 0S 2 0S 0S

ou  dC(S,t)=C(S,t)(a.dt + 0. dw(t))
aC 1 ,.,0°C

avec O(C:(a—C+5S—+—GZSZ 3
ot 0S 2 0S

0C
0. =(cS—)/C
c =( as)
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4.2 Modele de Black et Scholes

Raisonnement d’arbitrage:

Constitution d’un portefeuille contenant des titsesis jacents
et des options d’achat sur ce titre

Q(1) = Xg(1)S(t) + X (1)C(S,1)
Portefeuille supposé auto finance:

dx,S+dx.C=0
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4.2 Modele de Black et Scholes

Equation differentielle stochastique du portefeiill
dQ(t) = x, dS(t) + x.dC(t)

ou  dQ(t) = Q(t)(a,dt + oodw(t))

avec o, =(XsS6+x.Ca)/Q
O, = (XsSo +Xx.Ca.)/Q
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4.2 Modele de Black et Scholes

Construction d’un portefeuille sans risque :

Xg etX, ! 0, =0 [t

l

par arbitrage: o, =r

()x;So+x.Co. =0
(XSO + X -Ca, =rQ =r(x;S+x.C)
ou X;S(d0-r)+x.Cla.-r)=0
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4.2 Modele de Black et Scholes

Condition sur le systeme:

O—r _dc—r
o O

( égalité des primes de risque par unité de risque)
Equation de structure des prix :

2
12g20°C 0C  OC _
2° T s’ Tos o

rc=0

Conditions aux bords: co,t)=0 et C(S,T)=(S-K)*
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4.2 Modele de Black et Scholes

L’éguation de structure dépend de la volatilit&attaux sans
risque mais ne dépend pas du rendement moyen dyasmmnt

Résolution de I'’équation de structure :
3 étapes:
(i) transformation en I’equation de la chaleur
(ii) résolution de I'équation de la chaleur
(ii)) retour aux variables initiales

ETAPE 1: de I'éguation de structure a I'équation de la chate
Changement de variable.
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4.2 Modele de Black et Scholes

C(S,t) =e" "V u(x,1)
T :Z—I\Z/I(T—t) avec M=r-0°/2
o
T =tempsrésiduel norme

X = i—l\z/l(log(S/K) +M(T - 1))

? Equation en les variables u,xtet
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4.2 Modele de Black et Scholes

Equation:

0°u _ou
ox? 0t

Condition aux bords :

C(S,T) =(S-K)" devient:

2

u(x,0) = (x) = K exp(x 20_|v|) ~K (x=0)
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4.2 Modele de Black et Scholes

ETAPE 2: résolution de I'équation de la chaleur
Integrale de Poisson:

+oo _(x=s)*
L0 g

u(x,T) = e
(1) 21 VT
Solution:
u(Xx,T) = KP( X7 )e_x*z“;X2 —KCD(L)
J2t J21
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4.2 Modele de Black et Scholes

Avec: ,

. 10
X*F=X+—
0 M

. 1 & 2
(iYd(u) =—=— e '*dv
\2TT _L
ETAPE 3: retour aux variables initiales

u(x, 1) - C(S,t)
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4.2 Modele de Black et Scholes

Formule de Black et Scholes ( 1973):

avec

q = IN(S(t)/K) +(r+0° /2)(T —t)
' ovT -t

4 IN(S(t)/K) +(r=o*/2)(T —t)
’ oNT -t
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4.2 Modele de Black et Scholes

Formule du put:parité put-call

PSt)+S(t)=CSt)+e"" K

~PED=KE 0(d,) - S

Le prix du call ou du put dépend de la volatilitele
taux sans risque mais ne depend pas du rendemgahmo
du sous jacent.
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4.2 Modele de Black et Scholes

Sensibilité du prix de I'option a ses parametres
les « grecques »

A =delta = oc
0S
3 _0°C
[ =gamma = 2
9 =vega = oc
00
O =teta = a—C
ot
0C
=rho=—
P or
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4.2 Modele de Black et Scholes

Formules des grecques

1° DELTA:

oC
A=-—=d(d
g~ P(dy)

O0<AK1
2° GAMMA:
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4.2 Modele de Black et Scholes

3°) VEGA:

4°) TETA:
_oC__ 1 g 4’12 >0 —-rKe " Ya(d, )< 0
_at A 2TT 2T —t
5°) RHO:
aC_ —r(T t)
o =K(T-He a(d,) >0
r
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4.2 Modele de Black et Scholes

Deuxieme approche mesure martingale

Application de la formule générale de pricing ernrche
complet sans opportunités d'arbitrage:

C(S,t)=e ™" VE, ((S(T)-K)"I ) ??

Sous la mesure neutre risque ( théoreme de GIRSANOV
le sous jacent peut s’écrire:
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4.2 Modele de Black et Scholes

dS(t) =r S(t)dt + o S(t)dw(t)
ol W = mouvement brownien sous Q
En particulier on peut écrire ent :
S(T) = S(t).exp((r — a2/ 2)(T —t)).exp(a(w(T) — w(t))
Et donc:
S(T)/S(t) = lognormale ((r — 62/ 2)(T - t),0,/T - t))

INSEA Devolder 358



4.2 Modele de Black et Scholes

L’esperance devient:
C(S,t) =™V j (x —K)dF * (x)
K

ou:
F*(X)=Q(S(T) x| S(t) =S)
IN(x/S)—(r-0°/2)(T —t)

:(D(
ov T —t

)
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4.2 Modele de Black et Scholes

C(St)=e™(Y j x dF * (x)—e "TYK j dF * (x)
K K

=™ j x dF * (x) —Ke "™ Ya(d,)
K
=SP(d,)-Ke ™V a(d,)

T

Formule de Black et Scholes
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4.2 Modele de Black et Scholes

Troisieme approche:limite du modele binomial discret

- convergence de la promenade aléatoire discrete
vers le mouvement brownien ;
- forme du prix de I'option en binomial:

C(0) =SP(a;n,p,)—K ®(a;n,p)

(1+r)"
-forme du prix de I'option Blak et Scholes:

C(S,0) = Sd(d,)-Ke " d(d,)
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4.2 Modele de Black et Scholes

Convergence du modele binomial vers le modele BS:

Parametrisation du binomial:
- Intervalles de longueur A,

. _ A,
-taux sans risque:l+r, =€’

-actif risque:
0B,

_1 —
u  =e 0By

[
@D

un
d,
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4.2 Modele de Black et Scholes

Application Black et Scholes : assurance de portele:

- Achat d’'une valeur risquée S en t=0

- Investissement sur un horizon T

- Achat d’une protection en vue de garantir un mumm
al'échéanceenT

\

OPTION SYNTHETIQUE
position a la fois sur le sous jacent
et sur une option sur ce sous jacent
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4.2 Modele de Black et Scholes

1° possibilité: achat direct d’'un PUT sur le sous jacent

( strategie statique
Par exemple protection minimale :
K=S5, (1.0475'
Valeur initiale de la strategie :

S, + P(SO)
/ ~

Une unité d’actif Une unité de put

INSEA Devolder 364



4.2 Modele de Black et Scholes

Le codt initial de cette protection (prime d’assurance de
portefeuille») est donc simplement le prix du put :

PS0) =S,(1.0479" e &(-d,) —SP(-d,)

Avec : 4 = In(S,/(S,.(1,0479") + (r £ o® /2)T
12 Gﬁ
_ —TIn(.0479 +(r+oc°/2)T
) oVT
= (r-In(L0479 +0? /2T /o
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4.2 Modele de Black et Scholes

2° possibilité: position sur le sous jacent et I'actif sans resqu
( strategie dynamique

Plutbt que d’acheter un put, I'institution finaece va
dupliquer les effets de I'option en prenant destprs
dynamiques sur le sous jacent et sur I'actif seatgie.

Valeur du Put a I'instant t :

PS1t) =S,(1.0475" e &(=d, (1)) - S(t) D(=d,(1))
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4.2 Modele de Black et Scholes

Avec:

_In(S()/(S(,04797) +(r+£ 0 /12)(T —1t)
dl,z(t) — O’ﬁ

A l'instant t la valeur de I'option synthétique ekstnc donnée par :

m(t) =S(t) + PS 1) =S(t) (1~ P(=d,(1)) +&"" S(1.0475" O (~d,(1))

/ “
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4.2 Modele de Black et Scholes

Le portefeuille global peut donc s’écrire :

m(t) = n,(t) S(t) + n,(t) e

Avec : :
n,(t) = nombred'actionsent

= 1- &(—d, (1)) =P (d, (1))

n,(t) = nombrede titressansrisque ent
=S, (1.0475" ®d(—d, (1))
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4.2 Modele de Black et Scholes

Ce portefeuille doit étre ajusté en permanence &l
compte de 2 effets :

- évolution des performances de I'actif sous-jacent

- écoulement du temps
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Exemple Black et Scholes

On considere un marché constitue d’un titre sastpia de
rendement instantané egal a 4% et d’un titre risigue
rendement instantané moyen egal a 8% et de cazifide
volatilité egal a 17%.

La valeur initiale du titre est de 40 € .

Calculer le prix d’une option d’achat sur le titrequé de strike
égal a 43 € de maturité 9 mois.
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Exemple Black et Scholes

Formule a utiliser :

C(S0) = SO)®(d,) - Ke™"d(d,)

avec.

d = IN(S(0)/K) +(r+0°/2)T
1 O_ﬁ

4. = IN(S(0)/K) +(r—0*/2)T
2 O’ﬁ
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Exemple Black et Scholes

_In(40/43) + (004+ 017 /2)x 075 _

d ~-0,21384
' 017/ 075
_ 2
Q= IN(40/43 + (004~ 017°/2) x 075 _ 036107
017,/ 075

®(d,) = NORMSDIST(-0,21389 = 0,41533
®(d,) = NORMSDIST(-0,36107 = 0,35902

C(0) =40€x0,41533-43€xe ****™x0,35902= 163 €
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372



4.3 Modeles de courbe de
taux

4.3.1 Modele general d’arbitrage

4.3.2 Modele de VASICEK

4.3.3 Modele de COX INGERSOLL ROSS
4.3.4 Retour aux mesures risgue neutre
4.3.5 Modele de HULL and WHITE
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4.3 Modeles de courbe de taux

4.3.1 Modele general d’arbitrage
Modélisation en aléatoire des prix des zéro-coupons

{P(t,s,w): t<s;wQ} =prix en tdun zeéro coupon
de maturité s ( s fixe)

@(st = exp(- j f(t,u,w)du) (f=taux forward)
t

r(t,o) =lim O L1 - R(tt +6,w)

=taux SPOT
=taux a tres court terme =variable explicative
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4.3 Modeles de courbe de taux

Modeles a une variable d’état:
Hypotheses:
1° le processus stochastigue du taux spot est
solution d’'une equation différentielle stochastique

dr(t) = f(t,r(t))dt +p(t,r(t))dw(t)
ou :w = mouvement brownien standard

2° la gamme des zéro-coupons est engendrée
par le processus spot:

P(t,s,w) =P(t,s,r(t,w)) =P(t,s,r)
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4.3 Modeles de courbe de taux

Le processus P est solution d’'une equation diftexkba
stochastique:

dP(t,s,r) = P(t,s,r)u(t,s,r)dt —P(t,s,r)a(t,s,r)dw(t)
avec :

1 0 0 1 0°
tsr)=—(—+f(tr)—+=p(t,r)—)P
u(t,s,r) P(at ( )ar 20( )arz)

1 oP
o(t,s,r) = _EP(U)E
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4.3 Modeles de courbe de taux

Raisonnement d'arbitrage:
- achat de x obligations d’écheéance s
- émission de x* obligations d’echeance s*

W(t) = —=x *P(t,s*) + xP(t,s)

Recherche d’'un portefeuille auto financeé et sastpie:
dW (t) = —x *dP(t,s*,r) + xdP(t,s,r)
= (xP(t,s,r)u(t,s,r) — x *P(t,s*,r)u(t,s*,r))dt
- (xP(t,s,r)o(t,s,r) — x *P(t,s*,r)o(t,s*,r))dw(t)
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4.3 Modeles de courbe de taux

Sans risque: xP(t,s,r)o(t,s,r) — x *P(t,s*,r)a(t,s*,r) =0

!

Rendement =taux spot
XP(t,s,r)u(t,s,r) — x *P(t,s*,r)u(t,s*,r) =r W(t)
Systeme homogene:
XP(t,s,r)o(t,s,r) — x *P(t,s*,r)o(t,s*r)=0
XP(t,s,r)(u(t,s,r) —r)—x*P(t,s*,r)(u(t,s*,;r)—r) =0
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4.3 Modeles de courbe de taux

Déterminant nul:

u(t,s,r)—r _ u(t,s*,r)—r = A(LT)
o(t,s,r) o(t,s*,r)
A(t,r) = prix durisque marche

En remplacanfi eto : EQUATION DE STRUCTURE:

oP oP 1 ,0°P
~— +(f+pA)— +=p°?
ot (F+p )ar 2P ar?

-rP =0

Condition: P(s,s,r)=1
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4.3 Modeles de courbe de taux

Choix d’'un modele de taux = choix des 3 fonctioadrariable

f(t,r) =trend du taux sans risque
p(t,r) = volatilité du taux sans risque
A(t,r) = prixdu risque de marché

Normalement:

A >0 :préference pour la liquidité
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4.3 Modeles de courbe de taux

Solution de I'’éguation de structure

P(t,s,r) = E(exp(—jr(u)du —%j)\z(u,r)du + j)\(u,r)dw(u)) | [J,)

Cas particulier :
1° pas de préference pour la liquidite=0

P(t,s,r) =E(exp- (jr(u)du)l 1)
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4.3 Modeles de courbe de taux

2° si en sus modele déterministes0

P(t,s,1) = exp- _S[r(u)du

|

Formule classique d’actualisation a taux variable

INSEA Devolder 382



Modele de VASICEK

4.3.2 Modele de VASICEK (1977):

(i) Le prix du risque marché est une constante
strictement positivei(t,r)=A>0

(i) Le taux court obéit a un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck:

dr(t) =a(b —r(t))dt + cdw(t)
Solution:

t
r(t) =r,e™ +b(1-e™) +ge™ [e*dw(s)
0
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Modele de VASICEK
Propriétes:
(Er(t) =r,e™ +b(1-e™)
lim Er(t) =b (mean reversion)

(i) Varr(t) = var(ce‘atjeasdw(s))

t 0_2
= 52 e—2at“'e2asds — _(1_ e—2at)
S 2a

2

limvar(t) = 9
2a

— La variance croit avec le temps mais reste bornée .
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Modele de VASICEK

(i) Le taux court terme admet une distributiorrmale :

r(t) < N(Er(t), varr(t))

En particulier , il y a une probabilité non nullawbir
des taux négatifs !!!

_r(t)—Er(t)  —-Er(t)
P(r(t) <0) = P( m <m)

_ e Er(t)

= 1/varr(t))

_ (e +h-e™),

o° _
~ 1_e 2at
\/ 2a( ) 385



Modele de VASICEK

Structure des zéro coupons dans VASICEK:

a—F)+(a(b—r)+cy)\)aP lcyza—P—rP 0
ot 2 or’

ou a,bg,A sont des constantes positives
Solution:

2

P(t,s,r) = exp(g (1-e K -r)-(s-t)K- 423 (1-e™2™)%)

o\ o°

a Z2a
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Modele de VASICEK

Rendement instantané moyen du zéro coupon:

0 1 ,0°
, r———+f— = —P—— rP- )\o—
H{tST) P(at or 2 ar) v )
or: % = —1(1—e‘a<8“>)P
or a

Donc {u(t,s,r) =r(t) + )\—0(1— e *¢™Y)
a

( prime de risque indépendante du taux spot)
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Modele de VASICEK

Volatilité du zéro coupon:

1 aP o) ol
o(tsn=-50--=—(-e “N=0(t9)

Critigues du modele:

(i) Le taux spot peut devenir négatif dans certains
scenarios.

(1) calibrage par rapport aux conditions initiales
observées ( P(0,s))
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Modele CIR

4.3.3 Modele de COX- INGERSOLL -ROSS (1985):

() Le taux spot est solution de I'equation:

dr(t) = a(b — r(t)) dt + p/r(t)dw(t)

(i) Le prix du risque de marché est donné par:

N
p
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Modele CIR

L’éguation de structure devient :

ou a,br,p sont des constantes positives.

La solution de cette équation peut se mettre soiine :
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Modele CIR

P(t,s) = A(t,s)e "
Ou A et B sont indéependantes de r.
Le rendement instantané moyen du zéro coupon devien
u(t,s,r) =r(t) + nr(t)B(t,s)

( prime de risque = fonction linéaire du taux spot)
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Vision risque neutre

4.3.4 Retour a la mesure risqgue neutre :

Relation risque — return:

u(t,s,r) —r(t) = A(LT)
o(t,s,r)

ou

u(t,s,r) =r(t) + A(t,r)o(t,s,r)

En substituant dans I'équation du zéro coupon:
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Vision risque neutre

dP(t,s,r) =r(t)P(t,s,r)dt — o(t,s,r)(dw(t) — A(t,r)dt)
ou

dP(t,s,r) =r(t)P(t,s,r)dt — o(t,s,r)dw * (t)

avec

w* (1) = w(t) - j)\(u,r)du

Introduction de la mesure neutre risque par Girgano
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Vision risque neutre

Mesure Q dont la densité par rapport a la mesure
historique est définie par :

Q(B) = | p(0) dP(w)

avec .

p = exp( Au,r)dw(u) —% [X(u)du)
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Vision risque neutre

Changement de huméraire
compte d’épargne ( saving account):

B(t,w) = expj'r(u, w)du

Processus actualisassimilable a un changement de monnaie

P *(t,3) = P(t,)/B(t)

Sous la mesure Q le processus P* est une martingale
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Vision risque neutre

Eq(P*(us)Il)=P*(ts) (tsus<s)
En particulier pour u=s:
P*(ts) =E,(P*(s,s)IL})
ou

P(t,s) =E,(exp- jr(u)du 111)

t

INSEA Devolder
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Vision risque neutre

Modele de VACISEK en risqgue neutre :

dr(t) = a(b - r(t))dt + o dw(t)
r(t)=r,e™ +b(l-e™)+oe™ j e**dw(s)
AL =A>0

Changement de mesure :
dw *(t) = dw(t) —Adt

INSEA Devolder
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Vision risque neutre

dr(t) = a(b —r(t))dt + odw(t)
dr(t) = a(b —r(t))dt + o(dw * (t) + Adt)

dr(t) = a(b + %‘ —r(t))dt + odw * (1)

Dans l'univers risque neutre le processus du tpok s
reste un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de tautelim

e:b+EA
a

INSEA Devolder 398



Vision risque neutre

La solution peut s’écrire donc:

t
rt)=r,e™ +0(1-e™*)+oe™ j e®*dw *(s)
0
Le prix des zéro coupons est alors directement & pan:

P(t,s) = EQ(exp—jr(u)du | [,)
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Modele de HULL et WHITE

4.3.5. Modele de HULL et WHITE

-Critique du modele de VASICEK :
- calibrage par rapport aux conditions initiales

Valeur prédite par le modele :

2

P(0,s) = exp(a%1 1-e™*) (K -r)—-sK - % (1-e7%)?)

3

Quid vis a vis des valeurs observées ???
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Modele de HULL et WHITE

Ecriture en risqgue neutre :

VASICEK:
dr(t) = a(8-r(t)) dt +odw* (1)

|

dr(t) = a(B(t) - r(t)) dt +adw* (t)

d

Cible
mouvante

HW:
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Modele de HULL et WHITE

Solution VASICEK :

t
rt)=r,e™ +0(1-e™*)+oe™ j e®*dw *(s)
0

Solution HULL / WHITE:

r(t) =r,e™ +e™[ 6 ()e”ds+oe™ e dw * (5)
0 0

T Somme de normales

™ Distribution normale
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Modele de HULL et WHITE

Avantage permet d’'incorporer comme contrainte initiale
toute la courbe de départ des zéro coupons

P(0,s) = exp—j f (O,u)du

f (O, 1) = taux forwardinitiaux

o
(taux a terme observés en t=0)
dIn P(0,t
Donnés par: f(O,t) =- Bt( )
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Modele de HULL et WHITE

Parameétrisation et solution du modele :

Pour respecter la structure initiale des tauxut faendre
comme cible du modele HW:

2
o) =22t +fO1)+
a ot

(1 _ e—2at)

On peut aussi obtenir une formule explicite de
I’évolution des prix des zéro coupons.
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Modele de HULL et WHITE

P(t,s) =exp(A (t,5) — B(t,s)r(t))

avecC.
_ a—alst)
B(ts) =%
a
P(0s) o e _
A(ts) =lo + B(t.9)f (0,t) - —— (1— e 3 D)2 (1 - 2
(ts) =log o + BUSF O~ 5 (-e ™) A-e™)
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Modele de HULL et WHITE

Volatilité du zéro coupon:

1 0P et
cr(t,s,r):—P o 0(1 =) =0 (1,9

( méme valeur gue dans le modele de VASI)CEK

Le taux court terme suit aussi dans cette modidisat
une distribution normale.
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Modele de HULL et WHITE

Exemple:structure plate initiale des taux
P(0s) =e™®
f(0,s) =0

Vasicek ?7?77?

2

P(0,s) = exp(a%1 1-e™*) (K -r)—-sK - % (1-e7%)?)
T (Nop
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Modele de HULL et WHITE

Hull / White :

0.2

2

(1) =5+ —— (1- &)

2

T A (t,5) = (t—s+ B(t,s))0- % 1-e V)’ [1-e7)

1 . e— a(s—t)
d

B(t,s) =
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Exemple - VASICEK

On considere un modele de VASICEK dont les parasaetont
les suivants :

r(0) = tauxinitial = 2%
b =tauxlimite= 350%
o = volatilité = 0,/5%

a =forcerappel= 015
A =primerisque= 025
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Exemple - VASICEK

a) Deéterminer les taux spot initiaux des zéro cosoh et 20 ans

b) Déterminer les taux spot a 5 et 20 ans dans Saus les

deux scénarios suivants d’evolution du taux camne dans 8 ans:
2,5% et 4%

c) Déterminer la probabilité que le modele gémgréaux court
terme négatif dans 8 ans.
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Exemple VASICEK

a) Taux spot initiaux

2

P(Osr) = exp(1 1-e™*)(K -r(0)) —sK - 0—3 (1-e%)?%)
a da

taux: R(0s) =—In P(0s)/s

K =0,04625

R (05) = 280%
R (020) = 381%
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Exemple VASICEK

b) Taux spot dans 8 ans

2

P(8s+8,r) = exp(%1 1-e*)(K-r(8)) —sK - % 1-e)?%)
taux: R(8s5+8) =—In P(8s+8)

si r(8) = 250%: sir(8) =4%
R (813 = 315% R (813 = 421%
R (828) = 397% R (828) = 445%
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Exemple VASICEK

c) Distribution du taux court terme dans 8 ans

Er(8 =r0)e™+b@l-e™)=0,0305

2
Var r(8) —‘;a (1-e™*) = 0,00017

P(r(8)<0) = ®(-2,3345 = 0,00978
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4.4 Options sur zéro coupon

Soit P(0,T) un zéro coupon de maturité T ( P(T,7)=1

On s’intéresse a une option europeenne sur cecpaEmn

d’ échéance f (f < T); le modele de BLACK et SCH( ke
peut plus fonctionner car le sous jacent est dauree nature.

A l'instant f le pay off du call sera donné par :
C(f) =(P(f, T) -K)’

C(t)prixducallent? (0<t<f<T)
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4.4 Options sur zero coupon

Application de la méthodologie risque neutre:

Prix= esperance sous la mesure risque neutre dafpay
actualise

C(t) = Eo (C(f) exp—fj r(udu | [J,)

C(t) = E, ((P(f,T) = K)* exp—j" rudul O,)

Formule exacte mais difficilement manipulable :
corrélation entre le zero coupon P et les taulk r
INSEA Devolder 415



4.4 Options sur zero coupon

Cas particuliers d’application de la formule générde de
tarification :

Cas 1: structure déterministe de taux ; pay off detersban;

C(t) =C(f) exp—fj r(s)ds

Formule classique de la valeur actuelle
de la finance déterminsite
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4.4 Options sur zero coupon

Cas 2: structure déterministe de taux ; pay off stotas

C(t) = exp- [ r(e)ds E,(C(f)|0,)

Formule a la Black et Scholes ( pricing d’options
sur actions sous des taux d’intérét deterministes)

Cas 3: structure stochastique de taux ; pay off déteiste :

C(t) = C(f ) E ( exp—fj r(udu | 0,) = C(f ) P(t, )

INSEA Devolder
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4.4 Options sur zero coupon

Cas 4: structure stochastique de taux ; pay off stawinzes

indépendant des taux

C(t) = E, (C(f) exp—j' rudu | 0,)

= E, (exp—j r(u)du‘Dt). E,(C(f)|0,))

= P(t,f) Eo (C(F)|,)

INSEA Devolder
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4.4 Options sur zero coupon

Cas 5: structure stochastique de taux ; pay off stawinzes
et corrélé avec les taux :

C(t) = Eo (C(f) exp—fj r(udu | [J,)
= Eq(exp- | r(u)du,). Eo(C(f)|0,))

+CoV, (exp—j r(udu,C(f))

Exemple corrélé option sur ZC: C(f)= (P(f,T)-K)"
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4.4 Options sur zero coupon

Nouveau changement de mesure et nouveau numeéraire :

Sous la mesure risque neutre :

C(t) = E,((pay off).actual)
Processus d’actualisatiotaux spot

Sous la mesure forward neutre :

C(t) = actual .E, ((payoff))
Processus d’actualisatiomaturel . P(t,f) !
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4.4 Options sur zero coupon

Mesure risque neutre

P*(t,T)=P(t, T)exp— _t[r(u)du

P(t,T)
B(t)
Sous la mesure risque neutre ce processus estarfiagale

P*(t,T)=

P*(t,T)=E,(P*(u,T)I0)
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4.4 Options sur zero coupon

Approche forward neutreautre changement de numeéraire:

_ _P(t,T)

P(t, T;f) P(LT) (t<f<T)

=prix en t d’'un zéro coupon d’eécheance T, exprime
en nombre de parts d’un zéro coupon d’échéance
intermédiaire fentretet T .

( mesure forward propre a l'instant f)
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4.4 Options sur zero coupon

Changement de mesuren cherche une nouvelle mesure telle
gue sous cette mesure le processus forward esharmgale

P(t,T;f)=Eo, (P(uT;f)10,) (0<tsus<f<T)

Equations differentielles stochastiques:

Réel: dP /P = p(t, T)dt - o(t, T) dw(t)

Risque neutre dP/P =r(t)dt — o(t, T)dw * (t)
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4.4 Options sur zero coupon

P(t, T) = P(0, T).exp(_t[ r(u)du — _t[cr(u, T)dw * (u) - % _t[ 0*(u,T)du)

ou

P*(t,T)=P*(0,T) exp(—_t[ o(u, T)dw * (u) —%jcz(u, T)du)

On cherche une relation similaire :

P(t, T;f) = E(O,T;f).exp(—j o(u, T) dw, (u) —%jGZ(u,T)du)?
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4.4 Options sur zero coupon

On ecrit le processus forward dans le monde risguére:

P(t, T)
P(t,f)

P(t, T;f) =

| | o A

P01 exp(jr(u)du - jG(U,f)dW *(u) ‘ij“z (u.f)du)
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4.4 Options sur zero coupon
P(t, T;f) =P(0,T:f).X

X = exp(—j'(cr(u,T —o(u,f))dw * (u) —%j(az(u,T) —0°(u,f))du)

= exp(—jf(cr(u, T)—o(u,f))dw * (u) - %j' (o(u, T) —o(u,f))*du - Y)

Y = j'cr(u, f)(o(u,T) —o(u,f))du
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4.4 Options sur zero coupon

Ceci conduit a définir le nouveau processus :

dwi (u) = dw * (u) + o(u,f)du

ou

dwi (u) = dw(u) - A(u)du + o(u, f)du
=dw(u)—(A(u)—o(u,f))du (u<sf)

Mesure forward neutre: B
mesure telle que le processwg: est un

mouvement brownien standard
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4.4 Options sur zero coupon

Cette mesure est définie par sa densité de Radadin:

Q(B) = p;(w)dP(w)

avec .

pr = exp(| (\(u) - o(u, f))dw(u) —% [A () - o(u,f))* du)
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4.4 Options sur zero coupon

Sous cette mesure on a alors :

P(t, T:f) = P(0, T;f)

exp(~| (o(u,T) - o(u,f))dw: (u) —% | (0(u,T) - o(u,f))*du)

|

P(t, T;f) =martingale sous Q,
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4.4 Options sur zero coupon

Donc:

P(t,T;f)=Eo, (P T;f)10,) (0<tsus<f<T)

En particulier pour u=f:
P(t,T;f) =Eo (P(f, T;1) 1 [0,)

ou
PtT) _ . P(T)
P(t,f) =Eo (P(f f)) Eoi(P(LT))

P(t, T) =P(t,T)E, (P(f,T))
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4.4 Options sur zero coupon

D’une maniere générale si S est un actif sur c&inéae prix
peut alternativement s’écrire:

-en risque neutre : |S(t) =E Q((exp—jr(u)du).S(f))

-en forward neutre: | S(t) =P(t,f)E, (S(f))
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4.4 Options sur zero coupon

Application a la tarification des options sur zéonpons

C(t) =E, ((exp- j'r(u)du)(P(t,f) ~K)*10,)

ou

C(t) = P(tL.F)E,, ((P(f,T@

Cas patrticulier :

o(t,s,r) = o(t,s) (volatilite déter ministe)
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4.4 Options sur zero coupon

Formule explicite du prix du call sur zéro coupon:

C(t) =P(t,T).®(h,) -KP(t,f)d(h_)

ou:
In(P(t, T) /(P(t, )K)) + %Vz(t,f)
N, = v(t.f)

(v(t,f))? =var(InP(t,f)) = fj(c(u,T) —-o(u,f))?du
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4.4 Options sur zero coupon

Methodologie: on se ramene a Black et Scholes !!
C(t) =P(t,F)Eq ((P(f, T)-K)" 1)
=E, ((P(f, T;f) -K)"10,).P(t,f)
PETF) K
P(t,T;f) P(tT;f)
= P(t,f)ﬁ(t,T;f)EQf (W(t, ) —-K*"10,)
=P(, T)Eq (W(t,f)-K*)"10,)

=Eq, (( )'P(t,T;F)I0,).P(t.)
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4.4 Options sur zero coupon

WP(t,f) = exp(—j[ (a(u, T) —a(u, f))de (u) - %j' (o(u, T) - o(u,f))*du)

|

Distribution log normale sous
la mesure forward neutre

C(t) = P(t,T)T(x ~K,)dF *(x)

F* =lognormale(a,b)
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4.4 Options sur zero coupon

Avec:

1 ,
a=-- ! (o(u, T) - o(u, f))>du

b= var(_f[(cr(u,T) - O'(U,f))de (u) = j(cr(u,T) —o(u,f))?du

=(v(t,))*

Méme forme de prix que Black et Scholes dans sador
neutre risque
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4.4 Options sur zero coupon

Application Modele de HULL- WHITE:

o(u,T) == (1-e ™)
a

(V(t,)? = f(ga— e ™) - = (1-e™(™))2du
a a

2 f
_J‘ a(f—u) _ e—a(T—u))Z du
t

Q

2

QO

0. (1 e—2a(f t))

: ( (1- e—a(T—f))Z)

SD
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4.5. Options sous taux
d’intérét stochastiques

Ecriture alternative de la formule de Black / Selsadous
taux d’'intérét constant

CSH =) ®(d,) -Ke"""d(d,)

avec:
4 = IN(S(t)/K) +(r+ac° /2)(T —t)
' oJT -t

i = In(S(t)/K) +(r—o” /2)(T —t)
i o T -t
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Option sous taux stochastiques

Posons: P(t,T)=e'"™" ( ZC déteministe)

Ona: | C(St)=S(t)d(d,)-K Pt T).od,)

N0y 42 12T -1)

- KP(LT)
. o T —t

St) | o ~
d :In( o) "0 AT
’ oJT -t
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Option sous taux stochastiques

Modele d’action sous taux stochastique :

1° On suppose que l'action suit un mouvement brewni
geomeétrigue donné en risque neutre par :

dS(t) = r (t)dt +n S(t)dw(t)

2° On suppose que les taux d’intérét suivent uneieod
de Hull et White :

dr(t) = a(8(t) - r(t)) dt +adw* (t)
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Option sous taux stochastiques

Les deux processus w sont des mouvements browsti@mdards
corrélés sous la mesure risque neutre ( mouvenmewnien

bi-dimensionnel ): _
dw(t).dw* (1) =pdt

On peut montrer que la relation de Black/Scholegs pe
generaliser en introduisant une volatilité glolmdanée par:

V(L T)=n*(T -t)+ ]'02 (u,T)du+ Zp}r]o (u, T)du

/ /

v J J
Volatilite \Volatilité Corrélation
action Taux Action- Taux 441



Option sous taux stochastiques

Or dans le modele de Hull /White , on a:

o(19=2a-e)

Il vient alors explicitement en intégrant :

o° 2 1 3
V2T =n¥(T-t)+—(T-t+Ze3™H - = g2 _
(L) =07 (T =)+ 25 (T~ t+5 )

+ 2PN (7L gamy)
d d
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Option sous taux stochastiques

Le prix du call sur l'action sous taux stochastige®ient alors

CStH=3)P(d,)-K.PtT).P(d,)

Xt) )
In( KP(LT)) +02(L,T)/2

u(t,T)

d, =

St) | _ .2
In( K_P(t,T)) L2 (1,T)/2

u(t,T)
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Option sous taux stochastiques
CONCLUSION :

Cette relation a la méme structure que la formel8ladck/Scholes
ou que la formule d’option sur zéro coupon obtealee section 4.4:

Prix du call = (sous jacent) x Proba 1
- (valeur actuelle du strike) x Proba 2

Avec . — |
in(—_SousTJacent ., 1,5 volatilite?
B valeuractuellestrike
Proba,, = ®( — )
’ volatilité
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